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Resumo

Tanto em condigoes naturais quanto em laboratorio, o suprimento de alimento
é um aspecto essencial da dinamica de populacoes. Um suprimento limitado de
alimento parece ser uma caracteristica essencial de qualquer modelo de dinamica de
populacoes capaz de descrever um estado estacionario. A representacao classica de

tal capacidade de suporte é o termo nao-linear de Verhulst.

Nessa dissertacao consideramos um modelo de populagao de individuos idénticos
que morrem na auséncia de comida, e reproduzem-se assexuadamente. Para sim-
plificar o modelo, consideramos auséncia de outros fatores que podem interferir na
dinamica dos sistema, como doengas, e competigoes. Consideramos que a quantidade
de alimento disponivel para populacao seja distribuida aleatoriamente no espago, de
tal forma que ela siga uma distribuicao de Poisson. O modelo é representado por
um conjunto de duas equagoes nao-lineares, cujas variaveis dependentes sao a den-
sidade de individuos, p, e a densidade de alimento, f, e que ainda dependem de
dois parametros, A e k, que representam, respectivamente, a taxa de reproducao da
populacao e a reducao espontanea na quantidade de alimento disponivel. O modelo
apresenta muitas semelhancas com o modelo de Gallopin, no qual discute a dinamica

de um sistema populacao-comida [3].

X



Abstract

Food supply is an important aspect in the dynamics of populations in nature
as well in the laboratory. A limited supply of food seems to be an essential feature
of any dynamical population model with a stationary state. A classic representation

of such support capacity is the well known non-linear term of Verhulst.

In this dissertation, we consider a population of identical individuals that die
in the absence of food, and which reproduce asexually. To simplify the model, we
neglect other factors that can interfere in the dynamics of the system, such as dise-
ases or competition. We suppose that the available food is randomly distributed in
space and described by a distribution of Poisson. The model is represented by a set
of two non-linear equations. The individuals density, p, and food density, f, are the
dependent variables that depend on two parameters, A and x. These parameters re-
present, respectively, the population rate reproduction and a spontaneous depletion
in the amount of available food. Our model is similar to the food-population model

of Gallopin.



1 Introducao

O estudo de modelos de populagoes tem em seu arquivo de registro o modelo
do economista britanico Thomas Robert Malthus, com sua teoria populacional. No
final do século XIX, Malthus publicara seu Essay on the Principle of Population' no
qual ele afirma que, dadas as condigoes agricolas da terra, os meios de subsisténcias,
em qualquer circustancia, s6 poderiam crescer em progressao aritimética. Ainda
segundo Malthus, nas mesmas circustancias para os meios de subsisténcia, a po-
pulacao humana cresceria exponencialmente. Com as criticas sobre o crescimento
exponencial de uma populacao de individuos, Malthus estudou possibilidades de
restringir esse crescimento, pois os meios de subsisténcia s6 poderiam crescer em
progressao aritmética. Segundo ele, esse crescimento populacional é limitado pelo
aumento da mortalidade e por todas as restricoes a natalidade, decorrentes da fome,

das doencas, do vicio etc.

Opositores ao modelo malthusiano de crescimento exponencial foram surgindo
ao longo do tempo. Dentre os vérios, temos que mencionar o matematico belga Pi-
erre Frangois Verhulst. Em 1838, bem antes do lancamento do livro “The origen
of species” do biolégo britanico Charles Darwin, Verhulst propoem um modelo de
crescimento populacional mostrando que h& um limite méximo de individuos atin-
gido pela populagao sujeitos apenas aos recursos disponiveis na natureza [2]. Esse

modelo é conhecido como modelo logistico de crescimento.

Embora Malthus tenha sido o primeiro a formular um modelo de dinamica de
populagoes, foi a limitacao imposta no modelo de crescimento logistico de Verhulst

que desencadeou o aparecimento de diversos outros modelos em ecologia. Pearl e

1O leitor interessado no Essay publicado por Malthus pode enontra-lo acessando a pégina da
web: www.ac.wwu.edu/ stephan/malthus/malthus.0.html.
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Reed [4], em 1920 aplicaram a equacao de Verhulst para calcular, aproximadamente,
a populacao dos EUA no periodo de 1790-1920. Eles ainda afirmaram que o limite
superior da populagao deste pais seria de 197.274.000. O valor atual é de 302.200.000
(Dados obtido na pagina: http://www.prb.org). Von Bertalanffy, desenvolvera um
modelo do tipo logistico para descrever o crescimento de peixes. (O modelo também
descreve a taxa de crescimento de outros animais, como ¢é feito no trabalho de
Oliveira et al para crescimento de suinos de corte [5]). Em ciéncias florestais um
modelo que é bastante usado é o de Richards, onde ele faz uma generalizagao da
equagao de Von Bertalanffy para descrever o crescimento de plantas [6]. Smith
(1963) desenvolvera um modelo para o crescimento populacional de Daphnia Magna,
uma espécie de crustdcio marinho [7]. Em seu modelo, Smith substitui o termo
que regula o tamanho da populagdo do modelo de Verhulst, por um termo que
representa a taxa total da utilizagao de alimento na saturacao. Além de Smith,
Gallopin (1971) [3], Vavilin e Vasiliev (1980) [8], Qiwu e Lawson (1982), Lépez et al
[9] (2000), incluem, implicito ou explicitamente, disponibilidade de recursos como

uma variavel.

Modelos de interacao entre as espécies também sao bastante estudados em
livros [2] e artigos cientificos. Um dos modelos de competi¢ao mais estudado é o de
Lotka-Volterra, desenvolvido em artigos escritos por Lotka? em 1925 e por Volterra?
em 1926. O modelo de Lotka-Volterra constitui um sistema de equacao diferencais
nao-lineares que retratam a interagdo entre duas espécies, na qual uma delas (o
predador) alimenta-se da outra (a presa), enquanto esta tltima vive de outra fonte
de alimento. Goel, Maitra e Montroll (1971) publicaram um artigo a respeito deste

modelo e de outros, também nao-lineares, de competicao [11].

Modelos classicos de crescimento, como os citados acima, além dos de Gom-

pertz (1825) [12], Schnute (1981) [13], definem curvas sigmoidais, em que a taxa de

2Alfred J. Lotka (1880-1949), um biofisico americano, nasceu onde é hoje a Ucrania, mas foi
educado na Europa. E lembrado, em geral, por sua contribuicao na formulagao das equacoes de
Lotka-Volterra. Foi também o autor do primeiro livro sobre biologia matemética, atualmento com
o titulo de Elements of Mathematical Biology (Nota de Boyce [10]).

3Vito Volterra (1860-1940), um grande matemaético italiano, foi catedratico em Turim e Roma.
E famoso por seu trabalho em equagoes integrais e andlise funcional, sendo que uma das maiores
classes de equagoes integrais leva seu nome. Sua teoria de espécies interagindo foi motivada por
dados obtidos por um amigo, D’Ancora, relativos & pesca no Mar Adridtico (Nota de Boyce [10]).
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crescimento aumenta quando o tamanho da populacao aumenta a partir de valores
pequenos, atingindo um maximo num ponto de inflexao e entao diminui quando o

tamanho dela estd acima do seu limite assintético.

Talvez a parte mais dificil em modelagem matematica em ecologia nao seja
resolver as equacoes diferenciais envolvidas, devido ao grande desenvolvimento de
técnicas numeéricas e de computadores cada vez mais rapidos, mas em como retratar,
quantitativamente, os principais fatores externos e internos, como predacgao, espa-
lhamento de doencas, disponibilidade de alimento no ambiente, exploracao, entre
outras que determinam a dinamica do sistema ecolégico. Muitas vezes estes fatores

sao incluidos por meio de parametros.

E um fato conhecido que epidemias como rubéola, sarampo e outros tém a
tendéncia de ocorrer em ciclos que podem ser irregulares. Na década de 70, o
biomatematico australiano Robert May, radicado na Inglaterra, descobriu que esses
ciclos podem ser entendidos matematicamente [14], e por meio de uma simples
equacao do segundo grau: a equacao logistica de Verhulst, porém, nao em sua
forma diferencial, mas em forma de mapa, onde cada valor é obtido a partir do valor
anterior: z,.1 = p(l — z,)z,, sendo que o valor de x representa o tamanho da
populagao ao longo do tempo. May pesquisou o que ocorreria com uma epidemia se,
de repente, houvesse uma vacinacao em massa. Ele utilizou a equagao logistica para
simular o comportamento da epidemia, e verificou que poderiam ocorrer grandes
oscilagoes, ou seja, em algum momento o ntimero de infectados tenderia a crescer
abruptamente e num instante posterior a diminuir drasticamente. Na verdade, May
verificou que este sistema passa de periddico para aperiodico devido a pequenas
variacoes de pu. Na condigao em que o comportamento do mapa logistico é periédico
¢ facil prever as condigoes futuras, pois possui uma certa regularidade que, a longo
prazo, se estabiliza na forma de um atrator. Mas, quando acontece o regime cadtico,
quaisquer variagoes nas condicoes iniciais provoca grandes variacoes nas condicoes

futuras.

A melhor maneira de observar a transicao para o comportamento cadtico neste
sistema é tragando o conjunto de atratores do mapa logistico para diferentes valores
de p. Esta transi¢ao para o caos ¢ conhecida como rota de duplicacao de periodo.

As duplicacoes ocorrem nos pontos de bifurcacao. Uma Bifurcagao é um ponto onde
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hé perda de estabilidade.

Na década de 60, Edward N. Lorenz, pesquisador de meteorologia do MIT
(Instituto de Tecnologia de Massachusetts), ja havia descoberto que mesmo simpli-
ficando muito seu modelo do clima, ele ja se mostrava “cadtico”[15]. Quem poderia
imaginar que em férmulas aparentemente simples ja poderia aparecer o caos? Im-

pressionado, Lorenz disse uma vez que:

“Uma borboleta poderia, com um mero bater de asas, alterar o curso de um

furacao a milhares de quilometros de distancia e muitos anos mais tarde!”

1.1 Organizacao do Trabalho

No capitulo seguinte faremos uma breve introducao as equacoes diferenciais
ordindrias (EDOs) e discutiremos, de maneira suscinta, andlises lineares de estabili-
dade das solugoes de equilibrio. Ainda no capitulo 2, apresentaremos alguns métodos

numericos de resolucao das EDOs.

Sabemos que muitos modelos em qualquer area da ciéncia sao apresentados
na forma de EDOs nao-lineares e, em consequéncia disso, surgem varios compor-
tamentos em suas propriedades dinamicas, tais como regimes periddicos e regimes
nao-periddicos. Tais idéias serao apresentadas e discutidas no capitulo 3, onde ve-
remos que nas equacoes de diferencgas ou, simplesmente, nos mapas, em particular
o logistico, surgem as chamadas bifurcacoes de duplicacao de periodo que ficou co-

nhecida por ser uma rota para o caos.

Alguns modelos de populages em Ecologia na forma de EDOs serao discutidos
no capitulo 4, onde apresentaremos no inicio do capitulo um modelo generalizado
de crescimento logistico desenvolvido por Tsoularis e Wallace. Outros modelos de
crescimento conhecidos resultam de casos especiais deste modelo generalizado. Con-

cluiremos o capitulo apresentando um modelo mais realista.

Motivados pela diversidade de modelos existentes na literatura sobre populacoes
ecologicas, em que poucos discutem acoplamento entre populagao-comida, apresen-

taremos no capitulo 5 nosso modelo que envolve densidade de individuos e alimento.
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Gallopin discute de maneira formal um modelo generalizado de acoplamento entre
recursos-populacao em seu artigo publicado em 1971. Alguns aspectos e carac-
teristas deste modelo que tém semelhancas com nosso modelo serao apresentados no

Apéndice A.

Finalmente, apresentaremos no capitulo 6 as nossas conclusoes e as pespectivas
de trabalhos futuros. Apresentamos no Apéndice B as subroutinas em FORTRAN

do método de Runge Kutta de 4 e 5 ordem usadas para integrar as EDOs.



2 FEquacoes Diferenciais e
Métodos Numéricos

Um problema importante em modelagem de sistemas biolégicos
é caracterizar a dependéncia de certas propriedades no espaco e
no tempo. Uma estratégia freqiilentemente aplicada é a descricao
das mudancas nas variaveis de estado por equacoes diferenciais.
Se apenas a mudanca temporal for considerada, as equagoes or-
dinarias sao usadas. Para mudancas no tempo e no espaco, as
equacoes diferenciais parciais sao apropriadas. Neste capitulo va-
mos discutir pontos de equilibrio, trajetérias no espaco de fase, e
estabilidade de sistemas dindmicos. Finalmente, vamos discuitir
integracao numérica das equagoes diferenciais ordinarias.

2.1 Estabilidade de Sistemas Lineares

Neste contexto, serd necessario que o leitor tenha familiaridade com idéias de

Algébra Linear!.

Considere um sistema de equacoes lineares a coeficiente constante da seguinte
forma
dx/dt = ax + by

(2.1)
dy/dt = cx + dy

Uma solucéo para o sistema (2.1) é a trivial 2(t) = y(t) = 0. E til, para aplicacdes,

sabermos determinar a estabilidade deste problema; assim, se tivermos um valor

!Para uma boa revisio de Matemadtica Algébrica Linear recomendo uma leitura do Livro de
Anton e Rorres [16].
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inicial (g, yo) préximo de (0, 0), pode-se dizer que, com o passar do tempo, a solu¢ao

se afasta ou se aproxima da origem.

2.1.1 Classificagao do Comportamento

Podemos reescrever o sistema (2.1) numa forma mais elegante, que é a matri-

cial
{ b
T\ _(a z (2.2)
Y c d (1
ou
x = Mx, (2.3)

sendo x e sua derivada X vetores ou matrizes colunas, cujas componentes sao (z,y)
e (,7). M representa uma matriz 2 X 2 cujos os elementos sdo os coeficientes do

sistema (2.1).

Usando esta notagdo matricial, podemos reduzir o sistema (2.1) de equagoes
lineares acopladas a um sistema de equagoes lineares desacopladas simplesmente dia-
gonalizando a matriz dos coeficientes. Usando recursos de Algebra Linear, podemos
determinar a solugao do sistema (2.1) por uma combinagao linear de exponenciais
em t, eM' sendo )\; os autovalores? da matriz M (o indice i indica o nimero de

autovalores, neste caso ¢ = 1,2.). Sendo assim, a solu¢ao do sistema (2.1) serd

z(t) = areM + aze™ ; y(t) = bieMt + bye?t (2.4)
Nesta formula, a; e b; sao todos constantes. Os autovalores podem ser iguais, quando
ad — bc = 0 no sistema (2.2). A seguir, vamos supor um caso que nao seja este.>.

Note que Ay e Ay podem ser complexos, nao necessariamente reais. Podemos
escreve-los na forma,
A= g+ i, (2.5)

com g e w sendo numeros reais. E claro, na (2.5), que se tivermos p;, g ambos

20s autovalores sdo determinados resolvendo a equacdo caracteristica da matrix M que é o
determinante da matriz (M — AI), donde A é uma varidvel [16].

3Se fosse, os autovalores de M seriam A\; = Ay = ), e a solucdo (2.20) seria z(t) = aje* +aste,
y(t) = brer + bote.
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negativos, z(t) e y(t) vao a zero no limite ¢ — oo; assim o ponto zero é atrativo; Por
outro lado, se pelo menos um dos dois for positivo, entao |z(t)| e |y(t)| divergem
ilimitadamente quando ¢t — oo, e o equilibrio é instavel. No caso do autovalor com

parte real nula, teremos um ponto fixo estavel, porém nao atrativo.

Se ambos os autovalores sao reais, w; = wy = 0, podemos classificar a solucao

conforme ilustra a tabela abaixo (usaremos a convegao para f; < fip):

Tabela 1: Classificagdo da soluc¢ao do sistema (2.1)

1 classe
— — nd (ou né atrator)
+ + fonte

- 4+ ponto de sela

No caso em que p; = s = 0, o ponto (0,0) é um centro; neste caso, o sistema

faz circulos centrados na origem, percorridos com velocidade angular w.

No caso do autovalor Ay = p; £ iw com parte real e parte imagindria nao
nulos, o ponto (0,0) é uma “espiral”, estdvel ou instavel segundo o sinal de p. A

Tabela 2 ilustra a situagao conforme o sinal de p.

Tabela 2: Classe de solugao do sistema (2.1)

nooow classe
0 centro

# 0 espiral estavel
+ espiral instavel




2.2 Linearizagdo de um Sistema de Equacdes 9

2.2 Linearizacao de um Sistema de Equacoes

Quando estamos lidando com um sistema de equagoes nao-lineares, por exem-
plo
dx/dt = f(x,
{ fdt = f(z,y) 26)
dy/dt = g(x,y)

com f(x,y) e g(x,y) sendo fungdes nao-lineares, nem sempre é possivel determinar
a solucao geral. Porém, é possivel determinar, se existe, a solugao estacionaria; com
efeito, a solucao estacionaria ocorre quando & = y = 0, e portanto se determina

resolvendo o sistema de equagoes

{ flz,y) =0

g(r,y) =0 2D

Existindo soluc¢@o estacionaria, digamos (x,y) = (zo,¥o), ¢ natural checarmos se
ela é estdvel ou se é instdvel (ou indiferente). Em geral, podemos dizer como se

comporta a soluc¢ao do sistema (2.6) em torno do ponto estacionario (o, o)

2.2.1 Linearizacao

Considerando interessante estudar o que ocorre com o sistema em torno da
regiao (zo,vo), vamos fazer uma mudanca de varidvel fazendo uma pequena per-

burbagao em relagdo ao ponto (xg, yp) usando as sequintes relagoes

r=x9+e€, y=1y +en. (ek1). (2.8)

Vamos considerar, nesta notacao, que £ e n sao de ordem 1; com efeito, pois
assumimos uma distancia pequena (da ordem de €) a partir do ponto estacionario

(20, yo0). Diferenciando (2.8), temos

dr _ _d€dy_ _dy

at -~ Cdt At St (2.9)

O sistema (2.6) pode ser reescrito em termos das novas variaveis dependentes

¢ e n da seguinte forma
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e = flro+e&yo+en) = flzo,yo)+e [(%) (ffo,yo)} §

|
e =glxo+e&y0+en) = g(wo,v0) +¢ K@) (xo,yo)] 3
|

O termo [(Of /0x)(xo, yo)] indica que a derivada foi calculada no ponto (z, yo);
por exemplo, [(z*y/0x)](wo, yo) = 22oyo. Por definicao, (o, yo) ¢ tal que f (o, y0) =
g(x0,70) = 0. Usando esta propriedade, a equagao acima reduz-se a
: [ (0 1 [ /0
e = ¢ (a—i) (o, 90) | § +€ <a—£) (%ﬂo)} n+0(e?),

6 = | (3) | €2 | (5) )] n+ 0

Divindo este resultado por ¢ e desprezando os termos de segunda ordem no limite

£ = <g—£) (xoayo): £+ <g—£) (xoayo)} 1,

£ = <§—i> (ﬁo,yo): £+ (%) (ﬁo,yo)] 1. (2.10)

e — 0, temos que

Conclusao: acabamos de reduzir um problema de equagoes nao-lineares para
um problema de equacoes lineares. Lembrando que estamos tratando o comporta-

mento do sistema (2.6) em torno de ponto estaciondrio (xg, yo).
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2.2.2 Estabilidade de uma Solucao Estacionaria

Aqui, o ponto estaciondrio (xg,yy) corresponde, no novo sistema de coordena-
das, (£,7), a origem & = 0, n = 0. Entao, temos um sistema de equagdes lineares
onde ha uma solugao na origem, e podemos aplicar a discussao da Secao 2.1 ao

sistema (2.10), tal que

(GO (CaTae
() oon]. o[

A solucao de tal sistema, sera discutida nas préximas Secoes. E evidente que

as discussoes que aqui seguiram se estendem & sistema de dimenao maior.

2.2.3 Solucgao Periddica e sua Estabilidade

A teoria sobre solugoes estacionarias de um sistema de equacoes diferenciais
possue um correspondente para solucoes peridédicas. O tratamento deste assunto esta
fora do objetivo deste trabalho, mas o leitor interessado é convidado a consultar os

textos de Boyce e Hirsch citados na Bibliografia.

A idéia fundamental desta abordagem é a seguinte. Se a solugao periddica é
x = Z(t), y = y(t), efetuamos uma mudanga de varidavel dependente do tempo da

seguinte forma:
x(t) = Z(t) +e€(t), y(t) = y(t) +en(t).

Procedendo como no caso estacionario, e conservando os termos de primeira
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ordem em ¢, chegamos a um sistema nao-auténomo?

(2.11)

{ dg fdt = a(t)E +b(t)n
dn/dt = c(t)§ + d(t)n

Sé lembrando que os coeficientes dependem do tempo porque eles sao funcoes da
solucdo periédica z(t), y(t). Na pratica, isto implica que o sistema nao-autéonomo é

periodico em t.

Na notagao matricial, o sistema (2.11) pode ser rescrito como

@ _

= M(t)s, (2.12)

sendo introduzido o vetor ¢ e a matriz M dados por

3 a(t) b(t)
- . M) = : 2.13
’ ( U ) " < c(t) d(t) ) 21

naturalmente esta notacao pode ser generalizada para um sistema de dimensao

malior.

A solugao da (2.12) é escrita formalmente por

t
o(t) = exp (/ M(T)dT) #(0). (2.14)
0
Em particular, se T é o periodo da solugao periddica, teremos

o(T') = Q¢(0), (2.15)
sendo () a matriz
T
Q = exp (/ M(T)dT) : (2.16)
0
Em geral, sendo M(t +T') = M (t) para cada t, temos

Pt +T) = Qo(t). (2.17)

4Note na equacio (2.11) que as funcdes f e g ndo dependem da varidvel independente ¢, mas
apenas das varidveis dependentes x e y. Um sistema com essa propriedade é dito ser auténomo,
caso as fungoes dependam de ¢, ele é dito ser ndo-autéonomo.
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Portanto, observando o sistema (2.12) num intervalo de tempo discreto de
tamanho 7', o comportamento de ¢ - em particular, sua estabilidade ou instabili-

dade - serd descrito pelos autovalores da matriz () ou, equivalentemente, da matriz

T
/ M (7)dr. Mais detalhes, recomendo o livro de Figueredo [17].
0

2.3 Meétodos Numéricos

A titulo de ilustracao, vamos resolver uma equacao diferencial exatamente e
depois numericamente para compararmos os resultados e a eficiéncia de cada método.

Considere a seguinte equagao

d
d_gz = —y +sen(t), (2.18)

cuja solucao é facilmente determinada; a saber

y(t) = ;et — % (sen(t) — cos(t)), (2.19)

sendo y(0) = 1 a condicao inicial.

Infelizmente, existem muitas equagoes importantes em engenharia e ciéncia,
em especial problemas nao-lineares, nos quais os métodos tradicionais de resolucao
nao se aplicam ou que sao muito complicados para serem usados. Felizmente, foram
desenvolvidos diversos métodos nimericos capazes de resolver uma gama enorme de
problemas que seriam, se pudessem, resolvidos com muita dificuldade pelos proce-

dimento basicos discutidos em diversos livros de graduagao.

Nas Secoes que se seguem, vamos resolver a equacdo (2.18) numericamente
pelos métodos de Euler e Runge-Kutta [18, 10]. Estes métodos podem ser executados
em computadores através de programas em linguagens FORTRAN, C, entre outras.
Muitos livros que abordam as equacoes diferenciais ordinarias discutem este assunto.
Preferencialmente, recomendo ao leitor com pouca bagagem neste assunto, uma
pincelada no capitulo 8 da sétima edicao do livro de Boyce, pois tratar-se de um

texto de facil “degustacao” matemdtica 5.

5Boa parte dos fundamentos aqui discutidos encontram-se no livro de Boyce.
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2.3.1 Método de Euler

Considere a seguinte equacao:

dy

— = f(t 2.20
com sua condicao inicial

y(to) = yo. (2.21)

Entao, pelo teorema da unicidade, existe uma tnica solugao y(t). Se a equagao

(2.20) for nao-linear, poder ser dificil encontrar a solu¢ao deste problema.

O método de Euler ou método da reta tangente consite em aproximar a solugao
da equacao diferencial por uma série de retas. A equagao geral para a solucao da
(2.20) pelo método Euler é

Yni1 = Yn +hf(tn,yn), n=0,1,.... (2.22)

sendo h o tamanho do passo.

Observe que o método consiste em iterar a equagao (2.22) repetidas vezes,
usando o resultado de cada passo para o passo seguinte. Fazendo esse procedimento,
obteremos uma sequéncia de valores yo, y1, ..., ¥Yn, ... que aproxima a solugao y(t)

nos pontos tg,t1,...,tn,. ...

Vamos aplicar a férmula (2.22) para resolver a equagao diferencial (2.18). Para
isto, precisamos construir um programa computacional usando os passos apresenta-
dos na Tabela 3 [10].

O resultado disto estd ilustrado na Figura 1, que mostra a solucao exata (2.19),

e a solucao aproximada por meio do método de Euler.

Voltando nossa atengao a férmula (2.22), nota-se que ela decorre de uma ex-
pansao em série de Taylor da solugao exata, y(t), em torno do ponto t,; ou seja,

h2

y(t, +h) =y(t,) + v (t.)h + y”(tn)g +... (2.23)
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hb
Tabela 3: Método de Euler
Passos Tarefas
L. defina f(t,y)
2. entre com os valores t0 e y0
3. entre com h e o niimero de passos n
4. escreva t0 e y0
D. para j de 1 até n calcule
6. kl=f(t,y);y=y+h=*xkl;t=t+h
7. escreva t e y
8. fim
0.1, T T T 0.014 T T T
8I"I 8I']
Lo 0.05} . Lor 0.005} .
Xoe1 [ h=0.1 X i1 [ h=0.01
" " A - = Exata 0 " 1 " ff 1

It — Euler mod 0 1 2 3

Figura 1: A curva cheia corresponde a solugio exata (2.19), enquato a curva tracejada corresponde
a solucao obtido pelo método de Euler; o esquema em miniatura ilustra o erro relativo, que diminui

quando o passo é reduzido, sendo h = 0.1 (esquerda) e h = 0.01 (direita).

ou 9

Ynt1 = Yn + f(tn, y(tn))h + f/<tna y(tn))% T (2.24)

onde truncando esta série apds o termo linear obtemos novamente a formula de
Euler, a (2.22). Neste aspecto, percebemos que o erro encontrado no método de

Euler é dado por

1
g1 = §y”(tn)h2. (2.25)

Observe que o erro é proprocional ao quadrado do tamanho do passo e o fator de

proporcionalidade depende da derivada segunda da solugao y(t). Este erro também
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é chamado de erro de truncamento local. Para estimar um erro a um nivel aceitavel
é preciso analisar o tamanho do passo baseado na escolha de um intervalo para t.
Muitas vezes a escolha do tamanho do passo em um dado intervalo pode resultar em
mais calculos do que o necessario e, evidentemente, em mais tempo computacional.
Em alguns casos, o método de Euler nos dar uma boa aproximacao da solugao
procurada. Entretanto, para se ter um resultado mais preciso da solucao, é necessario
um tamanho do passo cada vez menor, como é mostrado na Figura 1. Para isso,

precisamos de um método mais aprimorado.

2.3.2 Meétodo de Euler modificado

Podemos estender o método de Euler fazendo um truncamento na série (2.24)
a partir do terceiro termo; isto é
2

Ynt1l = Yn + f(tna y(tn)h + f/(tny y(tn))?

Dessa maneira, o erro serd da ordem de h®. Note, porém, que, além do valor da

funcao f, é necessario o calculo de sua derivada.

Podemos evitar o cdlculo desta derivada usando o método de Euler modificado,
que consiste em calcular o valor de y, pela férmula de Euler e, depois, usar esse

resultado para calcular y,,,. Para fazer isto, usamos a seguinte formula

s = v+ Sl (t) + b+ )] (226)

A Figura 2 mostra a solucao da (2.18) usando o método de Euler modificado.
A mudanga que fazemos no algoritimo para usar este método ocorre no passo 6 da

Tabela 3. Vamos substitui-lo por

kL = fty)

k2 = f(t+h,y+ hx*kl)

y = y+ (h/2) = (k1 + k2)
= t+h
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0.003————

r 1 ——
&, | ] €nl ]
15k 0.002- - 15k 4e-051- -
0.001f - 2e-051- -
X [ he01 | | X [ h=01 | .
n+l — Euler mod 0 o N\ A ) n+l — Euler mod 0 ) . _ ]
1R\ - Baa 0 1 2t 3

Figura 2: A curva cheia corresponde a solugao pelo método de Euler modificado, e a tracejada
correspondem a solugdo exata (2.19); novamente, a figura miniatura ilustra o erro relativo quando
o passo é h = 0.1 (esquerda) e h = 0.01 (direita). Veja que o resultado é mais preciso por este

método do que pelo o anterior; com efeito, pois o erro vai com h3.

Na Figura 1, nota-se que o melhor resultado é quando h = 0.01; com efeito,
pois o erro de trucamento neste caso ~ 10™* (na menor das hipéteses o erro é da
ordem de h, como é notado nas figuras em miniaturas da Figura 1) a cada passo,
enquanto para h = 0.1 o erro ~ 1072, Observando a Figura 2, tanto para h = 0.01
como para h = 0.1 o resultado é bem mais preciso. Isto se deve ao fato de que
o método de Euler modificado possui um erro da ordem de A3, ¢ com h = 0.01 e
h = 0.1 o erro é da ordem de 107% e 1073, respectivamente. Portanto, a vantagem
em utilizar o método de Euler modificado comparado com método de Euler simples
¢ que aumentamos a precisao sem diminuir os passos, evitando assim a realizagao

de mais calculos e, conseqiientente, aumento no tempo computacional.

2.3.3 Método de Runge-Kutta

Vamos tomar a expansao em série (2.24) e colocd-la na seguinte forma
h? ha
Ynt1 = Un + fnh+ frlzg +.o+ fnqila

q—1
q'

h h
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onde denotamos por ¢r(t,, yn, h), a fungdo da expansao de Taylor calculada no
ponto (t,y); isto é

q—1

h h
(bT(tn:ymh) = fn + frlla +. fﬁfl Q' .

O método geral de Runge-Kutta de ordem R é definido por

Yn+1 = Yn + ho(tn, yn, h), (2.28)
sendo
R
Oty h) = > biky,
n=1
kl = f(tvy)u
r—1
ke = ft+ahy+h> cuk), r=23,.. R,
s=1
r—1
a, = Crsy, T=2,3,...,R.

1

©
Il

Para obtermos o método de Runge-Kutta devemos determinar os coeficientes a,., k.
e ¢rs. Isto pode ser feito comparando a expansdo da funcao ¢(t,,y,, h) com a
funcao ¢r(t,, yn, h) da expansdo de Taylor. Assim, obtemos métodos da ordem que

desejarmos, em particular os métodos de Euler e Euler modificado.

Um dos método de Runge-Kutta mais utilizados é o de quarta ordem dado

pela expressao
1
Yn+1 = Yn + g[kl + 2(ko 4 k3) 4 k4l (2.29)

sendo

ki = f(tnuyn)a

1 1
k2 = f(tn + §h> Yn + §hk1)7
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1 1
ks = f(t, + 5}% Yn + §hk2)7

ky = f(tn+ h,y, + hks).

A prova deducao desta férmula nao é dificil, porém é trabalhosa, e nao apresentarei

neste trabalho.

A vantagem em utilizar o método de Runge-Kutta é que o erro de truncamento
da série de Taylor é da ordem de h°. Evidentemente, com passo h = 0.1 o resultado
da aproximagao da solucao da equagao (2.18) é bem mais preciso do que usando o
método de Euler com h = 0.01 e é proximo do resultado obtido com o método de

Euler modificado usando A = 0.01 e com menos céalculos do que ambos os outros.

Embora as férmulas do método de Runge-Kutta sejam mais complicadas do
que as outras discutidas, isso nao é tao relevante, ja que nao ¢é dificil escrever um
programa computacional que implemente este método. O programa vai ter a mesma
estrutura do método de Euler esquematizado na Tabela 3, com uma mudanga no-

vamente no passo 6 de

kL= f(ty)

k2 = f(t+05%h/2,y+0.5xh=xkl)

k3 = f(t4+0.5%xh/2,y+0.5%hxk2)

k2 = f(t+h,y+ h*k3)

y = y+(h/6)* (k1 +2%k2+2xk3+ k4)
= t+h

A Figura 3 ilustra o resultado da solugao da equagao (2.18) usando o método

de Runge-Kutta de quarta ordem.
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1610 . . .
En !
15
5e-11} -
X1 | h=0.01
- = Exata 0 1 1
1K — RungeKutta O 1 2 3

Figura 3: As curvas cheias correspondem a solugio usando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem, enquato as curvas tracejadas correspondem solucgdo exata (2.19); o tamanho do passo é
h = 0.1, e h = 0.01 nos gréficos da esquerda e direita, respectivamente; a figura em miniatura

ilustra o erro em cada caso. Compare com os resultados anteriores.
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3 Bifurcacao e Caos

Quando modelamos fenémenos dinamicos em biologia por equacoes
diferenciais muitas propriedades qualitativas sdo identificadas nos
modelos que carregam em sua estrutura matematica uma dependéncia
em certos parametros. (Neste capitulo, vamos tratar exemplos
que dependem de apenas um parametro.) Para certo valor do
parametro envolvido no modelo o “fluxo” gerado pelo sistema tem
algumas propriedades qualitativas incluindo o niimero de equilibrio,
sua estabilidade, o nimero de ciclos limites, etc. Esperamos que
para pequenas mudancas no valor do parametro estas propriedades
persistem - realmente este é o caso normal. Contudo, deve haver
valores do parametro onde isto néo é o caso (arbitrariamente pe-
quenas mudangas no parametro resulta em mudancgas nas propri-
edades, o nimero de equilibrio ou ciclo limite mudam, um ponto
estavel torna-se instavel, etc). Se isso acontecer, dizemos que o
sistema sofreu uma bifurcacdo para este valor de parametro, no
qual é chamado de ponto de bifurcacao.

3.1 Introducao

Vimos que a solucao de equilibrio de um sistema dinamico é dito estavel se
para qualquer perturbacao suficientemente pequena em torno deste equilibrio o sis-
tema permance nas vizinhancas dele. Se o sistema afasta-se do equilibrio por causa
desta mesma perturbacao entao o ponto é de equilibrio instavél. Geralmente, as
propriedades de um sistema dinamico apresentam uma forte dependéncia em um
ou em varios parametros, como no caso do modelo das lagartas que serd discu-
tido no capitilo 4. A estrutura qualitativa dos resultados pode mudar quando os

parametros sao variados. Em particular, os pontos de equilibrio podem ser criados
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ou destruidos, ou entao sua estabilidade pode mudar. Estas mudancas na dinamica
sao chamadas de bifurcacoes e os valores dos parametros para o qual elas ocorrem

sao chamados de pontos de bifurcacao.

O assunto de bifurcagoes é bastante grande e complexo. Vamos tentar extrair
deste assunto apenas o suficiente para nos dar uma compreensao dos aspectos qua-
litativos nos modelos que iremos tratar no final do capitulo 4 e no nosso modelo que
serd apresentado no capitulo 5. Para um maior aprofundamento deste assunto, o
leitor pode consultar os capitulos 3 e 4 do livro de Wiggins [19] e o capitulo 3 de
Strogatz [1]. Veja também Crawford (1991) [20].

3.2 Analise de Bifurcacao

Para iniciar vamos considerar a seguinte equacao diferencial,

&= f(z,r). (3.1)

Quando variamos o parametro r, a equacao diferencial (3.1) deve mudar qualita-
tivamente. Neste caso, bifurcagoes irao ocorrer. Baseado nisso, vamos discutir as

principais bifurcagoes tratadas dentro deste contexto.

3.2.1 Bifurcacao Transcritica

Vamos considerar o seguinte exemplo
T =z(r—ux). (3.2)
Neste caso, temos dois equilibrios
r=0exz=m, (3.3)

do qual um é instavel e o outro estavel. A estabilidade pode ser verificada tomando a
derivada f'(x) = r—2z. Parar > 0 o equilibrio z = 0 é instdvel, enquanto parar < 0

este equilibrio é estavel. Para o equilibrio nao-trivial o oposto é verdadeiro. Note
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que o equilibrio estdvel funciona como um atrator!, enquanto o equilibrio instével

funciona como um repulsor.

O que ocorre quando » = 0?7 Observe que neste caso temos apenas um
equilibrio, z = 0. Este tipo de bifurcacao é chamado de transcritica. Alguns autores
dizem que neste caso houve uma troca de estabilidade (veja Figura 4). Do ponto
de vista da biologia de populagoes este comportamento esta associado a invasao de
uma espécie x. A bifurcacao transcritica é dita ser a invasao limite desta espécie.
Para r < 0 o equilibrio estavel é o zero, o que significa que a espécie nao sobrevive
(para um tempo longo ela inevitavelmente vai desaparecer). Para r > 0 o equilibrio
estavel é maior do que zero, o que significa que a populacao pode ser mantido para

tempos longos.

X estavel

estavel mmm———— -~ ~ - - = = — = -, instavel

instavel *

Figura 4: Diagrama de bifurcagiao para a bifurcagio transcritica.

3.2.2 Bifurcagao Sela-N6

O que caracteriza uma bifurcacao sela-né é o fato de os pontos fixos serem
criados ou destruidos. Quando o parametro envolvido é variado, dois pontos fixos

movem-se na direcao um do outro, colidem, e aniquilam-se mutuamente.

L Atrator é o ponto ou regido para onde evolui o sistema quando o nimero de iteracoes tende
ao infinito. A fase que antecede o aparecimento do atrator é chamada de transiente.
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Um exemplo muito simples de bifurcacao sela-n6 é dado pela seguinte equagao

diferencial
T =r— 2% (3.4)

sendo r o parametro de controle. Este sistema é qualitativamente diferente da
equacao (3.2). Para r < 0 esta equagao nao possui ponto de equilibrio. Em r =0 o
equilibrio x = 0 aparece; ele é chamado sela-n6 porque ele atrai solucoes com valores
iniciais positivos e repele aqueles com valores negativos. Para r > 0 a equagao (3.4)
tem dois equilibrios: x; = /T € 3 = —4/T; 0 primeiro ¢é assintoticamente estavel e
o segundo instavel. A Figura 5 ilustra a bifurcagao, onde fizemos a distin¢ao entre

os pontos de equilibrio estavel pela linha sélida e instavel pela linha tracejada.

Figura 5: Diagrama de bifurcacio para a bifurcagio sela-né.

A situacao neste exemplo simples é genérica; se em um sistema sem pontos
de equilibrio um parametro é variado e para um valor do parametro os pontos de
equilibrio aparecem, eles fazem isso, normalmente, aos pares, com um estavel e outro
instavel. No cendrio da biologia de populagoes, a bifurcagao sela-né é interpretada

como a extingao sibita das espécies, que é oposto a bifurcacao transcritica.
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3.2.3 Bifurcacao de Forquilha

Um outro tipo de bifurcacao é bastante comum em sistemas que apresentam
simetria. Ele é chamado de bifurcacao de forquilha. Por exemplo, muitos problemas
tem simetria espacial entre esquerda e direita. Em tais casos, os pontos de equilibrio

tendem a aparecer e desaparecer em pares simétricos.

Vamos considerar a seguinte equacao diferencial
& =rr— 2’ (3.5)

O lado direito é uma funcao impar, tal que z = 0 é sempre um ponto de equilibrio.
Em z = 0 a derivada do lado direito (rz—2z?%)" = r—32?% é sempre negativa parar < 0
e positiva para r > 0. Como uma conseqiiéncia, este equilibrio é assintoticamente
estavel para r < 0 e instavel para » > 0. Para r = 0 ele é ainda assintoticamente
estdvel, como pode ser visto integrando a equagao (mas ela ndo é mais linearmente
estavel). Portanto, se o parametro de bifurcagdo estd aumentando para além de
r = 0 este equilibrio perde sua estabilidade. Ao mesmo tempo, a equacao tem dois
novos pontos de equilibrio para r > 0: z; = /r e x93 = —/r. Se estes valores
sao substituidos na derivada obtemos —2r < 0. Portanto, os novos equilibrios sao
assintoticamente estaveis. Veja Figura 6 (esta bifurcagao de forquilha é chamada de
supercritica porque os novos equilibrios estaveis aparecem acima do ponto critico de

bifurcagao r = 0).

3.3 Mapa Logistico

Vamos abandonar, a partir de agora, as equagoes diferenciais continuas e pas-
sar a usar equacoes de diferencas, pois elas serao mais apropriadas para o tipo de
abordagem que iremos fazer. Seguindo essa rota, teremos um grande ganho com essa
nova abordagem, mesmo porque algumas vezes o crescimento populacional pode ser
descrito de modo mais preciso por um modelo discreto, em vez de continuo. Isso é
verdade, por exemplo, para espécies cujas geragoes nao se sobrepoem e que evoluem

em intervalos de tempos regulares, tais como as estacoes do ano.



3.8 Mapa Logistico 26

estavel

estave| wanmss——— = = o - - - - - - . instavel

estavel

Figura 6: Diagrama de bifurcagao para a bifurcagio forquilha, neste caso supercritica.

Os mapas sao interessantes para estudar porque eles apresentam um compor-
tamento muito mais “atraente”do que as préprias equagoes diferenciais e, além do
mais, eles sao rapidos para simular em computadores, onde o tempo € inerentemente
discreto. O mais surpreendente é que os mapas tém gerado previsoes bem sucedidas

de rotas para o caos em diversas areas.

Vamos discutir, sumariamente, algumas propriedades do caos e as técnicas
para analisd-lo em uma abordagem intuitiva dando énfase nas bifurcacoes de du-
plicagao de periodo, considerada uma das principais rotas para o caos, que serao
discutidas na tultima Secao. Para um tratamento mais rigoroso dos mapas, veja
Devaney [21]. Para uma discussao e aplicagao desta teoria em Biologia e algumas

propriedades associadas a ela, veja o fascinante e influente artigo de revisao de May
(1976) [14].

Para introduzir e discutir alguns conceitos, vamos analisar os mapas unidi-

mensionais, sem se preocupar com sua origem e nem com os seus tipos?, da seguinte

20 mapa de Poincaré permite provar a existéncia de solucdes periédicas para o péndulo forcado
e juncoes Josephons e analizar a estabilidade de solugoes periddicas em geral; o mapa de Lorentz

permite mostrar que o atrator de Lorentz é um verdadeiro atrator estranho (veja Strogatz [1], cap.
8e9).
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forma
Tpt1 = f(xn)v (3‘6)

sendo f uma funcao suave na linha real. Em termos de populagoes, podemos dizer
que a populagdo z,,; da espécie no ano (ou em qualquer periodo) n + 1 é uma
funcao da populagao x, do ano anterior n. Em geral, ela também é fungao de n,
mas por simplicidade vamos considerar a forma (3.6). A equagao (3.6) é chamada
equacao de diferenca de primeira ordem, pois o valor x,; depende do valor z,,, mas
nao de valores anteriores como x,_1, T,_2, € assim por diante. Da mesma forma
que as equagoes diferenciais a equagao (3.6) serd linear se f for fungao linear de x,;

caso contrario ela é nao-linear.

Por ter resultados paralelos as equagoes diferenciais, vamos deixar as formas
lineares para o leitor estudar em outros livros ou materiais afins. As formas nao-
lineares sao mais complicadas e tém solu¢oes muito mais variadas do que as lineares.
Vamos focar nossa atencao a uma tunica equacao de diferenca nao-linear, a equacao
logistica de crescimento

Tpr1 = reg (1 —x,,). (3.7)

O anéloga continuo serd apresentado no capitulo 4. Aqui z,, > 0 e r é uma taxa de
crescimento intrinseca, que sera restrito ao intervalo 0 < r < 4 tal que a equagao
(3.7) mapea no intervalo 0 < x < 1. O comportamento é menos interessante para
outros intervalos de x e r. Os pontos fixos, estabilidade e “cobwebs”® da equacao
(3.7) ficarao disponiveis no Apendice B. Podemos obter o grafico da equagao (3.7)
por iteracao. Como mostra a Figura 7, o grafico é uma pardbola com valor maximo
de r/4 em z =1/2.

3.3.1 Duplicacao de Periodo

Supondo que r seja fixo e usamos a equagao (3.7) fazendo uma escolha da
populacgao inicial zy, para gerar o subseqiiente x,,. O que acontece? Para pequenos
valores de r, a populacao sempre se extinguira: z,, — 0 quando n — oo. Para

1 < r < 3 a populagao cresce e eventualmente atinge um estado estaciondrio nao

30s cobwebs sdo importantes porque eles nos permitem ver o comportamento global e obter
muitas informagoes apenas fazendo uma andlise gréfica.
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=

Xa4

xf!

Figura 7: z,, é o valor da populagao na n-ésima geracao, e o parametro r estd restrito ao intervalo

0 < r <4 tal que mapeamos o intervalo 0 < z < 1 nele mesmo.

nulo. A Figura 8 mostra a série temporal de x,, vs. n, com r = 2.8.

1O + r=28

057

10 20 30 40 50

Figura 8: Solucio da equacio (3.7). A populacio cresce e atinge seu valor estaciondrio. Retirado
da ref. [1].

Para grandes r, por exemplo r = 3.3, a populagao cresce novamente, mas agora
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ela oscila sobre o primeiro estado estacionario, alternando entre uma populacao
maior em uma geracao e uma populagao menor na geracao seguinte, como mostra a
Figura 9. Este tipo de oscilacao em que z,, repete a cada duas geragoes é chamado

de ciclo de periodo 2.

1.0 + F=373

057

4~ + il 1 2 f

10 20 30 40 50
n

1l

Figura 9: Solucao oscilatéria da equagao (3.7). Neste caso temos bifurcacio e o perfodo da

oscilagao é 2.

Ainda para r grande, digamos r = 3.5, a populagao aproxima-se de um ciclo
que agora repete-se a cada quatro geragoes; o ciclo anterior dobrou seu periodo para
periodo 4, como mostra a Figura 10. Aumentado r ainda mais, vai ocorrer mais
periodo-duplo para ciclos de periodo 8, 16, 32, 64, .... Especificamente, r,, define o

valor de r onde um ciclo 2" aparece primeiro.

3.3.2 Janelas Periddicas e Caos

mbora o processo acima produza uma infinita seqiiencia de ciclos com periodo
Emb d finit d 1 d
n — 0o 5 “jan valor rametr n ualquer ci € AV
2" , as “janelas”dos valores dos parametros onde qualquer ciclo é estavel
o v . v :
diminuiu progressivamente, tal que todo o processo converge a um valor finito do
parametro, como mostra os resultados computacionais na Tabela 4 (baseado no livro
e Strogatz). Este valor “critico”do parametro é um ponto de actimulo dos ciclos
de St tz). Est lor “critico”d t to d lod 1

de periodo 2". Para a equagao (3.7) ele vale ro, ~ 3.57.
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1.0 + r=3.5
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Figura 10: O ciclo repete-se a cada 4 geragoes. Figura da ref. [1].

Tabela 4: Mapa Logistico

Parametro r  Periodo do Ciclo

3 2
3.449 ... 4
3.54409 . .. 8
3.568759 ... 16
3.569946 . .. 00

O que acontece para valores do parametro r maior do que r,?7 A resposta
parece ser complicada; de fato, além deste ponto de actimulo existe um ndmero
infinito de pontos fixos com diferentes periodicidades, e um ntimero infinito de di-
ferentes ciclos periddicos. Existe também um ntmero incontavel de pontos iniciais
o que fornecem trajetérias totalmente aperiddicas; nao importa qao longo seja o
tempo para que a série temporal gerada por f(z,) acabe, as configura¢oes nunca se
repetem, ou seja, a seqiiencia x,, nunca retorna ao ponto fixo ou érbita periddica -
ao invés disso, o comportamento da série é aperiédico, como ¢ mostrado na Figura
11. Tal situacao, onde um numero infinito de 6bitas pode ocorrer, foi batizado de
“cadtico”por Li e Yorke [22]. Para ver este comportamento para todos os valores de
r, plotamos o diagrama de orbita, representado na Figura 12, que é uma magnifica

representacao que tornou-se um icone da dinamica nao-linear. Este diagrama é
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Figura 11: Comportamento aperiédico da seqiiencia z,, para valor de 7 > 7, neste caso r = 3.9.
Retirado da ref. [1].

obtido por meio de um simples progama computacional.

Figura 12: Diagrama de érbitas para a equacao (3.7). Este modelo exite duplicagao de perfodo e
eventualmente caos, e trajetdrias periddicas em meio aos caos. A pequena janela mostra a natureza

fractal das seqiiencias de bifurcagdo. Retirado da ref. [2].

Vamos analisar a Figura 9. Veja que ela mostra a regiao 3.4 < r < 4. Para
r = 3.4, as solugoes simplesmente oscilam entre dois pontos, como ¢ indicado pelos
dois ramos que surgem no lado esquerdo do diagrama. Quando r aumenta, os dois

ramos se dividem simultaneamente, dando origem a um ciclo de periodo 4. Esta
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divisao é a bifurcacao de duplicacao de periodo mencionada anteriormente. Uma
cascata de mais duplicagoes de periodo ocorre quando r aumenta, produzindo ciclos
de periodo 8, 16, 32, e assim por diante, até quando r = ro, = 3.57, onde o mapa

torna-se cadtico e muda de um conjunto de pontos finitos para infinitos.

Em suma, notamos que para r > r,, o diagrama revela uma verdadeira mistura
de ordem e caos, com janelas periodicas surgindo entre “nuvens”de pontos. Percebe-
se ainda que ciclos de periodo impar comecam a aparecer e, eventualmente, um ciclo
de periodo 3 surge quando r =~ 3.83, e localmente atrai ciclos com periodos k, 2k,
4k, ... com k sendo agora impar. Li e Yorke provaram que quando o ciclo de periodo
3 surge pela primeira vez existira, depois dessa, trajetérias inteiramente caodticas.

Eles intitularam esta prova de “Periodo Trés Implica Caos”.

Uma ampliacao da janela de periodo 3 é mostrada no painel inferior da Figura
12. Fantasticamente, uma cépia do diagrama de orbitas se repete em miniatura,

revelando um comportamento de natureza fractal *.

40s fractais sao conjuntos cuja forma é extremamente irregular ou fragmentada e que tém
essencialmente a mesma estrutura em todas as escalas. (H. Moysés Nussenzveig, Complexidade e
Caos, pag. 51).
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4 Introducao a FEcologia de
Populacoes

Em Ecologia, quando se procura determinar o objetivo a ser mode-
lado, pode-se pensar em trés niveis hierarquico: populacao, comu-
nidade e ecossistema. Dessa forma, o primeiro modelo matemaético
emprestado a Ecologia foi o de Malthus (1798) para descrever o
crescimento populacional. Como as populagoes nao crescem indefi-
nidamente segundo o modelo malthusiano, coube & Verhulst (1838)
adapité-lo para melhor descrever uma situagao real. Ha muitos
outros modelos que incorporam o crescimento individual como o
modelo de Von Bertalanffy (1934), muito usado para modelar po-
pulacao de peixes. Outro modelo muito famoso em Ecologia é o
de presa-predador que foi independentemente formulado por Lotka
(1925) e Volterra (1926). O modelo de Lotka-Volterra “sobe”no
nivel hierarquico para tentar explicar o comportamento de uma
comunidade e nao apenas de uma populacao ou espécie. Na na-
tureza todos os seres vivos interagem permanentemente entre si,
constituindo um sistema onde cada um contribui influencia na vida
dos demais. Esta é a idéia de ecossistema. Neste capitulo, mos-
trarei alguns modelos de crescimento de populagoes e interagoes
entre espécies ques sao amplamente estudados na literatura.

4.1 Crescimento Logistica Generalizado

H&4 uma variedade de modelos matematicos de crescimento de populagoes co-
nhecido na literatura. Nesta Secao, apresentarei a equagao do crescimento logistica
generalizada desenvolvida por Tsoularis e Wallace [23] e alguns modelos conhecidos

que sao casos especiais desta equacao generalizada.
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A equacao diferencial do crescimento logistica generalizada é definida como:

dd—];[ — rN® [1 - (%) ﬁr, (4.1)

sendo «, 3, numeros positivos. O fato de adotarmos estes parametros como po-
sitivos é porque os valores negativos nem sempre representam situacoes plausiveis
do ponto de vista da biologia. Deixarei, no momento, implicito o significado dos
parametros r e K, pois eles serao discutidos novamente mais adiante nos casos es-

peciais.

Antes de apresentar alguns modelos resultantes desta equagao, vamos analisar
algumas propriedades que ela apresenta. Observe que:
1) lim; ., N(t) = K, a populagao atinge seu valor de saturagao, chamado de capa-
cidade de sustento.

2) A taxa de crescimento relativa, (1/N)(dN/dt), atinge seu valor maximo em

1
By \”°
N* =11 K. 4.2
(1+ 25 (42)
Podemos destacar trés limites desta expressao que sao:
lim N* = 0,
a—0
lim N* = eia,
B—0
lim N* = K.
y—00

Vamos agora substituir a expressao (4.2) na equagao (4.1). Fazendo isso, obtemos

a taxa méaxima de crescimento relativo que é dada por
1 dN 1\ g
LAV e (o _ By (4.3)
Ndt ), . a—1+py a—1+py

3) A populagao no ponto de inflexao (onde a taxa de crescimento é maxima) é dada

por

@[

Nins = (1 + %)_ K > N*. (4.4)
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Obviamente se N,y < Ny, nao ¢é possivel haver inflexao, pois a a taxa de crescimento
intrinseca sendo positiva garante que N;,; nao é acessivel. A taxa de crescimento

relativo em N;,¢ é dado pela férmula (4.3) com a substituigdo de o por & — 1 dando

AN\ o a N°( By Y
<%>mf_rK <a+ﬁv) (a+ﬁ7) ' (45)

Os valores limites de N;,; importantes sao:

y—00 a—0

lim N,y = Ke a

30 inf
B—00 a—00 7—0

A Figura 13 mostra o tamanho da populagao N versus o tempo, de acordo com
a equacgao (4.1), equanto a Figura 14 ilustra a taxa de crescimento do tamanho da
populagao N com seus respectivos maximos para os mesmos parametros da Figura

13.

A seguir, vamos apresentar, em ordem cronoldgica, algumas formas de cresci-
mento logistico que podem ser obtidas com uma escolha adequada dos coeficientes

a, e v da equagao de crescimento logistico generalizada (4.1).

4.1.1 Equacao de Verhulst-Pearl

Pode-se facilmente imaginar uma série de fatores que poderiam alterar o tama-
nho atual de uma populagao com o passar do tempo. Entretanto, o modelo realista
mais simples capaz de descrever a dinamica de tal populagao é o de crescimento

exponencial [2]
dN

dt
sendo r > 0 uma constante chamada de taxa de crescimento intrinseca da populagao.

=rN, (4.6)

Este é o chamado modelo Malthusiano. A equacao diferencial acima nos diz que a
taxa de crescimento da populacao é diretamente proporcional ao tamanho atual

da populacao. Em uma populacao natural existe tanto o processo de natalidade
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Figura 13: Evolucdo do tamanho da populagiao no tempo para a equacgao logistica generalizada
com os seguintes valores dos parametros : (i) r = 0.1, Ng = 1, K = 100, = 1,8 = 3,v = 2; (ii)
r=1,Ny = 05K = 50,0 = 0.5,8 = 1.5,y = 1; (iii) 7 = 0.001, Ny = 10, K = 100, = 2, =
—1,7v=2;({iv) r=03,Ng=0.1, K =30, = 1.5, = 1.5,y = 2.5. (Dados retirados do artigo de

Tsoularis).

quanto o processo de mortalidade. Se a migracao é descartada e as taxas per capita
de natalidade e mortalidade sao denominadas por b e d, respectivamente, entao a
taxa de crescimento intrinseca é r = b — d e serd positiva apenas se a taxa de

natalidade for maior do que a taxa de mortalidade.

A solugao da equacao diferencial (4.6) é N(t) = Npe™, de modo que Ny =
N(0) > 0 é o tamanho da popula¢do no instante inicial. Observando o tempo
necessario para a populacao atingir o dobro do seu tamanho inicial, podemos deter-
minar a taxa de crescimento intrinseca. Considere 7 o tempo para o dobramento;
entao 2Ny = Nge'™, ou

r= 111_2 (4.7)

-
Para leitores interessados na aplicacao desta formula, recomendo o livro de Keyftiz

(1985)[24].

Como sabemos, nao existe nunhum lugar na natureza que seja possivel haver
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Figura 14: Grafico da taxa de crescimento versus o tamanho da poplucio da forma de crescimento
logistica generalizada. Os pontos de inflexao sao: (i) Niny = 52.31; (ii) Nins = 20; (iii) Nins =0

(sem inflexdo); Ninp =~ 13.

crescimento exponencial ilimitado. Para remover o crescimento ilimitado apresen-
tado pela equagao diferencial (4.6), Verhulst considerou que a populagao estavel deve
ter um nivel de saturacao caracteristico do ambiente [2]. Para conseguir isto, o mo-
delo exponencial é ajustado por um fator mutiplicativo, 1 — (N/K), que representa

a deficiéncia fracional do tamanho atual do nivel de saturacao, K

Ny (1- ) s

Esta equacao diferencial é conhecida como equagao logistica de crescimento de
Verhulst. Em muitos textos na literatura ela também é conhecida como equacgao
de Verhulst-Pearl, em que primeiro introduziu o termo limitador e o segundo usou

a curva para calcular, aproximadamente, o crescimento populacional dos Estados
Unidos na década de 20 [4].

Note na equacao (4.8) que se N > K, entao N (t) diminui porque sua derivada
é negativa e se 0 < N < K, N(t) aumenta. Os pontos de equilibrio sdao 0 e K. A

derivada do lado direito desta equacgao ¢é positiva em 0. Logo, este ¢ um ponto de
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equilibrio. Por outro lado, em N = K a mesma derivada é negativa tal que este
equilibrio é assintoticamente estdvel. Como a equagao diferencial (4.8) é separdvel
ela pode ser resolvida explicitamente. A solugdo com o valor inicial Ny = N(0) > 0
é

KNy

N(t) =
() (K—No)eiTt—i—No’

t>0.

Temos trés limites importante: lim; .., N(¢t) = K, a populacao atingird sua capaci-
dade de sustento; a taxa de crescimento relativa, (1/N)(dN/dt), declina linearmente
(sem méximo) com o aumento do tamanho da populagao e atinge seu minimo em
N = K; a populagao no ponto de inflexao (onde o crescimento é méximo) ¢é exata-

mente K/2 e a taxa de crescimento méaxima é (dN/dt),.. = 7K /4.

A curva de crescimento, para r > 0, apresenta uma forma sigmoidal e que é
assintética em K. No caso trivial, » = 0, a populacao permanece estatica no valor
inicial Ny. Alguns curvas logistica estao representadas na Figura 15. Analisando a
Figura 15, notamos que a taxa de crescimento dN/dt estd aumentando enquanto o
tamanho da populagao estiver abaixo da metade do nivel de saturagao, K/2, e ela

estda diminuindo acima deste valor.

Note que o modelo de Pear-Verhulst é um caso especial da equacao logistica

generalizado quando a = =~ = 1.

4.1.2 Equacao de Von Bertalanffy

A pesca sempre foi uma atividade muito importante. Com o desenvolvimento
tecnoldgico e leis de protecao ambiental muito brandas e omissas, véarias espécies
estao ameacadas de extingao. Modelos matematicos podem ser usados para medir
o efeito das normas de controle da pesca, bem como determinar em que momento
esta pode ocorrer. Um modelo matematico bastante conhecido nesta area é o de
Von Bertalanffy, desenvolvido na década de trinta para descrever o crescimento de

peixes [25]. Considerando o« = 2/3, f = 1/3 e v = 1 na equacao (4.1), a equagao
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Figura 15: Solugoes para taxa de crescimento do modelo de Verhulst, com r = 0.5, K = 1;
as solugoes tendem a afastar-se de 0 e tendem para 1 e os pontos de inflexao estao sobre a linha
tracejada N = 1/2.

diferencial de Von Bertalanffy é

AN N\ Y3
E = T'NZ/S 1 — (?) y (49)

sendo que o expoente 2/3 estd associado com uma relagao alométrica entre o peso
do peixe e sua superficie corporal [26]. Observe ainda que esta equacao é um caso

especial da equacao diferencial de Bernoulli .

Com o valor inicial Ny, a solucdo da equagao (4.9) é

NO 1/3 1/3
Nt =K |1- 1_(F) e~ BEE (4.10)

1Jakob Bernoulli (1654-1705) foi um grande matemdtico sufco que deu importantissimas con-
tribuicbes & geometria analitica, & teoria das probabilidades e ao cédlculo de variagoes. A equacao
diferencial de Bernoulli é uma equacao diferencial ordindria de primeira ordem e nao linear da
forma:

Y + P(z)y = Q(z)y",

sendo n um nimero qualquer. Veja Boyce de Prima [10].
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Neste caso, o ponto de inflexdao é dado por

8
Ninj = 2_7[(, (4.11)

e a taxa de crescimento méxima é deduzida da férmula (4.5)
1 dN 4
—— = 1K’ 412

A equacao de Von Bertalanffy nao admite um valor real de N* quando a taxa de

crescimento relativa diminui nao-linearmente com o aumento de N.

A Figura 16 mostra uma curva tipica deste modelo e seu ponto de inflexao
associado. (Os parametros sao r = 0.2, Ng = 5 e K = 60. A inflexdao ocorre em

aproximadamente N;,r = 17.8).

40 : ‘ ‘ ‘ 1

dN/dt

Figura 16: A esquerda temos a solucao da equacao diferencial de Von Bertalanffy que descreve a
curva peso, N (t), em fungao do tempo; A direira temos a taxa de crescimento do peso, dN/dt, versus
a curva peso. Nos dois casos, os parametros para a curvas cheias sao r = 0.4587, K = 33.8157,
Ny = 5.060 enquanto para as curvas tracejadas temos r = 0.4888, K = 29.7580, Ny = 4.1109.

4.1.3 Equacao de Richards

Em 1959, estendendo o modelo de Von Bertalanffy, Richards estuda o cresci-
mento de plantas e ainda considera que a constante alométrica 2/3 do modelo de

Von Bertalanffy era muito restrita, pois este expoente poderia assumir diferentes
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valores dependendo da natureza da populagao [6].

A generalizagao de Richards do modelo de crescimento de Bertalanffy é uma
expressao matematica de uma hipotese concernente a causas essenciais do fenomeno
de crescimento, de tal modo que os parametros no modelo tém pelo menos uma
total interpretacao bioldgica ou fisiologica. Sendo assim, Richards sugere a seguinte

equagao diferencial (que também deriva da equacao de Bernoulli):
AN N\’
—=rN|1—|(— . 4.13
a [ (K ) ] (4.13)

Comecando com o valor Ny a solucao desta equagao diferencial é

N(t) = K No . (4.14)

/5
[(Kﬁ _ N§> e—Bt 4 N(?]

Neste caso, o ponto de inflexdao é dado por:

L \Y8
Nmf:<m) K. (4.15)

Dessa forma, para § — 0 e  — oo, o ponto de inflexao atinge os valores fixos
Ning = K/e e Ni,y = K, respectivamente. A taxa de crescimento maxima ¢é dada

por:
dN rKpj

a1 g Y

Conforme seja atribuido valores para o parametro (3, o modelo de Richards
pode representar varias leis de crescimento como, por exemplo, o modelo de Berta-
lanffy, onde # = 2/3, a fungao de crescimento molecular ou crescimento de Mitscher-
lich 2 para 3 = —1 (sem inflexao). Dividindo a equagao diferencial por 3 produz-se a

curva de crescimento de Gompertz quando 3 — 0 [12]. Para § < —1, N,,s torna-se

2Em 1930, Mitscherlich utilizou um principio usado na economia (a produgao se aproxima de um
limite e o incremento na producao tende a zero), traduzindo-o em termos de crescimento biolégico
como “Lei dos efeitos dos fatores de crescimento” [27]. Essa lei diz que a taxa de crescimento dN/dt
é proporcional & diferenga entre o tamanho méximo (capacidade de sustento) e a prépria varidvel
de crescimento N. Sendo assim,

dN

Sr=r(K=N)= Nt =K (1) (No=0). (4.17)
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indefinido.

A Figura 17 ilustra 3 diferentes curvas de crescimento, e tamém a taxa de

variacao de crescimento da equacao de Richards.

60 w ‘ ‘ ‘ 50
(iii)
(i)
40- (i) 5
e 2 25
=2 ©
20-
(i)
i i)
0 . | . | . | 0 . \7\‘/‘
0 20 40 60 0 30 60
t N

Figura 17: A esquerda temos a solucdo da equacao diferencial de Richards que descreve o cres-
cimento do tamanho N(¢), em func¢ao do tempo; A direira temos a taxa de crescimento, dN/dt,
versus a N. Os pardmetros sao: (i) » = 0.5, K = 35, Ng = 1; (ii) » = 1.5, K = 60, Ny = 1; (iii)
r=2.0, K =50, Ny = 10.

4.2 Modelo da Praga de Lagartas

Uma certa espécie de lagarta, do género Choristoneura, era responsavel pela
destruicao de florestas do tipo pinho que habitam areas da América do Norte. Este
problema que ocorria especificamente no Oeste do Canada, motivou Ludwig at al
a formular um modelo matematico que descrevesse o crescimento destes insetos
na presenga de seus predadores naturais: os passaros [28]. Para Ludwig et al, a

densidade de lagartas, N, tem uma dinamica modelada pela equacao

AN N N?
a P ( KB) b e = JWNirs, Ka) (4.18)
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A constante Kp, carrying capacity, esta relacionada com a densidade de foliagem
(comida) das arvores e rp representa a taxa de crescimento intrinseca das lagar-
tas. Observe que o termo que corresponde a predacao apresenta dois parametros:
a e . O primeiro parametro mede o ponto ou escala da densidade de lagartas
onde a predacao tem inicio; o segundo representa o limite superior dos predadores,
quando N — oo. Uma das caracteristicas desta predacao é que ela satura para uma
densidade de presa bastante alta; isto é, existe um limite superior para a taxa de
mortalidade das lagartas devido a predagao. O consumo de lagartas pelos passaros é
limitado pela saturacao, e o nimero de passaros ¢é limitado pelo seu comportamento
territorial. Similarmente, os parasitas tém uma baixa capacidade de busca o que
previne uma rapida expansao de sua populacao durante um surto. Portanto seu

impacto nao aumenta apreciavelmente com o aumento da densidade de inseto.

O primeiro passo na analise deste modelo é identificar os pontos de equilibrio,

quando dN/dt = 0, e determinar sua estabilidade. Os valores de equilibrio de N

rgN (1 - ﬂ) e N, (4.19)

Claramente, N = 0 é uma soluc¢ao. Se N for pequeno (préximo de zero), o primeiro

devem satisfazer

termo (crescimento) domina o segundo termo (predagao). A derivada dN/dt é po-
sitiva para NN ligeiramente maior do que zero, e portanto N = 0 é um equilibrio

instavel. As outras raizes da equagao (4.19) satisfazem

N N
-2 ) —p—2 . 4.2
TB( KB> bz 0 (4.20)

O numero de raizes desta equacao depende de quatro parametros rg, Kg, e a.
Veja na equacao (4.18) que o e Kp tém a mesma dimensao de N, equanto rg tem
dimensao de (tempo)~' e  tem dimensao de N (tempo)~!. Vamos combinar estes
parametros para reescrevermos a equagao acima com novos parametros adimensio-

nais. Definindo os novos parametros por

N arg Kp
_ _ : - _F 4.21
= R="F Q== (421)
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e substituindo-os na equagao (4.20), temos

R (1 - %) - 14/:u2’ (4.22)

sendo que o lado esquerdo desta equagao (uma reta com respeito a R e Q) é a taxa de

crescimento per capita da varidvel adimensional p (com respeito ao tempo adimen-
sional 7 = (3/a)t), enquanto que o lado direito corresponde a taxa de mortalidade
per capita devido a predacao, também adimensional. Os pontos onde estas curvas
se interceptam correspondem ao equilibrio nao nulo de p (e equivalentemente, N),
como mostra a Figura 18; o nimero e a localizacao destas intersecgoes dependem

dos dois parametros R e ). A Figura 18 mostra o caso quando ha trés equilibrios,

|
¢

~—~

(

Figura 18: Para a densidade de lagarta, os pontos de equilibrio estdveis ocorrem em p_ (refdgio),
L+ (surto) e o equilibrio instdvel ocorre em p.; note que estes pontos sdo dados pela interse¢ao
das curvas R(1 — p/Q) e p/(1 + p?).

indicados pelos valores i, . e uy. Embora a equacgao (4.22) e a Figura 18 estejam
em termos da varidvel p, podemos mudar para variavel original N lembrando que

elas diferem apenas por um fator constante, 1/a.

A dinamica do sistema pode ser visualizada na Figura 18 imaginando que ini-
cialmente R diminui com () fixo. Neste caso, a reta gira no sentido anti-horario em
torno de (). Entao, os pontos fixos N, e N, aproximam-se um do outro e eventual-

mente coalescem em uma bifurcacdo sela-né (Secao 3.2.2) quando a linha intercepta
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a curva tangencialmente. Depois da bifurcacao, o tinico ponto de equilibrio perma-
nente, além de N = 0, claro, é N_. Argumento geométrico similar mostra que os

pontos N_ e N, podem coalescer e aniquilar-se quando R aumenta.

Como ja foi observado N = 0 é instavel, e o tipo de estabilidade muda quando
olhamos ao longo do eixo p. Portanto, N_ e N, sado estdveis, pois df/0u < 0,
enquanto IV, é linearmente instavel, pois df /0 > 0, como pode ser visto intuitiva-
mente na Figura 19. O menor ponto estavel, N_, é chamado de nivel de “refigio”da
populacao das lagartas. Por outro lado, o maior valor estavel, N,, é o nivel de

"surto”ou o outbreak. Sob o ponto de vista do controle de peste, a populagao de-

f(N;rgKp)

N—"(N) (N)

Figura 19: Estados de equilibrio da fungao f(N;7p, Kp).

veria ser mantida em N_ e longe de N,. O destino do sistema é determinado
pela condicao inicial Ny; um surto da populacao das lagartas ocorre se e apenas se

Ny > N,. Neste sentido o equilibrio instavel N, tem um papel de “chave”.

Um surto de lagartas também pode ser provocado por uma bifucacao sela-
n6. Se o par R e () flutuarem de tal forma que o ponto N_ desapareca, entao a
populagao saltara repentinamente para o nivel N,. A situagao agrava pelo chamado
efeito histerese, ou seja, mesmo se os parametros sao restaurados para os valores de

antes do surto, a populagao nao retornara ao nivel de reftgio.

Os valores criticos de R e () onde o sistema sofre a bifurcacao sela-né sao

ilustrados pelas curvas da Figura 20. Estas curvas sao obtidas onde as raizes da
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equagao (4.22) coalescem e desaparecem; isto é, quando a linha R(1—u/Q) intercepta

a curva p/(1+ p?) tangencialmente. Atendendo a estas condigoes, as curvas sao [28]

3 3

24
p? =1

24

=t
T+

Q=

(4.23)

A condigao @ > 0 implica que u deve ser restrito a pu > 1.

surto

0.5 reflgio biestabilidade

Q

Figura 20: As curvas representam a regido dos pardmetros (R, Q) onde ocorre bifurcacio no

problema das lagartas.

A duas curvas (4.23) definem a cuva de bifurcagao. Para cada p > 1, repre-
sentamos o ponto (R(u), @Q(1)) no plano (R, Q). As diferentes regides na Figura 20
sao nomeadas de acordo com o ponto estavel correspondente que existe. O nivel
de refugio N_ da lagartas é o unico estado estavel para R pequeno, e o nivel N,
¢ o estado estavel para R grande. Na regiao “biestavel”, ambos os estado existem.
Este resultado pode ser considerado fruto de um fenomeno chamado de catdstrofe

“CUSp »3

Os valores plausiveis dos parametros R e () sao melhores discutidos por Ludwig

3No sftio http://www.societyforchaostheory.org/tutorials/ ha uma boa explicacio deste
fenomeno dado pelo professor Dr. Lucien Dujardin com animagoes em Java.
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[28]. De acordo com Ludwig, R aumenta quando a floresta cresce, enquanto @
permance fixo. Note que neste modelo nao foi considerado a dinamica das arvores
e nem a distribuicao espacial das lagartas assim como sua possivel dispersao - veja

Murray [2] para um tratamento deste aspecto.

4.3 Modelo de Lotka-Volterra

Nesta Secao, vamos considerar um modelo de interacao presa-predador pro-
posto independentemente pelo biofisico Alfred J. Lotka (1925) e pelo matemético
Vito Volterra (1926). O modelo de Lotka-Volterra para uma populacdo N(t) de

presa e uma populac¢do P(t) de predador no tempo t é [2]

at

P — P (cN —d)

dt

(4.24)

?

{ N — N (¢ — bP)

sendo a, b, ¢ e d constantes positivas.

Note que sem o termo de predacao a presa cresce na forma malthusiana; isto
¢, aN. No entanto, o efeito da predacao é reduzir a taxa de crescimento per capita
da presa por um termo que é proporcional a populacao de presa e predador; isto
estd representado pelo termo —b/N P na primeira equacao. A taxa de crescimento
da populacao de predador é proporcional a disponibilidade de presa, assim como o
tamanho da populagao de predador; isto é dado pelo termo ¢/N P na segunda equagao.
Ainda nesta equacao, podemos observar que na auséncia de presa para sustentar o
predador, o mesmo decaira exponencialmente, e isto esta representado pelo termo
—dP. Embora essas equagoes sejam bem simples, elas caracterizam uma grande
classe de problemas. Nosso objetivo aqui ¢ determinar o comportamento qualitativo
das solugoes (trajetdrias) do sistema (4.24) para valores iniciais positivos arbitrérios
de N e P.

Para facilitar nossa anélise, vamos definir variaveis adimensionais e reescrever

a equagao (4.24) da seguinte forma

F=2(1-y)
{ i 1) (4.25)
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com as seguintes definigoes

N (t bP(t d
:E:C—()7 y:ﬁ7 T:at, ")/:— (426)
d a a

Os pontos de equlibrio das equagoes (4.25) sao solugdes da equagao algébrica

t(l1-y)=0, yy(x—-1)=0,

isto é, os pontos (0,0) e (1,1). Vamos examinar, primeiro, as solugdes do sistema
linear correspondente perto de cada ponto de equiibrio usando os métodos discutidos

no capitulo 2.

Préximo da origem, o sistema linear correspondente é

d x 1 0 x
— ~ . 4.27
dT(@/) (0 7)(@/) 20

Os autovalores e autovetores sao

1
/\1:]_7 r=

0

0
Ay = —7, rp =

1

de modo que a solucao geral é

(:;>:cl<;)67+02<(1))6_77. (4.29)

Logo, a origem é um ponto de sela e, portanto, instavel. A entrada no ponto de sela

: (4.28)

é através do eixo dos y; todas as outras trajetorias se afastam de uma vizinhaca do

ponto critico.

Vamos analisar agora analisar a estabilidade do ponto (1,1) fazendo x = 1 +u
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e y = 1 +v. Desse modo, o sistema correspondente sera

d U 0 -1 U
ACN0

Os autovalores deste sistema sao A = %i,/7, de modo que o ponto de equilibrio é um
centro (estdvel) para o sistema linear. Para obter as trajetérias do sistema (4.30),

podemos dividir a segunda equacao pela primeira para encontrar

Z—Z - —% (4.31)
ou
yudu + vdv = 0,
que resulta em
yu? +v? =k, (4.32)

sendo k é uma constante de integracao nao negativa. Assim, as trajetérias do sistema
linear sao elipses centradas no ponto equilibrio e um tanto alongadas (dependendo

de ) na diregao horizontal.

Vamos voltar para o sistema nao-linear (4.25). Observe que ele pode ser

reduzido a uma tunica equacao,

dz. _ z(1—y)

= : (4.33)
dy  ylr—1)
Esta equacao ¢é separavel e tem solucao
vyr+y—Inyx" = H, (4.34)

sendo H uma constante de integragao.

A Figura 21 mostra um retrato de fase para o sistema nao-linear (4.25). Note
que as trajetorias sao curvas fechadas, para v fixo, em torno do ponto de equilibrio
(1,1). Para algumas condicoes iniciais, a trajetéria representa pequenas variagoes

em x e y em torno do ponto de equilibrio e tem uma forma quase-eliptica, como
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sugere o sistema linear. Para outras condigoes iniciais, as variagoes em x € y Sao

mais pronunciadas e a forma da trajetoria é ligeiramente diferente de uma elipse.

Figura 21: Um retrato do espago de fase mostrando as trajetérias do sistema presa-predador
(4.25).

Na Figura 22, temos a dependéncia de x e y em 7 para um conjunto tipico de
condicoes iniciais. Observe que z e y sao fungoes periddicas de 7; com efeito, ja que as
trajetérias sao curvas fechadas. Além do mais, a oscilagao da populacao predadora
vem depois da oscilacao de presas, e quando se tem um estado no qual ambas as
populagoes sao relativamente pequenas, ha primeiro um aumento no nimero de
presas, ja que ha poucos predadores e, portanto, com comida abudante, a populacao
de predadores também cresce. O efeito disso é um aumento na caca fazendo a
populacao de presas decair e, em consequéencia da disponibilidade menor de comida,

a populacao de predadores também decai e o sistema retorna aonde tudo comecou.

Podemos usar o sistema linear (4.30) quando os desvios sdo pequenos em torno
do ponto de equilibrio (1, 1) para fazermos uma andlise mais detalhada das variagoes
ciclicas da populacdo de presas e predadores. A solugao do sistema (4.30) pode ser

escrita na forma

u(t) = kcos(\/T + ), (4.35)
v(T) = ksen(\/T + ¢), (4.36)
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Figura 22: Variacoes nas populacoes de presas e predadores em relacio ao tempo para o sistema
(4.25), com v = 0.5 e condigoes iniciais 2:(0) = 0.68 e y(0) = 0.35.

sendo que as constantes k e ¢ sao determinadas pelas condigoes iniciais. Portanto,

z(r) = 14 kcos(\/y7+ ¢), (4.37)
y(r) = 1+ ksen(\/y7 + ¢). (4.38)

Estas solucoes sao boas aproximacgoes para as trajetorias quase-elipticas perto do
ponto critico (1,1). Além disso, elas sao periédicas de periodo 27/,/y. Em termos
das dimensoes (4.26) este periodo é T = QWW. Como vemos, esse periodo de-
pende somente das taxas de crescimento linear, a, da presa e da taxa de mortalidade,

d, dos predadores e independe das condigoes iniciais.

Como destaca Murray [2], existem varias observa¢oes do modelo de Lotka-
Volterra na natureza. Um exemplo classico disso é a abundancia de linces e de
lebres, registrado pela Companhia Hudson Bay do Canada e ilustrado na Figura
23. Observe que quando o tamanho da populacao de lebres aumenta existe mais
comidas para os linces comerem. Como resultado a populagao de linces também
aumenta. A populacao de linces maior matara mais lebres o que causarda uma
diminui¢cao na populagao de lebres. Isto também acerretard uma diminuicao na
populagao dos linces. Portanto, os dados da Hunson Bay nos mostra uma rasodvel
imagem da interagao presa-predador no periodo 1845-1935, sendo que a principal

caracteristica desta imagem ¢é o comportamento periédico ou quase-periddico de
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ambas as populagoes.
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Figura 23: Flutuacdes na populagio de lince e lebre como indicado pela Companhia Hudson Bay.
Fig. retirada da ref. [2].
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5 Dinamaca Populacional com
Suprimento Varidvel de
Alimento

Tanto em condigoes naturais quanto em laboratoério, o suprimento
de alimento é um aspecto essencial da dindmica de populacoes.
Um suprimento limitado de alimento parece ser uma caracteristica
essencial de qualquer modelo de dinamica de populagoes capaz de
descrever um estado estacionario. A representacao classica de tal
capacidade de suporte é o termo nao-linear de “Verhulst” (Segao
4.1.1). Neste capitulo, vamos apresentar um modelo de cresci-
mento de populagdes em que o comportamento estacionario e a
dinamica do sistema sao determinados pelas condi¢bes no supri-
mento de alimento, sendo que iremos tratd-la de duas formas:
constante e periddica.

5.1 Modelo

Em nosso modelo, consideramos uma populagao de individuos idénticos que
reproduzem-se assexuadamente, e que morrem na auséncia de alimento. Nao ha
presenca de doengas ou processos de outra natureza agindo, tal que dado alimento
suficiente, um organismo continua a viver e reproduzir indefinidamente. A regra para
sobrevivéncia é muito simples. Em um certo intervalo de tempo 7, um organismo
é capaz de ingerir uma quantidade unitaria de alimento. Se ele contuniar ingerindo
esta quantidade ele sobrevive, do contrario ele morre. Assuminos que as unidades

de alimento sao distribuidas aleatoriamente no espago com densidade uniforme, tal
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que o nimero de unidades em um volume V segue uma distribuicao de Poisson?
com média V f, sendo f a concentracao. Assumindo que um organismo é capaz de
encontrar um volume v durante um tempo 7, a probabilidade que ele encontre uma
unidade de alimento é 1 —e~/, onde adotamos v como uma unidade de volume. Esta
situagao aplica-se na auseéncia de competicao com outros organismos pelo alimento.
Se existem p organismos por unidade de volume, supomos que o volume acessivel
atingido por organismo durante um intervalo de tempo 7 ¢é v/p, que leva a uma

probabilidade de sobrevivéncia de 1 — e~ //¢.

A reproducao exige, em geral, mais sustento do que uma mera sobrevivéncia.
Para incorporar este aspecto numa forma simples, supomos que os individuos ca-
pazes de encontrar duas (ou mais) unidades de alimento num tempo 7 consomem
exatamente duas unidades, e reproduzem-se a uma taxa A. Adotando 7 como um
tempo unitario, as equagoes de movimento para densidade de populacao p e de

alimento f sao:

% =) [_ef/p A (1 —_eflr _ %ef/pﬂ (5.1)
¢
Z—JZ =—p {%e_f/” +2 (1 —eflr — %e_f/p)] — Kf 4+ F(t). (5.2)

O primeiro termo na equacao para p representa a mortalidade dos individuos

LA distruicao de Poisson é sem duvida de grande importancia para Estatistica. Ela expressa, por
exemplo, a probabilidade de um certo niimero de eventos ocorrerem num dado periodo de tempo,
caso estes ocorram com uma taxa média conhecida e caso cada evento seja independente do tempo
decorrido desde o tltimo evento. A distribui¢ao foi descoberta por Siméon-Denis Poisson (1781-
1840) e publicada, conjuntamente com a sua teoria da probabilidade, em 1838 no seu trabalho
Recherches sur la probabilité des jugements en matiéres criminelles et matiére civile (“Inquérito
sobre a probabilidade em julgamentos sobre matérias criminais e civis”). Ela também pode ser
usada para um numero de eventos em outros intervalos especificos tais como distancia, dreas
ou volumes. Se a taxa média do ntimero de ocorréncias no intervalo considerado é A, entao a
probabilidade que exista exatamente n ocorréncias € igual a

Are A

p(n;A) = o

Veja I. J. Good, Some Statitical Aplication of Poisson’s Work, Statist. Sci. 1 (2) (1986), 157-180.
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que nao encontram alimento; o segundo representa a reproducao a uma taxa .
(Note que a quantidade entre parénteses representa a probabilidade dos individuos
encontrarem duas ou mais unidades de alimento.) Os termos multiplicados a —p
na equagao para f representam o consumo, enquanto F'(t) é a taxa de insergdo em
unidades de comida por unidade de tempo e area. O termo —kf representa uma
deplecao espontanea que pode significar, por exemplo, a quantidade de alimento

estragada via oxidacao ou consumida por outras espécies.

Veja que nosso modelo representa uma situagao bastante simples, ou seja,
incluimos apenas duas vriaveis dependentes: a densidade de populagao, p, e a den-
sidade de alimento, f, que representa o recurso. Nosso objetivo aqui é descrever o
crescimento de uma populacao “hipotética”de uma tnica espécie, em um ambiente
em que a alimento é o fator que limita esse crescimento, através das equagoes (5.1) e
(5.2). Podemos dizer que este modelo nao ¢ destinado para fornecer uma descrigao
detalhada do crescimento de populagao, mas ao invés disso ele pode ser util para nos
dar as principais caracteristicas e propriedades de uma maneira tanto quantintativa

quanto qualitativa, considerando o sistema populacao-alimento.

Entre diversos modelos de crescimento de populacoes na literatura, sao poucos
os que consideram o sistema populacao-alimento. Poderiamos dizer que o modelo de
Lotka-Volterra (Segao 4.3), embora nao seja especificamente um sistema populagao-
alimento, apresenta um comportamento no sentido descrito pelas equagoes (5.1) e
(5.2), sendo a presa tratada como a alimento fornecida ao predador. Existe ainda
o modelo de Gallopin [3], que descreve uma populagao recebendo recursos (input)
e fornecendo biomassa (output) como resposta. Em seu modelo, Gallopin considera
o ambiente limitado (e constante) e os recursos como os Unicos fatores que podem

alterar o tamanho da populagao (veja o Apéndice A).

Muitas variagoes e refinamentos do (nosso) modelo definido pelas equagoes
(5.1) e (5.2) sdo, claro, possiveis. Poderiamos, por exemplo, introduzir uma taxa de
mortalidade intrinseca adicionando um termo —pup no lado direito da equagao (5.1),
ou impondo uma idade minima para a reproducao. Tudo isso parece interessante,
no entanto, vamos estudar o sistema (5.1) e (5.2), primeiro o modelo minimo (com

k = 0), e finalmente com x # 0.
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5.2 Estados Estacionarios

O estado estacionario de um sistema, como vimos nos capitulos 2 e 4, é definido
como o estado em que todas as taxas de variagoes, aqui populacao e alimento,
sao nulas, ou seja, o estado para o qual o sistema tem valores que permanecem
constantes com o transcorrer do tempo. Se o sistema estda no estado estacionario,
entao dp/dt = df /dt = 0, e as equagoes (5.1) e (5.2) reduzem-se a:

p
0 = F(t)—,0[%e_f/p—i—?(1—e_f/p—£€_f/p>]—fif. (5.4)

0 = p[—ef/p—k)\(l—ef/p—ief/p)] (5.3)

A segunda equacao mostra que a unica condicao de estacionariedade é quando a
taxa de comida que entra no sistema, F'(t), é uma constante. Vamos denominar
as quantidades estaciondrias por barras e definir r = f/p. Assim, com a condigao

F(t) = Fp, as equagoes (5.3) e (5.4) implicam em:

LA
C I+ (5:5)

) A+ 7))
f= v Fp. (5.6)

Agora temos as condigOes necessarias para obtermos os estados estacionarios com
o fornecimento constante de alimento. Note que isso nao sera uma tarefa trivial
porque, em geral, para obtermos as solucgoes estacionarios é requerido resolvermos a

equacao transcendental (5.5).

5.2.1 Comportamento do modelo nos limites

Métodos de encontrar solugoes exatas tanto para equacao (5.5) quanto para
equagoes (5.1) e (5.2) ndo existem. No entanto, algumas propriedades do modelo
podem ser discutidas sem o conhecimento da solucao explicita, como por exemplo,
suas propriedades proximas dos limites das densidade de populagao e alimento, ou

o efeito do parametro sobre os valores estaciondarios (Segao 3.2).
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Se conhecermos o valor de f, a equagao diferencial (5.1) descreve o compor-
tamento de p. Para p # 0, podemos considerar o caso em que o alimento é muito

escasso (f — 0). Assim, e //? — 1, e a equacdo (5.1) reduz-se a:

p(t) = p(0)e™". (5.7)

Portanto, a densidade de individuos decresce exponencialmente quando o alimento
disponivel é muito escasso. Note também que se a populacao for muito grande, e f

pequeno, p também decai exponencialmente.

Se o alimento for muito abundante (f — oo, mas p limitado), entdo e=/? — 0,

e da (5.1) temos que
p(t) = p(0)e™, (5.8)
que é a famosa lei de Malthus (Segao 4.1), lembrando que A é positivo.

Vamos agora analisar o comportamento dos estados estacionédrios no limite do

paramentro A. Observe que quando A — 0, temos r &~ —In A, levando a

| In A |
2

- F
f~ Fy, p— 70, para A — 0. (5.9)

No limite oposto, a equagao (5.5) implica r ~ /\/2, dando

f—F, p~ \/é, para A\ — 00. (5.10)

Estes comportamentos limites sdo evidentes na Figura 24, que mostra p e f em

funcao de \ para Fy = 1.

5.2.2 Estabilidade das solugoes estacionarias

A estabilidade linear da solucao estacionaria pode ser determinada da forma
mais comum (Secdo 2.3.1), escrevendo p=p+ne f=f+& comn < leé <1

Substituindo estas expressoes nas equagoes (5.1) e (5.2) e retendo apenas os termos
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Figura 24: Densidades estaciondrias de alimento e individuos versus a taxa de reproducao A

considerando uma entrada estacionaria de alimento a taxa Fy = 1.

lineares, temos

d{n\ —(1+ Ar)re=" (1+ Ar)e™" n (5.11)
dt \ ¢ 24+ 24+2r+r*)e" —(1+r)e ¢ ) '
Esta forma matricial é andloga aquela que usamos no modelo de presa-predador de

Lotka-Volterra (Segao 4.3). As solugoes nao triviais satisfazem a condigao
| A—AI'|=0, (5.12)

sendo A a matriz evolugdo. A equagao (5.12) da origem a uma equagao caracteristica
quadratica, cujas solucoes A4 sao simplesmente os autovalores da matriz A; eles
possuem uma parte real negativa, e sao conjugados complexos para A < 10.225. A
estabilidade da solucdo estacionéria (p, f) é determinada pelo sinal da parte real de
| A+ |. Quando A\ — 0, os autovalores aproximam-se de AL = —\1In A+iv2\. Neste

caso RAL < 0, e o estado (p, f) é estavel; além disso, AL complexo neste limite

implica presenga de oscilacoes amortecidas nas solucoes, como mostra a Figura 25.
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4

Figura 25: Densidades de comida e populacdo versus o tempo para A = 0.01, Fy = 1; note que a
solugao apresenta oscilagoes amortecidas antes de antigir o estado estaciondrio. No grafico menor

estd a trajetério no plano p — f.
5.2.3 Simulacoes

No sentido de mostrar o comportamento do modelo para diferentes condigoes,
integramos numericamente as equagoes (5.1) e (5.2) usando um programa computa-
cional em liguaguem FORTRAN. Em todos os casos, usamos o método Runge Kutta
de 4a. ordem (Segao 2.4.3) para integracdo numérica com passos fixos de h = 0.01.

(A rotina de integracao encontra-se no Apéndice B.)

Figura 26: Comportamento das densidades de alimento e individuos versus o tempo para A = 0.2,
F() = 40, pPo = 10, e fo =0.1.
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A Figura 26 mostra o comportamento da populagao e alimento para uma taxa
constante de comida. No inicio, o alimento acumula, porque a populacao é muito
pequena para poder ingerir o alimento na mesma taxa que ela entra. O resultado
disso é que a populagao supera seu valor estacionario, até ela consumir o alimento
acumulado, e entao ela declina até atingir o seu tamanho estacionario que pode ser

mantido com um dado nput de alimento.

Figura 27: Variacdo de p com Fy = 4, e A = 0.2; os valores sido: de baixo para cima p = 1.5 ,
p=p~ 267, ¢35

A Figura 27 mostra o variacao de p para A\ = 0.2, e Fy = 4.0. Utilizamos
trés valores: p maior, menor e igual ao seu valor estacionario, como indica o gréfico.
Note que para o valor menor, a populacao supera seu valor estacionario e depois

decal.

5.3 Sem suprimento de alimento

Vamos agora considerar o comportamento temporal quando uma pequena po-
pulacao ¢ indroduzida num meio onde o suprimento de alimento é cortado num
instante ¢ = 0, sem abastecimento para t > 0. Observamos que no estagio inicial da
evolugao, a populagao deve crescer exponencialmente, a um taxa A, enquanto que

para instantes posteriores ela deve decair a uma taxa unitaria. Entre estes regimes a
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densidade de populacao atinge um méximo. Estas caracteristicas sao ilustradas na
Figura 28. Os resultados para x > 0 sao qualitativamente similares a este; de fato,
espera-se apenas que a populacao decaia mais rapidamente. Este é um fendémeno
tipico de invasdo de pragas como roedores (ratos) ou alguns invertebrados (lagar-
tas, tamandud da soja), onde existe comida disponivel num dado instante e sem

reposicao no instante posterior.

Figura 28: Densidade de individuos versus o tempo para p(0) = 0.01, fo = 1, e Fy = 0. Da
direita para esquerda: A =1, 0.1, e 0.01.

5.4 Suprimento peridédico de alimento

O modelo nos permite fazer uma andlise de seu comportamento quando con-
sideramos o suprimento de alimento periédico; isso representaria, por exemplo, um
ciclo sazonal de alimento. Vamos considerar que a funcao representando a entrada
de alimento seja do tipo F'(t) = 1 + coswt, e normalizamos o tempo para o periodo
T = 27/w = 100. Estamos interessados, primeiramente, na dindmica depois dos

transientes iniciais; as condigoes iniciais sdo: f(0) = 1.0, p(0) = 0.1.

A Figura 29 mostra a evolugao das equagdes (5.1) e (5.2), com k = 0, e as

trajetérias no plano de f — p para A = 0.60. Note na figura que o comportamento
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Figura 29: Evolugio temporal de f (linha pontilhada) e p(t) (linha sélida) para A = 0.60,
p=10.01, e fo = 1.0. O gréafico a direira representa a trajetoria fechada no plano f — p.

dinamico das densidades f e p sao peridédicos ao longo do tempo, e com periodo T
de fato isso ocorre porque estamos lidando com um sistema forcado periodicamente.
Isso sempre ocorre para valores grandes de A. Se diminuirmos A, vai chegar um
ponto em que o periodo das densidades dobrara, triplicara, etc; isso significa que o
sistema sofreu uma bifurcagao (veja Se¢ao 3.3.2). Devemos mensionar que a primeira
bifurcagao ocorre para A &~ 0.08. Notando que, com o suprimento de alimento

abundante, o tempo para a populagao dobrar, dado pela equagao (5.8), é:

ty = —. (5.13)

Assim, temos que ty &~ 9, ou seja, ty ~ T/11. Nas subseqiientes bifurcagoes,
A é menor e ty é da ordem de T/5, ou maior. Entao, se interpretamos 7' como
um ano, este valor de A corresponde a um tempo de dobramento da populacao de
aproximandamente 1 ou 2 meses. Talvez certos insetos ou roedores reproduzem-se
neste tempo caracteristico. Por outro lado, T pode representar um dia, por exemplo
no ciclo diurnal da flora intestinal de um animal que faz uma refei¢ao grande por dia.

Neste caso, ty corresponde a 2 - 4 horas, que parece razoavel para certas bactérias.

A Tabela 5 ilustra um resumo com os periodos, T, em cada ciclo com seu
correspondente valor de A. Para valores pequenos de A, se a série é periddica, vamos
ter um cenario que se repete ao longo do tempo. Podemos determinar o periodo

vizualizando o grafico dos maximos ou minimos de p, como mostra a Figura 30.
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Figura 30: Seqiiéncia de méximos e minimos (grafico menor) de p, para A = 0.034675. Note
nesta seqiiéncia que o periodo de p é 3; note que p(t) = p(t £ 7).

Pela diversidade de fenomenos que podem surgir quando lidamos com sistemas
de equagoes diferenciais nao-lineares, do tipo (5.1) e (5.2), questionamos se nosso
modelo apresenta a cascata de duplicacao de periodo visto no final do capitulo 3.
De fato, o comportamento mais interessante que observamos é quando os valores
de X sdo pequenos (para o qual o tempo de relaxagao é menor e envolve oscilagoes
amortecidas). Nesta regiao de A, o sistema atinge regimes cadticos e isto ocorre via
bifurcagoes (veja Se¢ao 3.3.2). Diminuindo o parametro A, identificamos, para um
certo valor A\i, que o ponto fixo torna-se instavel e o ciclo duplicado assume o papel
de um atrator. (Isto é similar a bifurcagao de forquilha visto na Secao 3.2.3, porém

ela agora descreve como os ciclos, ao contrario dos estados de equilibrio, perdem sua
estabilidade).

Tabela 5: Ciclos com periodos T para um dado A

A T A T

> 0.081497 1 0.037639 - 0.037861 8
0.038225 - 0.081497 2 0.035660 10
0.034675 3 0.035687 14
0.037141 - 0.037911 4 0.035699 16
0.035211 - 0.035321 5 0.035715 24
0.035519 6 0.035720 32
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Como mostra o diagrama abiaxo, o periodo do atratror é duplicado. Este atra-
tor, contudo, é estavel apenas acima de um valor critico do parametro, por exemplo,
A = 0.0382258, onde um atrator de ciclo-4 surge. Nao confirmamos, com uma mu-
danca finita do parametro, se a castata de duplicacao de periodo atinge um ponto
de acimulo, onde formalmente o ciclo atinge um periodo 2". Para valores ainda
menores de A, observamos janelas de comportamento aperiédico “misturada”com

evolugao periédica, com periodos 5, 9, 10, por exemplo (veja a Tabela 6).

1 1 oo

A 0.081497 0.0382258 00378765 00376820 0.035680

Figura 31: Diagrama representando os ciclos de perido 2™.

As figuras a seguir mostram exemplos da evolugao periddica e aperidédica do
sistema (5.1) e (5.2). Para A = 0.0456, a densidade de alimento e de populacao
oscilam com periodo T" = 2, conforme ilustra a Figura 32. Neste caso, pmin =~
3,13.1072 e a razao entre Poin € Pmae ¢ de aproximadamente 9, 24.10~%;isto é, um p

extremamente baixo implicaria em extingao.

Para A = 0.01780, a evolugao é aperiédica como ilustra a Figura 33. (Verifi-

camos, usando tempo bem longo, que a evolugdo nao se repete.) A trajetéria no



5.4 Suprimento periodico de alimento 65

Tabela 6: Ciclos com periodos n impar e par

A n A n

> 0.025567 3 0.011589
0.020583 4 0.009876 44
0.018050 AP 0.008541 9
0.017430 6 0.007325 10
0.015412 5 0.006792 11
0.014213 16 0.006421 AP

oo
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Figura 32: Evolugao temporal de p (esquerda) e f (direita) para A = 0.0456, p = 0.01, e fo = 1.0.

O grafico a direira representa a trajetoria fechada no plano f — p.

espaco de fase para este caso nao fecha, como vemos no grafico da direita da Figura
33.

No regime caético, as séries p(t) sdo caracterizadas pelo intervalo de cresci-
mento exponencial lento (veja Figura 33), e por um rapido colapso ou queda sibita
da populacao. As quedas subitas, onde a populagao atinge aproximadamento o nivel
zero, tende ocorrer perto da metade do ciclo, isto é, onde F'(t) ~ 0. Nos referimos a
evolugao de p(t) entre dois minimos sucessivos como um “estouro”. Estes estouros
tendem a ter certas amplitudes especificas, refletindo o niimero de ciclos de alimento
fornecido desde o tltimo colapso. (Na Figura 33, sao evidentes quatro amplitudes
caracteristicas). Os estouros de amplitudes maiores tém longa duragao; de fato, a
populagao evita a queda de um ou mais pontos na metado do ciclo. Tais estouros

acontecem aparentemente quando a populacao é especialmente baixa no inicio do
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p2

50 60 70 80 90
t*

Figura 33: Densidade de populagao versus o tempo t* (a esquerda) e sua trajetéria no plano
f — p (a direita), para A = 0.01780.

estouro, resultando em mais tempo para o alimento acumular e para a populagao

crescer. Como mostra a figura a seguir, os valores maximos da populacao tendem

L I —1
140 80 120 160 200
t*

Figura 34: Esquema des pares sucessivos dos mdximos x~ e minimos z. da populagio; em
miniatura, representamos seqiiéncia de valores maximos para A = 0.01805, onde suprimento de

comida é periddico.

a cair em um dos trés intervalos. Os maiores maximos tendem a seguir o meno-
res minimos, e vice-versa. Enquato a forma de cada tipo de estouro é relativamente
constante, a seqiiéncia de estouros é imprevisivel; o grafico menor ilustra a seqiiéncia

de valores maximos. Normalmente eles seguem um padrao grande-médio-pequeno.



5.5 Comportamento do modelo para k # 0 67

Estes comportamentos em que a uma populacao cresce rapidamente, e de-
pois sofre uma queda abrupta ¢é tipico de muitas familias de invertebrados, como

gafanhotos, e lagartas.

5.5 Comportamento do modelo para k # 0

Vamos ver como os resultados acima mudam ao considerarmos que existe
um termo regulador da concentracao de alimento, denominado por x. Podemos
investigar os estados estacionarios e a estabilidade para um valor fixo de k no caso
F(t) = 0. Na ultima parte desta segdo vamos ver o efeito de k # 0 quando o

suprimento de alimento, F'(t), é periddico.

Considerando  nas equagoes (5.1) e (5.2), os estados estaciondrios sao solugoes

da seguinte equacao:
r[1+ A1+ 7)]

24+ X+ 1+ A1+7)k

Note que nao hd mudanga na equagao (5.5). Este resultado se reduz a equagao (5.6)

f= F. (5.14)

quando fazemos k = 0. No caso limite de A grande e pequeno, o comportamento

dos estados estacionarios sao:

. |In}| . —— Fo
lim fA, k) = 5= Fo,  limp(d, k) = 5= (5.15)
e
V2/A F
lim f(\ k) — / Fo,  lim p(\, k) — 0 (5.16)

A—00 V2/ A+ K A—00 2/A+ K
Com relagao a Figura 24, k grande representa apenas um fator de escala.
Para avaliarmos a estabilidade destas solugoes, devemos novamente resolver

uma equacao de autovalores. Neste caso, apenas o elemento ags da matriz A muda.

Porém, o resultado desta aparente simples mudanca nos autovalores é

AL = %{—/{—e_r (1—2r=N?) £{r*+e " [ (2= Ar?) —8(1+ Ar)]

e 94 8r (14 Ar) + 202 (24 3X) + A (4 + Ar)] }1/2} . (5.17)
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que fica menos confuso no limite A — 0, resultando em

VK2 + 2K\ — 8\

; (5.18)

K
Ay = 5~ Alln A| £+
Lembrando que A e k sao positivos, os autovalores de AL tém uma parte real

negativa, o que indica que os estados estacionarios sao estaveis.

Para F(t) periédico, o comportamento dinamico do sistema é caracterizado
por alteragoes no periodo das densidades a medida que x aumenta. Realmente, para
pequenos valores de k, da ordem de um milésimo, percebemos que o sistema prati-
camento nao sofre alteracao; No entanto, aumentado k observamos o aparecimento
de bifurcagoes. Por exemplo, tomando A = 0.0765 (com T = 2, veja o diagrama
acima) fixo, o sistema continua a oscilar com periodo dois até x da ordem de um
centésimo. Para x > 1072, o sistema sofre bifurcacao, e segue oscilando com perfodo
um. Isso significa que a populacao levaria mais tempo para dobrar seu tamanho;
isso faz sentido, afinal a comida é reduzida. A Figua 35 ilustra bem essa mudanga na
qual estamos falando. Ela representa valores maximos e minimos de p em fungao de
k, com A fixo. Todos os pontos correspondem ao mesmo instante na série temporal.

Outro caso é esquematizado na Figura 36, neste caso A = 0.03795, onde o periodo
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Figura 35: Seqiiéncia de méximos e minimos de p em fungao de s, com A = 0.0765.

do sistema é quatro (veja o diagrama acima). Veja neste caso, que a populagao
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chega mais rapidamente a zero, pois quando A vai ficando cada vez menor, mais

fraca sera a reagao para crescer e acompanhar a abundancia de comida. Variando A
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Figura 36: Seqiiéncia de maximos e minimos de p em funcio de , com \ = 0.03795.

e K,
4-2,

“coesisténcias” dos dois periodos.

podemos representar linhas no espaco A — k no qual o periodo muda de 2-1 ou

como mostra a Figura 37; a grosso modo, é como se as linhas representassem a

L L L 1 L |
0,0336 0,0448 0,056
A

L | L | i
00672 0,07

Figura 37: A duas linhas representam a separacio entre perfodo 2-1 (linha pontilhada) e perfodo

4-2 (linha cheia) no espago A — k.
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Para um valor de A tal que o comportamento seja aperiédico (A = 0.006421,
por exemplo), notamos que as densidades passam deste regime para o regime periédico,
mas isso nao ocorre de forma seqiiencial. Num intervalo que compreende valores
107 > xk > 107*, surgem perfodos como 6,7,9,12,17,... o que indica que o sis-
tema continua préximo do regime aperiédico. Para x > 1073, o sistema oscila com
periodo que convergem a medida que k aumenta. Esse mudanca que o sistema sofre
de aperiddico para periddico ocorre também via bifurcagoes; a Figura 38 ilustra esse
fato.

Estes comportamentos complicados, em modelo deterministico, onde temos
periodos baixos, longos, ou até mesmo incapazes de medir, deve ter implicacoes
pertubadoras para a teoria ecoldgica, pois torna-se complicado associarmos estes

resultados com observacoes de campo.
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Figura 38: Esquema mostrando a mudanga de aperiédica para periédica nas trajetérias de p,
sendo A = 0.006421; os valores de x e os periodos de cada trajetdria sao mostrado em cada grafico
( “AP”significa aperiddico); os eixos horizontais est¢do na mesma escala. Veja que a medida que

Kk aumenta a populagao tende a zero.
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6 Conclusao

Estudamos basicamente dois casos na anélise das equagoes (5.1) e (5.2). Pri-
meiro, investigamos os estados estacionarios e sua estabilidade, dado pela condigao
de F(t) constante e F(t) = 0. Para F(t) constante, vimos que a populaccao atinge
o estado estaciondrio monotonicamente para grandes valores de A, e com oscilagoes
amortecidas para A pequeno. Por tltimo, F'(t) zero a partir de um dado instante,
a populacao cresce de forma exponencial até atingir um maximo para depois decair

ao nivel de extingao.

Os resultados mais interessantes observados foram ao considerarmos a entrada
de alimento no sistema de forma periédica. Esse caso é interessante porque podemos
pensar numa populagao cujo suprimento de alimento é feito periodicamente (obede-
cendo as estagoes do ano, por exemplo). Neste situagao, mostramos que o modelo
(5.1) e (5.2) apresenta bifurcagoes de ciclos estaveis de periodo 1, 2, 4 e 8 (veja o
diagrama da Figura 31), e entrando em regides de comportamento cadtico onde a
populagao exibe uma aparente seqiiéncia aleatoria de invasoes sibitas seguidas por
estouros (veja Figuras 33). Em geral, percebemos que para valores grandes de \, as
trajetérias temporais oscilam com o mesmo periodo de F(t), e para pequenos valores
de A, as trajetérias exibem periodos baixos, ou mesmo indetectaveis, crescimento
populacional até que um limiar fosse superado, ocorrendo um desvio no trajeto espe-
rado, e seguido imediatamente de uma queda violenta ao um nivel mais baixo. Isto é
uma caracteristica do comportamento aparente de muitas populagoes de bactérias e
invertebrados (gafanhotos, lagartas, etc). Contudo, os estouros periodicos, normal-
mente nao deixa a populagao retornar ao seu nivel mais baixo. Conseqilientemente,
seu ciclo nao fecha sobre ele mesmo, sendo aperiddico, mas também podendo ser

quase “aperiodico”.
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Considerando x no modelo (5.1) e (5.2), notamos que um valor de x muito
pequeno (< 1) nao afeta o comportamento do sistema. No entanto, para valores
grandes as trajetéria mudam o periddo das oscilagoes por meio de bifurcagoes e,
para certos valores de A, elas passavam do regime aperiodico para periédico, como

mostra a Figura 36.

Pretendemos estender o estudo do modelo apresentado no capitulo 5 para
uma situacao em que duas espécies competem pela mesma fonte de alimento, ou
seja, vamos discutir duas populagoes com densidades p; e po, e que se reproduzem
a mesma taxa (a priori), disputando o mesmo recurso, f. Dessa forma, vamos
tentar obter relacoes entre as espécies 1 e 2 que otimizam o sistema do ponto de
vista ecoldgico, e ver se existem padroes temporais que tenham alguma implicacao

ecologica.

Posteriormente, vamos estender nosso estudo para dinamica espaco-temporal
e, por conseguinte, tentar verificar a formacao de padroes espaciais como cadeias
alimentares entre duas ou mais espécies, caos espacial e suas implicagoes ecoldgicas.
Poderemos, ainda, incluir nas equacoes termos de difusao-conveccao, e ruido para
uma possivel analise estocdstica. Sabemos que é um desafio complicado e por isso

pretendemos buscar colaboragao com pessoas da area de biologia.
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APENDICE A - Modelo Generalisado

de um Sistema

Populacao-Recurso

Neste apéndice vamos discutir resumidamente o modelo de Gal-
lopin publicado em 1971 [3], mostrando as semelhancas com o
modelo apresentado no capitulo 5. A teoria apresentada por ele
nao se trata de um estudo detalhado da populagao, mas sim de
um estudo tedrico de ecossistemas ou de cadeias alimenares.

A.1 Descricao do modelo
Hipéteses

1) O sistema consiste de uma populagao (ou, sob condiges, todo um nivel

tréfico) especiaislimitada apenas pelo fornecimento de uma tinica espécie de recurso.
2) O recurso entra no sistema a uma taxa f(t).

A populagao ird ingerir parte do recurso (ou todo). O recurso ingerido acaba
sendo transformada em biomassa, exceto aquela parte perdida por defecagao ou
egestao antes de ser inteiramente metabolizada pelo organismo. Note que a energia
desta porcao ingerida nao ¢ mais disponivel para reingestao, exceto se o recurso é
uma simples molécula inorganica (por exemplo, fésfato). O restante do recurso assi-

milado sofre reducao pela respiracao; parte do recurso é destinado para manutencao
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da populacao. Mais uma vez, deve ser feita uma distin¢ao entre recurso energético
e material. Para uma simples molécula inorganica, o enunciado anterior nao é ver-
dadeiro porque estas moléculas nao respiram. Em alguns casos, os recursos serao

perdidos pela excrecao e nao pela respiracao, ou pode ser perdidos por ambas.

Definicao das variaveis do sistema

l

tempo,

taxa de insercao de recursos no sistema,

h‘d»—hﬁ

Ll

quantidade de alimento que entra no sistema,
taxa de ingestao (ou consum) de alimento pela populagao,

quantidade de comida ingerida pela populacao,

> Q o

!

taxa de perda da populacao = e+ r + x + d,

l

taxa de egestao,
r — taxa de respiracao do recurso,
x — taxa de excrecao do recurso,
d — taxa de morte da populacao,
A — quantidade de recurso disponivel,
dM/dt — produtividade resultante ou taxa de crescimento da populagao,

M — quantidade de biomassa da populacao.

Note: Todas as variaveis sao num tempo t. Por exemplo, M é o valor da
biomassa da populagao no instatnte ¢t. Lembrando que no modelo do capitulo 5 o
nimero de variaveis definidas foi bem menor. La, consideramos apenas densidades
de populacao e alimento, tornando-se desnecessario a discussao de como a populagao
assimilava o alimento.

3) A biomassa da populagao é distribuida homogeneamente no espago fisico.

Antes de escrevermos as equacoes que descrevem o modelo, é interessante

destacar algumas consideragoes feita pelo autor em relagao as taxas de ingestao (c)
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e de perda (). Embora a taxa de ingestao instantanea em situagoes reais, e para
organismos complexos, deva depender do tempo diario, e os organismos tenham
periodos de se alimentarem definido, a taxa de ingestao é considerada continua.
Além disso, a razao entre sua mudanca e a mudanca na comida disponivel serd
proporcional 4 fome da populacao. Isto é, se a populacao esta satisfeita, um aumento
na comida disponivel nao aumentara a taxa de ingestao; mas se a populacao esta
faminta, um aumento na comida disponivel produzira um singnificante aumento na
taxa de ingestao. Por outro lado, o efeito na comida disponivel sobre a taxa de
ingetao dependerd de alguma maneira da massa total da populagao, porque espera-
se que quando a populacao seja grande, a interacao entre seus membros modificara
o efeito da comida disponivel. Matemanticamente, isto pode ser expresso como:
g_,fl = h(M) (aM —c), (A.1)
sendo, a uma constante de dimensao [1/tempo]; h(M) é um coeficiente de propor-
cionalidade que depende da biomassa da populacao. O termo aM — c representa a
fome instantanea de toda a populacao. A hipdtese do autor é que h(M) = a/M,

sendo v uma constante com as mesmas dimensoes de a. Portanto,

oc Q@

—=—(aM —¢). A2
- 10 (A2)
A equacao A.2 implica que para qualquer nivel de fome, um aumento em A tem
grande efeito sobre a taxa de ingestao quando M for menor do que quando M for

maior. Se integramos a A.2 em relacao a A, obtemos
c=aM (1— e_aA/M) : (A.3)

sendo que em A = 0, a taxa de ingestao ¢é nula.

Deve ser observado que, em particular, A = F — C; isto é, a quantidade de
comida disponivel é igual a quantidade que entra no sistema menos a quantidade in-
gerida. Outra relacao é estabelecida entre a taxa de crescimento, a taxa de ingestao,

e a taxa de perda da populacao, da seguinte forma

dM
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Esta afirmacao é sempre verdadeira, e ela pode ser aplicada tanto nos estados es-
tacionario quanto nos transientes, pois isso trata-se de uma lei de conservacao da
massa: a taxa de variacao da massa da populagao é igual a taxa do que entra menos

a taxa do que sai.

Agora, considere A = e + \*, sendo \* = r + = + d. Em particular, \* = kM,

em que k é uma constante com a mesma dimensao de a. Portanto, da equagao A .4,

1 [dM
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Equacgoes do Modelo

Tendo descrito a varidaveis do modelo e estabelecido algumas relagoes essenciais, as
equacoes que descrevem o modelo de Gallopin sao:

A = F(t)-C,

c = aM (1 — e_O‘A/M) ,

1 /dM
o (),

5\ dt
(§
dd—]\f = ﬁaM(l—ga—eo‘A/M), (A.6)
UL = J) — (e (A7)

Estas duas equacoes tém um comportamento semelhantes aquelas estudadas no

capitulo 5, lembrando que 14 usamos densidade de populacao em vez de biomassa.
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APENDICE B - Subrotina em
FORTRAN do método
de Runge Kutta de 4 e

5 ordem

subroutine odeint(ystart,nvar,x1,x2,eps,hl,hmin,nok,nbad,xrel)

c implicit double precision (a-h, o-z)

c Runge-Kutta driver with adaptive stepsize control
c from Numerical Recipes

o nvar: number of equations

c x1, x2: initial and final values of indep variable
c ystart: initial values

c eps: desired accuracy

c path: common block stores intermediate results

c hl: initial step size (guess)

C hmin: minimum allowed step size (can be zero)

c nok, nbad: number of good and bad (retried) steps

implicit double precision (a-h, o-z)
parameter (maxstp=10000000,nmax=10,two=2.d0,
> zero=0.d0,tiny=1.e-30)
common /path/ kmax,kount,dxsav,xp(200),yp(10,200)

dimension ystart(nvar),yscal(nmax),y(nmax),dydx(nmax)



Apéndice B — Subrotina em FORTRAN do método de Runge Kutta de 4 e 5 ordem 80

external derivs

x = x1
sign(hl,x2-x1)

c The function sign in Fortran is called the sign transfer function.

It is a function of two variables, and its definition involves two cases:
CASE 1: If y = 0 then sign(x,y) = abs(x)

c CASE 2: If y < O then sign(x,y) = -abs(x)

[e I e]

yO
y1

nok=0
nbad=0
kount=0

do i =1, nvar
y(i) = ystart(i)
enddo

y2 = y(2)

if (kmax.gt.0) xsav = x - dxsavxtwo

do nstp = 1, maxstp
call derivs(x,y,dydx)
do i =1, nvar
yscal(i) = abs(y(i))+abs(h*dydx(i))+tiny
enddo
! max e min da populacao
yo = y1
yl = y2
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y2 = y(2)
xs=x%*0.01d0

if (y1.1t.y2.and.y1.1t.y0) then

ymn = yl
else if (yl.gt.y2.and.yl.gt.y0) then

ymx = yl

del = ymx - ymxr

if (ymn.gt.1.d-13) write (2,11) xs, ymn, ymx, del
ymXr = ymx

endif

if (kmax.gt.0) then
if (abs(x-xsav).gt.abs(dxsav)) then
if (kount.lt.kmax-1) then

X8av=XxX

t = 0.01d0*x
if (x.gt.xrel) then
write (1,11) t, (y(i), i = 1, nvar)

endif

if (x.ge.x2) then
return

endif

endif

endif

endif

if ((x+h-x2)*(x+h-x1).gt.zero) h=x2-x

call rkqc(y,dydx,nvar,x,h,eps,yscal,hdid,hnext,derivs)
if (hdid.eq.h) then

nok = nok + 1

else
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nbad = nbad + 1

endif

if ((x-x2)*(x2-x1).ge.zero) then
do i =1, nvar

ystart(i) = y(i)

enddo

return
endif
if (abs(hnext).lt.hmin) pause ’stepsize smaller than minimum’
h = hnext
c write (1,%) x, h
enddo
c pause ’too many steps’
11 format (6(el2.6,3x))
return

end

subroutine rkqc(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal,hdid,hnext,derivs)

c 5th order Runge-Kutta from Numerical Recipes
c monitoring of local truncation error to ensure accuracy
c and adjust step size

implicit double precision (a-h, o-z)

parameter (nmax=10,pgrow=-0.20,pshrink=-0.25,fcor=1./15.,
> one=1.d0,safety=0.9,errcon=6.e-4,hmax=.05)

external derivs

dimension y(n), dydx(n), yscal(n), ytemp(nmax), ysav(nmax),

> dysav(nmax)
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xsav = X
doi=1,n
ysav(i) = y(i)

dysav(i) = dydx(i)

enddo
h = htry
hh = 0.5%h

call rk4(ysav,dysav,n,xsav,hh,ytemp,derivs)

xsav + hh

X
call derivs(x,ytemp,dydx)

call rk4(ytemp,dydx,n,x,hh,y,derivs)

X =xsav + h

if (x.eq.xsav) pause ’stepsize not significant in rkqc’
call rk4(ysav,dysav,n,xsav,h,ytemp,derivs)
errmax = 0.

doi=1,n

ytemp(i) = y(i) - ytemp(i)

errmax = max(errmax,abs(ytemp(i)/yscal(i)))
enddo

errmax = errmax/eps

if (errmax.gt.one) then

h = safety*h*(errmax**pshrink)

go to 1

else

hdid = h

if (errmax.gt.errcon) then

hnext = safety*h*(errmax**pgrow)

else

hnext = 4.%*h

endif

if (hnext.gt.hmax) hnext = hmax
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endif

doi=1,n

y(i) = y(i) + ytemp(i)*fcor

enddo

return

end

subroutine rk4(y,dydx,n,x,h,yout,derivs)
implicit double precision (a-h, o-z)

parameter (nmax=10)

dimension y(n), dydx(n), yout(n), yt(nmax), dyt(nmax), dym(nmax)

hh = h*0.5d0
h6 = h/6.
xh = x + hh

doi=1,n
yt(i) = y(i) + hh*xdydx(i)
enddo

call derivs(xh,yt,dyt)
doi=1,n
yt(i) = y(i) + hh*dyt(i)
enddo

call derivs(xh,yt,dym)
doi=1,n

yt(i) = y(i) + h*dym(i)
dym(i)= dyt(i) + dym(i)
enddo

call derivs(x+h,yt,dyt)

doi=1,n
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yout(i) = y(i) + h6*(dydx(i)+dyt(i)+2.*dym(i))

enddo

return

end



86

Bibliografia

[1] STROGATZ, S. H. Nonlinear dynamics and chaos : with applications to physics,
biology, chemistry, and engineering. Cambrigde : MA: Westview Press, 2000.

[2] MURRAY, J. D. Mathematical Biology I: An Introduction. New York: Springer,
2005.

3] GALLOPIN , G. C. A general model of a resourse-population system. i. general
properties. QOecologia, v. 7, p. 382-413, 1971.

[4] PEARL, R.; REED, L. J. On the rate of growth of the population of united
states since 1790 and its mathematical representation. Proc. Nat. Acad. Sci., G,
p. 275, 1920.

[5] L. OLIVEIRA, A. J. V. B. a. e. R. C. B. Modelo de von bertalanffy generalizado
aplicado ao crescimento de suinos de cortes. Biomatemdtica, v. 17, p. 101-109,
2007.

(6] RICHARDS, F. J. A flexible growth function for empirical use. J. Ezp. Botany.,
v. 10, p. 290, 1959.

[7] SMITH, F. E. Population dynamics in daphnia magna and a new model for
population growth. FEcology, v. 44, p. 651, 1963.

[8] VAVILIN, V. A.; VASILIEV, V. B. Nonlinear models of biological treatment
processes. FEcol. Model., v. 9, p. 57-71, 1980.

9] S. LOPEZ J. FRANCE, W. G. V. B. V. M. D. D. H.; DIJKSTRA, J. A genera-
lized michaelis-menten equation for the analysis of growth. J. Anim. Scil., v. 78,
p. 1816 — 1828, 2000.

[10] BOYCE, W. E.; DIPRIMA, R. C. Elementary Differential Equations and
Boundary Value Problems. New York: John Wiley and Sons, 2000.

[11] N. S. GOEL, S. C.; MONTROLL, E. W. On the volterra and other nonlinear
models of interacting population. Rev. Mod. Phys., v. 43, p. 231 — 276, 1971.



Bibliografia 87

[12] SAKANOUE, S. Extended logistic model for growth of single-species populati-
ons. FEcol. Mod., v. 205, p. 159-168, 2007.

[13] SCHNUTE, J. A versatile growth model with statistically stable parameters.
Can. J. Fish. Aquat. Sci., v. 38, p. 1128, 1981.

[14] MAY, R. M. Simple mathematical models with very complicated dynamics.
Nature, v. 261, p. 459 — 467, 1976

[15] LORENTZ, E. N. Deterministic nonperiodic flow. J. Atmos. Sci., v. 20, p. 130
141, 1963,

[16] ANTON, H.; RORRES, C. Elementary Linear Algebra: Applications. New
York: John Wiley, 1994.

[17] A. F. NEVES, D. G. F. e. Equagoes Diferenciais Aplicadas. Rio de Janeiro:
Sociedade Matematica, 2001.

[18] W. H. PRESS B. P. FLANNERY, S. A. T.; VETTERLING, W. T. Numerical
Recipes. Cambridge: Cambridge University Press, 1992.

[19] WIGGINS, S. Introduction to applied nonlinear dynamical systems and chaos.
New York: Springer, 1990.

[20) CRAWFORD, J. D. Introduction to bifurcation theory. Rev. Mod. Phys., v. 63,
p- 991 — 1037, 1991.

[21] DEVANEY, R. L. Introduction to chaotic dynamical systems. Redwood City,
CA: Addison Wesley, 1989.

[22] LI, T.-Y.; YORKE, J. A. Period three implies chaos. Am. Mat. Monthly., v. 82,
p. 985 — 992, 1975.

[23] TSOULARIS, A.; WALLACE, J. Analysis of logistic growth models. Math.
Biosci., v. 179, p. 21-55, 2002.

[24] KEYFITZ, N. Applied Mathematical Demography. New York: Springer, 1985.

[25] BERTALANFFY, L. V. A quantitative theory of organic growth. Human Biol.,
v. 10, p. 181, 1938

[26] G. B. WEST, J. H. B.; ENQUIST, B. J. Growth models based on first principles
or phenomenology? FEcology, v. 18, p. 188 — 196, 2004.



Bibliografia 88

[27] C. C. R. BRITO J. A. A. SILVA, R. L. C. F. E. S. S.; FERRAZL, 1. Growth
resulting from the variation and combination of models of chapman-richards and
silva-bailey applied to leucaena leucocephala (lam.) of wit. Cienc. Flor., v. 17,
p. 175 — 185, 2007.

[28] D. LUDWIG, D. D. J.; HOLLING, C. S. Qualitative and analisys of insect
outbreak system: the spruce budworm and florest. J. Anim. Ecol., v. 47, p. 315
- 332, 1978.



