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o que está falando.
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ii



5.2.3 Simulações . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59

5.3 Sem suprimento de alimento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
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em cada gráfico ( “AP”significa aperiódico); os eixos horizontais estção na mesma
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Resumo

Tanto em condições naturais quanto em laboratório, o suprimento de alimento

é um aspecto essencial da dinâmica de populações. Um suprimento limitado de

alimento parece ser uma caracteŕıstica essencial de qualquer modelo de dinâmica de

populações capaz de descrever um estado estacionário. A representação clássica de

tal capacidade de suporte é o termo não-linear de Verhulst.

Nessa dissertação consideramos um modelo de população de indiv́ıduos idênticos

que morrem na ausência de comida, e reproduzem-se assexuadamente. Para sim-

plificar o modelo, consideramos ausência de outros fatores que podem interferir na

dinâmica dos sistema, como doenças, e competições. Consideramos que a quantidade

de alimento dispońıvel para população seja distribúıda aleatoriamente no espaço, de

tal forma que ela siga uma distribuição de Poisson. O modelo é representado por

um conjunto de duas equações não-lineares, cujas variáveis dependentes são a den-

sidade de indiv́ıduos, ρ, e a densidade de alimento, f , e que ainda dependem de

dois parâmetros, λ e κ, que representam, respectivamente, a taxa de reprodução da

população e a redução espontânea na quantidade de alimento dispońıvel. O modelo

apresenta muitas semelhanças com o modelo de Gallopin, no qual discute a dinâmica

de um sistema população-comida [3].
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Abstract

Food supply is an important aspect in the dynamics of populations in nature

as well in the laboratory. A limited supply of food seems to be an essential feature

of any dynamical population model with a stationary state. A classic representation

of such support capacity is the well known non-linear term of Verhulst.

In this dissertation, we consider a population of identical individuals that die

in the absence of food, and which reproduce asexually. To simplify the model, we

neglect other factors that can interfere in the dynamics of the system, such as dise-

ases or competition. We suppose that the available food is randomly distributed in

space and described by a distribution of Poisson. The model is represented by a set

of two non-linear equations. The individuals density, ρ, and food density, f , are the

dependent variables that depend on two parameters, λ and κ. These parameters re-

present, respectively, the population rate reproduction and a spontaneous depletion

in the amount of available food. Our model is similar to the food-population model

of Gallopin.

x



1

1 Introdução

O estudo de modelos de populações tem em seu arquivo de registro o modelo

do economista britânico Thomas Robert Malthus, com sua teoria populacional. No

final do século XIX, Malthus publicara seu Essay on the Principle of Population1 no

qual ele afirma que, dadas as condições agŕıcolas da terra, os meios de subsistências,

em qualquer circustância, só poderiam crescer em progressão aritimética. Ainda

segundo Malthus, nas mesmas circustâncias para os meios de subsistência, a po-

pulação humana cresceria exponencialmente. Com as cŕıticas sobre o crescimento

exponencial de uma população de indiv́ıduos, Malthus estudou possibilidades de

restringir esse crescimento, pois os meios de subsistência só poderiam crescer em

progressão aritmética. Segundo ele, esse crescimento populacional é limitado pelo

aumento da mortalidade e por todas as restrições à natalidade, decorrentes da fome,

das doenças, do v́ıcio etc.

Opositores ao modelo malthusiano de crescimento exponencial foram surgindo

ao longo do tempo. Dentre os vários, temos que mencionar o matemático belga Pi-

erre François Verhulst. Em 1838, bem antes do lançamento do livro “The origen

of species” do biológo britânico Charles Darwin, Verhulst propõem um modelo de

crescimento populacional mostrando que há um limite máximo de indiv́ıduos atin-

gido pela população sujeitos apenas aos recursos dispońıveis na natureza [2]. Esse

modelo é conhecido como modelo loǵıstico de crescimento.

Embora Malthus tenha sido o primeiro a formular um modelo de dinâmica de

populações, foi a limitação imposta no modelo de crescimento loǵıstico de Verhulst

que desencadeou o aparecimento de diversos outros modelos em ecologia. Pearl e

1O leitor interessado no Essay publicado por Malthus pode enontrá-lo acessando a página da
web: www.ac.wwu.edu/ stephan/malthus/malthus.0.html.
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Reed [4], em 1920 aplicaram a equação de Verhulst para calcular, aproximadamente,

a população dos EUA no peŕıodo de 1790-1920. Eles ainda afirmaram que o limite

superior da população deste páıs seria de 197.274.000. O valor atual é de 302.200.000

(Dados obtido na página: http://www.prb.org). Von Bertalanffy, desenvolvera um

modelo do tipo loǵıstico para descrever o crescimento de peixes. (O modelo também

descreve a taxa de crescimento de outros animais, como é feito no trabalho de

Oliveira et al para crescimento de súınos de corte [5]). Em ciências florestais um

modelo que é bastante usado é o de Richards, onde ele faz uma generalização da

equação de Von Bertalanffy para descrever o crescimento de plantas [6]. Smith

(1963) desenvolvera um modelo para o crescimento populacional de Daphnia Magna,

uma espécie de crustácio marinho [7]. Em seu modelo, Smith substitui o termo

que regula o tamanho da população do modelo de Verhulst, por um termo que

representa a taxa total da utilização de alimento na saturação. Além de Smith,

Gallopin (1971) [3], Vavilin e Vasiliev (1980) [8], Qiwu e Lawson (1982), López et al

[9] (2000), incluem, impĺıcito ou explicitamente, disponibilidade de recursos como

uma variável.

Modelos de interação entre as espécies também são bastante estudados em

livros [2] e artigos cient́ıficos. Um dos modelos de competição mais estudado é o de

Lotka-Volterra, desenvolvido em artigos escritos por Lotka2 em 1925 e por Volterra3

em 1926. O modelo de Lotka-Volterra constitui um sistema de equação diferencais

não-lineares que retratam a interação entre duas espécies, na qual uma delas (o

predador) alimenta-se da outra (a presa), enquanto esta última vive de outra fonte

de alimento. Goel, Maitra e Montroll (1971) publicaram um artigo a respeito deste

modelo e de outros, também não-lineares, de competição [11].

Modelos clássicos de crescimento, como os citados acima, além dos de Gom-

pertz (1825) [12], Schnute (1981) [13], definem curvas sigmoidais, em que a taxa de

2Alfred J. Lotka (1880-1949), um biof́ısico americano, nasceu onde é hoje a Ucrânia, mas foi
educado na Europa. É lembrado, em geral, por sua contribuição na formulação das equações de
Lotka-Volterra. Foi também o autor do primeiro livro sobre biologia matemática, atualmento com
o t́ıtulo de Elements of Mathematical Biology (Nota de Boyce [10]).

3Vito Volterra (1860-1940), um grande matemático italiano, foi catedrático em Turim e Roma.
É famoso por seu trabalho em equações integrais e análise funcional, sendo que uma das maiores
classes de equações integrais leva seu nome. Sua teoria de espécies interagindo foi motivada por
dados obtidos por um amigo, D’Ancora, relativos à pesca no Mar Adriático (Nota de Boyce [10]).
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crescimento aumenta quando o tamanho da população aumenta a partir de valores

pequenos, atingindo um máximo num ponto de inflexão e então diminui quando o

tamanho dela está acima do seu limite assintótico.

Talvez a parte mais dif́ıcil em modelagem matemática em ecologia não seja

resolver as equações diferenciais envolvidas, devido ao grande desenvolvimento de

técnicas numéricas e de computadores cada vez mais rápidos, mas em como retratar,

quantitativamente, os principais fatores externos e internos, como predação, espa-

lhamento de doenças, disponibilidade de alimento no ambiente, exploração, entre

outras que determinam a dinâmica do sistema ecológico. Muitas vezes estes fatores

são inclúıdos por meio de parâmetros.

É um fato conhecido que epidemias como rubéola, sarampo e outros têm a

tendência de ocorrer em ciclos que podem ser irregulares. Na década de 70, o

biomatemático australiano Robert May, radicado na Inglaterra, descobriu que esses

ciclos podem ser entendidos matematicamente [14], e por meio de uma simples

equação do segundo grau: a equação loǵıstica de Verhulst, porém, não em sua

forma diferencial, mas em forma de mapa, onde cada valor é obtido a partir do valor

anterior: xn+1 = µ(1 − xn)xn, sendo que o valor de x representa o tamanho da

população ao longo do tempo. May pesquisou o que ocorreria com uma epidemia se,

de repente, houvesse uma vacinação em massa. Ele utilizou a equação loǵıstica para

simular o comportamento da epidemia, e verificou que poderiam ocorrer grandes

oscilações, ou seja, em algum momento o número de infectados tenderia a crescer

abruptamente e num instante posterior a diminuir drasticamente. Na verdade, May

verificou que este sistema passa de periódico para aperiódico devido a pequenas

variações de µ. Na condição em que o comportamento do mapa loǵıstico é periódico

é fácil prever as condições futuras, pois possui uma certa regularidade que, a longo

prazo, se estabiliza na forma de um atrator. Mas, quando acontece o regime caótico,

quaisquer variações nas condições iniciais provoca grandes variações nas condições

futuras.

A melhor maneira de observar a transição para o comportamento caótico neste

sistema é traçando o conjunto de atratores do mapa loǵıstico para diferentes valores

de µ. Esta transição para o caos é conhecida como rota de duplicação de peŕıodo.

As duplicações ocorrem nos pontos de bifurcação. Uma Bifurcação é um ponto onde
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há perda de estabilidade.

Na década de 60, Edward N. Lorenz, pesquisador de meteorologia do MIT

(Instituto de Tecnologia de Massachusetts), já havia descoberto que mesmo simpli-

ficando muito seu modelo do clima, ele já se mostrava “caótico”[15]. Quem poderia

imaginar que em fórmulas aparentemente simples já poderia aparecer o caos? Im-

pressionado, Lorenz disse uma vez que:

“Uma borboleta poderia, com um mero bater de asas, alterar o curso de um

furacão a milhares de quilômetros de distância e muitos anos mais tarde!”

1.1 Organização do Trabalho

No caṕıtulo seguinte faremos uma breve introdução às equações diferenciais

ordinárias (EDOs) e discutiremos, de maneira suscinta, análises lineares de estabili-

dade das soluções de equiĺıbrio. Ainda no caṕıtulo 2, apresentaremos alguns métodos

númericos de resolução das EDOs.

Sabemos que muitos modelos em qualquer área da ciência são apresentados

na forma de EDOs não-lineares e, em consequência disso, surgem vários compor-

tamentos em suas propriedades dinâmicas, tais como regimes periódicos e regimes

não-periódicos. Tais idéias serão apresentadas e discutidas no caṕıtulo 3, onde ve-

remos que nas equações de diferenças ou, simplesmente, nos mapas, em particular

o loǵıstico, surgem as chamadas bifurcações de duplicação de peŕıodo que ficou co-

nhecida por ser uma rota para o caos.

Alguns modelos de populações em Ecologia na forma de EDOs serão discutidos

no caṕıtulo 4, onde apresentaremos no ińıcio do caṕıtulo um modelo generalizado

de crescimento loǵıstico desenvolvido por Tsoularis e Wallace. Outros modelos de

crescimento conhecidos resultam de casos especiais deste modelo generalizado. Con-

clúıremos o caṕıtulo apresentando um modelo mais realista.

Motivados pela diversidade de modelos existentes na literatura sobre populações

ecológicas, em que poucos discutem acoplamento entre população-comida, apresen-

taremos no caṕıtulo 5 nosso modelo que envolve densidade de indiv́ıduos e alimento.
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Gallopin discute de maneira formal um modelo generalizado de acoplamento entre

recursos-população em seu artigo publicado em 1971. Alguns aspectos e carac-

teŕıstas deste modelo que têm semelhanças com nosso modelo serão apresentados no

Apêndice A.

Finalmente, apresentaremos no caṕıtulo 6 as nossas conclusões e as pespectivas

de trabalhos futuros. Apresentamos no Apêndice B as subroutinas em FORTRAN

do método de Runge Kutta de 4 e 5 ordem usadas para integrar as EDOs.
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2 Equações Diferenciais e
Métodos Numéricos

Um problema importante em modelagem de sistemas biológicos
é caracterizar a dependência de certas propriedades no espaço e
no tempo. Uma estratégia freqüentemente aplicada é a descrição
das mudanças nas variáveis de estado por equações diferenciais.
Se apenas a mudança temporal for considerada, as equações or-
dinárias são usadas. Para mudanças no tempo e no espaço, as
equações diferenciais parciais são apropriadas. Neste caṕıtulo va-
mos discutir pontos de equiĺıbrio, trajetórias no espaço de fase, e
estabilidade de sistemas dinâmicos. Finalmente, vamos discuitir
integração numérica das equações diferenciais ordinárias.

2.1 Estabilidade de Sistemas Lineares

Neste contexto, será necessário que o leitor tenha familiaridade com idéias de

Algébra Linear1.

Considere um sistema de equações lineares a coeficiente constante da seguinte

forma {
dx/dt = ax + by

dy/dt = cx + dy
. (2.1)

Uma solução para o sistema (2.1) é a trivial x(t) = y(t) = 0. É útil, para aplicações,

sabermos determinar a estabilidade deste problema; assim, se tivermos um valor

1Para uma boa revisão de Matemática Algébrica Linear recomendo uma leitura do Livro de
Anton e Rorres [16].
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inicial (x0, y0) próximo de (0, 0), pode-se dizer que, com o passar do tempo, a solução

se afasta ou se aproxima da origem.

2.1.1 Classificação do Comportamento

Podemos reescrever o sistema (2.1) numa forma mais elegante, que é a matri-

cial (
ẋ

ẏ

)
=

(
a b

c d

)(
x

y

)
(2.2)

ou

ẋ = Mx, (2.3)

sendo x e sua derivada ẋ vetores ou matrizes colunas, cujas componentes são (x, y)

e (ẋ, ẏ). M representa uma matriz 2 × 2 cujos os elementos são os coeficientes do

sistema (2.1).

Usando esta notação matricial, podemos reduzir o sistema (2.1) de equações

lineares acopladas a um sistema de equações lineares desacopladas simplesmente dia-

gonalizando a matriz dos coeficientes. Usando recursos de Álgebra Linear, podemos

determinar a solução do sistema (2.1) por uma combinação linear de exponenciais

em t, eλit, sendo λi os autovalores2 da matriz M (o ı́ndice i indica o número de

autovalores, neste caso i = 1, 2.). Sendo assim, a solução do sistema (2.1) será

x(t) = a1e
λ1t + a2e

λ2t ; y(t) = b1e
λ1t + b2e

λ2t. (2.4)

Nesta fórmula, ai e bi são todos constantes. Os autovalores podem ser iguais, quando

ad− bc = 0 no sistema (2.2). A seguir, vamos supor um caso que não seja este.3.

Note que λ1 e λ2 podem ser complexos, não necessariamente reais. Podemos

escrevê-los na forma,

λj = µj + iωj, (2.5)

com µ e ω sendo números reais. É claro, na (2.5), que se tivermos µ1, µ2 ambos

2Os autovalores são determinados resolvendo a equação caracteŕıstica da matrix M que é o
determinante da matriz (M− λI), donde λ é uma variável [16].

3Se fosse, os autovalores de M seriam λ1 = λ2 = λ, e a solução (2.20) seria x(t) = a1e
λt+a2te

λt,
y(t) = b1e

λt + b2te
λt.
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negativos, x(t) e y(t) vão a zero no limite t →∞; assim o ponto zero é atrativo; Por

outro lado, se pelo menos um dos dois for positivo, então |x(t)| e |y(t)| divergem

ilimitadamente quando t →∞, e o equiĺıbrio é instável. No caso do autovalor com

parte real nula, teremos um ponto fixo estável, porém não atrativo.

Se ambos os autovalores são reais, ω1 = ω2 = 0, podemos classificar a solução

conforme ilustra a tabela abaixo (usaremos a conveção para µ1 ≤ µ2):

Tabela 1: Classificação da solução do sistema (2.1)

µ1 µ1 classe
− − nó (ou nó atrator)
+ + fonte
− + ponto de sela

No caso em que µ1 = µ2 = 0, o ponto (0, 0) é um centro; neste caso, o sistema

faz ćırculos centrados na origem, percorridos com velocidade angular ω.

No caso do autovalor λ± = µj ± iω com parte real e parte imaginária não

nulos, o ponto (0, 0) é uma “espiral”, estável ou instável segundo o sinal de µ. A

Tabela 2 ilustra a situação conforme o sinal de µ.

Tabela 2: Classe de solução do sistema (2.1)

µ ω classe
0 centro
− 6= 0 espiral estável
+ espiral instável
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2.2 Linearização de um Sistema de Equações

Quando estamos lidando com um sistema de equações não-lineares, por exem-

plo {
dx/dt = f(x, y)

dy/dt = g(x, y)
, (2.6)

com f(x, y) e g(x, y) sendo funções não-lineares, nem sempre é posśıvel determinar

a solução geral. Porém, é posśıvel determinar, se existe, a solução estacionária; com

efeito, a solução estacionária ocorre quando ẋ = ẏ = 0, e portanto se determina

resolvendo o sistema de equações

{
f(x, y) = 0

g(x, y) = 0
. (2.7)

Existindo solução estacionária, digamos (x, y) = (x0, y0), é natural checarmos se

ela é estável ou se é instável (ou indiferente). Em geral, podemos dizer como se

comporta a solução do sistema (2.6) em torno do ponto estacionário (x0, y0)

2.2.1 Linearização

Considerando interessante estudar o que ocorre com o sistema em torno da

região (x0, y0), vamos fazer uma mudança de variável fazendo uma pequena per-

burbação em relação ao ponto (x0, y0) usando as sequintes relações

x = x0 + εξ, y = y0 + εη. (ε ¿ 1). (2.8)

Vamos considerar, nesta notação, que ξ e η são de ordem 1; com efeito, pois

assumimos uma distância pequena (da ordem de ε) a partir do ponto estacionário

(x0, y0). Diferenciando (2.8), temos

dx

dt
= ε

dξ

dt
,

dy

dt
= ε

dη

dt
. (2.9)

O sistema (2.6) pode ser reescrito em termos das novas variáveis dependentes

ξ e η da seguinte forma
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εξ̇ = f(x0 + εξ, y0 + εη) = f(x0, y0) + ε

[(
∂f

∂x

)
(x0, y0)

]
ξ

+ε

[(
∂f

∂y

)
(x0, y0)

]
η +O(ε2),

εξ̇ = g(x0 + εξ, y0 + εη) = g(x0, y0) + ε

[(
∂g

∂x

)
(x0, y0)

]
ξ

+ε

[(
∂g

∂y

)
(x0, y0)

]
η +O(ε2).

O termo [(∂f/∂x)(x0, y0)] indica que a derivada foi calculada no ponto (x0, y0);

por exemplo, [(∂x2y/∂x)](x0, y0) = 2x0y0. Por definição, (x0, y0) é tal que f(x0, y0) =

g(x0, y0) = 0. Usando esta propriedade, a equação acima reduz-se a

εξ̇ = ε

[(
∂f

∂x

)
(x0, y0)

]
ξ + ε

[(
∂f

∂y

)
(x0, y0)

]
η + O(ε2),

εξ̇ = ε

[(
∂g

∂x

)
(x0, y0)

]
ξ + ε

[(
∂g

∂y

)
(x0, y0)

]
η + O(ε2).

Divindo este resultado por ε e desprezando os termos de segunda ordem no limite

ε → 0, temos que

ξ̇ =

[(
∂f

∂x

)
(x0, y0)

]
ξ +

[(
∂f

∂y

)
(x0, y0)

]
η,

ξ̇ =

[(
∂g

∂x

)
(x0, y0)

]
ξ +

[(
∂g

∂y

)
(x0, y0)

]
η. (2.10)

Conclusão: acabamos de reduzir um problema de equações não-lineares para

um problema de equações lineares. Lembrando que estamos tratando o comporta-

mento do sistema (2.6) em torno de ponto estacionário (x0, y0).
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2.2.2 Estabilidade de uma Solução Estacionária

Aqui, o ponto estacionário (x0, y0) corresponde, no novo sistema de coordena-

das, (ξ, η), a origem ξ = 0, η = 0. Então, temos um sistema de equações lineares

onde há uma solução na origem, e podemos aplicar a discussão da Seção 2.1 ao

sistema (2.10), tal que

a =

[(
∂f

∂x

)
(x0, y0)

]
, b =

[(
∂f

∂y

)
(x0, y0)

]

c =

[(
∂g

∂x

)
(x0, y0)

]
, d =

[(
∂g

∂y

)
(x0, y0)

]

A solução de tal sistema, será discutida nas próximas Seções. É evidente que

as discussões que aqui seguiram se estendem á sistema de dimenão maior.

2.2.3 Solução Periódica e sua Estabilidade

A teoria sobre soluções estacionárias de um sistema de equações diferenciais

possue um correspondente para soluções periódicas. O tratamento deste assunto está

fora do objetivo deste trabalho, mas o leitor interessado é convidado a consultar os

textos de Boyce e Hirsch citados na Bibliografia.

A idéia fundamental desta abordagem é a seguinte. Se a solução periódica é

x = x̄(t), y = ȳ(t), efetuamos uma mudança de variável dependente do tempo da

seguinte forma:

x(t) = x̄(t) + εξ(t), y(t) = ȳ(t) + εη(t).

Procedendo como no caso estacionário, e conservando os termos de primeira
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ordem em ε, chegamos a um sistema não-autônomo4

{
dξ/dt = a(t)ξ + b(t)η

dη/dt = c(t)ξ + d(t)η
. (2.11)

Só lembrando que os coeficientes dependem do tempo porque eles são funções da

solução periódica x̄(t), ȳ(t). Na prática, isto implica que o sistema não-autônomo é

periódico em t.

Na notação matricial, o sistema (2.11) pode ser rescrito como

dφ

dt
= M(t)φ, (2.12)

sendo introduzido o vetor φ e a matriz M dados por

φ =

(
ξ

η

)
, M(t) =

(
a(t) b(t)

c(t) d(t)

)
; (2.13)

naturalmente esta notação pode ser generalizada para um sistema de dimensão

maior.

A solução da (2.12) é escrita formalmente por

φ(t) = exp

(∫ t

0

M(τ)dτ

)
φ(0). (2.14)

Em particular, se T é o peŕıodo da solução periódica, teremos

φ(T ) = Qφ(0), (2.15)

sendo Q a matriz

Q = exp

(∫ T

0

M(τ)dτ

)
. (2.16)

Em geral, sendo M(t + T ) = M(t) para cada t, temos

φ(t + T ) = Qφ(t). (2.17)

4Note na equação (2.11) que as funções f e g não dependem da variável independente t, mas
apenas das variáveis dependentes x e y. Um sistema com essa propriedade é dito ser autônomo,
caso as funções dependam de t, ele é dito ser não-autônomo.
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Portanto, observando o sistema (2.12) num intervalo de tempo discreto de

tamanho T , o comportamento de φ - em particular, sua estabilidade ou instabili-

dade - será descrito pelos autovalores da matriz Q ou, equivalentemente, da matriz∫ T

0

M(τ)dτ . Mais detalhes, recomendo o livro de Figueredo [17].

2.3 Métodos Numéricos

A t́ıtulo de ilustração, vamos resolver uma equação diferencial exatamente e

depois numericamente para compararmos os resultados e a eficiência de cada método.

Considere a seguinte equação

dy

dt
= −y + sen(t), (2.18)

cuja solução é facilmente determinada; a saber

y(t) =
3

2
e−t − 1

2
(sen(t)− cos(t)) , (2.19)

sendo y(0) = 1 a condição inicial.

Infelizmente, existem muitas equações importantes em engenharia e ciência,

em especial problemas não-lineares, nos quais os métodos tradicionais de resolução

não se aplicam ou que são muito complicados para serem usados. Felizmente, foram

desenvolvidos diversos métodos númericos capazes de resolver uma gama enorme de

problemas que seriam, se pudessem, resolvidos com muita dificuldade pelos proce-

dimento básicos discutidos em diversos livros de graduação.

Nas Seções que se seguem, vamos resolver a equação (2.18) numericamente

pelos métodos de Euler e Runge-Kutta [18, 10]. Estes métodos podem ser executados

em computadores através de programas em linguagens FORTRAN, C, entre outras.

Muitos livros que abordam as equações diferenciais ordinárias discutem este assunto.

Preferencialmente, recomendo ao leitor com pouca bagagem neste assunto, uma

pincelada no caṕıtulo 8 da sétima edição do livro de Boyce, pois tratar-se de um

texto de fácil “degustação”matemática 5.

5Boa parte dos fundamentos aqui discutidos encontram-se no livro de Boyce.
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2.3.1 Método de Euler

Considere a seguinte equação:

dy

dt
= f(t, y) (2.20)

com sua condição inicial

y(t0) = y0. (2.21)

Então, pelo teorema da unicidade, existe uma única solução y(t). Se a equação

(2.20) for não-linear, poder ser dif́ıcil encontrar a solução deste problema.

O método de Euler ou método da reta tangente consite em aproximar a solução

da equação diferencial por uma série de retas. A equação geral para a solução da

(2.20) pelo método Euler é

yn+1 = yn + hf(tn, yn), n = 0, 1, . . . . (2.22)

sendo h o tamanho do passo.

Observe que o método consiste em iterar a equação (2.22) repetidas vezes,

usando o resultado de cada passo para o passo seguinte. Fazendo esse procedimento,

obteremos uma sequência de valores y0, y1, . . . , yn, . . . que aproxima a solução y(t)

nos pontos t0, t1, . . . , tn, . . ..

Vamos aplicar a fórmula (2.22) para resolver a equação diferencial (2.18). Para

isto, precisamos construir um programa computacional usando os passos apresenta-

dos na Tabela 3 [10].

O resultado disto está ilustrado na Figura 1, que mostra a solução exata (2.19),

e a solução aproximada por meio do método de Euler.

Voltando nossa atenção a fórmula (2.22), nota-se que ela decorre de uma ex-

pansão em série de Taylor da solução exata, y(t), em torno do ponto tn; ou seja,

y(tn + h) = y(tn) + y′(tn)h + y′′(tn)
h2

2!
+ . . . (2.23)
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hb

Tabela 3: Método de Euler

Passos Tarefas
1. defina f(t, y)
2. entre com os valores t0 e y0
3. entre com h e o número de passos n
4. escreva t0 e y0
5. para j de 1 até n calcule
6. k1 = f(t, y); y = y + h ∗ k1; t = t + h
7. escreva t e y
8. fim

0 1 2 3 4
0

0.5

1

1.5

0 1 2 3
0

0.05

0.1

ε

t
n

x
n+1

t
n

n

Euler
Exata
h=0.1

0 1 2 3 4
0

0.5

1

1.5

0 1 2 3
0

0.005

0.01

ε

t
n

x
n+1

t
n

n

Euler mod
Exata
h=0.01

Figura 1: A curva cheia corresponde a solução exata (2.19), enquato a curva tracejada corresponde
a solução obtido pelo método de Euler; o esquema em miniatura ilustra o erro relativo, que diminui
quando o passo é reduzido, sendo h = 0.1 (esquerda) e h = 0.01 (direita).

ou

yn+1 = yn + f(tn, y(tn))h + f ′(tn, y(tn))
h2

2!
+ . . . . (2.24)

onde truncando esta série após o termo linear obtemos novamente a fórmula de

Euler, a (2.22). Neste aspecto, percebemos que o erro encontrado no método de

Euler é dado por

en+1 =
1

2
y′′(tn)h2. (2.25)

Observe que o erro é proprocional ao quadrado do tamanho do passo e o fator de

proporcionalidade depende da derivada segunda da solução y(t). Este erro também
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é chamado de erro de truncamento local. Para estimar um erro a um ńıvel aceitável

é preciso analisar o tamanho do passo baseado na escolha de um intervalo para t.

Muitas vezes a escolha do tamanho do passo em um dado intervalo pode resultar em

mais cálculos do que o necessário e, evidentemente, em mais tempo computacional.

Em alguns casos, o método de Euler nos dar uma boa aproximação da solução

procurada. Entretanto, para se ter um resultado mais preciso da solução, é necessário

um tamanho do passo cada vez menor, como é mostrado na Figura 1. Para isso,

precisamos de um método mais aprimorado.

2.3.2 Método de Euler modificado

Podemos estender o método de Euler fazendo um truncamento na série (2.24)

a partir do terceiro termo; isto é

yn+1 = yn + f(tn, y(tn)h + f ′(tn, y(tn))
h2

2
.

Dessa maneira, o erro será da ordem de h3. Note, porém, que, além do valor da

função f , é necessário o cálculo de sua derivada.

Podemos evitar o cálculo desta derivada usando o método de Euler modificado,

que consiste em calcular o valor de yn pela fórmula de Euler e, depois, usar esse

resultado para calcular yn+1. Para fazer isto, usamos a seguinte fórmula

yn+1 = yn +
h

2
[f(tn) + f(tn + h)]. (2.26)

A Figura 2 mostra a solução da (2.18) usando o método de Euler modificado.

A mudança que fazemos no algoŕıtimo para usar este método ocorre no passo 6 da

Tabela 3. Vamos substitúı-lo por

k1 = f(t, y)

k2 = f(t + h, y + h ∗ k1)

y = y + (h/2) ∗ (k1 + k2)

t = t + h
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Figura 2: A curva cheia corresponde a solução pelo método de Euler modificado, e a tracejada
correspondem a solução exata (2.19); novamente, a figura miniatura ilustra o erro relativo quando
o passo é h = 0.1 (esquerda) e h = 0.01 (direita). Veja que o resultado é mais preciso por este
método do que pelo o anterior; com efeito, pois o erro vai com h3.

Na Figura 1, nota-se que o melhor resultado é quando h = 0.01; com efeito,

pois o erro de trucamento neste caso ∼ 10−4 (na menor das hipóteses o erro é da

ordem de h, como é notado nas figuras em miniaturas da Figura 1) a cada passo,

enquanto para h = 0.1 o erro ∼ 10−2. Observando a Figura 2, tanto para h = 0.01

como para h = 0.1 o resultado é bem mais preciso. Isto se deve ao fato de que

o método de Euler modificado possui um erro da ordem de h3, e com h = 0.01 e

h = 0.1 o erro é da ordem de 10−6 e 10−3, respectivamente. Portanto, a vantagem

em utilizar o método de Euler modificado comparado com método de Euler simples

é que aumentamos a precisão sem diminuir os passos, evitando assim a realização

de mais cálculos e, conseqüentente, aumento no tempo computacional.

2.3.3 Método de Runge-Kutta

Vamos tomar a expansão em série (2.24) e colocá-la na seguinte forma

yn+1 = yn + fnh + f ′n
h2

2!
+ . . . + f q−1

n

hq

q!

= yn + h

[
fn + f ′n

h

2!
+ . . . + f q−1

n

hq−1

q!

]
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= yn + hφT (tn, yn, h). (2.27)

onde denotamos por φT (tn, yn, h), a função da expansão de Taylor calculada no

ponto (t, y); isto é

φT (tn, yn, h) = fn + f ′n
h

2!
+ . . . + f q−1

n

hq−1

q!
.

O método geral de Runge-Kutta de ordem R é definido por

yn+1 = yn + hφ(tn, yn, h), (2.28)

sendo

φ(tn, yn, h) =
R∑

n=1

brkr,

k1 = f(t, y),

kr = f(t + arh, y + h

r−1∑
s=1

crsks), r = 2, 3, . . . , R,

ar =
r−1∑
s=1

crs, r = 2, 3, . . . , R.

Para obtermos o método de Runge-Kutta devemos determinar os coeficientes ar, kr

e crs. Isto pode ser feito comparando a expansão da função φ(tn, yn, h) com a

função φT (tn, yn, h) da expansão de Taylor. Assim, obtemos métodos da ordem que

desejarmos, em particular os métodos de Euler e Euler modificado.

Um dos método de Runge-Kutta mais utilizados é o de quarta ordem dado

pela expressão

yn+1 = yn +
1

6
[k1 + 2(k2 + k3) + k4], (2.29)

sendo

k1 = f(tn, yn),

k2 = f(tn +
1

2
h, yn +

1

2
hk1),
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k3 = f(tn +
1

2
h, yn +

1

2
hk2),

k2 = f(tn + h, yn + hk3).

A prova dedução desta fórmula não é d́ıficil, porém é trabalhosa, e não apresentarei

neste trabalho.

A vantagem em utilizar o método de Runge-Kutta é que o erro de truncamento

da série de Taylor é da ordem de h5. Evidentemente, com passo h = 0.1 o resultado

da aproximação da solução da equação (2.18) é bem mais preciso do que usando o

método de Euler com h = 0.01 e é próximo do resultado obtido com o método de

Euler modificado usando h = 0.01 e com menos cálculos do que ambos os outros.

Embora as fórmulas do método de Runge-Kutta sejam mais complicadas do

que as outras discutidas, isso não é tão relevante, já que não é dif́ıcil escrever um

programa computacional que implemente este método. O programa vai ter a mesma

estrutura do método de Euler esquematizado na Tabela 3, com uma mudança no-

vamente no passo 6 de

k1 = f(t, y)

k2 = f(t + 0.5 ∗ h/2, y + 0.5 ∗ h ∗ k1)

k3 = f(t + 0.5 ∗ h/2, y + 0.5 ∗ h ∗ k2)

k2 = f(t + h, y + h ∗ k3)

y = y + (h/6) ∗ (k1 + 2 ∗ k2 + 2 ∗ k3 + k4)

t = t + h

A Figura 3 ilustra o resultado da solução da equação (2.18) usando o método

de Runge-Kutta de quarta ordem.
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Figura 3: As curvas cheias correspondem a solução usando o método de Runge-Kutta de quarta
ordem, enquato as curvas tracejadas correspondem solução exata (2.19); o tamanho do passo é
h = 0.1, e h = 0.01 nos gráficos da esquerda e direita, respectivamente; a figura em miniatura
ilustra o erro em cada caso. Compare com os resultados anteriores.
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3 Bifurcação e Caos

Quando modelamos fenômenos dinâmicos em biologia por equações
diferenciais muitas propriedades qualitativas são identificadas nos
modelos que carregam em sua estrutura matemática uma dependência
em certos parâmetros. (Neste caṕıtulo, vamos tratar exemplos
que dependem de apenas um parâmetro.) Para certo valor do
parâmetro envolvido no modelo o “fluxo”gerado pelo sistema tem
algumas propriedades qualitativas incluindo o número de equiĺıbrio,
sua estabilidade, o número de ciclos limites, etc. Esperamos que
para pequenas mudanças no valor do parâmetro estas propriedades
persistem - realmente este é o caso normal. Contudo, deve haver
valores do parâmetro onde isto não é o caso (arbitrariamente pe-
quenas mudanças no parâmetro resulta em mudanças nas propri-
edades, o número de equiĺıbrio ou ciclo limite mudam, um ponto
estável torna-se instável, etc). Se isso acontecer, dizemos que o
sistema sofreu uma bifurcação para este valor de parâmetro, no
qual é chamado de ponto de bifurcação.

3.1 Introdução

Vimos que a solução de equiĺıbrio de um sistema dinâmico é dito estável se

para qualquer perturbação suficientemente pequena em torno deste equiĺıbrio o sis-

tema permance nas vizinhanças dele. Se o sistema afasta-se do equiĺıbrio por causa

desta mesma perturbação então o ponto é de equiĺıbrio instavél. Geralmente, as

propriedades de um sistema dinâmico apresentam uma forte dependência em um

ou em vários parâmetros, como no caso do modelo das lagartas que será discu-

tido no capitúlo 4. A estrutura qualitativa dos resultados pode mudar quando os

parâmetros são variados. Em particular, os pontos de equiĺıbrio podem ser criados
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ou destrúıdos, ou então sua estabilidade pode mudar. Estas mudanças na dinâmica

são chamadas de bifurcações e os valores dos parâmetros para o qual elas ocorrem

são chamados de pontos de bifurcação.

O assunto de bifurcações é bastante grande e complexo. Vamos tentar extrair

deste assunto apenas o suficiente para nos dar uma compreensão dos aspectos qua-

litativos nos modelos que iremos tratar no final do caṕıtulo 4 e no nosso modelo que

será apresentado no caṕıtulo 5. Para um maior aprofundamento deste assunto, o

leitor pode consultar os caṕıtulos 3 e 4 do livro de Wiggins [19] e o caṕıtulo 3 de

Strogatz [1]. Veja também Crawford (1991) [20].

3.2 Análise de Bifurcação

Para iniciar vamos considerar a seguinte equação diferencial,

ẋ = f(x, r). (3.1)

Quando variamos o parâmetro r, a equação diferencial (3.1) deve mudar qualita-

tivamente. Neste caso, bifurcações irão ocorrer. Baseado nisso, vamos discutir as

principais bifurcações tratadas dentro deste contexto.

3.2.1 Bifurcação Transcŕıtica

Vamos considerar o seguinte exemplo

ẋ = x(r − x). (3.2)

Neste caso, temos dois equiĺıbrios

x = 0 e x = r, (3.3)

do qual um é instável e o outro estável. A estabilidade pode ser verificada tomando a

derivada f ′(x) = r−2x. Para r > 0 o equiĺıbrio x = 0 é instável, enquanto para r < 0

este equiĺıbrio é estável. Para o equiĺıbrio não-trivial o oposto é verdadeiro. Note



3.2 Análise de Bifurcação 23

que o equiĺıbrio estável funciona como um atrator1, enquanto o equiĺıbrio instável

funciona como um repulsor.

O que ocorre quando r = 0? Observe que neste caso temos apenas um

equiĺıbrio, x = 0. Este tipo de bifurcação é chamado de transcŕıtica. Alguns autores

dizem que neste caso houve uma troca de estabilidade (veja Figura 4). Do ponto

de vista da biologia de populações este comportamento está associado à invasão de

uma espécie x. A bifurcação transcŕıtica é dita ser a invasão limite desta espécie.

Para r < 0 o equiĺıbrio estável é o zero, o que significa que a espécie não sobrevive

(para um tempo longo ela inevitavelmente vai desaparecer). Para r > 0 o equiĺıbrio

estável é maior do que zero, o que significa que a população pode ser mantido para

tempos longos.

Figura 4: Diagrama de bifurcação para a bifurcação transcŕıtica.

3.2.2 Bifurcação Sela-Nó

O que caracteriza uma bifurcação sela-nó é o fato de os pontos fixos serem

criados ou destrúıdos. Quando o parâmetro envolvido é variado, dois pontos fixos

movem-se na direção um do outro, colidem, e aniquilam-se mutuamente.

1Atrator é o ponto ou região para onde evolui o sistema quando o número de iterações tende
ao infinito. A fase que antecede o aparecimento do atrator é chamada de transiente.
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Um exemplo muito simples de bifurcação sela-nó é dado pela seguinte equação

diferencial

ẋ = r − x2, (3.4)

sendo r o parâmetro de controle. Este sistema é qualitativamente diferente da

equação (3.2). Para r < 0 esta equação não possui ponto de equiĺıbrio. Em r = 0 o

equiĺıbrio x = 0 aparece; ele é chamado sela-nó porque ele atrai soluções com valores

iniciais positivos e repele aqueles com valores negativos. Para r > 0 a equação (3.4)

tem dois equiĺıbrios: x1 =
√

r e x2 = −√r; o primeiro é assintoticamente estável e

o segundo instável. A Figura 5 ilustra a bifurcação, onde fizemos a distinção entre

os pontos de equiĺıbrio estável pela linha sólida e instável pela linha tracejada.

0

x

Figura 5: Diagrama de bifurcação para a bifurcação sela-nó.

A situação neste exemplo simples é genérica; se em um sistema sem pontos

de equiĺıbrio um parâmetro é variado e para um valor do parâmetro os pontos de

equiĺıbrio aparecem, eles fazem isso, normalmente, aos pares, com um estável e outro

instável. No cenário da biologia de populações, a bifurcação sela-nó é interpretada

como a extinção súbita das espécies, que é oposto à bifurcação transcŕıtica.
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3.2.3 Bifurcação de Forquilha

Um outro tipo de bifurcação é bastante comum em sistemas que apresentam

simetria. Ele é chamado de bifurcação de forquilha. Por exemplo, muitos problemas

têm simetria espacial entre esquerda e direita. Em tais casos, os pontos de equiĺıbrio

tendem a aparecer e desaparecer em pares simétricos.

Vamos considerar a seguinte equação diferencial

ẋ = rx− x3. (3.5)

O lado direito é uma função ı́mpar, tal que x = 0 é sempre um ponto de equiĺıbrio.

Em x = 0 a derivada do lado direito (rx−x3)′ = r−3x2 é sempre negativa para r < 0

e positiva para r > 0. Como uma conseqüência, este equiĺıbrio é assintoticamente

estável para r < 0 e instável para r > 0. Para r = 0 ele é ainda assintoticamente

estável, como pode ser visto integrando a equação (mas ela não é mais linearmente

estável). Portanto, se o parâmetro de bifurcação está aumentando para além de

r = 0 este equiĺıbrio perde sua estabilidade. Ao mesmo tempo, a equação tem dois

novos pontos de equiĺıbrio para r > 0: x1 =
√

r e x2 = −√r. Se estes valores

são substitúıdos na derivada obtemos −2r < 0. Portanto, os novos equiĺıbrios são

assintoticamente estáveis. Veja Figura 6 (esta bifurcação de forquilha é chamada de

supercŕıtica porque os novos equiĺıbrios estáveis aparecem acima do ponto cŕıtico de

bifurcação r = 0).

3.3 Mapa Loǵıstico

Vamos abandonar, a partir de agora, as equações diferenciais cont́ınuas e pas-

sar a usar equações de diferenças, pois elas serão mais apropriadas para o tipo de

abordagem que iremos fazer. Seguindo essa rota, teremos um grande ganho com essa

nova abordagem, mesmo porque algumas vezes o crescimento populacional pode ser

descrito de modo mais preciso por um modelo discreto, em vez de cont́ınuo. Isso é

verdade, por exemplo, para espécies cujas gerações não se sobrepõem e que evoluem

em intervalos de tempos regulares, tais como as estações do ano.
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Figura 6: Diagrama de bifurcação para a bifurcação forquilha, neste caso supercŕıtica.

Os mapas são interessantes para estudar porque eles apresentam um compor-

tamento muito mais “atraente”do que as próprias equações diferenciais e, além do

mais, eles são rápidos para simular em computadores, onde o tempo é inerentemente

discreto. O mais surpreendente é que os mapas têm gerado previsões bem sucedidas

de rotas para o caos em diversas áreas.

Vamos discutir, sumariamente, algumas propriedades do caos e as técnicas

para analisá-lo em uma abordagem intuitiva dando ênfase nas bifurcações de du-

plicação de peŕıodo, considerada uma das principais rotas para o caos, que serão

discutidas na última Seção. Para um tratamento mais rigoroso dos mapas, veja

Devaney [21]. Para uma discussão e aplicação desta teoria em Biologia e algumas

propriedades associadas a ela, veja o fascinante e influente artigo de revisão de May

(1976) [14].

Para introduzir e discutir alguns conceitos, vamos analisar os mapas unidi-

mensionais, sem se preocupar com sua origem e nem com os seus tipos2, da seguinte

2O mapa de Poincaré permite provar a existência de soluções periódicas para o pêndulo forçado
e junções Josephons e analizar a estabilidade de soluções periódicas em geral; o mapa de Lorentz
permite mostrar que o atrator de Lorentz é um verdadeiro atrator estranho (veja Strogatz [1], cap.
8 e 9).
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forma

xn+1 = f(xn), (3.6)

sendo f uma função suave na linha real. Em termos de populações, podemos dizer

que a população xn+1 da espécie no ano (ou em qualquer peŕıodo) n + 1 é uma

função da população xn do ano anterior n. Em geral, ela também é função de n,

mas por simplicidade vamos considerar a forma (3.6). A equação (3.6) é chamada

equação de diferença de primeira ordem, pois o valor xn+1 depende do valor xn, mas

não de valores anteriores como xn−1, xn−2, e assim por diante. Da mesma forma

que as equações diferenciais a equação (3.6) será linear se f for função linear de xn;

caso contrário ela é não-linear.

Por ter resultados paralelos às equações diferenciais, vamos deixar as formas

lineares para o leitor estudar em outros livros ou materiais afins. As formas não-

lineares são mais complicadas e têm soluções muito mais variadas do que as lineares.

Vamos focar nossa atenção a uma única equação de diferença não-linear, a equação

loǵıstica de crescimento

xn+1 = rxn(1− xn). (3.7)

O análoga cont́ınuo será apresentado no caṕıtulo 4. Aqui xn ≥ 0 e r é uma taxa de

crescimento intŕınseca, que será restrito ao intervalo 0 ≤ r ≤ 4 tal que a equação

(3.7) mapea no intervalo 0 ≤ x ≤ 1. O comportamento é menos interessante para

outros intervalos de x e r. Os pontos fixos, estabilidade e “cobwebs”3 da equação

(3.7) ficarão dispońıveis no Âpendice B. Podemos obter o gráfico da equação (3.7)

por iteração. Como mostra a Figura 7, o gráfico é uma parábola com valor máximo

de r/4 em x = 1/2.

3.3.1 Duplicação de Peŕıodo

Supondo que r seja fixo e usamos a equação (3.7) fazendo uma escolha da

população inicial x0, para gerar o subseqüente xn. O que acontece? Para pequenos

valores de r, a população sempre se extinguirá: xn → 0 quando n → ∞. Para

1 < r < 3 a população cresce e eventualmente atinge um estado estacionário não

3Os cobwebs são importantes porque eles nos permitem ver o comportamento global e obter
muitas informações apenas fazendo uma análise gráfica.
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Figura 7: xn é o valor da população na n-ésima geração, e o parâmetro r está restrito ao intervalo
0 ≤ r ≤ 4 tal que mapeamos o intervalo 0 ≤ x ≤ 1 nele mesmo.

nulo. A Figura 8 mostra a série temporal de xn vs. n, com r = 2.8.

Figura 8: Solução da equação (3.7). A população cresce e atinge seu valor estacionário. Retirado
da ref. [1].

Para grandes r, por exemplo r = 3.3, a população cresce novamente, mas agora
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ela oscila sobre o primeiro estado estacionário, alternando entre uma população

maior em uma geração e uma população menor na geração seguinte, como mostra a

Figura 9. Este tipo de oscilação em que xn repete a cada duas gerações é chamado

de ciclo de peŕıodo 2.

Figura 9: Solução oscilatória da equação (3.7). Neste caso temos bifurcação e o peŕıodo da
oscilação é 2.

Ainda para r grande, digamos r = 3.5, a população aproxima-se de um ciclo

que agora repete-se a cada quatro gerações; o ciclo anterior dobrou seu peŕıodo para

peŕıodo 4, como mostra a Figura 10. Aumentado r ainda mais, vai ocorrer mais

peŕıodo-duplo para ciclos de peŕıodo 8, 16, 32, 64, .... Especificamente, rn define o

valor de r onde um ciclo 2n aparece primeiro.

3.3.2 Janelas Periódicas e Caos

Embora o processo acima produza uma infinita seqüencia de ciclos com peŕıodo

2n (n → ∞), as “janelas”dos valores dos parâmetros onde qualquer ciclo é estável

diminuiu progressivamente, tal que todo o processo converge a um valor finito do

parâmetro, como mostra os resultados computacionais na Tabela 4 (baseado no livro

de Strogatz). Este valor “cŕıtico”do parâmetro é um ponto de acúmulo dos ciclos

de peŕıodo 2n. Para a equação (3.7) ele vale r∞ ≈ 3.57.
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Figura 10: O ciclo repete-se a cada 4 gerações. Figura da ref. [1].

Tabela 4: Mapa Loǵıstico

Parâmetro r Peŕıodo do Ciclo
3 2

3.449 . . . 4
3.54409 . . . 8
3.568759 . . . 16

...
...

3.569946 . . . ∞

O que acontece para valores do parâmetro r maior do que r∞? A resposta

parece ser complicada; de fato, além deste ponto de acúmulo existe um número

infinito de pontos fixos com diferentes periodicidades, e um número infinito de di-

ferentes ciclos periódicos. Existe também um número incontável de pontos iniciais

x0 que fornecem trajetórias totalmente aperiódicas; não importa qão longo seja o

tempo para que a série temporal gerada por f(xn) acabe, as configurações nunca se

repetem, ou seja, a seqüencia xn nunca retorna ao ponto fixo ou órbita periódica -

ao invés disso, o comportamento da série é aperiódico, como é mostrado na Figura

11. Tal situação, onde um número infinito de óbitas pode ocorrer, foi batizado de

“caótico”por Li e Yorke [22]. Para ver este comportamento para todos os valores de

r, plotamos o diagrama de órbita, representado na Figura 12, que é uma magńıfica

representação que tornou-se um ı́cone da dinâmica não-linear. Este diagrama é
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Figura 11: Comportamento aperiódico da seqüencia xn para valor de r > r∞, neste caso r = 3.9.
Retirado da ref. [1].

obtido por meio de um simples progama computacional.

Figura 12: Diagrama de órbitas para a equação (3.7). Este modelo exite duplicação de peŕıodo e
eventualmente caos, e trajetórias periódicas em meio aos caos. A pequena janela mostra a natureza
fractal das seqüencias de bifurcação. Retirado da ref. [2].

Vamos analisar a Figura 9. Veja que ela mostra a região 3.4 ≤ r ≤ 4. Para

r = 3.4, as soluções simplesmente oscilam entre dois pontos, como é indicado pelos

dois ramos que surgem no lado esquerdo do diagrama. Quando r aumenta, os dois

ramos se dividem simultaneamente, dando origem a um ciclo de peŕıodo 4. Esta
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divisão é a bifurcação de duplicação de peŕıodo mencionada anteriormente. Uma

cascata de mais duplicações de peŕıodo ocorre quando r aumenta, produzindo ciclos

de peŕıodo 8, 16, 32, e assim por diante, até quando r = r∞ = 3.57, onde o mapa

torna-se caótico e muda de um conjunto de pontos finitos para infinitos.

Em suma, notamos que para r > r∞ o diagrama revela uma verdadeira mistura

de ordem e caos, com janelas periódicas surgindo entre “nuvens”de pontos. Percebe-

se ainda que ciclos de peŕıodo ı́mpar começam a aparecer e, eventualmente, um ciclo

de peŕıodo 3 surge quando r ≈ 3.83, e localmente atrai ciclos com peŕıodos k, 2k,

4k, . . . com k sendo agora ı́mpar. Li e Yorke provaram que quando o ciclo de peŕıodo

3 surge pela primeira vez existirá, depois dessa, trajetórias inteiramente caóticas.

Eles intitularam esta prova de “Peŕıodo Três Implica Caos”.

Uma ampliação da janela de peŕıodo 3 é mostrada no painel inferior da Figura

12. Fantasticamente, uma cópia do diagrama de órbitas se repete em miniatura,

revelando um comportamento de natureza fractal 4.

4Os fractais são conjuntos cuja forma é extremamente irregular ou fragmentada e que têm
essencialmente a mesma estrutura em todas as escalas. (H. Moysés Nussenzveig, Complexidade e
Caos, pag. 51).
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4 Introdução à Ecologia de
Populações

Em Ecologia, quando se procura determinar o objetivo a ser mode-
lado, pode-se pensar em três ńıveis hierárquico: população, comu-
nidade e ecossistema. Dessa forma, o primeiro modelo matemático
emprestado à Ecologia foi o de Malthus (1798) para descrever o
crescimento populacional. Como as populações não crescem indefi-
nidamente segundo o modelo malthusiano, coube à Verhulst (1838)
adapitá-lo para melhor descrever uma situação real. Há muitos
outros modelos que incorporam o crescimento individual como o
modelo de Von Bertalanffy (1934), muito usado para modelar po-
pulação de peixes. Outro modelo muito famoso em Ecologia é o
de presa-predador que foi independentemente formulado por Lotka
(1925) e Volterra (1926). O modelo de Lotka-Volterra “sobe”no
ńıvel hierárquico para tentar explicar o comportamento de uma
comunidade e não apenas de uma população ou espécie. Na na-
tureza todos os seres vivos interagem permanentemente entre si,
constituindo um sistema onde cada um contribui influencia na vida
dos demais. Esta é a idéia de ecossistema. Neste caṕıtulo, mos-
trarei alguns modelos de crescimento de populações e interações
entre espécies ques são amplamente estudados na literatura.

4.1 Crescimento Loǵıstica Generalizado

Há uma variedade de modelos matemáticos de crescimento de populações co-

nhecido na literatura. Nesta Seção, apresentarei a equação do crescimento loǵıstica

generalizada desenvolvida por Tsoularis e Wallace [23] e alguns modelos conhecidos

que são casos especiais desta equação generalizada.
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A equação diferencial do crescimento loǵıstica generalizada é definida como:

dN

dt
= rNα

[
1−

(
N

K

)β
]γ

, (4.1)

sendo α, β, γ números positivos. O fato de adotarmos estes parâmetros como po-

sitivos é porque os valores negativos nem sempre representam situações plauśıveis

do ponto de vista da biologia. Deixarei, no momento, impĺıcito o significado dos

parâmetros r e K, pois eles serão discutidos novamente mais adiante nos casos es-

peciais.

Antes de apresentar alguns modelos resultantes desta equação, vamos analisar

algumas propriedades que ela apresenta. Observe que:

1) limt→∞ N(t) = K, a população atinge seu valor de saturação, chamado de capa-

cidade de sustento.

2) A taxa de crescimento relativa, (1/N)(dN/dt), atinge seu valor máximo em

N∗ =

(
1 +

βγ

α− 1

)− 1
β

K. (4.2)

Podemos destacar três limites desta expressão que são:

lim
α→0

N∗ = 0,

lim
β→0

N∗ = e
γ

1−α ,

lim
γ→∞

N∗ = K.

Vamos agora substituir a expressão (4.2) na equação (4.1). Fazendo isso, obtemos

a taxa máxima de crescimento relativo que é dada por

(
1

N

dN

dt

)

max

= rKα−1

(
α− 1

α− 1 + βγ

)α−1
β

(
βγ

α− 1 + βγ

)γ

. (4.3)

3) A população no ponto de inflexão (onde a taxa de crescimento é máxima) é dada

por

Ninf =

(
1 +

βγ

α

)− 1
β

K > N∗. (4.4)
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Obviamente se Ninf < N0, não é posśıvel haver inflexão, pois a a taxa de crescimento

intŕınseca sendo positiva garante que Ninf não é acesśıvel. A taxa de crescimento

relativo em Ninf é dado pela fórmula (4.3) com a substituição de α por α− 1 dando

(
dN

dt

)

inf

= rKα

(
α

α + βγ

)α
β

(
βγ

α + βγ

)γ

. (4.5)

Os valores limites de Ninf importantes são:

lim
γ→∞

Ninf = lim
α→0

Ninf = 0

lim
β→0

Ninf = Ke−
γ
α

lim
β→∞

Ninf = lim
α→∞

Ninf = lim
γ→0

Ninf = K.

A Figura 13 mostra o tamanho da população N versus o tempo, de acordo com

a equação (4.1), equanto a Figura 14 ilustra a taxa de crescimento do tamanho da

população N com seus respectivos máximos para os mesmos parâmetros da Figura

13.

A seguir, vamos apresentar, em ordem cronológica, algumas formas de cresci-

mento loǵıstico que podem ser obtidas com uma escolha adequada dos coeficientes

α, β e γ da equação de crescimento loǵıstico generalizada (4.1).

4.1.1 Equação de Verhulst-Pearl

Pode-se facilmente imaginar uma série de fatores que poderiam alterar o tama-

nho atual de uma população com o passar do tempo. Entretanto, o modelo realista

mais simples capaz de descrever a dinâmica de tal população é o de crescimento

exponencial [2]
dN

dt
= rN, (4.6)

sendo r > 0 uma constante chamada de taxa de crescimento intŕınseca da população.

Este é o chamado modelo Malthusiano. A equação diferencial acima nos diz que a

taxa de crescimento da população é diretamente proporcional ao tamanho atual

da população. Em uma população natural existe tanto o processo de natalidade
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Figura 13: Evolução do tamanho da população no tempo para a equação loǵıstica generalizada
com os seguintes valores dos parâmetros : (i) r = 0.1, N0 = 1,K = 100, α = 1, β = 3, γ = 2; (ii)
r = 1, N0 = 0.5,K = 50, α = 0.5, β = 1.5, γ = 1; (iii) r = 0.001, N0 = 10,K = 100, α = 2, β =
−1, γ = 2 ; (iv) r = 0.3, N0 = 0.1,K = 30, α = 1.5, β = 1.5, γ = 2.5. (Dados retirados do artigo de
Tsoularis).

quanto o processo de mortalidade. Se a migração é descartada e as taxas per capita

de natalidade e mortalidade são denominadas por b e d, respectivamente, então a

taxa de crescimento intŕınseca é r = b − d e será positiva apenas se a taxa de

natalidade for maior do que a taxa de mortalidade.

A solução da equação diferencial (4.6) é N(t) = N0e
rt, de modo que N0 =

N(0) > 0 é o tamanho da população no instante inicial. Observando o tempo

necessário para a população atingir o dobro do seu tamanho inicial, podemos deter-

minar a taxa de crescimento intŕınseca. Considere τ o tempo para o dobramento;

então 2N0 = N0e
rτ , ou

r =
ln 2

τ
. (4.7)

Para leitores interessados na aplicação desta fórmula, recomendo o livro de Keyftiz

(1985)[24].

Como sabemos, não existe nunhum lugar na natureza que seja posśıvel haver
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Figura 14: Gráfico da taxa de crescimento versus o tamanho da poplução da forma de crescimento
loǵıstica generalizada. Os pontos de inflexão são: (i) Ninf ≈ 52.31; (ii) Ninf ≈ 20; (iii) Ninf = 0
(sem inflexão); Ninf ≈ 13.

crescimento exponencial ilimitado. Para remover o crescimento ilimitado apresen-

tado pela equação diferencial (4.6), Verhulst considerou que a população estável deve

ter um ńıvel de saturação caracteŕıstico do ambiente [2]. Para conseguir isto, o mo-

delo exponencial é ajustado por um fator mutiplicativo, 1− (N/K), que representa

a deficiência fracional do tamanho atual do ńıvel de saturação, K

dN

dt
= rN

(
1− N

K

)
. (4.8)

Esta equação diferencial é conhecida como equação loǵıstica de crescimento de

Verhulst. Em muitos textos na literatura ela também é conhecida como equação

de Verhulst-Pearl, em que primeiro introduziu o termo limitador e o segundo usou

a curva para calcular, aproximadamente, o crescimento populacional dos Estados

Unidos na década de 20 [4].

Note na equação (4.8) que se N > K, então N(t) diminui porque sua derivada

é negativa e se 0 < N < K, N(t) aumenta. Os pontos de equiĺıbrio são 0 e K. A

derivada do lado direito desta equação é positiva em 0. Logo, este é um ponto de
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equiĺıbrio. Por outro lado, em N = K a mesma derivada é negativa tal que este

equiĺıbrio é assintoticamente estável. Como a equação diferencial (4.8) é separável

ela pode ser resolvida explicitamente. A solução com o valor inicial N0 = N(0) > 0

é

N(t) =
KN0

(K −N0) e−rt + N0

, t > 0.

Temos três limites importante: limt→∞ N(t) = K, a população atingirá sua capaci-

dade de sustento; a taxa de crescimento relativa, (1/N)(dN/dt), declina linearmente

(sem máximo) com o aumento do tamanho da população e atinge seu mı́nimo em

N = K; a população no ponto de inflexão (onde o crescimento é máximo) é exata-

mente K/2 e a taxa de crescimento máxima é (dN/dt)max = rK/4.

A curva de crescimento, para r > 0, apresenta uma forma sigmoidal e que é

assintótica em K. No caso trivial, r = 0, a população permanece estática no valor

inicial N0. Alguns curvas loǵıstica estão representadas na Figura 15. Analisando a

Figura 15, notamos que a taxa de crescimento dN/dt está aumentando enquanto o

tamanho da população estiver abaixo da metade do ńıvel de saturação, K/2, e ela

está diminuindo acima deste valor.

Note que o modelo de Pear-Verhulst é um caso especial da equação loǵıstica

generalizado quando α = β = γ = 1.

4.1.2 Equação de Von Bertalanffy

A pesca sempre foi uma atividade muito importante. Com o desenvolvimento

tecnológico e leis de proteção ambiental muito brandas e omissas, várias espécies

estão ameaçadas de extinção. Modelos matemáticos podem ser usados para medir

o efeito das normas de controle da pesca, bem como determinar em que momento

esta pode ocorrer. Um modelo matemático bastante conhecido nesta área é o de

Von Bertalanffy, desenvolvido na década de trinta para descrever o crescimento de

peixes [25]. Considerando α = 2/3, β = 1/3 e γ = 1 na equação (4.1), a equação
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Figura 15: Soluções para taxa de crescimento do modelo de Verhulst, com r = 0.5, K = 1;
as soluções tendem a afastar-se de 0 e tendem para 1 e os pontos de inflexão estão sobre a linha
tracejada N = 1/2.

diferencial de Von Bertalanffy é

dN

dt
= rN2/3

[
1−

(
N

K

)1/3
]

, (4.9)

sendo que o expoente 2/3 está associado com uma relação alométrica entre o peso

do peixe e sua superf́ıcie corporal [26]. Observe ainda que esta equação é um caso

especial da equação diferencial de Bernoulli 1.

Com o valor inicial N0, a solução da equação (4.9) é

N(t) = K

[
1−

[
1−

(
N0

K

)1/3
]

e−(rt/3K1/3)

]
. (4.10)

1Jakob Bernoulli (1654-1705) foi um grande matemático súıço que deu important́ıssimas con-
tribuições à geometria anaĺıtica, à teoria das probabilidades e ao cálculo de variações. A equação
diferencial de Bernoulli é uma equação diferencial ordinária de primeira ordem e não linear da
forma:

y′ + P (x)y = Q(x)yn,

sendo n um número qualquer. Veja Boyce de Prima [10].
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Neste caso, o ponto de inflexão é dado por

Ninf =
8

27
K, (4.11)

e a taxa de crescimento máxima é deduzida da fórmula (4.5)

(
1

N

dN

dt

)

max

=
4

27
rK2/3. (4.12)

A equação de Von Bertalanffy não admite um valor real de N∗ quando a taxa de

crescimento relativa diminui não-linearmente com o aumento de N .

A Figura 16 mostra uma curva t́ıpica deste modelo e seu ponto de inflexão

associado. (Os parâmetros são r = 0.2, N0 = 5 e K = 60. A inflexão ocorre em

aproximadamente Ninf ≈ 17.8).
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Figura 16: A esquerda temos a solução da equação diferencial de Von Bertalanffy que descreve a
curva peso, N(t), em função do tempo; A direira temos a taxa de crescimento do peso, dN/dt, versus
a curva peso. Nos dois casos, os parâmetros para a curvas cheias são r = 0.4587, K = 33.8157,
N0 = 5.060 enquanto para as curvas tracejadas temos r = 0.4888, K = 29.7580, N0 = 4.1109.

4.1.3 Equação de Richards

Em 1959, estendendo o modelo de Von Bertalanffy, Richards estuda o cresci-

mento de plantas e ainda considera que a constante alométrica 2/3 do modelo de

Von Bertalanffy era muito restrita, pois este expoente poderia assumir diferentes
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valores dependendo da natureza da população [6].

A generalização de Richards do modelo de crescimento de Bertalanffy é uma

expressão matemática de uma hipótese concernente a causas essenciais do fenômeno

de crescimento, de tal modo que os parâmetros no modelo têm pelo menos uma

total interpretação biológica ou fisiológica. Sendo assim, Richards sugere a seguinte

equação diferencial (que também deriva da equação de Bernoulli):

dN

dt
= rN

[
1−

(
N

K

)β
]

. (4.13)

Começando com o valor N0 a solução desta equação diferencial é

N(t) =
KN0[(

Kβ −Nβ
0

)
e−rβt + Nβ

0

]1/β
. (4.14)

Neste caso, o ponto de inflexão é dado por:

Ninf =

(
1

1 + β

)1/β

K. (4.15)

Dessa forma, para β → 0 e β → ∞, o ponto de inflexão atinge os valores fixos

Ninf = K/e e Ninf = K, respectivamente. A taxa de crescimento máxima é dada

por:
dN

dt
=

rKβ

(1 + β)1+1/β
. (4.16)

Conforme seja atribúıdo valores para o parâmetro β, o modelo de Richards

pode representar várias leis de crescimento como, por exemplo, o modelo de Berta-

lanffy, onde β = 2/3, a função de crescimento molecular ou crescimento de Mitscher-

lich 2 para β = −1 (sem inflexão). Dividindo a equação diferencial por β produz-se a

curva de crescimento de Gompertz quando β → 0 [12]. Para β < −1, Ninf torna-se

2Em 1930, Mitscherlich utilizou um prinćıpio usado na economia (a produção se aproxima de um
limite e o incremento na produção tende a zero), traduzindo-o em termos de crescimento biológico
como “Lei dos efeitos dos fatores de crescimento”[27]. Essa lei diz que a taxa de crescimento dN/dt
é proporcional à diferença entre o tamanho máximo (capacidade de sustento) e a própria variável
de crescimento N . Sendo assim,

dN

dt
= r (K −N) ⇒ N(t) = K

(
1− e−rt

)
(N0 = 0). (4.17)
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indefinido.

A Figura 17 ilustra 3 diferentes curvas de crescimento, e tamém a taxa de

variação de crescimento da equação de Richards.
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Figura 17: A esquerda temos a solução da equação diferencial de Richards que descreve o cres-
cimento do tamanho N(t), em função do tempo; A direira temos a taxa de crescimento, dN/dt,
versus a N . Os parâmetros são: (i) r = 0.5, K = 35, N0 = 1; (ii) r = 1.5, K = 60, N0 = 1; (iii)
r = 2.0, K = 50, N0 = 10.

4.2 Modelo da Praga de Lagartas

Uma certa espécie de lagarta, do gênero Choristoneura, era responsável pela

destruição de florestas do tipo pinho que habitam áreas da América do Norte. Este

problema que ocorria especificamente no Oeste do Canadá, motivou Ludwig at al

a formular um modelo matemático que descrevesse o crescimento destes insetos

na presença de seus predadores naturais: os pássaros [28]. Para Ludwig et al, a

densidade de lagartas, N , tem uma dinâmica modelada pela equação

dN

dt
= rBN

(
1− N

KB

)
− β

N2

α2 + N2
= f(N ; rB, KB). (4.18)

.
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A constante KB, carrying capacity, está relacionada com a densidade de foliagem

(comida) das árvores e rB representa a taxa de crescimento intŕınseca das lagar-

tas. Observe que o termo que corresponde à predação apresenta dois parâmetros:

α e β. O primeiro parâmetro mede o ponto ou escala da densidade de lagartas

onde a predação tem ińıcio; o segundo representa o limite superior dos predadores,

quando N →∞. Uma das caracteŕısticas desta predação é que ela satura para uma

densidade de presa bastante alta; isto é, existe um limite superior para a taxa de

mortalidade das lagartas devido a predação. O consumo de lagartas pelos pássaros é

limitado pela saturação, e o número de pássaros é limitado pelo seu comportamento

territorial. Similarmente, os parasitas têm uma baixa capacidade de busca o que

previne uma rápida expansão de sua população durante um surto. Portanto seu

impacto não aumenta apreciavelmente com o aumento da densidade de inseto.

O primeiro passo na análise deste modelo é identificar os pontos de equiĺıbrio,

quando dN/dt = 0, e determinar sua estabilidade. Os valores de equiĺıbrio de N

devem satisfazer

rBN

(
1− N

KB

)
− β

N2

α2 + N2
= 0. (4.19)

Claramente, N = 0 é uma solução. Se N for pequeno (próximo de zero), o primeiro

termo (crescimento) domina o segundo termo (predação). A derivada dN/dt é po-

sitiva para N ligeiramente maior do que zero, e portanto N = 0 é um equiĺıbrio

instável. As outras ráızes da equação (4.19) satisfazem

rB

(
1− N

KB

)
− β

N

α2 + N2
= 0. (4.20)

O número de ráızes desta equação depende de quatro parâmetros rB, KB, β e α.

Veja na equação (4.18) que α e KB têm a mesma dimensão de N , equanto rB tem

dimensão de (tempo)−1 e β tem dimensão de N (tempo)−1. Vamos combinar estes

parâmetros para reescrevermos a equação acima com novos parâmetros adimensio-

nais. Definindo os novos parâmetros por

µ =
N

α
, R =

αrB

β
, Q =

KB

α
(4.21)
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e substituindo-os na equação (4.20), temos

R

(
1− µ

Q

)
=

µ

1 + µ2
, (4.22)

sendo que o lado esquerdo desta equação (uma reta com respeito a R e Q) é a taxa de

crescimento per capita da variável adimensional µ (com respeito ao tempo adimen-

sional τ ≡ (β/α)t), enquanto que o lado direito corresponde à taxa de mortalidade

per capita devido à predação, também adimensional. Os pontos onde estas curvas

se interceptam correspondem ao equiĺıbrio não nulo de µ (e equivalentemente, N),

como mostra a Figura 18; o número e a localização destas intersecções dependem

dos dois parâmetros R e Q. A Figura 18 mostra o caso quando há três equiĺıbrios,

R

(N)
µ-

- (N)(N)c
cµ µ

Figura 18: Para a densidade de lagarta, os pontos de equiĺıbrio estáveis ocorrem em µ− (refúgio),
µ+ (surto) e o equiĺıbrio instável ocorre em µc; note que estes pontos são dados pela interseção
das curvas R(1− µ/Q) e µ/(1 + µ2).

indicados pelos valores µ−, µc e µ+. Embora a equação (4.22) e a Figura 18 estejam

em termos da variável µ, podemos mudar para variável original N lembrando que

elas diferem apenas por um fator constante, 1/α.

A dinâmica do sistema pode ser visualizada na Figura 18 imaginando que ini-

cialmente R diminui com Q fixo. Neste caso, a reta gira no sentido anti-horário em

torno de Q. Então, os pontos fixos N+ e Nc aproximam-se um do outro e eventual-

mente coalescem em uma bifurcação sela-nó (Seção 3.2.2) quando a linha intercepta
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a curva tangencialmente. Depois da bifurcação, o único ponto de equiĺıbrio perma-

nente, além de N = 0, claro, é N−. Argumento geométrico similar mostra que os

pontos N− e Nc podem coalescer e aniquilar-se quando R aumenta.

Como já foi observado N = 0 é instável, e o tipo de estabilidade muda quando

olhamos ao longo do eixo µ. Portanto, N− e N+ são estáveis, pois ∂f/∂µ < 0,

enquanto Nc é linearmente instável, pois ∂f/∂µ > 0, como pode ser visto intuitiva-

mente na Figura 19. O menor ponto estável, N−, é chamado de ńıvel de “refúgio”da

população das lagartas. Por outro lado, o maior valor estável, N+, é o ńıvel de

”surto”ou o outbreak. Sob o ponto de vista do controle de peste, a população de-

f(
N

;r
B
K

B
)

(N)- (N)(N)
+c

Figura 19: Estados de equiĺıbrio da função f(N ; rB , KB).

veria ser mantida em N− e longe de N+. O destino do sistema é determinado

pela condição inicial N0; um surto da população das lagartas ocorre se e apenas se

N0 > Nc. Neste sentido o equiĺıbrio instável Nc tem um papel de “chave”.

Um surto de lagartas também pode ser provocado por uma bifucação sela-

nó. Se o par R e Q flutuarem de tal forma que o ponto N− desapareça, então a

população saltará repentinamente para o ńıvel N+. A situação agrava pelo chamado

efeito histerese, ou seja, mesmo se os parâmetros são restaurados para os valores de

antes do surto, a população não retornará ao ńıvel de refúgio.

Os valores cŕıticos de R e Q onde o sistema sofre a bifurcação sela-nó são

ilustrados pelas curvas da Figura 20. Estas curvas são obtidas onde as ráızes da
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equação (4.22) coalescem e desaparecem; isto é, quando a linha R(1−µ/Q) intercepta

a curva µ/(1+µ2) tangencialmente. Atendendo a estas condições, as curvas são [28]

R =
2µ3

(1 + µ2)2
, Q =

2µ3

µ2 − 1
. (4.23)

A condição Q > 0 implica que µ deve ser restrito a µ > 1.

0.5

surto

biestabilidaderefúgio

Q

R

Figura 20: As curvas representam a região dos parâmetros (R,Q) onde ocorre bifurcação no
problema das lagartas.

A duas curvas (4.23) definem a cuva de bifurcação. Para cada µ > 1, repre-

sentamos o ponto (R(µ), Q(µ)) no plano (R,Q). As diferentes regiões na Figura 20

são nomeadas de acordo com o ponto estável correspondente que existe. O ńıvel

de refúgio N− da lagartas é o único estado estável para R pequeno, e o ńıvel N+

é o estado estável para R grande. Na região “biestável”, ambos os estado existem.

Este resultado pode ser considerado fruto de um fenômeno chamado de catástrofe

“cusp”3

Os valores plauśıveis dos parâmetros R e Q são melhores discutidos por Ludwig

3No śıtio http://www.societyforchaostheory.org/tutorials/ há uma boa explicação deste
fenômeno dado pelo professor Dr. Lucien Dujardin com animações em Java.
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[28]. De acordo com Ludwig, R aumenta quando a floresta cresce, enquanto Q

permance fixo. Note que neste modelo não foi considerado a dinâmica das árvores

e nem a distribuição espacial das lagartas assim como sua posśıvel dispersão - veja

Murray [2] para um tratamento deste aspecto.

4.3 Modelo de Lotka-Volterra

Nesta Seção, vamos considerar um modelo de interação presa-predador pro-

posto independentemente pelo biof́ısico Alfred J. Lotka (1925) e pelo matemático

Vito Volterra (1926). O modelo de Lotka-Volterra para uma população N(t) de

presa e uma população P (t) de predador no tempo t é [2]

{
dN
dt

= N (a− bP )
dP
dt

= P (cN − d)
, (4.24)

sendo a, b, c e d constantes positivas.

Note que sem o termo de predação a presa cresce na forma malthusiana; isto

é, aN . No entanto, o efeito da predação é reduzir a taxa de crescimento per capita

da presa por um termo que é proporcional à população de presa e predador; isto

está representado pelo termo −bNP na primeira equação. A taxa de crescimento

da população de predador é proporcional à disponibilidade de presa, assim como o

tamanho da população de predador; isto é dado pelo termo cNP na segunda equação.

Ainda nesta equação, podemos observar que na ausência de presa para sustentar o

predador, o mesmo decairá exponencialmente, e isto está representado pelo termo

−dP . Embora essas equações sejam bem simples, elas caracterizam uma grande

classe de problemas. Nosso objetivo aqui é determinar o comportamento qualitativo

das soluções (trajetórias) do sistema (4.24) para valores iniciais positivos arbitrários

de N e P .

Para facilitar nossa análise, vamos definir variáveis adimensionais e reescrever

a equação (4.24) da seguinte forma

{
dx
dt

= x(1− y)
dy
dt

= γy(x− 1)
, (4.25)
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com as seguintes definições

x =
cN(t)

d
, y =

bP (t)

a
, τ = at, γ =

d

a
. (4.26)

Os pontos de equĺıbrio das equações (4.25) são soluções da equação algébrica

x(1− y) = 0, yγ(x− 1) = 0,

isto é, os pontos (0, 0) e (1, 1). Vamos examinar, primeiro, as soluções do sistema

linear correspondente perto de cada ponto de equíıbrio usando os métodos discutidos

no caṕıtulo 2.

Próximo da origem, o sistema linear correspondente é

d

dτ

(
x

y

)
≈

(
1 0

0 γ

)(
x

y

)
. (4.27)

Os autovalores e autovetores são

λ1 = 1, r1 =

(
1

0

)

λ2 = −γ, r2 =

(
0

1

) , (4.28)

de modo que a solução geral é

(
x

y

)
= c1

(
1

0

)
eτ + c2

(
0

1

)
e−γτ . (4.29)

Logo, a origem é um ponto de sela e, portanto, instável. A entrada no ponto de sela

é através do eixo dos y; todas as outras trajetórias se afastam de uma vizinhaça do

ponto cŕıtico.

Vamos analisar agora analisar a estabilidade do ponto (1, 1) fazendo x = 1+u
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e y = 1 + v. Desse modo, o sistema correspondente será

d

dτ

(
u

v

)
≈

(
0 −1

γ 0

)(
u

v

)
. (4.30)

Os autovalores deste sistema são λ = ±i
√

γ, de modo que o ponto de equiĺıbrio é um

centro (estável) para o sistema linear. Para obter as trajetórias do sistema (4.30),

podemos dividir a segunda equação pela primeira para encontrar

du

dv
= − v

γu
(4.31)

ou

γudu + vdv = 0,

que resulta em

γu2 + v2 = k, (4.32)

sendo k é uma constante de integração não negativa. Assim, as trajetórias do sistema

linear são elipses centradas no ponto equiĺıbrio e um tanto alongadas (dependendo

de γ) na direção horizontal.

Vamos voltar para o sistema não-linear (4.25). Observe que ele pode ser

reduzido a uma única equação,

dx

dy
=

x(1− y)

γy(x− 1)
. (4.33)

Esta equação é separável e tem solução

γx + y − ln yxγ = H, (4.34)

sendo H uma constante de integração.

A Figura 21 mostra um retrato de fase para o sistema não-linear (4.25). Note

que as trajetórias são curvas fechadas, para γ fixo, em torno do ponto de equiĺıbrio

(1, 1). Para algumas condições iniciais, a trajetória representa pequenas variações

em x e y em torno do ponto de equiĺıbrio e tem uma forma quase-eĺıptica, como
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sugere o sistema linear. Para outras condições iniciais, as variações em x e y são

mais pronunciadas e a forma da trajetória é ligeiramente diferente de uma elipse.

1

1

x

y

Figura 21: Um retrato do espaço de fase mostrando as trajetórias do sistema presa-predador
(4.25).

Na Figura 22, temos a dependência de x e y em τ para um conjunto t́ıpico de

condições iniciais. Observe que x e y são funções periódicas de τ ; com efeito, já que as

trajetórias são curvas fechadas. Além do mais, a oscilação da população predadora

vem depois da oscilação de presas, e quando se tem um estado no qual ambas as

populações são relativamente pequenas, há primeiro um aumento no número de

presas, já que há poucos predadores e, portanto, com comida abudante, a população

de predadores também cresce. O efeito disso é um aumento na caça fazendo a

população de presas decair e, em consequência da disponibilidade menor de comida,

a população de predadores também decai e o sistema retorna aonde tudo começou.

Podemos usar o sistema linear (4.30) quando os desvios são pequenos em torno

do ponto de equiĺıbrio (1, 1) para fazermos uma análise mais detalhada das variações

ćıclicas da população de presas e predadores. A solução do sistema (4.30) pode ser

escrita na forma

u(τ) = k cos(
√

γτ + φ), (4.35)

v(τ) = ksen(
√

γτ + φ), (4.36)
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Figura 22: Variações nas populações de presas e predadores em relação ao tempo para o sistema
(4.25), com γ = 0.5 e condições iniciais x(0) = 0.68 e y(0) = 0.35.

sendo que as constantes k e φ são determinadas pelas condições iniciais. Portanto,

x(τ) = 1 + k cos(
√

γτ + φ), (4.37)

y(τ) = 1 + ksen(
√

γτ + φ). (4.38)

Estas soluções são boas aproximações para as trajetórias quase-eĺıpticas perto do

ponto cŕıtico (1, 1). Além disso, elas são periódicas de peŕıodo 2π/
√

γ. Em termos

das dimensões (4.26) este peŕıodo é T = 2π
√

a/d. Como vemos, esse peŕıodo de-

pende somente das taxas de crescimento linear, a, da presa e da taxa de mortalidade,

d, dos predadores e independe das condições iniciais.

Como destaca Murray [2], existem várias observações do modelo de Lotka-

Volterra na natureza. Um exemplo clássico disso é a abundância de linces e de

lebres, registrado pela Companhia Hudson Bay do Canadá e ilustrado na Figura

23. Observe que quando o tamanho da população de lebres aumenta existe mais

comidas para os linces comerem. Como resultado a população de linces também

aumenta. A população de linces maior matará mais lebres o que causará uma

diminuição na população de lebres. Isto também acerretará uma diminuição na

população dos linces. Portanto, os dados da Hunson Bay nos mostra uma rasoável

imagem da interação presa-predador no peŕıodo 1845-1935, sendo que a principal

caracteŕıstica desta imagem é o comportamento periódico ou quase-periódico de
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ambas as populações.

Figura 23: Flutuações na população de lince e lebre como indicado pela Companhia Hudson Bay.
Fig. retirada da ref. [2].
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5 Dinâmica Populacional com
Suprimento Variável de
Alimento

Tanto em condições naturais quanto em laboratório, o suprimento
de alimento é um aspecto essencial da dinâmica de populações.
Um suprimento limitado de alimento parece ser uma caracteŕıstica
essencial de qualquer modelo de dinâmica de populações capaz de
descrever um estado estacionário. A representação clássica de tal
capacidade de suporte é o termo não-linear de “Verhulst”(Seção
4.1.1). Neste caṕıtulo, vamos apresentar um modelo de cresci-
mento de populações em que o comportamento estacionário e a
dinâmica do sistema são determinados pelas condições no supri-
mento de alimento, sendo que iremos tratá-la de duas formas:
constante e periódica.

5.1 Modelo

Em nosso modelo, consideramos uma população de indiv́ıduos idênticos que

reproduzem-se assexuadamente, e que morrem na ausência de alimento. Não há

presença de doenças ou processos de outra natureza agindo, tal que dado alimento

suficiente, um organismo continua a viver e reproduzir indefinidamente. A regra para

sobrevivência é muito simples. Em um certo intervalo de tempo τ , um organismo

é capaz de ingerir uma quantidade unitária de alimento. Se ele contuniar ingerindo

esta quantidade ele sobrevive, do contrário ele morre. Assuminos que as unidades

de alimento são distribúıdas aleatoriamente no espaço com densidade uniforme, tal
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que o número de unidades em um volume V segue uma distribuição de Poisson1

com média V f , sendo f a concentração. Assumindo que um organismo é capaz de

encontrar um volume v durante um tempo τ , a probabilidade que ele encontre uma

unidade de alimento é 1−e−f , onde adotamos v como uma unidade de volume. Esta

situação aplica-se na ausência de competição com outros organismos pelo alimento.

Se existem ρ organismos por unidade de volume, supomos que o volume acesśıvel

atingido por organismo durante um intervalo de tempo τ é v/ρ, que leva à uma

probabilidade de sobrevivência de 1− e−f/ρ.

A reprodução exige, em geral, mais sustento do que uma mera sobrevivência.

Para incorporar este aspecto numa forma simples, supomos que os indiv́ıduos ca-

pazes de encontrar duas (ou mais) unidades de alimento num tempo τ consomem

exatamente duas unidades, e reproduzem-se a uma taxa λ. Adotando τ como um

tempo unitário, as equações de movimento para densidade de população ρ e de

alimento f são:

dρ

dt
= ρ

[
−e−f/ρ + λ

(
1− e−f/ρ − f

ρ
e−f/ρ

)]
(5.1)

e

df

dt
= −ρ

[
f

ρ
e−f/ρ + 2

(
1− e−f/ρ − f

ρ
e−f/ρ

)]
− κf + F (t). (5.2)

O primeiro termo na equação para ρ representa a mortalidade dos indiv́ıduos

1A distruição de Poisson é sem dúvida de grande importância para Estat́ıstica. Ela expressa, por
exemplo, a probabilidade de um certo número de eventos ocorrerem num dado peŕıodo de tempo,
caso estes ocorram com uma taxa média conhecida e caso cada evento seja independente do tempo
decorrido desde o último evento. A distribuição foi descoberta por Siméon-Denis Poisson (1781-
1840) e publicada, conjuntamente com a sua teoria da probabilidade, em 1838 no seu trabalho
Recherches sur la probabilité des jugements en matières criminelles et matière civile (“Inquérito
sobre a probabilidade em julgamentos sobre matérias criminais e civis”). Ela também pode ser
usada para um número de eventos em outros intervalos espećıficos tais como distância, áreas
ou volumes. Se a taxa média do número de ocorrências no intervalo considerado é λ, então a
probabilidade que exista exatamente n ocorrências é igual a

p(n; λ) =
λne−λ

n!
.

Veja I. J. Good, Some Statitical Aplication of Poisson’s Work, Statist. Sci. 1 (2) (1986), 157-180.
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que não encontram alimento; o segundo representa a reprodução a uma taxa λ.

(Note que a quantidade entre parênteses representa a probabilidade dos indiv́ıduos

encontrarem duas ou mais unidades de alimento.) Os termos multiplicados a −ρ

na equação para f representam o consumo, enquanto F (t) é a taxa de inserção em

unidades de comida por unidade de tempo e área. O termo −κf representa uma

depleção espontânea que pode significar, por exemplo, a quantidade de alimento

estragada via oxidação ou consumida por outras espécies.

Veja que nosso modelo representa uma situação bastante simples, ou seja,

incluimos apenas duas vriáveis dependentes: a densidade de população, ρ, e a den-

sidade de alimento, f , que representa o recurso. Nosso objetivo aqui é descrever o

crescimento de uma população “hipotética”de uma única espécie, em um ambiente

em que a alimento é o fator que limita esse crescimento, através das equações (5.1) e

(5.2). Podemos dizer que este modelo não é destinado para fornecer uma descrição

detalhada do crescimento de população, mas ao invés disso ele pode ser útil para nos

dar as principais caracteŕısticas e propriedades de uma maneira tanto quantintativa

quanto qualitativa, considerando o sistema população-alimento.

Entre diversos modelos de crescimento de populações na literatura, são poucos

os que consideram o sistema população-alimento. Podeŕıamos dizer que o modelo de

Lotka-Volterra (Seção 4.3), embora não seja especificamente um sistema população-

alimento, apresenta um comportamento no sentido descrito pelas equações (5.1) e

(5.2), sendo a presa tratada como a alimento fornecida ao predador. Existe ainda

o modelo de Gallopin [3], que descreve uma população recebendo recursos (input)

e fornecendo biomassa (output) como resposta. Em seu modelo, Gallopin considera

o ambiente limitado (e constante) e os recursos como os únicos fatores que podem

alterar o tamanho da população (veja o Apêndice A).

Muitas variações e refinamentos do (nosso) modelo definido pelas equações

(5.1) e (5.2) são, claro, posśıveis. Podeŕıamos, por exemplo, introduzir uma taxa de

mortalidade intŕınseca adicionando um termo −µρ no lado direito da equação (5.1),

ou impondo uma idade mı́nima para a reprodução. Tudo isso parece interessante,

no entanto, vamos estudar o sistema (5.1) e (5.2), primeiro o modelo mı́nimo (com

κ = 0), e finalmente com κ 6= 0.
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5.2 Estados Estacionários

O estado estacionário de um sistema, como vimos nos caṕıtulos 2 e 4, é definido

como o estado em que todas as taxas de variações, aqui população e alimento,

são nulas, ou seja, o estado para o qual o sistema tem valores que permanecem

constantes com o transcorrer do tempo. Se o sistema está no estado estacionário,

então dρ/dt = df/dt = 0, e as equações (5.1) e (5.2) reduzem-se a:

0 = ρ

[
−e−f/ρ + λ

(
1− e−f/ρ − f

ρ
e−f/ρ

)]
(5.3)

0 = F (t)− ρ

[
f

ρ
e−f/ρ + 2

(
1− e−f/ρ − f

ρ
e−f/ρ

)]
− κf. (5.4)

A segunda equação mostra que a única condição de estacionariedade é quando a

taxa de comida que entra no sistema, F (t), é uma constante. Vamos denominar

as quantidades estacionárias por barras e definir r ≡ f̄/ρ̄. Assim, com a condição

F (t) = F0, as equações (5.3) e (5.4) implicam em:

e−r =
λ

1 + λ(1 + r)
. (5.5)

e

f̄ =
r[1 + λ(1 + r)]

2 + λr
F0. (5.6)

Agora temos as condições necessárias para obtermos os estados estacionários com

o fornecimento constante de alimento. Note que isso não será uma tarefa trivial

porque, em geral, para obtermos as soluções estacionários é requerido resolvermos a

equação transcendental (5.5).

5.2.1 Comportamento do modelo nos limites

Métodos de encontrar soluções exatas tanto para equação (5.5) quanto para

equações (5.1) e (5.2) não existem. No entanto, algumas propriedades do modelo

podem ser discutidas sem o conhecimento da solução expĺıcita, como por exemplo,

suas propriedades próximas dos limites das densidade de população e alimento, ou

o efeito do parâmetro sobre os valores estacionários (Seção 3.2).
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Se conhecermos o valor de f , a equação diferencial (5.1) descreve o compor-

tamento de ρ. Para ρ 6= 0, podemos considerar o caso em que o alimento é muito

escasso (f → 0). Assim, e−f/ρ → 1, e a equação (5.1) reduz-se a:

ρ(t) = ρ(0)e−t. (5.7)

Portanto, a densidade de indiv́ıduos decresce exponencialmente quando o alimento

dispońıvel é muito escasso. Note também que se a população for muito grande, e f

pequeno, ρ também decai exponencialmente.

Se o alimento for muito abundante (f →∞, mas ρ limitado), então e−f/ρ → 0,

e da (5.1) temos que

ρ(t) = ρ(0)eλt, (5.8)

que é a famosa lei de Malthus (Seção 4.1), lembrando que λ é positivo.

Vamos agora analisar o comportamento dos estados estacionários no limite do

parâmentro λ. Observe que quando λ → 0, temos r ≈ − ln λ, levando a

f̄ ' | ln λ |
2

F0, ρ̄ → F0

2
, para λ → 0. (5.9)

No limite oposto, a equação (5.5) implica r '
√

λ/2, dando

f̄ → F0, ρ̄ '
√

λ

2
, para λ →∞. (5.10)

Estes comportamentos limites são evidentes na Figura 24, que mostra ρ̄ e f̄ em

função de λ para F0 = 1.

5.2.2 Estabilidade das soluções estacionárias

A estabilidade linear da solução estacionária pode ser determinada da forma

mais comum (Seção 2.3.1), escrevendo ρ = ρ̄ + η e f = f̄ + ξ, com η ¿ 1 e ξ ¿ 1.

Substituindo estas expressões nas equações (5.1) e (5.2) e retendo apenas os termos
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Figura 24: Densidades estacionárias de alimento e indiv́ıduos versus a taxa de reprodução λ

considerando uma entrada estacionária de alimento a taxa F0 = 1.

lineares, temos

d

dt

(
η

ξ

)
=

(
−(1 + λr)re−r (1 + λr)e−r

−2 + (2 + 2r + r2)e−r −(1 + r)e−r

)(
η

ξ

)
. (5.11)

Esta forma matricial é análoga àquela que usamos no modelo de presa-predador de

Lotka-Volterra (Seção 4.3). As soluções não triviais satisfazem a condição

| A− ΛI |= 0, (5.12)

sendo A a matriz evolução. A equação (5.12) da origem a uma equação caracteŕıstica

quadrática, cujas soluções Λ± são simplesmente os autovalores da matriz A; eles

possuem uma parte real negativa, e são conjugados complexos para λ ≤ 10.225. A

estabilidade da solução estacionária (ρ̄, f̄) é determinada pelo sinal da parte real de

| Λ± |. Quando λ → 0, os autovalores aproximam-se de Λ± = −λ ln λ± i
√

2λ. Neste

caso RΛ± < 0, e o estado (ρ̄, f̄) é estável; além disso, Λ± complexo neste limite

implica presença de oscilações amortecidas nas soluções, como mostra a Figura 25.
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Figura 25: Densidades de comida e população versus o tempo para λ = 0.01, F0 = 1; note que a
solução apresenta oscilações amortecidas antes de antigir o estado estacionário. No gráfico menor
está a trajetório no plano ρ− f .

5.2.3 Simulações

No sentido de mostrar o comportamento do modelo para diferentes condições,

integramos numericamente as equações (5.1) e (5.2) usando um programa computa-

cional em liguaguem FORTRAN. Em todos os casos, usamos o método Runge Kutta

de 4a. ordem (Seção 2.4.3) para integração numérica com passos fixos de h = 0.01.

(A rotina de integração encontra-se no Apêndice B.)
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Figura 26: Comportamento das densidades de alimento e indiv́ıduos versus o tempo para λ = 0.2,
F0 = 4.0, ρ0 = 1.0, e f0 = 0.1.
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A Figura 26 mostra o comportamento da população e alimento para uma taxa

constante de comida. No ińıcio, o alimento acumula, porque a população é muito

pequena para poder ingerir o alimento na mesma taxa que ela entra. O resultado

disso é que a população supera seu valor estacionário, até ela consumir o alimento

acumulado, e então ela declina até atingir o seu tamanho estacionário que pode ser

mantido com um dado input de alimento.

0 5 10 15 20
t

0

1

2

3

4

5

ρ

Figura 27: Variacão de ρ com F0 = 4, e λ = 0.2; os valores são: de baixo para cima ρ = 1.5 ,
ρ = ρ̄ ' 2.67, e 3.5.

A Figura 27 mostra o variacão de ρ para λ = 0.2, e F0 = 4.0. Utilizamos

três valores: ρ maior, menor e igual ao seu valor estacionário, como indica o gráfico.

Note que para o valor menor, a população supera seu valor estacionário e depois

decai.

5.3 Sem suprimento de alimento

Vamos agora considerar o comportamento temporal quando uma pequena po-

pulação é indroduzida num meio onde o suprimento de alimento é cortado num

instante t = 0, sem abastecimento para t > 0. Observamos que no estágio inicial da

evolução, a população deve crescer exponencialmente, a um taxa λ, enquanto que

para instantes posteriores ela deve decair a uma taxa unitária. Entre estes regimes a
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densidade de população atinge um máximo. Estas caracteŕısticas são ilustradas na

Figura 28. Os resultados para κ > 0 são qualitativamente similares a este; de fato,

espera-se apenas que a população decaia mais rapidamente. Este é um fenômeno

t́ıpico de invasão de pragas como roedores (ratos) ou alguns invertebrados (lagar-

tas, tamanduá da soja), onde existe comida dispońıvel num dado instante e sem

reposição no instante posterior.
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Figura 28: Densidade de indiv́ıduos versus o tempo para ρ(0) = 0.01, f0 = 1, e F0 = 0. Da
direita para esquerda: λ = 1, 0.1, e 0.01.

5.4 Suprimento periódico de alimento

O modelo nos permite fazer uma análise de seu comportamento quando con-

sideramos o suprimento de alimento periódico; isso representaria, por exemplo, um

ciclo sazonal de alimento. Vamos considerar que a função representando a entrada

de alimento seja do tipo F (t) = 1 + cos ωt, e normalizamos o tempo para o peŕıodo

T = 2π/ω = 100. Estamos interessados, primeiramente, na dinâmica depois dos

transientes iniciais; as condições iniciais são: f(0) = 1.0, ρ(0) = 0.1.

A Figura 29 mostra a evolução das equações (5.1) e (5.2), com κ = 0, e as

trajetórias no plano de f − ρ para λ = 0.60. Note na figura que o comportamento
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Figura 29: Evolução temporal de f (linha pontilhada) e ρ(t) (linha sólida) para λ = 0.60,
ρ = 0.01, e f0 = 1.0. O gráfico a direira representa a trajetória fechada no plano f − ρ.

dinâmico das densidades f e ρ são periódicos ao longo do tempo, e com peŕıodo T ;

de fato isso ocorre porque estamos lidando com um sistema forçado periodicamente.

Isso sempre ocorre para valores grandes de λ. Se diminuirmos λ, vai chegar um

ponto em que o peŕıodo das densidades dobrará, triplicará, etc; isso significa que o

sistema sofreu uma bifurcação (veja Seção 3.3.2). Devemos mensionar que a primeira

bifurcação ocorre para λ ≈ 0.08. Notando que, com o suprimento de alimento

abundante, o tempo para a população dobrar, dado pela equação (5.8), é:

t2 =
ln 2

λ
. (5.13)

Assim, temos que t2 ≈ 9, ou seja, t2 ≈ T/11. Nas subseqüentes bifurcações,

λ é menor e t2 é da ordem de T/5, ou maior. Então, se interpretamos T como

um ano, este valor de λ corresponde a um tempo de dobramento da população de

aproximandamente 1 ou 2 meses. Talvez certos insetos ou roedores reproduzem-se

neste tempo caracteŕıstico. Por outro lado, T pode representar um dia, por exemplo

no ciclo diurnal da flora intestinal de um animal que faz uma refeição grande por dia.

Neste caso, t2 corresponde a 2 - 4 horas, que parece razoável para certas bactérias.

A Tabela 5 ilustra um resumo com os peŕıodos, T , em cada ciclo com seu

correspondente valor de λ. Para valores pequenos de λ, se a série é periódica, vamos

ter um cenário que se repete ao longo do tempo. Podemos determinar o peŕıodo

vizualizando o gráfico dos máximos ou mı́nimos de ρ, como mostra a Figura 30.
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Figura 30: Seqüência de máximos e mı́nimos (gráfico menor) de ρ, para λ = 0.034675. Note
nesta seqüência que o peŕıodo de ρ é 3; note que ρ(t) = ρ(t± T ).

Pela diversidade de fenômenos que podem surgir quando lidamos com sistemas

de equações diferenciais não-lineares, do tipo (5.1) e (5.2), questionamos se nosso

modelo apresenta a cascata de duplicação de peŕıodo visto no final do caṕıtulo 3.

De fato, o comportamento mais interessante que observamos é quando os valores

de λ são pequenos (para o qual o tempo de relaxação é menor e envolve oscilações

amortecidas). Nesta região de λ, o sistema atinge regimes caóticos e isto ocorre via

bifurcações (veja Seção 3.3.2). Diminuindo o parâmetro λ, identificamos, para um

certo valor λ1, que o ponto fixo torna-se instável e o ciclo duplicado assume o papel

de um atrator. (Isto é similar a bifurcação de forquilha visto na Seção 3.2.3, porém

ela agora descreve como os ciclos, ao contrário dos estados de equiĺıbrio, perdem sua

estabilidade).

Tabela 5: Ciclos com peŕıodos T para um dado λ

λ T λ T
≥ 0.081497 1 0.037639 - 0.037861 8

0.038225 - 0.081497 2 0.035660 10
0.034675 3 0.035687 14

0.037141 - 0.037911 4 0.035699 16
0.035211 - 0.035321 5 0.035715 24

0.035519 6 0.035720 32
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Como mostra o diagrama abiaxo, o peŕıodo do atratror é duplicado. Este atra-

tor, contudo, é estável apenas acima de um valor cŕıtico do parâmetro, por exemplo,

λ = 0.0382258, onde um atrator de ciclo-4 surge. Não confirmamos, com uma mu-

dança finita do parâmetro, se a castata de duplicação de peŕıodo atinge um ponto

de acúmulo, onde formalmente o ciclo atinge um peŕıodo 2n. Para valores ainda

menores de λ, observamos janelas de comportamento aperiódico “misturada”com

evolução periódica, com peŕıodos 5, 9, 10, por exemplo (veja a Tabela 6).

Figura 31: Diagrama representando os ciclos de peŕıdo 2n.

As figuras a seguir mostram exemplos da evolução periódica e aperiódica do

sistema (5.1) e (5.2). Para λ = 0.0456, a densidade de alimento e de população

oscilam com peŕıodo T = 2, conforme ilustra a Figura 32. Neste caso, ρmin ≈
3, 13.10−2 e a razão entre ρmin e ρmax é de aproximadamente 9, 24.10−4;isto é, um ρ

extremamente baixo implicaria em extinção.

Para λ = 0.01780, a evolução é aperiódica como ilustra a Figura 33. (Verifi-

camos, usando tempo bem longo, que a evolução não se repete.) A trajetória no
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Tabela 6: Ciclos com peŕıodos n ı́mpar e par

λ n λ n
≥ 0.025567 3 0.011589 8
0.020583 4 0.009876 44
0.018050 AP 0.008541 9
0.017430 6 0.007325 10
0.015412 5 0.006792 11
0.014213 16 0.006421 AP
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Figura 32: Evolução temporal de ρ (esquerda) e f (direita) para λ = 0.0456, ρ = 0.01, e f0 = 1.0.
O gráfico a direira representa a trajetória fechada no plano f − ρ.

espaço de fase para este caso não fecha, como vemos no gráfico da direita da Figura

33.

No regime caótico, as séries ρ(t) são caracterizadas pelo intervalo de cresci-

mento exponencial lento (veja Figura 33), e por um rápido colapso ou queda súbita

da população. As quedas súbitas, onde a população atinge aproximadamento o ńıvel

zero, tende ocorrer perto da metade do ciclo, isto é, onde F (t) ' 0. Nos referimos a

evolução de ρ(t) entre dois mı́nimos sucessivos como um “estouro”. Estes estouros

tendem a ter certas amplitudes espećıficas, refletindo o número de ciclos de alimento

fornecido desde o último colapso. (Na Figura 33, são evidentes quatro amplitudes

caracteŕısticas). Os estouros de amplitudes maiores têm longa duração; de fato, a

população evita a queda de um ou mais pontos na metado do ciclo. Tais estouros

acontecem aparentemente quando a população é especialmente baixa no ińıcio do



5.4 Suprimento periódico de alimento 66
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Figura 33: Densidade de população versus o tempo t∗ (a esquerda) e sua trajetória no plano
f − ρ (a direita), para λ = 0.01780.

estouro, resultando em mais tempo para o alimento acumular e para a população

crescer. Como mostra a figura a seguir, os valores máximos da população tendem
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Figura 34: Esquema des pares sucessivos dos máximos x> e mı́nimos x< da população; em
miniatura, representamos seqüência de valores máximos para λ = 0.01805, onde suprimento de
comida é periódico.

a cair em um dos três intervalos. Os maiores máximos tendem a seguir o meno-

res mı́nimos, e vice-versa. Enquato a forma de cada tipo de estouro é relativamente

constante, a seqüência de estouros é impreviśıvel; o gráfico menor ilustra a seqüência

de valores máximos. Normalmente eles seguem um padrão grande-médio-pequeno.
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Estes comportamentos em que a uma população cresce rapidamente, e de-

pois sofre uma queda abrupta é t́ıpico de muitas famı́lias de invertebrados, como

gafanhotos, e lagartas.

5.5 Comportamento do modelo para κ 6= 0

Vamos ver como os resultados acima mudam ao considerarmos que existe

um termo regulador da concentração de alimento, denominado por κ. Podemos

investigar os estados estacionários e a estabilidade para um valor fixo de κ no caso

F (t) = 0. Na última parte desta seção vamos ver o efeito de κ 6= 0 quando o

suprimento de alimento, F (t), é periódico.

Considerando κ nas equações (5.1) e (5.2), os estados estacionários são soluções

da seguinte equação:

f̄ =
r[1 + λ(1 + r)]

2 + λr + [1 + λ(1 + r)]κ
F0. (5.14)

Note que não há mudança na equação (5.5). Este resultado se reduz à equação (5.6)

quando fazemos κ = 0. No caso limite de λ grande e pequeno, o comportamento

dos estados estacionários são:

lim
λ→0

f(λ, κ) → | ln λ|
2 + κ

F0, lim
λ→0

ρ(λ, κ) → F0

2 + κ
(5.15)

e

lim
λ→∞

f(λ, κ) →
√

2/λ√
2/λ + κ

F0, lim
λ→∞

ρ(λ, κ) → F0√
2/λ + κ

(5.16)

Com relação a Figura 24, κ grande representa apenas um fator de escala.

Para avaliarmos a estabilidade destas soluções, devemos novamente resolver

uma equação de autovalores. Neste caso, apenas o elemento a22 da matriz A muda.

Porém, o resultado desta aparente simples mudança nos autovalores é

Λ± =
1

2

{−κ− e−r
(
1− 2r − λr2

)± {
κ2 + e−r

[
κ

(
2− λr2

)− 8 (1 + λr)
]

+e−2r
[
9 + 8r (1 + λr) + 2r2 (2 + 3λ) + λr3 (4 + λr)

]}1/2
}

, (5.17)
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que fica menos confuso no limite λ → 0, resultando em

Λ± = −κ

2
− λ| ln λ| ±

√
κ2 + 2κλ− 8λ

2
. (5.18)

Lembrando que λ e κ são positivos, os autovalores de Λ± têm uma parte real

negativa, o que indica que os estados estacionários são estáveis.

Para F (t) periódico, o comportamento dinâmico do sistema é caracterizado

por alterações no peŕıodo das densidades à medida que κ aumenta. Realmente, para

pequenos valores de κ, da ordem de um milésimo, percebemos que o sistema prati-

camento não sofre alteração; No entanto, aumentado κ observamos o aparecimento

de bifurcações. Por exemplo, tomando λ = 0.0765 (com T = 2, veja o diagrama

acima) fixo, o sistema cont́ınua a oscilar com peŕıodo dois até κ da ordem de um

centésimo. Para κ > 10−2, o sistema sofre bifurcação, e segue oscilando com peŕıodo

um. Isso significa que a população levaria mais tempo para dobrar seu tamanho;

isso faz sentido, afinal a comida é reduzida. A Figua 35 ilustra bem essa mudança na

qual estamos falando. Ela representa valores máximos e mı́nimos de ρ em função de

κ, com λ fixo. Todos os pontos correspondem ao mesmo instante na série temporal.

Outro caso é esquematizado na Figura 36, neste caso λ = 0.03795, onde o peŕıodo
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Figura 35: Seqüência de máximos e mı́nimos de ρ em função de κ, com λ = 0.0765.

do sistema é quatro (veja o diagrama acima). Veja neste caso, que a população
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chega mais rapidamente a zero, pois quando λ vai ficando cada vez menor, mais

fraca será a reação para crescer e acompanhar a abundância de comida. Variando λ
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Figura 36: Seqüência de máximos e mı́nimos de ρ em função de κ, com λ = 0.03795.

e κ, podemos representar linhas no espaço λ− κ no qual o peŕıodo muda de 2-1 ou

4-2, como mostra a Figura 37; a grosso modo, é como se as linhas representassem a

“coesistências”dos dois peŕıodos.
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10
-1

κ

T=2T=4

Figura 37: A duas linhas representam a separação entre peŕıodo 2-1 (linha pontilhada) e peŕıodo
4-2 (linha cheia) no espaço λ− κ.
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Para um valor de λ tal que o comportamento seja aperiódico (λ = 0.006421,

por exemplo), notamos que as densidades passam deste regime para o regime periódico,

mas isso não ocorre de forma seqüencial. Num intervalo que compreende valores

10−6 > κ > 10−4, surgem peŕıodos como 6, 7, 9, 12, 17, ... o que indica que o sis-

tema continua próximo do regime aperiódico. Para κ > 10−3, o sistema oscila com

peŕıodo que convergem à medida que κ aumenta. Esse mudança que o sistema sofre

de aperiódico para periódico ocorre também via bifurcações; a Figura 38 ilustra esse

fato.

Estes comportamentos complicados, em modelo determińıstico, onde temos

peŕıodos baixos, longos, ou até mesmo incapazes de medir, deve ter implicações

pertubadoras para a teoria ecológica, pois torna-se complicado associarmos estes

resultados com observações de campo.
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Figura 38: Esquema mostrando a mudança de aperiódica para periódica nas trajetórias de ρ,
sendo λ = 0.006421; os valores de κ e os peŕıodos de cada trajetória são mostrado em cada gráfico
( “AP”significa aperiódico); os eixos horizontais estção na mesma escala. Veja que à medida que
κ aumenta a população tende a zero.
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6 Conclusão

Estudamos basicamente dois casos na análise das equações (5.1) e (5.2). Pri-

meiro, investigamos os estados estacionários e sua estabilidade, dado pela condição

de F (t) constante e F (t) = 0. Para F (t) constante, vimos que a populaccão atinge

o estado estacionário monotonicamente para grandes valores de λ, e com oscilações

amortecidas para λ pequeno. Por último, F (t) zero a partir de um dado instante,

a população cresce de forma exponencial até atingir um máximo para depois decair

ao ńıvel de extinção.

Os resultados mais interessantes observados foram ao considerarmos a entrada

de alimento no sistema de forma periódica. Esse caso é interessante porque podemos

pensar numa população cujo suprimento de alimento é feito periodicamente (obede-

cendo as estações do ano, por exemplo). Neste situação, mostramos que o modelo

(5.1) e (5.2) apresenta bifurcações de ciclos estáveis de peŕıodo 1, 2, 4 e 8 (veja o

diagrama da Figura 31), e entrando em regiões de comportamento caótico onde a

população exibe uma aparente seqüência aleatória de invasões súbitas seguidas por

estouros (veja Figuras 33). Em geral, percebemos que para valores grandes de λ, as

trajetórias temporais oscilam com o mesmo peŕıodo de F (t), e para pequenos valores

de λ, as trajetórias exibem peŕıodos baixos, ou mesmo indetectáveis, crescimento

populacional até que um limiar fosse superado, ocorrendo um desvio no trajeto espe-

rado, e seguido imediatamente de uma queda violenta ao um ńıvel mais baixo. Isto é

uma caracteŕıstica do comportamento aparente de muitas populações de bactérias e

invertebrados (gafanhotos, lagartas, etc). Contudo, os estouros peŕıodicos, normal-

mente não deixa a população retornar ao seu ńıvel mais baixo. Conseqüentemente,

seu ciclo não fecha sobre ele mesmo, sendo aperiódico, mas também podendo ser

quase “aperiódico”.
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Considerando κ no modelo (5.1) e (5.2), notamos que um valor de κ muito

pequeno (¿ 1) não afeta o comportamento do sistema. No entanto, para valores

grandes as trajetória mudam o periódo das oscilações por meio de bifurcações e,

para certos valores de λ, elas passavam do regime apeŕıodico para periódico, como

mostra a Figura 36.

Pretendemos estender o estudo do modelo apresentado no caṕıtulo 5 para

uma situação em que duas espécies competem pela mesma fonte de alimento, ou

seja, vamos discutir duas populações com densidades ρ1 e ρ2, e que se reproduzem

a mesma taxa (a priori), disputando o mesmo recurso, f . Dessa forma, vamos

tentar obter relações entre as espécies 1 e 2 que otimizam o sistema do ponto de

vista ecológico, e ver se existem padrões temporais que tenham alguma implicação

ecológica.

Posteriormente, vamos estender nosso estudo para dinâmica espaço-temporal

e, por conseguinte, tentar verificar a formação de padrões espaciais como cadeias

alimentares entre duas ou mais espécies, caos espacial e suas implicações ecológicas.

Poderemos, ainda, incluir nas equações termos de difusão-convecção, e rúıdo para

uma posśıvel análise estocástica. Sabemos que é um desafio complicado e por isso

pretendemos buscar colaboração com pessoas da área de biologia.
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APÊNDICE A -- Modelo Generalisado

de um Sistema

População-Recurso

Neste apêndice vamos discutir resumidamente o modelo de Gal-
lopin publicado em 1971 [3], mostrando as semelhanças com o
modelo apresentado no caṕıtulo 5. A teoria apresentada por ele
não se trata de um estudo detalhado da população, mas sim de
um estudo teórico de ecossistemas ou de cadeias alimenares.

A.1 Descrição do modelo

Hipóteses

1) O sistema consiste de uma população (ou, sob condições, todo um ńıvel

trófico) especiaislimitada apenas pelo fornecimento de uma única espécie de recurso.

2) O recurso entra no sistema a uma taxa f(t).

A população irá ingerir parte do recurso (ou todo). O recurso ingerido acaba

sendo transformada em biomassa, exceto aquela parte perdida por defecação ou

egestão antes de ser inteiramente metabolizada pelo organismo. Note que a energia

desta porção ingerida não é mais dispońıvel para reingestão, exceto se o recurso é

uma simples molécula inorgânica (por exemplo, fósfato). O restante do recurso assi-

milado sofre redução pela respiração; parte do recurso é destinado para manutenção
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da população. Mais uma vez, deve ser feita uma distinção entre recurso energético

e material. Para uma simples molécula inorgânica, o enunciado anterior não é ver-

dadeiro porque estas moléculas não respiram. Em alguns casos, os recursos serão

perdidos pela excreção e não pela respiração, ou pode ser perdidos por ambas.

Definição das variáveis do sistema

t → tempo,

f → taxa de inserção de recursos no sistema,

F → quantidade de alimento que entra no sistema,

c → taxa de ingestão (ou consum) de alimento pela população,

C → quantidade de comida ingerida pela população,

λ → taxa de perda da população = e + r + x + d,

e → taxa de egestão,

r → taxa de respiração do recurso,

x → taxa de excreção do recurso,

d → taxa de morte da população,

A → quantidade de recurso dispońıvel,

dM/dt → produtividade resultante ou taxa de crescimento da população,

M → quantidade de biomassa da população.

Note: Todas as variáveis são num tempo t. Por exemplo, M é o valor da

biomassa da população no instatnte t. Lembrando que no modelo do caṕıtulo 5 o

número de variáveis definidas foi bem menor. Lá, consideramos apenas densidades

de população e alimento, tornando-se desnecessário a discussão de como a população

assimilava o alimento.

3) A biomassa da população é distribúıda homogeneamente no espaço f́ısico.

Antes de escrevermos as equações que descrevem o modelo, é interessante

destacar algumas considerações feita pelo autor em relação as taxas de ingestão (c)
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e de perda (λ). Embora a taxa de ingestão instantânea em situações reais, e para

organismos complexos, deva depender do tempo diário, e os organismos tenham

peŕıodos de se alimentarem definido, a taxa de ingestão é considerada cont́ınua.

Além disso, a razão entre sua mudança e a mudança na comida dispońıvel será

proporcional á fome da população. Isto é, se a população está satisfeita, um aumento

na comida dispońıvel não aumentará a taxa de ingestão; mas se a população está

faminta, um aumento na comida dispońıvel produzirá um singnificante aumento na

taxa de ingestão. Por outro lado, o efeito na comida dispońıvel sobre a taxa de

ingetão dependerá de alguma maneira da massa total da população, porque espera-

se que quando a população seja grande, a interação entre seus membros modificará

o efeito da comida dispońıvel. Matemanticamente, isto pode ser expresso como:

∂c

∂A
= h(M) (aM − c) , (A.1)

sendo, a uma constante de dimensão [1/tempo]; h(M) é um coeficiente de propor-

cionalidade que depende da biomassa da população. O termo aM − c representa a

fome instantânea de toda a população. A hipótese do autor é que h(M) = α/M ,

sendo α uma constante com as mesmas dimensões de a. Portanto,

∂c

∂A
=

α

M
(aM − c) . (A.2)

A equação A.2 implica que para qualquer ńıvel de fome, um aumento em A tem

grande efeito sobre a taxa de ingestão quando M for menor do que quando M for

maior. Se integramos a A.2 em relação a A, obtemos

c = aM
(
1− e−αA/M

)
, (A.3)

sendo que em A = 0, a taxa de ingestão é nula.

Deve ser observado que, em particular, A = F − C; isto é, a quantidade de

comida dispońıvel é igual a quantidade que entra no sistema menos a quantidade in-

gerida. Outra relação é estabelecida entre a taxa de crescimento, a taxa de ingestão,

e a taxa de perda da população, da seguinte forma

dM

dt
= c− λ. (A.4)
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Esta afirmação é sempre verdadeira, e ela pode ser aplicada tanto nos estados es-

tacionário quanto nos transientes, pois isso trata-se de uma lei de conservação da

massa: a taxa de variação da massa da população é igual a taxa do que entra menos

a taxa do que sai.

Agora, considere λ = e + λ∗, sendo λ∗ = r + x + d. Em particular, λ∗ = kM ,

em que k é uma constante com a mesma dimensão de a. Portanto, da equação A.4,

c =
1

β

(
dM

dt
+ kM

)
. (A.5)
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Equações do Modelo

Tendo descrito a variáveis do modelo e estabelecido algumas relações essenciais, as

equações que descrevem o modelo de Gallopin são:

A = F (t)− C,

c = aM
(
1− e−αA/M

)
,

c =
1

β

(
dM

dt
+ kM

)
,

e

dM

dt
= βaM(1− k

β
a− e−αA/M), (A.6)

dM

dt
= f(t)− (1− e−αA/M) (A.7)

Estas duas equações têm um comportamento semelhantes àquelas estudadas no

caṕıtulo 5, lembrando que lá usamos densidade de população em vez de biomassa.
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APÊNDICE B -- Subrotina em

FORTRAN do método

de Runge Kutta de 4 e

5 ordem

subroutine odeint(ystart,nvar,x1,x2,eps,h1,hmin,nok,nbad,xrel)

c implicit double precision (a-h, o-z)

c Runge-Kutta driver with adaptive stepsize control

c from Numerical Recipes

c nvar: number of equations

c x1, x2: initial and final values of indep variable

c ystart: initial values

c eps: desired accuracy

c path: common block stores intermediate results

c h1: initial step size (guess)

c hmin: minimum allowed step size (can be zero)

c nok, nbad: number of good and bad (retried) steps

implicit double precision (a-h, o-z)

parameter (maxstp=10000000,nmax=10,two=2.d0,

> zero=0.d0,tiny=1.e-30)

common /path/ kmax,kount,dxsav,xp(200),yp(10,200)

dimension ystart(nvar),yscal(nmax),y(nmax),dydx(nmax)
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external derivs

x = x1

h = sign(h1,x2-x1)

c The function sign in Fortran is called the sign transfer function.

c It is a function of two variables, and its definition involves two cases:

c CASE 1: If y = 0 then sign(x,y) = abs(x)

c CASE 2: If y < 0 then sign(x,y) = -abs(x)

y0 = 0.

y1 = 0.

nok=0

nbad=0

kount=0

do i = 1, nvar

y(i) = ystart(i)

enddo

y2 = y(2)

if (kmax.gt.0) xsav = x - dxsav*two

do nstp = 1, maxstp

call derivs(x,y,dydx)

do i = 1, nvar

yscal(i) = abs(y(i))+abs(h*dydx(i))+tiny

enddo

! max e min da populacao

y0 = y1

y1 = y2
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y2 = y(2)

xs=x*0.01d0

if (y1.lt.y2.and.y1.lt.y0) then

ymn = y1

else if (y1.gt.y2.and.y1.gt.y0) then

ymx = y1

del = ymx - ymxr

if (ymn.gt.1.d-13) write (2,11) xs, ymn, ymx, del

ymxr = ymx

endif

if (kmax.gt.0) then

if (abs(x-xsav).gt.abs(dxsav)) then

if (kount.lt.kmax-1) then

xsav=x

t = 0.01d0*x

if (x.gt.xrel) then

write (1,11) t, (y(i), i = 1, nvar)

endif

if (x.ge.x2) then

return

endif

endif

endif

endif

if ((x+h-x2)*(x+h-x1).gt.zero) h=x2-x

call rkqc(y,dydx,nvar,x,h,eps,yscal,hdid,hnext,derivs)

if (hdid.eq.h) then

nok = nok + 1

else
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nbad = nbad + 1

endif

if ((x-x2)*(x2-x1).ge.zero) then

do i = 1, nvar

ystart(i) = y(i)

enddo

return

endif

if (abs(hnext).lt.hmin) pause ’stepsize smaller than minimum’

h = hnext

c write (1,*) x, h

enddo

c pause ’too many steps’

11 format (6(e12.6,3x))

return

end

subroutine rkqc(y,dydx,n,x,htry,eps,yscal,hdid,hnext,derivs)

c 5th order Runge-Kutta from Numerical Recipes

c monitoring of local truncation error to ensure accuracy

c and adjust step size

implicit double precision (a-h, o-z)

parameter (nmax=10,pgrow=-0.20,pshrink=-0.25,fcor=1./15.,

> one=1.d0,safety=0.9,errcon=6.e-4,hmax=.05)

external derivs

dimension y(n), dydx(n), yscal(n), ytemp(nmax), ysav(nmax),

> dysav(nmax)
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xsav = x

do i = 1, n

ysav(i) = y(i)

dysav(i) = dydx(i)

enddo

h = htry

1 hh = 0.5*h

call rk4(ysav,dysav,n,xsav,hh,ytemp,derivs)

x = xsav + hh

call derivs(x,ytemp,dydx)

call rk4(ytemp,dydx,n,x,hh,y,derivs)

x = xsav + h

if (x.eq.xsav) pause ’stepsize not significant in rkqc’

call rk4(ysav,dysav,n,xsav,h,ytemp,derivs)

errmax = 0.

do i = 1, n

ytemp(i) = y(i) - ytemp(i)

errmax = max(errmax,abs(ytemp(i)/yscal(i)))

enddo

errmax = errmax/eps

if (errmax.gt.one) then

h = safety*h*(errmax**pshrink)

go to 1

else

hdid = h

if (errmax.gt.errcon) then

hnext = safety*h*(errmax**pgrow)

else

hnext = 4.*h

endif

if (hnext.gt.hmax) hnext = hmax
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endif

do i = 1, n

y(i) = y(i) + ytemp(i)*fcor

enddo

return

end

subroutine rk4(y,dydx,n,x,h,yout,derivs)

implicit double precision (a-h, o-z)

parameter (nmax=10)

dimension y(n), dydx(n), yout(n), yt(nmax), dyt(nmax), dym(nmax)

hh = h*0.5d0

h6 = h/6.

xh = x + hh

do i = 1, n

yt(i) = y(i) + hh*dydx(i)

enddo

call derivs(xh,yt,dyt)

do i = 1, n

yt(i) = y(i) + hh*dyt(i)

enddo

call derivs(xh,yt,dym)

do i = 1, n

yt(i) = y(i) + h*dym(i)

dym(i)= dyt(i) + dym(i)

enddo

call derivs(x+h,yt,dyt)

do i = 1, n
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yout(i) = y(i) + h6*(dydx(i)+dyt(i)+2.*dym(i))

enddo

return

end

.
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