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Resumo

Propde-se, nesse trabalho, restringir (limitar) a dire¢do de busca do método do Gradient
Sampling, que significa adicionar uma restri¢do em caixa (Box Constraints) a cada problema
quadratico desse método. Chama-se de Gradient Sampling com Comprimento de Passo Li-
mitado o algoritmo proposto com essa alteragdo. Demonstra-se matematicamente que tal
acréscimo ndo altera a andlise de convergéncia para um ponto e-estaciondrio, ou, estaciond-
rio, do problema de otimizacao.

Ao final, testa-se o método proposto (Gradient Sampling com Comprimento de Passo
Limitado) ao problema de se determinar as condi¢des de equilibrio operacionais de sistemas
dindmicos de baixa complexidade, até 40 varidveis de estado. Escolheu-se, como exemplo
de sistemas dinamicos, os sistemas termo-pneumadticos para tal tarefa.



Abstract

In this Master Dissertation, it is proposed to restrict (limit) the search direction of the
Gradient Sampling method, which means to add a box constraint to each quadratic optimi-
zation sub-problem. It is called Gradient Sampling with Limited Step Length the algorithm
proposed with this change and mathematically demonstrated that this modification doesn’t
change the convergence analysis to an e-stationary, or, stationary, point of the optimization’s
problem.

Finally, this proposed method, Gradient Sampling with Limited Step Length, is tested for
a problem of finding the operational equilibrium condition of low complexity dynamic sys-
tems, with up to 40 states’ variables. As an example of dynamic systems, therm-pneumatic
systems have been chosen for this task.



Lista de Figuras

1.1
4.1

4.2

4.3

4.4

4.5

4.6

4.7

4.8

4.9

A.l
A2

Diagrama de Fase do Sistema Dinamico de Estrutura Variavel (1.1) . . . . .

Curva de Nivel do Problema Teste (4.2), destacando os pontos de minimo
locais e o ponto inicial (1,00, 0,36) de asterisco (*) vermelho. . . . . . . .
Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os pontos iniciais que conver-
gem para o ponto de minimo local (0, 0) em vermelho e, em azul, os pontos
que convergem para o ponto de minimo (1, 2) para o método do Gradient
Sampling, KNNgs = 0,460. . . . . . . .. ... . . . ...
Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os pontos iniciais que conver-
gem para o ponto de minimo local (0, 0) em vermelho e, em azul, os pontos
que convergem para o ponto de minimo (1, 2) para o método do Gradient
Sampling com Comprimento de Passo Limitado, K N Ngscpr = 0,915. . . .
Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os passos de iteragdes para o
método GS. . . . . L
Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os primeiros passos de iteracdes
para o método GS com Comprimento de Passo Limitado. . . . . . .. . ..
Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com todos os passos de iteracdes
para o método GS com Comprimento de Passo Limitado. . . . . . .. ...
Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os pontos iniciais que conver-
gem para o ponto de minimo local (0, 0) em vermelho e, em azul, os pontos
que convergem para o ponto de minimo (1, 2) para os métodos de Interior-
Point (KNNp = 0,675), Trust Region-Reflective (KN Ntgg = 0, 710),
SQOP (Sequential Quadratic Programming) (KN Nsqgp = 0, 740) e Active-
Set (KNNas =0,710). . . . . o o v oo e s e e e e
Sistema Termo-Pneumatico 1 - Constituido de 8 Volumes Adiabaticos, por-
tando 16 varidveis de estado, e 10 orificios Isentrépicos . . . . . . . .. ..
Sistema Termo-Pneumético 2 - Constituido de 19 Volumes Adiabéticos, por-
tando 38 varidveis de estado, e 23 orificios Isentrépicos . . . . . . ... ..

Diagrama de Fluxo de um sistema de Termo-Pneumatico simples . . . . . .
Representacdo do Fisica do Diagrama de Fluxo da figura A.1 . . . . . . ..

28

30

31

32

33

34



Vi

LISTA DE FIGURAS



Lista de Tabelas

4.1
4.2
4.3
4.4
4.5
4.6
4.7
4.8

4.9
4.10

C.1

C2

C3

C4

C5

C.6

C.7

C.38

C9

Valores Iniciais dos Parametros do Algoritmo 1. . . . . . .. ... ... .. 26
Valores Iniciais dos Parametros do Algoritmo 1 - Problema Benchmark . . 27
Método Gradient Sampling-Problema BenchMark (4.2) . . . . . . . . . .. 27
Método Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado - Pro-

blema BenchMark (4.2) . . . . . . . . . . e 29
Valores Iniciais dos Parametros do Algoritmo 1 - Sistema 1 . . . . . . . .. 38
Experimento Numérico - Sistema 1 . . . . . .. ... ... ... ..... 38
Valor das Varidveis de Estado em Regime Estaciondrio - Sistema 1 . . . . . 39
Valores Iniciais dos Parametros do Algoritmo 1 - Sistema2 . . . . ... .. 39
Experimento Numérico- Sistema 2. . . . . .. .. ... ... ....... 41
Valor das Varidveis de Estado em Regime Estaciondrio - Sistema?2 . . . . . 42

Mapeamento de Convergéncia utilizando a Fun¢ao Objetivo (4.8)-Sistema
Dinamico 1. Numero 1 - Convergéncia para o ponto de equilibrio operacio-
nal. Nimero 0 - Ndoconvergéncia. . . . . . . . .. . ... ... ...... 64
Mapeamento de Convergéncia utilizando o Software Trim (MatLab) - Sis-
tema Dindmico 1. Numero 1 - Convergéncia para o ponto de equilibrio ope-

racional. Nimero O - Nao convergéncia. . . . . . ... ... ... ..... 65
Varidveis de estado Iniciais para Comparacdo dos Algoritmos Numéricos -
Sistema Dindmico 1 . . . . . . . ... ... Lo o 66
Varidveis de estado Iniciais para Comparacdo dos Algoritmos Numéricos -
Sistema Dindmico 1 . . . . . . .. .. ... Lo o 67
Varidveis de estado Iniciais para Comparacdo dos Algoritmos Numéricos -
Sistema Dindmico 1 . . . . . . .. . ... oL oL o 68
Varidveis de estado Iniciais para Comparacdo dos Algoritmos Numéricos -
Sistema Dindmico 1 . . . . . . . . . . . ... .. .. e 69
Varidveis de estado Iniciais para Comparacdo dos Algoritmos Numéricos -
Sistema Dindmico 1. . . . . . . . .. ... o o 70
Significado dos nimeros na Coluna de Causa de Término do Algoritmo-
sistemadindmico 1 . . . .. ... ... . L e 71
Sitema Dinamico 1 - Método Interior Point (Pontos Interiores) - Sistema
Dindmico 1 . . . . . . . . e e 72

C.10 Sitema Dinamico 1 - Método Trust Region Reflective - Sistema Dindmico 1 73
C.11 Sitema Dinamico 1 - SQP (Sequential Quadratic Programming) - Sistema

Dinamico 1 . . . . . . . . 74

C.12 Sitema Dinamico 1 - Active - Set - Sistema Dinamicol . . . . .. . . . .. 75

vii



viii

LISTA DE TABELAS

C.13 Resultado Utilzando a Ferramenta TRIM (Interior-Point) - Sistema Dina-
mico l . . . .. e e e
C.14 Resultado Utilzando a Ferramenta TRIM (Interior-Point) - Sistema Dina-
mico 1 . . . . e e e e e
C.15 Resultado Utilzando a Ferramenta TRIM (Trust-Region-Reflective) - Sis-
tema Dindmico 1 . . . . . . . .. . L
C.16 Resultado Utilzando a Ferramenta TRIM (Trust-Region-Reflective) - Sis-
tema Dindmico 1 . . . . . . . .. ...
C.17 Resultado Utilzando a Ferramenta TRIM (Active-Set) - Sistema Dindmico 1
C.18 Resultado Utilzando a Ferramenta TRIM (Active-Set) - Sistema Dinamico 1
C.19 Resultado Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado - Sis-
tema Dindmico 1 . . . . . . . ... . e
C.20 Resultado Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado - Sis-
tema Dindmicol . . . . . . . ... .. ... e
C.21 Mapeamento de Convergéncia utilizando a Fungdo Objetivo (4.8) - Sistema
Dinamico 2. Nuimero 1 - Convergéncia para o ponto de equilibrio operacio-
nal. Nimero O - Naoconvergéncia. . . . . . . . . . .. .. ... .. .. ..
C.22 Mapeamento de Convergéncia utilizando o Software Trim (MatLab) - Sis-
tema Dindmico 2. Numero 1 - Convergéncia para o ponto de equilibrio ope-
racional. Nimero O - Nao convergéncia. . . . . . . .. ... ... .....
C.23 Variaveis de estado Iniciais para Comparacdo dos Algoritmos Numéricos -
Sistema Dindmico2 . . . . . . . . ... L e e
C.24 Significado dos nimeros na Coluna de Causa de Término do Algoritmo-
sistema dindmico 2 . . . . . ... e e e e e e e
C.25 Método Interior Point (Pontos Interiores) - Sistema Dindmico2 . . . . . . .
C.26 Sitema Dinamico 2 - Método Trust Region Reflective - Sistema Dinamico 2
C.27 SQP (Sequential Quadratic Programming) - Sistema Dindmico2 . . . . . .
C.28 Active - Set - Sistema Dindmico2 . . .. ... .. ... ... .......
C.29 Resultado Utilzando a Ferramenta TRIM (Interior-Point) - Sistema Dina-
MICO2 . . v i ot e e e e e e e e e e e e e e e e e e e
C.30 Resultado Utilzando a Ferramenta TRIM (Trust Region Reflective) - Sistema
Dindmico2 . . . . . . .. e
C.31 Resultado Utilzando a Ferramenta TRIM (Active Set) - Sistema Dindmico 2
C.32 Resultado Utilzando o Algoritmo GS com Comprimento de Passo Limitado
-Sistema Dindmico 2 . . . .. L L L e e

76
77
78
79
80
81
82

83

84

84

85

86
86
86
87
87

88

&9
90



Lista de Simbolos

Capitulo 2
R™ Espaco Euclidiano de dimensao finita n
Il Norma Euclidiana (||-]|,)
N Conjunto dos Numéros Naturais
C> Classe de funcdes em que a n-ésima derivada € continua para todon € N
ANB Conjunto A interse¢do com B
AUB Conjunto A unido com B
[, ] Segmento de reta que inclui os pontos extremos « e 3
B(z;e€) Bola fechada de centro x e raio e
conv D Fecho convexo do conjunto D

Proj(z, D) Projegdo ortogonal do ponto x € R" no conjunto D

Np(x) Cone Normal no ponto x em relagdo ao conjunto D

(x,y) Produto interno de x, y € R”

Vf(x) Gradiente da fungdo f no ponto x € R"

f(x;d) Derivada direcional de f na direcdo d € R™ avaliado no ponto x
Cr Classe de funcdes em que a p-ésima derivada € continua

fo(x; d) Derivada direcional generalizada de f em z na dir¢do d € R"
Of (x) Subdiferencial de f em z

13 Subgradient de f em x

K Conjunto compacto



LISTA DE SIMBOLOS

K Constante de Lipschitz
Qy Conjunto de medida zero dos pontos em R" ndo continuamente diferencidvel
c D Conjunto Fechado D - Unido entre o conjunto D e os pontos aderentes de D

0% f(z) e-subdiferencial de Goldstein

{yn} Sequéncia matemadtica
Capitulos 3 e 4
0% f(x) e-subdiferencial de Goldstein
f Func¢do f : R™ — R locamente Lipschitz continua
D Conjunto aberto e denso no R" onde f € continuamente diferencidvel
rim(x) Conjunto de m amostras no conjunto B(z;€) N D
G/ (z) Fecho convexo dos gradientes de f no conjunto I'/"™(z)

dist(x; D)  Distancia do ponto x € R™ ao conjunto D

Vf(x) Gradiente de f no ponto x € R"™

H Matriz simétrica, definida positiva e limitada
Lsn Matriz Identidade

n Coeficiente de Armijo

zk Iterando corrente

pktl Préximo iterando

v Restricdo de caixa

A Multiplicador de Lagrange

Ok Vetor de menor norma de G/ ()

{yn} Sequéncia matematica

limg inf y, Limite do infimo da sequéncia y,,



LISTA DE SIMBOLOS

ol Constante de Line Search

#() Cardinalidade do Conjunto Q

X1






Sumario

Agradecimentos

Resumo

Abstract

Lista de Figuras

Lista de Tabelas

Lista de Simbolos

1

2

Introducao

1.1 Determinacdo de Condi¢des Operacionais de Sistemas Dindmicos . . . . .
1.2 O método do Gradient Sampling . . . . . . . . .. .. ... ... ...,
1.3 Objetivosdo Trabalho . . . . . . . . .. ... ... ... ... .. .....
1.4 Estrutura da Dissertacdo de Mestrado . . . . . .. ... ... ... ....

Fundamentos Teéricos de Otimizacio

2.1 Otimizac@0 CONVEXa . . . . . . v v v v vt e e e e e e
2.1.1  Conjuntos Convexos . . . . . v v v v v v vt e e e e
2.1.2 Fungdes Convexas . . . . . . v v v v v i i et e e e

2.2 Otimizagdo NAO ConveXa . . . . . v v v v v v e e e e e e e e e

23 ResumodoCapitulo . . ... ... ... .. .. .. ..

O método do Gradient Sampling (GS) com Comprimento de Passo Limitado
3.1 Descricdodo Algoritmo GS . . . . . . . . ... .. L
3.1.1 Construgdo dos Conjuntos do MétodoGS . . . . .. ... ... ..
3.1.2 Direcdo de Descidado MétodoGS . . . . . .. ... ... .....
3.1.3 Calculo do passo de busca (Line Search) . . . . . . ... ... ...
3.14 OPréximo Iterando (21 . . . . . ..
3.2 Direcdo de Busca Restrita a uma Caixa (Box Constraint) . . . . . .. ...
3.3 Meétodo GS com Comprimento de Passo Limitado . . . . . ... ... ...
3.3.1 Algoritmo GS com Comprimento de Passo Limitado . . . . .. ..
34 Andlisede Convergéncia . . . . . . . . .. ..o
35 ResumodoCapitulo . ... ... ... ... . ... ... ... .

iii

iv

viii

ix

W W N =

O N O\



xiv SUMARIO

4 Resultados Numéricos 25
4.1 Problema Benchmark . . . . . . .. .. ... ... 26
4.2 Determinacao de Condi¢des Operacionais de Sistemas Termo - Pneumdticos 30

4.2.1 Varidveisde Otimizagao T . . . . . . . . . o vt et e 32
4.2.2  Funcdo Objetivo (Custo) f . . . . . . . ... o i 35
4.2.3 Defini¢do da Restricdode Caixav . . . . . .. ... ... .. ... 36
424 Sistema Termo - Pneumdtico 1 . . . . .. ... ... ........ 37
4.2.5 Sistema Termo-Pneumdtico2 . . ... ... ... ... ...... 38
43 ResumodoCapitulo . ... ... .. ... ... o 41

5 Conclusoes 43
5.1 Propostas de Continuidade . . . . . ... ... ... ... ... ..., 44

Referéncias Bibliograficas 45

A Fundamentos Teoricos em Fisica e Matematica de Sistemas Dinamicos Termo-

Pneumaticos 47
A.1 Sistemas Termo-Pneumaticos . . . . . . . . . . . . ... . ... ... 47
A.1.1 Orificios Isentrépicos . . . . . . . . . . . . i 47
A.1.2 Reservatorio Adiabatico . . . . .. .. . .. ... . ... ... 51

A.2 Entradas e SaidasdosBlocos . . . . .. ... ... ... ... .. ..., 52
A2.1 BlocoOrificio . ... ... ... . . . ... . . .. 52
A22 BlocoReservatorio . . . . . . . . . . ... . e 53

A.3 Condig¢des de Equilibrio de Sistemas Dindmicos . . . . . . ... ... ... 54
B Demonstracoes do Capitulo 3 57
B.1 Demonstracdo 1 . . . .. .. ... .. . . .. . 57
B.2 Demonstracdo 2 . . . . . . . ... e e 58
B.3 Demonstracdo 3 . . . . . . . .. e 59

C Tabelas de Resultados 63



Capitulo 1

Introducao

1.1 Determinacao de Condicoes Operacionais de Sistemas
Dinamicos

Com o avanco dos métodos numéricos, hardwares computacionais e da modelagem matema-
tica de sistemas dinamicos, tem-se tornado possivel a constru¢do de sistemas complexos (no
sentido de serem formados por um nimero substancial de subsistemas, envolvendo centenas
ou milhares de varidveis) em ambiente completamente virtual.

Um exemplo, contextualizando o que foi exposto, é a possibilidade de se representar
uma aeronave completa por meio de equacdes algébricas e diferenciais associadas aos seus
subsistemas, em um ambiente de simulacdo apropriado; e.g. MATLAB/Simulink; a fim de se
determinar automaticamente possiveis condi¢cdes de falha, por meio de algoritmos desenvol-
vidos para esse fim.

Entretanto, uma vez que os vdrios subsistemas sdo representados por um conjunto ex-
pressivo de equagdes algébrico-diferenciais, contendo um conjunto também expressivo de
varidveis, o que ocorre na pratica € uma grande dificuldade em simular tais subsistemas a
partir de condi¢des iniciais correspondentes as condicdes operacionais de interesse. Isso se
deve a complexidade da tarefa de se encontrar, dentre as muitas varidveis presentes na re-
presentacdo do comportamento do subsistema, um conjunto vdlido que corresponda a uma
condicdo operacional de equilibrio. A titulo de exemplo, se em um subsistema de uma aero-
nave contendo 100 variaveis de estado, 10 entradas e 20 saidas, arbitra-se os valores de todas
as saidas, e de alguns estados, como sendo a especificacio de uma condicdo operacional
de interesse, € preciso ainda determinar todas as demais varidveis de forma que as deriva-
das temporais de todas as varidveis de estado em tempo continuo sejam nulas, configurando
assim uma condig¢do de equilibrio dinamico.

Nesse contexto, o problema abordado nesta dissertacdo de mestrado é o de aplica-
cdo de um método de otimizagao irrestrito (Gradient Sampling com Comprimento de Passo
Limitado) que pode ser usado para se determinar automaticamente condi¢des de equilibrio
vdlidas (todos os valores das varidveis de estado, entradas e saidas), correspondentes a condi-
cOes operacionais de interesse, para sistemas dinamicos de ordem relativamente baixa (me-
nos de 40 varidveis de estado), e que representem, em alguma medida, casos tipicamente
encontrados em sistemas/subsistemas da aeronave.

Salienta-se que, embora em programas de cédlculo numérico bem conhecidos, como
MATLAB/Simulink, ja existam ferramentas para se tentar encontrar condi¢des de equilibrio

1



2 CAPITULO 1. INTRODUCAO

para sistemas representados em diagramas de simulacdo, tais ferramentas t€ém se mostrado
ineficazes na pratica para subsistemas que apresentam certas caracteristicas matemadticas, e.g.
sistemas dindmicos de estrutura variavel ( , ), comumente usados na industria ae-
ronéutica e que sdo caracterizados por possuirem descontinuidades, em relagdo as varidveis
de estado, nas funcdes que descrevem o comportamento dindmico do sistema, resultando
na nao diferenciabilidade dessas funcdes em relagcdo a essas varidveis de estado. Provavel-
mente, isso se deve ao fato de ndo serem essas ferramentas especializadas, i.e. de terem sido
concebidas para tais casos.

1.2 O método do Gradient Sampling

Ao definir o problema de se encontrar as condi¢des operacionais de sistemas dindmicos como
um problema de otimizag¢do, cujo objetivo € zerar as derivadas temporais de todas as varia-
veis de estado, € analisada a estrutura de projeto dos modelos matematicos que representam
os subsistemas/sistemas da aeronave. Estes sdo concebidos via método de modelagem caixa
branca, utilizando as leis fisico/quimicas do processo (processo fenomenoldgico), para obter
as equagdes algébrico/diferenciais que descrevem o seu comportamento dinamico. Assim
sendo, deve-se levantar as caracteristicas matemaéticas dessas equagdes, como: continuidade,
linearidade/ndo-linearidade, diferenciabilidade de primeira, segunda ordem, etc. Tais infor-
macoes sdo importantes para a escolha do método de otimizagao.

Ao fim desse processo de andlise dos modelos, verifica-se que grande parte dos mode-
los construidos sdo classificados como modelos de estrutura variavel ( , ), portanto
nao-lineares, com presenca de funcdes ndo-diferencidveis e ndo-convexas. Isso determina
que o método de otimizagao escolhido deve ser capaz de lidar com uma funcao objetivo:

¢ ndo linear;
¢ nao diferenciavel;
* nao convexa.

Através dessas caracteristicas, escolheu-se o método do Gradient Sampling ( ,
) como base para a proposta de um novo método, Gradient Sampling com Comprimento
de Passo Limitado, para solucionar o problema descrito na Secao 1.1.
A titulo de exemplo, considera-se o sistema dinamico descrito através da representagcao
em espaco de estados (apéndice A.3):

2.71 = 3332 — $1Sigﬂ<l’% —+ .1]11‘2),
Z.UQ = —0, 7371 — 4$15igl’l(l’% + xlfl,’g),

(1.1)

onde, sign(y) é a fungdo que retorna 1 se y > 0, —1se y < 0 e 0 se y = 0. Logo, um sistema
dindmico de estrutura varidvel, onde a fronteira que separa as regides com diferentes dina-
micas tornam-se atratoras, como pode ser visto no diagrama de fase da figura 1.1, fazendo
com que os estados dinAmicos ao atingirem essa superficie fiquem presos a ela, comporta-
mento conhecido como sliding modes, € ndo alcancem a condi¢do de equilibrio do sistema
dindmico.

Métodos de otimizagdo suave podem ndo convergir para as condi¢des de equilibrio
operacionais dos sistemas de estrutura varidvel, sendo necessario o estudo de outros métodos
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Figura 1.1: Diagrama de Fase do Sistema Dindmico de Estrutura Varidvel (1.1)

de otimizagdo, como os métodos que utilizam o subdiferencial ao invés do gradiente, e.g.
Gradient Sampling.

1.3 Objetivos do Trabalho

Este trabalho tem como objetivos:

* empregar o método de otimizagdo proposto, o Gradient Sampling com Comprimento
de Passo Limitado, a fim de encontrar os pontos de equilibrio operacionais de sistemas
dindmicos de ordem relativamente baixa (até 40 varidveis de estado), como exemplo:
utilizou-se o sistema Termo-Pneumadtico descrito no apéndice A;

* desenvolver conhecimentos s6lidos em Andlise Real, Andlise no espaco R”, Andlise
Convexa, Andlise Nao-Diferencidvel, Medida e Integracdo para realizar as adaptacdes
e modificagcdes necessarias para a andlise de convergéncia e a correta configuracdo dos
parametros do Algoritmo 1, fundamentais para o sucesso do primeiro objetivo.

1.4 Estrutura da Dissertacao de Mestrado

O trabalho € organizado em cinco capitulos, sendo este uma introdug@o ao tema da dis-
sertacdo de mestrado. O Capitulo 2 apresenta uma revisdo tedrica sobre os fundamentos
de otimizagdo convexa e ndo-convexa para o caso de funcdo objetivo diferencidvel e nao-
diferencidvel. Retrata as principais definicdes, lemas, proposicdes e teoremas que sao alicer-
ces tedricos para o método do Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado.
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O Capitulo 3 descreve o método proposto, enfatizando todas as etapas principais do
seu desenvolvimento, que culmina no Algoritmo 1, produto final desse trabalho. Ao final do
capitulo, realiza-se a demonstracdo de convergéncia do método desenvolvido na Secdo 3.4.

O Capitulo 4 inicia-se apresentando a comparacdo do método base, Gradient Sam-
pling, com o método pretendido, Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado,
em um problema benchmark a fim de evidenciar as vantagens deste método sobre aquele.
Na secdo 4.2 é formulado e resolvido o problema de se determinar as condi¢cdes de equili-
brio operacionais de sistemas dinadmicos, em particular, de dois sistemas termo-pneumaticos
(descritos no apéndice A) de complexidades diferentes: o primeiro sistema com 18 varidveis
de estado e o segundo sistema termo-pneumatico com 38. Em todas as se¢des, confronta-
se os resultados do método sugerido com os métodos: Pontos Interiores (Interior Point);
Regido de Confianca (Trust Region) e Programacao Sequencial Quadratica (SQP-Sequential
Quadratic Programming); ja consolidados na literatura de programacgao nao-linear.

Por ultimo, no Capitulo 5, sdo apresentadas as conclusdes do trabalho e as propostas
de continuidade. Tais propostas tem por objetivo sanar algumas desvantagens do método
base, o Gradient Sampling.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos de Otimizacao

Esse capitulo tem como objetivo abordar as principais defini¢des, lemas, proposicdes e te-
oremas matematicos que sao a base tedrica do método do Gradient Sampling ( ,

). A partir dessa parte do texto, serd utilizado o acronimo GS para fazer referéncia ao
método do Gradient Samplig.

Inicia-se o capitulo recordando alguns fundamentos elementares da teoria de otimiza-
cdo, que serdo utilizados nas duas secdes seguintes. Na primeira se¢do, sdo abordados os
fundamentos da anélise convexa e, na Secao 2.2, a andlise ndo-convexa.

O problema de otimizagao consiste basicamente em identificar num conjunto D C R"
o(s) ponto(s) que faz(em) uma func¢do f : R” — R atingir o seu maximo, ou, minimo.
Atenta-se que nada foi dito sobre a estrutura (topologia) do conjunto vidvel D tdo pouco
quanto a funcdo f. Entretanto, é sabido que o mapeamento f ocorre entre espacos Eucli-
dianos (espago vetorial real de dimensao finita, onde estd definido um produto interno), R"
e R, caracterizando um problema mono-objetivo (dimensdao do contradominio igual a um).
Portanto, um problema de otimizacao, para o caso de minimizacao, pode ser escrito como:

min f(z) sujeitoa(s.t.)z € D, 2.1

abrangendo, conforme a estrutura dos termos que compdem o problema, os seguintes ramos:

otimizacao discreta, se o conjunto D € discreto;
* otimizagdo irrestrita, se o conjunto D = R";
* otimizagdo restrita, se o conjunto D C R" estd contido estritamente em R";

* otimizagao suave (Smooth Optimization), se f € C*, ouseja, f € CP paratodo p € N,
em que C? é o conjunto das funcdes f no qual as derivadas de ordem p existem e sdo
continuas em todos os pontos do dominio D;

* otimizagao ndo-suave (Nonsmooth Optimization), onde exige apenas que f seja conti-
nua.

Outras areas de pesquisa da teoria de otimizacdo surgem do problema (2.1), contudo, este
trabalho adentra o campo da Otimizacao Nao-Suave (NoonSmooth Optimization), apresen-
tando os principais conceitos e teoremas que regem um dos métodos para solucdo desse tipo
de problema, o Gradient Sampling. ( , )
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Definicao 2.0.1 (Minimizador). Um pontox € D é

1. minimizador global de (2.1), se

f(@) < f(x) Ya eD; 2.2)

2. minimizador local de (2.1), se existe uma vizinhanca U de T tal que

f@) < f(z) YVeeDNU, (2.3)

Realizada uma breve introdugao sobre esse capitulo, sdo aprofundados os conhecimen-
tos sobre otimizagdo convexa e nao-convexa.

2.1 Otimizacao Convexa

A hipétese de convexidade desempenha um papel fundamental na teoria de Otimizagdo, uma
vez que as condi¢des necessdrias de otimalidade ( , ) passam a ser
suficientes, i.e. todo ponto estaciondrio ( , ) € solugdo global do
problema (2.1). Portanto, define-se a otimiza¢do convexa como:

Definicao 2.1.1 (Otimizacdo Convexa). O problema de otimizagdo (2.1) é convexo, quando
o conjunto vidvel D C R"™ é convexo e a funcdo f : R™ — R ¢é convexa no conjunto D.

Uma consequéncia direta dessa defini¢do de otimizacdo convexa é que f é continua
nos pontos interiores ( , ) de D, especificamente, se D = R" entdo f € conti-
nua. Contudo, ha duas nomeclaturas que sdo alicerces para a defini¢cdo acima: Conjuntos
Convexos e Fun¢des Convexas; sendo tratadas separadamente em subsegdes.

2.1.1 Conjuntos Convexos

Um conjunto convexo € caracterizado por conter todo o segmento de reta que conecta quais-
quer dois pontos desse conjunto. Portanto:

Definic¢ao 2.1.2 (Conjunto Convexo). Um conjunto D C R" é dito ser um conjunto convexo
se para quaisquer x € D, y € D e « € |0, 1], tem-se que ax + (1 — a)y € D. O ponto
azr + (1 — a)y, onde o € [0, 1], se chama a combinagcdo convexa de x e y (com pardmetro
).

Exemplos de conjunto convexos sdo: o espaco R"; o conjunto vazio, umabola B(.; €) C
R"™ centrada em qualquer ponto do espago R" com raio € > 0.

O termo combinagdo convexa, apesar de estar relacionado a apenas dois pontos do
conjunto D na defini¢do anterior, pode ser estendido a mais pontos desse conjunto. Dessa
forma, define-se:

Defini¢ao 2.1.3 (Combinagio Convexa de Pontos). Dados x* € R", ; € [0,1],i = 1,...,m,
tais que 221 a; = 1. O ponto 221 a;x' chama-se a combinagdo convexa de pontos "
com pardmetros o;, 1 =1, ..., m.
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E relaciona-se as duas defini¢des 2.1.2 e 2.1.3 por meio do seguinte teorema:

Teorema 2.1.4. Um conjunto D C R" ¢é convexo se, e somente se, para quaisquer m € N,
' €Dea; €10,1],i=1,...,m, taisque y ;" , &; = 1, a combinagdo convexay ;- | a;x" €

D.
Demonstragdo. Em ( , ), paginas 85 e 86. U

Entretanto, uma divida para fins praticos surge nesse momento: quantos pontos (1)
s@0 necessdrios para descrever qualquer ponto do conjunto convexo D. E para fins computa-
cionais, podendo citar ganho de perfomance, qual o menor valor de m que permite realizar
tal tarefa com sucesso. A vista disso, é enunciado o teorema de Carathéodory, que diz serem
necessarios n + 1 pontos de D, onde n € a dimensdo do dominio do problema (2.1), para
descrever quaisquer de seus pontos.

Teorema 2.1.5 (Teorema de Carathéodory). Seja v € R"™ uma combinagdo convexa de pon-
tos do conjunto D C R". Entdo, existem x* € Dea; € Ry, i = 1,....,n + 1, tais que
x ="l Sy = 1. Se D é convexo entdo x € D.

Demonstragdo. Em ( , ), paginas 87 a 90. Ja se D € convexo
aplica-se o teorema anterior 2.1.4. [

Como essa se¢do destina-se a enunciar as principais defini¢des e teoremas que susten-
tam teoricamente o método do Gradient Sampling, ha necessidade na Secao 3.1.1 de contruir
conjuntos convexos a partir de um nimero finito de pontos. A ideia é basicamente oposta
ao teorema de Carathéodory, pois sabe-se quais sdo os pontos geradores e necessita-se saber
quais sdo os pontos gerados a partir da combinacdo convexa desses pontos. Sendo mais for-
mal, estender-se-a essa ideia para qualquer conjunto G C R", ndo necessitando que ele seja
finito, por meio da seguinte defini¢do.

Definicao 2.1.6 (Fecho Convexo). Seja G C R™ um conjunto qualquer. O fecho convexo de
G, denotado conv G, é o menor conjunto convexo em R™ que contém G (ou, equivalente-
mente, a intersecdo de todos os conjuntos convexos em R™ que contém G).

Nota-se que o fecho convexo de G € o conjunto de todas as combinagdes convexas de
pontos de G (( , ), pagina 90).
Da seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.1.7 (Conjunto Limitado e Fechado). Se G C R" é um conjunto compacto,
entdo conv G é compacto;

tem-se que, sendo G um conjunto finito de pontos, portanto compacto ( , ), implica
no conv G ser compacto.

Essa proposi¢do 2.1.7, atribui ao conjunto conv G propriedades importantes, como:
convexidade e compacidade; indispensdveis para a descricdo do método proposto no Capi-
tulo 3 (Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado). Por exemplo, definindo
o operador projegdo ortogonal (Proj(z, K)) como o(s) elemento(s) de K mais préximos de
x € R", ou seja:

K € Proj(z,K) = [[k* — z|| < ||k — z||, Vk € K; (2.4)
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quando K é compacto e convexo o operador projecdo estd bem definido (existe uma projecao
para qualquer ponto x € R"™ ao conjunto K) e, pela convexidade, esta projecdo € tinica. E o
que diz o seguinte teorema:

Teorema 2.1.8 (Teorema da Projecdo). Seja IC C R™ um conjunto convexo e fechado. Entdo,
Vx € R", a projecdo de x sobre K, denotada por Proj(x,K), existe e é tinica. Além disso,
kY = Proj(z,K) se, e somente se,

ek, -k k-kY<0Vkek. (2.5)

Demonstracdo. Em ( , ), paginas 105 e 106. O]

O Teorema da projecdo € utilizado diretamente para a demonstracdo do lema técnico
3.4.1, utilizado para a prova de convergéncia do método GS e GS com Comprimento de
Passo Limitado.

A seguir sdo enunciados dois teoremas importantes sobre conjuntos convexos, que
dizem existir um hiperplano separando os conjuntos convexos D; e Dy € R", caso sejam
disjuntos.

Teorema 2.1.9 (Teorema de Separagdo). Sejam Dy C R™ e Dy C R" conjuntos convexos
ndo-vazios tais que Dy N Dy = (). Entdo existem a € R"\{0} e ¢ € R tais que

{a,z") < c<{a,z®) V' €Dy, Va* €Dy, (2.6)
Demonstragdo. Em ( , ), paginas 115 e 116. [l

Teorema 2.1.10 (Teorema de Separacdo Estrita). Sejam D; C R"™ e Dy C R" conjuntos
convexos, fechados e ndo-vazios. Suponhamos que um deles também seja limitado (logo,
compacto). Entdo Dy N Dy = ) se, e somente se, existem a € R"\{0} e ¢ € R tais que

{a,z") < c < (a,2*) Va' € Dy, Va* €D, (2.7)
Demonstragdo. Em ( , ), paginas 116 a 118. [l

Apresentados os principais topicos de conjuntos convexos, ja € possivel apresentar
alguns teoremas para o problema (2.1), fazendo algumas consideragdes sobre a estrutura da
funcdo f e mantendo o conjunto D convexo. Antes disso, € apresentada a defini¢do para
Cone Normal:

Definicao 2.1.11 (Cone Normal). Sejam G C R™ um conjunto convexo e g € G. O cone
normal (cone de direcoes normais) no ponto g em relagcdo ao conjunto G é dado por

Ng(@) ={w eR" | (w,g—7) <0 Ygecg} (2.8)
Teorema 2.1.12 (Condicdo Necessaria de Primeira Ordem). Sejam G C R™ um conjunto
convexo e compacto e f : R" — R uma funcdo diferencidvel ( , ) no pontoq € G,

minimizador local de f no conjunto G, entdo

(Vf(©@),9—9) >0 Vgeg, (2.9)

ou, equivalentemente,

— Vf(g) € Ng(9)- (2.10)
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Demonstracdo. Em ( , ), paginas 76 e 77. O]

O teorema 2.1.12 € utilizado para provar que a estratégia de busca em linha (Line
Search 3.1.3), utilizada no método do Gradient Sampling, atende a condicdo de Armijo

( ; )-

2.1.2 Funcgoes Convexas

Para finalizar a breve exposicao sobre a teoria de otimizagdo convexa, € necessario falar
sobre as fungdes convexas.

Definicao 2.1.13 (Funcdo Convexa). Uma funcdo f : D — R, onde D C R" é um conjunto
convexo, é dita ser convexa em D quando dados dois pontos quaisquer, v € D ey € D, e
a € [0,1], tem-se:

flaz + (1 —a)y) < af(z) +(1—a)f(y). (2.11)

Ou, equivalentemente, o epigrado dessa fungdo E; ( , ) € um con-
junto convexo em R" x R = R+,

Por consequéncia, define-se a fun¢do concava no conjunto convexo [, como:

Definicao 2.1.14 (Funcdo Concava). Se D C R" é um conjunto convexo, dizemos que | :
D — R é uma funcdo céncava em D, quando a fungdo (—f) é convexa em D.

A seguir € apresentado um teorema que diz que todo problema de otimizacdo (2.1)
convexo, em que o conjunto viavel D é convexo e aberto, tem a fun¢io objetivo f continua.

Teorema 2.1.15 (Continuidade de Funcdes Convexas). Sejam D C R"™ um conjunto convexo
e aberto e f : R" — R uma fungdo convexa. Entdo f é localmente Lipschitz-continua em
D. Em particular, f é continua em D.

Demonstragcdo. Em ( , ), paginas 148 a 151. O]

O teorema 2.1.15 € base importante para a Otimizacdo Convexa Nao Diferencidvel
( , ), ( , ), onde o gradiente de f ndo estd definido em todos os
pontos do dominio D (convexo). Entretanto, a derivada direcional de f na direcdo d € R"”
avaliada no ponto x € D, f'(z; d), estd definida como:

o) — tn L) 1)

i ; (2.12)

Por fim, € descrito o teorema da minimizagdo convexa, onde a condi¢do no teorema
2.1.12 passa a ser uma condicao suficiente, ou seja, se atendida, o ponto € um minimizador
global de f em D.

Teorema 2.1.16 (Teorema de Minimizacdo Convexa). Sejam D C R"™ um conjunto convexo
e [ : D — R uma fungdo convexa em D (2.1.13). Entdo, todo minimizador local em um
problema de minimizagcdo convexo é global. Além disso, o conjunto de minimizadores é
convexo.

Se f € estritamente convexa (considera-se apenas a desigualdade estrita na equagdo (2.11)),
o minimizador é unico.

Demonstragdo. Em ( , ), paginas 79 e 80. [
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2.2 Otimizacao Nao Convexa

Inicia-se essa se¢do com as seguintes definigdes:

Definicao 2.2.1 (Fun¢do Lipschitz Continua). Seja f : X — R" uma funcdo definida em
X C R™. A fungdo f é Lipschitz continua em X se existir uma constante K > 0 tal que:

1F(y) = f@)l < Klly —=l, Va,yeX. (2.13)

A constante K é chamada de constante de Lipschitz.

Definicao 2.2.2 (Funcdo Localmente Lipschitz Continua). Seja f : X — R" uma funcdo
definida em X C R™. f é localmente Lipschitz continua em X se Vx € X, existir uma
vizinhanga U, de x, tal que f|y, (f restrita a U,) é uma fun¢do Lipschitz continua em U,
2.2.1. Ou seja,

K, > 01al que |[f(y) = f()|| < Kally =2, vy, 2 € Us. (2.14)

A otimizacdo tratada nessa sec¢do para o problema (2.1) impde que:

* D = R" (conjunto convexo);

e f:R" — R um fungdo localmente Lipschitz continua 2.2.2.

Nao se admite, ou, ndo se pode inferir, a partir das consideracdes acima que a func¢do f do
problema (2.1) seja:

e convexa;
e diferenciavel;

e de classe C? para p > 1, inclusive com p = o0;

apesar da teoria mostrada nessa se¢o ser aplicavel a esses tipos de estruturas para f.

Por esse motivo, a forma geral do problema (2.1) abrange problemas de otimizagao
nao-convexos e ndo-diferencidveis, os quais requerem novos conceitos para a sua analise.
Por exemplo, no problema em que f € diferencidvel, para o decréscimo dessa funcdo a
partir de um ponto x € R", basta tomar a direcio de descida ( , )
igual ao sentido oposto do gradiente de f(z), ou seja, —V f(x), e procurar o ponto em que
f(x —aVf(z)) < f(z). Para o caso ndo-diferencidvel, V f(z) ndo estd definido, sendo
necessdrio aplicar o conceito de derivada direcional generalizada e subdiferencial.

Definicao 2.2.3 ( Clarke - Derivada Direcional Generalizada). Seja f : R" — R uma funcdo
localmente Lipschitz continua no ponto v € R"™. A derivada direcional generalizada de f
em x na dire¢cdo d € R" ¢é definida por

f°(z;d) = limsup fly +td) = f(y)

y—x,t]0 t

(2.15)
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Definicao 2.2.4 (Clarke-Subdiferencial). Seja f : R — R uma funcdo localmente Lipschitz
continua no ponto x € R™. Entdo o subdiferencial de f em x é o conjunto Of(x) de vetores
& € R" de modo que

Of(x) = {€ €R"| f(x;d) > €"d Vd e R, (2.16)
Cada vetor ¢ € Of (x) é chamado subgradiente de f em .

A seguir sao apresentados os principais teoremas da anédlise ndo-convexa e ndo-diferencidvel
que sdo utilizados para prova de convergéncia do método do Gradient Sampling ( ,

) € do método proposto Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado. O
teorema 2.2.5 diz que |f°(x;d)| é limitado pela constante de Lipschitz K e ||d||. Conse-
quentemente, o conjunto Jf(x) também serd limitado. A importancia de se ter o subdife-
rencial limitado é ser possivel obter os subgradientes (£ € 0f(x)) numericamente, além de
|f(z + &)| < oo, ou seja, limitado.

Teorema 2.2.5. Seja f localmente Lipschitz continua no ponto x com a constante K (cons-
tante de Lipschitz). Entdo a fun¢do d — f°(x;d) é positivamente homogénea e subaditiva
em R", com

|f(z; d)| < KJ|d]]. (2.17)
Demonstracdo. Em ( , ), paginas 62 e 63. O]

Teorema 2.2.6. Seja f : R" — R uma funcdo localmente Lipschitz continua no ponto
x € R™ com a constante de Lipschitz; K. Entdo o subdiferencial Of(x) é um conjunto
ndo-vazio, convexo e compacto de modo que

8f(z) C B(0; K), (2.18)

onde B(0; K) é uma bola com centro na origem 0 € R", do espaco Euclidiano, e raio K,
ou seja:

B(0;K)={z eR"| |z - 0| < K}. (2.19)
Demonstragdo. Em ( , ), paginas 64 e 66. 0

O teorema 2.2.7 trata a derivada direcional generalizada por uma fung¢ao suporte ( ,
) do conjunto Jf (), ja que este é, pelo teorema anterior (2.2.6), um conjunto compacto
€ convexo.

Teorema 2.2.7. Seja f : R" — R uma funcdo localmente Lipschitz continua no ponto
z € R", entdo

fo(x;d) = max{€"d | ¢ € Of(x)}, Vd € R". (2.20)
Demonstracdo. Em ( , ), pagina 66. [

Como abordado anteriormente, a teoria desenvolvida pela andlise ndo-diferencidvel
ndo pode invalidar a anédlise diferencidvel. Pelo contrério, esta deve ser um caso especifico
daquela, como tratado no seguinte teorema.
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Teorema 2.2.8. Se f ¢ continuamente diferencidvel no ponto x, entdo:

of (x) ={vf(x)}. (2.21)
Demonstracdo. Em ( , ), paginas 67 e 68. O]

Teorema 2.2.9. Seja f : R" — R uma funcdo localmente Lipschitz continua no ponto
xz € R" entdo

Of (x) = com{€ € R" | I{x;} CR"\ Qy tal que {x;} = v e Vf(z;) =&} (2.22)
onde §2; é um conjunto de medida zero ( , ) dos pontos em R" ndo diferencidveis.

Demonstragdo. Em ( , ), paginas 71 e 72. 0

O teorema 2.2.9 retrata o subdiferencial de f no ponto x como o fecho convexo dos
subgradientes, que sdo obtidos como limites das (V f(z;)) quando z; — .

A proxima defini¢do (2.2.10) € importante do ponto de vista computacional, pois per-
mite obter uma aproximagao do conjunto Jf(x) a partir da vizinhanca de x. Utiliza-se essa
defini¢do, juntamente com as propriedades do teorema 2.2.11 para provar a convergéncia do
método do Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado, a fim de atender ao
teorema 2.2.15.

Definicao 2.2.10 (Diferencial de Goldstein). Seja f : R" — R uma fungdo localmente
Lipschitz continua no ponto x € R" e € > 0. Entdo o e-subdiferencial de Goldstein é o
conjunto:

0 f(x) = clconv {0f (y)|y € Blw;€)}; (2.23)

onde cl D é o conjunto dos pontos aderentes ( , ) ao conjunto D.

Teorema 2.2.11. Seja f : R" — R uma funcdo localmente Lipschitz continua no ponto
x € R™ com a constante de Lipschitz K. Entdo

1. 0§ f(x) = 0f(x)
2. Se ey < ey, entdo 9 f(x) C 0% f(x)
3. 9% f(x) é um conjunto ndo-vazio, convexo e compacto de modo que 9 f(x) C B(0; K).
Demonstracdo. Em ( , ), pagina 74. [
Como no teorema 2.2.9, pode-se obter o conjunto 8€G f(z), como:

Teorema 2.2.12. Seja f : R — R uma funcdo localmente Lipschitz continua no ponto
z € R". Entdo,

I f(x) = cl cowv{€ € R | 3 {y;} C R"\Qs tal que y; — y, Vf(y) = Eey € B(w;e)}.
(2.24)

Demonstracdo. Em ( , ), pagina 74. [

Uma consequéncia direta da definicao 2.2.10 € o seguinte resultado.
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Teorema 2.2.13. Seja f : R" — R uma funcdo localmente Lipschitz continua no ponto
x € R". Entdo, para qualquer £ > 0, tem-se

Of(y) C O f(x) ¥y € Bxse). (2.25)
Demonstracdo. Em ( , ), pagina 75. O]
O teorema do valor médio para o caso nao diferencidvel é:

Teorema 2.2.14 (Teorema do Valor Médio). Seja x,y € R" de modo que x # vy, dada a
fungdo f : R™ — R localmente Lipschitz continua em um conjunto aberto U C R", tal que
o segmento de linha [x,y| C U. Entdo, existe um ponto z € (x,y) em que

fly) = f(z) € 0f(2) " (y — @), (2.26)
Demonstracdo. Em ( , ), paginas 81 a 83. O]

Destaca-se que o teorema 2.2.14 € uma generalizagdo para o caso diferencidvel, con-
sequéncia direta do teorema 2.2.8.

Para concluir a secdo, define-se a condicdo necessdria de primeira ordem para o pro-
blema (2.1).

Teorema 2.2.15 (Condi¢do Necessdria de Primeira Ordem). Seja a funcdo f : R* — R
localmente Lipschitz continua com minimo em x, entdo

0€df(x). (2.27)
O ponto x € R" é chamado de ponto estaciondrio.

Demonstracdo. Em ( , ), pagina 81. O]

2.3 Resumo do Capitulo

Apresenta-se nesse capitulo as principais defini¢des, lemas, proposi¢des e teoremas que fun-
damentam o método do Gradient Sampling, os quais serdo citados no capitulo 3 com o intuito
de justificar as estratégias adotadas para constru¢@o do algoritmo 1.
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Capitulo 3

O método do Gradient Sampling (GS)
com Comprimento de Passo Limitado

A secdo atual detalha o algoritmo utilizado para determinar as condi¢des de equilibrio ope-
racionais de sistemas dindmicos, secdo 1.1, estabelecendo a relagdo com os fundamentos
tedricos abordados no capitulo 2.

3.1 Descricao do Algoritmo GS

O método Gradient Sampling, proposto em ( , ), constitui o nicleo do algo-
ritmo desenvolvido e € indicado para problemas de otimizagao irrestritos, ndo-convexos € nao
continuamente diferencidveis. Entretanto, € necessario que a funcdo objetivo f : R" — R
do problema:

min f(x) s.t. v € R"; (3.1

seja localmente Lipschitz continua e continuamente diferencidvel ( , ) em um sub-
conjunto D C R", aberto e denso, para fins da andlise na teoria de otimizacao. ( ,

) afirma que o método pode ser utilizado para qualquer funcdo f : R" — R continua
em que o conjunto dos pontos ndo diferencidveis D, possui medida zero ( , ); e.g.
o conjunto finito de pontos discretos na reta (R) possui medida zero. Esse tipo de funcao
estd presente em vdrias aplicagdes praticas, como, por exemplo, o projeto do controlador de
baixa ordem desenvolvido em ( , ), em que f ndo é diferencidvel nos pontos
dos minimizadores locais do problema (3.1). Outro exemplo é a fun¢do f = |z| com z € R,
que, apesar de Lipschitziana (||z| — |y|| < |x — y| - consequéncia direta da Desigualdade tri-
angular), ndo é diferencidvel no ponto z* = 0, minimizador do problema (3.1). Além disso,
aplicando o método GS hd garantia de que, sob a hip6tese de que f seja limitada, havera
convergéncia para o ponto estaciondrio do problema ( , ).

A premissa de f : R" — R ser localmente Lipschitz continua permite usar a defini¢do
de e-subdiferencial de Goldstein, conforme defini¢do 2.2.10, para definir o conjunto:

GI(x) = clconv {Vf(y)|y € B(z;¢) N D}. (3.2)

Nota-se facilmente que GY(x) C 9 f(x) (teoremas 2.2.8 e 2.2.12) possibilitando a
15
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aproximagao do subdiferencial de Clark (0 f(z)) no ponto x € R" como sendo:
Of(x) = lim GY(x). (3.3)

Lembrando que um ponto z* € R™ é um ponto e-estaciondrio da fungdo f se 0 €
0% f(x*) e estaciondrio se 0 € Jf(x) (Teorema 2.2.15).

De maneira geral, para encontrar os pontos estaciondrios da func¢do f, o método Gra-
dient Sampling consiste em primeiramente se arbitrar € > ( e buscar iterativamente o ponto
x* em que 0 € GY(z7) e, consequentemente, 0 € 9 f(x*). Reduz-se o valor de ¢ para a
proxima iteracdo, i.e. €1 = pe para i € (0, 1), e repete-se o processo até € < 7 paran > 0,
ou, o nimero de iteragdes atingir o valor maximo estipulado pelo usudrio. Apesar de tal ideia
ser abrangente, ela estimula alguns tépicos que sdo abordados em subsec¢des seguintes.

3.1.1 Construcao dos Conjuntos do Método GS

A principal questdo, nesse momento, ¢ como construir um subconjunto de G (z*) que o
represente no ponto corrente x, uma vez que é impossivel avaliar todos os gradientes f
nos pontos do conjunto B(z*;¢) N D. Por esse motivo, escolhe-se independentemente e
uniformemente m pontos do conjunto aberto B(x*; €) N D, chamando-os de:

Dim (k) = {aP0 Pt 22 .o gbmY R0 = 2k (ponto corrente) (3.4)
e avalia-se os gradientes da funcdo f nesses pontos. Entdo, define-se o conjunto:
GIm (@) = conv {V f(2"), Vf(a™), V f(a*2), - V ("™}, (3.5)

onde conv € o fecho convexo, definido em 2.1.6. Deve-se lembrar que todo fecho convexo de
um conjunto finito de pontos é compacto (Proposi¢do 2.1.7). Pode-se inferir que G/"™(x) C
G/ (x) Vo € R", bastando garantir que 0 € G/'"™(x).

O valor de m deve ser m > n + 1, onde n € o nimero de varidveis de otimizac¢do do
problema (3.1) (Teorema de Caratheodory 2.1.5), para anélise de convergéncia do método
para um ponto e-estaciondrio, ou, estaciondrio.

Definida a estratégia para gerar o conjunto G/"™(x*), o préximo passo € o célculo da
direcdo de descida d ( , ).

3.1.2 Direcao de Descida do Método GS

Define-se a distancia do conjunto G/"™(z*) ao ponto 0 € R™ como sendo uma estimativa da
medida de proximidade do conjunto G/ (z*) a esse ponto. Ou seja,

pe(x¥) = dist(0; GI™ (). (3.6)

Uma vez que G/"™(2*) é um conjunto compacto e convexo, existe um tnico g’ (Teo-
rema 2.1.8) que minimiza p (z*) tal que:

g: = argmin{[lg — 0||, | g € G/ (=")}; (3.7)

que pode ser escrito, de acordo com o Teorema 2.1.4, como:
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g =Y Vi), a;eRy, Y ay=1 e Vf@EM)eglm@h); j=0,.,m
j=0 Jj=0
(3.8)
Calcula-se g, nas equagdes (3.7) e (3.8), por meio de um problema de otimizag¢do
quadratico (convexo), dado por:

. 1 2
min, 3 |9l .
{ s.t. geghmh) [ 3-9)

equivalente ao problema:

ming. 2+ 3 |g[l3 _

conforme mostrado no apéndice B.1, e que sempre possui solucao ( ,

).

Nao havendo a necessidade da direc@o de descida ser normalizada, como apresentado

em ( , ), d* pode ser calculado como parte da solu¢ao do problema:
ming . 2+ %dTHd 3.11)
st. f(@®)+Vf(x)'d<z Veellm(ak) [ '

onde H € uma matriz simétrica, definida positiva e limitada, a fim de garantir uma soluc¢do d*
para o problema (3.11) e um decréscimo da fun¢io f no ponto z*. Nota-se que foi adicionado
o termo f (xk’ ) as restrigdes, entretanto, este termo nada afeta o cdlculo de d*, apenas o valor
6timo de z e facilita a constru¢@o do problema quadratico, de maneira semelhante ao método
SQP (Sequencial Quadratic Programming).

Ap6s encontrar essa direcdo de descida d*, uma pergunta surge naturalmente: qual o
tamanho do passo nesta dire¢do (d*) que minimiza a fung¢do f do problema (3.1) a partir do
ponto z*?

3.1.3 Calculo do passo de busca (Line Search)

O passo de busca serd realizado via backtracking ( , ) ao longo da
direcdo d, calculada na secdo anterior 3.1.2, com o objetivo de garantir a reducdo da fungdo
objetivo f no ponto z*.

Como provado no apéndice B.2, tem-se que a derivada direcional de f na dire¢do d é
negativa, sempre que d # 0, sendo f'(z*;d) = Vf(2*)Td < —d" Hd. A igualdade segue
pelo fato de f ser continuamente diferencidvel no ponto 2%, ja que z* € D.

Assim sendo, para um dado 7 € (0, 1) existe um 7" > 0 tal que:

flz+td) < f(z) +tnf (z;d) < f(z) —tnd Hd, Yt € (0,T), (3.12)

assegurando uma maior abrangéncia de busca que a condi¢do de Armijo ( ,

).

Entao, formula-se esse problema de minimizacao unidimensional como:
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t =max{0 | f(z* +0d) < f(z*) —n0d"Hd, 0 € {1,7,~4% % ...}}. (3.13)

onde v € (0,1).
Calculada a dire¢@o de busca d e o tamanho do passo ¢, deve-se calcular o préximo
iterando 2%, j4 que o método GS é um método iterativo.

3.1.4 O Préximo Iterando (z*1)

Para o cilculo do préximo iterando, que serd denotado por %!, sdo adotados os proce-
dimentos utilizados em ( , ). Se 2 +td € D, entio z**' = zF + td. Caso
contrério, algumas medidas devem ser adotadas para prosseguimento do método e andlise de
convergéncia. Admita qualquer outro ponto (z**!) satisfazendo:

f") < f(a®) — tnd" Hd, (3.14)

|2* + td — 2"*|| < min{¢, €} ||d]|. (3.15)

Alguns pontos devem ser enfatizados. Sao eles:

* sempre o proximo iterando (z**!) pertencera ao conjunto D;

e caso =¥ + td ¢ D, escolhe-se 2Ft1 um ponto amostrado aleatoriamente e uniforme-
mente no conjunto:

{y ||y = (=" +td)|| < min{t,e}|d|| /i}, (3.16)

onde i deve ser incrementado até que x**! € D e a equagio (3.14) seja satisfeita. Esse

processo finalizard em um nimero finito de iteracdes, ja que ¢ € escolhido de modo a
satisfazer (3.14) e f é continua, por hipdtese.

3.2 Direcao de Busca Restrita a uma Caixa (Box Constraint)

Com o objetivo de evitar grandes deslocamentos entre os iterandos z**! (préximo iterando)
e z* (iterando corrente), decide-se empregar uma estratégia para limitar o tamanho do vetor
d a cada busca dessa dire¢do de descida, subse¢do 3.1.2, adicionando ao problema (3.11) as
restricOes de caixa ( , ) v € R\{0}. Essa estratégia busca atenuar os efeitos de
um problema de otimiza¢do mal escalonado, i.e. onde hé relacdo de ordem grandeza entre
as varidveis de otimizacdo € da ordem de 10e®. Desse modo, formula-se o0 novo problema
quadratico:

ming, 2+ %dTHd
st. f(@¥)+Vf(x)'d<z Veellm(ar) ¥; (3.17)
|dz|§yz i:1,2,...,n

onde d; e v; s@o os elementos dos vetores d e v, respectivamente.
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Como a funcdo f é uma fungdo ndo-diferencidvel, ndo-convexa e v pode ser definido
empiricamente, ndo ha garantia que aplicar integralmente a dire¢do de descida d*, solucao
do problema (3.17), ird reduzir a fun¢do objetivo do problema de otimizagao (3.1), ou seja,
f(zF + d*) < f(«"). Entdo, aplica-se a técnica de busca em linha (line search) tratada na
subsecao 3.1.3, destacando que ndo € invalidada a andlise realizada naquela subsecao com o
acréscimo da restricdo de caixa, como demonstrado no apéndice B.3.

Para solug@o do problema quadratico (3.17), utiliza-se o0 método de pontos interiores
para problemas convexos, proposto em ( , ), € implementado no pacote Opti-
mization ToolBox ( , ) do software MatLab.

3.3 Método GS com Comprimento de Passo Limitado

Nessa secdo € abordada com maiores detalhes a implementacdo do método do Gradient
Sampling com Comprimento de Passo Limitado.

Para aproximagcdo dos gradientes, utilizados para gerar o conjunto G/'™(x*), empregou-
se o método das diferencas finitas ( , ). J& H, presente no problema
quadrético (3.17), é uma estimativa local da matriz Hessiana para a fungdo f(z*), do pro-
blema original (3.1), no ponto corrente x*. Para tanto, define-se, para cada iterando k:

g =Y _ NV () (3.18)

J=0

onde:

o oz T » mooyk _
i\j sdo os multiplicadores de Lagrange do problema quadrtico (3.17), portanto » im0 Aj =

* Vf(x]) sdo os gradientes avaliados nos pontos do conjunto '/ (z*);

* gi é o vetor de menor norma do conjunto G/ (z*) e uma aproximaciio do vetor de
menor norma do conjunto d¢ f(z*), ambos avaliados no ponto z*.

Definido gy, aplica-se o método do L-BFGS ( , ), inicializando
H <+ I e recursivamente calculando:

(Hs))(Hs))" n vy,

H + H-
SZTHSZ slTyl

Il =d0—1,.. .0 —ig+1, (3.19)
onde:

* iy € o ndmero de iterandos para o método do L-BFGS;

* Y =9 — Gi-15
! -1

* 5; € o deslocamento no espacgo das varidveis de otimizagdo, ou seja, s, = r° — x'~ .

Ao final do processo iterativo Hy 1 = H, destacando que, em relacdo ao método tradi-
cional L-BFGS, esse procedimento sempre estard atrasado um iterando, ja que € necessdria
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a solug@o do problema (3.17) para obten¢cdo dos multiplicadores de Lagrange )\é? e, conse-
quentemente, cdlculo de gy.

Além disso, com o objetivo de garantir, conforme ( , ), que H seja
limitada (existe &ae > Emin > 0 tal que &in ||d||2 < d'Hd < &man ||d||2) para fins de
andlise de convergéncia na secdo 3.4, [ s6 € atualizada em (3.19) se:

|sill < Yse, Null < Tye e slTyl > Tsyez, (3.20)

sendo a dltima condi¢do chamada de condig¢do de curvatura. Os pardmetros T, T, e T, €

R\{0}.
Desse modo, é realizada a aproximagao local para a matriz Hessiana H de f no ponto
z*. Outra finalidade de gy, é ser utilizado como critério de parada, como no algoritmo GS

tradicional ( , ).

3.3.1 Algoritmo GS com Comprimento de Passo Limitado

Descritos os detalhes, € apresentado o algoritmo GS com Comprimento de Passo Limitado.
Algoritmo 1: GRADIENT SAMPLING COM COMPRIMENTO DE PASSO LIMITADO

1. (Inicializagdo): Escolha ' € D, as tolerincias para o critério de otimalidade
Uopts €opt > 0, 0s pardmetros para a busca em linha (Line Search) n,~v € (0,1), os
fatores de reducio pu, o € (0, 1], o raio de amostragem inicial €; > 0, o primeiro
critério de otimalidade v; > 0, nimero de amostras por iteraciom > n+ 1, H; = [
(Matriz Identidade), Y5, T, T, > 0 (garantir que H € definida Positiva e Limitada)
e a Restri¢do de Caixa v € R" \{0}.
Faca k = 1.

2. (Gradient Sampling): Obtenha os conjuntos I'/"™(2*¥) C (B(z;e) N D) e
GIm(x*) c GY(a*), como apresentado em (3.4) e (3.5), respectivamente. Caso o
primeiro conjunto I'/"™(x*) ndo esteja contido em D, o algoritmo € finalizado.

3. (Diregdo de Descida): Faga H = H,, e calcule a direcdo d¥, solucionando o problema
quadratico (3.17). Obtenha g, conforme equagdo (3.18).

4. (Critério de Parada): Se ||gx|| < Uopt € € < €opt, 0 algoritmo é finalizado.

5. (Atualizagdo dos Pardmetros): Se || gx|| < vk, faga vp 1 = ov € €x1 = p€g, ty =0,
ohtl =gk e passe para o passo 8. Caso Contrario, vy11 = Uk € €11 = €.

6. (Backtracking): Calcule t;, conforme (3.13).

7. (Novo Iterando): Se x* + t,.d* € D, faca 2%+ = 2% + t,.d*. Caso contrério, escolha
2**t1 € D satisfazendo (3.14) e (3.15). Atualize H;_; conforme (3.19), respeitando
as restri¢oes (3.20).

8. Incrementar k = k + 1 e retorne ao passo 2.

Destaca-se no algoritmo 1 que:

* os parametros do item 1 (Inicializagdo) sdo apresentados nas tabelas 4.1, 4.2 e 4.5 do
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capitulo 4;

e para a construcio do conjunto I'/""*(z*), item 2 (Gradient Sampling), no iterando cor-
rente 2, utiliza-se o comando rand ( , ) para amostrar independente-
mente e uniformemente 1 pontos no conjunto aberto B(z*; ¢;);

* ndo se deve confundir o raio de amostragem corrente €, com a restricao de caixa v,
esta restringe o comprimento do vetor de direcdo de descida d*, ja aquele restringe as
amostras de ponto para a constru¢do do conjunto G/ (z*), utilizado, juntamente com
a restri¢do de caixa v, para determinar a dire¢io de descida d* no item 3 (Dire¢do de
Descida);

* ndo € apresentado explicitamente no item 8 o nimero de iteragcdes maximo, como
critério de parada, para efeito de andlise de convergéncia na secdo 3.4.

3.4 Analise de Convergéncia

A andlise de convergéncia apresentada € uma modificacdo dos lemas (3.1) e (3.2) apresenta-
dos em ( , ), para que possam ser aplicados os teoremas (3.3), (3.4), (3.5) e (3.6)
dessa mesma referéncia ( , ), a fim de garantir que, sob certas hipéteses e configu-
racoes do algoritmo 1, o algoritmo Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado
convergird para um ponto estaciondrio, ou, e-estacionario do problema (3.1).

Antes de se apresentarem as adaptagdes dos lemas e os teoremas, serdo relembradas as
duas hipdteses para o problema (3.1).

Hipétese 3.4.1. A funcdo f do problema (3.1) é localmente Lipschitz continua e continua-
mente diferencidvel no subconjunto denso e aberto D C R"™.

Hipoétese 3.4.2. Todos os pontos gerados pelo algoritmo 1 (passo 2) num determinado ite-
rando estdo contidos em um conjunto convexo, onde f e V [ avaliados nesses pontos sdo
limitados. Além disso, H, do problema quadrdtico (3.17), é limitado, conforme tratado na
secdo 3.3. Essas condicoes sdo vdlidas para todos os iterandos k.

O método do GS com Comprimento de Passo Limitado, para fins de anélise de con-
vergeéncia, € analisado sob uma perspectiva equivalente ao item 3 do algoritmo 1 (problema
quadratico (3.17)) como sendo:

* defina os conjuntos:
Al™(x) = AGI™ (2), (3.21)

onde A é a decomposicdo de Cholesky de H—! (H~! = AT A), e

Qfm(z) = AGH™ () (3.22)
Evidentemente, A/™(.) € Q/™(.) para todo = € R™;

e Calcule:
g = Proj(0, A/™(z)), (3.23)

onde Proj € o operador proje¢ao ortogonal;
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* Obtenha o vetor d como sendo a projegio do vetor — A" g, onde g foi definido no item
anterior, na restri¢ao de caixa C (tltima desigualdade do problema (3.17)), ou seja;

d = Proj(—A'g,Q). (3.24)
* Prossiga com o passo 4 do algoritmo 1.
Como em ( , ), defina a medida de proximidade e-estaciondria como:

pe(T) = dist(0, /™ (7)). (3.25)

Os conjuntos

D"(x) = [[(B(z:e) n D) c [[R" (3.26)
€
V@, 2,0) = {(y',...,y"™) € D™(z) | dist(0; AL (2)) < pe(T) + 6} (3.27)

Ap6s as consideragdes, sao expostos dois lemas técnicos utilizados nos teoremas 3.4.1,
3.4.2,34.3,34.4.

Lema 3.4.1. Seja ) # C C R™ um conjunto compacto convexo e 5 € (0,1). Se 0 ¢ C,
entéo existe § > 0 tal que i, v € C e ||| < dist(0; C) + & implica (u,v) > B ||ul*.

Lema 3.4.2. Tome ¢ > 0 ex € R". Entdo:

i. Para qualquer § > 0, existe T > 0 e um conjunto aberto, ndo-vazio, V, satisfazendo
V C V.(,x,0) paratodo x € B(T,T), e dist(0; A (x)) < p(T)+3,V (y*,...,y™) € V.

ii. Assumindo que 0 ¢ QJ (), escolha & > 0, como no Lema 3.4.1, para C = QI (), T e V
como no item i. Suponha que na interagdo k do algoritmo 1 o passo 5 seja alcangado
com z* € B(T, min{r,$}), & = € e (", ..., 2"") € V. Entdo,t > min{1, W{‘—ﬁ}n
onde K é a constante de Lipschitz de f na B(T, 1,5¢), € Apas € 0 maior autovalor de
H

cex} = 0 com g* € AJ f(x) para todo k, entdo

gk

iii. Se limy inf max{||z* — T

0 € Of (7).

9

Ressalva-se que as demonstracdes dos lemas expostos sdo realizadas de maneira equi-
valente ao apresentado em ( , ). Por esse motivo, omite-se as suas demonstragoes.

Apresentados os lemas técnicos, esses sdo utilizados para as demonstragdes dos teore-
mas de andlise de convergéncia do algoritmo GS com Comprimento de Passo Limitado (1).
Esse tipo de anélise, para algoritmos iterativos, € realizada por meio de sequéncias matema-
ticas em que se espera que estas convirjam para pontos de acumulagao ( , ). Por
fim, sdo apresentados os teoremas ( , ).

Teorema 3.4.1. Seja {x*} a sequéncia gerada pelo o algoritmo 1 com vy > Uypr = €opr = 0
e, o€ (0,1). Entao, {x*} é uma sequéncia infinita com:

. f(xg)d —o0, ou,
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ii. v 40, €x ] 0etodo ponto de acumulagdo () ( , ) € ponto estaciondrio de
f, ouseja, 0 € Of(T).

Demonstragdo. A demonstracio desse teorema € semelhante ao apresentado em ( ,
), paginas 383 e 384, com as seguintes modificacdes:

« Assumindo que nt;, ||d¥|| < f(2*) — f(2*), tem-se:
S te]lgt|” < oo (3.28)
k=0

* e das condigdes (3.14) e (3.15) implica:

>[I+t = lg*]| < o0 (3.29)
k=0

com g* € AGSH™ (zF). O

O teorema 3.4.1 prova matematicamente que fazendo os critérios de otimalidade v,
€ €qpt 1gUAls a zero, o algoritmo 3.3 ndo termina no item 2, gerando uma sequéncia {xF}
infinita. A analise fica mais interessante quando f(z*) > —oo, pois nesse caso, o algoritmo
convergird para um ponto de acumulag@o (7) estaciondrio, ou seja, 0 € Jf ().

Teorema 3.4.2. Seja {x*} a sequéncia gerada pelo o algoritmo 1 com vy > Vypt = €opr = 0
e, 0 € (0,1). Suponha que o conjunto de nivel {z; f(x) < f(z')} € limitado. Entdo,
{2*} é uma sequéncia infinita, v., 1 0, €, | 0, ¢* — 0 com k' € K C N e todo ponto de

acumulagdo de {xkl} é ponto estaciondrio de f.
Demonstragdo. Em ( , ), pagina 384. 0

J& o teorema 3.4.2 mantém {z"*} infinita, impondo que {f(z"*)} seja limitada e ndo-
crescente. Como toda sequéncia limitada, possui uma subsequéncia convergente, existird
{f(#*)} = a,com k' € K ¢ Nea € R. Como f é continua, isso implica a existéncia
de {z*'} — 7, tal que f(Z) = a. Ou seja, T é ponto de acumulacio de {z*'}. Prova-se que
{g""} — 0 por contradicdo, o que violaria o lema 3.4.2 .

Teorema 3.4.3. Seja {z"} a sequéncia gerada pelo o algoritimo I com vy = v,y = 0,
€1 = €opt = € > 0 e pu = 1. Entdo:

i. {x¥} é finita com 0 € GI(z*), onde x* € o iiltimo elemento dessa sequéncia, ou,
ii. {x*} é infinita com f(x*) | —oo, ou,

iii. ¢ — 0, comk € K C N, e todo ponto de acumulacdo (%) de {xk/} é ponto e-
estaciondrio de f, ou seja, 0 € 0% f (7).

Demonstracdo. Em ( , ), pagina 384. [
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O teorema 3.4.3 mostra que, mantendo o raio de amostra ¢, = € > 0 e o critério de
otimalidade v; = v, = 0, 0 algoritmo 1 poderd terminar se 0 € Agm(a:*) com g* = 0.
Como A é uma transformacdo linear isomérfica, tem-se 0 € G7(z*). Entretanto, o caso mais
interessante, quando f(z*) > —oo, garante que todo ponto de acumulagio serd um ponto
e-estaciondrio, ou seja, 0 € 9C f(T).

Teorema 3.4.4. Seja {z*} a sequéncia gerada pelo o algoritmo | com v, = vy = 0,
€1 = €opt = € > 0 e = 1. Suponha que o conjunto {z; f(z) < f(x')} é limitado, entdo:

i. {x*} é finita com 0 € GI(z*), onde x* € o iiltimo elemento dessa sequéncia, ou,
ii. g* — 0 e todo ponto de acumulagdo (T) de {x*} é e-estaciondrio, ou seja, 0 € O (7).

Demonstragdo. Em ( , ), pagina 385. [l

O ultimo teorema 3.4.4 supde que todos os iterandos pertencem ao conjunto de nivel
{z| f(x) < f(z")}, excluindo a possibilidade de f(z*) | —oo, garantindo que 0 € 9 f ().
No préximo capitulo sdo apresentados os resultados experimentais.

3.5 Resumo do Capitulo

O presente capitulo apresenta uma revisdo ao método Gradient Sampling com as devidas
modificag¢des realizadas, a fim de solucionar o problema de determinar as condi¢des de equi-
librio operacionais de sistemas dindmicos, que € detalhado no capitulo seguinte. Destaca-se
a limitacdo da direc@o de descida (d - problema quadrético (3.17)), proposta por meio da
restricdo de caixa, necessdria para limitar as distancias entre os iterandos (xy € Tx41), uma
vez que o problema de otimizacdo € mal escalonado - a relacdo de ordem de grandeza entre
as varidveis de otimizacdo do problema abordado é da ordem de 10e®. Lembra-se que essa
restri¢cdo ndo altera a busca em linha (Line Search). Assim, o algoritmo € apresentado na
secdo 3.3, juntamente com os detalhes de sua implementacdo, i.e como obter a matriz H
(3.17) que seja: simétrica, definida positiva e limitada.

A secdo 3.4 é o dpice desse capitulo pois, apesar de fundamentada integralmente nos
artigos ( , e ( , ), prova matematicamente, sob certas hipéteses,
que o algoritmo proposto 1 convergird para uma ponto estaciondrio, ou, e-estaciondrio de f.

A préximo capitulo apresenta os resultados obtidos a um problema benchmark e ao
problema central dessa dissertacdo de mestrado: determinar as condi¢des operacionais de
sistemas dinamicos.



Capitulo 4

Resultados Numéricos

Apresenta-se os resultados numéricos para trés problemas:

* Problema benchmark: busca-se evidenciar por meio de um problema de otimizacao
de baixa dimensao (2 varidveis de otimizacdo) a funcionalidade e as caracteristicas
do método proposto (Gradient Sampling (GS) com Comprimento de Passo Limitado),
comparando-o com outros métodos de otimizac@o nao-lineares e enfatizando suas pro-
priedades em solucionar problemas de otimizac¢ao nao-diferencidveis.

* Sistema Termo - Pneumatico 1: testa-se 0 método GS com Comprimento Passo Limi-
tado em um sistema dindmico de baixa complexidade (18 varidveis de estado) a fim
de encontrar os seus pontos de equilibrio operacionais. Escolhe-se sistemas Termo-
Pneumadticos (apéndice A) como representacdo de um sistema dindmico de estrutura
variavel ( , ).

* Sistema Termo - Pneumadtico 2: aumenta-se a ordem de complexidade do modelo (38
varidveis de estado). O objetivo da realizacdo desse experimento € testar a performance
computacional do método proposto em um sistema dindmico com mais varidveis de
estado.

Para realizar a comparagado entre 0 método GS com Comprimento de Passo Limitado
e outros métodos de otimizagdo ndo-lineares, e.g. Pontos Interiores (Interior Point), Pro-
gramacdo Sequencial Quadratica (SQP - Sequential Quadratic Programming), Regido de
Confianga (Trust Region Reflective) e Conjunto Ativo (Active Set), implementados na bibli-
oteca Optimization Toolbox do software MatLab/Simulink ( , ), € necessario
estabelecer uma métrica para compara-los.

Diante disso, define-se como critério de comparacao entre os algoritmos a capacidade
destes de mapear (identificar) e delinear regides de convergéncia para um minimo local a
partir das condicdes iniciais geradas aleatoriamente por meio de uma distribui¢do uniforme
na regido do espaco das varidveis de otimizacdo. E empregada a técnica KNN (K-Nearest
Neighbor - K vizinhos mais préximos) ( , ) como meio de men-
surar as condi¢des iniciais que podem ser agrupadas e, assim, definir regides de convergéncia
para um ponto de minimo local especifico. Para isso:

* para cada condi¢do inicial, as distancias as demais condi¢des iniciais devem ser orde-
nadas crescentemente;

25
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Tabela 4.1: Valores Iniciais dos Pardmetros do Algoritmo 1.

Parametros Valores
Vopt (Tolerancia Otimalidade) 5,0E-04
€otp (Tolerdncia Raio de Amostragem) 5,0E-03
71 (Constante de Armijo) 1,0E-07
~ (Line Search) 5,0E-01
m (ndmero de Amostras) n+1
T, (L-BFGS) 1,0E+06
T, (L-BFGS) 1,0E+06
T, (L-BFGS) 1,0E-06
L — BFGS;ter (Iteragdes do L-BFGS) 20
kmaz (maximo Nimero de Iteragdes) 1,0E+03

* a convergéncia das trés condi¢des iniciais mais proximas a condicao inicial corrente é

analisada;

caso as trés condicdes iniciais mais proximas convirjam para o mesmo ponto de mi-
nimo da condicao inicial corrente, esta € classificada como elemento do conjunto R.
O conjunto R € caracterizado por possuir os elementos (condigdes iniciais) que deter-
minam as regides de convergéncia para os pontos de minimos locais do problema de
otimizacdo. Ou seja, dado z(, condi¢do inicial do problema de otimizacdo, escolhido
arbitrariamente. Se o ponto mais proximo a x, for xj € R, entdo, espera-se que z
tende a convergir ao mesmo ponto de minimo local da condi¢@o inicial x.

calcula-se a relagdo entre o nimero de elementos do conjunto R (#R) e o nimero de
pontos iniciais gerados (), obtendo a métrica:

KNNy = 15, (4.1)
S

em que o subscrito "alg" € o algoritmo utilizado.

Nao ¢é desejado, de um método de otimizacao, que pontos iniciais préximos convirjam

para minimos locais distintos.

Para realizac@o dos experimentos numéricos, utilizou-se um computador com sistema

operacional 64 bits, com processador Intel Xeon de 3,50 GHz e 16,0 GByfes de memoria
RAM. Ja o algoritmo 1 foi implementado no software MATLAB 2012b 64-bits, fazendo o
uso do pacote Optimization ToolBox ( , ).

As configuracdes iniciais do algoritmo 1, comuns aos trés problemas numéricos, sao

apresentadas na tabela 4.1, sendo os valores definidos com base em ( , ) e ex-
perimentos numéricos para o sistemas dindmicos abordados nas se¢des 4.2.4 e 4.2.5. Nesta,
n representa a dimensao do problema de otimizagao (nimero de varidveis de otimizacao).

4.1 Problema Benchmark

Criou-se a funcdo teste f : R? — R, definida por:
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Tabela 4.2: Valores Iniciais dos Pardmetros do Algoritmo 1 - Problema Benchmark

Parametros Valores
€1 (Raio de Amostragem) 5,00E-02
1 (Atualizacdo €g,) 1,00E-01
v1 (Tolerancia Otimalidade) 1,00E-01
o (Atualizacdo vy,) 8,00E-01
f(x') (Funcdo Objetivo Inicial) 1,64E+01
20 (Condigao Inicial) (1,00 0,36) "

Tabela 4.3: Método Gradient Sampling-Problema BenchMark (4.2)

Nuamero do Funcao Objetivo Raio de Amostragem  Numero de Tempo (s)  Ponto Final (")

Experimento Final (f(z*)) Final (¢;) Iteracdes (k)

1 6,70E-07 7,63E-07 45 0,77 (0,01, 0,52)E-06
2 4,18E-07 7,63E-07 39 0,19 (0,11, 0,86)E-06
3 1,59E-07 7,63E-07 47 0,34 (0,17, 0,37)E-06
4 5,12E-07 7,63E-07 48 0,46 (0,04, 0,45)E-06
5 3,95E-08 7,63E-07 41 0,27 (-0,10, -0,05)E-06
6 2,98E-07 7,63E-07 45 0,22 (0,08, 0,14)E-06
7 6,22E-07 7,63E-07 38 0,37 (0,00, 0,01)E-06
8 6,43E-07 7,63E-07 35 0,34 (0,70, -0,06)E-06
9 7,01E-07 7,63E-07 41 0,37 (-0,02, 0,05)E-06
10 6,01E-07 7,63E-07 46 0,47  (-0,07, 0,06)E-06

f((z1,22)) = |22 — 21| + 227 — 4], 4.2)

a fim de se evidenciar as caracteristicas do método Gradient Sampling com Comprimento de
Passo Limitado proposto nesse trabalho. O grafico com a curva de nivel dessa equacdo (4.2)
¢ mostrado na figura 4.1, notando que se trata de uma func¢do multimodal (dois pontos de
minimo locais: (0, 0) e (1, 2)), ndo continuamente diferencidvel, ndo convexo, mas local-
mente Lipschitz continua e atendendo as exigéncias necessarias para aplicacdo dos métodos
que utilizam o Gradient Sampling (capitulo 3) como base.

Sabe-se de ( , ) que a condigdo inicial (29, x9) exerce um papel
importante para a convergéncia dos métodos de otimizag¢do ao ponto de minimo desejado,
e.g, se o ponto inicial (29, x9) estiver préximo a (1, 2), o método convergird para este ponto
de minimo. Entretanto, questiona-se como serd o comportamento do algoritmo 1 quando os
pontos estiverem relativamente afastados dos pontos de minimos locais.

Nesta subsecdo, primeiramente, compara-se 0 método do Gradient Sampling, calcu-
lando a dire¢do de descida de acordo com o problema quadrético (3.11), e o método do
Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado, obtendo a dire¢do de descida por
meio do problema quadratico (3.17). Para tanto, inicia-se configurando os parametros ini-
ciais do algoritmo 1 (Passo 1) de acordo com as tabelas 4.1 e 4.2. Para o método GS com
Comprimento de Passo Limitado, definiu-se a restricdo de caixa (v) empiricamente como
sendo igual a [0, 20, 0,20)]" .

Devido as caracteristicas estocdsticas dos métodos (Gradient Sampling e Gradient
Sampling com Comprimento de Passo Limitado) comparados, realizou-se o experimento
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Curva de Nivel - Problema Teste
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Figura 4.1: Curva de Nivel do Problema Teste (4.2), destacando os pontos de minimo locais
e o ponto inicial (1,00, 0,36) de asterisco (*) vermelho.

dez vezes partindo do mesmo ponto inicial (1,00, 0, 36), sendo os resultados apresentados
nas tabelas 4.3 e 4.4.

E possivel ver que o método do Gradient Sampling (tabela 4.3) converge para o ponto
de minimo mais préximo (0, 0), enquanto o método do Gradient Sampling com Compri-
mento de Passo Limitado, proposto nesse trabalho, converge para o ponto de minimo mais
distante (1,00, 2,00).

Destaca-se que o método GS com Comprimento de Passo Limitado converge para
o ponto de minimo mais distante sem onerar o cdlculo com um aumento significativo do
nimero de iteracdes em relacdo ao Gradient Sampling. Outra vantagem € que mesmo exe-
cutando em média mais iteragdes, o método proposto apresenta o tempo de execucdo médio
(0,286 s) inferior ao método GS original (0,291 s) e com desvio padrido duas vezes menor,
0,067 s, para este método e 0,033 s para o método do GS com Comprimento de Passo Limi-
tado.

No teste anterior foi analisado um ponto especifico do espaco R? como condi¢io ini-
cial. Contudo, com o intuito de testar o comportamento numérico dos métodos Gradient
Sampling e Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado para outros pontos
iniciais do R?, as condig¢des iniciais de teste foram ampliadas.

Para tanto, foram gerados os graficos das figuras 4.2 e 4.3, para condicdes iniciais
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Tabela 4.4: Método Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado - Problema

BenchMark (4.2)

Nuamero do Funcao Objetivo Raio de Amostragem  Numero de .

Experimento Final (f(z*)) Final (¢;) Iteracdes (k) Tempo (s) ~ Ponto Final (z")
1 2,71E-07 7,63E-07 48 0,30 (1,00, 2,00)
2 4,49E-07 7,63E-07 48 0,25 (1,00, 2,00)
3 4,26E-07 7,63E-07 42 0,26 (1,00, 2,00)
4 5,63E-07 7,63E-07 59 0,33 (1,00, 2,00)
5 9,15E-07 7,63E-07 49 0,25 (1,00, 2,00)
6 2,08E-07 7,63E-07 46 0,24 (1,00, 2,00)
7 5,71E-07 7,63E-07 49 0,26 (1,00, 2,00)
8 9,83E-07 7,63E-07 45 0,23 (1,00, 2,00)
9 4,41E-07 7,63E-07 54 0,30 (1,00, 2,00)
10 2,71E-07 7,63E-07 48 0,26 (1,00, 2,00)

amostradas aleatoriamente e uniformemente na regido de analise [—1, 2, 5] x [—1, 2, 5] para
os métodos do Gradiente Sampling (GS) e Gradiente Sampling com Comprimento de Passo
Limitado (GSCPL), respectivamente. E possivel notar que este método é mais bem compor-
tado numericamente que aquele, com base na métrica de comparagao definida na equacdo
(4.1) no inicio do capitulo 4 (K NNgs = 0,460 ¢ K NNgscp = 0,915). Ou seja, ele
(GSCPL) permite identificar e delinear uma maior regido de convergéncia para 0 minimo
local, como espera-se de um bom método de otimizagdo. Essa caracteristica € justificada
pelo comprimento (norma) do vetor de descida para os primeiros iterandos.

Para esclarecer o que foi dito, volta-se ao caso especifico da condig¢do inicial (1, 00, 0, 36),

onde é possivel visualizar o0 motivo dos métodos convergirem para pontos de minimo dis-
tintos atrdves das figuras 4.4, 4.5 e 4.6. Para a primeira figura 4.4 (método do Gradient
Sampling), nota-se que os primeiros passos entre os iterandos (z* e z%*1) sdo longos, sendo
cruciais para a localizagdo do minimo local (0, 0). J4 as figuras 4.5 e 4.6 mostram que res-
trigindo os passos entre os iterandos a uma regido especifica, garante-se que o método do
Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado nao seja sensivel ao comprimento
(norma) do vetor de direcao de descida para os iterandos iniciais, fazendo com que o método
possua um bom comportamento numérico segundo a métrica estabelecida.

Por ultimo, adotando-se os mesmos estados iniciais gerados e utilizando a mesma
métrica (4.1) para os métodos, a figura 4.7 exibe o resultado do mapeamento de minimos
locais para os métodos puramente deterministicos: Pontos Interiores (Interior Point) com
KN Np = 0,675; Trust Region-Reflective com K N Ntgg = 0, 710; SQP - Sequential Qua-
dratic Programming com KN Ngqp = 0,740; Active-Set com K NNus = 0,710. Entéo,
conclui-se, com base na métrica (4.1), que o método do Gradient Sampling com Compri-
mento de Passo Limitado apresenta uma capacidade de identificar e delinear regides de con-
vergéncia superior aos demais métodos deterministicos.

Mostradas as principais caracteristicas do método desenvolvido, sdo apresentados os
resultados praticos, a fim de encontrar pontos de equilibrio operacionais de sistemas dinami-
cos, secao 1.1.
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Curva de vael Problema Teste — GS
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Figura 4.2: Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os pontos iniciais que convergem
para o ponto de minimo local (0, 0) em vermelho e, em azul, os pontos que convergem para
o ponto de minimo (1, 2) para o método do Gradient Sampling, K N Ngs = 0, 460.

4.2 Determinacao de Condicoes Operacionais de Sistemas
Termo - Pneumaticos

Sao escolhidos modelos Termo-Pneumaticos para representarem os sistemas dindmicos uti-
lizados a fim de encontrar os seus pontos de equilibrio operacionais. Todo o equacionamento
fenomenolégico desses modelos estd descrito no apéndice A, destacando que esses modelos
possuem a caracteristica de serem de estrutura varidvel (Utkin, 1977). A relevancia dessa
caracteristica de sistema é fundamental para escolha do método GS como base do algoritmo
1, ja que se utiliza o conceito de subgradiente 2.2.4, uma vez que a derivada da func¢io que
descreve o comportamento dindmico do sistema em relacdo as varidveis de estado possui
descontinuidade. Assim sendo, o0 método de otimizagdo para solucionar o problema de oti-
mizacgdo (4.8) ndo se pode limitar unicamente ao uso do seu gradiente.

Antes de se apresentar os resultados, é detalhada a construgao do problema de otimiza-
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Curva de Nivel — Problema Teste — GS com Regiao de Confianca
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Figura 4.3: Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os pontos iniciais que convergem
para o ponto de minimo local (0, 0) em vermelho e, em azul, os pontos que convergem para
o ponto de minimo (1, 2) para o método do Gradient Sampling com Comprimento de Passo
Limitado, KNNGSCPL = O, 915.

¢d0 (3.1), a fim de estrutura-lo para solucionar o problema proposto (determinar as condigdes
de equilibrio operacionais de sistemas dindmicos). Entdo, para facilitar a organizacdo do tra-
balho, sdo alocados em subsecdes os seguintes itens:

Varidveis de Otimizacdo x, subsecdo 4.2.1. Define-se as varidveis de Otimizac¢do do
problema (3.1).

Fungio Objetivo f, subsecdo 4.2.2. E aprofundada a construgio da funcio objetivo f
do problema (3.1).

Defini¢do da restri¢do de caixa (box constraint) v, subsecdo 4.2.3. Apresenta-se a
especificacio da restricao de caixa para o problema quadrético (3.17).

Sistema Termo-Pneumatico 1, subsecdo 4.2.4. Exibe o sistema dinamico escolhido,
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Curva de Nivel — Problema Teste — GS
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Figura 4.4: Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os passos de iteragdes para o método
GS.

juntamente com os resultados dos experimentos numéricos do algoritmo | empregado
nesse sistema.

* Sistema Termo-Pneumético 2, subse¢do 4.2.5. Réplica do item anterior para o sistema

dinamico 2.

4.2.1 Variaveis de Otimizacao z

Como tratado no apéndice A.3, um sistema dindmico pode ser equacionado por uma Repre-
sentacdo em Espaco de Estados:

T = F(z,u), (4.3)

y = G(x,u), (4.4)
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Curva de Nivel — Problema Teste — GS com Regiao de Confianca
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Figura 4.5: Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os primeiros passos de iteracdes
para o método GS com Comprimento de Passo Limitado.

onde:

* = € R"” representa a taxa de variacdo do vetor de varidveis de estado;

F(x,u) e G(z,u) sdo fungdes conhecidas, onde os argumentos sdo as varidveis de
estado (x € R™) atuais e as entradas do sistema (u € R™), respectivamente;

y € RP representa a saida do sistema;
e n,m,p€eN.

O problema definido em 1.1 para os sistemas dinamicos 1 e 2 consiste em achar as
varidveis de estado na condi¢do de equilibrio (eq). Parte-se do pressuposto que todas as
entradas (u., € R™) s@o conhecidas e que ndo ha restrigdes para as saidas no ponto de
equilibrio (y.q € RP), ou seja, necessita-se apenas encontrar x., € R" que satisfaz:

Froq = F(Teg Ueq) = 0. (4.5)
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Curva de Nivel — Problema Teste — GS com Regiao de Confianca
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Figura 4.6: Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com todos os passos de iteracdes para o
método GS com Comprimento de Passo Limitado.

Para obter as saidas y.q no ponto (g, Ueq) basta realizar a operacdo algébrica:

Yeq = G (Zeq, Ueq)- (4.6)

Portanto, utiliza-se como varidveis de otimizacdo as varidveis de estado originais dos
sistemas dinadmicos 1 e 2 escolhidos (sistemas termo-pneuméticos), isto €, massa (kg) e
energia (J). Essa escolha foi motivada por dois fatores:

» foram empregados balancos de massa e energia para modelar matematicamente o
bloco Reservatério (equacionamento fenomenolégico descrito do apendice A.1.2);

* facilidade de alterar e obter, no software MATLAB/Simulink, os estados (x) (massa e
energia) e suas derivadas (z), respectivamente, por meio do comando “model” ( ,
). Essa simplicidade facilita a constru¢do da fun¢@o objetivo que serd tratada na
proxima subsecao.
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Curva de Nivel - Problema Teste - trust-region-reflective
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Figura 4.7: Curva de Nivel do Problema Teste (4.2) com os pontos iniciais que convergem
para o ponto de minimo local (0, 0) em vermelho e, em azul, os pontos que convergem para o
ponto de minimo (1, 2) para os métodos de Interior-Point (KN Nip = 0, 675), Trust Region-
Reflective (KN Ntgr = 0,710), SOP (Sequential Quadratic Programming) (KN Ngqp =
0,740) e Active-Set (KK N Nps = 0, 710).

4.2.2 Funcao Objetivo (Custo) f

Podendo um sistema dindmico ser representado pelas equacdes 4.3, 4.4 e tendo dito na subse-
cdo 4.2.1 que os sistemas 1 e 2 estardo em equilibrio dindmico quando todas as derivadas das
variaveis de estado forem iguais a zero, como representado na equacao (4.5), entdo tem-se:

T = fl(xeqa ueq) =0,
jj?zf?(x y Ui ):07
T 4.7
Ty = fn(a7eq7ueq) = 0;
sendoque f; : R®" = R (: = 1,2,...,n) s@o funcdes algébricas nio-lineares.

Contudo, o vetor F'(z,u) (F = [f1 fo ... fa]") possui a mesma dimensdo do vetor de
variaveis de estado x, sendo necessdria uma técnica para transformar o problema com muitos
objetivos (f; =0, fo =0, ..., f, = 0) em um problema de otimiza¢cdo mono objetivo, a fim
de se aplicar o método proposto (Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado).

Para tal tarefa, adotada-se uma funcao quadratica para agregar os objetivos, resultando
na fungdo objetivo (f) e no problema de otimizagio:
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Teq = arg min f(z),

= argmin  F (7, ueq) QF (2, ueq),

(4.8)
2 2 9
= arg min fi(; teg) + fo(, teq) NI fo (@, teg) 7
bl b2 bn
onde ()., € uma matriz de normalizacio, definida por:

by 0 0 --- 0
0 b 0 --- 0

Q=0 0 bs -+ 0, 4.9)
0o 0 0 - b,

utilizada para tratar as ordens de grandeza distintas entre as varidveis de otimizac¢ao (estado),
e.g. massa (kg), que possui ordem de grandeza de 1072, e energia (Pa), com ordem de
grandeza de 10%. Ja b; € R;\{0}, comi = 1,2,3,...,n, é a ordem de grandeza dessas
varidveis de otimizagao.

Definidas as varidveis de otimizacao (x) e a funcgdo custo ( f), para que o problema (3.1)
seja solucionado pelo método do GS com Comprimento de Passo Limitado falta a defini¢ao
da restri¢do de caixa v.

4.2.3 Definicao da Restricao de Caixa v

Na secdo 3.2 explica-se o motivo de se empregar esse tipo de abordagem, principalmente,
para evitar grandes deslocamentos entre os iterandos x* e 2", evitando problemas numé-
ricos e de convergéncia para pontos de equilibrio indesejados, ou seja, que nao representam
condigdes fisicas operacionais para os sistemas dinamicos.

Entao, € permitido apenas um deslocamento méximo (v;) de cada varidvel de otimiza-
¢do (zF) no iterando k, isto é:

ZE?J’_I = xf +tdza |dZ| < Vi, L= 1?27 RRRLE (410)

Em vista disso, limitou-se empiricamente o deslocamento da varidvel de otimizagao
(que é também varidvel de estado) energia (J) em 10% da sua ordem de grandeza (10%).
A mesma métrica foi utilizada para a varidvel massa (kg), 10% da sua ordem de grandeza
(1072).

Assim, o problema de otimizacdo (3.1) estd bem definido para ser solucionado pelo
algoritmo 1: Gradient Sampling com Comprimento de Passo Limitado.

Nas duas préximas subsecdes sdo apresentados os resultados dos experimentos nu-
méricos para os sistemas termo-pneumaticos. Destaca-se que, sem a técnica tratada nessa
subsecao, o0 método GS base ndo converge, ou, converge para pontos de equilibrio indeseja-
dos e que ndo possuem sentido fisico, e.g. energia (J) e massa (kg) com valores negativos ou
nulos. Uma andlise semelhante a apresentada na secdo 4.1 (utilizar varios pontos iniciais e
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empregar outros métodos de otimiza¢do ndo-linear) € realizada com a finalidade de destacar
a importancia dessa estratégia para o problema discutido em 1.1.

4.2.4 Sistema Termo - Pneumatico 1

O sistema Termo-Pneumatico 1, representado por meio do diagrama de blocos da figura 4.8,
¢ constituido de 8 volumes adiabaticos e 16 orificios isentrépicos (apéndice A), resultando
num modelo de 16 varidveis de estado, pois, em cada volume ha duas varidveis de estado:
energia (J) e massa (kg).

Configura-se os parametros iniciais do método GS com Comprimento de Passo Limi-
tado (Passo 1 do algoritmo 1) conforme as tabelas 4.1 e 4.5. Como trata-se de um algoritmo
hibrido (Rao, ) (estocdstico e deterministico), este deve ser executado algumas vezes a
partir da mesma condicao inicial, a fim de validar a sua convergéncia para os estados de inte-
resse. Decidiu-se realizar dez experimentos para as condi¢des iniciais das varidveis de estado
apresentadas na segunda coluna da tabela 4.7. J4 os resultados sdo mostrados na tabela 4.6.

A andlise da tabela 4.6 permite observar a natureza estocdstica do método, pois, apesar
deste convergir para o regime permanente (terceira coluna da tabela 4.7) em todos os dez
experimentos, nao ha igualdade para o nimero de itera¢des (terceira coluna da tabela 4.6),
valor da fun¢do objetivo (4.8) final (segunda coluna da tabela 4.6) e, consequentemente,
tempo de execucgdo (tltima coluna da tabela 4.6).

Figura 4.8: Sistema Termo-Pneumatico 1 - Constituido de 8 Volumes Adiabéticos, portando
16 varidveis de estado, e 10 orificios Isentrépicos

Com o objetivo de verificar a robustez do algoritmo 1 (Gradient Samplig com Com-
primento de Passo Limitado), testou-se a convergéncia desse método para cinquenta pontos
iniciais (tabelas C.3, C.4, C.5, C.6 e C.7) amostrados aleatoriamente e uniformemente numa
regido das varidveis de estado, determinados com base nos valores de pressdo e temperatura
das fontes externas do modelo da figura 4.8. Além disso, testou-se os métodos dos Pontos
Interiores (resultado na tabela C.9), Trust Region Reflective (resultado na tabela C.10), SQP
(resultado na tabela C.11) e Active Set (resultado na tabela C.12) utilizando esses mesmos
50 pontos iniciais e a fungdo objetivo (4.8), sendo os resultados apresentados na tabela C.1
do apéndice C.

A tabela C.1 apresenta a convergéncia para o ponto de equilibrio operacional (terceira
coluna da tabela 4.7) utilizando todos os métodos numéricos citados, inclusive o método
Gradient Sampling ( , ). E possivel concluir que 96% dos pontos iniciais al-
cancaram o ponto de equilibrio operacional empregando o método do GS com Comprimento
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Tabela 4.5: Valores Iniciais dos Par@metros do Algoritmo | - Sistema 1

Parametros Valores
€1 (Raio de Amostragem) 7,00E-01
1 (Atualizacdo eg,) 2,00E-01
v1 (Tolerancia Otimalidade) 1,00E-01
o (Atualizacdo vy,) 8,00E-01

f(x') (Fungdo Objetivo Inicial)  7,26E+06

Tabela 4.6: Experimento Numérico - Sistema 1
Niimero do Funcio Objetivo Raio de Amostragem  Nimero de

Experimento Final (f(z*)) Final (c;) Tteracoes (k) 1cmP0 (®)
1 1,93E-05 2,04E-04 296 17,63
2 4,25E-05 2,24E-04 315 18,71
3 1,60E-05 2,24E-04 328 19,76
4 1,41E-05 2,24E-04 338 20,62
5 2,10E-05 2,24E-04 297 17,48
6 1,16E-05 2,24E-04 328 19,75
7 6,80E-05 2,24E-04 266 14,88
8 2,29E-05 2,24E-04 535 36,17
9 5,24E-05 2,24E-04 332 20,19
10 1,60E-05 2,24E-04 311 18,45

de Passo Limitado, enquanto ndo houve convergéncia para os demais métodos de otimizacao
utilizando a funcao objetivo (4.8).

Utiliza-se a ferramenta Trim ( , ) do software Matlab/Simulink, espe-
cializada em encontrar pontos de equilibrio de sistemas dindmicos, entretanto nao se tem
informacdes de como essa ferramenta funciona, i.e. como € construida a funcio objetivo e
os detalhes de implementa¢do dos métodos de otimiza¢ao. Repete-se os expermimentos para
os 50 pontos iniciais definidos anteriormente e apresenta-se os resultados na tabela C.2 do
apéndice C.

Apesar do método do Gradiente Sampling ser um método computacional dispendioso,
pois a cada iteracdo hd necessidade de avaliar a funcdo objetivo (4.8) e computar os seus
gradientes n + 1 vezes, este revelou-se um método robusto, convergindo em 96% dos pontos
iniciais, enquanto, utilizando a ferramenta Trim do software Matlab/Simulink com o algo-
ritmo de Pontos Interiores (resultados nas tabelas C.13 e C.14) a convergéncia foi 22% e 2%
com os algoritmos Trust Region Reflective (resultados nas tabelas C.15 e C.16) e Active Set
(resultados nas tabelas C.17 e C.18).

Notifica-se que todas as tabelas de resultado estdo apresentadas no apéndice C.

4.2.5 Sistema Termo-Pneumatico 2

O sistema Termo-Pneumadtico 2, representado pelo diagrama de blocos da figura 4.9, € cons-
tituido por 19 volumes adiabéticos, consequentemente, 38 varidveis de estado (Energia (J) e
Massa (kg) por volume), e 23 orificios isentrépicos. A configuracdo dos paradmetros iniciais
do algoritmo 1 € realizada de acordo com as tabelas 4.1 e 4.8. Destaca-se que, diferente-
mente do sistema termo-pneumadtico 1 (subsecao 4.2.4), o critério de parada foi modificado
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Tabela 4.7: Valor das Varidveis de Estado em Regime Estaciondrio - Sistema 1
Variaveis de Otimizacao/Estado Valor Inicial Valor Final

Volume 1 - Energia 2,97E+03 5,07E+03
Volume 1 - Massa 7,67E-03 1,31E-02
Volume 2 - Energia 4,05E+03 4,71E+03
Volume 2 - Massa 1,05E-02 1,21E-02
Volume 3 - Energia 2,97E+03 4,31E+03
Volume 3 - Massa 7,67E-03 1,11E-02
Volume 4 - Energia 2,97E+03 3,87E+03
Volume 4 - Massa 7,67E-03 9,98E-03
Volume 5 - Energia 2.97E+03 3,36E+03
Volume 5 - Massa 7,67E-03 8,67E-03
Volume 6 - Energia 4,05E+03 6,36E+03
Volume 6 - Massa 1,05E-02 1,53E-02
Volume 7 - Energia 2,97E+03 5,18E+03
Volume 7 - Massa 7,67E-03 1,25E-02
Volume 8 - Energia 2,97E+03 6,56E+03
Volume 8 - Massa 7,67E-03 1,46E-02

Tabela 4.8: Valores Iniciais dos Pardmetros do Algoritmo 1 - Sistema 2

Parametros Valores
€1 (Raio de Amostragem) 7,00E-01
1 (Atualizacdo €g,) 5,00E-01
v1 (Tolerancia Otimalidade) 1,00E-01
o (Atualizacdo vy,) 8,00E-01

f(z') (Fungdo Objetivo Inicial) 2,32E+07

e acrescentou-se ao passo 2 (Critério de Parada) do algoritmo | a condig¢do:
* Se (||gk’|| < Vgpt € € < €opr) 0U (f (2%) < 8E™*) 0 algoritmo € finalizado;

Adota-se esse procedimento devido a dificuldade de se ajustar os pardmetros do mé-
todo GS com Comprimento de Passo Limitado para atender €, < €, € U, < Ugpe. Sem a
condicdo adicionada, o algoritmo 1 finaliza ao atingir o nimero maximo de iteragdes. Porém,
percebe-se que f(z*) < 8 00E* garante que as varidveis de estado (otimizagdo) do sistema
atinjam erro relativo de 2, 00% em relag@o as varidveis de estado em regime permanente. Por
esse motivo, escolheu-se o valor 8, 00E~.

A condigdo inicial para cada varidvel de estado (otimizacdo) € apresentada na segunda
coluna da tabela 4.10, assim como os valores em regime estaciondrio na terceira coluna.
Nota-se que hd uma distancia entre as varidveis de estado iniciais € em regime permanente,
demonstrando a capacidade de convergéncia do método GS com Comprimento de Passo
Limitado ao ponto e-estaciondrio.

Devido a caracteristica estocdstica do método proposto, realiza-se dez experimentos,
sendo os resultados apresentados na tabela 4.9. Nota-se que esta tabela possui uma coluna a
mais que a tabela 4.6, a coluna Tolerancia Final, fazendo-se necesséria devido ao acréscimo
da condi¢do de parada ja citado. Acentua-se que todos os experimentos atenderam ao cri-
tério de parada adicional, apesar do aumento do nimero de iteragdes e tempo de execucao
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Figura 4.9: Sistema Termo-Pneumadtico 2 - Constituido de 19 Volumes Adiabaticos, portando
38 varidveis de estado, e 23 orificios Isentropicos

do algoritmo 1, consequéncia direta do aumento da complexidade (ntimero de varidveis de
estado) do modelo.

Semelhante ao realizado na subsecdo anterior 4.2.4 e com objetivo de validar a ro-
bustez do método GS com Comprimento de Passo Limitado, ou seja, a sua capacidade de
convergéncia para pontos de equilibrio do sistema termo-pneumatico 2, gerou-se dez pontos
iniciais (tabela C.23) aleatoriamente e uniformemente numa regido das varidveis de estado,
determinados também com base nos valores de pressdo e temperatura das fontes externas do
modelo da figura 4.9. A tabela C.21 mostra que 80% das condigdes iniciais alcangcaram o
regime permanente (terceira coluna da tabela 4.10 ou os valores das varidveis de estado, ao
término do algortimo 1, na tabela C.21).

Fazendo-se o uso da ferramenta Trim do software Matlab/Simulink percebe-se que
ha convergéncia (tabela C.22), utilizando o algoritmo dos pontos interiores (tabela C.29),
apenas para 20% das condi¢des iniciais ao regime estaciondrio. J4 para os demais métodos,
Trust Region Reflective (tebela C.30) e Active Set (tabela C.31), ndo houve convergéncia para
ponto de equilibrio.

Utilizando a funcdo objetivo definida em (4.8) ndo se obteve convergéncia (tabela
C.21) para os pontos de equilibrio do sistema termo-pneumatico 2 com o método GS (Gra-
dient Sampling) e os métodos: Pontos Interiores, Trust Region Reflective, SQP e Active Set
(tabelas de resultados C.25, C.26, C.27 e C.28, respectivamente). Possivelmente, a ndo con-
vergéncia desses métodos deterministicos para a fung¢do Custo (4.8) reside no fato desta nao
ser continuamente diferencidvel e os pontos iniciais (tabela C.23) estarem afastados do ponto
de minimo local ou do ponto em regime estaciondrio (terceira coluna da tabela 4.10). Todas
as tabelas expondo os resultados dos métodos testados estdo alocadas no apéndice C.
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Tabela 4.9: Experimento Numérico - Sistema 2

Niimero do Funcio Objetivo Tolerancia Raio de Amostragem  Nimero de

Tempo (min)

Experimento Final (f(«*))  Final (vy) Final (¢;) Iteracoes (k)

1 7,98E-04 4,10E-02 4,38E-02 1857 13,77
2 7,98E-04 3,28E-02 2,19E-02 1948 14,46
3 7,97E-04 3,28E-02 2,19E-02 1962 14,61
4 7,97E-04 2,62E-02 1,09E-03 1677 12,50
5 7,94E-04 3,28E-02 2,19E-02 1702 12,61
6 7,97E-04 3,28E-02 2,19E-02 1584 11,75
7 7,84E-04 4,10E-02 4,38E-02 1733 13,09
8 7,89E-04 2,10E-02 5,47E-03 1923 14,46
9 7,91E-04 2,62E-02 1,09E-03 1635 12,31
10 7,99E-04 2,62E-02 1,09E-03 1689 12,49

4.3 Resumo do Capitulo

Inicia-se o capitulo (se¢do 4.1) com uma andlise do método GS com Comprimento de Passo
Limitado aplicado a um problema benchmark, a fim de evidénciar as suas caracteristicas
numérico/matematicas, discutidas no capitulo 3, em relacdo a outros métodos.

A segunda secdo (4.2) € destinada a constru¢do do problema de otimizacdo para o
problema de determinar as condi¢des de equilibrio operacionais de sistemas dindmicos, em
especial, para sistemas termo-pneumaticos (subsecoes 4.2.1, 4.2.2 e 4.2.3). J4 os resultados,
sdo apresentados nas subsecdes 4.2.4 e 4.2.5 para os dois sistemas termo-pneumadticos de
complexidades (nimero de varidveis de estado) diferentes.
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Tabela 4.10: Valor das Varidveis de Estado em Regime Estaciondrio - Sistema 2
Variaveis de Otimizacao / Estado Valor Inicial Valor Final

Volume 1 - Energia 2,68E+03 6,77E+03
Volume 1 - Massa 6,90E-03 1,75E-02
Volume 2 - Energia 3,24E+03 5,98E+03
Volume 2 - Massa 8,36E-03 1,54E-02
Volume 3 - Energia 1,49E+03 3,71E+03
Volume 3 - Massa 3,83E-03 9,57E-03
Volume 4 - Energia 2,38E+03 5,90E+03
Volume 4 - Massa 6,13E-03 1,52E-02
Volume 5 - Energia 2,53E+03 6,23E+03
Volume 5 - Massa 6,52E-03 1,61E-02
Volume 6 - Energia 3,89E+03 5,17E+03
Volume 6 - Massa 1,00E-02 1,15E-02
Volume 7 - Energia 2,97E+03 4,50E+03
Volume 7 - Massa 7,67E-03 1,00E-02
Volume 8 - Energia 2,53E+03 5,20E+03
Volume 8 - Massa 6,52E-03 1,16E-02
Volume 9 - Energia 2,97E+03 9,13E+03
Volume 9 - Massa 7,67E-03 1,96E-02
Volume 10 - Energia 4,05E+03 8,80E+03
Volume 10 - Massa 1,05E-02 1,89E-02
Volume 11 - Energia 1,49E+03 4,22E+03
Volume 11 - Massa 3,83E-03 9,07E-03
Volume 12 - Energia 2,38E+03 6,46E+03
Volume 12 - Massa 6,13E-03 1,39E-02
Volume 13 - Energia 2,97E+03 7,69E+03
Volume 13 - Massa 7,67E-03 1,65E-02
Volume 14 - Energia 1,62E+03 2,23E+03
Volume 14 - Massa 4,18E-03 6,38E-03
Volume 15 - Energia 2,97E+03 4,63E+03
Volume 15 - Massa 7,67E-03 1,33E-02
Volume 16 - Energia 2,97E+03 6,35E+03
Volume 16 - Massa 7,67E-03 1,82E-02
Volume 17 - Energia 2,38E+03 5,82E+03
Volume 17 - Massa 6,13E-03 1,31E-02
Volume 18 - Energia 2,97E+03 6,43E+03
Volume 18 - Massa 7,67E-03 1,45E-02
Volume 19 - Energia 2,97E+03 5,42E+03

Volume 19 - Massa 7,67E-03 1,22E-02




Capitulo 5

Conclusoes

Nesse trabalho o problema 1.1 é formulado como um problema de otimiza¢do mono objetivo,
ndo-linear, irrestrito, ndo-convexo e nao continuamente diferenciavel. Havendo a necessi-
dade da escolha de um método numérico de otimizacdo que verse sobre essas caracteristicas
matematicas, escolheu-se o método do Gradient Samplig ( , )e ( ,

). Nesse método, lida-se com subgradientes, aproximando o diferencial de Goldstein
de uma funcdo f : R" — R, no ponto z € R", pelo fecho convexo de m (m > n + 1)
gradientes avaliados em pontos distribuidos aleatoriamente e uniformemente no conjunto
B/ (z) = B(x;¢) N D C R", em que D é um conjunto aberto e denso, onde f é continua-
mente diferencidvel, como abordado em ( , ). O subgradiente desejado é o
elemento de menor norma desse fecho convexo.

De imediato, uma desvantagem do método escolhido € a necessidade de avaliar a fun-
cdo objetivo e os respectivos gradientes em m pontos distintos, tornando essa etapa do mé-
todo invidvel para problemas em que avaliar a funcao objetivo f € custoso computacional-
mente ou que o numero de varidveis de otimizagdo € elevado. Outro ponto negativo, para n
grande, € a necessidade de solucionar o problema quadratico (3.17) a cada iterag¢@o k£ a fim
de se encontrar a dire¢do de descida, como mostrado na subsec@o 3.1.2. Entretanto, con-
forme apresentado no capitulo 4, o método Gradient Sampling com Comprimento de Passo
Limitado mostrou-se um método robusto, obtendo sucesso de convergéncia para as variaveis
de estado (otimizagdo) ao regime estaciondrio em 96% dos experimentos realizados para o
sistema termo-pneumatico 1 e 80% para o sistema termo-pneumadtico 2, superior a todos os
outros métodos de otimizacgdo testados.

Mas, para o sucesso nos experimentos numéricos, houve a necessidade de se restringir
o problema quadratico (3.11) a uma restri¢do em caixa 3.2, impedindo que o método do Gra-
dient Sampling original desse grandes passos entre os iterandos, o que resultaria em pontos
(varidveis de estado) indesejados. Portanto, o método do Gradient Sampling com Compri-
mento de Passo Limitado € a contribui¢do académica desse trabalho. Prova-se na subsecao
3.4 que a direcao de descida obtida por meio da solu¢do do problema quadrético (3.17) ndo
altera a andlise de convergéncia realizada em ( , ), entretanto sdo necessarios al-
guns ajustes, sendo estes apresentados na mesma subsecao.

O capitulo 2 apresentou as principais defini¢des, lemas, proposi¢des € teoremas para
o entendimento completo do método do Gradient Sampling com Comprimento de Passo
Limitado, estando citados no capitulo 3, quando ha necessidade de se justificar as estratégias
adotadas.
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Por fim, salienta-se que, embora o problema seja construido para tratar problemas de
otimizacdo com as caracteristicas matematicas ja especificadas, o algoritmo construido em
1 pode ser aplicado a problemas convexos e diferencidveis. Porém, ha outros métodos mais
atrativos do ponto de vista de performance computacional, como:

* SQP - Programagdo Sequencial Quadratica - ( , Ye( , );
* Pontos Interiores ( , )

* Regido de Confianga ( , );

» Métodos Quasi-Newton ( , )

Caso o problema fosse convexo, mas nao diferencidvel, poder-se-ia utilizar os métodos
Bundle Methods ( , ).

5.1 Propostas de Continuidade
Lista-se as seguintes propostas de trabalho como continuidade:

* Aplicar a metodologia abordada em ( , ) a fim de reduzir o nimero
de avaliagdes da funcdo objetivo e de gradientes a cada iteragdo do método do Gradient
Sampling com Comprimento de Passo Limitado;

* Desenvolver uma estratégia para atualizacdo corrente da restricdo em caixa 3.2, per-
mitindo, quando possivel, que passos maiores possam ser dados em direcao ao ponto
de equilibrio esperado.
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Apéndice A

Fundamentos Teoricos em Fisica e
Matematica de Sistemas Dinamicos
Termo-Pneumaticos

Esse Apéndice tem como objetivo apresentar ao leitor os fundamentos fisico/mateméticos
utilizados para constru¢do dos sistemas dinamicos utilizados na se¢do 4. Estes s@o construi-
dos por meio de modelos matematicos em ambiente de simulagao virtual, e.g. Simulink.

A.1 Sistemas Termo-Pneumaticos

Os modelos utilizados sdo constituidos de reservatorios adiabaticos e orificios isentrépicos,
representando uma parte do sistema de utilizacdo de ar comprimido produzido pelos motores
da aeronave, ou Bleed Air System, responsdvel por impedir a formacdo de gelo nas asas
dos avides. Estes modelos representam as tubulagdes presentes nesse sistema. O objetivo é
encontrar as condi¢des de operagdo do gés ideal ( , ), em regime permanente,
dentro dos reservatdrios, fidedignos com o modo de operacgdo real, dadas as condicoes de
temperatura e pressao externas aos orificios.

Por exemplo, o diagrama de fluxo da figura A.1 representa o escoamento (comporta-
mento dindmico) do gis ideal dentro da tubulacdo, como apresentado na figura A.2. A figura
A.1 € constituido de 3 blocos: 2 orificios isentrépicos, localizados aos extremos, e 1 reser-
vatdrio adiabdtico, ao meio. Observa-se que a maneira como esses blocos foram projetados
facilita a sua utilizacao.

A seguir sdo descritos 0s equacionamentos fisico/matemadticos de cada bloco presen-
tes na figura A.1, base da constru¢cdo dos sistemas termo-pneumadticos 1 e 2 utilizados no
capitulo 4.

A.1.1 Orificios Isentrépicos

Os orificios isentropicos descritos nesta subse¢do abordam exclusivamente escoamentos
compressiveis unidimensionais de substancias puras ( , ), ou seja, substan-
cias em que a composi¢cdo quimica € uniforme e invaridvel ( , ).
No equacionamento do modelo utiliza-se como fluido de escoamento o gés ideal (
, ) caracterizado pelo fator de compressibilidade () unitério e caracteristicas abor-

47



48 CAPITULO A. SISTEMAS TERMO-PNEUMATICOS
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Figura A.1: Diagrama de Fluxo de um sistema de Termo-Pneumatico simples
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Figura A.2: Representacdo do Fisica do Diagrama de Fluxo da figura A.1

dadas em ( , ), como a energia interna (U) e a entalpia (/) dependerem
exclusivamente da temperatura do gés.

O orificio € caracterizado como isentrépico devido a experimentos indicarem uma rela-
¢do entre pressdo e massa especifica, através de uma onda sonora no fluido, comportamento
quase isentropico ( , ). Esta consideragdo e as caracteristicas do gas ideal
permitem desenvolver todo o equacionamento algébrico, ja que o bloco “orificio” ndo acres-
centa varidveis de estado ao processo.

A seguir, as equagdes algébricas, empregadas para a representagdo fisica do orificio
isentrépico, serdo apresentadas. Essas equacdes sdo associadas as propriedades do estado do
gds, e.g. pressao (P), temperatura (1), volume (V'), massa (m), e relacionadas a condi¢do de
estado de estagnacdo do fluido ( , ).

Calculo do Nimero de Mach

O ndmero de Mach € definido como a razdo entre a velocidade de escoamento do fluido e a
velocidade sdnica ( , ), € dado por
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E—1 0.5
M- |2 (BQ ke , (A1)

onde:

P, ¢ a pressdo(Pa) de estagnacdo (maior pressao);

P, € a pressdo(Pa) do gas que escoa (menor pressdo);

k é o coeficiente de Poisson, k = %, que € adimensional;
vV
4 . = 1.
* ¢, € o calor especifico a pressdo constante (kgT)’

* ¢, é o calor especifico a volume constante (kg%);
e M € o nimero de Mach do fluido que escoa.

ApO6s o célculo do nimero de Mach (M), deve-se verificar a caracteristica do esco-
amento, pois este pode estar estrangulado. Isso significa que hd um limite para a reducao
da pressdo a jusante do escoamento que aumenta o Mach ao valor maximo (unitario). Para
esse tipo de escoamento, "a vazdo mdssica é a mdxima possivel para as condicoes de estag-
nacdo dadas",( , ). Esse fendomeno caracteriza um tipo de comportamento
nao-linear.

Calculo da Temperatura de Saida do Gas Ideal

Ty = 1o
¥140,5(k —1)M2

(A2)
onde:

* T, é a temperatura(K) de estagnagdo (temperatura relacionada a pressdo de estagna-
¢ao);

* T, € a temperatura(K) do gas que escoa;

. . . & , . .
k é o coeficiente de Poisson, k = -2, que € adimensional;

v

p . = Iy
* ¢, € o calor especifico a pressdo constante (i g.K),

* ¢, € o calor especifico a volume constante (kgLK);
e M é o nimero de Mach.

A temperatura de saida do gis (1,) € utilizada para célculo da vazio méssica(k?g) e
variagdo da energia (F) relacionada ao fluxo de massa ( , ).
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Calculo da Pressao de Saida do Gas Ideal

5
(140,5(k — 1)M2)71
Os parametros da Equacdo (A.3) ja foram descritos acima. A necessidade de recalcular

a pressdo de saida do gas ideal (Fs,) advém do fendmeno do escoamento estrangulado, que
limita as condi¢des de escoamento dentro do bocal.

Py =

(A.3)

Calculo da Vazao Massica
B\ 08
i = APyM (—) : (A.4)

onde:

A é a drea (m?);

Py, € a pressao(Pa) do géds que escoa;

e M é o nuimero de Mach;

* T, € a temperatura(K) do gas que escoa;
* R ¢é a constante universal dos gases (kgﬁ).

A Equacgdo (A.4) € uma manipulagdo algébrica entre as Equacdes (A.5), (A.6) e (A.7)
, sendo vdlida apenas para as consideracdes feitas sobre o gds ideal e as condi¢des de escoa-
mento dadas por ( , ).

Pyv = RT, (A.5)
m = Apv, (A.6)

¢ =/ kRT, (A7)
onde:

m3

* v € o volume especifico (-

) do gés;
* p¢é a densidade (%) do fluido que escoa;

* v € a velocidade () de escoamento do fluido.

Calculo da Variaciao de Energia
Q = 1c, Ty, (A.8)
onde:
. Q ¢ a variacdo de energia, sob a forma de calor, através do fluxo de massa;

., - L. k
e 1 € a vazao massica (Tg);
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* ¢, € o calor especifico a pressdo constante (kg%);
* T, € a temperatura(K) de estagnacao.

A variag@o de energia (), sob a forma de calor, serd utilizada para balango de energia
do volume de controle no reservatorio.

A.1.2 Reservatorio Adiabatico

Os reservatorios utilizados nos modelos sdo caracterizados como volume fixo e adiabdtico,
ou seja, ndo ocorre troca de energia sob forma de calor entre as paredes do reservatorio e o
meio externo ( , ). Isso implica em que a unica forma de troca de energia
entre os meios € por meio do fluido que escoa através dos orificios isentropicos.

O conceito de volume de controle ( , ) € aplicado para célculo das pro-
priedades do estado do gés ideal dentro do reservatério, e.g. massa, temperatura, pressao.

Balanco de Massa no Volume de Controle

dm 0 Lo

O primeiro termo, antes do sinal de igualdade, € igual a zero, devido a conservacdo
de massa do sistema, lei de Lavoisier ( , ). O segundo termo significa a taxa de
variacdo de massa dentro do volume de controle (vc), e o terceiro, a vazao madssica através
da superficie de controle (sc), ( , ).

A partir da Equagdo (A.9) € calculado o valor da massa em um instante arbitrdrio
dentro do reservatorio adiabatico.

Balanco de Energia no Volume de Controle

2 2

dEVC - ; . /Ue . /US
= Qv — Wee + ;me (he +5 +gze) - Zm (h +5+ gzs> . (A.10)

dt

onde:

. ch € a variacdo de calor (J) por unidade de tempo (s) ao longo da superficie do volume
de controle;

» W, € a taxa de transferéncia de energia (g) associada ao trabalho através da superficie
de controle;

* M. €M, sA0 as vazdes massicas (k?g) na entrada e saida respectivamente;

* v € v 80 as velocidades () do escoamento que entra e sai, respectivamente, através
da superficie de controle;

* he e hg estdo relacionados com a entalpia do escoamento que entra e sai do volume de
controle, respectivamente;
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* Megze € Msgzs, onde g € a aceleragio da gravidade (33), sdo representagdes da varia-
¢ado de energia potencial gravitacional do fluido que escoa para dentro e para fora do
volume de controle, respectivamente.

Como o modelo representa um reservatério isovolumétrico, W,. = 0, e adiabatico,
Qve = 0, a solucdo do problema se restringe apenas ao primeiro e aos dois tltimos termos da
Equacdo (A.10), significando que a taxa de variacdo de energia dentro do volume de controle

dEy. )
( pm ) depende apenas do fluido que escoa para dentro e para fora do volume de controle

(ve).

Por meio do balanco de energia e massa é calculada a temperatura dentro do reserva-
tério em um instante arbitrario ( , ). A pressdo dentro do reservatorio pode
ser obtida por meio da equacdo de Clapeyron (A.5) para gases ideais.

A seguir € descrito o significado das entradas e saidas por blocos para construcido do
diagrama de fluxo da figura A.1.

A.2 Entradas e Saidas dos Blocos

A fim de facilitar o entendimento do processo e ndo deixar o diagrama de simulacdo com
excesso de linhas, estas representam na Figura A.1 um conjunto (barramento) de sinais, que
sdo identificados e explicados.

A.2.1 Bloco Orificio

Na Figura A.1, o modelo do bloco “orificio isentrépico” é composto por duas entradas e uma
saida, sendo internamente descrito por equacgdes algébricas expostas na subsecdo A.1.1.

As informagdes da 4rea do orificio em (m?), constante universal dos gases (R) e co-
eficiente de Poisson (K = z—s) sdo fornecidas para as equacgdes do bloco como parametros
internos, podendo também ser alteradas diretamente no bloco.

Entrada 1 do Bloco ““Orificio”

A Entrada 1 representa as condi¢des externas ao bloco “orificio”, possuindo o barramento
que a conecta dois sinais, com as seguintes informagdes:

e Sinal 1: Pressdo externa (Pa);

* Sinal 2: Temperatura externa (K).

Entrada 2 do Bloco ““Orificio”

A Entrada 2 representa as condicdes do gas dentro do reservatério, possuindo o barramento
que a conecta dois sinais, com as seguintes informagdes:

 Sinal 1: Pressdo interna do gds dentro do reservatorio (Pa);
* Sinal 2: Temperatura interna do gas dentro do reservatorio (K).

Estes sinais sao provenientes da saida do bloco reservatorio.
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Saida 1 do Bloco ““Orificio”

A saida do orificio estd conectada a entrada do reservatdrio por um barramento, que é com-
posto pelos seguintes sinais:

e Sinal 1: Pressao de saida do gas (F,) (Pa), calculado da equacdo (A.3);

* Sinal 2: Velocidade do gis (Mach), calculado da equagdo (A.1);

* Sinal 3: Temperatura de saida do gés (1) (K), calculado da equagdo (A.2);

* Sinal 4: Temperatura de estagnacao (7;) (K), relacionado a pressao de estagnacgdo (F,);
* Sinal 5: Vazao mdssica do gas que escoa (1) ( %), calculado da equagdo (A.6);

* Sinal 6: Indicagdo do sentido de escoamento do gds para o cdlculo do balan¢o de massa
(A.9) e balanco de energia (A.10), e.g. do meio externo para o interior do reservatorio
é 1, o fluxo inverso € -1.

» Sinal 7: Taxa de variacdo de energia, sob forma de calor, que atravessa o orificio,
calculado por meio da equacdo de variagdo da quantidade de calor, ( ,

).

A.2.2 Bloco Reservatorio

Como representado no diagrama de fluxo geral da Figura A.l, o bloco que representa o
reservatério isovolumétrico é constituido de trés entradas e uma saida, sendo o responsavel
por calcular o balanco de massa (A.9) e balanco de energia (A.10) no volume de controle
(Secao A.1.2). Este bloco € o responsdvel pela dinamica do modelo, j& que é representado
por equagdes diferenciais.

As informacgdes da constante universal do gases (R), coeficiente de Poisson (k), vo-
lume do reservatério (m?), temperatura inicial do reservatério (K) e pressdo inicial do reser-
vatorio (Pa) sdo parametros internos, podendo ser configuradas diretamente no bloco, caso
necessario.

Entrada 1

A Entrada 1 do reservatério recebe o barramento de sinal proveniente da Saida 1 do Orificio
1. Os sinais 5, 6 e 7 contidos nesse barramento sdo utilizados para o cdlculo do balango de
massa e energia, (A.9) e (A.10), respectivamente.

Entrada 2

A Entrada 2 do reservatorio € conectada a Saida 1 do Orificio 2, sendo as informagdes
presentes nos Sinais 5, 6 e 7 utilizadas no cdlculo do balanco de massa (A.9) e energia
(A.10).
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Entrada 3

A Entrada 3 est4 relacionada a Qy, que € a variacdo de calor (J) por unidade de tempo (s) ao
longo da superficie do volume de controle, e Wi, que é a taxa de transferéncia de energia (J)
associada ao trabalho através da superficie de controle. Como o reservatorio € caracterizado
como adiabatico e isovolumétrico, entao ch =0e VVVC = 0, sendo essa entrada representada
por um bloco constante de valor nulo.

Saida 1
A Saida 1 do reservatdrio apresenta os seguintes sinais em seu barramento:
 Sinal 1: Temperatura do gas dentro do reservatorio (K), calculado integrando a equa-

¢do de balanco de energia (A.10) no tempo (s) e aplicando a férmula de quantidade de
calor ( , )

* Sinal 2: Pressdo do gas dentro do reservatorio (Pa), calculado por meio da equagdo de
Clapeyron (A.5);

 Sinal 3: Massa do gds dentro do reservatério (kg), calculado por meio da equacao de
balanco de massa (A.9);

* Sinal 4: Densidade do gas dentro do reservatério ( kg ) calculado dividindo-se a massa
(kg) pelo volume fixo (m?), ja que o reservatério € isovolumétrico.

E visto por meio da Figura A.1 que a Saida 1 do reservatério € conectada, por meio de
um barramento de sinal, a Entrada 2 dos blocos “orificio isentrépico”. Contudo estes blocos
s utilizardo para célculo interno as informagdes de pressao e temperatura interna do gas.

A.3 Condicoes de Equilibrio de

Sistemas Dinamicos
Em ( , ; , ) define-se Representacdo em Espacgo de
Estados como um conjunto de equacdes de primeira ordem que descrevem o comportamento
dindmico do sistema, por meio da evolucdo do vetor de varidveis de estado com o tempo.
A principal vantagem desse tipo de representagdo € o fato da ODE (Ordinary Differential
Equation) poder representar sistemas ndo-lineares, como os sistemas termo-pneuméticos em

andlise, e variantes no tempo ( , ). Essa abordagem pode ser expressa
matematicamente como,

i = F(Z,0), (A.11)
i = G(Z.1), (A.12)
onde:

* T representa a taxa de variagao do vetor de varidveis de estado;
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* F(Z,u) e G(Z,1u) sdo fungdes conhecidas, onde os argumentos sdo as varidveis de
estado atuais e as entradas do sistema, respectivamente;

* g representa a saida do sistema.

Para que ocorra condigéo de equilibrio (eq) € preciso que a derivada dos estados do

sistema () seja nula ( , ) para valores constantes Zeq € e, acarretando:
Tog = F(Tog, lleq) = 0, (A.13)
geq = G(feqa ﬁeq)' (A.14)

A interpretacdo das Equacgdes (A.13) e (A.14) é que ndo hd variagdo das varidveis
de estado (Z.q) € saidas (y.q) com o tempo na condi¢do de equilibrio. Estes permanecem
constantes caso nao haja nenhuma pertubagdo no sistema ( , ), ou mudanga
da entrada () em relagdo a entrada no estado de equilibrio ().

Deve-se ressaltar que a condi¢ao de equilibrio ndo esta relacionada com a estabilidade
do sistema. Esta é uma propriedade do comportamento dindmico do sistema em torno dos
pontos de equilibrio, que podem ser estdveis ou instaveis. Por exemplo, um sistema como o
Péndulo Invertido possui o ponto mdximo, em que a haste estd na posi¢do vertical para cima,
como equilibrio instdvel, pois qualquer variacdo em torno deste ponto (equilibrio) incapacita
o sistema a retorna-lo de forma natural, ( , ).
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Apéndice B

Demonstracoes do Capitulo 3

B.1 Demonstracao 1

Demonstra-se a equivaléncia entre os problemas (3.9) e (3.10).
Dado o problema (3.9)

min, f(g) = § [lgl
{ s.tg. gegef’"%(x) ' B.1)

Tem-se que G/™ () é um conjunto compacto e f(g) é uma fungdo continua, pelo Teorema de
Weierstrass ( , ), existe um g* que minimiza f. Sendo f(g) uma fun¢do convexa
definida em um conjunto G/ (x) convexo entdo g* é tinico. Pelo teorema 2.1.4,

g*=> a;Vf(a'), (B.2)
onde,
Y ai=1, a€eRy, i=1..m e 2ecll"(z) (B.3)
e I'/'™(z) definido na equagdo 3 .4.
Define-se:
V,L(g,0) = g — Zain(:pi) com V,L(g*,a)=0. (B.4)
E pelo teorema Fundamental do Calculo ( , ), integra-se V,L(g, ) em g, obtendo-
se
1
L(g.a) = 5{9.9) + (Qa, —g), (B.5)
onde
(9,0) € GI xRT e Q=[Vf(z:),.Vf(xn)]. (B.6)
Expandindo (B.5) e “adicionando” z, tem-se:
1
L(g.a) = 5{g.9) + D el Vf(w:). —g) + 2 — = (B.7)
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1
Como
dai=1, >0 e i=1..,m (B.9)
Entdo (B.8) é a Lagrangiana ( , ) do problema:
ming. 2+ 3 |lgll;
{ st Vi) (—g) <z Vyelin() |- (310

Assim, os problemas (B.1) e (B.10) sao equivalentes no sentido que o ponto estacio-
ndrio ( , ) deste € solug@o daquele problema.

B.2 Demonstracao 2

Demonstra-se nessa se¢io que f (2¥;d) = Vf(2¥)Td < —d" Hd.
O problema de otimizagdo

ming, 2+ %dTHd B.11)
st. f(z*)+Vf(x)'d <z Vaellm(ah) '
¢é equivalente ao problema:
min, % |v|?
G
{ st ve AGIm () [ B.12)

em que H~' = AT A, lembrando que H é uma matriz simétrica e definida positiva que
sempre admite essa decomposi¢do (e.g. via decomposi¢io de Cholesky).
Aplicando o teorema 2.1.12, tem-se que se v* € solugdo de (B.12), entdo:

(W, (v—0")) >0, Yve AGI™(aF), (B.13)

€, consequentemente,

(w*,v) > (v*, 0", Yo e AGH™ (). (B.14)
Fazendo v = AV f(z"), tem-se que

(v*, AV f (")) > (v*,v*) (B.15)

e
(W, AV f(a¥)) = (AT, V(a") > (0", 0. (B.16)
Visto que d = —ATv* = —H 'g* para algum g* € G/™(2*) e realizando algumas

manipulagdes algébricas, chega-se a:

(d,Vf(z")) < —d"Hd. (B.17)



B.3. DEMONSTRACAO 3 59
B.3 Demonstracao 3

Andlise do problema de otimizagado (3.17) com a adi¢do do Comprimento de Passo Limitado

ming, 2+ %dTHd
st. f(x)+Vfly)'d<z VyeTllm(x) : (B.18)

Construindo a Lagrangiana do problema (B.18), tem-se L : R" x RX R xR} xR} —
R com:

L(d,z,0,0,0) = z+ 2dHd + o' (f(z) + V[T (y)d — 2)+

: B.19
51 (@ — 1) A+ e+ 60 (d" — 1) + 01 (=" — 1) + .. + O (—d" — 1) (B.19)

e na condicdo de otimalidade de KK T (Kurush-Kuhn-Tucker) no ponto 6timo (d*, z*, a*, §*, 0*)
tem-se:

oL “ ‘
- % * * * * — * . J * _ * —
oo (02", 67,07) = Hd +;O%Vf<y>+a 0* =0, (B.20)
o
=1, (B.21)
on
01
=1 : |, (B.22)
05,
aL * * * * * = =
E(d,z,a,5,9)=1+(—Za]):0<:>204]:1, (B.23)
j=0 j=0
f@M +Vfy)Td—2z<0 vy e (x), (B.24)
a;(fx) + VT (y)d—2)=0] .
;>0 7=0,1,....,m, (B.25)
|di| < n;
0u(dds — 1) = O}z =1,2,..,n. (B.26)
0;,0; > 0
De (B.20), tem-se que
—H' () V@) B9 - 4)
d = = + —— (B.27)

. } d,
d*
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e, portanto,
& =d +d.

Ja de B.23, obtem-se que

i Q= 1.
j=0

Substituindo (B.28) nas equacdes (B.26), tem-se:

& —n=0=>d'+d,—n;=0=d, =n —d;

No caso df > n; = n; = Byd} , com B; € (0,1], resultando em:

d, = (B; — 1)d;.
Caso contrariod; =0, B; =1e d; = 0.
* Oi(=d; —n;) =0

—(di+d)—n=0=>d,=—n, —d,

No caso df < —n; = —n; = Byd}, com B; € (0, 1], resultando em:

d, = Bid! — d = (B; — 1)d.
Caso contrariod, =0, B; =1e 6, = 0.
Desse modo:

& =d +d=Qd,

onde:
B, 0 0 0
0 By O 0
Q= 0 0 Bs 0 :
0O 0 O B,

com B; € (0, 1], definido nos itens anteriores.
Da demonstragdo B.2, tem-se que:

(d,Vf(z*)) < —d"Hd, onde d=d*

(B.28)

(B.29)

(B.30)

(B.31)

(B.32)

(B.33)

(B.34)

(B.35)

(B.36)

Fazendo d = ()~ 'd® e sabendo que (! é uma matriz diagonal, com todos os elemen-

tosa; > 1,paras = 1,2, ..., n, obtem-se:
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Q7' V(") < —(Q'd°) H(Q™'d%) (B.37)

e, chamando M = Q~!, com \,,;,, 0 menor elemento da sua diagonal, que é maior, ou, igual
a1, tem-se.

Amin(d®, V f(2F)) < (Md*, V f(2*)) < —(d*)"HM?*d* < —(d*)" Hd*, (B.38)
implicando em:

(d*, V f(2*)) < —(d°) " Hd". (B.39)

Ou seja, limitar o comprimento de passo, através de uma restricdo em caixa (Box Cons-
traints) acrescentada ao problema (3.11), resultando no problema quadrético (B.18), nio
invalida a busca em linha, ou, line Search abordada na secao 3.1.3.



62

APENDICE B. DEMONSTRACOES DO CAPITULO 3



Apéndice C

Tabelas de Resultados
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Tabela C.1: Mapeamento de Convergéncia utilizando a Fun¢do Objetivo (4.8)-Sistema Di-
namico 1. Numero 1 - Convergéncia para o ponto de equilibrio operacional. Numero O - Nao
convergéncia.

Algoritmos Numéricos

Vetor de Varidveis de ~ GS com Passo GS InteriorPoint SQP  Active Set Trust Region

Estado Iniciais Limitado Reflective
1 1 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 0
3 1 0 0 0 0 0
4 1 0 0 0 0 0
5 1 0 0 0 0 0
6 1 0 0 0 0 0
7 1 0 0 0 0 0
8 1 0 0 0 0 0
9 1 0 0 0 0 0

10 1 0 0 0 0 0
11 1 0 0 0 0 0
12 1 0 0 0 0 0
13 1 0 0 0 0 0
14 0 0 0 0 0 0
15 1 0 0 0 0 0
16 1 0 0 0 0 0
17 1 0 0 0 0 0
18 1 0 0 0 0 0
19 1 0 0 0 0 0
20 1 0 0 0 0 0
21 1 0 0 0 0 0
22 0 0 0 0 0 0
23 1 0 0 0 0 0
24 1 0 0 0 0 0
25 1 0 0 0 0 0
26 1 0 0 0 0 0
27 1 0 0 0 0 0
28 1 0 0 0 0 0
29 1 0 0 0 0 0
30 1 0 0 0 0 0
31 1 0 0 0 0 0
32 1 0 0 0 0 0
33 1 0 0 0 0 0
34 1 0 0 0 0 0
35 1 0 0 0 0 0
36 1 0 0 0 0 0
37 1 0 0 0 0 0
38 1 0 0 0 0 0
39 1 0 0 0 0 0
40 1 0 0 0 0 0
41 1 0 0 0 0 0
42 1 0 0 0 0 0
43 1 0 0 0 0 0
44 1 0 0 0 0 0
45 1 0 0 0 0 0
46 1 0 0 0 0 0
47 1 0 0 0 0 0
48 1 0 0 0 0 0
49 1 0 0 0 0 0
50 1 0 0 0 0 0
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Tabela C.2: Mapeamento de Convergéncia utilizando o Software Trim (MatLab) - Sistema
Dinamico 1. Numero 1 - Convergéncia para o ponto de equilibrio operacional. Nimero O -
Nao convergéncia.

Algoritmos Numéricos

Vetor de .
Variaveis de GS ‘f‘“.“ Passo Interior-Point ~ Active Set Trust Re.glon
. Limitado Reflective
Estado Iniciais

1 1 1 1 1
2 1 0 0 0
3 1 0 0 0
4 1 1 0 0
5 1 0 0 0
6 1 1 0 0
7 1 0 0 0
8 1 0 0 0
9 1 0 0 0
10 1 0 0 0
11 1 0 0 0
12 1 0 0 0
13 1 0 0 0
14 0 0 0 0
15 1 0 0 0
16 1 0 0 0
17 1 0 0 0
18 1 0 0 0
19 1 1 0 0
20 1 0 0 0
21 1 0 0 0
22 0 0 0 0
23 1 0 0 0
24 1 0 0 0
25 1 0 0 0
26 1 0 0 0
27 1 1 0 0
28 1 0 0 0
29 1 0 0 0
30 1 0 0 0
31 1 0 0 0
32 1 0 0 0
33 1 0 0 0
34 1 1 0 0
35 1 1 0 0
36 1 1 0 0
37 1 0 0 0
38 1 1 0 0
39 1 0 0 0
40 1 0 0 0
41 1 0 0 0
42 1 0 0 0
43 1 0 0 0
44 1 1 0 0
45 1 0 0 0
46 1 0 0 0
47 1 0 0 0
48 1 0 0 0
49 1 0 0 0
50 1 1 0 0




Algoritmos Numéricos

Variavel de Estado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Volumel-Energia 5,40E+03 6,42E+03 5,52E+03 6,07E+03 3,97E+03 4,35E+03 5,11E+03 4,89E+03 5,33E+03 6,56E+03
Volume1-Massa 5,15E-01 1,45E-02 1,63E-02 2,38E-02 9,72E-03 1,72E-02 147E-02 1,28E-02 1,26E-02 2,49E-02
Volume2-Energia  3,77E+03  5,52E+03 5,56E+03 5,79E+03 5,77E+03 4,43E+03 4,90E+03 3,24E+03 5,13E+03 3,97E+03
Volume2-Massa 4,39E-01 1,77E-02 1,40E-02 230E-02 1,36E-02 1,65E-02 1,68E-02 1,18E-02 196E-02 1,37E-02
Volume3-Energia  5,23E+03 6,45E+03 3,06E+03 5,00E+03 3,50E+03 4,76E+03 3,60E+03 5,59E+03 4,83E+03 2,95E+03
Volume3-Massa 5,21E-01 2,12E-02 8,74E-03 1,54E-02 9,01E-03 2,01E-02 148E-02 144E-02 1,97E-02 7,34E-03
Volume4-Energia  4,93E+03 2,85E+03 5,82E+03 6,10E+03 5,40E+03 4,04E+03 5,95E+03 5,20E+03 6,33E+03  6,53E+03
Volume4-Massa 5,19E-01 6,41E-03 1,68E-02 1,50E-02 1,93E-02 1,07E-02 2,28E-02 1,94E-02 247E-02 1,84E-02
Volume5-Energia  4,45E+03  5,00E+03 3,01E+03 6,29E+03 3,46E+03 3,11E+03 2,81E+03 5,64E+03 5,45E+03 6,46E+03
Volume5-Massa 5,06E-01 140E-02 8,81E-03 2,20E-02 1,16E-02 8,18E-03 6,84E-03 1,53E-02 1,81E-02 1,68E-02
Volume6-Energia  5,35E+03  6,75E+03  5,39E+03 5,87E+03 4,67E+03 6,62E+03 3,52E+03 2,97E+03 6,27E+03 4,28E+03
Volume6-Massa 9,07E-02 1,60E-02 1,23E-02 1,58E-02 1,28E-02 1,84E-02 1,19E-02 8§,11E-03 1,43E-02 1,39E-02
Volume7-Energia  6,67E+03 345E+03 3,69E+03 5,20E+03 6,19E+03 3,90E+03 3,05E+03 5,80E+03 4,47E+03 3,16E+03
Volume7-Massa 1,48E-02 1,33E-02 8,58E-03 1,76E-02 2,51E-02 1,49E-02 7,26E-03 2,11E-02 1,61E-02 1,14E-02
Volume8-Energia  6,57E+03  5,04E+03 3,62E+03 5,95E+03 6,47E+03 5,40E+03 6,67E+03 4,96E+03 5,92E+03 5,92E+03
Volume8-Massa 1,11E-01  1,13E-02 1,55E-02 2,09E-02 2,68E-02 1,60E-02 2,62E-02 1,49E-02 1,88E-02 1,36E-02
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Nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Varidvel de Estado 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Volumel-Energia  3,98E+03 6,59E+03 541E+03 5,06E+03 3,23E+03 5,87E+03 3,65E+03 4,38E+03 6,33E4+03  6,72E+03
Volume1-Massa 1,22E-02 2,81E-02 1,99E-02 1,74E-02 8,69E-03  1,54E-02 1,02E-02 1,39E-02 2,14E-02 1,61E-02
Volume2-Energia  591E+03 2,90E+03 5,35E+03 4,40E+03 5,32E+03 6,50E+03 5,76E+03 5,99E+03 3,19E+03 4,56E+03
Volume2-Massa 2,40E-02 6,90E-03 196E-02 127E-02 1,23E-02 1,61E-02 1,58E-02 1,44E-02 9,77E-03  1,22E-02
Volume3-Energia  4,48E+03 5,66E+03 4,32E+03 4,26E+03 5,25E+03 591E+03 5,54E+03 6,59E+03 6,82E+03 3,40E+03
Volume3-Massa 1,07E-02  1,71E-02 1,10E-02 1,06E-02 1,23E-02 2,09E-02 1,96E-02 1,88E-02 1,78E-02  §,23E-03
Volume4-Energia  3,74E+03 531E+03 2,94E+03 5,27E+03 4,11E+03 548E+03 6,04E+03 4,82E+03 6,48E+03 4,61E+03
Volume4-Massa 8,44E-03 136E-02 7,12E-03 1,25E-02  1,74E-02 1,97E-02 1,78E-02 1,27E-02 1,84E-02 1,64E-02
Volume5-Energia  4,29E+03  6,37E+03 4,97E+03 5,70E+03 4,64E+03 4,65E+03 5,71E+03 5,94E+03 5,82E+03 3,96E+03
Volume5-Massa 1,54E-02  2,72E-02  1,23E-02 1,41E-02 1,15E-02 1,38E-02 1,48E-02 1,48E-02 2,14E-02 9,07E-03
Volume6-Energia  3,98E+03 5,89E+03 3,86E+03 6,44E+03 4,16E+03 3,67E+03 5,81E+03 3,57E+03 3,15E+03 4,67E+03
Volume6-Massa 1,25E-02 1,36E-02  9,73E-03  2,65E-02 1,66E-02 1,28E-02  1,50E-02  §8,63E-03 1,06E-02 1,56E-02
Volume7-Energia  5,04E+03 4,89E+03 5,82E+03 5,47E+03 4,70E+03 6,26E+03 6,78E+03 5,80E+03 5,93E+03 4,61E+03
Volume7-Massa 1,82E-02 1,96E-02 1,63E-02 1,61E-02 1,37E-02 141E-02 1,52E-02 1,45E-02 2,52E-02 1,43E-02
Volume8-Energia  3,89E+03 5,16E+03  6,69E+03 2,89E+03 4,88E+03 3,58E+03 2,89E+03 5,50E+03 3,54E+03 4,20E+03
Volume8-Massa 1,43E-02 1,70E-02 2,41E-02 6,48E-03 1,49E-02 1,32E-02 797E-03 1,33E-02 145E-02 9,37E-03
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Nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Varidvel de Estado 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Volumel-Energia  5,35E+03 6,13E+03 4,26E+03 5,11E+03 3,94E+03 4,34E+03 3,40E+03 4,25E+03 5,62E+03 6,56E+03
Volume1-Massa 1,50E-02 2,55E-02 1,44E-02 195E-02 9,43E-03 1,54E-02 1,44E-02 1,33E-02 1,80E-02 1,87E-02
Volume2-Energia  2,93E+03 3,08E+03 3,70E+03 4,54E+03 6,45E+03 4,72E4+03 6,55E+03 5,00E+03 6,51E+03 3,55E+03
Volume2-Massa 746E-03  1,06E-02 1,25E-02 1,23E-02 2,28E-02 1,31E-02 2,81E-02 1,13E-02 1,90E-02 9,96E-03
Volume3-Energia  6,36E+03 5,70E+03 2,79E+03 4,52E+03 6,17E+03 3,90E+03 3,69E+03 6,16E+03 6,15E+03 3,52E+03
Volume3-Massa 2,01E-02 1,66E-02 827E-03 1,53E-02 2,64E-02 1,06E-02 1,18E-02 1,94E-02 1,89E-02 §,39E-03
Volume4-Energia  5,56E+03 3,94E+03 4,28E+03 3,98E+03 3,54E+03 2,76E+03 3,79E+03 5,84E+03 2,96E+03 5,31E+03
Volume4-Massa 2,26E-02 9,53E-03 1,35E-02 1,05E-02 1,22E-02 7,10E-03  1,13E-02  1,33E-02 1,09E-02 1,42E-02
Volume5-Energia  6,65E+03  6,69E+03  6,76E+03 4,28E+03 5,96E+03 4,77E+03 6,04E+03 3,34E+03 4,04E+03 2,97E+03
Volume5-Massa 2,60E-02 1,61E-02 2,64E-02 1,63E-02 1,77E-02 140E-02 1,63E-02 7,55E-03 1,55E-02 7,86E-03
Volume6-Energia  6,15E+03  6,24E+03  3,15E+03 5,16E+03 4,85E+03 3,97E+03 4,02E+03 2,90E+03 5,50E+03 5,37E+03
Volume6-Massa 1,69E-02 245E-02 881E-03 1,58E-02 1,62E-02 1,10E-02  1,37E-02 7,32E-03 2,36E-02 2,12E-02
Volume7-Energia  3,96E+03 3,70E+03 3,42E+03 5,26E+03 4,40E+03 3,33E+03 2,93E+03 3,31E+03 6,48E+03 3,26E+03
Volume7-Massa 1,03E-02  8,72E-03 1,01E-02 1,63E-02 1,14E-02 1,02E-02 7,89E-03  8,94E-03  2,09E-02  1,04E-02
Volume8-Energia  6,25E+03 3,71E+03 3,09E+03 6,61E+03 6,70E+03 3,49E+03 4,38E+03 6,05E+03 4,70E+03 5,28E+03
Volume8-Massa 2,26E-02 1,35E-02 8,79E-03 1,86E-02 1,67E-02 1,37E-02 1,56E-02 1,83E-02 1,94E-02 1,51E-02
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Nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Varidvel de Estado 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Volumel-Energia  5,13E+03 6,30E+03 4,12E+03 5,85E+03 5,92E+03 6,57E+03 4,81E+03 4,97E+03 3,69E+03 6,05E+03
Volume1-Massa 1,14E-02 1,80E-02 9,50E-03 1,78E-02 1,71E-02 2,44E-02 1,63E-02 1,92E-02 §849E-03 1,67E-02
Volume2-Energia  4,33E+03 4,56E+03 6,51E+03 4,48E+03 3,58E+03 4,50E+03 3,82E+03 4,15E+03 5,61E+03 5,44E+03
Volume2-Massa 1,00E-02 1,50E-02 245E-02 147E-02 847E-03 129E-02 1,09E-02 1,02E-02 1,83E-02 1,59E-02
Volume3-Energia  5,66E+03 5,40E+03 4,48E+03 6,79E+03 6,21E+03 5,16E+03 3,03E+03 4,15E+03 3,82E+03 5,98E+03
Volume3-Massa 1,63E-02  1,21E-02 1,08E-02 2,07E-02 1,46E-02 1,66E-02 1,16E-02 1,37E-02  9,88E-03  1,55E-02
Volume4-Energia  6,16E+03 4,98E+03 3,58E+03 6,03E+03 4,20E+03 3,90E+03 5,49E+03 5,78E+03 3,39E+03 5,70E+03
Volume4-Massa 1,60E-02 191E-02 144E-02 2,16E-02 1,17E-02 1,49E-02 1,64E-02 2,13E-02 941E-03 1,37E-02
Volume5-Energia  4,40E+03  6,75E+03 3,19E+03 4,66E+03 3,64E+03 6,00E+03 5,93E+03 6,02E+03 4,00E+03 5,28E+03
Volume5-Massa 1,20E-02  1,98E-02  7,19E-03  1,68E-02  824E-03 2,24E-02 1,48E-02 1,39E-02 §8,99E-03 2,23E-02
Volume6-Energia  3,32E+03  6,40E+03 6,53E+03 3,57E+03 4,63E+03 6,12E+03 5,11E+03 4,25E+03 5,57E+03 3,22E+03
Volume6-Massa 9,51E-03 2,60E-02 1,60E-02 1,23E-02 1,74E-02 2,18E-02 1,57E-02 1,39E-02 1,32E-02 9,64E-03
Volume7-Energia  4,90E+03 4,67E+03 6,13E+03 3,98E+03 6,24E+03 5,03E+03 5,19E+03 6,45E+03 4,80E+03 3,50E+03
Volume7-Massa 2,05E-02 1,05E-02 198E-02 1,58E-02 243E-02 1,15E-02 1,53E-02 2,37E-02 1,13E-02 8,82E-03
Volume8-Energia  3,78E+03  3,13E+03 5,28E+03 4,32E+03 4,08E+03 4,56E+03 3,38E+03 4,77E+03 3,94E+03 5,83E+03
Volume8-Massa 8,77E-03  1,00E-02 2,08E-02 1,06E-02 9,50E-03 1,31E-02 1,02E-02 1,25E-02 148E-02 1,35E-02
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Nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Varidvel de Estado 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Volumel-Energia  5,69E+03 4,16E+03 4,39E+03 4,46E+03 3,38E+03 6,13E+03 3,80E+03 4,43E+03 4,07E+03 5,45E+03
Volume1-Massa 1,63E-02 1,26E-02 1,29E-02 1,37E-02 8,95E-03 2,41E-02 1,43E-02 1,01E-02 1,34E-02 2,00E-02
Volume2-Energia  3,51E+03  5,89E+03 5,35E+03 4,13E+03 5,73E+03 5,33E+03 5,72E+03 2,86E+03 3,10E+03 3,05E+03
Volume2-Massa 1,29E-02  2,35E-02 1,29E-02 145E-02 148E-02 1,60E-02 241E-02 8,27E-03 8,59E-03 9,09E-03
Volume3-Energia  6,58E+03 3,78E+03 3,84E+03 5,35E+03 6,45E+03 4,10E+03 6,64E+03 4,59E+03 5,48E+03 6,31E+03
Volume3-Massa 2,09E-02 1,27E-02 1,25E-02 1,90E-02 145E-02 1,71E-02 1,71E-02 1,46E-02 1,63E-02 2,14E-02
Volume4-Energia  3,16E+03 5,99E+03 5,81E+03 3,92E+03 5,37E+03 2,95E+03 4,56E+03 4,18E+03 3,43E+03 5,28E+03
Volume4-Massa 1,I12E-02  1,69E-02 243E-02 1,60E-02 1,42E-02 8,42E-03 1,47E-02 1,33E-02 1,07E-02 1,78E-02
Volume5-Energia  6,46E+03  3,28E+03 6,77E+03 3,81E+03 4,93E+03 5,04E+03 5,61E+03 6,40E+03 3,03E+03 4,41E+03
Volume5-Massa 1,63E-02  7,67E-03 2,40E-02 148E-02 141E-02 1,40E-02 147E-02 1,46E-02 1,14E-02 1,18E-02
Volume6-Energia  2,92E+03  6,32E+03 3,44E+03 4,98E+03 4,06E+03 6,73E+03 3,77E+03 5,30E+03 3,16E+03 3,88E+03
Volume6-Massa 8,80E-03  1,52E-02 1,06E-02 1,36E-02 1,61E-02 1,67E-02 1,13E-02 1,72E-02 1,02E-02 1,09E-02
Volume7-Energia  5,24E+03  6,70E+03 3,23E+03 5,56E+03 4,19E+03 4,18E+03 3,90E+03 3,97E+03 2,96E+03 5,14E+03
Volume7-Massa 2,04E-02 1,70E-02 848E-03 143E-02 137E-02 1,13E-02 9,37E-03 9,38E-03  1,22E-02 1,90E-02
Volume8-Energia  5,15E+03 5,30E+03 3,72E+03 6,67E+03 5,16E+03 3,14E+03 3,34E+03 3,29E+03 3,67E+03 4,81E+03
Volume8-Massa 1,44E-02 2,04E-02 1,15E-02 1,93E-02 1,33E-02 9,63E-03 1,27E-02  7,52E-03 9,26E-03  1,33E-02
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Tabela C.8: Significado dos nimeros na Coluna de Causa de Término do Algoritmo-sistema
dindmico 1

Significado do Término do Algoritmo

Todos os Algoritmos
Critério de medida de otimalidade € menor que a estipulada pelo usudrio,
entretando o ponto encontrado ndo corresponde a um ponto factivel.
Numero de iteragdes ou avaliacdes da Funcdo Objetivo alcangou
o valor maximo estipulado pelo usuério.

Algoritmos Trust Region Reflective e Interior Point
2 Passo na varidvel x € menor que a especificada pelo usudrio.
Algoritmo Trust Region Reflective
3 Mudanca na fung¢do objetivo € menor que a especificada pelo usudrio.
Algoritmo Active-Set

4 Magnitude da direcao de busca € menor que a especificada pelo usudrio.
Magnitude da derivada direcional na dire¢ao de busca é menor que a
especificada pelo usudrio.
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Tabela C.9: Sitema Dindmico 1 - Método Interior Point (Pontos Interiores) - Sistema Dina-

mico 1
Vetor de Varidveis  Valor da Funcdo  Numero de Avaliagcdes Tteragdes  Tempo (s) Motivo do Término
de Estado Inicial Objetivo da Fungéo Objetivo do Algoritmo

1 8,28E-03 5050 288 1,252 2
2 4,46E+00 5931 329 0,697 2
3 7,92E-01 6800 386 0,668 2
4 2,21E-01 5074 290 0,668 2
5 1,36E-01 17169 1000 0,668 0
6 2,19E-01 4540 260 0,666 2
7 2,58E-01 5512 314 0,665 2
8 1,03E-02 4812 277 0,666 2
9 2,83E+00 4792 273 0,665 2
10 7,96E-02 17181 1000 0,665 0
11 5,48E+00 4799 251 0,662 2
12 2,01E-01 4141 237 0,664 2
13 2,47E-02 5174 289 0,667 2
14 1,24E+01 17136 1000 0,665 0
15 9,60E-02 5233 302 0,668 2
16 1,36E-01 4276 244 0,666 2
17 5,56E+00 18540 1000 0,671 0
18 9,74E-02 12713 667 0,707 2
19 2,64E-01 4813 275 0,669 2
20 3,58E-02 4585 260 0,686 2
21 1,06E+00 6274 358 0,672 2
22 3,08E-02 7685 437 0,668 2
23 3,00E+00 6029 341 0,668 2
24 1,09E-02 17232 1000 0,831 0
25 2,41E-01 5192 292 0,668 2
26 6,06E-02 7232 400 0,668 2
27 2,27E+01 17214 1000 0,666 0
28 8,24E-01 5131 291 0,668 2
29 7,29E+01 4340 247 0,706 2
30 1,20E-02 5016 286 0,706 2
31 2,66E+02 2014 110 0,871 2
32 9,33E+00 4032 219 0,732 2
33 9,42E+01 2676 143 0,712 2
34 9,06E-01 4778 276 0,727 2
35 3,45E+02 2510 143 0,717 2
36 1,05E-01 2730 153 0,715 2
37 4,94E-01 5388 299 0,715 2
38 4,55E+01 7755 453 0,706 2
39 1,20E-01 4689 256 0,716 2
40 2,47E-02 4793 274 0,717 2
41 7,43E-02 4719 266 0,716 2
42 1,66E-01 5074 292 0,718 2
43 6,61E-02 6121 349 0,708 2
44 7,96E-02 4378 252 0,721 2
45 1,46E-01 4712 269 0,715 2
46 4,05E+00 10597 607 0,718 2
47 7,89E-01 5950 335 0,710 2
48 7,42E-02 6038 342 0,678 2
49 6,01E-01 17208 1000 0,664 0
50 1,43E-02 4793 276 0,780 2
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Tabela C.10: Sitema Dindmico 1 - Método Trust Region Reflective - Sistema Dindmico 1

Vetor de Varidveis Valor da Funcdo Ntuimero de Avaliacdes Tteragdes  Tempo (s) Motivo do Término
de Estado Inicial Objetivo da Funcdo Objetivo do Algoritmo

1 NaN 17017 1000 5,113 0
2 4,39E-03 68 4 0,024 5
3 1,07E-03 102 5 0,032 1
4 2,77E-03 68 4 0,024 5
5 6,03E-03 85 5 0,028 5
6 5,04E-03 68 4 0,024 5
7 1,05E-02 68 4 0,024 5
8 NaN 17017 1000 5,827 0
9 1,24E-02 68 4 0,026 5
10 NaN 17017 1000 5,841 0
11 NaN 17017 1000 5,380 0
12 9,74E-03 68 4 0,024 5
13 1,18E-02 68 4 0,024 5
14 NaN 17017 1000 5,984 0
15 NaN 17017 1000 5,116 0
16 2,23E-02 85 5 0,180 5
17 NaN 17017 1000 5,270 0
18 NaN 17017 1000 5,615 0
19 1,25E-01 86 5 0,033 5
20 2,14E-02 85 5 0,031 5
21 5,33E-03 68 4 0,027 5
22 8,11E-03 68 4 0,026 5
23 3,51E-03 102 6 0,036 5
24 NaN 17017 1000 6,244 0
25 NaN 17017 1000 5,164 0
26 3,80E-02 85 5 0,030 5
27 2,26E-02 68 4 0,025 5
28 6,02E-04 68 4 0,025 5
29 5,79E-02 3677 216 1,043 5
30 6,42E-04 85 4 0,029 1
31 NaN 17017 1000 5,123 0
32 NaN 17017 1000 5,104 0
33 NaN 17017 1000 5,415 0
34 1,95E-01 86 5 0,033 5
35 NaN 17017 1000 5,578 0
36 3,02E-03 68 4 0,027 5
37 NaN 17017 1000 5,537 0
38 NaN 17017 1000 5,710 0
39 5,68E-03 68 4 0,026 5
40 4,88E-02 68 4 0,183 5
41 NaN 17017 1000 5,389 0
42 1,80E-03 68 3 0,024 1
43 NaN 17017 1000 5,119 0
44 4,42E-01 68 4 0,026 5
45 NaN 17017 1000 5,542 0
46 1,44E-02 102 6 0,039 5
47 1,66E-01 68 4 0,028 5
48 4,11E-03 85 5 0,034 5
49 1,85E-02 119 7 0,045 5
50 NaN 17017 1000 6,212 0
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Tabela C.11: Sitema Dindmico 1 - SQP (Sequential Quadratic Programming) - Sistema Di-

namico 1
Vetor de Varidveis  Valor da Funcdo  Numero de Avaliagcdes Tteragdes  Tempo (s) Motivo do Término
de Estado Inicial Objetivo da Fungéo Objetivo do Algoritmo

1 NaN 17017 1000 5,104 0
2 4,39E-03 68 4 0,024 5
3 1,07E-03 102 5 0,032 1
4 2,77E-03 68 4 0,024 5
5 6,03E-03 85 5 0,029 5
6 5,04E-03 68 4 0,023 5
7 1,05E-02 68 4 0,024 5
8 NaN 17017 1000 5,405 0
9 1,24E-02 68 4 0,024 5
10 NaN 17017 1000 5,734 0
11 NaN 17017 1000 5,560 0
12 9,74E-03 68 4 0,028 5
13 1,18E-02 68 4 0,026 5
14 NaN 17017 1000 6,413 0
15 NaN 17017 1000 5,110 0
16 2,23E-02 85 5 0,029 5
17 NaN 17017 1000 5,174 0
18 NaN 17017 1000 5,124 0
19 1,25E-01 86 5 0,202 5
20 2,14E-02 85 5 0,030 5
21 5,33E-03 68 4 0,025 5
22 8,11E-03 68 4 0,026 5
23 3,51E-03 102 6 0,034 5
24 NaN 17017 1000 6,146 0
25 NaN 17017 1000 5,571 0
26 3,80E-02 85 5 0,033 5
27 2,26E-02 68 4 0,028 5
28 6,02E-04 68 4 0,027 5
29 5,79E-02 3677 216 1,147 5
30 6,42E-04 85 4 0,032 1
31 NaN 17017 1000 5,346 0
32 NaN 17017 1000 5,107 0
33 NaN 17017 1000 5,134 0
34 1,95E-01 86 5 0,031 5
35 NaN 17017 1000 5,250 0
36 3,02E-03 68 4 0,037 5
37 NaN 17017 1000 5,589 0
38 NaN 17017 1000 6,197 0
39 5,68E-03 68 4 0,030 5
40 4,88E-02 68 4 0,027 5
41 NaN 17017 1000 5,439 0
42 1,80E-03 68 3 0,024 1
43 NaN 17017 1000 5,114 0
44 4,42E-01 68 4 0,026 5
45 NaN 17017 1000 5,112 0
46 1,44E-02 102 6 0,035 5
47 1,66E-01 68 4 0,026 5
48 4,11E-03 85 5 0,031 5
49 1,85E-02 119 7 0,041 5
50 NaN 17017 1000 6,022 0
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Tabela C.12: Sitema Dinamico 1 - Active - Set - Sistema Dinamico 1

Vetor de Varidveis Valor da Funcdo Numero de Avaliagdes Tteragdes  Tempo (s) Motivo do Término
de Estado Inicial Objetivo da Fungao Objetivo do Algoritmo

1 NaN 17017 1000 5,488 0
2 4,39E-03 68 4 0,026 5
3 1,07E-03 102 5 0,036 1
4 2,77E-03 68 4 0,025 5
5 6,03E-03 85 5 0,030 5
6 5,04E-03 68 4 0,025 5
7 1,05E-02 68 4 0,025 5
8 NaN 17017 1000 5,889 0
9 1,24E-02 68 4 0,024 5
10 NaN 17017 1000 5,703 0
11 NaN 17017 1000 5,165 0
12 9,74E-03 68 4 0,023 5
13 1,18E-02 68 4 0,023 5
14 NaN 17017 1000 6,004 0
15 NaN 17017 1000 5,131 0
16 2,23E-02 85 5 0,028 5
17 NaN 17017 1000 5,635 0
18 NaN 17017 1000 5,552 0
19 1,25E-01 86 5 0,034 5
20 2,14E-02 85 5 0,032 5
21 5,33E-03 68 4 0,026 5
22 8,11E-03 68 4 0,027 5
23 3,51E-03 102 6 0,037 5
24 NaN 17017 1000 5,916 0
25 NaN 17017 1000 5,123 0
26 3,80E-02 85 5 0,029 5
27 2,26E-02 68 4 0,024 5
28 6,02E-04 68 4 0,024 5
29 5,79E-02 3677 216 1,046 5
30 6,42E-04 85 4 0,029 1
31 NaN 17017 1000 5,126 0
32 NaN 17017 1000 5,311 0
33 NaN 17017 1000 5,563 0
34 1,95E-01 86 5 0,033 5
35 NaN 17017 1000 5,576 0
36 3,02E-03 68 4 0,026 5
37 NaN 17017 1000 5,143 0
38 NaN 17017 1000 5,702 0
39 5,68E-03 68 4 0,025 5
40 4,88E-02 68 4 0,024 5
41 NaN 17017 1000 5,397 0
42 1,80E-03 68 3 0,023 1
43 NaN 17017 1000 5,433 0
44 4,42E-01 68 4 0,026 5
45 NaN 17017 1000 5,536 0
46 1,44E-02 102 6 0,037 5
47 1,66E-01 68 4 0,203 5
48 4,11E-03 85 5 0,030 5
49 1,85E-02 119 7 0,041 5
50 NaN 17017 1000 6,101 0




Resultdo Final para o niimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Variavel de Estado 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Volumel-Energia  5,26E+03 -1,74E+04 5,07E+03 5,13E+03  5,25E+03 5,10E+03 4,98E+03 5,01E+03 541E+03 4,88E+03
Volumel-Massa  -9,12E-06 1,51E-01 1,31E-02  1,31E-02  1,52E-02 141E-02 1,14E-02 1,20E-02 6,13E+00 8,59E-03
Volume2-Energia  3,84E+03  -3,36E+03 3,36E+03 3,50E+03 3,24E+03 3,39E+03 2,73E+03 3,28E+03 2,73E+03  3,14E+03
Volume2-Massa 3,09E-02 -7,08E-02 8,67E-03  8,74E-03  1,37E-02  1,00E-02 -2,46E-07 6,31E-03 3,57E+01  3,08E-03
Volume3-Energia  5,26E+03  7,05E+01 4,71E+03 4,66E+03 425E+03 4,75E+03 4,47E+03 4,60E+03 -7,12E+03 4,38E+03
Volume3-Massa  -1,00E-03  1,58E-03 1,21E-02  1,18E-02 142E-02 1,36E-02 -3,03E-03 1,03E-02 1,21E+01  6,56E-03
Volume4-Energia ~ 5,25E+03  §,54E+01 4,31E+03 4,13E+03 3,97E+03 4,36E+03 4,30E+03 4,19E+03 548E+02  3,90E+03
Volume4-Massa 3,16E-02 -1,64E-02 1,11E-02 1,03E-02  2,22E-02 1,28E-02  8,59E-03  8,78E-03  1,50E+00  4,89E-03
Volume5-Energia  4,80E+03  -2,19E+03 3,87E+03 3,50E+03 3,22E+03 391E+03 3,64E+03 3,75E+03 -3,33E-03  3,45E+03
Volume5-Massa 4,96E-02 1,45E-01 9,98E-03 -8,28E-07 4,73E+00 1,15E-02 6,83E-03 7,44E-03 -4,51E-01 2,96E-03
Volume6-Energia  5,09E+03  3,27E+03  5,18E+03 5,29E+03 5,92E+03 5,18E+03 5,28E+03  5,21E+03 -3,60E+03 3,85E+03
Volume6-Massa 1,38E-02 -4,71E-07 1,25E-02 1,25E-02 1,38E-02 1,29E-02 1,10E-02 1,21E-02 3,60E-01 -1,01E-03
Volume7-Energia  6,51E+03  5,97E+03  6,56E+03 6,62E+03  6,19E+03 6,55E+03 6,64E+03 6,57E+03 -6,46E+04 5,69E+03
Volume7-Massa 1,37E-02 1,57E-02 1,46E-02 145E-02 1,80E-02 1,41E-02 1,39E-02 1,46E-02 -2,67E+01 1,66E-02
Volume8-Energia  6,25E+03  4,70E+03  6,36E+03 6,48E+03 592E+03 6,35E+03 6,54E+03 6,39E+03 -3,26E+03 3,85E+03
Volume8-Massa 1,74E-02 1,07E-02  1,53E-02 1,57E-02 -3,55E-07 1,57E-02 1,51E-02 148E-02 9,19E-03 -1,11E-06
Time (s)  2,789053 8,960055 6,261792  10,93633 58,45604 5561199  7,145628 5,179238 4,533641  6,491848
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Resultdo Final para o niimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Variavel de Estado 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46
Volumel-Energia  4,31E+03 5,07E+03  5,49E+03  5,41E+03 541E+03 4,89E+03 5,09E+03 5,07E+03 5,16E+03  5,34E+03
Volumel-Massa 4,59E-03 1,31E-02 -4,13E+02 -6,04E+02 1,33E+05 1,08E-02 1,40E-02 1,31E-02 240E-02 -4,80E-06
Volume2-Energia  2,92E+03 3,36E+03  2,73E+03  2,73E+03  -6,66E+07 3,39E+03 3,61E+03 3,36E+03 3,67E+03 4,35E+03
Volume2-Massa 7,12E-04  8,67E-03  3,76E+04 -2,41E+03 -6,00E+02 -5,22E-03 1,35E-02 8,67E-03 2,39E-02 -1,11E-01
Volume3-Energia  3,76E+03 4,71E+03  5,34E+03  541E+03  5,40E+03 4,38E+03 4,73E+03 4,71E+03 4,69E+03 5,34E+03
Volume3-Massa 2,74E-03 1,21E-02 -2,05E+03 1,78E+02 2,60E+04 8,10E-03 -1,24E-05 1,21E-02 2,88E-02  7,29E-03
Volume4-Energia  3,30E+03 4,31E+03  4,59E+03  -2,30E+02 5,35E+03  3,82E+03 4,73E+03 4,31E+03 4,15E+03 5,31E+03
Volume4-Massa 1,66E-03 1,11E-02 -1,98E+03 -8,42E+01 1,56E+04 5,38E-03 1,56E-02 1,11E-02 2,29E-02 -9,09E-02
Volume5S-Energia  2,94E+03  3,87E+03  2,76E+03  -4,44E+02 -2,05E+08 3,39E+03 4,24E+03 3,87E+03 3,67E+03 4,67E+03
Volume5-Massa -8,80E-05 9,98E-03 -2,00E+04 -5,77E+03 -6,71E+02 -2,59E-07 1,52E-02 9,98E-03 -7,37E-07 -3,91E-02
Volume6-Energia  3,27E+03  5,18E+03 -5,99E+03 -1,62E+03  3,30E+03  5,27E+03 5,17E+03 5,18E+03 5,65E+03  4,77E+03
Volume6-Massa -1,06E-06  1,25E-02 145E+03 -4,40E+03 4,42E+04 1,15E-02 1,26E-02  1,25E-02 5,39E-02  9,94E-03
Volume7-Energia  6,52E+03 6,56E+03 -648E+01 6,76E+03  6,89E+03 6,61E+03 6,56E+03 6,56E+03 6,73E+03  6,35E+03
Volume7-Massa 945E-03 1,46E-02 1,53E+03 -1,25E+02 -6,17E+02 142E-02 144E-02 146E-02 -1,11E-01 1,73E-02
VolumeS8-Energia  6,40E+03 6,36E+03 -3,14E+03 -1,35E+03 6,86E+03 6,47E+03 6,35E+03 6,36E+03 6,72E+03  5,79E+03
Volume8-Massa -1,17E-02  1,53E-02 8,52E+02 -1,01E+02 147E+03 1,42E-02 1,56E-02 1,53E-02 5,55E-02 1,23E-02
Time (s)  10,04017  1,643325 8,546856 11,57921 3,915356  11,21063  14,26351 1,616037 6,326397  10,88105
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Resultdo Final para o niimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Varidvel de Estado 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Volumel-Energia
Volume1-Massa 1,47E-02  1,28E-02 1,26E-02  249E-02 1,22E-02 2,81E-02 1,99E-02 1,74E-02 8,609E-03  1,54E-02
Volume2-Energia  4,90E+03  3,24E+03  5,13E+03 3,97E+03 591E+03 2,90E+03 5,35E+03 4,40E+03 5,32E+03 6,50E+03
Volume2-Massa 1,68E-02  1,18E-02 196E-02 1,37E-02 240E-02 6,90E-03 196E-02 1,27E-02 1,23E-02 1,61E-02
Volume3-Energia  3,60E+03 5,59E+03 4,83E+03 2,95E+03 4,48E+03 5,66E+03 4,32E+03 4,26E+03 5,25E+03 5,91E+03
Volume3-Massa 1,48E-02 1,44E-02 197E-02 7,34E-03 1,07E-02 1,71E-02 1,10E-02 1,06E-02 1,23E-02  2,09E-02
Volume4-Energia  5,95E+03 5,20E+03  6,33E+03 6,53E+03 3,74E+03 5,31E+03 294E+03 5,27E+03 4,11E+03 548E+03
Volume4-Massa ~ 2,28E-02  1,94E-02 2,47E-02 1,84E-02 844E-03 1,36E-02 7,12E-03 1,25E-02 1,74E-02  1,97E-02
Volume5-Energia  2,81E+03  5,64E+03 545E+03 6,46E+03 4,29E+03 6,37E+03 4,97E+03 5,70E+03 4,64E+03 4,65E+03
Volume5-Massa  6,84E-03  1,53E-02 1,81E-02 1,68E-02  1,54E-02 2,72E-02  1,23E-02 1,41E-02 1,15E-02 1,38E-02
Volume6-Energia  3,52E+03 2,97E+03 6,27E+03 4,28E+03 3,98E+03 5,89E+03 3,86E+03 6,44E+03 4,16E+03 3,67E+03
Volume6-Massa 1,19E-02  §,11E-03 1,43E-02 1,39E-02 1,25E-02 1,36E-02 9,73E-03 2,65E-02 1,66E-02 1,28E-02
Volume7-Energia  3,05E+03 5,80E+03 4,47E+03 3,16E+03 5,04E+03 4,89E+03 5,82E+03 5,47E+03 4,70E+03 6,26E+03
Volume7-Massa  7,26E-03  2,11E-02 1,61E-02 1,14E-02 1,82E-02 1,96E-02 1,63E-02 1,61E-02 1,37E-02 1,41E-02
Volume8-Energia  6,67E+03  4,96E+03 5,92E+03 5,92E+03 3,89E+03 5,16E+03 6,69E+03 2,89E+03 4,88E+03 3,58E+03
Volume8-Massa  2,62E-02  1,49E-02 1,88E-02 1,36E-02 1,43E-02 1,70E-02 241E-02 6,48E-03 149E-02 1,32E-02
Time (s) 0,671734 0,669472  0,675286 0,671183  0,669825 0,672549 0,672771 0,674568 0,669954  0,672648
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Resultdo Final para o nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Varidvel de Estado 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36
Volumel-Energia  3,40E+03 4,25E+03 5,62E+03 6,56E+03  5,22E+03 6,30E+03 4,12E+03 5,85E+03 5,92E+03 6,57E+03
Volume1-Massa 1,44E-02 1,33E-02 1,80E-02 1,87E-02 -3,39E+05 1,80E-02 9,50E-03 1,78E-02 1,71E-02  2,44E-02
Volume2-Energia  6,55E+03 5,00E+03 6,51E+03 3,55E+03 2,63E+03 4,56E+03 6,51E+03 4,48E+03 3,58E+03 4,50E+03
Volume2-Massa 2,81E-02 1,13E-02 1,90E-02 9,96E-03  6,67E-03  1,50E-02 245E-02 147E-02 847E-03 1,29E-02
Volume3-Energia  3,69E+03 6,16E+03 6,15E+03 3,52E+03  3,93E+03 5,40E+03 4,48E+03 6,79E+03 6,21E+03 5,16E+03
Volume3-Massa 1,ISE-02  1,94E-02 1,89E-02 839E-03  1,24E-02  1,21E-02 1,08E-02 2,07E-02 1,46E-02 1,66E-02
Volume4-Energia  3,79E+03  5,84E+03 2,96E+03 5,31E+03 297E4+03 4,98E+03 3,58E+03 6,03E+03 4,20E+03 3,90E+03
Volume4-Massa 1,I3E-02 1,33E-02 1,09E-02 142E-02 7,71E-03  191E-02 144E-02 2,16E-02 1,17E-02  1,49E-02
Volume5-Energia  6,04E+03  3,34E+03 4,04E+03 297E+03 2,85E+03 6,75E+03 3,19E+03 4,66E+03 3,64E+03 6,00E+03
Volume5-Massa 1,63E-02  7,55E-03 1,55E-02 7,86E-03  6,70E-03  1,98E-02 7,19E-03 1,68E-02 8,24E-03  2,24E-02
Volume6-Energia  4,02E+03 2,90E+03 5,50E+03 5,37E+03  3,99E+03 6,40E+03 6,53E+03 3,57E+03 4,63E+03 6,12E+03
Volume6-Massa 1,37E-02  7,32E-03 2,36E-02 2,12E-02  -4,63E-03  2,60E-02 1,60E-02 123E-02 1,74E-02 2,18E-02
Volume7-Energia  2,93E+03 3,31E+03 6,48E+03 3,26E+03 6,61E4+03 4,67E+03 6,13E+03 3,98E+03 6,24E+03 5,03E+03
Volume7-Massa 7,89E-03  8,94E-03  2,09E-02 1,04E-02  1,35E-02  1,05E-02 1,98E-02 1,58E-02 2,43E-02 1,15E-02
Volume8-Energia  4,38E+03 6,05E+03 4,70E+03 528E+03 5,85E+03 3,13E+03 5,28E+03 4,32E+03 4,08E+03 4,56E+03
Volume8-Massa 1,56E-02  1,83E-02 194E-02 1,51E-02 1,37E-02  1,00E-02 2,08E-02 1,06E-02 9,50E-03 1,31E-02
Time (s) 0,780465 0,725397 0,724683  0,723186  0,846292  0,717531 0,726648  0,725419 0,72547  0,720936

] ooruguIq
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Resultdo Final para o nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Variavel de Estado 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Volumel-Energia
Volume1-Massa 1,02E-02  1,39E-02 2,14E-02 1,61E-02 1,50E-02 2,55E-02 1,44E-02 1,33E-02 9,43E-03 1,54E-02
Volume2-Energia  5,76E+03 5,99E+03 3,19E+03 4,56E+03 2,93E+03 3,08E+03 3,70E+03 2,94E+03 6,45E+03 4,72E+03
Volume2-Massa 1,58E-02  1,44E-02 9,77E-03  1,22E-02  7,46E-03  1,06E-02 1,25E-02 7,94E-03 2,28E-02  1,31E-02
Volume3-Energia  5,54E+03 6,59E+03 6,82E+03 3,40E+03 6,36E+03 5,70E+03 2,79E+03 4,74E+03 6,17E+03 3,90E+03
Volume3-Massa 1,96E-02  1,88E-02 1,78E-02  8,23E-03 2,01E-02 1,66E-02 8,27E-03 1,22E-02 2,64E-02  1,06E-02
Volume4-Energia  6,04E+03 4,82E+03 6,48E+03 4,61E+03 5,56E+03 3,94E+03 4,28E+03 4,89E+03 3,54E+03 2,76E+03
Volume4-Massa 1,78E-02  1,27E-02  1,84E-02 1,64E-02 2,26E-02 9,53E-03 1,35E-02 2,66E+06 122E-02 7,10E-03
Volume5-Energia  5,71E+03  5,94E+03 5,82E+03 3,96E+03 6,65E+03 6,69E+03 6,76E+03 3,81E+03 5,96E+03 4,77E+03
Volume5-Massa 1,48E-02 1,48E-02 2,14E-02 9,07E-03 2,60E-02 1,61E-02 2,64E-02 2,11E-02 1,77E-02  1,40E-02
Volume6-Energia  5,81E+03 3,57E+03 3,15E+03 4,67E+03 6,15E+03 6,24E+03 3,15E+03 5,49E+03 4,85E+03 3,97E+03
Volume6-Massa 1,50E-02  8,63E-03 1,06E-02 1,56E-02 1,69E-02 245E-02 8,81E-03 1,50E-02 1,62E-02 1,10E-02
Volume7-Energia  6,78E+03 5,80E+03 5,93E+03 4,61E+03 3,96E+03 3,70E+03 3,42E+03 1,12E+04 4,40E+03 3,33E+03
Volume7-Massa 1,52E-02 1,45E-02 2,52E-02 1,43E-02 1,03E-02 8,72E-03 1,01E-02 2,67E+07 1,14E-02  1,02E-02
Volume8-Energia  2,89E+03  5,50E+03 3,54E+03 4,20E+03 6,25E+03 3,71E+03 3,09E+03 6,75E+03 6,70E+03 3,49E+03
Volume8-Massa  7,97E-03  1,33E-02  1,45E-02 9,37E-03 2,26E-02 1,35E-02 8,79E-03 1,86E-02 1,67E-02  1,37E-02
Time (s) 0,678629 0,660974 0,661837  0,662403 0,661149 0,660203  0,662786 0,768105 0,658316  0,661393
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Resultdo Final para o nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Variavel de Estado 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46
Volumel-Energia 4,81E+03 4,97E+03 3,69E+03 6,05E+03 5,69E+03 4,16E+03 4,39E+03 4,46E+03 3,38E+03 6,13E+03
Volumel-Massa 1,63E-02 1,92E-02 8,49E-03 1,67E-02 1,63E-02 1,26E-02 1,29E-02 1,37E-02 8,95E-03 241E-02
Volume2-Energia  3,82E+03 4,15E+03 5,61E+03 5,44E+03 3,51E+03 5,89E+03 5,35E+03 4,13E+03 5,73E+03 5,33E+03
Volume2-Massa 1,09E-02 1,02E-02 1,83E-02 1,59E-02 1,29E-02 2,35E-02 1,29E-02 145E-02 148E-02 1,60E-02
Volume3-Energia  3,03E+03 4,15E+03 3,82E+03 5,98E+03 6,58E+03 3,78E+03 3,84E+03 5,35E+03 6,45E+03 4,10E+03
Volume3-Massa 1,16E-02 1,37E-02 9,88E-03 1,55E-02 2,09E-02 1,27E-02 1,25E-02 190E-02 1,45E-02 1,71E-02
Volume4-Energia  5,49E+03 5,78E+03 3,39E+03 5,70E+03 3,16E+03 5,99E+03 5,81E+03 3,92E+03 5,37E+03 2,95E+03
Volume4-Massa 1,64E-02 2,13E-02 9,41E-03 1,37E-02 1,12E-02 1,69E-02 243E-02 1,60E-02 142E-02 8,42E-03
Volume5-Energia  5,93E+03  6,02E+03 4,00E+03 5,28E+03 6,46E+03 3,28E+03 6,77E+03 3,81E+03 4,93E+03 5,04E+03
Volume5-Massa 1,48E-02 1,39E-02 8,99E-03 223E-02 1,63E-02 7,67E-03 240E-02 148E-02 1,41E-02 1,40E-02
Volume6-Energia  5,11E+03  4,25E+03 5,57E+03  3,22E+03 2,92E+03 6,32E+03 3,44E+03 4,98E+03 4,06E+03 6,73E+03
Volume6-Massa 1,57E-02  1,39E-02 1,32E-02 9,64E-03 §,80E-03 1,52E-02 1,06E-02 1,36E-02 1,61E-02 1,67E-02
Volume7-Energia  5,19E+03 6,45E+03 4,80E+03 3,50E+03 5,24E+03 6,70E+03 3,23E+03 5,56E+03 4,19E+03 4,18E+03
Volume7-Massa 1,53E-02 2,37E-02 1,13E-02 8,82E-03 2,04E-02 1,70E-02 848E-03 143E-02 1,37E-02 1,13E-02
VolumeS8-Energia  3,38E+03 4,77E+03 3,94E+03 5,83E+03 5,15E+03 5,30E+03 3,72E+03 6,67E+03 5,16E+03 3,14E+03
Volume8-Massa 1,02E-02 1,25E-02 148E-02 1,35E-02 1,44E-02 2,04E-02 1,15E-02 193E-02 1,33E-02 9,63E-03
Time (s) 0,662709 0,660589 0,660154 0,663207 0,663419 0,679403 0,710097 0,75018 0,714946  0,708077
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Resultdo Final para o niimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Variavel de Estado 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Volume-Energia
Volume1-Massa 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 5,15E-01 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02
Volume2-Energia  3,36E+03  3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,77E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03
Volume2-Massa 8,67E-03  8,67E-03  8,67E-03  8,67E-03  §8,67E-03 4,39E-01 8,67E-03 §8,67E-03 §8,67E-03  8,67E-03
Volume3-Energia  4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 5,23E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03
Volume3-Massa 1,21E-02  1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02 5,21E-01 1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02
Volume4-Energia  4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,93E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03
Volume4-Massa 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 5,19E-01 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02
Volume5-Energia  3,87E+03  3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03 4,45E+03 3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03
Volume5-Massa ~ 9,98E-03  9,98E-03  9,98E-03 9,98E-03 9,98E-03 5,06E-01 9,98E-03 9,98E-03 9,98E-03  9,98E-03
Volume6-Energia  5,18E+03  5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03 5,35E+03 5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03
Volume6-Massa 1,25E-02  1,25E-02  1,25E-02  1,25E-02 1,25E-02 9,07E-02  1,25E-02  1,25E-02 1,25E-02  1,25E-02
Volume7-Energia  6,56E+03  6,56E+03  6,56E+03 6,56E+03 6,56E+03 6,67E+03 6,56E+03 6,56E+03 6,56E+03 6,56E+03
Volume7-Massa 1,46E-02  1,46E-02 146E-02 146E-02 146E-02 148E-02 146E-02 146E-02 146E-02 1,46E-02
Volume8-Energia  6,36E+03  6,36E+03  6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03 6,57E+03 6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03
Volume8-Massa 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,11E-01 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02
Time (s) 26,30832  25,58724  38,80234  21,65325 18,43177 157,311  26,67368 16,65469  21,84991 18,11824
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Resultdo Final para o nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Varidvel de Estado 37 38 39 40 41 42 43 44 45 46
Volumel-Energia  5,07E+03  5,07E+03  5,07E+03  5,07E+03 5,07E+03 5,07E+03 5,07E+03 5,07E+03 5,07E+03  5,07E+03
Volume1-Massa 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02
Volume2-Energia  3,36E+03  3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03 3,36E+03
Volume2-Massa 8,67E-03  8,67E-03 8,67E-03 §8,67E-03 8,67E-03 8,67E-03 8,67E-03 8,67E-03 8,67E-03 8,67E-03
Volume3-Energia 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03 4,71E+03
Volume3-Massa 1,21E-02  1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02 1,21E-02
Volume4-Energia  4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03 4,31E+03
Volume4-Massa 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02 1,11E-02
Volume5-Energia  3,87E+03  3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03 3,87E+03
Volume5-Massa 9,98E-03 998E-03 9,98E-03 9,98E-03 9,98E-03 9,98E-03 9,98E-03 9,98E-03 9,98E-03 9,98E-03
Volume6-Energia  5,18E+03  5,18E+03  5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03 5,18E+03
Volume6-Massa 1,25E-02 1,25E-02  1,25E-02 1,25E-02 1,25E-02 1,25E-02 1,25E-02 1,25E-02 1,25E-02 1,25E-02
Volume7-Energia  6,56E+03  6,56E+03  6,56E+03 6,56E+03 6,56E+03 6,56E+03 6,56E+03 6,56E+03 6,56E+03 6,56E+03
Volume7-Massa 1,46E-02 1,46E-02 1,46E-02 146E-02 1,46E-02 1,46E-02 146E-02 146E-02 1,46E-02 1,46E-02
VolumeS8-Energia  6,36E+03  6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03 6,36E+03
Volume8-Massa 1,53E-02  1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02 1,53E-02
Time (s) 28,04423  27,09334 25,48362 36,77491 35,29467 56,45664  41,50304 26,7464 2442145  25,62263
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84 APENDICE C. TABELAS DE RESULTADOS

Tabela C.21: Mapeamento de Convergéncia utilizando a Func@o Objetivo (4.8) - Sistema
Dinamico 2. Numero 1 - Convergéncia para o ponto de equilibrio operacional. Numero O -
N3ao convergéncia.

Algoritmos Numéricos

Estados GS com Passo GS Interior-Point SQP Active Set Trust Region

Iniciais Limitado Reflective
1 1 0 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0 0
3 1 0 0 0 0 0
4 1 0 0 0 0 0
5 1 0 0 0 0 0
6 1 0 0 0 0 0
7 0 0 0 0 0 0
8 1 0 0 0 0 0
9 1 0 0 0 0 0
10 0 0 0 0 0 0

Tabela C.22: Mapeamento de Convergéncia utilizando o Software Trim (MatLab) - Sistema
Dinamico 2. Numero 1 - Convergéncia para o ponto de equilibrio operacional. Nimero O -
N3ao convergéncia.

Algoritmos Numéricos

Estados GS com Passo . . . Trust Region
... .. Interior-Point  Active Set :
Iniciais Limitado Reflective
1 1 1 0 0
2 1 1 0 0
3 1 0 0 0
4 1 0 0 0
5 1 0 0 0
6 1 0 0 0
7 0 0 0 0
8 1 0 0 0
9 1 0 0 0

10 0 0 0 0




Numero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial
Varidvel de Estado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Volume1-Massa 1,08E-02 1,20E-02  1,38E-02 1,06E-02 1,03E-02  8,82E-03 1,32E-02 1,16E-02 1,27E-02  1,09E-02
Volume2-Energia ~ 3,03E+03  4,88E+03  2,53E+03  3,92E+03  4,74E+03 2,99E+03 3,14E+03 2,75E+03  3,29E+03 4,32E+03
Volume2-Massa 6,92E-03 1,42E-02  6,50E-03 1,48E-02 1,53E-02  9,39E-03 1,15E-02  7,89E-03  8,70E-03 1,03E-02
Volume3-Energia  2,51E+03  1,66E+03 1,89E+03  2,72E+03 1,39E+03 2,60E+03 2,03E+03 3,09E+03 2,58E+03  2,83E+03
Volume3-Massa 9,27E-03  5,75E-03  6,77E-03 1,02E-02  3,15E-03  8,40E-03  8,63E-03 1,15E-02  6,64E-03  6,55E-03
Volume4-Energia  3,56E+03  4,71E+03  2,53E+03  3,55E+03 3,38E+03 3,24E+03 3,87E+03 4,18E+03 2,72E+03 4,97E+03
Volume4-Massa 8,35E-03 1,19E-02  5,81E-03  9,58E-03 1,45E-02  8,96E-03 1,46E-02 1,71E-02  9,17E-03 1,95E-02
Volume5-Energia  3,96E+03  4,80E+03  245E+03 3,09E+03  3,66E+03 2,99E+03 3,87E+03  3,55E+03 4,69E+03 3,61E+03
Volume5-Massa 1,01E-02 1,92E-02  6,53E-03 691E-03 8,38E-03 9,52E-03 1,58E-02 1,03E-02 1,43E-02 1,23E-02
Volume6-Energia ~ 5,95E+03  2,84E+03  5,87E+03 5,72E+03 3,79E+03 4,97E+03 5,86E+03 3,37E+03  3,34E+03 4,16E+03
Volume6-Massa 2,19E-02  8,05E-03 1,51E-02  2,07E-02  8,63E-03 1,35E-02 1,58E-02 1,26E-02  7,50E-03 1,29E-02
Volume7-Energia  4,92E+03  2,98E+03  5,30E+03 4,02E+03 4,61E+03 340E+03 2,79E+03 521E+03 5,74E+03  5,16E+03
Volume7-Massa 1,56E-02  9,54E-03 1,99E-02 1,10E-02  1,35E-02 9,10E-03  8,65E-03 1,41E-02 1,37E-02 1,87E-02
Volume8-Energia  3,56E+03  3,83E+03  4,15E+03 4,83E+03 3,97E+03 3,73E+03 3,25E+03  2,85E+03 4,56E+03  2,77E+03
Volume8-Massa 8,79E-03 1,37E-02 1,12E-02 1,87E-02  9,75E-03 1,46E-02  742E-03  9,43E-03 1,10E-02  7,84E-03
Volume9-Energia  2,99E+03  4,72E+03  3,19E+03 4,22E+03  523E+03 2,77E+03 2,93E+03  5,92E+03 3,01E+03 2,96E+03
Volume9-Massa 7,84E-03 1,40E-02  8,35E-03 1,67E-02  2,15E-02 1,14E-02  8,78E-03 1,75E-02  7,61E-03 1,22E-02
Volumel0-Energia  4,28E+03  4,22E+03  4,24E+03  5,94E+03  6,27E+03  5,74E+03 3,02E+03 5,56E+03 2,77E+03 4,91E+03
Volume10-Massa 1,08E-02  9,94E-03  9,82E-03 1,43E-02  2,39E-02 1,74E-02  7,15E-03 1,53E-02  7,27E-03 1,56E-02
Volumell-Energia 3,07E+03  2,17E+03  2,34E+03  1,60E+03 2,91E+03 2,33E+03 293E+03 2,12E+03  1,92E+03 2,42E+03
Volumel 1-Massa 1,11E-02  849E-03  7,21E-03 4,64E-03 8,44E-03  8,38E-03 1,16E-02  5,85E-03  6,62E-03  8,68E-03
Volume12-Energia  3,39E+03  4,69E+03  3,98E+03 248E+03 3,84E+03 4,74E+03 4,46E+03 4,05E+03 4,28E+03 4,39E+03
Volume12-Massa 1,22E-02 1,67E-02 1,44E-02  8,26E-03 1,42E-02 1,23E-02 1,12E-02 1,05E-02 1,61E-02 1,26E-02
Volumel3-Energia  3,96E+03  597E+03  5,34E+03 5,86E+03 3,23E+03 4,77E+03 5,87E+03 3,39E+03 5,16E+03  5,43E+03
Volume13-Massa 1,31E-02  2,32E-02  1,54E-02 1,39E-02  1,30E-02 1,09E-02 1,39E-02 1,38E-02 1,36E-02 1,98E-02
Volumel4-Energia  1,18E+03  1,80E+03  2,38E+03  2,27E+03 1,80E+03  1,21E+03 2,04E+03 2,31E+03 1,36E+03  1,82E+03
Volume14-Massa 2,79E-03  545E-03  6,87E-03  7,08E-03 437E-03 4,55E-03 6,96E-03 527E-03 4,/776E-03  6,35E-03
Volumel5-Energia  5,75E+03  3,93E+03  4,54E+03  4,63E+03 3,25E+03  3,38E+03  4,62E+03 3,87E+03  5,76E+03  3,74E+03
Volume15-Massa 1,49E-02 1,68E-02 1,06E-02 1,85E-02  7,80E-03  9,27E-03 1,12E-02  9,07E-03 1,99E-02  9,87E-03
Volumel6-Energia  4,80E+03  5,38E+03  4,38E+03  4,38E+03  2,94E+03 2,95E+03 4,68E+03 4,83E+03 6,01E+03  4,67E+03
Volume16-Massa 1,11E-02 1,36E-02  1,20E-02 1,28E-02  6,56E-03  8,94E-03 1,09E-02 1,08E-02  2,07E-02 1,46E-02
Volumel7-Energia  2,49E+03  4,54E+03  4,45E+03  3,39E+03 4,07E+03  4,47E+03 4,77E+03 4,98E+03  4,52E+03  2,21E+03
Volume17-Massa 5,60E-03 1,60E-02 1,55E-02  7,71E-03 1,01E-02 1,69E-02 1,40E-02  2,06E-02 1,57E-02  8,19E-03
Volume18-Energia  4,78E+03  5,04E+03  520E+03 3,78E+03 5,61E+03 6,11E+03 546E+03 3,78E+03  6,22E+03  2,85E+03
Volume18-Massa 1,08E-02 1,78E-02 1,44E-02 1,09E-02  2,05E-02 1,81E-02 1,98E-02  9,52E-03  2,33E-02  6,44E-03
Volume19-Energia  4,19E+03  4,71E+03  4,66E+03  5,07E+03  4,43E+03 3,55E+03 5,17E+03 4,11E+03 4,40E+03 3,91E+03
Volume19-Massa 1,04E-02 1,82E-02  1,59E-02 1,35E-02  1,06E-02 1,08E-02 1,68E-02 1,19E-02 1,57E-02 1,13E-02
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86 APENDICE C. TABELAS DE RESULTADOS

Tabela C.24: Significado dos nimeros na Coluna de Causa de Término do Algoritmo-sistema
dindmico 2

Significado do Término do Algoritmo

Todos os Algoritmos
Critério de medida de otimalidade € menor que a estipulada pelo usuério,
entretando o ponto encontrado ndo corresponde a um ponto factivel.
Numero de iteragdes ou avaliagdes da Fungdo Objetivo alcangou
o valor maximo estipulado pelo usuério.

Algoritmos Trust Region Reflective e Interior Point
2 Passo na varidvel x € menor que a especificada pelo usudrio.
Algoritmo Trust Region Reflective
3 Mudanca na func¢ao objetivo € menor que a especificada pelo usuério.
Algoritmo Active-Set

4 Magnitude da direcdo de busca € menor que a especificada pelo usudrio.
Magnitude da derivada direcional na dire¢dao de busca é menor que a
especificada pelo usudrio.

Tabela C.25: Método Interior Point (Pontos Interiores) - Sistema Dindmico 2

Vetor de Varidveis Valor da Fungdo Numero de Avaliagdes Tteragdes  Tempo (s) Motivo do Término
de Estado Inicial Objetivo da Funcao Objetivo do Algoritmo
1 1,28E+06 38822 933 17,025 2
2 4,31E+05 40000 1007 20,662 0
3 1,21E+06 16838 415 7,519 2
4 8,67E+05 22854 572 10,927 2
5 3,17E+06 10557 262 4,968 2
6 6,09E+05 24451 601 10,672 2
7 5,01E+05 23358 582 11,246 2
8 3,68E+06 10391 260 4,789 2
9 5,50E+05 30073 753 14,077 2
10 5,11E+05 40016 1012 16,907 0

Tabela C.26: Sitema Dinamico 2 - Método Trust Region Reflective - Sistema Dindmico 2

Vetor de Varidveis Valor da Fungdo Numero de Avaliagdes - Motivo do Término
Iteracdes Tempo (s)

de Estado Inicial Objetivo da Funcido Objetivo do Algoritmo
1 NaN 40014 1025 18,180 0
2 NaN 40014 1025 17,425 0
3 NaN 40008 1024 18,528 0
4 NaN 40037 1024 20,438 0
5 NaN 40014 1025 19,363 0
6 NaN 40006 1024 20,330 0
7 NaN 40006 1024 18,679 0
8 NaN 40014 1025 19,106 0
9 NaN 40006 1024 20,605 0
10 NaN 40004 1024 19,303 0
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Tabela C.27: SQP (Sequential Quadratic Programming) - Sistema Dinamico 2

Vetor de Varidveis Valor da Fungdo Numero de Avaliagdes Tteragdes  Tempo (s) Motivo do Término
de Estado Inicial Objetivo da Funcao Objetivo Algoritmo
1 NaN 40014 1025 17,881 0
2 NaN 40014 1025 18,593 0
3 NaN 40008 1024 17,208 0
4 NaN 40037 1024 19,306 0
5 NaN 40014 1025 18,200 0
6 NaN 40006 1024 19,173 0
7 NaN 40006 1024 17,791 0
8 NaN 40014 1025 17,231 0
9 NaN 40006 1024 19,965 0
10 NaN 40004 1024 18,508 0
Tabela C.28: Active - Set - Sistema Dinamico 2
Vetor de Varidveis Valor da Fungdo Ntuimero de Avaliacdes Tteragdes  Tempo (s) Motivo do Término
de Estado Inicial Objetivo da Fungdo Objetivo do Algoritmo
1 NaN 40014 1025 18,688 0
2 NaN 40014 1025 17,469 0
3 NaN 40008 1024 17,742 0
4 NaN 40037 1024 17,950 0
5 NaN 40014 1025 18,474 0
6 NaN 40006 1024 19,473 0
7 NaN 40006 1024 16,783 0
8 NaN 40014 1025 18,723 0
9 NaN 40006 1024 19,049 0
10 NaN 40004 1024 19,370 0




Resultado Final para o nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Variavel de Estado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Volumel-Massa 1,75E-02 1,75E-02 3,84E-02 9,30E-01 1,71E-02 4,49E-02 1,25E-01 1,72E-02 1,03E+03 3,23E-02
Volume2-Energia  5,98E+03 5,98E+03 6,05E+03 5,50E+03 5,96E+03  2,80E+03  6,05E+03  6,05E+03 6,05E+03 5,99E+03
Volume2-Massa 1,54E-02 1,54E-02 7,84E-02 3,09E-02 1,47E-02 1,89E+03 1,99E-01 2,42E-01 1,22E+00 9,00E-04
Volume3-Energia  3,71E+03 3,71E+03 3,77E+03 3,44E+03 3,69E+03  1,85E+03  3,78E+03  3,78E+03 3,78E+03 3,74E+03
Volume3-Massa 9,57E-03 9,57E-03 5,77E-02 4,52E+01 8,77E-03 1,15E-01 1,78E-01 7,14E-01 5,34E+00 1,52E-01
Volume4-Energia  6,23E+03 6,23E+03 6,38E+03 5,84E+03 6,18E+03 3,14E-04  6,42E+03  6,43E+03 6,43E+03 6,26E+03
Volume4-Massa 1,61E-02 1,61E-02 1,19E-01 5,34E+02 1,34E-02  3,79E+03  4,35E-01 1,61E+03 1,96E-07 1,09E-09
Volume5-Energia ~ 5,90E+03 5,90E+03 6,02E+03 5,50E+03 5,86E+03  1,40E+03  6,05E+03  6,05E+03 6,05E+03 5,97E+03
Volume5-Massa 1,52E-02 1,52E-02 1,02E-01 4,15E+01 1,34E-02 5,38E-02 3,49E-01 8,46E-01 1,38E+03 3,19E-02
Volume6-Energia  9,13E+03 9,13E+03 9,16E+03 9,45E+03 9,12E+03  2,85E+03  9,22E+03  9,17E+03 9,16E+03 9,45E+03
Volume6-Massa 1,96E-02 1,96E-02 1,91E-02 3,60E+01 1,94E-02  2,19E+03  2,06E-02 1,62E-02 1,61E-02 6,86E-02
Volume7-Energia  8,80E+03 8,80E+03 8,86E+03 9,31E+03 8,76E+03  8,14E+03  8,95E+03  8,93E+03 8,90E+03 8,62E+03
Volume7-Massa 1,89E-02 1,89E-02 1,83E-02 1,81E-08 1,85E-02 6,69E-01 2,13E-02 1,49E-02 1,46E-02 5,09E-02
Volume8-Energia  4,22E+03 4,22E+03 4,27E+03 4,65E+03 4,20E+03 1,16E-02  4,33E+03  4,35E+03 4,33E+03 4,14E+03
Volume8-Massa 9,07E-03 9,07E-03 8,95E-03 4,06E+01 8,73E-03 1,36E-06 1,12E-02 8,10E-03 7,75E-03 3,15E-02
Volume9-Energia  7,69E+03 7,69E+03 7,87TE+03 7,31E+03 7,63E+03  2,17E+03  7,97E+03  8,07E+03 8,04E+03 7,57TE+03
Volume9-Massa 1,65E-02 1,65E-02 1,81E-02 7,01E+01 1,53E-02  4,69E+04  2,45E-02 2,52E-02 2,25E-02 2,09E-02
Volumel0-Energia  6,46E+03 6,46E+03 6,58E+03 7,25E+03 6,41E+03 1,95E+03  6,67E+03  6,74E+03 6,71E+03 6,32E+03
Volume10-Massa 1,39E-02 1,39E-02 1,43E-02 2,42E+01 1,31E-02 6,67E-02 1,87E-02 1,58E-02 1,45E-02 3,27E-02
Volumel1-Energia  5,42E+03 5,42E+03 5,56E+03 4,51E+03 5,38E+03  3,83E+03  5,61E+03  5,73E+03 5,75E+03 5,24E+03
Volumel 1-Massa 1,22E-02 1,22E-02 2,18E-02 2,59E+01 1,06E-02 2,18E-02 3,10E-02 3,09E-02 2,97E-02 2,94E-02
Volumel2-Energia  5,82E+03 5,82E+03 5,98E+03 5,50E+03 5,78E+03  3,01E+03  6,04E+03  6,05E+03 6,05E+03 5,89E+03
Volume12-Massa 1,31E-02 1,31E-02 2,24E-02 3,97E+01 1,16E-02 1,69E-01 3,10E-02 2,55E-02 2,39E-02 3,84E-02
Volumel3-Energia  6,43E+03 6,43E+03 6,62E+03 6,65E+03 6,38E+03  3,76E+03  6,69E+03  6,81E+03 6,82E+03 6,63E+03
Volume13-Massa 1,45E-02 1,45E-02 2,56E-02 3,78E+00 1,27E-02 7,19E-09 3,59E-02 3,38E-02 3,23E-02 2,66E-02
Volumel14-Energia  4,50E+03 4,50E+03 4,50E+03 4,25E+03 436E+03  3,81E+03 4,50E+03  4,50E+03 4,18E+03 4,90E+03
Volume 14-Massa 1,00E-02 1,00E-02 1,00E-02 3,48E-01 7,40E-03 4,28E-02 1,00E-02 1,00E-02 5,58E-03 1,64E-02
Volumel5-Energia  5,20E+03 5,20E+03 5,20E+03 5,71E+03 5,09E+03  445E+03  5220E+03  5,20E+03 5,04E+03 5,38E+03
Volume15-Massa 1,16E-02 1,16E-02 1,16E-02 6,32E-02 1,02E-02  2,40E+03 1,16E-02 1,16E-02 9,80E-03 2,04E-02
Volumel6-Energia  5,17E+03 5,17E+03 5,17E+03 6,33E+03 499E+03  5,28E+03  5,17E+03  5,17E+03 4,88E+03 5,28E+03
Volume16-Massa 1,15E-02 1,15E-02 1,15E-02 1,56E+00 8,78E-03 2,44E-01 1,15E-02 1,15E-02 8,26E-03 1,51E-02
Volumel7-Energia  4,63E+03 4,63E+03 4,63E+03 5,23E+03 4,63E+03  4,05E+03  4,63E+03  4,63E+03 4,59E+03 4,48E+03
Volume17-Massa 1,33E-02 1,33E-02 1,33E-02 2,03E+00 1,33E-02 1,12E-01 1,33E-02 1,33E-02 1,27E-02 1,20E-02
Volume18-Energia  6,35E+03 6,35E+03 6,35E+03 6,99E+03 6,35E+03  4,70E+03  6,35E+03  6,35E+03 6,35E+03 6,11E+03
Volume18-Massa 1,82E-02 1,82E-02 1,82E-02 5,88E-02 1,82E-02 9,04E-03 1,82E-02 1,82E-02 1,83E-02 1,72E-02
Volume19-Energia  2,23E+03 2,23E+03 2,23E+03 2,77E+03 2,23E+03 1,67E+03  2,23E+03  2,23E+03 2,22E+03 2,18E+03
Volume19-Massa 6,38E-03 6,38E-03 6,38E-03 1,52E+00 6,37E-03 2,07E-02 6,38E-03 6,38E-03 6,53E-03 6,19E-03
Time (s) 34,69656  14,0095982 86,841021  82,2014075 86,983833  83,99687  90,548844 49,31031 85,5418617  25,30566
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Resultado Final para o nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Varidvel de Estado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Volume1-Massa 1,08E-02 1,20E-02 1,38E-02 1,06E-02 1,03E-02  8,82E-03 1,32E-02 1,16E-02 1,27E-02 1,09E-02
Volume2-Energia  3,03E+03  4,88E+03  2,53E+03  3,92E+03 4,74E+03 2,99E+03 3,14E+03 2,75E+03 3,29E+03  4,32E+03
Volume2-Massa 6,92E-03 1,42E-02  6,50E-03 1,48E-02  1,53E-02  9,39E-03 1,15E-02  7,89E-03  8,70E-03 1,03E-02
Volume3-Energia  2,51E+03  1,66E+03  1,89E+03 2,72E+03  1,39E+03 2,60E+03 2,03E+03  3,09E+03 2,58E+03 2,83E+03
Volume3-Massa 9,27E-03  5,75E-03  6,77E-03 1,02E-02  3,15E-03  8,40E-03  8,63E-03 1,15E-02  6,64E-03  6,55E-03
Volume4-Energia  3,96E+03  4,80E+03 245E+03 3,09E+03 3,66E+03 2,99E+03 3,87E+03 3,55E+03 4,69E+03 3,61E+03
Volume4-Massa 1,01E-02 1,92E-02  6,53E-03 691E-03  8,38E-03  9,52E-03 1,58E-02 1,03E-02 1,43E-02 1,23E-02
Volume5-Energia ~ 3,56E+03  4,71E+03  2,53E+03  3,55E+03 3,38E+03  3,24E+03 3,87E+03 4,18E+03 2,72E+03 4,97E+03
Volume5-Massa 8,35E-03 1,19E-02  5,81E-03  9,58E-03 1,45E-02  8,96E-03 1,46E-02 1,71E-02  9,17E-03 1,95E-02
Volume6-Energia  2,99E+03  4,72E+03  3,19E+03 4,22E+03  523E+03  2,77E+03 2,93E+03  5,92E+03 3,01E+03 2,96E+03
Volume6-Massa 7,84E-03 1,40E-02  8,35E-03 1,67E-02  2,15E-02 1,14E-02  8,78E-03 1,75E-02  7,61E-03 1,22E-02
Volume7-Energia  4,28E+03  4,22E+03  4,24E+03 5,94E+03  6,27E+03  5,74E+03 3,02E+03 5,56E+03 2,77E+03 4,91E+03
Volume7-Massa 1,08E-02  9,94E-03  9,82E-03 1,43E-02  2,39E-02 1,74E-02  7,15E-03 1,53E-02  7,27E-03 1,56E-02
VolumeS8-Energia  3,07E+03  2,17E+03  2,34E+03  1,60E+03 291E+03 2,33E+03 293E+03 2,12E+03 1,92E+03 242E+03
Volume8-Massa 1,11E-02  849E-03  7,21E-03  4,64E-03 844E-03  8,38E-03 1,16E-02  5,85E-03 6,62E-03  8,68E-03
Volume9-Energia  3,96E+03  5,97E+03  5,34E+03 5,86E+03  3,23E+03 4,77E+03 5,87E+03  3,39E+03  5,16E+03  5,43E+03
Volume9-Massa 1,31E-02  2,32E-02 1,54E-02 1,39E-02 1,30E-02 1,09E-02 1,39E-02 1,38E-02 1,36E-02 1,98E-02
Volume10-Energia  3,39E+03  4,69E+03  3,98E+03 248E+03 3,84E+03 4,74E+03 4,46E+03 4,05E+03 4,28E+03 4,39E+03
Volume10-Massa 1,22E-02 1,67E-02  1,44E-02  8,26E-03 1,42E-02 1,23E-02 1,12E-02 1,05E-02 1,61E-02 1,26E-02
Volumel1-Energia  4,19E+03  4,71E+03  4,66E+03  5,07E+03 4,43E+03 3,55E+03 5,17E+03 4,11E+03 4,40E+03  3,91E+03
Volumel 1-Massa 1,04E-02 1,82E-02  1,59E-02 1,35E-02  1,06E-02 1,08E-02 1,68E-02 1,19E-02 1,57E-02 1,13E-02
Volume12-Energia 2,49E+03  4,54E+03  4,45E+03  3,39E+03 4,07E+03  4,47E+03 4,77E+03 4,98E+03  4,52E+03  2,21E+03
Volume12-Massa 5,60E-03 1,60E-02 1,55E-02  7,71E-03 1,01E-02 1,69E-02 1,40E-02  2,06E-02 1,57E-02  8,19E-03
Volume13-Energia  4,78E+03  5,04E+03  5,20E+03 3,78E+03 5,61E+03 6,11E+03 5,46E+03 3,78E+03  6,22E+03  2,85E+03
Volume13-Massa 1,08E-02 1,78E-02  1,44E-02 1,09E-02  2,05E-02 1,81E-02 1,98E-02  9,52E-03  2,33E-02  6,44E-03
Volumel4-Energia  4,92E+03  2,98E+03  5,30E+03 4,02E+03 4,61E+03 3,40E+03 2,79E+03 5,21E+03 5,74E+03 5,16E+03
Volume14-Massa 1,56E-02  9,54E-03 1,99E-02 1,10E-02  1,35E-02 9,10E-03  8,65E-03 1,41E-02 1,37E-02 1,87E-02
Volume15-Energia  3,56E+03  3,83E+03  4,15E+03  4,83E+03 3,97E+03  3,73E+03 3,25E+03 2,85E+03 4,56E+03  2,77E+03
Volume15-Massa 8,79E-03 1,37E-02 1,12E-02 1,87E-02  9,75E-03 1,46E-02  742E-03  943E-03 1,10E-02  7,84E-03
Volumel6-Energia  5,95E+03  2,84E+03 5,87E+03 5,72E+03 3,79E+03 4,97E+03 5,86E+03 3,37E+03  3,34E+03  4,16E+03
Volume16-Massa 2,19E-02  8,05E-03 1,51E-02  2,07E-02  8,63E-03 1,35E-02 1,58E-02 1,26E-02  7,50E-03 1,29E-02
Volumel7-Energia  5,75E+03  3,93E+03  4,54E+03 4,63E+03  3,25E+03 3,38E+03 4,62E+03 3,87E+03 5,76E+03  3,74E+03
Volume17-Massa 1,49E-02 1,68E-02  1,06E-02 1,85E-02  7,80E-03  9,27E-03 1,12E-02  9,07E-03 1,99E-02  9,87E-03
Volume18-Energia  4,80E+03  5,38E+03  4,38E+03  4,38E+03  2,94E+03 2,95E+03 4,68E+03 4,83E+03 6,01E+03  4,67E+03
Volume18-Massa 1,11E-02 1,36E-02 1,20E-02 1,28E-02  6,56E-03  8,94E-03 1,09E-02 1,08E-02  2,07E-02 1,46E-02
Volume19-Energia  1,18E+03  1,80E+03  2,38E+03  2,27E+03 1,80E+03 1,21E+03 2,04E+03 2,31E+03 1,36E+03  1,82E+03
Volume19-Massa 2,79E-03  545E-03 6,87E-03  7,08E-03 4,37E-03 4,55E-03 6,96E-03 527E-03 4,/776E-03  6,35E-03
Time (s) 3,566654  1,884912  1,842877  1,842783 1,843828  1,88365 1,714723 1,737905 1,713013 1,70968
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Resultado Final para o nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial

Variavel de Estado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Volume1-Massa 1,08E-02 1,20E-02 1,38E-02 1,06E-02 1,03E-02  8,82E-03 1,32E-02 1,16E-02 1,27E-02 1,09E-02
Volume2-Energia ~ 3,03E+03  4,88E+03  2,53E+03  3,92E+03 4,74E+03 2,99E+03 3,14E+03 2,75E+03 3,29E+03  4,32E+03
Volume2-Massa 6,92E-03 1,42E-02  6,50E-03 1,48E-02  1,53E-02  9,39E-03 1,15E-02  7,89E-03  8,70E-03 1,03E-02
Volume3-Energia  2,51E+03  1,66E+03  1,89E+03 2,72E+03  1,39E+03 2,60E+03 2,03E+03  3,09E+03 2,58E+03 2,83E+03
Volume3-Massa 9,27E-03  5,75E-03  6,77E-03 1,02E-02  3,15E-03  840E-03  8,63E-03 1,15E-02  6,64E-03  6,55E-03
Volume4-Energia  3,96E+03  4,80E+03 245E+03 3,09E+03 3,66E+03 2,99E+03 3,87E+03 3,55E+03 4,69E+03 3,61E+03
Volume4-Massa 1,01E-02 1,92E-02  6,53E-03 691E-03  8,38E-03  9,52E-03 1,58E-02 1,03E-02 1,43E-02 1,23E-02
Volume5-Energia  3,56E+03  4,71E+03  2,53E+03  3,55E+03 3,38E+03 3,24E+03 3,87E+03 4,18E+03 2,72E+03  4,97E+03
Volume5-Massa 8,35E-03 1,19E-02 581E-03  9,58E-03 1,45E-02  8,96E-03 1,46E-02 1,71E-02  9,17E-03 1,95E-02
Volume6-Energia  2,99E+03  4,72E+03  3,19E+03 4,22E+03  523E+03  2,77E+03 2,93E+03  5,92E+03 3,01E+03  2,96E+03
Volume6-Massa 7,84E-03 1,40E-02  8,35E-03 1,67E-02  2,15E-02 1,14E-02  8,78E-03 1,75E-02  7,61E-03 1,22E-02
Volume7-Energia  4,28E+03  4,22E+03  4,24E+03  5,94E+03  6,27E+03  5,74E+03 3,02E+03 5,56E+03 2,77E+03 4,91E+03
Volume7-Massa 1,08E-02  9,94E-03  9,82E-03 1,43E-02  2,39E-02 1,74E-02  7,15E-03 1,53E-02  7,27E-03 1,56E-02
VolumeS8-Energia  3,07E+03  2,17E+03  2,34E+03  1,60E+03 291E+03 2,33E+03 2,93E+03 2,12E+03 1,92E+03 2,42E+03
Volume8-Massa 1,11E-02  849E-03  7,21E-03  4,64E-03 844E-03  8,38E-03 1,16E-02  5,85E-03  6,62E-03  8,68E-03
Volume9-Energia  3,96E+03  5,97E+03  5,34E+03 5,86E+03  3,23E+03 4,77E+03 5,87E+03  3,39E+03 5,16E+03  5,43E+03
Volume9-Massa 1,31E-02  2,32E-02 1,54E-02 1,39E-02 1,30E-02 1,09E-02 1,39E-02 1,38E-02 1,36E-02 1,98E-02
Volumel0-Energia  3,39E+03  4,69E+03  3,98E+03 248E+03 3,84E+03 4,74E+03 4,46E+03 4,05E+03 4,28E+03 4,39E+03
Volume10-Massa 1,22E-02 1,67E-02 1,44E-02  8,26E-03 1,42E-02 1,23E-02  1,12E-02 1,05E-02 1,61E-02 1,26E-02
Volumel1-Energia 4,19E+03  4,71E+03  4,66E+03  5,07E+03  4,43E+03 3,55E+03 5,17E+03 4,11E+03 4,40E+03 3,91E+03
Volumel 1-Massa 1,04E-02 1,82E-02  1,59E-02 1,35E-02  1,06E-02 1,08E-02  1,68E-02 1,19E-02  1,57E-02 1,13E-02
Volumel2-Energia 2,49E+03  4,54E+03  4,45E+03  3,39E+03 4,07E+03  4,47E+03 4,77E+03 4,98E+03  4,52E+03  2,21E+03
Volume12-Massa 5,60E-03 1,60E-02 1,55E-02  7,71E-03 1,01E-02 1,69E-02 1,40E-02  2,06E-02 1,57E-02  8,19E-03
Volume13-Energia 4,78E+03  5,04E+03  520E+03  3,78E+03 5,61E+03 6,11E+03 546E+03 3,78E+03  6,22E+03  2,85E+03
Volume13-Massa 1,08E-02 1,78E-02 1,44E-02 1,09E-02  2,05E-02 1,81E-02  1,98E-02  9,52E-03 2,33E-02  6,44E-03
Volumel4-Energia 4,92E+03  2,98E+03  5,30E+03 4,02E+03 4,61E+03 3,40E+03 2,79E+03 5,21E+03 5,74E+03  5,16E+03
Volume14-Massa 1,56E-02  9,54E-03 1,99E-02 1,10E-02  1,35E-02  9,10E-03  8,65E-03 1,41E-02  1,37E-02 1,87E-02
Volumel5-Energia  3,56E+03  3,83E+03  4,15E+03  4,83E+03 3,97E+03  3,73E+03 3,25E+03 2,85E+03 4,56E+03  2,77E+03
Volume15-Massa 8,79E-03 1,37E-02 1,12E-02 1,87E-02  9,75E-03 1,46E-02  7,42E-03  9,43E-03 1,10E-02  7,84E-03
Volumel6-Energia  5,95E+03  2,84E+03 5,87E+03  5,72E+03 3,79E+03 4,97E+03 5,86E+03 3,37E+03  3,34E+03  4,16E+03
Volume16-Massa 2,19E-02  8,05E-03 1,51E-02  2,07E-02  8,63E-03 1,35E-02  1,58E-02 1,26E-02  7,50E-03 1,29E-02
Volumel7-Energia  5,75E+03  3,93E+03 4,54E+03 4,63E+03  3,25E+03 3,38E+03 4,62E+03 3,87E+03 5,76E+03  3,74E+03
Volume17-Massa 1,49E-02 1,68E-02  1,06E-02 1,85E-02  7,80E-03  9,27E-03 1,12E-02  9,07E-03 1,99E-02  9,87E-03
Volume18-Energia  4,80E+03  5,38E+03  4,38E+03  4,38E+03  2,94E+03 2,95E+03 4,68E+03 4,83E+03 6,01E+03  4,67E+03
Volume18-Massa 1,11E-02 1,36E-02 1,20E-02 1,28E-02  6,56E-03  8,94E-03 1,09E-02 1,08E-02  2,07E-02 1,46E-02
Volume19-Energia  1,18E+03  1,80E+03  2,38E+03  2,27E+03 1,80E+03 1,21E+03 2,04E+03 2,31E+03 1,36E+03  1,82E+03
Volume19-Massa 2,79E-03  545E-03 6,87E-03  7,08E-03 4,37E-03 4,55E-03 6,96E-03 527E-03 4,/776E-03  6,35E-03
Time (s) 1,704741 1,665778 1,732988  1,842393 1,842082  1,82194 1,849026  1,816161 1,842321 1,823227
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Resultado Final para o nimero do Vetor de Varidveis de Estado Inicial
Varidvel de Estado 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Volume1-Massa 1,75E-02  1,75E-02  1,75E-02  1,75E-02  1,75E-02  1,74E-02  2,21E-01  1,75E-02  1,75E-02  2,06E-01
Volume2-Energia  5,98E+03  598E+03 598E+03 598E+03 598E+03 598E+03 6,04E+03 598E+03 5,98E+03 6,04E+03
Volume2-Massa 1,54E-02  1,54E-02  1,54E-02  1,54E-02  1,54E-02  1,54E-02  2,20E-01  1,54E-02  1,54E-02  2,10E-01
Volume3-Energia  3,71E+03  3,71E+03 3,71E+03 3,71E+03 3,71E+03 3,71E+03 3,77E+03 3,71E+03 3,71E+03 3,77E+03
Volume3-Massa 9,57E-03  9,57E-03  9,57E-03  9,57E-03  9,57E-03  9,57E-03  1,41E-01 9,57E-03  9,57E-03  1,34E-01
Volume4-Energia  6,23E+03  6,23E+03  6,23E+03  6,23E+03  6,23E+03  6,23E+03  6,37E+03  6,23E+03  6,23E+03  6,37E+03
Volume4-Massa 1,61E-02  1,61E-02 1,61E-02 1,61E-02 1,61E-02 1,61E-02 2,23E-01 1,61E-02 1,61E-02 222E-01
Volume5-Energia ~ 5,90E+03  5,90E+03  5,90E+03 5,90E+03 5,90E+03 590E+03 6,01E+03 590E+03 5,90E+03 6,02E+03
Volume5-Massa 1,52E-02  1,52E-02  1,52E-02  1,52E-02  1,52E-02  1,52E-02 2,20E-01  1,52E-02  1,52E-02  2,13E-01
Volume6-Energia ~ 9,13E+03  9,13E+03  9,13E+03  9,13E+03  9,13E+03  9,13E+03  9,16E+03  9,13E+03 9,13E+03  9,16E+03
Volume6-Massa 1,.96E-02  1,96E-02 196E-02 196E-02 196E-02 196E-02 198E-02 196E-02 196E-02  1,98E-02
Volume7-Energia  8,80E+03  8,80E+03 8,80E+03 8,80E+03 8,80E+03 8,80E+03 8,85E+03 8,80E+03 8,80E+03 8,85E+03
Volume7-Massa 1,89E-02  1,89E-02  1,89E-02  1,89E-02 1,89E-02  1,89E-02 192E-02 1,89E-02 1,89E-02  1,91E-02
Volume8-Energia  4,22E+03  4,22E+03  4,22E+03  4,22E+03  4,22E+03 4,22E+03 4,26E+03 4,22E+03  4,22E+03  4,26E+03
Volume8-Massa 9,07E-03  9,07E-03  9,07E-03  9,07E-03  9,07E-03  9,07E-03  9,23E-03  9,07E-03  9,07E-03  9,24E-03
Volume9-Energia  7,69E+03  7,69E+03  7,69E+03  7,69E+03  7,69E+03 7,69E+03 7,84E+03 7,69E+03 7,69E+03  7,84E+03
Volume9-Massa 1,65E-02  1,65E-02 1,65E-02 1,65E-02 1,65E-02 1,65E-02 1,70E-02  1,65E-02 1,65E-02 1,71E-02
Volumel0-Energia  6,46E+03  6,46E+03  6,46E+03 6,46E+03 6,46E+03 6,46E+03 6,56E+03 6,46E+03 6,46E+03 6,56E+03
Volumel0-Massa ~ 1,39E-02  1,39E-02  1,39E-02  1,39E-02  1,39E-02  1,39E-02  142E-02 1,39E-02 1,39E-02 142E-02
Volumell-Energia 5,42E+03  542E+03 542E+03 542E+03 542E+03 542E+03 5,52E+03 542E+03 542E+03  5,53E+03
Volumell-Massa ~ 1,22E-02  1,22E-02  1,22E-02  1,22E-02  1,22E-02  1,22E-02  225E-02  1,22E-02  1,22E-02  2,26E-02
Volumel2-Energia  5,82E+03  5,82E+03  5,82E+03  5,82E+03  5,82E+03 5,82E+03 598E+03 5,82E+03 5,82E+03  5,98E+03
Volume12-Massa 1,31E-02  1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 1,31E-02 131E-02 243E-02 131E-02 1,31E-02 244E-02
Volumel3-Energia  6,43E+03  6,43E+03 6,43E+03 6,43E+03 6,43E+03 6,43E+03 6,59E+03 6,43E+03 6,43E+03  6,59E+03
Volumel3-Massa  1,45E-02  145E-02 145E-02 145E-02 145E-02 145E-02 2,68E-02 145E-02 145E-02 2,69E-02
Volumel4-Energia  4,50E+03  4,50E+03  4,50E+03  4,50E+03  4,50E+03 4,50E+03  4,50E+03 4,50E+03 4,50E+03  4,50E+03
Volumel4-Massa ~ 1,00E-02  1,00E-02  1,00E-02  1,00E-02  1,00E-02  1,00E-02  1,00E-02  1,00E-02  1,00E-02  1,00E-02
Volumel5-Energia  5,20E+03  5,20E+03  5,20E+03  5,20E+03  5,20E+03  5,20E+03 5,20E+03  5,20E+03  5,20E+03  5,20E+03
Volume15-Massa 1,16E-02  1,16E-02  1,16E-02 1,16E-02 1,16E-02 1,16E-02 1,16E-02 1,16E-02 1,16E-02  1,16E-02
Volumel6-Energia  5,17E+03  5,17E+03  5,17E+03  5,17E+03  5,17E+03  5,17E+03 5,17E+03  5,17E+03  5,17E+03  5,17E+03
Volumel6-Massa  1,15E-02  1,15E-02  1,15E-02  1,15E-02  1,15E-02  1,I5E-02  1,15E-02  1,15E-02  1,I15E-02  1,15E-02
Volumel7-Energia  4,63E+03  4,63E+03  4,63E+03  4,63E+03  4,63E+03  4,63E+03  4,63E+03  4,63E+03  4,63E+03  4,63E+03
Volumel7-Massa  1,33E-02  1,33E-02  1,33E-02  1,33E-02 1,33E-02 1,33E-02 1,33E-02 1,33E-02 1,33E-02 1,33E-02
Volume18-Energia  6,35E+03  6,35E+03  6,35E+03  6,35E+03  6,35E+03  6,35E+03 6,35E+03  6,35E+03  6,35E+03  6,35E+03
Volume18-Massa 1,82E-02  1,82E-02  1,82E-02  1,82E-02  1,82E-02  1,82E-02  1,83E-02  1,82E-02  1,82E-02  1,83E-02
Volume19-Energia  2,23E+03  2,23E+03  2,23E+03  2,23E+03  2,23E+03  2,23E+03  2,23E+03  2,23E+03  2,23E+03  2,23E+03
Volumel19-Massa  6,38E-03  6,38E-03  6,38E-03  6,38E-03  6,38E-03  6,38E-03  6,42E-03  6,38E-03  6,38E-03  6,42E-03
Time (s) 6,93E+02 743E+02 8,32E+02 7,65E+02 7,13E+02 6,94E+02 9,90E+02 743E+02 9,89E+02 9,91E+02
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