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Resumo

A teoria da integrabilidade construida por Darboux provéı uma relação entre a integrabili-

dade de campos vetorias polinomiais e o número de hipersuperf́ıcies algébricas invariantes

que ele admite. Esta teoria proposta inicialmente por Henri Poincaré tem sido aplicado

satisfatoriamente ao estudo de muitos modelos f́ısicos. Jean Pierre Jouanolou melhorou

muito a teoria de Darboux caracterizando a existência de integrais primeiras racionais

para 1-formas Polinomiais em K
n e P

n
K
, onde K é um corpo algebricamente fechado de

caracteŕıstica zero.

Este trabalho esta baseado no estudo do artigo [9], no qual M.Corrêa Jr, L.G.Maza

e M.G.Soares demostram um teorema de integrabilidade algébrica de tipo Darboux-

Jouanolou para as r-formas polinomiais. Assim o primeiro resultado principal de este

trabalho está dado por

Teorema 4.0.1 Seja K um corpo algébricamente fechado e ω uma r-forma polinomial

de grau d em K
n. Se ω admite

(
d− 1 + n

n

)
.

(
n

r + 1

)
+ r + 1

hipersuperf́ıcies algébricas irredutiveis invariantes, então ω admite uma integral primeira

racional.

Supondo que a forma não admite integral primeira racional a última equação nos provê

uma cota para o número de hipersuperf́ıcies invariantes por ω, infelizmente esta cota

está longe de ser ótima. Desta forma o segundo resultado de este trabalho esta basejado

na teoŕıa de integrabilidade de Lagutinskii-Pereira, na qual é introduzido o conceito de

r-ésimo polinômio extáctico de um campo de vetores fornecendo um outro critério para a



existência de integrais primeiras racionais. Em particular obtemos uma cota ótima para

o número de hiperplanos invariantes.

Teorema 5.0.2 Seja X um campo polinômial em C
n de grau d. Suponha que X não ad-

mite integral primeira racional então o número de hipersupeŕıcies irredut́ıveis invariantes

por X de grau k é no máximo

(d− 1)

( (
n+k
k

)

2

)
+

1

k

(
k + 1

2

)[(
n+ k

k

)
− 1

]
.

Em particular, se k = 1 vale (
n+ 1

2

)
(d− 1) + n,

sendo esta última cota ótima.

Finalmente, na última parte deste trabalho, damos uma aplicação à teoria das folheações

holomorfas de dimensão um no espaço projetivo P
n.

Teorema 6.0.3 Seja F uma folheação holomorfa 1-dimensional no espaço projetivo

P
n
C

com grau(F) = d. Suponha que F não admite integral primeira racional então

1. O número de hipersuperf́ıcies irredut́ıveis invariantes por F de grau k contando

multiplicidade é no máximo

(
n+ k

k

)
+

1

k

( (
n+k
k

)

2

)
(d− 1).

2. No caso k = 1 vale,

(n+ 1) +

(
n+ 1

2

)
(d− 1) = nd+

(
n

2

)
(d− 1) + 1.

Palavras-chaves: Campo de vetores; hipersuperf́ıcies invariantes; folheações

holomorfas.



Abstract

The theory of integrability developed by Darboux provides a relationship between the inte-

grability of polynomial vector fields and the number of invariant algebraic hypersurfaces

that they admit. This theory, initially proposed by Henri Poincaré, has been success-

fully applied to the study of many physical models. Jean Pierre Jouanolou significantly

improved Darboux’s theory by characterizing the existence of rational first integrals for

polynomial 1-forms in K
n and P

n
K
, where K is an algebraically closed field of characteristic

zero.

This work is based on the study of article [9], in which M. Corrêa Jr., L. G. Maza, and

M. G. Soares prove an algebraic integrability theorem of Darboux–Jouanolou type for

polynomial r-forms. Thus, the first main result of this work is given by

Theorem 4.0.1 Let K be an algebraically closed field and let ω be an r-form of de-

gree d in K
n. If ω admits

(
d− 1 + n

n

)
.

(
n

r + 1

)
+ r + 1

irreducible invariant algebraic hypersurfaces, then ω admits a rational first integral.

Assuming that the form does not admit a rational first integral, the above equation

provides an upper bound for the number of invariant hypersurfaces of ω, unfortunately,

this bound is far from optimal. Thus, the second main result of this work is based on

the Lagutinskii–Pereira theory of integrability, in which the concept of the r-th extactic

polynomial of a vector field is introduced, providing another criterion for the existence

of rational first integrals. In particular, we obtain an optimal bound for the number of

invariant hyperplanes.



Theorem 5.0.2 Let X be a polynomial vector field on C
n of degree d. Suppose that

X does not admit a rational first integral. Then the number of irreducible invariant

hypersurfaces of degree k of X is at most

(d− 1)

( (
n+k
k

)

2

)
+

1

k

(
k + 1

2

)[(
n+ k

k

)
− 1

]
.

In particular, if k = 1, we have

(
n+ 1

2

)
(d− 1) + n,

and this last bound is optimal.

Finally, in the last part of this work, we present an application to the theory of one-

dimensional holomorphic foliations on the projective space P
n.

Theorem 6.0.3 Let F be a one-dimensional holomorphic foliation on the complex

projective space P
n
C

with degree deg(F) = d. Suppose that F does not admit a rational

first integral then

1. The number of irreducible invariant hypersurfaces of F of degree k, counted with

multiplicity, is at most

(
n+ k

k

)
+

1

k

( (
n+k
k

)

2

)
(d− 1).

2. For k = 1, we have

(n+ 1) +

(
n+ 1

2

)
(d− 1) = nd+

(
n

2

)
(d− 1) + 1.

Keywords: Vector field; invariant hypersurfaces; holomorphic foliations.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, vamos introduzir conceitos e resultados que serão fundamentais para o

posterior entendimento de este trabalho. Vamos começar inicialmente com a teoŕıa das

r-formas lineares alternadas, posteriormente vamos continuar com a teoŕıa dos campos

vetorias ou derivações e finalizaremos com o caso particular das r-formas holomorfas no

espaço afim C
n.

1.1 Formas r-lineares Alternadas

Ao longo desta seção K denotara um corpo algébricamente fechado de caracteŕıstica zero

e E um K-espaço vetorial de dimensão finita.

Pela álgebra linear sabemos que se {e1, . . . , en} é uma base de E, então a base dual de E

esta dada por {e∗1, . . . , e∗n} onde,

e∗i (ej) = δji =





1, se i = j,

0, se i 6= j.

1.1.1 Permutações

Fizemos um inteiro r. Uma permutação de um conjunto A = {1, 2, . . . , r} é uma aplicação

bijetiva τ : A→ A. Uma permutação ćıclica denotada por (a1a2 . . . ak) é uma permutação

τ de A tal que

τ(a1) = a2, τ(a2) = a3 , . . . , τ(ak) = a1

e de forma que τ fixa todos os outros elementos de A.

A permutação ćıclica (a1a2 . . . ak) é também chamada de um k-ciclo.
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Em particular permutações da forma (ab) são chamados de transposições. Denotemos por

Sr o grupo de todas as permutações do conjunto {1, 2, . . . , r}.
Uma permutação é par ou ı́mpar se ela é o produto de um número par ou ı́mpar de

transposições.

1.1.2 Aplicações Multilineares

Denotemos por E
r

= E× . . .× E o produto cartesiano de r cópias do K-espaço vetorial

E. Uma forma r-linear em E, é uma aplicação ω : E
r → K linear em cada um dos r

argumentos ou seja

ω(. . . , av + bw, . . .) = aω(. . . , v, . . .) + bω(. . . , w, . . .)

para todo a, b ∈ K e v, w ∈ E.

Denotaremos por Lr(E) o espaço vetorial de todas as formas r-lineares em E.

Definição 1.1.1 Uma forma r-linear ω : E
r → K é simétrica se

ω(vτ(1), . . . , vτ(r)) = ω(v1, . . . , vr)

para toda permutação τ ∈ Sr.

Uma forma r-linear é alternada ou exterior se

ω(vτ(1), . . . , vτ(r)) = Sgn(τ)ω(v1, . . . , vr)

para toda τ ∈ Sr, onde Sgn(τ) denota o sinal da permutação τ dado por

Sgn(τ) =





1, se τ é par,

−1, se τ é ı́mpar.

Denotaremos por
∧r(E) o espaço vetorial das formas r-lineares alternadas.

Exemplo 1.1.1 Consideremos E = K
n. Sejam v1, v2, . . . , vn ∈ K

n e [v1, v2, . . . , vn] a ma-

triz cujas colunas são formadas pelas coordenadas dos vetores vi relativo à base canônica

de K
n. A aplicação determinante dada por

det : Kn × . . .×K
n

︸ ︷︷ ︸
n

−→ K

(v1, . . . , vn) 7−→ det([v1, . . . , vn])

é uma forma r-linear alternada.
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Exemplo 1.1.2 Seja B = {e1, . . . , en} uma base de E. A aplicação produto vetorial dada

por
∧

: E× . . .× E︸ ︷︷ ︸
n−1

−→ E

(v1, . . . , vn−1) 7−→
n∑

i=1

(−1)i+1det(Ai)ei

onde Ai é a matriz (n − 1) × (n − 1) omitindo a i-ésima linha da matriz (aij)n×(n−1)

obtida da relação vj =
∑n

i=1 aijei , para todo j = 1, 2, ..., n− 1, é uma aplicação n-linear

alternada. Usaremos a notação
∧
(v1, . . . , vn−1) = v1 ∧ . . . ∧ vn−1.

No caso n = 3 temos que v1 ∧ v2 = v1 × v2 onde × é o produto vetorial de K
3.

1.1.3 Produto Tensorial de Formas Multilineares

Seja ω ∈ Lr(E) e ϑ ∈ Ll(E) o produto tensorial entre ω e ϑ é a forma (r + l)-linear ω ⊗ ϑ

definida por

(ω ⊗ ϑ)(v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vr+l) = ω(v1, . . . , vr).ϑ(vr+1, . . . , vr+l).

Proposição 1.1.1 Se ω, ϑ, β são formas multilineares em E, então

(ω ⊗ ϑ)⊗ β = ω ⊗ (ϑ⊗ β).

Prova ver [6].

Proposição 1.1.2 Seja B = {e1, . . . , en} uma base ordenada de E e B∗ = {e∗1, . . . , e∗n} a

base dual, então para toda sequência de inteiros {1 ≤ i1 < i2 < . . . < ir ≤ n} as formas

r-lineares e∗i1 ⊗ . . .⊗ e∗ir forman uma base para Lr(E).

Prova ver [1].

1.1.4 Produto Exterior

Seja ω ∈ ∧r(E) e ϑ ∈ ∧l(E). O produto exterior entre ω e ϑ é a forma (r + l)-linear

alternada ω ∧ ϑ definido por
∧r(E)×∧l(E) −→ ∧r+l(E)

(ω, ϑ) 7→ ω ∧ ϑ = 1
r! l!

A(ω ⊗ ϑ)

onde A(ω) =
∑

τ∈Sr
Sgn(τ)ω. Se segue da definição que

(ω∧ϑ)(e1, . . . , er, er+1, . . . , er+l) =
1

r! l!

∑

τ∈Sr+l

Sgn(τ)ω(eτ(1), . . . , eτ(r)).ϑ(eτ(r+1), . . . , eτ(r+l)).
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As provas das proposições e corolários abaixo podem ser encontradas em [6],[1].

Proposição 1.1.3 Sejam ω ∈ ∧r(E), ϑ ∈ ∧l(E) e β ∈ ∧s(E) então

i) ω ∧ ϑ = (−1)rlϑ ∧ ω (ant́ı-comutatividade)

ii) ω ∧ (ϑ ∧ β) = (ω ∧ ϑ) ∧ β (associatividade)

Corolário 1.1.1 Se ω ∈ ∧r(E) e r é impar então ω ∧ ω = 0

Corolário 1.1.2 Nas mesmas hipóteses da proposição (1.1.3) temos

ω ∧ ϑ ∧ β =
1

r! l! s!
A(ω ⊗ ϑ⊗ β).

Proposição 1.1.4 Sejam ω1, . . . , wr ∈ E∗ e v1, . . . , vr ∈ E então

ω1 ∧ . . . ∧ ωr(v1, . . . , vr) = det[wi(vj)].

Prova Usando a definição do produto exterior temos

ω1 ∧ . . . ∧ ωr(v1, . . . , vr) =
∑

τ∈Sr

Sgn(τ)ω1(vτ(1)) . . . ωr(vτ(r)) = det[wi(vj)].

Definição 1.1.2 Uma r-forma alternada α sobre um espaço vetorial E é dita decom-

pońıvel se existem 1-formas lineares ω1, ω2, . . . , ωr ∈ E∗ tais que

α = ω1 ∧ . . . ∧ ωr.

Veremos que toda r-forma alternada é combinação linear de r-formas descompońıveis.

Proposição 1.1.5 Seja B = {v1, . . . , vn} uma base de E e B∗ = {v∗1, . . . , v∗n} a base

dual, então
r∧
(B) := {v∗i1 ∧ . . . ∧ v∗ir ; 1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n}

forman uma base para o espaço vetorial
∧r(E).

Prova Introduzindo a notação de multi-́ındice para I = {1 ≤ i1 < . . . < ir ≤ n} e

J = {1 ≤ j1 < . . . < jr ≤ n} e escrevendo VI = (vi1 , vi2 , . . . , vir) e V ∗
I = v∗i1 ∧ . . . ∧ v∗ir

temos que

V ∗
I (VJ) =





1, se I = J,

0, se I 6= J.

Assim, se α ∈ ∧r(E) chamando então fI = fi1i2...ir = α(VI) ∈ K temos

α =
∑

1≤i1<...<ir≤n

fIV
∗
I

ou seja
∧r(B) é um conjunto gerador, por outro lado não é dif́ıcil mostrar que

∧r(B) é

um conjunto linearmente independente por tanto,
∧r(B) é uma base para

∧r(E).
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Corolário 1.1.3 Se o espaço vetorial E tem dimensão n, então o espaço vetorial
∧r(E)

tem dimensão
(
n

r

)
.

Corolário 1.1.4 Se r > dimKE então
∧r(E) = {0}.

1.1.5 Álgebra de Grassman

Seja E um K-espaço vetorial de dimensão n. Consideremos o seguinte K-espaço vetorial

∧
E = K⊕ E ⊕

2∧
E ⊕ . . .⊕

n∧
E,

lembremos que K =
∧0E e E =

∧1E. Assim dado Ω ∈ ∧
E temos a seguinte

expresão.

Ω = ω0 + ω1 + . . . ωn.

onde ωi ∈
∧iE, para todo i = 0, 1, . . . , n.

Podemos ver também que

dimK

(∧
E
)
=

n∑

i=0

(
n

i

)
= 2n.

Vamos definir a continuação um produto em
∧
E em térmos do produto exterior.

Dados Ω , θ ∈ ∧
E, sabemos que Ω = ω0 + ω1 + . . . ωn e θ = θ0 + θ1 + . . .+ θn. Assim

a aplicação definida por

(.) :
∧
E ×∧

E −→ ∧
E

(Ω, θ) 7−→ Ω.θ = (ω0 + ω1 + . . .+ ωn) ∧ (θ0 + θ1 + . . .+ θn)

= ω0θ0 + (ω0θ1 + ω1θ0) + (ω0θ2 + ω1θ1 + ω2θ0)

=
∑n

r=0(
∑

i+j=r ωi ∧ θj),
satisfaz as seguintes propriedades .

- (
∧iE).(

∧j E) ⊂ ∧i+j E ou seja
∧
E é uma álgebra graduada com unidade.

-
∧
E é anti-comutativa e associativa, isto devido à anticomutatividade e associatividade

do produto exterior.

Com estas propiedades
∧
E é chamado Álgebra de Grassmann.

Definição 1.1.3 Uma sequência de aplicações lineares entre espaços vetoriais

E
ϕ−→ F

ψ−→ G

é dita exata se ker(ψ) = Im(ϕ) .
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1.1.6 Produto Interior ou Contração

Seja v ∈ E e k ∈ N , consideremos a seguinte aplicação linear.

ıv :
k∧
E −→

k−1∧
E

ω 7−→ ıv(ω)

ıv(ω)(e1, . . . , ek−1) = ω(v, e1, . . . , ek−1).

Definição 1.1.4 A aplicação linear ıv é chamado produto interior ou contração.

Proposição 1.1.6 Sejam u, v ∈ E , ω ∈ ∧r E , θ ∈ ∧lE e λ ∈ K então

i) ıu+v = ıu + ıv e ıau = aıu.

ii) ıu.ıv = −ıv.ıu.
iii) ı2u = 0.

iv) ıv(ω ∧ θ) = (ıv(ω)) ∧ θ + (−1)rω ∧ (ıv(θ)).

Prova ver [6].

1.2 Campos de Vetores e Derivações em C
n

1.2.1 Derivações em um ponto

Seja U ⊂ C
n aberto. Vamos denotar por C∞(U) a C-álgebra sobre U fomada por todas

as funções infinitamente diferenciáveis definidas em U e por O(Up) o espaço de funções

holomorfas definidas numa vizinhança de p.

Um Campo de Vetores X em U é uma aplicação que associa a cada ponto p ∈ U uma

aplicação

Xp :≡ X(p) : O(Up) −→ C

satisfazendo

i) Xp é C-linear.

ii) Xp(fg) = Xp(g)f(p) + g(p)Xp(f) para todo f, g ∈ O(Up) (regra de Leibniz).

Uma aplicação com estas propiedades é chamada uma derivação em p. Denotemos por

Dp(C
n) o espaço vetorial formado por todas as derivações em p.

Dado v ∈ C
n definamos a aplicação Dv dada por

Dv : O(Up) −→ C
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f 7−→ (
∑n

i=1 vi
∂
∂zi

|p)(f)
=

∑n

i=1 vi
∂f

∂zi
(p)

Não e dif́ıcil mostrar que a aplicação Dv é uma derivação em p. Assim usando o Isomor-

fismo Tp(C
n) ' C

n podemos definir também a aplicação

φ : Tp(C
n) −→ Dp(C

n)

v 7−→ Dv

A aplicação φ é um Isomorfismo de espaçõs vetoriais.

Em particular tomando os vetores canônicos v = ei = (0, . . . , 1︸︷︷︸
i−esima

, . . . , 0) tenemos que

as derivações {De1 , . . . , Den} = { ∂
∂z1

|p, . . . , ∂
∂zn

|p} forman uma base de Tp(C
n).

De esta forma para o campo e vetores X temos que

Xp =
n∑

i=1

ai(p)
∂

∂zi
|p,

para todo p ∈ U .

Dizemos que o campo X é de classe C∞ em U se as funções coordenadas ai são de classe

C∞ em U . Esta construção permite também definir un campo vetorial em U como uma

aplicação que associa para cada p ∈ U um vetor tangente Xp ∈ TP (C
n).

1.2.2 Campos de Vetores como Derivações

Seja X é um campo de vetores de classe C
∞ em U e f ∈ C

∞(U) consideremos a função

X(f) em U definida por

X(f)(p) = Xp(f) ,

para todo p ∈ U . Assim escrevendo X =
∑n

i=1 ai
∂
∂zi

temos

X(f)(p) = Xp(f) = (
n∑

i=1

ai(p)
∂

∂zi
|p)(f) =

n∑

i=1

ai(p)
∂f

∂zi
(p) ,

para todo p ∈ U ou seja

X(f) =
n∑

i=1

ai
∂f

∂zi

mostrando assim que X(f) ∈ C∞(U). De esta forma um campo de vetores X de classe

C∞ em U induz uma aplicação C-linear

C
∞(U) −→ C

∞(U)
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f 7−→ X(f)

Além disso está aplicação satisfaz a regra de leibniz

X(fg) = X(f)g + fX(g)

Em geral se A é uma álgebra sobre um corpo K, uma derivação de A é uma aplicação

D : A −→ A

satisfazendo

i) D é K-linear

ii) D(a.b) = (D(a))b+ a(D(b)) para todo a, b ∈ A.

O conjunto de todas as derivações de A é fechado sobre a adição e a multiplicação por

escalar e forma um espaço vetorial denotado por Der(A). Assim dado um campo de

vetores de classe C
∞ em U este induz uma derivação da C-álgebra A = C∞(U). Isto

permite definir a aplicação

φ : χ(U) −→ Der(C∞(U))

X 7−→ (f 7→ X(f))

Onde χ(U) é o C-espaço vetorial formado por todos os campos vetoriais de classe C∞ em

U .

Pode se provar de fato que φ é um isomorfismo de espaçõs vetoriais, mais ainda é um iso-

morfismo de módulos sobre C∞(U), mostrando assim que os campos de vetores de classe

C∞ em um aberto U podem ser identificados com as derivações da C-álgebra C∞(U).

Considere uma equação diferencial ordinária (EDO) da forma

dz1
dt

= P1(z1, . . . , zn)

...

dzn
dt

= Pn(z1, . . . , zn)

onde Pi, . . . , Pn são polinômios em n variáveis complexas.

Uma aplicação holomorfa γ : U ⊂ C −→ C
n definida num aberto U de C, é uma solução

do sistema acima se
dγ

dt
(t) = (P1(γ(t)), . . . , Pn(γ(t))) ,
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para todo t ∈ U . O teorema de Existência e Unicidade para (EDO) complexas garante

a existência de soluções para sistemas polinômiais. Seja γ : U ⊂ C −→ C
n uma solução

com γ(0) = p e γ
′
(0) = (P1(γ(0)), . . . , Pn(γ(0))), consideremos a derivação em p definida

por

Xp(f) :=
d(f ◦ γ)
dt

(t) |t=0 .

Temos que

Xp(f) =
n∑

i=1

∂(f(γ(0)))

∂zi
.γ

′

i(0) =
n∑

i=1

Pi(γ(0))
∂f

∂zi
(p) = (

n∑

i=1

Pi(p)
∂

∂zi
|p)(f)

para todo f ∈ O(Up), ou seja

Xp =
n∑

i=1

Pi(p)
∂

∂zi
|p

para todo p ∈ U . Desta forma à (EDO) complexa podemos associar o campo de vetores

X =
n∑

i=1

Pi
∂

∂zi

tendo-se que
dγ

dt
(t) = X(γ(t))

para todo t ∈ U . Ou seja γ é a solução da equação diferencial induzida pelo campo X.

1.2.3 r-formas holomorfas em C
n

Uma r-forma holomorfa num aberto U ⊂ C
n é uma aplicação holomorfa

ω : U ⊂ C
n −→

r∧
(Cn)∗ .

Toda r-forma holomorfa pode ser escrita como

ω =
∑

1≤i1<...<ir≤n

fi1...irdzi1 ∧ . . . ∧ dzir ,

onde fi1...ir ∈ O(U). Denotaremos por
∧r(U) o espaço das r-formas holomorfas definidas

no aberto U ⊂ C
n.

Definição 1.2.1 Seja ω =
∑

1≤i1<...<ir≤n

fi1...irdzi1 ∧ . . . ∧ dzir uma r-forma holomorfa.

A diferencial exterior de ω é a (r + 1)-forma holomorfa dada por

dω =
∑

1≤i1<...<ir≤n

dfi1...ir ∧ dzi1 ∧ . . . ∧ dzir ,
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onde dfi1...ir =
∑n

j=1

∂fi1...ir
∂zj

dzj.

Definição 1.2.2 Seja U e V abertos de C
n e C

m respeitivamente. Consideremos agora

uma aplicação holomorfa ρ = (ρ1, . . . , ρm) : U ⊂ C
n −→ V ⊂ C

m e uma r-forma

holomorfa em V

θ =
∑

1≤i1<...<ir≤m

fi1...irdzi1 ∧ . . . ∧ dzir .

O pull-back de θ por ρ é por definição a r-forma holomorfa em U dada por

ρ∗θ :=
∑

1≤i1<...<ir≤n

(fi1...ir ◦ ρ)dzi1 ∧ . . . ∧ dzir

Proposição 1.2.1 Seja F : U ⊂ C
n −→ V ⊂ C

m uma aplicação holomorfa, ω ∈ ∧r(V )

e θ ∈ ∧l(V ) então

i) f ∗(ω ∧ θ) = f ∗ω ∧ f ∗θ

ii) df ∗(ω) = f ∗(dω)

iii) d2(ω) = 0

iv) d(ω ∧ θ) = dω ∧ θ + (−1)lrω ∧ dθ.

Prova ver [6].
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Caṕıtulo 2

Variedade Algébricas Afins e

Aplicações Polinomiais

Neste caṕıtulo vamos estudar os conceitos relacionados as variedades algébricas afins. A

finalidade central deste caṕıtulo serão entender o Teorema da base de Hilbert e o teorema

dos Zeros de Hilbert pois eles são fundamentais nos caṕıtulos 4,5 e 6. As demostrações

da proposições, lemas e teoremas deste caṕıtulo podem ser encontradas em [12]

2.1 Variedades Algébricas Afins

Definição 2.1.1 Sejam f1, . . . , fs polinômios em n variáveis complexas isto é

f1, . . . , fs ∈ C[z1, . . . , zn] o conjunto

V (f1, . . . , fs) := {(a1, . . . , an) ∈ C
n : fi(a1, . . . , an) = 0 , ∀i = 1, 2, . . . , n}

é chamado variedade algébrica afim.

No caso en que s = 1 e grau(f) = d dizemos que V (f) é uma hipersuperf́ıcie algébrica de

grau d.

Seja V (f1, . . . , fs) uma variedade algébrica afim com s ≤ n. Consideremos a aplicação

holomorfa f = (f1, . . . , fs) : C
n −→ C

s o conjunto singular de V é definido por

Sing(V ) := {p ∈ V : df(p) não tem posto máximo }

Observação 2.1.1 Considerando a restrição de f ao conjunto aberto C
n \ Sing(V ) ou

seja g = f |Cn\Sing(V ) : C
n \ Sing(V ) −→ C
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temos que:

i) g−1(0) = V \ Sing(V )

ii) 0 é um valor regular de g .

Assim o conjunto Vreg :≡ V \ Sing(V ) chamado parte regular de V é uma variedade

complexa de dimensão n-s.

Definição 2.1.2 Sejam f1, . . . , fs ∈ C[z1, . . . , zn]. O ideal gerado por f1, . . . , fs é o

subconjunto do espaço de polinômios C[z1, . . . , zn] dado por

< f1, . . . , fs >= {
s∑

i=1

hifi : h1, . . . , hs ∈ C[z1, . . . , zn]}

Proposição 2.1.1 Se f1, . . . , fs e g1, . . . , gt são tais que < f1, . . . , fs >=< g1, . . . , gt >

então V (f1, . . . , fs) = V (g1, . . . , gt)

Interseções e uniões de conjuntos algébricos também são algébricos.

lema 2.1 Se V,W ⊂ C
n são variedades afins, então V ∪ W e V ∩ W também são

variedades afins.

Prova Se V = V (f1, . . . , fs) e W = W (g1, . . . , gt) então

V ∪W = V (figj) onde 1 ≤ i ≤ s, 1 ≤ j ≤ t.

V ∩W = V (f1, . . . , fs, g1, . . . , gt).

Este último lema implica que interseções arbitrárias e uniôes finitas de variedades afins

são ainda variedades afins. Além disso podemos ver que C
n e ∅ são também variedades

algébricas, desta forma podemos definir uma topologia em C
n chamada Topologia de

Zariski onde os conjuntos fechados são as variedades algébricas V (f1, . . . , fs) ou seja os

conjuntos abertos são os complementares de V (f1, . . . , fs).

Definição 2.1.3 Seja V ⊂ C
n uma variedade afim. O ideal de V é por definição

I(V ) = {f ∈ C[z1, . . . , zn] : f(a1, . . . , an) = 0, ∀(a1, . . . , an) ∈ V }

A inclusão seguinte é claramente verdadeira

lema 2.2 Se f1, . . . , fs ∈ C[z1, . . . , zn] então

< f1, . . . , fs >⊂ I(V (f1, . . . , fs))
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A igualdade en geral não é valida como mostra o próximo exemplo.

Exemplo 2.1.1 Dados f1(x, y) = x2, f2(x, y) = y2 ∈ C[x, y] temos

i) V (f1, f2) = V (x2, y2) = {(0, 0)}
ii )I(V (x2, y2)) = I({(0, 0)}) =< x, y >.

De fato: provaremos ii)

Claramente < x, y > ⊂ I({(0, 0)}).
Por outro lado, se f ∈ I({(0, 0)}) então f =

∑
i,j

aijx
iyj onde a00 = f(0, 0) = 0

logo f = 0 + (
∑

(ij) 6=(0,0)

aijx
iyj) = (

∑
(ij),i>0

aijx
i−1yj)x+ (

∑
j>0

a0jy
j−1)y ∈ < x, y >.

Agora como x 6∈< x2, y2 > temos que I(V (x2, y2)) 6⊆< x2, y2 >

Proposição 2.1.2 Sejam V e W variedades afins em C
n então

i) V ⊂ W se, e somente se, I(V ) ⊃ I(W )

ii) V = W se, e somente se, I(V ) = I(W )

Prova é suficiente demostrar a parte i)

Seja f ∈ I(W ) temos que f(p) = 0, ∀p ∈ W como V ⊂ W então f(q) = 0, ∀q ∈ V por

tanto f ∈ I(V ) isto é I(W ) ⊂ I(V ).

Por outro lado se p ∈ V temos que f(p) = 0, ∀f ∈ I(V ) como I(V ) ⊃ I(W ) temos que

g(p) = 0, ∀g ∈ I(W ) como W = W (g1, . . . , gs) então {g1, . . . , gs} ⊂ I(W ) assim temos

que gi(p) = 0, ∀i = 1, . . . , s então p ∈ W ou seja V ⊂ W .

Podemos definir também a variedade de um ideal.

Definição 2.1.4 Seja I ⊂ C[z1, . . . , zn] um ideal. A variedade de I esta definido como

V (I) = {(a1, . . . , an) ∈ C
n : f(a1, . . . , an) = 0, ∀f ∈ I}

O próximo teorema é conhecido como o Teorema da base de Hilbert

2.1.1 Teorema da Base de Hilbert

Teorema 2.1.1 Todo ideal I ⊂ C[z1, . . . , zn] é finitamente gerado, isto é existem

f1, . . . , fs ∈ C[z1, . . . , zn] tais que

I =< f1, . . . , fs >

Corolário 2.1.1 Se I um ideal de C[z1, . . . , zn] então V (I) é uma variedade afim.
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Observação 2.1.2 O Teorema da Base de Hilbert mostra que todo subconjunto algébrico

é a interseção de um número finito de hipersuperf́ıcies.

De fato. Seja J ⊂ C
n subconjunto algébrico então J = V (S) onde S ⊂ C[z1, . . . , zn]

consideremos agora I =< S > temos que V (S) = V (< S >). Pelo Teorema da Base de

Hilbert temos que I =< f1, . . . , fs > onde f1, . . . , fs ∈ C[z1, . . . , zn], assim

J = V (S) = V (I) = V (f1, . . . , fs) =
s⋂

i=1

V (fi).

Seja I um ideal de C[z1, . . . , zn], o radical de I é definido por

√
I = {f ∈ C[z1, . . . , zn] : ∃m ∈ N, fm ∈ I}

O Teorema dos Zeros de Hilbert diz que o ideal de uma variedade V (I) é o radical de I.

2.1.2 Teorema dos Zeros de Hilbert-Nullstellensatz

Teorema 2.1.2 Seja I ⊂ C[z1, . . . , zn] um ideal então

I(V (I)) =
√
I

Observação 2.1.3 Pelo Teorema da Base de Hilbert temos que

I(V (f1, . . . , fs)) = I(V (I)) =
√
I =

√
< f1, . . . , fs >

Exemplo 2.1.2 Usando o Teorema dos Zeros de Hilbert temos

I(V (x2, y2)) =
√
< (x2, y2 >

ou seja

< x, y >=
√
< (x2, y2 >.

Uma variedade algébrica V ⊂ C
n é dita redut́ıvel se ela pode ser escrita como uma união

de duas subvariedades própias não vazias isto é V = V1 ∪ V2 onde V 6= V1 e V 6= V2

caso contrario, dizemos que V é irredut́ıvel .

Exemplo 2.1.3 V (f) é irredut́ıvel se, e somente se, f é um polinômio irredut́ıvel .

Exemplo 2.1.4 Considerando a variedade algébrica afim em C
3 dada por

V = V (x3 + xy2 − xz, yx2 + y3 − yz)

pode-se facilmente verificar que

V = V (x2 + y2 − z) ∪ V (x, y)

mostrando assim que V é redut́ıvel.
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A seguinte proposição caracteriza variedades irredut́ıveis.

Proposição 2.1.3 Seja V ⊂ C
n variedade afim. As seguintes afirmações são equivalen-

tes.

i) V é irredut́ıvel

ii) I(V ) é um ideal primo de C[z1, . . . , zn].

Esta última caracterização juntamente com o Teorema dos Zeros de Hilbert nos permite

establecer uma correspondéncia biuńıvoca entre ideais primos e variedades algébricas ir-

redut́ıveis dada por

I 7−→ V (I).

2.2 Aplicações Polinomiais e Racionais

Definição 2.2.1 Uma aplicação φ : Cm −→ C
n é dita aplicação polinomial (ou aplicação

regular) se existem polinômios f1, . . . , fn ∈ C[z1, . . . , zn] tais que

φ(a1, . . . , am) = (f1(a1, . . . , am), . . . , fn(a1, . . . , am)) ,

para todo (a1, . . . , am) ∈ C
n .

Da mesma forma que o anel dos números inteiros pode ser imerso no corpo dos números

racionais temos que o anel dos polinômios C[z1, . . . , zn] pode ser imerso como um subanel

do corpo das funções racionais

C(z1, . . . , zn) =

{
f(z1, . . . , zn)

g(z1, . . . , zn)
: f, g ∈ C[z1, . . . , zn], g 6= 0

}
.

Este é o chamado corpo das frações de C[z1, . . . , zn].

Uma aplicação φ : Cm −→ C
n é dito uma aplicação racional se

φ = (f1
g1
, . . . , fn

gn
).

Observemos que φ não é uma função propiamente dita pois ela não esta definida ao

longo do conjunto algébrico

Ind(φ) = {f1 = g1 = 0} ∪ . . . ∪ {fn = gn = 0}.
chamado conjunto de indeterminação de φ.

Dada uma função racional R = P
Q

associamos uma familia de hipersuperf́ıcies algébricas
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{P − λQ = 0}λ∈C que chamamos de pencil de hipersuperf́ıcies associado a P
Q
. O

conjunto de pólos de P
Q
é a hipersuperf́ıcie

(
P

Q
)∞ = {Q = 0}

Denotaremos por Cd[z] := Cd[z1, . . . , zn] o espaço vetorial dos polinômios de grau menor

ou igual a d. E bem conhecido ( ver[1] ) que

dim Cd[z] =
(
d+n
n

)
.
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Caṕıtulo 3

Folheações Holomorfas e o Teorema

de Frobenius

Neste caṕıtulo introduziremos os conceitos de distribuições de k-planos e algumas de

suas propriedades, que serão nescessarios para enunciar o famoso Teorema de Frobenius.

Posteriormente introduziremos os conceitos de folheação holomorfa singular e não singular

para logo estabelecer uma relação entre distribuiçaõ e folheação, aliás toda folheação F
de dimensão k induz uma distribuição de planos k-dimensional. O Teorema de Frobenius

nós garante a rećıproca desta afirmação. Na parte final deste caṕıtulo estudaremos o caso

particular das folheações holomorfas no espaço projetivo P
n.

Todas as demonstrações dos resultados deste caṕıtulo podem ser encontradas em [2],[3],[4]

e [8].

3.1 Teorema de Frobenius

3.1.1 Distribuição numa Variedade

Uma distribuição de k-planos em uma variedade M é uma aplicação D que associa à cada

ponto q ∈ M um subespaço vetorial D(q) de dimensão k de TqM . Dizemos que uma

distribuição de k-planos é de classe C
r

, se para todo q ∈M existem k campos de vetores

X1, . . . , Xk de classe C
r

, definidos em uma vizinhança U de q tais que para todo x ∈ U

{X1(x), . . . , Xk(x)} é uma base para D(x).

Definição 3.1.1 Dados dois campos de vetores X, Y ∈ χ(U). O campo vetorial definido
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por [X, Y ] = XY − Y X é chamado colchete de Lie de X e Y .

Definição 3.1.2 Dizemos que uma distribuição de planos D é involutivo se, dados

dois campos de vetores X e Y tais que, para cada q ∈ M com X(q), Y (q) ∈ D(q) então

[X, Y ](q) ∈ D(q).

Uma distribuiçaõ de k-planos D é dita completamente integrável se para todo p ∈ U ⊂M

tal que D(p) =< X1(p), . . . , Xk(p) > existe uma subvariedade k-dimensional Lp tal que

TpLp = D(p).

Teorema 3.1.1 (Frobenius)

Seja D uma distribuição de k-planos de classe C∞. Então D é completamente integrável

se, e somente se, é involutivo.

veja [3]

3.1.2 Distribuição de k-planos definidos por formas diferenciais

Sejam ω1, . . . , ωk 1-formas de classe Cr(r ≥ 0) definidas e linearmente independentes em

um conjunto aberto U ⊂ Mn. Para cada q ∈ U definamos

D(q) = {v ∈ TqM : ω1
q (v) = . . . = ωkq (v) = 0}

Desde que ω1
q , . . . , ω

k
q são linearmente independentes no dual (TqM)∗ temos que D(q) é

um subespaço de codimensão k de TqM .

Proposição 3.1.1 Uma distribuição de planos de classe Cr(r ≥ 0) e de codimensão k

em M pode ser definido localmente como o núcleo de k, 1-formas de classe Cr linearmente

independentes. Reciprocamente, se ω1, . . . , ωk são 1-formas de classe Cr linearmente in-

dependentes em M então

D(q) = {v ∈ TqM : ω1
q (v) = . . . ωkq (v) = 0}

define uma distribuiçaõ de planos de codimensão k e classe Cr em M .

Teorema 3.1.2 (Frobenius para formas)

Seja D uma distribuição de planos de codimensão k e classe Cr definido em um conjunto

aberto U ⊂ M por 1-formas linearmente independentes ω1, . . . , ωk. Então D é completa-

mente integrável se, e somente se, para todo j ∈ {1, . . . , k} temos

dωj ∧ (ω1 ∧ . . . ∧ ωk) = 0
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3.2 Folheações Holomorfas

Seja M uma variedade complexa de dimensão n ≥ 2.

Definição 3.2.1 Uma folheação holomorfa não singular F de dimensão k em M

com 1 ≤ k ≤ n-1 é dada por

1) Uma cobertura {Uα}α∈A de M por abertos.

2) Para cada α ∈ A, um biholomorfismo

Φα : Uα −→ D
k × D

n−k

onde D ⊂ C é o disco unitário na origem.

3) Se Uαβ = Uα ∩ Uβ 6= ∅ então a mudança de coordenadas

Φαβ : Φα(Uαβ) −→ Φβ(Uαβ)

(z, w) 7−→ Φβ ◦ Φ−1
α (z, w)

é da forma

Φαβ(z, w) = (hαβ(z, w), gαβ(w)).

Cada aberto Uα é chamado aberto trivializador da folheação.

Por 2) da definição anterior temos que Uα é descomposto em subvariedades holomorfas

de dimensão k da forma Φ−1
α (Dk × {w0}), onde {w0} ∈ D

n−k. Estas subvariedades são

chamadas de placas de Uα.

Por 3) as placas se sobrepõem nas interseções de abertos trivializadores ou seja. Se Pα e

Pβ são placas de Uα e Uβ respectivamente então

Pα ∩ Pβ = ∅ ou Pα = Pβ = Pα ∩ Uβ = Pβ ∩ Uα.
Dados p, q ∈ M definimos a seguinte relação de equivalência p ∼ q se existem placas

P1, P2, . . . , Pn com p ∈ P1 e q ∈ Pn tais que Pi ∩ Pi+1 6= ∅, i = 1, . . . , n-1. A classe

de equivalencia de p ∈ M por essa relação é chamada de folha de F passando por p.

Cada folha, com a topologia gerada pelos abertos de suas placas, possui estrutura de

variedade complexa de dimensão k imersa biunivocamente em M. De esta forma uma

folheação holomorfa F de dimensão k proporciona uma decomposição da variedade em

subvariedades imersas de dimensão k, dois a dois disjuntas.

O espaco tangente à folheação F em p ∈M , denotado por TpF é definido como o espaço

tangente no ponto p, à folha passando por esse ponto.

Diremos também que duas folheações são iguais se todas a suas folhas coincidem.
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Exemplo 3.2.1 Dado o espaço afim C
n podemos considerar qualquer decomposição

C
n = C

k ×C
n−k. Tal decomposição define uma folheação F de dimensão k em C

n, cujas

folhas são os subespaços afins C
k × {q}, q ∈ C

n−k.

Em seguida veremos formas equivalentes de definir uma folheação.

Proposição 3.2.1 (Descrição por submersões locais)

Seja F uma folheação holomorfa de dimensão k então F é dada por coleções U = {Uα}α∈A
Y = {yα}α∈A e G = {gαβ}Uα∩Uβ 6=∅ que satisfazem

i) U é uma cobertura de M por abertos.

i) Para todo α ∈ A, yα : Uα −→ C
n−k é uma submersão.

ii) Se Uα ∩ Uβ 6= ∅ então yα = gαβ(yβ)

onde gαβ : yβ(Uα ∩Uβ) ⊂ C
k −→ yα(Uα ∩Uβ) ⊂ C

k é um difeomorfismo local holomorfo.

Neste caso as placas de F em Uα são os conjuntos da forma y−1
α (q), q ∈ Vα .

Exemplo 3.2.2 Seja f : M −→ N uma submersão holomorfa, onde M e N são va-

riedades holomorfas de dimensões n+k e k respectivamente. Neste caso, pelo Teorema

holomorfo da forma local das submersões, os conjuntos de ńıvel {f = c}, c ∈N, são sub-

variedades holomorfas de codimensão k de M. A definição equivalente por submersões

locais garante que existe uma folheação em M cujas folhas são as componentes conexas

dos conjuntos de ńıvel de f.

Sejam M e N variedades complexas, f : M −→ N uma aplicação holomorfa e F uma

folheação em N de codimensão k.

Definição 3.2.2 Dizemos que f é transversal a F se para todo ponto q ∈ N, os su-

bespaços dfq(TqM) e TpF geram o espaço tangente TpN, sendo p = f(q).

Exemplo 3.2.3 (Pull-back ou imagem inversa de uma folheação)

Seja f é transversal a F então existe uma folheação em M, denotada por f*(F) com a

mesma codimensão k, cujas folhas são as componentes conexas de f−1 (L) onde L são as

folhas de F em N. A folheação f*(F) é chamada de pull-back ou imagem inversa de F
por f.

A folheação f*(F) é constrúıda utilizando a definição equivalente por submersões locais.
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Exemplo 3.2.4 (Folheação gerada por um campo de vetores holomorfo)

Sejam M uma variedade complexa de dimensão n e X um campo de vetores holomorfo

não identicamente nulo em M. Seja S = {p ∈ M : X(p) = 0}, o conjunto singular de

X. Então X gera uma folheação holomorfa F de dimensão um no aberto N = M \S. As
folhas de F são as trajetórias de X em N. A estrutura de folheação decorre do Teorema

do Fluxo Tubular para campos holomorfos, o qual pode ser enunciado da seguinte forma:

“Para todo p ∈ M tal que X(p) 6= 0, existe um sistema de coordenadas holomorfo

(φ = (z1, ..., zn), U), onde p ∈ U, φ: U → φ(U) = A×B ⊂ C× C
n−1, no qual X = ∂

∂z1
”.

Como as trajetórias de X são as soluções da equação diferencial dz/dt = X(z) e

X|U = ∂
∂z1

, vemos que as trajetórias de X em U são da forma φ−1(A×{w}) com w ∈ B.

Obtemos dáı e da definição (3.2.1) uma folheação de dimensão 1, cujas folhas são as

trajetórias de X.

De fato, toda folheação de dimensão um é localmente definida por campos de vetores

como veremos no resultado seguinte.

Proposição 3.2.2 Sejam M uma variedade complexa de dimensão n ≥ 2 e F uma

folheação de dimensão um em M. Então existem coleções X = {Xα}α∈A, U = {Uα}α∈A e

G = {gαβ}Uα∩Uβ 6=∅
tais que

i) U é uma cobertura de M por abertos.

ii) Xα é uma campo de vetores holomorfo de Uα que não se anula em nenhum ponto.

iii) gαβ ∈ O*(Uα∩Uβ), isto é uma função holomorfa que não se anula em Uα∩Uβ.

iv) Em Uα∩Uβ 6= ∅ temos Xα = gαβ.Xβ.

v) Se p ∈ Uα então TpF = < Xα(p) > o subespaço de TpM gerado por Xα(p).

Reciprocamente, se existem coleções X , U e G satisfazendo i), ii), iii) e iv), então existe

uma folheação F que satisfaz v).

Dada uma folheação F em M podemos induzir uma distribuição de planos dada por

D(p) = Tp(Lp)

onde Lp é a folha de F que passa por p. Assim temos a seguinte proposição.

Proposição 3.2.3 Toda folheação F de classe Cr(r ≥ 1) de dimensão k em M induz

uma distribuição de k-planos de classe Cr−1 em M denotado por TF .
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Seja M uma variedade complexa de dimensão n e ω uma 1-forma holomorfa não identi-

camente nula em M . Seja S = {p ∈M : ωp = 0} o conjunto singular de ω. Neste caso

ω induz uma distribuição Ω de (n − 1)-planos chamados também hiperplanos no aberto

N =M \ S, definida por

Ωp = ker(ωp) = {v ∈ TpM : ωp(v) = 0}.

Definição 3.2.3 Dizemos que ω ou (Ω) é integrável, se existe uma folheação holomorfa

F em N tal que TF = Ω. Em outras palavras, o espaço tangente em p à folha de F que

passa por p, coincide com Ωp.

Segue como consequencia do teorema de Frobenius que

ω é integrável se, e somente se, ω ∧ dω = 0.

As folheações de codimensão um são localmente definidas por 1-formas holomorfas in-

tegráveis, como veremos no resultado a seguir.

Proposição 3.2.4 Sejam M uma variedade complexa de dimensão n ≥ 2 e F uma

folheação de codimensão um em M. Então existem coleções W = {ωα}α∈A, U = {Uα}α∈A
e G = {gαβ}Uα∩Uβ 6=∅ tais que

i) U é uma cobertura de M por abertos.

ii) ωα é uma 1-forma holomorfa integrável em Uα que não se anula em nenhum ponto.

iii) gαβ ∈ O*(Uα∩Uβ).

iv) Em Uα∩Uβ 6= ∅ temos ωα = gαβ.ωβ.

v) Se p ∈ Uα, então TpF = ker(ωα(p)).

Reciprocamente se existem coleções W , U e G satisfazendo i), ii), iii) e iv), então existe

uma folheação F que satisfaz v).

Definição 3.2.4 Seja M variedade conexa, F uma folheação em M definida por uma

1-forma holomorfa integrável ω e f ∈ O(M) uma função holomorfa não constante se

anulando em algum ponto de M, de forma que o subconjunto anaĺıtico (f = 0) de M tenha

codimensão 1 e seja não vazio. Diremos que (f = 0) é invariante por F se as suas

componentes conexas são folhas de F .

Ver [2]
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Proposição 3.2.5 Na situação acima, (f = 0) é invariante por F se, e somente se

existe uma 2-forma holomorfa θ em M tal que

ω ∧ df = f θ

.

Definição 3.2.5 Uma folheação holomorfa singular F de dimensão k (ou codi-

mensão n− k) onde 1 ≤ k ≤ n− 1 em uma variedade complexa M é uma folheação não

singular de dimensão k em M \ S, onde S é um conjunto anaĺıtico em M de codimensão

maior ou igual a 2.

Exigiremos ainda que o conjunto S da definição acima seja minimal no seguinte sentido:

não existe subconjunto anaĺıtico própio S ′ ⊂ S tal que a folheação regular (não singular)

em M \ S se estende a M \ S ′. Nestas condições, S é chamado de conjunto singular

da folheação F . O conjunto singular de F é denotado por Sing(F). Os elementos de

Sing(F) são chamados de pontos singulares ou singularidades, en quanto que os elemen-

tos de M \ Sing(F) são chamados de pontos regulares.

As folhas de F , são por definição, as folhas da folheação regular F|M\Sing(F).

Duas folheações singulares F e F ′
são iguais se

1) Sing(F) = Sing(F ′
)

2) As folhas regulares F|M\Sing(F) e F ′ |M\Sing(F ′ ) são iguais.

São casos particularmente interesantes

Proposição 3.2.6 Seja M uma variedade complexa de dimensão n ≥ 2 e F uma fo-

lheação singular por curvas (dimensão um) de M. Então existem coleções X={Xα}α∈A,
U= {Uα}α∈A e G={gαβ}Uα∩Uβ 6=∅ tais que

i) U é uma cobertura aberta de M.

ii) Xα é um campo de vertores holomorfo não identicamente nulo sobre Uα.

iii) gαβ ∈ O*(Uα∩Uβ), ou seja, é uma função holomorfa em Uα∩Uβ que não se anula.

iv) Em Uα∩Uβ 6= ∅ temos Xα = gαβ.Xβ

Seja Sα = Sing(Xα) := {p ∈ Uα : Xα(p) = 0} o conjunto singular de Xα então

v) Sing(F) =
⋃
α Sα

Reciprocamente se existem coleções X ,U e G satisfazendo i),ii),iii) e iv), então existe

uma folheação singular de dimensão um em M que satisfaz v)
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Proposição 3.2.7 Sejam M uma variedade complexa de dimensão n ≥ 2 e F uma fo-

lheação holomorfa singular de codimensão um em M. Então existem coleções U={Uα}α∈A
W={ωα}α∈A e H={hαβ

}Uα∩Uβ 6=∅
tais que

i) U é uma cobertura aberta de M.

ii) ωα é uma 1-forma holomorfa integrável não identicamente nula em Uα.

iii) hαβ ∈ O*(Uα∩Uβ).

iv) Se Uα ∩ Uβ 6= ∅, então ωα = hαβ.ωβ.

Seja Sα = Sing(ωα) := {p ∈ Uα : ωα(p) = 0} o conjunto singular de ωα então

v) Sing(F) =
⋃
α Sα

Reciprocamente se existem coleções U ,W e H satisfazendo i),ii),iii) e iv), então existe

uma folheação singular de codimensão um em M que satisfaz v)

Exemplo 3.2.5 (Folheações dadas por 1-formas holomorfas fechadas)

Sejam M uma variedade complexa de dimensão n ≥2 e ω uma 1-forma holomorfa fechada

em M (isto é dω=0) que não se anula identicamente. Então pelo teorema de Frobenius

ω é claramente integrável e portanto define uma folheação F em M . O lema de Poincaré

garante que dado um aberto simplesmente conexo U ⊂ M, existe uma função holomorfa

f : U −→ C, tal que ω |U= df . Observe que se g : V −→ C é outra função tal que

ω |V= dg com U ∩ V é conexo e não vazio, então f e g diferem por uma constante em

U ∩ V . Desta forma, a folheação F pode ser localmente definida por funções holomorfas

no seguinte sentido:

Existem coleções U = {Uα}α∈A F = {fα}α∈A e C = {cαβ}Uα∩Uβ 6=∅, tais que

i) U é uma cobertura de M por abertos simplesmente conexos.

ii) Se α ∈ A, então fα é uma função holomorfa não constante em Uα tal que ω |Uα
= dfα.

iii) Se Uα ∩ Uβ 6= ∅, então Uα ∩ Uβ é conexo, cαβ ∈ C e fα = fβ + cαβ em Uα ∩ Uβ.

Observe que se ω não tem singularidades, então as funções fα são submersões e F é não

singular. Neste caso, se denotarmos por gαβ a translação gαβ(z ) = z + cαβ então:

fα = gαβ(fβ) , de forma que F pode ser descrita por submersões locais como na proposição

(3.2.1) sendo que, no caso, as gαβ são translações. Dizemos então que F tem uma estrutura

transversal aditiva.

No caso em que S = Sing(ω) 6= ∅, vemos que F tem uma estrutura transversal aditiva

em N = M \ S = M \ Sing(F).

Reciprocamente, se F é uma folheação com estrutura transversal aditiva em M\Sing(F)
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e tal que cod(Sing(F)) ≥ 2, então F pode ser definida por uma 1-forma holomorfa

fechada.

De fato, sabemos que as coleções U = {U α}α∈A, F = {f α}α∈A e C = {cαβ}Uα∩Uβ 6=∅

satisfazen i), ii) e iii) onde U é uma cobertura aberta de M \ Sing(F), assim temos por

iii) que se U α ∩Uβ 6= ∅ então dfα = dfβ em U α ∩Uβ, isto implica que existe uma 1-forma

holomorfa ω em M \ Sing(F) tal que ω|Uα
= dfα. Não é dif́ıcil ver que a forma ω é

fechada e define F em M \Sing(F). Por outro lado, como cod(Sing(F)) ≥ 2, o Teorema

de Hartogs implica que ω se estende a uma forma holomorfa em M, a qual é também

fechada e define a folheação F . Podemos então enunciar o seguinte resultado.

Proposição 3.2.8 Sejam M uma variedade holomorfa e F uma folheação em M cujo

conjunto singular tem codimensão ≥ 2. Então F pode ser definida por uma 1-forma

fechada se, e somente se, F tem uma estrutura transversal aditiva em M \ Sing(F).

Exemplo 3.2.6 (Folheações dadas por formas 1-meromorfas fechadas)

Sejam M uma variedade holomorfa de dimensão n ≥ 2 e ω uma 1-forma meromorfa

(não holomorfa) e fechada em M. Denotaremos o divisor de pólos de ω por (ω)∞. No

caso (ω)∞ 6= ∅, já que ω não é holomorfa, como ω é fechada e holomorfa no aberto

N =M \ (ω)∞, ela define uma folheação de codimensão um em N , digamos F . Veremos

em seguida que, de fato, F se estende a uma folheação em M .

Proposição 3.2.9 A folheação F se estende a uma folheação F ′
em M tal que (ω)∞ é

invariante por F ′
.

veja [2].

Exemplo 3.2.7 (Folheações logaŕıtmicas)

Sejam M uma variedade complexa de dimensão n ≥ 2, f1, . . . , fr funções holomorfas

não identicamente nulas sobre M e λ1, . . . , λr números complexos não nulos. A 1-forma

meromorfa θ =
∑r

j=1 λj
dfj
fj

é chamada de forma logaŕıtmica.

Observe que θ é fechada, de modo que induz uma folheação F em M. A folheação F é

chamada de folheação logaŕıtmica associada a θ. Note que F pode ser definida também

pela 1-forma holomorfa integrável ω = f1. . . . .frθ. A proposição (3.2.5) implica que

(θ)∞ = (f1. . . . .fr = 0) = ∪rj=1(fj = 0)

é invariante por F .
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3.3 Folheações em Espaços Projetivos

3.3.1 O Espaço Projetivo P
n

Sejam p, q ∈ C
n+1\{0} dizemos que p ∼ q se, e somente se, p = λq onde λ ∈ C

∗ = C\{0}.
O Espaço Projetivo Complexo de dimensão n é, o espaço quociente P

n = Cn+1\{0}
∼

. Dado

um ponto p ∈ C
n+1 \ {0} a sua classe de equivalência de p será denotada por [p].

Note que P
n é obtido de C

n+1 \ {0} por identificação de pontos p e q sobre a mesma reta

complexa que passa pelo origem e que contém a p e q. Desta forma P
n é interpretado

geometricamente como o espaço de retas que passam pela origem de C
n+1.

P
n é um espaço topológico com a topológia quociente dada por la projeção canônica

π : Cn+1 \ {0} −→ P
n.

A estrutura de variedade complexa em P
n é dada pelo atlas de coordenadas homogêneas

o qual é definido da seguinte forma.

Em P
n, consideramos os abertos Ej = {[z0, . . . zn] ∈ P

n : zj 6= 0}, desta forma temos que

P
n =

⋃n

j=0Ej. Além disso, se p = [z0, . . . zn] ∈ Ej então temos que zj 6= 0 de forma que

[p] = [(z0/zj, . . . , zj−1/zj, 1, zj+1/zj . . . , zn/zj)], ou seja [p] tem um único representante

da forma [w0, . . . , wj−1, 1, wj+1, . . . wn], isto nos garante que a aplicação ϕj : Ej → C
n

definida por:

ϕj([z0, ..., zn]) = (z0/zj, ..., zj−1/zj, zj+1/zj, ..., zn/zj)

é uma bijeção. Por outro lado, se j 6= k , não é dif́ıcil ver que ϕj◦ϕ−1
k é um biholomorfismo

de ϕk(Ej ∩ Ek) sobre ϕj(Ej ∩ Ek), pois suponha que j = 1 e k = 0 então

ϕ1 ◦ ϕ−1
0 (z1, ..., zn) = (1/z1, z2/z1, ..., zn/z1).

Isto mostra que {(ϕj, Ej) : j = 0, . . . , n} é um atlas holomorfo de Pn. Com esta estrutura

P
n é uma variedade complexa compacta e conexa de dimensão n.

Seja Ej um aberto de P
n então P

n \ Ej é biholomorfo a P
n−1 ou seja P

n−1 pode ser

mergulhado em P
n.

De fato: Consideremos o conjunto Hj = {(z1, . . . , zn); zj = 0}, podemos identificar

naturalmente Hj com C
n de aqui Hj \ {0} é biholomorfo a C

n \ {0} assim

P
n \ Ej = π(Hj \ {0}) ' π(Cn \ {0}) = P

n−1

De um modo geral, se 1 ≤ k ≤ n podem ser obtidos mergulhos de P
k em P

n da seguinte

forma. Fixemos um conjunto {v0, . . . , vk} de k+1 vetores linearmente independentes em
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C
n+1, e consideremos o subespaço k + 1 dimensional gerado por eles V =< v0, . . . , vk >.

Definamos agora a aplicação φV : Pk −→ P
n, dada por

φV ([z0, . . . , zk]) = π(
k∑

j=0

zj.vj)

φV esta bem definida, e de fato é um mergulho holomorfo. A sua imagem, [V ] = φV (P
k)

é o quociente de V \ {0} por a relação ∼ .

Sendo φV um mergulho então [V ] é uma subvariedade de P
n chamada de k-plano de P

n.

No caso em que V tem dimensão n, [V ] é um (n− 1)-plano, ou hiperplano mergulhado e

o aberto U = P
n \ [V ] é biholomorfo a C

n. Chamamos [V ] de hiperplano do infinito de U .

Por outro lado, se V tem dimensão dois, diremos que [V ] é uma reta projetiva, ou sim-

plesmente uma reta.

3.3.2 Expressão em Coordenadas Homogêneas

O objetivo desta seção é ver que as folheações de codimesão um (respectivamente, di-

mensão um) nos espaços projetivos complexos Pn, n ≥ 2, podem ser definidas por 1-formas

integráveis (respectivamente campos de vetores) meromorfas (respectivamente, meromor-

fos). Veremos também como elas podem ser definidas em coordenadas homogêneas.

Lembremos que se M é uma variedade complexa de dimensão n ≥ 2, uma 1-forma me-

romorfa ω em M é integrável se ω ∧ dω = 0. Pelo teorema de Frobenius, ω define uma

folheação holomorfa F de codimensão um em M \ (ω)∞ onde (ω)∞ é o divisor de polos

de ω .

Sabemos também que o conjunto singular da folheação coincide com o conjunto de zeros

de ω, ou seja Sing(F) = {p ∈M ;ω(p) = 0}.

Definição 3.3.1 Dizemos que uma folheação de codimensão um (resp. dimensão um) F
numa variedade M pode ser definida por 1-formas (respectivamente, campos) meromorfas,

se para todo p ∈ M existe uma 1-forma meromorfa integrável ω (respectivamente, um

campo de vetores meromorfo X) em M tal que p 6∈ (ω)∞ (respectivamente, p 6∈ (X)∞), e

ω (resp. X) define F em M\(ω)∞(respectivamente, M\(X)∞) .

Exemplo 3.3.1 Seja ω =
∑n

j=1 fj(z)dzj 6≡ 0 uma 1-forma integrável em C
n, n ≥ 2 onde

f1, ..., fn são polinômios . Vamos supor também que cod(Sing(ω)) ≥ 2, o que corresponde

ao fato de f1, ..., fn não terem fator comum em sua descomposicão em fatores irredut́ıveis.
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Seja F a folheação definida por ω em C
n, podemos estender F a P

n como se segue. Con-

sideremos C
n como a carta afim E0 = {[z] = [z0, . . . zn] ∈ P

n; z0 = 1}. O hiperplano

do infinito desta carta é dado por H = {[z] ∈ P
n; z0 = 0}. Fixemos um ponto [p] ∈ H

e suponha que pn 6= 0 então [p] ∈ En = {[x1, . . . , xn, 1]; xj ∈ C, j = 1, 2, ..., n}. A

mudança de carta φ = ϕ0 ◦ ϕ−1
n : ϕn(En ∩ E0) −→ ϕ0(En ∩ E0) é dada por

φ(x1, . . . , xn) = (x2/x1, . . . , xn/x1, 1/x1).

Como ϕn(En ∩ E0) = {(x1, . . . , xn); x1 6= 0} então

φ∗(ω) = fn(x/x1, 1/x1)d(1/x1) +
n−1∑

j=1

fj(x/x1, 1/x1)d(xj+1/x1)

é uma 1-forma holomorfa integrável em {(x1, . . . , xn); x1 6= 0}. Sendo os fj′s polinômios,

a 1-forma acima pode ser vista como uma 1-forma meromorfa em C
n, sendo que o seu

conjunto de polos esta dada por (φ∗(ω))∞ = (x1 = 0). Observamos que a multiplicidade

de x1 como polo de φ∗(ω) é k ≥ 2. Assim podemos então escrever φ∗(ω) = ωn/x
k
1 onde

ωn é 1-forma em C
n com coeficientes polinomiais, a forma ωn é integrável, como se pode

verificar. Identificando agora En com C
n temos que ωn define uma folheação em En que

coincide com a folheação F em (En∩E0) definida por ω ou seja ωn define uma folheação

que estende a folheação F a H ∩ En. Procedendo de maneira análoga para os outros

sistemas afins Ej = {[z]; zj = 1} com j = 2, . . . , n − 1, obtemos 1-formas polinomiais

integráveis ωj cujas folheações associadas, estendem a folheação F a uma folheação G em

P
n.

Um argumento análogo, permite provar que folheações definidas por campos de vetores

polinomias em C
n se estendem a folheações de dimensão um em P

n.

Seja G a folheação de P
n definida pela 1-forma polinomial integrável ω =

∑n

j=1 fj(y)dyj

na carta afim E0 ' C
n. Seja π : Cn+1\{0} −→ P

n a projeção canônica deste quociente

ou seja π(z) = [z]. Na carta E0 a projeção pode ser espressa como

π(z) = (ϕ0 ◦ π)(z0, . . . , zn) = (z1/z0, . . . , zn/z0) = (w/z0)

onde w = (z1, . . . , zn). De aqui

π∗(ω) = 1/z20

n∑

j=1

fj(w/z0)(z0dzj − zjdz0) .
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É uma 1-forma holomorfa integrável em C
n+1 \ {z0 = 0}. Como os fj′s são polinômios

π∗(ω) pode ser vista também como 1-forma meromorfa em C
n+1 com polos no conjunto

{z0 = 0}, assim multiplicando π∗(ω) por uma potência apropiada de z0 obtemos uma

1-forma polinomial em C
n+1.

Ω = zk0π
∗(ω) =

n∑

j=0

Fj(z)dzj

satisfazendo às seguintes propiedades:

i) Ω é integrável e define a folheação π∗(G).
ii) Os polinômios Fj são homogêneos do mesmo grau, digamos k ≥ 1.

ii) Os polinômios Fj não têm fator comum.

iv) A forma Ω satisfaz à relação ıR(Ω) = 0 , onde R =
∑n

j=0 zj∂/∂zj é o campo radial

de C
n+1. Esta relação é equivalente a

n∑

j=0

zjFj(z) ≡ 0.

A relação em iv) é conseqüência de fato que ıR(z0dzj−zjdz0) = 0 para todo j = 1, . . . , n.

Observe que Sing(π∗(G)) = (F1 = . . . = Fn = 0) e portanto as componentes irredut́ıveis

de Sing(π∗(G)) têm codimensão ≥ 2, isto por iii). A relação em iv) é equivalente ao fato

de que uma reta ` de C
n+1 que passa pela origem, ou está contida numa folha de π∗(G)

ou está contida em Sing(π∗(G)). Em particular as folhas de π∗(G) são cones com vértice

na origem 0 ∈ C
n+1.

Notamos também que ω = Ω|{z0=1}, ou seja restringindo Ω ao hiperplano {z0 = 1}
recuperamos a 1-forma ω original.

De maneira análoga, a restrição de Ω|{zj=1} define uma 1-forma polinomial integrável na

carta afim Ej = {zj = 1}, que coincide a menos de um fator constante com a forma

ωj obtida no exemplo anterior. Diremos que a forma Ω representa G em coordenadas

homogêneas. Devido a iii) temos que duas formas que representam G em coordenadas

homogêneas diferem por um fator constante não nulo.

Observação 3.3.1 Seja Ω uma 1-forma em C
n+1 satisfazendo i),ii),iii) e iv). Se os

coeficientes Fj de Ω são homogêneos de grau k então

ıR(dΩ) = (k + 1)Ω.
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Em particular obtemos o seguinte fato dΩ = 0 se, e somente se, Ω = 0

Esta relação pode ser verificada considerando-se a derivada de Lie de Ω na direção do

campo radial.

Finalmente temos o teorema seguinte que pode ser visto em [4].

Teorema 3.3.1 Toda folheação de codimensão um(respetivamente, dimensão um) em P
n

pode ser definida por 1- formas (respetivamente, campos) polinomias em cartas afins.
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Caṕıtulo 4

Integrabilidade Algébrica de

r-formas diferenciais Polinomiais

Este caṕıtulo esta dedicado ao estudo do artigo Algebraic integrability of polynomial diffe-

rential r-forms, Journal of Pure and Applied Algebra (Print), v. 215, p.2290-2294, 2011.

No qual M. Corrêa Jr, L.G. Maza e M.G.Soares demonstram um teorema de integrabi-

lidade de tipo Darboux-Jouanolou para r-formas diferenciais polinomiais, generalizando

resultados análogos de Jouanolou e Ghys.

Nosso principal resultado de este caṕıtulo esta dado pelo teorema seguinte.

Teorema 4.0.1 Seja K um corpo algébricamente fechado e ω uma r-forma polinomial

de grau d em K
n. Se ω admite

(
d−1+n
n

)
.
(
n

r+1

)
+r + 1

hipersuperf́ıcies algébricas irredutiveis invariantes, então ω admite uma integral primeira

racional.

Corolário 4.0.1 (Jouanolou) Seja ω uma 1-forma polinomial de grau d em K
n. Se ω

admite
(
d−1+n
n

)
.
(
n

2

)
+2

hipersuperfićıes algébricas irredutiveis invariantes, então ω admite uma integral primeira

racional.

Corolário 4.0.2 Seja K= C ou R e X um campo vetorial polinômial de grau d em K
n.

Se X admite
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(
d−1+n
n

)
+n

hipersuperfićıes algébricas irredutiveis invariantes, então X admite uma integral primeira

racional.

4.1 r-formas polinomiais em K
n

Seja K um corpo de caracteŕıstica zero. Denotemos por K[z]:= K[z1, . . . , zn] o anel dos

polinômios em n variáveis com coeficientes em K e por K(z):= K(z1, . . . , zn) a K-álgebra

das funções racionais, denotemos também por Ωr(n) a álgebra exterior das r- formas

polinomiais em K
n ou seja

Ωr(n) := Ωr(Kn)
⊗

K[z].

Seja Kd[z] o subespaço vetorial de K[z] formado por todos os polinômios de grau ≤ d, se

denotamos por Ωr
d(n) o K-espaço vetorial das r-formas polinomiais de grau ≤ d em K

n ou

seja

Ωr
d(n) := Ωr(Kn)

⊗
Kd[z].

Então, podemos ver que

Ωr(n) =
⊕

d∈N

Ωr
d(n)

ou seja a álgebra Ωr(n) é naturalmente graduada.

Notamos também que

dimK(Ω
r
d(n)) =

(
d+n
n

) (
n

r

)
.

Dado ω ∈ Ωr(n), temos que

ω =
∑

1≤i1<i2<....<ir≤n

Pi1i2...irdzi1 ∧ ... ∧ dzir

onde Pi1i2...ir ∈ K[z].

Vamos definir o grau da r-forma ω como sendo

grau(ω) = máx { grau(Pi1i2...ir) ; 1 ≤ i1 < i2 < .... < ir ≤ n }.

Seja ω ∈ Ωr(n). Denotemos por ξ∗(ω) o K(z)-subespaço de Ω1(n)
⊗

K(z) dado por

ξ∗(ω) = {η ∈ Ω1(n)
⊗

K(z) : ω ∧ η = 0 },

onde Ω1(n)
⊗

K(z) é a álgebra das 1-formas racionais em K
n.



44

lema 4.1 Seja ω ∈ Ωr(n). Se existem r elementos η1, η2, ..., ηr ∈ ξ∗(ω) linearmente

independentes sobre K(z) então existe uma função racional R ∈ K(z) tal que ω = Rη1 ∧
... ∧ ηr.

Prova. Sendo {η1, . . . , ηr} linearmente independentes sobre K(z), podemos estender

{η1, . . . , ηr} a uma base {η1, . . . , ηr, ηr+1, . . . , ηM} de Ω1(n)
⊗

K(z).

Denotemos por I = {1 ≤ i1 < . . . < ir ≤M} e por J = {1 ≤ j1 < . . . < jr < jr+1 ≤M},
então pela proposição (1.1.5) temos que {ηI}I e {ηJ}J é uma base de Ωr(n)

⊗
K(z) e

Ωr+1(n)
⊗

K(z) respectivamente, onde ηI = ηi1 ∧ . . . ∧ ηir e ηJ = ηj1 ∧ . . . ∧ ηjr ∧ ηjr+1
.

Como toda r-forma polinômial é também uma r-forma racional então

ω =
∑

I

RIηI

com RI ∈ K(z).

Temos por hipóteses que η1, . . . , ηr ∈ ξ∗ então

0 = ω ∧ η1 =
∑

I

RIηI ∧ η1 =
∑

1 6∈I

RIηI ∧ η1 =
∑

1 6∈I

RI(−1)rη1 ∧ ηI .

Observemos também que para todo I tal que 1 6∈ I tem-se, η1 ∧ ηI ∈ {ηJ}J . Isto implica

que RI = 0 para todo I tal que 1 6∈ I, pois {ηJ}J é linearmente independente sobre K(z).

Assim temos

ω =
∑

1∈I

RIηI .

Multiplicando agora ω por η2 temos

0 = ω ∧ η2 =
∑

1∈I RIηI ∧ η2 =
∑

1∈I
2 6∈I

RIηI ∧ η2 =
∑

1∈I
2 6∈I

RIη1 ∧ ηi2 ∧ . . . ∧ ηir ∧ η2
=

∑
1∈I
2 6∈I

RI(−1)r−1η1 ∧ η2 ∧i2 ∧ . . . ∧ ηir .

Como no caso anterior observamos que η1 ∧ η2 ∧i2 ∧ . . . ∧ ηir ∈ {ηJ}J , então temos que

RI = 0 para todo I tal que 1 ∈ I e 2 6∈ I. Assim

ω =
∑

1,2∈I

RIηI .

De forma análoga, multiplicando por η3, . . . , ηr temos finalmente que

ω =
∑

1,2,,...,r∈I

RIηI

ou seja

ω = R12...rη1∧ ...∧ ηr. �
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lema 4.2 Sejam f1, f2, ...., fs polinômios linearmente independentes sobre K, irredutivéis

em K[z] e λ1, λ2, ..., λs ∈ K tais que
∑s

j=1 λj
dfj
fj

= 0. Então λ1 = ... = λs = 0.

Prova. Para cada i = {1, 2, . . . , s}, definamos Vi := {fi = 0}. Pelo teorema dos zeros de

Hilbert(Nullstellensatz) temos que (Vj \
⋃

1≤i≤s

i 6=j
Vi) 6= ∅ para todo j = 1, 2, . . . , s, desta

forma podemos escolher para cada j um pj ∈ Vj \
⋃

1≤i≤s

i 6=j
Vi. Consideremos agora uma

reta afim Lj passando por pj não contida em Vj e seja α : K −→ K
n uma parametrização

de Lj com α(0) = pj. Colocando gi = fi ◦ α, i = 1, 2, . . . , s temos:

gj(0) = 0 e gi(0) 6= 0 para todo i 6= j, isto implica que a função
g′i
gi

é regular em 0 e
g′j
gj

tem um polo simples em 0, com Res(
g′j
gj
, 0) = ρj, onde ρj é a multiplicidade de 0 como

raiz de gj. Como
∑s

j=1 λj
dfj
fj

= 0 então

λ1
g′1
g1

+ ...+ λj
g′j
gj

+ ...+ λs
g′s
gs

= 0.

Tomando agora residuos em 0 nesta última relação temos

λ1(0) + ....+ λjρj + ....+ λs(0) = 0.

Sendo ρj 6= 0 temos finalmente que λj = 0 para todo j = 1, 2, . . . , s. �

4.2 Hipersuperf́ıcies Invariantes e Integrais

Primeiras Racionais

Definição 4.2.1 Se V = {f = 0} é uma hipersuperf́ıcie algébrica em K
n e ω ∈ Ωr(n).

Dizemos que V é ω-invariante se (ω ∧ df)|V = 0.

Observação 4.2.1 Seja S(ω) = {x ∈ K
n : ω(x) = 0} o conjunto singular da forma ω.

Suponha que ω = ω1 ∧ ... ∧ ωr onde ωi ∈ Ω1(n), então a distribuição definida no aberto

U := K
n \ S(ω) por

z 7−→ ker(ω(z))

tem codimensão r, onde ker(ω(z)) = {v ∈ K
n : ıv(ω(z)) = 0}.
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Com efeito Sendo ω = ω1 ∧ ... ∧ ωr então ω1, . . . , ωr são linearmente independentes

no aberto U . Assim a observação segue-se da afirmação seguinte parte i).

Afirmação 4.2.1 i) ker(ω(z)) =
⋂r

i=1 ker(ωi(z)).

ii) Se V é ω-invariante então ker(ω(z)) ⊂ TzVreg , onde Vreg = V \ Sing(V ).

Com efeito Parte i)

Seja v ∈ ⋂r

i=1 ker(ωi(z)) então ωi(z)v = 0, para todo i = 1, 2, . . . , r. Pela proposição

(1.1.6) parte iv) temos

ıv(ω(z)) =
∑r

i=1(−1)i−1ıv(ωi(z)) ∧ ω1 . . . ∧ ω̂i ∧ . . . ∧ ωr
=

∑r

i=1(−1)i−1ωi(z)v ∧ ω1 ∧ . . . ∧ ω̂i ∧ . . . ∧ ωr
= 0

por tanto v ∈ ker(ω(z)).

Por outro lado se v ∈ ker(ω(z)) então ıv(ω(z)) = 0. Seja i = 1, 2, . . . , r temos

0 = ıv(ω(z) ∧ ωi(z)) = (ıv(ω(z))) ∧ ωi(z) + (−1)rω(z) ∧ ıv(ωi(z))
= (−1)rω(z) ∧ ıv(ωi(z)) = (−1)rıv(ωi(z))ω(z)

desde que ω(z) 6= 0 temos ıv(ωi(z)) = 0 ou seja ωi(z)v = 0, para todo i = 1, 2, . . . , r.

Assim v ∈ ⋂r

i=1 kerωi(z).

Parte ii)

Seja z ∈ Vreg e v ∈ ker(ω(z)), como V é ω-invariante temos que

0 = ıv(ω(z) ∧ df(z)) = ıv(ω(z)) ∧ df(z) + (−1)rω(z) ∧ ıv(df(z)) = (−1)rıv(df(z))ω(z),

sendo ω(z) 6= 0 temos então ıv(df(z)) = 0 ou seja df(z)v = 0. Assim v ∈ ker(df(z)) e

como ker(df(z)) = TzVreg temos finalmente que ker(ω(z)) ⊂ TzVreg.

lema 4.3 Seja V = {f = 0} uma hipersuperf́ıcie algébrica em K
n.

V é ω-invariante se, e somente se, existe θf ∈ Ωr+1
d−1(n) tal que ω ∧ df = fθf , onde

d = grau(ω).

Prova. Se existe θf ∈ Ωr+1
d−1(n) tal que ω ∧ df = fθf , então (ω ∧ df)|V = (fθf )|V = 0

é dizer V é ω-invariante.

Suponha agora que V seja ω-invariante, vamos considerar dois casos .

Caso I : f irredut́ıvel

ω ∧ df = (
∑

I PIdzI) ∧ (
∑n

j=1
∂f

∂zj
dzj) =

∑n

j=1
∂f

∂zj
[(
∑

I PIdzI) ∧ dzj]
=

∑n

j=1
∂f

∂zj
[
∑

I PIdzI ∧ dzj] =
∑n

j=1
∂f

∂zj
[
∑

j 6∈I PIdzI ∧ dzj]
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=
∑n

j=1

∑
j 6∈I PI

∂f

∂zj
(dI ∧ dzj).

Como o grauPI ≤ d então grau(PI
∂f

∂zj
) =grau(PI)+grau( ∂f

∂zj
) ≤ d+grau(f)− 1.

Assim ω ∧ df ∈ Ωr+1
d+grau(f)−1(n), ou seja

ω ∧ df =
∑

J

QJdzJ

onde QJ ∈ Kd+grau(f)−1[z].

Sendo V ω-invariante então (QJ)|V = 0 para todo J , ou seja

V (< f >) = V (f) ⊂ V (QJ) = V (< QJ >)

de aqui

I(V (< f >)) ⊃ I(V (< QJ >)).

Assim pelo teorema de Hilbert(Nullstellensatz) temos

√
< f > ⊃

√
< QJ >.

Sendo f irredut́ıvel então

< f >=
√
< f > ⊃

√
< QJ >.

Ou seja para todo J tem-se

QJ = HJf.

Como grau(QJ) ≤ d+grau(f)− 1, então grau(HJ) ≤ d− 1, ou seja

HJ ∈ Kd−1[z]. Finalmente

ω ∧ df =
∑

J

QJdzJ =
∑

J

HJfdzJ = f(
∑

J

HJdzJ) = fθf

onde θf ∈ Ωr+1
d−1(n).

CASO II : f qualquer

Se f = fα1

1 .fα2

2 . . . . .fαk

k é a descomposição de f em fatores irredut́ıveis, então temos que

df = α1f
α1−1
1

k∏

i 6=1

fidf1 + α2f
α2−1
2

k∏

i 6=2

fidf2 + . . .+ αkf
αk−1
k

k−1∏

i=1

fidfk.

Assim
df

f
= α1

df1
f1

+ α2
df2
f2

+ . . .+ αk
dfk
fk
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] ou seja

ω∧ df
f

=
k∑

i=1

αi(ω∧
dfi
fi

). (1)

Pela ω-invariância de V temos que (ω ∧ df)|V = 0. Assim aplicando o teorema da divisão

de De Rham existe uma (r-1)-forma holomorfa β em V tal que ω = df ∧ β em V . Como

V =
⋃k

i=1 Vi temos

(ω ∧ dfi)|Vi = ((df ∧ β) ∧ dfi)|Vi = (((−1)r−1β ∧ df) ∧ dfi)|Vi = ((−1)r−1β ∧ (df ∧ dfi))|Vi

Por outro lado

(df∧dfi)|Vi = [α1f
α1−1
1

k∏

j 6=1

fjdf1∧dfi+α2f
α2−1
2

k∏

j 6=2

fjdf2∧dfi+...+αkfαk−1
k

k−1∏

j=1

fjdfk∧dfi]|Vi = 0.

Isto mostra que (ω∧dfi)|Vi = 0, isto é Vi = {fi = 0} é ω-invariante para todo i = 1, 2, . . . , k.

Aplicando agora o caso I as fi, temos que existem r + 1-formas θi ∈ Ωr+1
d−1(n) tais que

ω∧dfi = fiθi (2)

para todo i = 1, 2, ..., k. Finalmente usando a equação (1) e (2) temos

ω ∧ df

f
=

k∑

i=1

αi(ω ∧ dfi
fi

) =
k∑

i=1

αiθi.

Isto mostra que

ω ∧ df = fθf ,

onde θf =
∑k

i=1 αiθi ∈ Ωr+1
d−1(n). �

Definição 4.2.2 Seja R = P
Q

∈ K(z) uma função racional, consideremos o pencil de

hipersuperf́ıcies {P − λQ = 0}λ∈K induzido por R . Dizemos que R é uma integral

primeira racional de ω se Vλ := {P − λQ = 0} é ω-invariante para todo λ ∈ K.

lema 4.4 Seja R ∈ K(z) uma função racional. Então R é uma integral primeira racional

de ω se, e somente se, dR ∈ ξ∗(ω).

Prova Para cada λ ∈ K, chamemos de fλ = P −λQ. Suponha que R seja uma integral

primeira racional de ω, então pelo Lema 4.3 temos

ω∧dfλ = fλθλ (3)
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onde θλ ∈ Ωr+1
d−1(n). Por outro lado

dR = d(R−λ) = d

(
P

Q
− λ

)
= d

(
P − λQ

Q

)
= d

(
fλ
Q

)
=
Qdfλ − fλdQ

Q2
. (4)

Usando as equações (3) e (4) temos

ω ∧ dR = ω ∧
(
Qdfλ − fλdQ

Q2

)
=

1

Q
ω ∧ dfλ −

fλ
Q2
ω ∧ dQ

=
fλ
Q
θλ −

fλ
Q2
ω ∧ dQ = fλ

(
1

Q
θλ −

1

Q2
ω ∧ dQ

)
,

para todo λ ∈ K.

Esta última equação válida para todo λ em K monstra que

ω ∧ dR = 0

ou seja dR ∈ ξ∗(Ω). Suponha agora que dR ∈ ξ∗(Ω). Usando a equação (4) temos

0 = ω ∧ dR = ω ∧
(
Qdfλ − fλdQ

Q2

)

de aqui

0 = ω ∧ (Qdfλ − fλdQ)

isto implica que

ω ∧ dQ

Q
= ω ∧ dfλ

fλ
. (5)

Sejam QJ e Hλ
J os coeficientes polinomiais das r + 1-formas ω ∧ dQ e ω ∧ dfλ.

Pela equação (5) temos

fλQJ = QHλ
J

para todo J , ou seja

(P − λQ)QJ = QHλ
J .

De aqui

PQJ = Q(Hλ
J + λQJ)

assim Q/PQJ para todo J .

Sendo MDC(P,Q) = 1 temos Q/QJ para todo J .

Desta forma

ω ∧ dQ

Q
= ω ∧ dfλ

fλ
∈ Ωr+1

d−1(n)

para todo λ ∈ K.

Aplicando agora o lema 4.3, temos finalmente Vλ = {fλ = 0} é ω-invariante para todo
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λ ∈ K, ou seja R é uma integral primeira racional para ω. �

4.3 Prova do Teorema (4.0.1)

Seja N =
(
d−1+n
n

)
.
(
n

r+1

)
e f1, . . . , fN , . . . , fN+r, fN+r+1 os polinômios que definen as hiper-

superf́ıcies algébricas irredutiveis invariantes.

Para cada i = 1, . . . , N + r,N + r+1, por el lema 4.3 existem r+1-formas θfi ∈ Ωr+1
d−1(n)

tais que

ω ∧ dfi = fiθfi . (6)

Sendo dimK(Ω
r+1
d−1(n)) =

(
d−1+n
n

)
.
(
n

r+1

)
= N , temos que para cada k = 1, 2, . . . , r, r + 1

o conjunto {θfk , θfk+1
, . . . , θfk+N

} é linearmente dependente sobre K, isto quer dizer que

existem λkk, λ
k
k+1, . . . , λ

k
k+N em K não todos nulos tais que

k+N∑

j=k

λkj θfj = 0. (7)

Podemos supor sem perdida de generalidade λkk 6= 0 para k = 1, 2, . . . , r− 1, λr+1
N+r+ 6= 0

e λr+1
N+r+1 6= 0.

Definamos agora para cada k = 1, 2, . . . , r, r + 1 as 1-formas racionais dadas por

ηk =
k+N∑

j=k

λkj
dfj
fj
.

Pelas equações (6) e (7) temos

ω ∧ ηk =
k+N∑

j=k

λkjω ∧ dfj
fj

=
k+N∑

j=k

λkj
fjθfj
fj

=
k+N∑

j=k

λkj θfj = 0.

Assim ηk ∈ ξ∗(ω) para todo k = 1, 2, . . . , r, r + 1 .

Seja α1 e α2 as r-formas racionais dadas por

α1 = η1 ∧ η2 ∧ . . . ∧ ηr e α2 = η2 ∧ η3 ∧ . . . ∧ ηr+1.

Temos as seguintes possibilidades:

CASO I α1 6= 0 e α2 6= 0

CASO II α1 = 0 ou α2 = 0

-Provamos primeiro o caso I
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Sendo α1 6= 0 então {η1, η2, ..., ηr} é linearmente independente sobre K(z). Assim pelo

lema 4.1 existe R1 ∈ K(z) tal que

ω = R1α1. (8)

Similarmente para α2, existe R2 ∈ K(z) tal que

ω = R2α2. (9)

Pelas equações (8) e (9) temos

α2 =
R1

R2

α1. (10)

Como as ηk são fechadas para todo k = 1, 2, . . . , r + 1, temos que α1 e α2 são fechadas.

Assim derivando a equação (10) temos

0 = d

(
R1

R2

)
∧ α1

logo escrevendo R = R1

R2
temos

ω ∧ dR = ω ∧ d
(
R1

R2

)
= (R1α1) ∧ d

(
R1

R2

)
= 0.

Ou seja, ou R é uma integral primeira racional de ω ou R é constante.

Suponha que R1

R2
=cte= c ∈ K, então da equação (10) temos que

(α1)∞ = (α2)∞.

Usando o teorema dos zeros de Hilbert(Nullstelensatz) e como as fi são irredutiveis temos

(VN+r+1 \
⋃

1≤i≤N+r

Vi) 6= ∅. (11)

Observemos que

(α1)∞ =
N+r⋃
i=1

Vi e (α2)∞ =
N+r+1⋃
i=2

Vi ,

então pela equação (11) temos

(α1)∞ 6= (α2)∞.

Isto é uma contradição ao afirmado anteriormente, de esta forma R = R1

R2
6= cte. Assim

R = R1

R2
é uma integral Primeira Racional para ω.
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-Provamos agora o caso II

Suponha que α1 = 0 então {η1, η2, . . . , ηr} é linearmente dependente sobre K(z). Assim

seja s=máx{ t ∈ N : ηi1 , . . . , ηit é L. independente sobre K(z) }, temos claramente s < r.

Podemos supor também que {ηi1 , . . . , ηis} = {η1, . . . , ηs}, entao da definição de s temos

que {η1, . . . , ηs, ηr} é linearmente dependente sobre K(z), ou seja

ηr =
s∑

i=1

Riηi (12)

onde Ri ∈ K(z), para todo i = 1, . . . , s. Derivando a equação (12) temos

0 =
s∑

i=1

dRi∧ηi. (13)

Para cada j = 1, 2, . . . , s multipliquemos (13) por η1 ∧ . . . ∧ η̂j ∧ . . . ∧ ηs então

0 =
s∑

i=1

dRi ∧ ηi ∧ η1 ∧ . . . ∧ η̂j ∧ . . . ∧ ηs = (−1)j+1dRj ∧ η1 ∧ . . . ∧ ηj ∧ . . . ∧ ηs.

De aqui dRj ∧ η1 ∧ . . . ∧ ηj ∧ . . . ∧ ηs = 0 para cada j = 1, . . . , s. Isto implica que

{dRj, η1, . . . , ηj, . . . , ηs} é linearmente dependente sobre K(z). Sendo {η1, η2, . . . , ηs}
linearmente independente, então para cada j = 1, . . . , s temos

dRj =
s∑

i=1

giηi , (14)

onde gi =∈ K(z). Sabemos também que os ηk ∈ ξ∗(ω), para todo k = 1, 2, . . . , r, r + 1.

Assim pela equação (14) temos

ω ∧ dRj =
s∑

i=1

giω ∧ ηi = 0,

para todo j = 1, 2, . . . , s. Esta última igualdade implica que, ou existe algúm j0 =

1, 2, . . . , s tal que Rj0 é uma integral primeira racional de ω ou Rj = cte para todo

j = 1, 2, . . . , s.

Suponha que Rj = aj ∈ K para todo j = 1, 2, . . . , s da equação (12) temos

0 = ηr −
s∑

j=1

ajηj,

ou seja

N+r∑

j=r

λrj
dfj
fj

−a1
N+1∑

j=1

λ1j
dfj
fj

−. . .−as
N+s∑

j=s

λsj
dfj
fj

= 0. (15)
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Sendo s < r então s + N < r + N , logo aplicando o lema 4.2 á equação (15), temos

em particular que λrr+N = 0 isto é uma contradição, pois no inicio da prova do teorema

tinhamos que λrr+N 6= 0. De aqui existe um j0 = 1, 2, . . . ,m tal que Rj0 é uma integral

primeira racional de ω.

O caso α2 = 0 é identicamnete análogo, isto conclui a demostração. �

Observação 4.3.1 Suponha que η1, . . . ηr são dados como na prova do teorema (4.0.1)

e η1 ∧ ...∧ ηr 6= 0, então sabemos que existe R ∈ K(z) tal que ω
R
= η1 ∧ ...∧ ηr. De aqui

pela observação (4.2.1) a distribuição D induzida por ω
R

z 7−→ ker(
ω

R
(z)),

para todo z ∈ U := K
n \ S( ω

R
) tem codimensão r. Mais ainda sendo as ηk fechadas para

todo k = 1, 2, . . . , r temos pelo teorema de Frobenius que D é integrável. De aqui existe

uma folheação F de codimensão r em U tal que

TzF = ker(
ω

R
(z)),

para todo z ∈ U . Por outro lado, consideremos agora as funções multivaluadas

Fk =

∫
ηk

temos, para todo k = 1, 2, . . . , r.

Fk =
∑k+N

j=k λ
k
j logfj = log(f

λk
k

k ...f
λk
k+N

k+N ) e dFk = ηk.

Pela afirmação (4.2.1) temos também

ker
(ω
R
(z)

)
=

r⋂

k=1

ker(ηk) =
r⋂

k=1

ker(dFk).

Considerando a funçaõ H = (F1, . . . , Fr), temos que ker(dH) =
⋂r

k=1 ker(dFk).

Assim

TzF = ker
(
ω
R
(z)

)
= ker(dH(z)) = Tz(H

−1(c)),

onde H(z) = (c1, c2, . . . , cr) = c. Sendo H−1(c) =
⋂r

k=1 F
−1
k (ck) , temos finalmente

Fz =
r⋂

k=1

F−1
k (ck).
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onde Fk(z) = ck para todo k = 1, 2, . . . , r.

Ou seja as folhas da folheação induzida por ω
R
são as interseções das curvas de nivél das

funções multivaluadas dadas por Fk.

Consideremos agora X um campo polinômial de grau d em K
n. Ou seja

X =
n∑

i=1

Pi
∂

∂zi

onde Pi ∈ K[z] e d=max{Pi : i = 1, . . . , n}.
Dizemos que uma hipersuperf́ıcie algébrica V = {f = 0} é invariante por X se

df(X)(p) = 0 para todo p ∈ V .

Afirmação 4.3.1 Uma hipersuperf́ıcie algébrica V = {f = 0} é X-invariante se, e

somente se, existe Lf ∈ Kd−1[z] tal que X(f) = Lf .f

A demonstração é análoga ao lema (4.3).

Dizemos também que uma função racional R = P
Q
∈ K(z) é uma integral primeira racional

para X se o pencil de hipersuperf́ıcies {P − λQ = 0}λ∈K é invariante por X.

Afirmação 4.3.2 Uma função Racional R ∈ K(z) é uma integral primeira racional para

X se, e somente se, X(R) = 0.

A demonstração é análoga ao lema (4.4).

Consideremos agora a (n-1)-forma polinômial em K
n dada por

ωX =
n∑

i=1

(−1)i+1Pidz1 ∧ ... ∧ d̂zi ∧ ... ∧ dzn.

Afirmação 4.3.3 ωX ∧ df = (−1)n+1X(f)dz1 ∧ ... ∧ dzn
para todo f ∈ K[z].

Com efeito:

ωX ∧ df = ωX ∧ (
∑n

j=1
∂f

∂zj
dzj) =

∑n

j=1
∂f

∂zj
(ωX ∧ dzj)

=
∑n

j=1
∂f

∂zj
(
∑n

i=1(−1)i+1Pidz1 ∧ . . . ∧ d̂zi ∧ . . . ∧ dzn ∧ dzj)
=

∑n

j=1
∂f

∂zj
((−1)j+1Pjdz1 ∧ . . . ∧ d̂zj ∧ . . . ∧ dzn ∧ dzj)

=
∑n

j=1
∂f

∂zj
((−1)j+1(−1)n−jPjdz1 ∧ . . . dzj ∧ . . . dzn)
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= (−1)n+1(
∑n

j=1
∂f

∂zj
Pj)dz1 ∧ . . . ∧ dzn

= (−1)n+1X(f)dz1 ∧ . . . ∧ dzn .

Afirmação 4.3.4 V = {f = 0} é X-invariante se, e somente se, V é ωX-invariante.

Com efeito:

Se V é X-invariante então X(f) = f.Lf , onde Lf ∈ Kd−1[z]. De aqui pela afirmação

(4.3.3) temos ωX ∧ df = f.θf , onde θf = (−1)n+1Lfdz1 ∧ . . . ∧ dzn ∈ Ωn
d−1(n). Isto

implica pelo lema (4.3) que V é ωX-invariante.

Suponha agora que V seja ωX-invariante, então pelo lema (4.3) temos ωX ∧ df = f.θf

onde θf ∈ Ωn
d−1(n). Isto quer dizer ωX ∧ df = f.Qdz1 ∧ dzn, onde Q ∈ Kd−1[z], usando

agora a afirmação (4.3.3) temos, (−1)n+1X(f)dz1 ∧ . . . ∧ dzn = fQdz1 ∧ . . . ∧ dzn. Isto

implica que X(f) = f.Lf , onde Lf = (−1)−(n+1)Q ∈ Kd−1[z], de aqui finalmente pela

afirmação (4.3.1) temos que V é X-invariante.

Prova do Corolário 4.0.2

Consideremos a (n-1)-forma polinômial ωX definida acima. Usando a afirmação (4.3.4)

ωX admite
(
d−1+n
n

)
+ n =

(
d−1+n
n

)
.
(

n

(n−1)+1

)
+(n− 1) + 1.

hipersuperf́ıcies algébricas irredutiveis invariantes. De aqui pelo teorema (4.0.1) ωX tem

uma integral primeira racional, ou seja existe R ∈ K(z) tal que ωX ∧ dR = 0. Isto implica

pela afirmação (4.3.3) que X(R) = 0. Finalmente pela afirmação (4.3.2) temos que X ad-

mite uma integral primeira racional. �
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Caṕıtulo 5

Integrabilidade Algébrica de

Lagutinskii - Pereira

O corolario 4.0.2 nos diz em particular que se um campo polinomial em K
n não admite

integral primeira racional, então o número de hipersuperf́ıcies algébricas invariantes é no

máximo
(
d−1+n
n

)
+n−1, infelizmente esta cota está longe de ser ótima. Embora fixando o

grau das hipersuperf́ıcies invariantes podemos encontrar uma melhor cota usando a teoria

de integrabilidade algébrica de Lagutinskii-Pereira.

Definição 5.0.1 Seja X um campo de vetores em K
n. O r-ésimo polinômio extáctico de

X é dado por

ξr(X) = det




v1 v2 · · · vl

X(v1) X(v2) · · · X(vl)
...

... · · · ...

Xl−1(v1) Xl−1(v2) · · · Xl−1(vl)




onde l =dimKKr[z], {v1, v2, . . . , vl} é uma base de Kr[z], X0(Vi) = Vi e Xj(Vi) =

Xj−1(X(Vi)) para todo i = 1, 2, . . . , l e todo j = 1, . . . , l − 1.

A hipersuperf́ıcie {ξr(X) = 0} dada pelos zeros do r-ésimo polinômio extáctico é chamada

de r-ésima hipersuperf́ıcie extáctica de X.

Observação 5.0.1 A definição de hipersuperf́ıcie extáctica independe da escolha da base.
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Com efeito: Seja {w1, w2, . . . , wl} outra base de Kr[z] e ζr(X) o r-ésimo polinômio

extáctico com respeito à base.

Se Υ = (γji) denota a matriz de cambio de base então vj =
∑l

i=1 γijwi, onde γij ∈ K

para todo i, j = 1, 2, . . . , l. Sendo X é K-linear temos

Xk(vj) =
l∑

i=1

γijX
k(wi), (16)

para todo j = 1, 2, . . . , l. Daqui pela equação (16) temos




v1 v2 · · · vl

X(v1) X(v2) · · · X(vl)
...

... · · · ...

Xl−1(v1) Xl−1(v2) · · · Xl−1(vl)




=




w1 w2 · · · wl

X(w1) X(w2) · · · X(wl)
...

... · · · ...

Xl−1(w1) Xl−1(w2) · · · Xl−1(wl)




.




γ11 γ12 · · · γ1l

γ21 γ22 · · · γl
...

... · · · ...

γl1 γl2 · · · γll




.

Como det(Υ) 6= 0, temos que {ξr(X) = 0} = {ζr(X) = 0}, ou seja a definição de

hipersuperf́ıcie extáctica independe da escolha da base.

Observação 5.0.2 Considerando o campo constante X = ∂
∂t

e v1, v2, . . . , vl polinômios

em uma variavel t ∈ C. Temos que Xj(vi) = vji representa a j-ésima derivada de vi.

Assim

det




v1 v2 · · · vl

v
′

1 v
′

2 · · · v
′

l

...
... · · · ...

vl−1
1 vl−1

2 · · · vl−1
l




é simplemente o Wronskiano W (v1, v2, . . .l) das funções v1, v2, . . . , vl.

Proposição 5.0.1 Toda hipersuperf́ıcie algébrica de grau r invariante pelo campo de

vetores X é um fator de ξr(X).

Prova Seja f o polinômio de grau r que define V , consideremos v1 = f e completemos

a uma base {f, v2, . . . , vl} de Kr[z]. Assim pela independência da escolha da base temos
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ξr(X) = det




f v2 · · · vl

X(f) X(v2) · · · X(vl)
...

... · · · ...

Xl−1(f) Xl−1(v2) · · · Xl−1(vl)




.

Observamos também que

Xi(f) = fhi

onde hi ∈ K[z] para todo i = 1, 2, ..., l − 1. Isto pode ser fácilmente provado por indução

Se i = 1, então X(f) = fh1 pois V = {f = 0} é X-invariante.

Suponha que para i = k seja válida esta relação.

Para i = k + 1, usando a regra de Leibnitz e a hipoteses de indução temos

Xk+1(f) = Xk(X(f)) = X(Xk(f)) = X(fhk) = fX(hk) + X(f)hk = fX(hk) + fh1hk

= fhk+1, onde hk+1 = X(hk) + h1hk ∈ K[z].

Assim

ξr(X)

= det




f v2 · · · vl

fh1 X(v2) · · · X(vl)
...

... · · · ...

fhl−1 Xl−1(v2) · · · Xl−1(vl)




= f det




1 v2 · · · vl

h1 X(v2) · · · X(vl)
...

... · · · ...

hl−1 Xl−1(v2) · · · Xl−1(vl)




.

Ou seja ξr(X) = fdet(Mf ), isto monstra que f é um fator de ξr(X). �

Teorema 5.0.1 Seja X um campo de vetores polinomiais em K
n. Então ξr(X) = 0 e

ξr−1(X) 6= 0 se, e somente se, X admite uma integral primeira racional.

Prova Suponha que X admita uma integral primeira racional, então existe R = P
Q
∈ K(z)

tal que as hipersuperf́ıcies algébricas {fλ = P − λQ = 0}λ∈K , são X- invariantes para

todo λ ∈ K. Se r = grau(P − λQ) então pela proposição 5.0.1 temos

ξr(X) = fλdetMλ, (17)

onde Mλ é a Matriz como na proposição (5.0.1). Como existem infinitos λ ∈ K que

satisfazen a equação (17), temos que ξr(X) = 0.

Suponha agora que ξr(X) = 0. Desde que Xj(Vi) são em particular funções racionais,
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então as colunas da Matriz extáctica são linearmente dependentes sobre o corpo K(z),

daqui existem funções racionais αi ∈ K(z), com i = 1, 2 . . . , l não todos nulos tais que

Nj :=
l∑

i=1

αiX
j(vi) = 0, j = 0, 1, . . . , l − 1

onde l = dimKKr[z] e {v1, v2, . . . , vl} é uma base de Kr[z].

Agore tome k como sendo o menor valor, tal que existem funções racionais αi ∈ K(z) com

i = 1, 2, . . . , k não todos nulos, tais que

Nj :=
k∑

i=1

αiX
j(vi) = 0, j = 0, 1, . . . , k − 1. (18)

Sem perdida de generalidade podemos assumir que αk = 1. Assim aplicando a regra de

Leibnitz à equação (18) e como X(αk) = 0, temos

X(Nj) =
k∑

i=1

[X(αi)X
j(vi) + αiX

j+1(vi)] =
k−1∑

i=1

X(αi)X
j(vi) +

k∑

i=1

αiX
j+1(vi)

=
k−1∑

i=1

X(αi)X
j(vi) +Nj+1, j = 0, 1, . . . , k − 2.

Daqui

0 = X(Nj)−Nj+1 =
k−1∑

i=1

X(αi)X
j(vi), j = 0, 1, 2, . . . , k − 2.

Da minimalidade de k, temos que X(αi) = 0 para todo i = 1, 2, ..., k − 1. Por tanto cada

um dos αi ou é uma integral primeira racional para X ou é uma constante.

Suponha que αi = ci ∈ K para todo i = 1, 2, . . . , k − 1, então pela equação (18) te-

mos N0 = α1v1 + α2v2 + . . . + αkvk = 0, sendo {v1, v2, . . . , vk} linearmente indepen-

dente sobre K, temos que αi = 0 para todo i = 1, 2, . . . , k. Isto é uma contradição pois

αk = 1, assim existe i = 1, 2, . . . , k − 1 tal que αi é uma integral primeira racional para

X. �

O resultado seguinte dá uma cota para o número máximo de hipersuperf́ıcies invariantes

de um grau fixado.

Teorema 5.0.2 Seja X um campo polinomial em C
n de grau d. Suponha que X não

admite integral primeira racional, então o número de hipersuperf́ıcies irredut́ıveis invari-

antes por X, de grau k, é no máximo
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(d− 1)

((n+k
k

)

2

)
+

1

k

(
k + 1

2

)[(
n+ k

k

)
− 1

]
.

Em particular, se k = 1 então temos

(
n+ 1

2

)
(d− 1) + n.

Prova Como X não admite integral primeira racional, segue do corolário (4.0.2) e do

teorema (5.0.1) que o número de hipersuperf́ıcies algébricas irredut́ıveis invariantes por X

é finito e que ξk(X) 6= 0. Assim, se f1, f2, . . . , fN são os polinômios irredut́ıveis de grau k

definindo as hipersuperf́ıcies invariantes, então pela proposição (5.0.1) temos

{fi = 0} ⊂ {ξk(X) = 0}

para todo i = 1, ..., N . Sendo os fi irredut́ıveis, temos pelo teorema dos zeros de Hilbert

fi|ξk(X)

para todo i = 1, . . . , N . Por outro lado para i 6= j temos MDC(fi, fj) = 1, isto pois

K[z] é um DFU(domı́nio de fatoração única) e {fi = 0} 6= {fj = 0}. Isto implica que

(f1.f2...fN)|ξk(X), ou seja

ξk(X) = (f1f2...fN)R, (19)

para algúm R ∈ K[z].

Como grau(f1f2...fN) =
∑N

i=1grau(fi) = kN . Temos pela equação (19)

grau(ξk(X)) ≥ kN (20)

por outro lado temos também que

grau(ξk(X)) = k(d− 1)

(K
2

)
+

(
k + 1

2

)
(K− 1), (21)

onde K =
(
k+n
n

)
=

(
n+k
k

)
. Por tanto da equação (20) e (21) temos

N ≤ (d− 1)

( K
2

)
+

1

k

(
k + 1

2

)
(K − 1) �
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Exemplo 5.0.1 A cota do teorema (5.0.2) no caso k = 1 é ótima. Consideremos o

campo de vetores

X =
n∑

i=1

zi(z
d−1
i − 1)

∂

∂zi

Sejam as

nd+ (d− 1)

(
n

2

)
=

(
n+ 1

2

)
(d− 1) + n (22)

hipersuperf́ıcies algébricas irredut́ıveis dadas por

zj = 0, 1 ≤ j ≤ n

zj − λ = 0, λd−1 = 1, j = 1, 2, ..., n

λzi − zj = 0, λd−1 = 1, 1 ≤ 1 < i < j ≤ n.

Chamando fj = zj, gj = zj − λ e hij = λzi − zj temos

X(fj) =
∑n

i=1 zi(z
d−1
i − 1) ∂

∂zi
(fj) = zj(z

d−1
j − 1) = zj.Lfj onde Lfj = zd−1

j − 1,

X(gj) =
∑n

i=1 zi(z
d−1
i −1) ∂

∂zi
(gj) = zj(z

d−1
j −1) = zj(z

d−1
j −λd−1) = zj(zj−λ)(

∑d

k=2 z
d−k
j λk−2)

= (zj − λ).Lgj onde Lgj = zj (
∑d

k=2 z
d−k
j λk−2),

X(hij) =
∑n

k=1 zk(z
d−1
k − 1) ∂

∂zk
(hij) = zi(z

d−1
i − 1)λ+ zj(z

d−1
j − 1)(−1)

= λzdi − ziλ− zdj + zj = −(λzi − zj)(λz
d
i − zdj ) = −(λzi − zj) + (λdzdi − zdj )

= −(λzi− zj) + (λzi− zj)(
∑d

k=1(λzi)
d−kzk−1

j = (λzi− zj)(−1 +
∑d

k=1(λzi)
d−kzk−1

j )

= hij.Lhij onde Lhij = −1 +
∑d

k=1(λzi)
d−kzk−1

j . .

Pela afirmação (4.3.1) estas hipersuperf́ıcies são X-invariantes e pela equação (22) a cota

para k = 1 é ótima.
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Caṕıtulo 6

Aplicação à Teoŕıa das Folheações

Holomorfas no Espaço Projetivo P
n

Finalizaremos este trabalho dando uma aplicação à teoria das folheações holomorfas no

espaço projetivo P
n. Lembremos que as hipersuperf́ıcies algébricas em P

n estão definidos

por os zeros de polinômios homogêneos, desta forma vamos definir a continuação, o po-

linômio extáctico para o caso homogêneo.

Denotemos por Hr o subespaço vetorial de K[z] = K[z0, . . . , zn−1] formado por todos os

polinômios homogêneos de grau r.

Definição 6.0.1 Seja X um campo de vetores em K
n. O r-ésimo polinômio ”homogêneo”

extáctico de X é dado por

~r(X) = det




v1 v2 · · · vs

X(v1) X(v2) · · · X(vs)
...

... · · · ...

Xs−1(v1) Xs−1(v2) · · · Xs−1(vs)




onde s =dimKHr, {v1, v2, . . . , vs} é uma base de Hr, X
0(vi) = vi e Xj(vi) = Xj−1(X(vi))

para todo i = 1, 2, . . . , s e todo j = 1, . . . , s− 1 .

A hipersuperf́ıcie {~r(X) = 0}, dada por los zeros do r-ésimo polinômio homogêneo

extáctico é chamada de r-ésima hipersuperf́ıcies homogênea extáctica de X.

A demostração dos seguintes resultados é exatamente igual aos resultados do caṕıtulo 5,

por esse motivo eles só serán anunciados.
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Observação 6.0.1 A definição de hipersuperf́ıcie homogênea extáctica independe da es-

colha da base.

Proposição 6.0.1 Toda hipersuperf́ıcie algébrica homogênea de grau r, invariante pelo

campo de vetores X é um fator de ~r(X).

Teorema 6.0.1 Seja X um campo polinomialem K
n. Se ~r(X) = 0 e ~r−1 6= 0. Então

X admite uma integral primeira racional.

Observação 6.0.2 A rećıproca deste teorema não necessariamente é verdadeira, como

monstra o seguinte exemplo em C
2.

Consideremos o campo polinômial homogêneo de grau 1, X = 2x ∂
∂x

+ y ∂
∂y
. Temos que X

tem uma integral primeira racional dada por R = x
y2
.

De fato: X(fλ) = 2fλ, onde fλ = x− λy2 para todo λ ∈ C.

Tomando a parte homogênea de grau 2 de fλ denotada por f 2
λ = −λ2y2 temos também

que f 2
λ é X-invariante. Assim considerando a base {−λy2, x2, xy} de H2, temos

~2(X) = det




−λy2 x2 xy

X(−λy2) X(x2) X(xy)

X2(−λy2) X2(x2) X2(xy)


 = det




−λy2 x2 xy

2(−λy2) 4x2 3xy

4(−λy2) 16x2 9xy




= (−λy2)[36x3y − 48x3y − 2(9x3y − 16x3y) + 4(3x3y − 4x3y)] = (λy2)(−2x3y). Sendo

λ 6= 0, temos finalmente ~2(X) 6= 0.

Pode-se provar que a rećıproca só é satisfeita se consideramos integrais primeiras racionais

homogêneas de X, isto é, funções racionais R = P
Q
onde P e Q são polinômios homogêneos

do mesmo grau.

De fato, se r=grau(P )=grau(Q), então fλ = P − λQ é homogêneo de grau=r e X-

invariante para todo λ ∈ K. Pela proposição (6.0.1) temos que, ~r(X) = fλdetMλ.

Como existem infinitos λ ∈ K que satisfazen esta última equação então ~r(X) = 0.

Teorema 6.0.2 Seja X um campo polinomial em C
n de grau d. Suponha que X não ad-

mite integral primeira racional, então o número de hipersupeŕıcies homogêneas irredut́ıveis

invariantes por X de grau k é no máximo
(
k + (n− 1)

n− 1

)
+

1

k
(d− 1)

( (
k+(n−1)
n−1

)

2

)
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em particular, se k = 1 vale

(d− 1)

(
n

2

)
+ n

Prova Como X não admite integral primeira racional, segue do corolário (4.0.2) e do

teorema (6.0.1) que o número de hipersuperf́ıcies algébricas irredut́ıveis invariantes por X é

finito e que ~k(X) 6= 0. Assim, se f1, f2, . . . , fN são os polinômios homogêneos irredut́ıveis

de grau k definindo as hipersuperf́ıcies homogêneas invariantes, então pela proposição

(6.0.1) temos

{fi = 0} ⊂ {~k(X) = 0}

para todo i = 1, . . . , N . Sendo os fi irredut́ıveis, temos pelo teorema dos zeros de Hilbert

fi|~k(X)

para todo i = 1, . . . , N . Por outro lado para i 6= j temos MDC(fi, fj) = 1, isto pois

K[z] é um DFU(domı́nio de fatoração única) e {fi = 0} 6= {fj = 0}. Isto implica que

(f1.f2...fN)|~k(X), ou seja

~k(X) = (f1f2...fN)R, (23)

para algúm R ∈ K[z].

Como grau(f1f2...fN) =
∑N

i=1grau(fi) = kN . Temos pela equação (23)

grau(~k(X)) ≥ kN (24)

por outro lado temos também que

grau(~k(X)) = (d−1)

( K
2

)
+Kk , (25)

onde K =
(
k+(n−1)
n−1

)
=

(
(n−1)+k

k

)
. Por tanto da equação (24) e (25) temos

N ≤ K+
1

k
(d−1)

(K
2

)
�

Como uma generalização da representação em coordenadas homogêneas para folheações

de codimensão r temos a seguinte proposição.

Proposição 6.0.2 Toda folheação holomorfa de codimensão r e grau d em P
n
C
, pode ser

definido em coordenadas homogêneas por uma r-forma polinomial homogênea Ω integrável

em C
n+1 de grau (d + 1) integrável satisfazendo, ıR(Ω) = 0. Ainda, Ω é única a menos

de multiplicação por constantes não nulas.
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Teorema 6.0.3 Seja F uma folheação holomorfa 1-dimensional em P
n
C
e grau(F) = d

suponha que F não admite integral primeira racional. Então

1. O número de hipersuperf́ıcies irredut́ıveis invariantes por F de grau k contando mul-

tiplicidade é no máximo

(
n+ k

k

)
+

1

k

( (
n+k
k

)

2

)
(d− 1)

2. Para o caso k = 1 temos

(n+ 1) +

(
n+ 1

2

)
(d− 1) = nd+

(
n

2

)
(d− 1) + 1

Prova Pela proposição (6.0.2), seja Ω a (n− 1)-forma polinomial homogênea em C
n+1

de grau (d+ 1) que representa F . Usando o isomorfismo canônico

C
n+1 ∼=

n∧
(Cn+1)

⊗ n−1∧
(Cn+1)∗,

podemos também representar F por um campo polinomial homogêneo X em C
n+1 de

grau d, com ıXΩ = 0. Assim uma hipersuperfićıe algébrica V = (f = 0) é Ω-invariante

se, e somente se, é X-invariante, como também uma função racional R é uma inte-

gral primeira racional para Ω se, e somente se, é uma integral primeira racional para

X. Como como o campo F não admite integral primeira racional, então X não admite

integral primeira racional, de aqui pelo teorema (6.0.2) temos que o número de hipersu-

perf́ıcies homogêneas irredutiveis invariantes por X de grau k é no máximo

(
k + ((n+ 1)− 1)

(n+ 1)− 1

)
+

1

k
(d− 1)

( (
k+((n+1)−1)

(n+1)−1

)

2

)
=

(
k + n

n

)
+

1

k
(d− 1)

( (
k+n
n

)

2

)
.

Vendo que
(
k+n
n

)
=

(
n+k
k

)
, temos o resultado desejado para a parte 1.

Em particular se k = 1 e como
(
n

1

)
+
(
n

2

)
=

(
n+1
2

)
, temos

(d− 1)

(
n+ 1

2

)
+ n+ 1 = nd+

(
n

2

)
(d− 1) + 1

que é o resultado desejado para a parte 2. �
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Seja F uma folheação holomorfa 1-dimensional em P
n com grau(F) = d, L

l um l-plano

fixo de P
n e X =

∑n

j=0 Pj
∂
∂zj

o campo polinomial homogêneo de grau d que representa

F em coordenadas homogêneas. Podemos assumir sim perdida de generalidade que

L
l = {[z0, . . . , zl, 0, . . . , 0]}.

De aqui, se f =
∑n

i=0 aizi determina uma hipersuperf́ıcie algébrica de grau 1 em P
n que

contém L
l, então a0 = ... = al = 0. Isto pode ser visto tomando para todo j = 0, 1, . . . , l

os pontos [0, . . . , 1︸︷︷︸
j

, . . . , 0, 0, . . . , 0] em L
l. Assim

f =
n∑

i=l+1

aizi.

Ou seja f pode ser considerado como um polinômio em C
n−l.

Denotemos por Hn−l
1 o subespaço formado por todos os polinômios homogêneos em C

n+1

de grau 1, que dependem só das variáveis zl+1, . . . , zn e consideremos o polinômio

~
n−l
1 (X) = det




zl+1 zl+2 · · · zn

X(zl+1) X(zl+2) · · · X(zn)
...

... · · · ...

Xn−l−1(zl+1) Xn−l−1(zl+2) · · · Xn−l−1(zn)




onde {zl+1, . . . , zn} é uma base de Hn−l
1 .

Suponha que F não admita integral primeira racional então:

i) ~
n−l
1 (X) 6= 0

ii) Toda hipersuperf́ıcie algébrica homogênea de grau 1 que contém L
l e X-invariante é

um fator de ~
n−l
1 (X).

Com efeito

i) e ii) podem ser provados de forma análoga à proposição (5.0.1) e ao teorema (5.0.1).

Sejam f1, f2, . . . , fN os polinômios homogêneos de grau 1 contendo L
l e X-invariantes,

então por i) e ii) temos

{fi = 0} ⊂ {~n−l1 (X)}

para todo i = 1, . . . , N . Sendo as fi irredut́ıveis, temos pelo teorema dos zeros de Hilbert

que

fi|~n−l1 (X)
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mais espećıficamente

~
n−l
1 (X) = (f1...fN).R

para algúm R ∈ C[zl+1, . . . , zn], isto pois, C[zl+1, . . . , zn] é um D.F.U. De aqui temos

grau (~n−l1 (X)) =grau (f1...fN .R) ≥ grau (f1...fN) =
∑N

i=1grau (fi) = N (26)

Por outro lado

grau (~n−l1 (X)) = (d− 1)
(
n−l
2

)
+ (n− l) (27)

Assim, pelas equações (26) e (27) temos

N ≤ (d− 1)

(
n− l

2

)
+ (n− l)

Ou seja, o número de hipersuperf́ıcies algébricas de grau 1(hiperplanos) contendo L
l e

F -invariantes é no máximo

(d− 1)

(
n− l

2

)
+ (n− l)

Isto demonstra o seguinte Corolário:

Corolário 6.0.1 Seja F uma folheação holomorfa 1-dimensional no espaço projetivo

P
n com grau(F) = d. Suponha que F não admite integral primeira racional, então o

número de hiperplanos invariantes por F que contém um l-plano fixo , 1 ≤ l ≤ n− 1 é

limitado por

(d− 1)

(
n− l

2

)
+ n− l

Observação 6.0.3 A cota dada no corolário (6.0.1) é ótima. De fato, Consideremos o

campo vetorial

X =
l∑

j=0

∂

∂zj
+

n∑

j=l+1

zj(z
d−1
j − 1)

∂

∂zj
.

Temos que X deixa invariante os hiperplanos

zj = 0, l + 1 ≤ j ≤ n

λzi − zj = 0, λd−1 = 1, l + 1 ≤ i < j ≤ n.

Ao mesmo tempo que estos hiperplanos contém o l-plano fixo L
l = {zl+1 = . . . = zn = 0}.
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