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Resumo

A teoria da integrabilidade construida por Darboux provei uma relacao entre a integrabili-
dade de campos vetorias polinomiais e o nimero de hipersuperficies algébricas invariantes
que ele admite. Esta teoria proposta inicialmente por Henri Poincaré tem sido aplicado
satisfatoriamente ao estudo de muitos modelos fisicos. Jean Pierre Jouanolou melhorou
muito a teoria de Darboux caracterizando a existéncia de integrais primeiras racionais
para 1-formas Polinomiais em K" e Pg, onde K é um corpo algebricamente fechado de
caracteristica zero.

Este trabalho esta baseado no estudo do artigo [9], no qual M.Corréa Jr, L.G.Maza
e M.G.Soares demostram um teorema de integrabilidade algébrica de tipo Darboux-
Jouanolou para as r-formas polinomiais. Assim o primeiro resultado principal de este

trabalho esta dado por

Teorema 4.0.1 Seja K um corpo algébricamente fechado e w uma r-forma polinomial

de grau d em K". Se w admite

(d—1+n> ( n )
. +r4+1
n r+1

hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, entao w admite uma integral primeira

racional.

Supondo que a forma nao admite integral primeira racional a ltima equacao nos prove
uma cota para o numero de hipersuperficies invariantes por w, infelizmente esta cota
estd longe de ser 6tima. Desta forma o segundo resultado de este trabalho esta basejado
na teoria de integrabilidade de Lagutinskii-Pereira, na qual é introduzido o conceito de

r-ésimo polindmio extactico de um campo de vetores fornecendo um outro critério para a



existéncia de integrais primeiras racionais. Em particular obtemos uma cota étima para

o numero de hiperplanos invariantes.

Teorema 5.0.2 Seja X um campo polindmial em C” de grau d. Suponha que X nao ad-
mite integral primeira racional entao o nimero de hipersupericies irredutiveis invariantes

por X de grau k£ é no maximo

("N L1 k+1\[(n+k\
(d 1)( 5 +k’ 5 k 1.
Em particular, se k = 1 vale
n+1
( 5 )(d—l)—i—n,

sendo esta ultima cota 6tima.

Finalmente, na tltima parte deste trabalho, damos uma aplicacao a teoria das folheacoes

holomorfas de dimensao um no espaco projetivo P".

Teorema 6.0.3 Seja F uma folheacao holomorfa 1-dimensional no espaco projetivo

¢ com grau(F) = d. Suponha que F nao admite integral primeira racional entao

1. O ndmero de hipersuperficies irredutiveis invariantes por F de grau k contando

multiplicidade é no maximo
n+k\ 1)
- d—1).
(") =3 (5 Y

(n+1)+ (”;1)(d—1):nd+ (Z)(d—l)Jrl.

2. No caso k =1 vale,

Palavras-chaves: Campo de vetores; hipersuperficies invariantes; folheagoes

holomorfas.



Abstract

The theory of integrability developed by Darboux provides a relationship between the inte-
grability of polynomial vector fields and the number of invariant algebraic hypersurfaces
that they admit. This theory, initially proposed by Henri Poincaré, has been success-
fully applied to the study of many physical models. Jean Pierre Jouanolou significantly
improved Darboux’s theory by characterizing the existence of rational first integrals for
polynomial 1-forms in K" and P, where K is an algebraically closed field of characteristic
zZero.

This work is based on the study of article [9], in which M. Corréa Jr., L. G. Maza, and
M. G. Soares prove an algebraic integrability theorem of Darboux—Jouanolou type for

polynomial r-forms. Thus, the first main result of this work is given by

Theorem 4.0.1 Let K be an algebraically closed field and let w be an r-form of de-
gree d in K". If w admits

(d—1+n> ( n )
. +r+1
n r+1

irreducible invariant algebraic hypersurfaces, then w admits a rational first integral.

Assuming that the form does not admit a rational first integral, the above equation
provides an upper bound for the number of invariant hypersurfaces of w, unfortunately,
this bound is far from optimal. Thus, the second main result of this work is based on
the Lagutinskii—Pereira theory of integrability, in which the concept of the r-th extactic
polynomial of a vector field is introduced, providing another criterion for the existence
of rational first integrals. In particular, we obtain an optimal bound for the number of

invariant hyperplanes.



Theorem 5.0.2 Let X be a polynomial vector field on C" of degree d. Suppose that
X does not admit a rational first integral. Then the number of irreducible invariant

hypersurfaces of degree k of X is at most

() )

In particular, if £ = 1, we have

(";1)(d—1)+n,

and this last bound is optimal.

Finally, in the last part of this work, we present an application to the theory of one-

dimensional holomorphic foliations on the projective space P".
Theorem 6.0.3 Let F be a one-dimensional holomorphic foliation on the complex
projective space Pg with degree deg(F) = d. Suppose that F does not admit a rational

first integral then

1. The number of irreducible invariant hypersurfaces of F of degree k, counted with

(194

n+1

(n+1)+< , )(d—l):nd+ (Z)(d—l)Jrl.

multiplicity, is at most

2. For k =1, we have

Keywords: Vector field; invariant hypersurfaces; holomorphic foliations.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, vamos introduzir conceitos e resultados que serao fundamentais para o
posterior entendimento de este trabalho. Vamos comecar inicialmente com a teoria das
r-formas lineares alternadas, posteriormente vamos continuar com a teoria dos campos
vetorias ou derivagoes e finalizaremos com o caso particular das r-formas holomorfas no

espaco afim C".

1.1 Formas r-lineares Alternadas

Ao longo desta secao K denotara um corpo algébricamente fechado de caracteristica zero

e F um K-espaco vetorial de dimensao finita.

Pela dlgebra linear sabemos que se {ei,...,e,} é uma base de E, entdo a base dual de £
esta dada por {ef,..., e’} onde,
. 1, se 1=,
€ (ej) = 5ZJ -
0, se 1©# 7.

1.1.1 Permutacoes

Fizemos um inteiro . Uma permutagao de um conjunto A = {1,2,...,r} é uma aplicagao
bijetiva 7 : A — A. Uma permutagao ciclica denotada por (ajas . .. ax) é uma permutagao
7 de A tal que

T(a1) = ag, 7(ag) =asz,..., 7(ax) = @

e de forma que 7 fixa todos os outros elementos de A.

A permutagcao ciclica (ajas .. .ax) é também chamada de um k-ciclo.
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Em particular permutagoes da forma (ab) sdo chamados de transposigdes. Denotemos por
S, o grupo de todas as permutagoes do conjunto {1,2,...,7}.
Uma permutacao é par ou impar se ela é o produto de um nimero par ou impar de

transposigoes.

1.1.2 Aplicagoes Multilineares

Denotemos por E = Ex ... x E o produto cartesiano de r cépias do K-espago vetorial
E. Uma forma r-linear em E, é uma aplicacio w : £ — K linear em cada um dos r

argumentos ou seja
w..,av+bw,...)=aw(...,v,...) +bw(...,w,...)

para todo a,b € K e v,w € FE.

Denotaremos por L,(E) o espago vetorial de todas as formas r-lineares em E.

Definicao 1.1.1 Uma forma r-linear w: E — K € simétrica se

OJ('UT(l)a o ,UT(T)) = W(Ula . 7“7")

para toda permutacdo T € S,.

Uma forma r-linear € alternada ou exterior se

W(Ur(1ys - - -5 Vr(ry) = Sgn(T)w(v1, ..., vp)
para toda T € S, onde Sgn(T) denota o sinal da permutagdo T dado por

1, se T € par,
Sgn(t) =

—1, se T € impar.

Denotaremos por \'(E) o espaco vetorial das formas r-lineares alternadas.

Exemplo 1.1.1 Consideremos E = K". Sejam vy,vs,...,v, € K" € [v1,v9,...,0,] a ma-
triz cujas colunas sao formadas pelas coordenadas dos vetores v; relativo a base canonica

de K". A aplicacao determinante dada por

det : K" x ... xK" —K
~——

(U1, ..., 0,) — det([v, ..., v,])

¢ uma forma r-linear alternada.
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Exemplo 1.1.2 Seja B = {ey,...,e,} uma base de E. A aplica¢ao produto vetorial dada
por

/\:Ex...xE—>E

n—1

n

(01, 1) > Y (=1) " det(Ay)e;

i=1
onde A; € a matriz (n — 1) x (n — 1) omitindo a i-ésima linha da matriz (aij)nxm-1)

obtida da relagio v; =Y a;je; , para todo j =1,2,...,n—1, € uma aplicacao n-linear
alternada. Usaremos a notagao N(vi,...,0n_1) =01 A... AUy 1.

No caso n = 3 temos que v; A vy = v; X V9 onde X € o produto vetorial de K3.

1.1.3 Produto Tensorial de Formas Multilineares

Seja w € L.(F) e 9 € L;(E) o produto tensorial entre w e ¢ é a forma (r + [)-linear w ® ¥

definida por
(WD) (1, .o Uy Uity e oy Upgg) = W01+ o, U ) (Vpgty + vy Upgg)-
Proposicao 1.1.1 Se w, v, 8 sao formas multilineares em E, entao
(WL =w (I [).
Prova ver [6].

Proposicao 1.1.2 Seja B = {ey,...,e,} uma base ordenada de E e B* = {e},... e’} a
base dual, entio para toda sequéncia de inteiros {1 < iy < iy < ... <14, < n} as formas

. * *
r-lineares €, @ ... ® ej forman uma base para L,(E).

Prova ver [1].

1.1.4 Produto Exterior

Seja w € N'(E) e 9 € N'(E). O produto exterior entre w e ¥ é a forma (r + [)-linear
alternada w A ¢ definido por
N(B) x N'(B) — N(B)
(w, ) HwAY = G A(w @)

rl !

onde A(w) =>___o Sgn(7T)w. Se segue da defini¢ao que

TGS’I‘

1
(WAD) (€1, ..y €ry €ty Crpy) = T Z Sgn(T)w(eray, - - ere)) V(erirri), - - s Crryn))-

TEST_H
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As provas das proposigoes e corolarios abaixo podem ser encontradas em [6],[1].
Proposicio 1.1.3 Sejam w e N\ (E), 9 € N(E) e B € N (E) entio

i) wAY = (=1)""W Aw (anti-comutatividade)

W) wA(WAB)=(wAI)AB (associatividade)

Corolario 1.1.1 Sew € N'(E) e r € impar entdo wAw =0

Corolario 1.1.2 Nas mesmas hipdteses da proposicao (1.1.3) temos

1

s

Proposicao 1.1.4 Sejam ws,...,w, € E* e vy,...,v, € E entao
wi A A we(vr, ., 0) = detw; ()]
Prova Usando a definicao do produto exterior temos

wi A AwR(vg,y ) = Z Sgn(T)w1(vr)) - - - wr(Vr(ry) = det[w;(v;)].
TESy

Definicao 1.1.2 Uma r-forma alternada o sobre um espaco vetorial E € dita decom-

ponivel se existem 1-formas lineares wi,ws, ... ,w, € E* tais que
a=wi N... \Nwy.
Veremos que toda r-forma alternada é combinacao linear de r-formas descomponiveis.

Proposicao 1.1.5 Seja B = {vy,...,v,} uma base de E e B* = {v],...,v}:} a base

dual, entao

/\(B) ={vj A A 1<d <. <id, <n}

(2

forman uma base para o espago vetorial \'(E).

Prova Introduzindo a nota¢do de multi-indice para [ = {1 < i, < ... < i, < n} e
J={1<ji<...<jr <n}eescrevendo Vi = (v, vi,...,v;,) € V=0 N... v}
temos que
. 1, se I =,
Vi(Vy) =
0, se I#J.

Assim, se « € A\"(F) chamando entao f; = fii,.:, = a(V7) € K temos

a= > LV

1<i1 <. <ir<n

ou seja \"(B) é um conjunto gerador, por outro lado nao ¢ dificil mostrar que A\"(B) é

um conjunto linearmente independente por tanto, /\"(B) é uma base para A" (E).
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Corolario 1.1.3 Se o espago vetorial E tem dimensdo n, entdo o espago vetorial \"(E)

tem dimensao (:f) )

Corolério 1.1.4 Se r > dimgFE entao \'(E) = {0}.

1.1.5 Algebra de Grassman

Seja £ um K-espago vetorial de dimensao n. Consideremos o seguinte K-espaco vetorial

2 n
NE=KoEeo NEe®.. o \E,

lembremos que K = A\’E e E= A\'"E. Assim dado Q € AE temos a seguinte
expresao.

Q=wog+w; +...w,.

onde w; € /\Z E, paratodo i=0,1,...,n.
Podemos ver também que
dimg </\ E> = Z (n) = 2"
im0 \!
Vamos definir a continuagao um produto em A E em térmos do produto exterior.
Dados Q2,0 € \ E, sabemos que Q=wy+w;+...w, € 0 =0p+6;+...+0,. Assim
a aplicacao definida por
(): NExXANE—A\E
(,0)— Q.0 = (wo+wi+...+wy) AN(Og+01+...+6,)
= wobo + (wob1 + w1by) + (woba + w16y + waby)
= Z?:o(ziﬂ':r wi A ‘gj)a
satisfaz as seguintes propriedades .
- (NE).(N E)c N7 E ouseja A F é uma élgebra graduada com unidade.
- A\ E é anti-comutativa e associativa, isto devido & anticomutatividade e associatividade
do produto exterior.

Com estas propiedades A F é chamado Algebra de Grassmann.

Definicao 1.1.3 Uma sequéncia de aplicagoes lineares entre espagos vetoriais
E-5SF-5a

¢ dita exata se ker(v) = Im(p) .
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1.1.6 Produto Interior ou Contracgao

Seja ve E ek € N | consideremos a seguinte aplicagao linear.

k k—1
w: \E— \E
w —> 1,(w)

w(w)(er, ... ep_1) = w(v,eq,...,651).

Definicao 1.1.4 A aplicacao linear 1, € chamado produto interior ou contrac¢ao.

Proposigio 1.1.6 Sejamu,ve E,we N'E,0e N E e\ eK entio
) Vo = by + 0 € gy = Aly.

1) 1y ty = 1yl

iii) 2 = 0.

i) 1,(wA0) = (1,(W)) ANO+ (—=1)"w A (2,(0)).

Prova ver [6].

1.2 Campos de Vetores e Derivacoes em C"

1.2.1 Derivagoes em um ponto

Seja U C C™ aberto. Vamos denotar por C*°(U) a C-algebra sobre U fomada por todas
as fungoes infinitamente diferencidveis definidas em U e por O(U,) o espago de fungoes
holomorfas definidas numa vizinhanca de p.

Um Campo de Vetores X em U é uma aplicacao que associa a cada ponto p € U uma

aplicacao

satisfazendo

i) X, é C-linear.

i) X,(f9) = X,(9)f(p) + 9(p)X,(f) para todo f,g € O(U,) (regra de Leibniz).

Uma aplicacao com estas propiedades é chamada uma derivacao em p. Denotemos por
D,(C™) o espago vetorial formado por todas as derivagoes em p.

Dado v € C" definamos a aplicagao D, dada por

D,:0(U, —C
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o
fr—= i vigs ()
0
= 2?21 U'La_i:(p)
Nao e dificil mostrar que a aplicagdo D, é uma derivacao em p. Assim usando o Isomor-

fismo 7,,(C") ~ C" podemos definir também a aplicacao
¢ : T,(C") — Dy(C")

v+— D,

A aplicacao ¢ é um Isomorfismo de espagos vetoriais.

Em particular tomando os vetores canonicos v =¢; = (0,..., 1 ,...,0) tenemos que
~
i—estma
S _ 5.0 d
as derivagoes {Dey, ..., De,} = {5 |p,-- -, 5.- |p} forman uma base de T,(C").

De esta forma para o campo e vetores X temos que

u 0
Xp = Zaz(p)a |p7
i=1

(2

para todo p € U.
Dizemos que o campo X é de classe C*™ em U se as fungoes coordenadas a; sao de classe
C*> em U. Esta construcao permite também definir un campo vetorial em U como uma

aplicagdo que associa para cada p € U um vetor tangente X, € Tp(C").

1.2.2 Campos de Vetores como Derivacoes

Seja X é um campo de vetores de classe C* em U e f € C>*(U) consideremos a fungao

X(f) em U definida por

i=1
mostrando assim que X(f) € C*°(U). De esta forma um campo de vetores X de classe

C* em U induz uma aplicagao C-linear

C=(U) —s C(U)
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f— X(f)

Além disso esta aplicacao satisfaz a regra de leibniz

X(fg) = X(f)g + fX(g)

Em geral se A é uma algebra sobre um corpo K, uma derivacao de A é uma aplicacao
D:A— A

satisfazendo

i) D é K-linear

ii) D(a.b) = (D(a))b+ a(D(b)) para todo a,b € A.

O conjunto de todas as derivagoes de A é fechado sobre a adigao e a multiplicagdo por
escalar e forma um espago vetorial denotado por Der(A). Assim dado um campo de
vetores de classe C* em U este induz uma derivagao da C-algebra A = C*°(U). Isto

permite definir a aplicacao
¢ x(U) — Der(C>(U))

Xr— (f = X(/))

Onde x(U) é o C-espago vetorial formado por todos os campos vetoriais de classe C™ em
U.

Pode se provar de fato que ¢ é um isomorfismo de espacos vetoriais, mais ainda é um iso-
morfismo de médulos sobre C°(U), mostrando assim que os campos de vetores de classe
C> em um aberto U podem ser identificados com as derivagoes da C-dlgebra C*(U).

Considere uma equagao diferencial ordinaria (EDO) da forma

le

% = Pl(zla-'-azn)

dz,

yT Py(z1,...,2n)
onde P;, ..., P, sao polinomios em n variaveis complexas.

Uma aplicacao holomorfa v : U C C — C" definida num aberto U de C, é uma solugao

do sistema acima se

Z_Z@) = (P(Y(1)), ..., Pa((1)))
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para todo t € U. O teorema de Existéncia e Unicidade para (EDO) complexas garante
a existéncia de solucoes para sistemas polinomiais. Seja v : U C C — C™ uma solugao
com 7(0) = p e 7' (0) = (P.(7(0)),..., P.(7(0))), consideremos a derivacao em p definida

por

Temos que

W) =2 =) = > P(1(0) 52 (p) =

i=1 =1 i=

para todo f € O(U,), ou seja
- 0
Xp = i:E 1 R(p> azi ’p

para todo p € U. Desta forma a (EDO) complexa podemos associar o campo de vetores

- 0
X= P—
; aZi
tendo-se que

T #) = X((1)

para todo t € U. Ou seja v é a solugao da equacgao diferencial induzida pelo campo X.

1.2.3 r-formas holomorfas em C"

Uma r-forma holomorfa num aberto U C C" é uma aplicacao holomorfa
w:UC(C"—>/T\((C")*.

Toda r-forma holomorfa pode ser escrita como

W = § fil...i7~dzi1 VANRAN dZZ'T .
1<ii<...<ir<n

onde f;, ;. € O(U). Denotaremos por A\"(U) o espago das r-formas holomorfas definidas

no aberto U C C".

Definicao 1.2.1 Seja w = > fiyindzi, N\ ... Ndz;, wma r-forma holomorfa.

1<i1 <. <ir<n

A diferencial exterior de w € a (r + 1)-forma holomorfa dada por

do= Y dfi.i Ndz AL Adz,

1<i1<...<ip<n
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n  Ofiy. i,
onde dfi, i, =3 5, ot dz.

Definicao 1.2.2 Seja U e V' abertos de C* e C™ respeitivamente. Consideremos agora
uma aplicagio holomorfa p = (p1,...,pm) : U C C* — V. C C™ e uma r-forma

holomorfa em V

0= Z fil__irdzil VANIAN dZZ‘r.

1<i1 <. < <m

O pull-back de 6 por p € por definicao a r-forma holomorfa em U dada por

p*9 = Z (fnlr 9} p)dZ“ VANPIIAN dZZ'T

1<i1<...<ip<n

Proposic¢ao 1.2.1 Seja F: U C C" — V C C™ uma aplicagio holomorfa, w € N (V)
e 0 e N(V) entio

i) [flwnb) = frwn fro

ii) df*(w) = f*(dw)

i) d*(w) =0

w) dw A 0) =dwA b+ (—1)"wAdb.

Prova ver [6].
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Capitulo 2

Variedade Algébricas Afins e

Aplicacoes Polinomiais

Neste capitulo vamos estudar os conceitos relacionados as variedades algébricas afins. A
finalidade central deste capitulo serao entender o Teorema da base de Hilbert e o teorema
dos Zeros de Hilbert pois eles sao fundamentais nos capitulos 4,5 e 6. As demostracoes

da proposigoes, lemas e teoremas deste capitulo podem ser encontradas em [12]

2.1 Variedades Algébricas Afins

Definicao 2.1.1 Sejam f1,..., fs polinomios em n wvaridveis complexas isto é

fi,- o, fs €Clz, ..., 2] 0 conjunto
V(fi,--, fs) ={(a1,...,a,) € C": fi(ay,...,a,) =0 ,¥Vi=1,2,...,n}

¢ chamado variedade algébrica afim.
No caso en que s =1 e grau(f) = d dizemos que V(f) é uma hipersuperficie algébrica de

grau d.

Seja V(fi,..., fs) uma variedade algébrica afim com s < n. Consideremos a aplicagao
holomorfa f = (f1,...,fs) : C* — C* o conjunto singular de V ¢é definido por

Sing(V) :=={p € V : df (p) ndo tem posto maximo }

Observagao 2.1.1 Considerando a restrigio de f ao conjunto aberto C"\ Sing(V') ou

seja g = flem singevy : C"\ Sing(V) — C
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temos que:

1) g7(0) = V'\ Sing(V)
i1) 0 € um valor regular de g .
Assim o conjunto V,e, := V \ Sing(V') chamado parte reqular de V' é uma variedade

complexa de dimensao n-s.

Defini¢ao 2.1.2  Sejam fi,...,fs € Clz1,...,2,]. O ideal gerado por fi,...,fs é o

subconjunto do espago de polinomios Clzy,. .., z,] dado por
<o fo>={D _hifii by, he €Cla, .. 2]}
i=1

Proposigao 2.1.1 Se fi,...,fs e g1,...,q; sao tais que < f1,...,fs >=< g1,...,9: >
entao V(f1,..., fs) =V(g1,---,G)

Intersecoes e unioes de conjuntos algébricos também sao algébricos.

lema 2.1 Se V,\W C C" sao variedades afins, entao VUW e V NW também sao
variedades afins.

Prova Se V =V(fi,....fs) e W=W(g,...,g:) entdo

VUW =V(fig;) onde1 <i<s,1<j<t.

VAW =V(fi, ..., fs; 01, -, 9t)-

Este tdltimo lema implica que intersegoes arbitrarias e unioes finitas de variedades afins
sao ainda variedades afins. Além disso podemos ver que C" e ) sao também variedades
algébricas, desta forma podemos definir uma topologia em C" chamada Topologia de
Zariski onde os conjuntos fechados sao as variedades algébricas V(f1,..., fs) ou seja os

conjuntos abertos sdo os complementares de V(f1,..., fs).

Definicao 2.1.3 Seja V C C" uma variedade afim. O ideal de V' € por defini¢cao
IV)={feClz,...,z.): flar,...,a,) =0,Y(ay,...,a,) €V}
A inclusao seguinte é claramente verdadeira

lema 2.2 Se fi,..., fs € Clzy,..., 2, entdo

< fiyoo s fs >CIV(f1,. .., fs))
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A igualdade en geral nao é valida como mostra o préximo exemplo.

Exemplo 2.1.1 Dados fi(x,y) = 2%, fo(z,y) = y* € Clz,y] temos

i) V(fi, f2) = V(2*,y*) ={(0,0)}

i )JI(V(2?,y%)) = 1({(0,0)}) =< 2,y >.

De fato: provaremos ii)

Claramente < z,y > C 1({(0,0)}).

Por outro lado, se f € I({(0,0)}) entdo f =3 aia"y’ onde ago = f(0,0) =0
logo f=0+( ¥ agad)=( X agr )+ (S aoy )y € <,y >

(i5)#(0,0) (i5),i>0 7>0
Agora como x €< 2%, y* > temos que I(V(2%,y?)) €< 22, y* >

Proposicao 2.1.2 Sejam V e W wvariedades afins em C" entao
i)V C W se, e somente se, [(V) D I(W)
i) V=W se, e somente se, I(V) = I(W)

Prova é suficiente demostrar a parte )

Seja f € I(W) temos que f(p) =0, Vp € W como V C W entao f(q) =0, Vg € V por
tanto f € I(V) isto é (W) C I(V).

Por outro lado se p € V temos que f(p) =0, Vf € I(V) como I(V) D I(W) temos que
g(p) =0, Vg € I(W) como W = W(gy,...,gs) entao {gi1,...,9s} C I(W) assim temos
que g;(p) =0, Vi=1,...,s entdop € W ousejaVC W.

Podemos definir também a variedade de um ideal.

Defini¢ao 2.1.4 Seja I C Clzy, ..., 2,] um ideal. A variedade de I esta definido como
V() =A{(a,...,a,) €C": f(ay,...,a,) =0, Vf eI}

O préximo teorema é conhecido como o Teorema da base de Hilbert

2.1.1 Teorema da Base de Hilbert

Teorema 2.1.1 Todo ideal I C Clzy,...,z,] € finitamente gerado, isto é existem

fi,o o, fs € Clzy, ..., 2] tais que
]:<f1,...,fs>

Corolario 2.1.1 Se I um ideal de C[z, ..., z,] entao V(I) é uma variedade afim.
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Observacao 2.1.2 O Teorema da Base de Hilbert mostra que todo subconjunto algébrico

€ a intersecao de um numero finito de hipersuperficies.

De fato. Seja J C C" subconjunto algébrico entao J = V(S) onde S C Clzy,. .., z,)
consideremos agora I =< S > temos que V(S) = V(< S >). Pelo Teorema da Base de

Hilbert temos que I =< fi,..., fs > onde fi,..., fs € Clz1,..., 2], assim
J=V(S) = V(D) = Vi ) = (VIR
i=1
Seja I um ideal de C[zy, ..., z,], o radical de I é definido por
VI={f€Clz,...,2) :ImEN, f" eI}

O Teorema dos Zeros de Hilbert diz que o ideal de uma variedade V' (I) ¢é o radical de .

2.1.2 Teorema dos Zeros de Hilbert-Nullstellensatz
Teorema 2.1.2 Seja I C Clzy, ..., 2,| um ideal entdo
I(V() =VI

Observacao 2.1.3 Pelo Teorema da Base de Hilbert temos que
I(V(fio- f) = 1(V(I) =VI= V< fi, o o>

Exemplo 2.1.2 Usando o Teorema dos Zeros de Hilbert temos
I(V(@?®,y%) = /< (@%,y° >
ou seja

<z y >= /< (22, y% >.

Uma variedade algébrica V' C C™ é dita redutivel se ela pode ser escrita como uma uniao
de duas subvariedades propias nao vazias isto ¢ V =V, UV, onde V # Vi eV # Vj

caso contrario, dizemos que V é irredutivel .

Exemplo 2.1.3 V(f) € irredutivel se, e somente se, f é um polindmio irredutivel .

Exemplo 2.1.4 Considerando a variedade algébrica afim em C* dada por
V =V(z®+ay® — zz,yr* + y> — yz2)

pode-se facilmente verificar que
V=V(@?+y*—2)UV(z,y)

mostrando assim que V' € redutivel.
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A seguinte proposicao caracteriza variedades irredutiveis.

Proposigao 2.1.3 Seja V C C" variedade afim. As sequintes afirmagoes sdo equivalen-
tes.
i) V€ irredutivel

i) I(V) é um ideal primo de Clzy, ..., z,).

Esta tultima caracterizacao juntamente com o Teorema dos Zeros de Hilbert nos permite
establecer uma correspondéncia biunivoca entre ideais primos e variedades algébricas ir-
redutiveis dada por

I— V(I).

2.2 Aplicacoes Polinomiais e Racionais

Defini¢ao 2.2.1 Uma aplica¢io ¢ : C™ — C™ € dita aplicagdao polinomial (ou aplicagdo

reqular) se existem polinomios fi, ..., f, € Clz1, ..., 2z,] tais que

dlat,...,an) = (filar, ... am), - fular, ... an)) ,

para todo (ay,...,a,) € C" .

Da mesma forma que o anel dos niimeros inteiros pode ser imerso no corpo dos nimeros
racionais temos que o anel dos polindémios Clz1, .. ., 2,| pode ser imerso como um subanel
do corpo das fungoes racionais

flz1, 0y 2zn)
g(z1, ..., 2n)

C(zl,...,zn):{ :f,gE(C[zl,...,zn},g;éO}.

Este é o chamado corpo das fragoes de C|zy, ..., z,].
Uma aplicagao ¢ : C™ — C” é dito uma aplicagao racional se

o= (L. 1)

gl" "gn

Observemos que ¢ nao é uma funcao propiamente dita pois ela nao esta definida ao
longo do conjunto algébrico
chamado conjunto de indeterminacgao de ¢.

Dada uma funcao racional R = g associamos uma familia de hipersuperficies algébricas
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{P — AQ = 0} ec que chamamos de pencil de hipersuperficies associado a g. O

conjunto de polos de g é a hipersuperficie

<§>oo — Q=0

Denotaremos por Cg4[z] := Cylz1, ..., 2,] 0 espago vetorial dos polindémios de grau menor
ou igual a d. E bem conhecido ( ver[l] ) que

dim Cyfz] = (4).

n
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Capitulo 3

Folheacoes Holomorfas e o Teorema

de Frobenius

Neste capitulo introduziremos os conceitos de distribuicoes de k-planos e algumas de
suas propriedades, que serao nescessarios para enunciar o famoso Teorema de Frobenius.
Posteriormente introduziremos os conceitos de folheacao holomorfa singular e nao singular
para logo estabelecer uma relagao entre distribuicad e folheacao, alids toda folheagao F
de dimensao k£ induz uma distribuicao de planos k-dimensional. O Teorema de Frobenius
nos garante a reciproca desta afirmacao. Na parte final deste capitulo estudaremos o caso
particular das folheagoes holomorfas no espago projetivo P™.

Todas as demonstragoes dos resultados deste capitulo podem ser encontradas em [2],[3],[4]

e [8].

3.1 Teorema de Frobenius

3.1.1 Distribuicao numa Variedade

Uma distribuicao de k-planos em uma variedade M é uma aplicacao D que associa a cada
ponto ¢ € M um subespaco vetorial D(q) de dimensao k de T, M. Dizemos que uma
distribuicao de k-planos é de classe C", se para todo ¢ € M existem k campos de vetores
X1 ..., X* de classe C", definidos em uma vizinhanca U de ¢ tais que para todo z € U

{XYz),...,X*()} é uma base para D(x).

Defini¢ao 3.1.1 Dados dois campos de vetores X, Y € x(U). O campo vetorial definido
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por [X,Y]=XY —YX € chamado colchete de Lie de X e Y.

Definicao 3.1.2 Dizemos que uma distribuicao de planos D ¢é involutivo se, dados
dois campos de vetores X e Y tais que, para cada g € M com X(q),Y (q) € D(q) entdo
[X,Y](q) € D(q).

Uma distribuicao de k-planos D € dita completamente integravel se para todo p € U C M
tal que D(p) =< X*(p),...,X*(p) > existe uma subvariedade k-dimensional L, tal que
TpLy = D(p).

Teorema 3.1.1 (Frobenius)
Seja D uma distribuicao de k-planos de classe C™°. Entao D é completamente integrdvel

se, e somente se, € involutivo.

veja [3]

3.1.2 Distribuicao de k-planos definidos por formas diferenciais

Sejam w!, ..., wk 1-formas de classe C"(r > 0) definidas e linearmente independentes em

um conjunto aberto U C M™". Para cada ¢ € U definamos

D(q)={veT,M:wy(v)=...= wk(v) = 0}

q

k

1
Desde que w,, . ..,w;

sdo linearmente independentes no dual (7,M)* temos que D(q) é

um subespaco de codimensao k de T, M.

Proposicao 3.1.1 Uma distribui¢do de planos de classe C"(r > 0) e de codimensdo k
em M pode ser definido localmente como o nicleo de k, 1-formas de classe C" linearmente

k

independentes. Reciprocamente, se w',...,w" sio 1-formas de classe C" linearmente in-

dependentes em M entao
D(q) ={v e T,M : w,(v) = W) =0}
define uma distribuicad de planos de codimensao k e classe C™ em M.

Teorema 3.1.2 (Frobenius para formas)
Seja D uma distribuicao de planos de codimensao k e classe C" definido em um conjunto
aberto U C M por 1-formas linearmente independentes w',. .., w*. Entdo D é completa-

mente integravel se, e somente se, para todo j € {1,...,k} temos

do? A (WAL AWR) =0
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3.2 Folheacoes Holomorfas

Seja M uma variedade complexa de dimensao n > 2.

Definicao 3.2.1 Uma folheagao holomorfa nao singular F de dimensao k em M
com 1 <k <n-1 ¢ dada por
1) Uma cobertura {Uy}aca de M por abertos.

2) Para cada o € A, um biholomorfismo
P, : Uy — DF x D*F

onde D C C € o disco unitdrio na origem.

3) Se Uy = U, NUg # B entao a mudanca de coordenadas
Pag : Pa(Uap) —> Ps(Uap)

(z,w) — Pgo D (z,w)
¢ da forma

Pop(z,w) = (hap(z, W), gas(w)).

Cada aberto U, é chamado aberto trivializador da folheacdo.
Por 2) da definigao anterior temos que U, é descomposto em subvariedades holomorfas
de dimensao k da forma ®;1(D* x {wy}), onde {wy} € D"~*. Estas subvariedades sdo
chamadas de placas de U,.
Por 3) as placas se sobrepoem nas interseges de abertos trivializadores ou seja. Se P, e
Pg sao placas de U, e Ug respectivamente entao

P,NP;=0 ou P,=Ps=P,NUsz=P;NU,.
Dados p,q € M definimos a seguinte relacao de equivaléncia p ~ ¢ se existem placas
P,P,....P,compe Peqe P, taisque P,NP # 0,7 =1,...,n-1. A classe
de equivalencia de p € M por essa relacao é chamada de folha de F passando por p.
Cada folha, com a topologia gerada pelos abertos de suas placas, possui estrutura de
variedade complexa de dimensao k imersa biunivocamente em M. De esta forma uma
folheagao holomorfa F de dimensao k proporciona uma decomposi¢ao da variedade em
subvariedades imersas de dimensao k, dois a dois disjuntas.
O espaco tangente a folheacao F em p € M, denotado por T,F ¢ definido como o espaco
tangente no ponto p, a folha passando por esse ponto.

Diremos também que duas folheagoes sao iguais se todas a suas folhas coincidem.
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Exemplo 3.2.1 Dado o espaco afim C" podemos considerar qualquer decomposi¢ao
C" = CF x C"*. Tal decomposicio define uma folheacdo F de dimensio k em C", cujas

folhas sao os subespagos afins C* x {q}, ¢ € C"7F.

Em seguida veremos formas equivalentes de definir uma folheagao.

Proposicao 3.2.1 (Descri¢ao por submersoes locais)

Seja F uma folheagao holomorfa de dimensao k entao F € dada por cole¢oes U = {Uq }aca
Y = {Yadach € G = {gus}vanu,po que satisfazem

i) U € uma cobertura de M por abertos.

i) Para todo o € A, vy, : Uy — C"% ¢ uma submersao.

i) Se Uy NUg # 0 entdo yo = gap(yp)

onde gos : Ys(Uy NUg) C C* — 4, (Uy, NUg) C C* é um difeomorfismo local holomorfo.

Neste caso as placas de F em U, sdo os conjuntos da forma y,'(q), q € V, .

Exemplo 3.2.2 Seja f : M — N uma submersao holomorfa, onde M e N sao va-
riedades holomorfas de dimensoes n+k e k respectivamente. Neste caso, pelo Teorema
holomorfo da forma local das submersies, os conjuntos de nivel {f = c}, ¢ €N, sao sub-
variedades holomorfas de codimensdo k de M. A definicao equivalente por submersoes
locais garante que existe uma folheacao em M cujas folhas sao as componentes conexas

dos conjuntos de nivel de f.

Sejam M e N variedades complexas, f : M — N uma aplicacdo holomorfa e F uma

folheacao em N de codimensao k.

Definicao 3.2.2 Dizemos que f € transversal a F se para todo ponto q € N, 0s su-

bespacos df,(T,M) e T,F geram o espago tangente T, N, sendo p = f(q).

Exemplo 3.2.3 (Pull-back ou imagem inversa de uma folheagdo)

Seja f € transversal a F entao existe uma folhea¢ao em M, denotada por f*(F) com a
mesma codimensao k, cujas folhas sio as componentes conexas de f' (L) onde L sdo as
folhas de F em N. A folheacao f*(F) é chamada de pull-back ou imagem inversa de F
por .

A folheagao f*(F) é construida utilizando a defini¢ao equivalente por submersoes locais.
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Exemplo 3.2.4 (Folheagio gerada por um campo de vetores holomorfo)
Sejam M uma variedade complexa de dimensao n e X um campo de vetores holomorfo
nao identicamente nulo em M. Seja S = {p € M : X(p) = 0}, o conjunto singular de
X. Entao X gera uma folheagdo holomorfa F de dimensdo um no aberto N = M \S. As
folhas de F sao as trajetorias de X em N. A estrutura de folheacao decorre do Teorema
do Fluxo Tubular para campos holomorfos, o qual pode ser enunciado da sequinte forma:
“Para todo p € M tal que X(p) # 0, existe um sistema de coordenadas holomorfo
(0= (21,..,2),U), onde p e U, ¢: U— ¢(U) = AxB CC x C", no qual X = 8%1”.
Como as trajetorias de X sdo as solugdes da equagao diferencial dz/dt = X(z) e
Xy = 8%1, vemos que as trajetorias de X em U sao da forma ¢ (A x {w}) com w € B.
Obtemos dai e da defini¢io (3.2.1) uma folheagdo de dimensao 1, cujas folhas sao as

trajetorias de X.

De fato, toda folheacao de dimensao um é localmente definida por campos de vetores

como veremos no resultado seguinte.

Proposicao 3.2.2 Sejam M wuma variedade complexa de dimensio n > 2 e F uma
folheagao de dimensao um em M. Entao existem cole¢oes X = {Xo}aca, U = {Us}aca €
G = {9ap}vanUs,, tais que

i) U € uma cobertura de M por abertos.

ii) X, € uma campo de vetores holomorfo de U, que ndo se anula em nenhum ponto.
iii) gap € O*(UsNUg), isto € uma fungdo holomorfa que ndo se anula em U,NUs.

w) Em UyNUg # 0 temos X, = gop.-Xp.

v) Se p € Uy, entao T,F = < Xo(p) > o subespago de T,M gerado por X, (p).
Reciprocamente, se existem cole¢oes X, U e G satisfazendo 1), ii), i) e i), entdo existe

uma folheagao F que satisfaz v).

Dada uma folheacao F em M podemos induzir uma distribuicao de planos dada por

onde L, é a folha de F que passa por p. Assim temos a seguinte proposicao.

Proposicao 3.2.3 Toda folheagio F de classe C"(r > 1) de dimensao k em M induz

uma distribuicao de k-planos de classe C™=' em M denotado por TF.
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Seja M uma variedade complexa de dimensao n e w uma 1-forma holomorfa nao identi-
camente nula em M. Seja S = {p € M : w, =0} o conjunto singular de w. Neste caso
w induz uma distribuicao 2 de (n — 1)-planos chamados também hiperplanos no aberto
N =M)\S, definida por

Q, = ker(w,) ={ve T,M: w,(v) =0}

Definigao 3.2.3 Dizemos que w ou () € integrdvel, se existe uma folheagdo holomorfa
F em N tal que TF = €. Em outras palavras, o espaco tangente em p a folha de F que

passa por p, coincide com §1,.

Segue como consequencia do teorema de Frobenius que

w ¢ integravel se, e somente se, w A dw = 0.

As folheagoes de codimensao um sao localmente definidas por 1-formas holomorfas in-

tegraveis, como veremos no resultado a seguir.

Proposicao 3.2.4 Sejam M wuma variedade complexa de dimensio n > 2 e F uma
folheagao de codimensdo um em M. Entao existem colecoes W = {wa taeca, U = {Us}aca
e g = {gag}UamUﬁ?g@ tais que

i) U € uma cobertura de M por abertos.

i) we € uma 1-forma holomorfa integravel em U, que nao se anula em nenhum  ponto.
iii) gop € O*(UaNUs).

w) Em UyNUz # 0 temos wy = gop-wps-

v) Se p € Uy, entao T,F = ker(ws(p)).

Reciprocamente se existem cole¢coes W, U e G satisfazendo 1), ii), 111) e w), entdo existe

uma folheagao F que satisfaz v).

Definicao 3.2.4 Seja M wvariedade conexa, F uma folheacdo em M definida por uma
1-forma holomorfa integravel w e f € O(M) uma fungdo holomorfa nao constante se
anulando em algum ponto de M, de forma que o subconjunto analitico (f = 0) de M tenha
codimensao 1 e seja ndo vazio. Diremos que (f = 0) € invariante por F se as suas

componentes conezxas sao folhas de F.

Ver 2]
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Proposicao 3.2.5 Na situacdo acima, (f = 0) € invariante por F se, e somente se

existe uma 2-forma holomorfa 0 em M tal que

wAdf=f0

Definicao 3.2.5 Uma folheag¢ao holomorfa singular F de dimensio k (ou codi-
mensio n — k) onde 1 <k <n—1 em uma variedade complexa M ¢é uma folhea¢ao nao
singular de dimensdo k em M\ S, onde S é um conjunto analitico em M de codimensdo

maior ou igual a 2.

Exigiremos ainda que o conjunto S da definicao acima seja minimal no seguinte sentido:
nao existe subconjunto analitico propio S’ C S tal que a folheagao regular (nao singular)
em M \ S se estende a M \ S’. Nestas condi¢oes, S é chamado de conjunto singular
da folheacao F. O conjunto singular de F é denotado por Sing(F). Os elementos de
Sing(F) sao chamados de pontos singulares ou singularidades, en quanto que os elemen-
tos de M \ Sing(F) sao chamados de pontos regulares.

As folhas de F, sao por definicao, as folhas da folheagao regular F | sing(r)-

Duas folheacoes singulares F e F' sao iguais se

1) Sing(F) = Sing(F)

2) As folhas regulares F | ging(F) € }"/|M\Smg(;/) sao iguais.

Sao casos particularmente interesantes

Proposicao 3.2.6 Seja M uma variedade complexa de dimensao n > 2 e F uma fo-
lheacao singular por curvas (dimensao um) de M. Entao existem cole¢oes X ={X,}aca,
U= {Ustaea € G={gaptv.rv,20 tais que
i) U é uma cobertura aberta de M.
i1) X, € um campo de vertores holomorfo nao identicamente nulo sobre U,,.
iii) gap € O*(UsNUs), ou seja, € uma fungio holomorfa em U,NUs que nio se anula.
w) Em Uy,NUs # 0 temos X, = gop-Xp

Seja S, = Sing(X,) = {p € U, : Xo(p) = 0} o conjunto singular de X, entdo
v) Sing(F) = U, Sa
Reciprocamente se existem colegoes X U e G satisfazendo i),ii),iii) e iv), entdo erxiste

uma folheagao singular de dimensao um em M que satisfaz v)
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Proposicao 3.2.7 Sejam M uma variedade complexa de dimensdao n > 2 e F uma fo-
lheagao holomorfa singular de codimensao um em M. Entdo existem cole¢oes U={ Uy }aca
W={wataca € H={n, s Uar;, tais que
i) U € uma cobertura aberta de M.
i) we € uma I-forma holomorfa integrdavel ndao identicamente nula em U,.
i1i) hag € O*(U,NUz).
w) Se Uy, N Uz # 0, entao wy = hop.wps.
Seja So = Sing(wy) == {p € Uy : wa(p) = 0} o conjunto singular de w, entdo
v) Sing(F) = U, Sa
Reciprocamente se existem colegoes U, W e H satisfazendo 1i),ii),iii) e iv), entdo eriste

uma folheagao singular de codimensdo um em M que satisfaz v)

Exemplo 3.2.5 (Folheagoes dadas por 1-formas holomorfas fechadas)

Sejam M uma variedade complexa de dimensaon >2 e w uma 1-forma holomorfa fechada
em M (isto € dw=0) que nao se anula identicamente. Entao pelo teorema de Frobenius
w € claramente integrdvel e portanto define uma folheagao F em M. O lema de Poincaré
garante que dado um aberto simplesmente conexo U C M, existe uma funcao holomorfa
f:U — C, tal que w |p= df. Observe que se g : V. — C ¢é outra fun¢do tal que
w ly=dg com UNV é conexo e nao vazio, entio f e g diferem por uma constante em
UNYV. Desta forma, a folheagao F pode ser localmente definida por fungoes holomorfas
no sequinte sentido:

Ezistem cole¢oes U = {Ustaca F' = {fataca € C = {Cap}uanus0, tais que

i) U é uma cobertura de M por abertos simplesmente conexos.

i) Se a € A, entdo f, € uma fungao holomorfa nao constante em U, tal que w |y, = df, .

i) Se Uy N Ug # 0, entiao U, N Ug € conevo, cap € Ce f, = f3 + cap em Uy N Up.

Observe que se w nao tem singularidades, entao as fungoes f, sao submersoes e F é nao
singular. Neste caso, se denotarmos por Gop @ translacao gaﬂ(z) = 2z + Cop entao:

fo = 9ap(f3) , de forma que F pode ser descrita por submersoes locais como na proposicao
(3.2.1) sendo que, no caso, as Jap S20 translagoes. Dizemos entao que F tem uma estrutura
transversal aditiva.

No caso em que S = Sing(w) # (), vemos que F tem uma estrutura transversal aditiva
em N =M\S=M\Sing(F).

Reciprocamente, se F ¢é uma folheagao com estrutura transversal aditiva em M\ Sing(F)
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e tal que cod(Sing(F)) > 2, entdo F pode ser definida por uma l-forma holomorfa
fechada.

De fato, sabemos que as colecoes U = {Uqtaca, F = {fataca € C = {captv.nus-0
satisfazen 7),4i) e i7i) onde U é uma cobertura aberta de M \ Sing(F), assim temos por
iii) que se U N Up # 0 entdo df, = dfy em U, N Ug, isto implica que existe uma 1-forma
holomorfa w em M \ Sing(F) tal que w|y, = df,. Nao é dificil ver que a forma w é
fechada e define F em M \ Sing(F). Por outro lado, como cod(Sing(F)) > 2, o Teorema
de Hartogs implica que w se estende a uma forma holomorfa em M, a qual é também

fechada e define a folheagao F. Podemos entao enunciar o seguinte resultado.

Proposicao 3.2.8 Sejam M uma variedade holomorfa e F uma folheacio em M cujo
conjunto singular tem codimensao > 2. Entao F pode ser definida por uma 1-forma

fechada se, e somente se, F tem uma estrutura transversal aditiva em M \ Sing(F).

Exemplo 3.2.6 (Folheagoes dadas por formas 1-meromorfas fechadas)

Sejam M wma variedade holomorfa de dimensao n > 2 e w uma I-forma meromorfa
(nao holomorfa) e fechada em M. Denotaremos o divisor de pdlos de w por (W)s. No
caso (W)oo # 0, jd que w ndo é holomorfa, como w € fechada e holomorfa no aberto
N =M\ (w)e, €la define uma folheagao de codimensao um em N, digamos F. Veremos

em sequida que, de fato, F se estende a uma folheagao em M.

Proposicao 3.2.9 A folheacio F se estende a uma folheagio F em M tal que (w)os €

invariante por F .
veja [2].

Exemplo 3.2.7 (Folheagoes logaritmicas)

Sejam M uma variedade complera de dimensao n > 2, fi,..., f. fungoes holomorfas
nao identicamente nulas sobre M e A\q,..., )\, numeros complexos nao nulos. A 1-forma
meromorfa 6 = Z§=1 )\j% ¢ chamada de forma logaritmica.

Observe que 6 € fechada, de modo que induz uma folheagcao F em M. A folheacdo F €
chamada de folheacdao logaritmica associada a 6. Note que F pode ser definida também

pela 1-forma holomorfa integrdvel w = f..... 1.0. A proposicao (3.2.5) implica que

(O)oc = (fre--ofy = 0) = Ui, (f; = 0)

¢ invariante por F.
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3.3 Folheacoes em Espacos Projetivos

3.3.1 O Espacgo Projetivo P"

Sejam p, ¢ € C"™\{0} dizemos que p ~ g se, e somente se, p = A\q onde A € C* = C\{0}.
O Espaco Projetivo Complexo de dimensao n é, o espaco quociente P" = w. Dado
um ponto p € C*1\ {0} a sua classe de equivaléncia de p serd denotada por [p].
Note que P é obtido de C"*!\ {0} por identificagao de pontos p e ¢ sobre a mesma reta
complexa que passa pelo origem e que contém a p e q. Desta forma P" é interpretado
geometricamente como o espaco de retas que passam pela origem de C".
P™ é um espago topoldgico com a topolégia quociente dada por la projecao canonica
7: C"\ {0} — P
A estrutura de variedade complexa em P" é dada pelo atlas de coordenadas homogéneas
o qual é definido da seguinte forma.
Em P", consideramos os abertos E; = {[z0, ... 2,] € P" : z; # 0}, desta forma temos que
P = U?:O E;. Além disso, se p = [z, ... 2z,] € E; entdo temos que z; # 0 de forma que
p] = [(20/%j, - 2i-1/%5, 1, 2j21/ % ..., 20/ %)], ou seja  [p] tem um tnico representante
da forma [wy,...,w;_1, 1, wji1,...w,], isto nos garante que a aplicacao ¢; : E; — C"
definida por:

©i([205 - 2n)) = (20/2j5 -y 2j=1/ 25, Zj41/ %5 -y 20 ] %)
¢ uma bijecao. Por outro lado, se j # k , nao é dificil ver que ¢, nglzl ¢ um biholomorfismo

de ¢r(E; N Ey) sobre p;(E; N E)), pois suponha que j =1 e k = 0 entao

Y10 gogl(zl, vy zn) = (1) 21,20/ 21, o0y 20/ 21).

Isto mostra que {(y;, E;) : 7 =0,...,n} é um atlas holomorfo de P*. Com esta estrutura
P™ é uma variedade complexa compacta e conexa de dimensao n.

Seja E; um aberto de P" entdao P"\ E; é biholomorfo a P"~! ou seja P"! pode ser
mergulhado em P”.

De fato: Consideremos o conjunto H; = {(#1,...,2,):2; = 0}, podemos identificar

naturalmente H; com C" de aqui H; \ {0} é biholomorfo a C™ \ {0} assim
P\ Bj = m(H; \ {0}) ~=(C"\ {0}) = P

De um modo geral, se 1 < k < n podem ser obtidos mergulhos de P* em P" da seguinte

forma. Fixemos um conjunto {v,...,v;} de k+ 1 vetores linearmente independentes em



38

C"*!, e consideremos o subespaco k + 1 dimensional gerado por eles V =< vy, ..., v, >.

Definamos agora a aplicacdo ¢y : P¥ — P", dada por
k
ov([z0,- - z)) = 7> z.05)
j=0

¢y esta bem definida, e de fato ¢ um mergulho holomorfo. A sua imagem, [V] = ¢y (P¥)
¢ o quociente de V' \ {0} por a relacdo ~ .

Sendo ¢y um mergulho entao [V] é uma subvariedade de P chamada de k-plano de P".
No caso em que V' tem dimensao n, [V] é um (n — 1)-plano, ou hiperplano mergulhado e
o aberto U = P\ [V] é biholomorfo a C". Chamamos [V'| de hiperplano do infinito de U.
Por outro lado, se V' tem dimensao dois, diremos que [V] é uma reta projetiva, ou sim-

plesmente uma reta.

3.3.2 Expressao em Coordenadas Homogéneas

O objetivo desta secao é ver que as folheagoes de codimesao um (respectivamente, di-
mensao um) nos espagos projetivos complexos P", n > 2, podem ser definidas por 1-formas
integréveis (respectivamente campos de vetores) meromorfas (respectivamente, meromor-
fos). Veremos também como elas podem ser definidas em coordenadas homogéneas.
Lembremos que se M é uma variedade complexa de dimensao n > 2, uma 1-forma me-
romorfa w em M é integravel se w A dw = 0. Pelo teorema de Frobenius, w define uma
folheagao holomorfa F de codimensao um em M \ (w)s onde (w)s é o divisor de polos
de w .

Sabemos também que o conjunto singular da folheacao coincide com o conjunto de zeros

de w, ou seja Sing(F) = {p € M;w(p) = 0}.

Defini¢ao 3.3.1 Dizemos que uma folheagao de codimensao um (resp. dimensdao um) F
numa variedade M pode ser definida por 1-formas (respectivamente, campos) meromorfas,
se para todo p € M existe uma I-forma meromorfa integrdvel w (respectivamente, um
campo de vetores meromorfo X) em M tal que p € (w)e (respectivamente, p & (X)), €

w (resp. X) define F em M\ (w)oo(respectivamente, M\(X)oo) -

Exemplo 3.3.1 Sejaw = )77, fj(2)dz; # 0 uma I-forma integrdvel em C",n > 2 onde
f1, sy fn 8GO0 polinémios . Vamos supor também que cod(Sing(w)) > 2, o que corresponde

ao fato de fi,..., f, nao terem fator comum em sua descomposicao em fatores irredutiveis.
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Seja F a folheacao definida por w em C™, podemos estender F a P"™ como se seque. Con-
sideremos C" como a carta afim Eo = {[z] = [z0,... 2] € P"; 29 = 1}. O hiperplano
do infinito desta carta é dado por H = {[z] € P";zy = 0}. Fizemos um ponto [p| € H
e suponha que p, # 0 entio [p] € E, = {[z1,...,2,,1]; 2; € C, j =1,2,...,n}. A
mudanca de carta ¢ = @oo o' o (E, N Ey) — o(E, N Ey) € dada por

Oz, ... xy) = (/21,20 /21, 1/ 27).

Como ¢,(E, N Ey) = {(x1,...,2,); 21 # 0} entdo

n—1
¢ (W) = falw/zy, 1/2)d( ) + ) fi(x/or, 1 21)d(j 0 /21)
j=1
€ uma 1-forma holomorfa integravel em {(x1,...,z,);x1 # 0}. Sendo os fys polinomios,

a I-forma acima pode ser vista como uma 1-forma meromorfa em C", sendo que o seu
conjunto de polos esta dada por (¢*(w))s = (x1 = 0). Observamos que a multiplicidade
de 11 como polo de ¢*(w) é k > 2. Assim podemos entdo escrever ¢*(w) = w,/z} onde
wy, € 1-forma em C™ com coeficientes polinomiais, a forma w, € integrdvel, como se pode
verificar. Identificando agora E, com C" temos que w, define uma folheacdo em E, que
coincide com a folheagao F em (E,NEy) definida por w ou seja w, define uma folheagao
que estende a folheacao F a H N E,. Procedendo de maneira andloga para os outros
sistemas afins E; = {[z]; z; = 1} com j = 2,...,n — 1, obtemos 1-formas polinomiais
integrdvets w; cujas folheagoes associadas, estendem a folheacao F a uma folheagcao G em
P".

Um argumento andlogo, permite provar que folheagoes definidas por campos de vetores

polinomias em C" se estendem a folheacdes de dimensao um em P™.

Seja G a folheacao de P™ definida pela 1-forma polinomial integravel w = Z;L=1 fi(y)dy,
na carta afim Fy ~ C". Seja 7 : C"*\{0} — P" a projecao canonica deste quociente

ou seja m(z) = [z]. Na carta Ey a projecao pode ser espressa como

m(z) = (poom)(z0,---y2n) = (21/20,- -+, 2n/20) = (W/20)

onde w = (21,...,2,). De aqui

™(w) =1/2 Z fi(w/z0)(20dz; — zjdzp) .

j=1
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E uma 1-forma holomorfa integravel em C"*'\ {z = 0}. Como os f;;; sdo polinémios
7*(w) pode ser vista também como 1-forma meromorfa em C"™! com polos no conjunto
{20 = 0}, assim multiplicando 7*(w) por uma poténcia apropiada de z; obtemos uma

1-forma polinomial em C"**.

3

Q= zbr(w) = Y F2)dz,
=0

satisfazendo as seguintes propiedades:

i) Q é integravel e define a folheagao 7*(G).

ii) Os polinémios F}; sdo homogéneos do mesmo grau, digamos k > 1.

ii) Os polinémios F; nao tém fator comum.

iv) A forma Q satisfaz a relagio 1(Q2) =0, onde R = > " 2;0/0z; é o campo radial

de C™*!. Esta relacao é equivalente a

Z 2;F;(z) = 0.
=0

A relac@o em iv) é conseqiiéncia de fato que 1p(20dz; —2;dzy) =0 paratodoj=1,...,n.
Observe que Sing(7*(G)) = (F1 = ... = F, = 0) e portanto as componentes irredutiveis
de Sing(7*(G)) tém codimensao > 2, isto por iii). A relacao em iv) é equivalente ao fato
de que uma reta £ de C"™! que passa pela origem, ou estd contida numa folha de 7*(G)
ou estd contida em Sing(7*(G)). Em particular as folhas de 7*(G) s@o cones com vértice
na origem 0 € C"*!.

Notamos também que w = Q|{;,=1}, ou seja restringindo 2 ao hiperplano {z, = 1}
recuperamos a 1-forma w original.

De maneira andloga, a restricao de €|;,,—1} define uma 1-forma polinomial integrdvel na
carta afim E; = {z; = 1}, que coincide a menos de um fator constante com a forma
w; obtida no exemplo anterior. Diremos que a forma {2 representa G em coordenadas
homogéneas. Devido a iii) temos que duas formas que representam G em coordenadas

homogéneas diferem por um fator constante nao nulo.

Observacgao 3.3.1 Seja Q uma 1-forma em C""' satisfazendo i),ii),iii) e w). Se os

coeficientes F; de Q) sao homogéneos de grau k entao

R (dQ) = (k + 1)Q.
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Em particular obtemos o sequinte fato d€) =0 se, e somente se, 2 =0

Esta relagao pode ser verificada considerando-se a derivada de Lie de Q) na direcao do

campo radial.
Finalmente temos o teorema seguinte que pode ser visto em [4].

Teorema 3.3.1 Toda folheagao de codimensao um(respetivamente, dimensao um) em P"

pode ser definida por 1- formas (respetivamente, campos) polinomias em cartas afins.
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Capitulo 4

Integrabilidade Algébrica de

r-formas diferenciais Polinomiais

Este capitulo esta dedicado ao estudo do artigo Algebraic integrability of polynomial diffe-
rential r-forms, Journal of Pure and Applied Algebra (Print), v. 215, p.2290-2294, 2011.
No qual M. Corréa Jr, L.G. Maza e M.G.Soares demonstram um teorema de integrabi-
lidade de tipo Darboux-Jouanolou para r-formas diferenciais polinomiais, generalizando
resultados analogos de Jouanolou e Ghys.

Nosso principal resultado de este capitulo esta dado pelo teorema seguinte.

Teorema 4.0.1 Seja K um corpo algébricamente fechado e w uma r-forma polinomial

de grau d em K". Se w admite

(72 - () e

hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, entdo w admite uma integral primeira

racitonal.

Corolario 4.0.1 (Jouanolou) Seja w uma 1-forma polinomial de grau d em K". Se w
admite

(1) () 2

n

hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, entdo w admite uma integral primeira

racional.

Corolario 4.0.2 Seja K= C ou R e X um campo vetorial polinomial de grau d em K™.

Se X admite
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d—14n
(“2) 4n
hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes, entao X admite uma integral primeira

racional.

4.1 r-formas polinomiais em K"

Seja K um corpo de caracteristica zero. Denotemos por K[z]:= K[z1,...,2,] o anel dos
polinémios em n varidveis com coeficientes em K e por K(z):= K(zy,...,z,) a K-algebra
das fungoes racionais, denotemos também por "(n) a édlgebra exterior das r- formas
polinomiais em K" ou seja

O (n) == Q" (K") Q) K[2].
Seja Ky[z] o subespaco vetorial de K|z] formado por todos os polinémios de grau < d, se
denotamos por §2j(n) o K-espago vetorial das r-formas polinomiais de grau < d em K" ou
seja

Q(n) = Q" (K") Q) Kal2].
Entao, podemos ver que

2'(n) = P ln)

deN

ou seja a algebra Q"(n) é naturalmente graduada.

Notamos também que
dimz (Q(n)) = (77") (7)-
Dado w € Q"(n), temos que

W= Z PiliQ-..’irdZil A A le'T

1< <i2<....<1r<n
onde P ;,. i € K[z].

Vamos definir o grau da r-forma w como sendo
grau(w) = max { grau(P; ;. ;) ;1 <i; <iy < ... <4, <n }.
Seja w € Q"(n). Denotemos por £*(w) o K(z)-subespaco de Q'(n) @ K(z) dado por
Fw) ={nedm) QK= wAn=0},

onde Q'(n) @K(z) ¢é a dlgebra das 1-formas racionais em K".
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lema 4.1 Seja w € Q" (n). Se existem r elementos Ny, N, ....n, € £*(w) linearmente
independentes sobre K(z) entao existe uma fungao racional R € K(z) tal que w = Ry A

VAN /5

Prova. Sendo {7ni,...,n,} linearmente independentes sobre K(z), podemos estender
{n,...,n.} auma base {11, ..., 0, Mi1,---,0ar ) de Q1 (n) QK(z).

Denotemos por I = {1 <43 < ... <i, <M} e porJ={1<j <...<jr <Jprp1 < M},
entao pela proposi¢ao (1.1.5) temos que {n;}; e {ns}; é uma base de Q"(n) QK(z) e
Q"1 (n) @ K(z) respectivamente, onde ny = n;, A... A € ny =045 A A0 AL

Como toda r-forma polinomial é também uma r-forma racional entao

w= ZRﬂ?I
T

com Ry € K(z).
Temos por hipéteses que 71, ...,7n, € £* entao
O=wAn = ZRﬂ?I A = ZRmI A = ZRI(—l)Tm AN
I 1¢1 1¢1
Observemos também que para todo I tal que 1 & I tem-se, n; An; € {ns};. Isto implica
que R; = 0 para todo I tal que 1 € I, pois {n;}; é linearmente independente sobre K(z).

Assim temos

w = Z R[?][.

lel

Multiplicando agora w por 7, temos

O=wAm=> 1 BmrAn= Z%Rmﬂ\m = Z%%Rﬂh ANy Ao A Ao
= Z%g} RI(_]-)Tilnl N Nig Ao oA,

Como no caso anterior observamos que 73 Ang Ay, Ao A1y, € {7) J} J, entao temos que

Ry =0paratodo I talquel € [ e2 ¢ I. Assim

W = Z R[ﬁ[.

1,2€1
De forma anéloga, multiplicando por 73, ..., 7, temos finalmente que
w = Z Ry
1,2,,...,reIl

ou seja

w= Ry ,mAN...A\An. O
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lema 4.2 Sejam fi1, fo,...., fs polinomios linearmente independentes sobre K, irredutivéis

em K[z] e A\, Aa, ..., As € K tais que " )\j% =0. Entéo M\ =..= )\ =0.

j=1

Prova. Paracadai={1,2,..., s}, definamos V; := {f; = 0}. Pelo teorema dos zeros de
Hilbert(Nullstellensatz) temos que (V; \Uligs Vi) # 0 paratodoj=1,2,...,s, desta
forma podemos escolher para cada j um p; € V; \ Ulfﬁ V;. Consideremos agora uma
reta afim L; passando por p; nao contida em Vj e seja o : K — K" uma parametrizagao
de L; com a(0) = p;. Colocando g; = fioa, i=1,2,...,s temos:

gj(0) =0 e ¢;(0) # 0 para todo i # j, isto implica que a fungao % é regular em 0 e
Z—i tem um polo simples em 0, com Res(z—i, 0) = p;, onde p; é a multiplicidade de 0 como

raiz de g;. Como D7, A i — 0 entdo

77
/ / /
g; s
VL NS Y- T WL )
g1 gj 9s

Tomando agora residuos em 0 nesta ultima relacao temos

Sendo p; # 0 temos finalmente que \; = O paratodoj =1,2,...,s. O

4.2 Hipersuperficies Invariantes e Integrais

Primeiras Racionais

Definicao 4.2.1 SeV = {f =0} € uma hipersuperficie algébrica em K" e w € Q"(n).

Dizemos que V € w-invariante se (w Adf)y = 0.

Observacao 4.2.1 Seja S(w) = {z € K" : w(x) = 0} o conjunto singular da forma w.
Suponha que w = w; A ... Aw, onde w; € QY (n), entdo a distribuicdo definida no aberto
U:=K"\ S(w) por

z — ker(w(z))

tem codimensao r, onde ker(w(z)) = {v € K" : 1,(w(z)) = 0}.
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Com efeito Sendo w =w; A ... Aw, entdao wq,...,w, sao linearmente independentes

no aberto U. Assim a observagao segue-se da afirmagao seguinte parte 7).

Afirmacao 4.2.1 i) ker(w(z)) =i, ker(wi(z)).
i) Se V. é w-invariante entao ker(w(z)) C T.V,e, , onde Viey =V \ Sing(V).

Com efeito Parte 1)
Seja v € (_, ker(wi(z)) entao w;(z)v = 0, para todo i = 1,2,...,r. Pela proposicao
(1.1.6) parte iv) temos

w(w(z)) =

(=D (wi(2) Awr A A LA wy

D ie
S (D) T (R Awr AL AG AL A w,
0

por tanto v € ker(w(z)).
Por outro lado se v € ker(w(z)) entdo 2,(w(z)) =0. Sejai=1,2,...,r temos
0 =1 (w(z) Awi(2)) = (w(w(2))) Awi(z) + (=1)"w(z) A (wi(2))
= (—1) () A n(wi(2) = (—1) n (i) (2)
desde que w(z) # 0 temos 2,(w;(z)) =0 ou seja w;(z)v =0, para todoi=1,2,...,r
Assim v € ();_, kerw;(z).
Parte i)
Seja z € Viey € v € ker(w(z)), como V é w-invariante temos que
0= 1(w(z) Adf(2)) = w(w(2)) Adf(2) + (=1)"w(2) Aw(df(2)) = (=1)"w(df (2))w(2),
sendo w(z) # 0 temos entao 1,(df (z)) = 0 ou seja df (z)v = 0. Assim v € ker(df(z)) e
como ker(df(z)) = T.V,e, temos finalmente que ker(w(z)) C T,V,¢,.

lema 4.3 Seja V = {f = 0} uma hipersuperficie algébrica em K".
V' € w-invariante se, e somente se, ewiste 0 € Q”H(n) tal que w N df = fOy, onde

d = grau(w).

Prova. Se existe 0; € Q"1 (n) tal que w Adf = fy, entdo (w A df)y = (f07)y =0
é dizer V é w-invariante.
Suponha agora que V seja w-invariante, vamos considerar dois casos .

Caso I : f irredutivel

wAdf = (> PIdZI) A (Z;L 1 82 dzj) = Z? 1 82 [(ZI Prdzr) A dz;]
= Z; 1 87; [ZI Prdzp A dzj] Z?:l g_jj[zg'gz[ Prdzr A dzj]
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= Z?:l ng[ P]%(d} A dZ])

Como o grauP; < d entao grau(PI%) :grau(PI)—i-grau(%) < d+grau(f) — 1.
J J

Assim w A df € Qgi;mu(f)_l(n), ou seja
wAdf = Qudzy
J

onde (Q; € Kd+gmu(f)—1[2]-

Sendo V' w-invariante entao (@) = 0 para todo J, ou seja
V(< f>)=V()cV(Q,)=V(<Qs>)

de aqui

I(V(< f>)) 2 I(V(<Qs>)).

Assim pelo teorema de Hilbert(Nullstellensatz) temos

V< >0 V< Qs>

Sendo f irredutivel entao

<f>=+\<f>D/<Qs >

Ou seja para todo J tem-se

Qr=H,f.

Como grau(Qy) < d+grau(f) — 1, entdao grau(H;) < d — 1, ou seja

Hj; € K4_1]z]. Finalmente
wAf =Y Qudzy =Y Hjfdzy=f(>_ Hydzy) = f0;
7 7 7

onde 0; € Q1 (n).
CASO II : f qualquer

Se f=fi*.fa? ... ¥ é a descomposicao de f em fatores irredutiveis, entao temos que

k k k—1
df = o f 7 | fudfy + afs? ] fidfe + -+ i ] ] fudf
i#1 i#2 i=1

Assim

df dfy dfy df

= Qo g

f h fo Jr
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| ou seja

f Zal df’ (1)

Pela w-invariancia de V' temos que (w A df )y = 0. Assim aplicando o teorema da divisao
de De Rham existe uma (r-1)-forma holomorfa 8 em V tal que w=df A em V. Como
V=UL, Vi temos

(w A dfi)w, = ((df AB) Ndfi), = (FD)" ' BAAR) Adfi)w, = (1) B A (df Adfs),

Por outro lado

(df Adfi), = lan fi° 1Hfgdf1/\dfz+a2 52 IHf]dszdfﬁr Ao fT IHf]dkadfl v, = 0.

J#1 J#2 J=1
Isto mostra que (wAdf;)y, = 0,isto é V; = { f; = 0} é w-invariante paratodoi =1,2,..., k.

Aplicando agora o caso I as f;, temos que existem r 4+ 1-formas 6; € Q”l(n) tais que

wAdf; = f:0; (2)

para todo ¢ = 1,2, ..., k. Finalmente usando a equagao (1) e (2) temos

k k
w A ﬁ = Zai(w/\ %) = Zaﬂ@-
f i=1 fi i=1

Isto mostra que

wAdf = foy,
onde ; = S0 a,6; € QL (n). O
Definicao 4.2.2 Seja R = g € K(z) uma fungao racional, consideremos o pencil de

hipersuperficies {P — AQ = 0} ex induzido por R . Dizemos que R é uma integral

primeira racional de w se Vy :={P — AQ = 0} é w-invariante para todo \ € K.

lema 4.4 Seja R € K(2) uma fungdo racional. Entao R € uma integral primeira racional

de w se, e somente se, dR € £*(w).

Prova Para cada \ € K, chamemos de f, = P— A(Q. Suponha que R seja uma integral

primeira racional de w, entao pelo Lema 4.3 temos

WAdfy = fr0x (3)
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onde 6 € Q"1 (n). Por outro lado

dR_d(R—A)_d(E—A>_d<P_AQ)_d(ﬁ)_w. (4)

Q Q Q Q?
Usando as equagoes (3) e (4) temos
wAdR = w A (W) :%w/\df)\— CJ; AdQ
f f 1
C;QA—Q/\Q wAdQ = fA(Q/\_@W/\dQ)a

para todo A € K.

Esta tultima equacao vélida para todo A em K monstra que
WwAdR=0

ou seja dR € £*(Q2). Suponha agora que dR € £*(Q2). Usando a equagao (4) temos

Qdf —f,\dQ)

O:w/\dR:w/\( 02

de aqui
AN (Qdfy — frdQ)
isto implica que

Q _ dfx
wAG =wA S (5)

Sejam @ e H) os coeficientes polinomiais das r + 1-formas w A dQ e w A dfy.
Pela equagao (5) temos

HhQs=QH;
para todo J, ou seja

(P—2Q)Qs = QH).

De aqui

PQy=Q(Hj + Q)
assim @)/PQ; para todo J.
Sendo M DC(P,Q) = 1 temos @Q/Q; para todo J.
Desta forma

dQ AN

WA — =w e Qi (n)

Q f/\
para todo A € K.

Aplicando agora o lema 4.3, temos finalmente V), = {f\ = 0} é w-invariante para todo
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A € K, ou seja R é uma integral primeira racional para w. 0

4.3 Prova do Teorema (4.0.1)

Seja N = (d_}f”) ) (ril) e fi,o s Iny oo fNar, fNire1 08 polindmios que definen as hiper-

superficies algébricas irredutiveis invariantes.

Para cadai=1,...,N +r, N +r+1, por el lema 4.3 existem 7 + 1-formas 0, € Q1 (n)

tais que
Sendo dimg(Q;"](n)) = (d_711+n)'<r—7-1) = N, temos que para cada k = 1,2,...,r,r + 1
o conjunto {6y, 0 . .,...,05,,} é linearmente dependente sobre K, isto quer dizer que
existem A}, A, ..., A}y em K ndo todos nulos tais que

k+N

k
> Ny = 0. (7)
j=k

Podemos supor sem perdida de generalidade Af #0 parak =1,2,...,r—1, X;\;Z:H #0
€ )‘7qu++1r+1 # 0.
Definamos agora para cada k=1,2,...,r,7+ 1 as 1-formas racionais dadas por
-3 v

fi
Pelas equagoes (6) e (7) temos

k+N k+N

d
w/\nk:Z)\?w f] Z)\kf] /s
j=k

k+N

Z Xy, =

Assim 7, € £*(w) paratodo k=1,2,...,r,r+1.
Seja oy e s as r-formas racionais dadas por

ap=mAM@AN. AN e g =n2 A3 A ANy

Temos as seguintes possibilidades:

CASOT a3#0eas #0
CASOIl oy =0o0uay =0

-Provamos primeiro o caso I
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Sendo «y # 0 entao {n1,ne,...,n,} é linearmente independente sobre K(z). Assim pelo

lema 4.1 existe R; € K(z) tal que
W = Rlal. (8>

Similarmente para s, existe Ry € K(z) tal que

w = RQO&Q. (9>
Pelas equacoes (8) e (9) temos
Ry
= . 10
[6%) R2 (03] ( )
Como as 7, sao fechadas para todo k = 1,2,...,r + 1, temos que a; e ay sao fechadas.

Assim derivando a equagao (10) temos

Ry
O=d|— | A
(Rz) “
logo escrevendo R = }% temos

R R
w/\dR:w/\d(R—:) :(Rlal)/\d(ﬁ;) = 0.

Ou seja, ou R é uma integral primeira racional de w ou R é constante.

Ry _

Suponha que & =cte=c € K, entao da equagao (10) temos que

(a1)os = (@2) o0

Usando o teorema dos zeros de Hilbert(Nullstelensatz) e como as f; sdo irredutiveis temos
v\ | W) #0. (11)
1<i<N+r

Observemos que
N+r N+r+1

(al)oo = U Vi e (a2)oo = U Vi,
i=1 i=2
entao pela equagao (11) temos

(@)oo 7 (@2)c0-

Isto é uma contradicao ao afirmado anteriormente, de esta forma R = g—; # cte. Assim

R = g—; ¢ uma integral Primeira Racional para w.
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-Provamos agora o caso II

Suponha que «; =0 entdo {m,ns,...,n,} é linearmente dependente sobre K(z). Assim
seja s=max{ t € N:n;,...,n;, é L. independente sobre K(z) }, temos claramente s < r.
Podemos supor também que {n;,,...,n..} = {m,...,ns}, entao da definigdo de s temos

que {n1,...,ns,m-} é linearmente dependente sobre K(z), ou seja
i=1
onde R; € K(z), para todo i = 1,...,s. Derivando a equagao (12) temos
=1
Para cada j =1,2,...,s multipliquemos (13) por m A...A7; A...Ans entao
0= > dR; AmiAm A AtA . Ane= (=1 dR Aq A AT AL AT

De aqui dR; Ami AN...An;AN...Ans =0 paracada j =1,...,s. Isto implica que
{dR;,m,...,1n;,...,ns} € linearmente dependente sobre K(z). Sendo {m,n2,...,ns}

linearmente independente, entao para cada j = 1,...,s temos
dR; = ngi ) (14)
i=1

onde g; =€ K(z). Sabemos também que os 7 € £*(w), para todo k=1,2,...,r,7r+ 1.

Assim pela equagao (14) temos

w/\de:Zgiw/\m:O,

para todo 5 = 1,2,...,s. Esta ultima igualdade implica que, ou existe algim j, =
1,2,...,s tal que R;, ¢ uma integral primeira racional de w ou R; = cte para todo
jg=12...,s

Suponha que R; = a; € K para todo j =1,2,...,s da equacado (12) temos

S
- E @;7j
7=1

ou seja

N+r N+1 N+s

ZA;%— 12/\1de ZAS i _ g, (15)
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Sendo s < r entdo s + N < r + N, logo aplicando o lema 4.2 4 equagao (15), temos
em particular que A7, 5y = 0 isto ¢ uma contradigao, pois no inicio da prova do teorema
tinhamos que A7,y # 0. De aqui existe um jo = 1,2,...,m tal que R;, ¢ uma integral
primeira racional de w.

O caso as = 0 éidenticamnete analogo, isto conclui a demostracgao. U

Observacao 4.3.1 Suponha que m,...1, sdo dados como na prova do teorema (4.0.1)

e mA...\n. #0, entdo sabemos que eviste R € K(z) tal que % =m A...An.. De aqui

pela observagdo (4.2.1) a distribui¢do D induzida por %
Z— ker(%(z)),

para todo z € U := K"\ S(%) tem codimensdo r. Mais ainda sendo as ny, fechadas para
todo k = 1,2,...,r temos pelo teorema de Frobenius que D ¢é integravel. De aqui existe

uma folheagcao F de codimensao r em U tal que
T.F = ker(%(z)),

para todo z € U. Por outro lado, consideremos agora as fungoes multivaluadas

Fk=/77k

)\k )\k
F, = zjifj Nelogf; = log(fi* . fniY) e dFy, =y

temos, para todo k =1,2,...,r.

Pela afirmagao (4.2.1) temos também

ker (%(z)) = ]ﬁker(nk) = ]ﬁker(dﬂg).

Considerando a funca6 H = (F,...,F,), temos que ker(dH) = (\,_, ker(dFy).

Assim
T.F = ker (%(2)) = ker(dH(z)) = T.(H™(c)),

onde H(z) = (c1,¢a,...,¢,) =c. Sendo H~Y(c)=._, Fy '(cx) , temos finalmente

Fz == ﬂ Fk_l(ck)
k=1
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onde Fi(z) =c, para todo k=1,2,...,r.
Ou seja as folhas da folheagio induzida por % sao as intersecoes das curvas de nivél das

funcoes multivaluadas dadas por F.

Consideremos agora X um campo polinomial de grau d em K". Ou seja

SN
X:Z;Pia—%_

onde P, € K[z] e d=max{FP,:i=1,...,n}.
Dizemos que uma hipersuperficie algébrica V = {f = 0} ¢ invariante por X se

df(X)(p) =0 paratodope V.

Afirmagao 4.3.1 Uma hipersuperficie algébrica V- = {f = 0} é X-invariante se, e
somente se, existe Ly € Ky_1[2] tal que X(f) = Ly.f

A demonstracao é andloga ao lema (4.3).

Dizemos também que uma fungao racional R = g € K(z) é uma integral primeira racional

para X se o pencil de hipersuperficies {P — AQ = 0} cx ¢ invariante por X.

Afirmagao 4.3.2 Uma fun¢ao Racional R € K(z) € uma integral primeira racional para

X se, e somente se, X(R) = 0.

A demonstracao ¢ andloga ao lema (4.4).

Consideremos agora a (n-1)-forma polinémial em K™ dada por

wx =Y (=) Pda A Ndzi AN dz

i=1
Afirmacgao 4.3.3 wx ANdf = (=1)"1X(f)dz A ... Ndz,
para todo f € K[z].

Com efeito:
= Y BE (T (C) M Pda A Az AL N dz A dz))
= Y S (T Pda A A dz A Az A dzg)

=3 ﬁ((_l)jﬂ(_l)n—ijdzl A.oodz N .Ldzy)

j=1 az]'
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= (=" (X0 g—iﬂ)dzl A Ndzy,
= (=1)""X(f)dzy A ... Ndz, .

Afirmagao 4.3.4 V = {f =0} é X-invariante se, e somente se, V' € wx-invariante.

Com efeito:

Se V é X-invariante entdo X(f) = f.Ly, onde Ly € Ky_1[z]. De aqui pela afirmagao
(4.3.3) temos wx Adf = f.0;, onde Oy = (—=1)""Ldzy A ... Ndz, € Q[ (n). Isto
implica pelo lema (4.3) que V' é wy-invariante.

Suponha agora que V seja wx-invariante, entdo pelo lema (4.3) temos wx A df = f.0;
onde 0f € 2} ,(n). Isto quer dizer wx Adf = f.Qdz A dz,, onde Q € Ky_4[z], usando
agora a afirmacio (4.3.3) temos, (—1)"™ X(f)dz1 A ... Ndz, = fQdz A ... Ndz,. Isto
implica que X(f) = f.L¢, onde Ly = (=1)""*VQ € K,_,[2], de aqui finalmente pela

afirmagao (4.3.1) temos que V' é X-invariante.
Prova do Corolario 4.0.2

Consideremos a (n-1)-forma polinémial wy definida acima. Usando a afirmagao (4.3.4)

wx admite

(C) 4o = (Sl (ntysr) Ho =1 +1.

n n

hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes. De aqui pelo teorema (4.0.1) wyx tem
uma integral primeira racional, ou seja existe R € K(z) tal que wy AdR = 0. Isto implica
pela afirmagao (4.3.3) que X(R) = 0. Finalmente pela afirmacao (4.3.2) temos que X ad-

mite uma integral primeira racional. U
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Capitulo 5

Integrabilidade Algébrica de

Lagutinskii - Pereira

O corolario 4.0.2 nos diz em particular que se um campo polinomial em K" nao admite

integral primeira racional, entao o nimero de hipersuperficies algébricas invariantes ¢ no

d—14n

n

maximo ( ) +n—1, infelizmente esta cota estd longe de ser 6tima. Embora fixando o
grau das hipersuperficies invariantes podemos encontrar uma melhor cota usando a teoria

de integrabilidade algébrica de Lagutinskii-Pereira.

Definicao 5.0.1 Seja X um campo de vetores em K". O r-ésimo polinomio extdctico de

X € dado por

X)) X)) oo XHw)

onde | =dimgK,[z], {vi,vs,...,u} € uma base de K.[z], X°(V;) = V; e X(V}) =
XY X(V})) para todo i =1,2,...,1 e todo j =1,...,1—1.
A hipersuperficie {£,.(X) =0} dada pelos zeros do r-ésimo polinémio extdactico é chamada

de r-ésima hipersuperficie extdctica de X.

Observagao 5.0.1 A definicao de hipersuperficie extdctica independe da escolha da base.
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Com efeito:  Seja {wy,wy, ..., w;} outra base de K,[z] e (.(X) o r-ésimo polinémio
extactico com respeito a base.
Se T = (7;;) denota a matriz de cambio de base entdao v; = Zizl vijwi, onde 7y;; € K

para todo i, = 1,2,...,l. Sendo X é K-linear temos
!
Xk(”j) = Z%‘ij(wz‘)a (16)
i=1

para todo j = 1,2,...,l. Daqui pela equagao (16) temos

U1 ) U w1 Wa w;
X(’Ul) X(’UQ) X(’Ul) _ X(wl) X(U)Q) X(wl)
Xi_l(vl) )(i (’Ug) Xi_l(vl) X{_l(wl) Xi (’(Ug) )(i l(wl)
Y11 Y12 o Yu
Yo1 Y2 vt M
Yo N2 i

Como det(Y) # 0, temos que {{.(X) = 0} = {(.(X) = 0}, ou seja a definigdo de
hipersuperficie extactica independe da escolha da base.

Observagao 5.0.2 Considerando o campo constante X = % € V1, Vo, . ..,U polinomios

em uma variavel t € C. Temos que X’ (v;) = v] representa a j-ésima derivada de v;.

Assim
U1 U2 Uy
/ / !
v v v
1 2 1
det
vlfl vé’l vll !
¢ simplemente o Wronskiano W (v, ve,...) das fungoes vy, ve, ..., 0.

Proposicao 5.0.1 Toda hipersuperficie algébrica de grau r invariante pelo campo de

vetores X é um fator de &.(X).

Prova Seja f o polinomio de grau r que define V', consideremos v; = f e completemos

a uma base {f, vy, ..., v} de K,[z]. Assim pela independéncia da escolha da base temos
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Observamos também que
Xz(f) = fh;
onde h; € K|z] para todo i = 1,2,...,] — 1. Isto pode ser facilmente provado por indugao
Se i =1, entdao X(f) = fhy pois V = {f = 0} é X-invariante.
Suponha que para ¢ = k seja valida esta relacao.
Para ¢ =k + 1, usando a regra de Leibnitz e a hipoteses de indugao temos
X)) = XM(X(f) = X(X*(f)) = X(fhie) = fX(hie) + X(f ), = [ X(hi) + hahu
= fhigr1, onde hyy = X(hg) + hihy € K[z].

Assim
&(X)
f Vs . v, 1 Vs . v,
et f%h X('Uz) X(‘UZ) et ha X(.Uz) X('Ul)
fhiy X)) oo X)) hior X Mv) oo XN (w)
Ou seja &.(X) = fdet(My), isto monstra que f é um fator de &.(X). O

Teorema 5.0.1 Seja X um campo de vetores polinomiais em K". Entao &.(X) =0 e

&o1(X) #£0 se, e somente se, X admite uma integral primeira racional.

Prova Suponha que X admita uma integral primeira racional, entao existe R = g € K(z)
tal que as hipersuperficies algébricas {fy = P — AQ = 0} ek , sdo X- invariantes para

todo A € K. Se r = grau(P — AQ) entao pela proposicao 5.0.1 temos
&(X) = frdetM,, (17)

onde M, é a Matriz como na proposi¢ao (5.0.1). Como existem infinitos A € K que
satisfazen a equagao (17), temos que &,.(X) = 0.

Suponha agora que &.(X) = 0. Desde que X?(V;) sdo em particular funcdes racionais,
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entdo as colunas da Matriz extdctica sdo linearmente dependentes sobre o corpo K(z),
daqui existem fungoes racionais «; € K(2), com i = 1,2...,] nao todos nulos tais que

l
Ni=> a; X (v)=0, j=0,1,...1-1

i=1
onde | = dimgK,[2] e {v1,v2,..., v} é uma base de K, [z].

Agore tome k como sendo o menor valor, tal que existem fungoes racionais a; € K(z) com

1 =1,2,...,k nao todos nulos, tais que
k
Ni=> a;X(v;)=0, j=0,1,... k-1 (18)
i=1

Sem perdida de generalidade podemos assumir que o = 1. Assim aplicando a regra de

Leibnitz & equagao (18) e como X(ay) = 0, temos

k k—1 k
XNG) = (X)X (03) + X (0)] =) X)X (v3) + > i X ()
=1 i=1 =1
k—1
=Y X)X (v;) + Njsr, j=0,1,... k-2
=1
Daqui

k—1
0=XWN) = Njp1 = X)X (vy), j=0,1,2,... k2.
=1

Da minimalidade de k, temos que X(«;) = 0 para todo i = 1,2,...,k — 1. Por tanto cada
um dos «a; ou é uma integral primeira racional para X ou é uma constante.

Suponha que «; = ¢; € K para todo i = 1,2,...,k — 1, entao pela equagao (18) te-

mos Ny = ayv; + aguy + ... + agu, = 0, sendo {vy,v9, ..., v} linearmente indepen-
dente sobre K, temos que «; = 0 para todo ¢ = 1,2,...,k. Isto é uma contradi¢ao pois
ar = 1, assim existe ¢ = 1,2,...,k — 1 tal que «; é uma integral primeira racional para
X. O

O resultado seguinte da uma cota para o nimero maximo de hipersuperficies invariantes

de um grau fixado.

Teorema 5.0.2 Seja X um campo polinomial em C" de grau d. Suponha que X nao
admite integral primeira racional, entdo o numero de hipersuperficies irredutiveis invari-

antes por X, de grau k, € no mdzrimo
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Em particular, se k =1 entao temos
1
(”; )(d— 1)+ n.

Prova Como X nao admite integral primeira racional, segue do corolario (4.0.2) e do
teorema (5.0.1) que o nimero de hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes por X
é finito e que & (X) # 0. Assim, se fi, f2,..., fy sdo os polinomios irredutiveis de grau k

definindo as hipersuperficies invariantes, entao pela proposigao (5.0.1) temos

{fi = 0} C {&(X) =0}

para todo i = 1, ..., N. Sendo os f; irredutiveis, temos pelo teorema dos zeros de Hilbert

fil&r(X)

para todo ¢ = 1,...,N. Por outro lado para i # j temos MDC(f;, f;) = 1, isto pois
K[z] é um DFU(dominio de fatoragao tnica) e {f; = 0} # {f; = 0}. Isto implica que
(f1-for fN)[€R(X), ou seja

fk(X) = (f1f2---fN)R7 (19)

para algum R € K[z].
Como grau(fifa...fn) = Zi]ilgrau(fi) = kN. Temos pela equagao (19)

grau(&r(X)) = kN (20)

por outro lado temos também que

grau(&(X)) = k(d—1) (’QC) + (k s 1) (K -1), (21)

onde K = (k:") = (”zk) Por tanto da equagdo (20) e (21) temos

N < (d—1)<§)+%(k;1)0€—1) 0
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Exemplo 5.0.1 A cota do teorema (5.0.2) no caso k = 1 € étima. Consideremos o

campo de vetores

_ _ 0
X= Zzl(zld 1 1>8z~
i=1 '

Sejam as

nd+(d—1)(g)=<n;1>(d—1)+n (22)

hipersuperficies algébricas irredutiveis dadas por

Zi—A=0, X'=1 j=1,2,...,n
Azi—z;=0, M '1=1 1<l<i<j<n,

Chamando  fj =z;, gj =2 —X e hy =Xz —z; temos
X(fy) = i wils = Dge(fy) = 2(2f 1 = 1) = 2Ly, onde Ly =z"~1,

X(g7) = Yy 22 =1) 2 () = 2(2 ' =1) = 2;(2f =27 = 25(2— M) (g, 247 FAE2)
= (2 — N\).Lg, onde Ly =z (34 28 FAF2),

X(hiz) = S an(z = Do (hyg) = 25 = DA+ 2277 = (1)
= Az —zh — 20+ 2 = — (Ao — ) (N2 — 2f) = =Nz — 25) + (M2 — =)

= —(Nzi — 2) + Az — 2) (Ch_ Az TR = (Azy — 2) (=1 + S0 (A=) kb
= hij.Ly,, onde Ly, = —1+ Zzzl(kzi)d_kzj’-“’l.

Pela afirmagdo (4.3.1) estas hipersuperficies sao X-invariantes e pela equagao (22) a cota

para k =1 € otima.
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Capitulo 6

Aplicacao a Teoria das Folheacoes

Holomorfas no Espaco Projetivo P"

Finalizaremos este trabalho dando uma aplicagao a teoria das folheagoes holomorfas no
espaco projetivo P". Lembremos que as hipersuperficies algébricas em P estao definidos
por os zeros de polindmios homogéneos, desta forma vamos definir a continuacao, o po-
linomio extactico para o caso homogéneo.

Denotemos por H, o subespaco vetorial de K[z] = K|z, ..., z,_1] formado por todos os

polinomios homogéneos de grau 7.

Definicao 6.0.1 Seja X um campo de vetores em K". O r-ésimo polinomio "homogéneo”

extactico de X € dado por

B —det | ) A X(v)
Xs—l(vl) Xs_l(vg) XS_1<U5)

onde s =dimgH,, {vi,v,...,vs} € uma base de H,, X°(v;) =v; e X (v;) = X1 (X(vy))
para todo i =1,2,...,s etodo j=1,...,s —1.
A hipersuperficie {h.(X) = 0}, dada por los zeros do r-ésimo polinémio homogéneo

extdctico é chamada de r-ésima hipersuperficies homogénea extdctica de X.

A demostragao dos seguintes resultados é exatamente igual aos resultados do capitulo 5,

por esse motivo eles s6 seran anunciados.
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Observacao 6.0.1 A definicao de hipersuperficie homogénea extdctica independe da es-

colha da base.

Proposicao 6.0.1 Toda hipersuperficie algébrica homogénea de grau r, invariante pelo

campo de vetores X € um fator de h.(X).

Teorema 6.0.1 Seja X um campo polinomialem K". Se h,.(X) =0 e h,_1 # 0. Entao

X admite uma integral primeira racional.

Observacao 6.0.2 A reciproca deste teorema nao mecessariamente € verdadeira, como
monstra o sequinte exemplo em C2.

Consideremos o campo polinomial homogéneo de grau 1, X = 2:17% + ya%. Temos que X
tem uma wntegral primeira racional dada por R = ?%

De fato: X(fy) = 2f», onde fy =z — \y? para todo \ € C.

Tomando a parte homogénea de grau 2 de fy denotada por f} = —N\?y* temos também

que [} é X-invariante. Assim considerando a base {—\y?, z* xy} de Ha, temos

—\y? x? Ty —\y? 2 ay
ho(X) =det | X(=X\y?) X(2?) X(zy) = det | 2(—X\y*) 42* 3zy
X(=\?) X2(2?) X*(wy) 4(=My?) 162 9zy

= (=\y?)[362%y — 4823y — 2(92%y — 1623y) + 4323y — 423y)] = (\y?)(—223y). Sendo
A # 0, temos finalmente hy(X) # 0.

Pode-se provar que a reciproca so ¢ satisfeita se consideramos integrais primeiras racionais
homogéneas de X, isto é, funcoes racionais R = g onde P e () sao polindbmios homogéneos
do mesmo grau.

De fato, se r=grau(P)=grau(Q), entao fy = P — AQ ¢é homogéneo de grau=r e X-
invariante para todo A € K. Pela proposigao (6.0.1) temos que, h,.(X) = frdet M.

Como existem infinitos A € K que satisfazen esta tltima equagao entao h,.(X) = 0.

Teorema 6.0.2 Seja X um campo polinomial em C™ de grau d. Suponha que X nao ad-
mite integral primeira racional, entdo o numero de hipersupericies homogéneas irredutiveis

mvariantes por X de grau k € no mdzrimo

(k +n(ﬁz 1)> N %(d B 1)( (Hn:?)) )
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em particular, se k =1 vale

(d—1)<g)+n

Prova Como X nao admite integral primeira racional, segue do coroldrio (4.0.2) e do
teorema (6.0.1) que o nimero de hipersuperficies algébricas irredutiveis invariantes por X é
finito e que A (X) # 0. Assim, se fi, f2, ..., fxy s80 os polinémios homogéneos irredutiveis
de grau k definindo as hipersuperficies homogéneas invariantes, entao pela proposicao

(6.0.1) temos
{fi =0} c {h(X) =0}
para todo 7 =1,..., N. Sendo os f; irredutiveis, temos pelo teorema dos zeros de Hilbert

fil P (X)

para todo ¢ = 1,...,N. Por outro lado para ¢ # j temos MDC(f;, f;) = 1, isto pois
K[z] é um DFU(dominio de fatoracdo tnica) e {f; = 0} # {f; = 0}. Isto implica que
(f1-far SN)|Pr(X), ou seja

hi(X) = (fife- [N R, (23)

para algum R € K[z].
Como grau(fife...fn) = Zi]ilgrau(fi) = kN. Temos pela equagao (23)

grau(hy (X)) > kN (24)

por outro lado temos também que
K
grau(hg(X)) = (d—1)< 5 )—HCk: : (25)
onde K = (ktfﬁl)) = (("7;)%). Por tanto da equagao (24) e (25) temos
1 K
N < —(d-1 O
< K+ k( )( 2>

Como uma generalizacao da representacao em coordenadas homogéneas para folheagoes

de codimensao r temos a seguinte proposicao.

Proposicao 6.0.2 Toda folheagao holomorfa de codimensao r e grau d em P¢, pode ser
definido em coordenadas homogéneas por uma r-forma polinomial homogénea €2 integravel
em C"™! de grau (d + 1) integrdvel satisfazendo, 1r(2) = 0. Ainda, Q0 é tinica a menos

de multiplicacao por constantes nao nulas.
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Teorema 6.0.3 Seja F uma folheagdo holomorfa 1-dimensional em P¢ e grau(F) = d

suponha que F nao admite integral primeira racional. Entao

1. O numero de hipersuperficies irredutiveis invariantes por F de grau k contando mul-

(193

tiplicidade € no maxrimo

2. Para o caso k=1 temos

(n+1) + (n;1>(d—1)=nd+ (Z)(d—l)Jrl

Prova Pela proposigao (6.0.2), seja Q a (n — 1)-forma polinomial homogénea em C"*!

de grau (d + 1) que representa F . Usando o isomorfismo canonico

n n—1
Cn+1 ~ /\(CnJrl) ® /\(Cn+1)*,
podemos também representar F por um campo polinomial homogéneo X em C"*! de
grau d, com 1x€2 = 0. Assim uma hipersuperficie algébrica V = (f =0) é Q-invariante
se, e somente se, é X-invariante, como também uma funcao racional R ¢é uma inte-
gral primeira racional para €} se, e somente se, é uma integral primeira racional para
X. Como como o campo F nao admite integral primeira racional, entao X nao admite
integral primeira racional, de aqui pelo teorema (6.0.2) temos que o nimero de hipersu-

perficies homogéneas irredutiveis invariantes por X de grau k£ é no maximo
k 1) =1 1 k+((n+1)-1) k 1 k+n
(n+1)—1 k 2 n k 2

Vendo que (k;:") = ("zk), temos o resultado desejado para a parte 1.

Em particular se k =1 e como (}) + (%) = ("), temos

(d—l)(n—gl) +n+1=nd+ (Z)(d—1)+1

que ¢é o resultado desejado para a parte 2. 0
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Seja F uma folheacdo holomorfa 1-dimensional em P" com grau(F) = d, L' um I-plano

fixode P" e X=3"7 P 9

5. 0 campo polinomial homogéneo de grau d que representa
J

F em coordenadas homogéneas. Podemos assumir sim perdida de generalidade que
L' = {[z,...,2,0,...,0]}.

De aqui, se f =Y ,a;z determina uma hipersuperficie algébrica de grau 1 em P" que
contém L!, entdo ag = ... = a; = 0. Isto pode ser visto tomando para todo j = 0,1,...,1

os pontos [0,..., 1 ,...,0,0,...,0] em L!. Assim

J

Ou seja f pode ser considerado como um polinémio em C*~.

Denotemos por H7" ' o subespaco formado por todos os polinémios homogéneos em C**!

de grau 1, que dependem s6 das varidveis z;,1,...,2, e consideremos o polinomio
2141 2142 s Zn
mU(X) = det X@”” X('fl+2) T X(fn)
X ) X ge) o X (z)
onde {z41,...,2,} é uma base de H" .

Suponha que F nao admita integral primeira racional entao:
) R £0
ii) Toda hipersuperficie algébrica homogénea de grau 1 que contém L' e X-invariante é
um fator de A77(X).
Com efeito
i) e ii) podem ser provados de forma andloga a proposi¢ao (5.0.1) e ao teorema (5.0.1).
Sejam  f1, fa, ..., fx 0s polinomios homogéneos de grau 1 contendo L! e X-invariantes,
entdo por i) e ii) temos

{fi =0} c {R(X)}
para todo 7 =1,..., N. Sendo as f; irredutiveis, temos pelo teorema dos zeros de Hilbert
que

fill=(X)
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mais especificamente
mHX) = (fifv).R

para algim R € C[z41, ..., 2,], isto pois, C[z;41,. .., 2,] € um D.F.U. De aqui temos

grau (A7 ~'(X)) =grau (fi...fx.R) > grau (fi..fy) = S grau (f;) = N (26)
Por outro lado
grau (R~(X)) = (d = 1)(",") + (n=1) (27)
Assim, pelas equacdes (26) e (27) temos

n—I

Ng(d—l)( , )+(n—l)

Ou seja, o nimero de hipersuperficies algébricas de grau 1(hiperplanos) contendo L' e

JF-invariantes é no maximo
—1
(d—1)(”2 ) +(n—1)

Isto demonstra o seguinte Corolario:

Corolario 6.0.1 Seja F uma folheagcao holomorfa 1-dimensional no espago projetivo
P™ com grau(F) = d. Suponha que F nao admite integral primeira racional, entdo o

numero de hiperplanos invariantes por F que contém um l-plano firo, 1 <[l <n—1 ¢€

(d—1)("2_l)+n—z

Observagao 6.0.3 A cota dada no coroldrio (6.0.1) é étima. De fato, Consideremos o

limitado por

campo vetorial

Temos que X deixa invariante os hiperplanos
2; =0, [+1<j5<n

Ai—2zj=0, M1=1 I[+1<i<j<n

Ao mesmo tempo que estos hiperplanos contém o l-plano fizo L' = {z,1 = ... = 2z, = 0}.
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