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Resumo

A analise fatorial é uma ferramenta estatistica bastante utilizada para identificar um
numero reduzido de fatores que explicam o relacionamento entre diversas variaveis em um
conjunto de dados. Neste trabalho, exploramos essa técnica com uma abordagem Baye-
siana no contexto de andlise de expressao de genes. Inicialmente, estudamos o modelo
fatorial latente simples e verificamos seu ajuste a um conjunto de dados simulados. Em se-
guida, analisamos o modelo fatorial latente com interacoes juntamente com distribuicoes
a priori esparsas para testar se os fatores, definidos para regides com alteragao do niimero
de copias, estariam afetando genes localizados em outras regides do genoma. A interacao
nao linear foi introduzida no modelo por meio de um Processo Gaussiano que apresenta
em sua estrutura uma funcao de covariancias que sera o foco principal neste trabalho.
O comportamento e desempenho do modelo fatorial latente esparso com interacoes sera
avaliado a partir de simulagoes utilizando diferentes funcoes de covariancias: exponencial
quadrética, como abordado em Mayrink e Lucas (2013), exponencial poténcia e fungoes
da classe Matérn que se distinguem em termos da escolha dos parametros suavizadores.
Uma andlise de sensibilidade é realizada considerando estas configuracoes, os resultados
indicam que algumas especificacoes fornecem melhores ajustes que outras. Para finalizar,
uma aplicagao a dados reais é mostrada considerando a configuracao de covariancias com

indicagao de melhores resultados no caso simulado.

Palavras-chave: Inferéncia Bayesiana, Prior: Esparsa, Processo Gaussiano, Genoma.



Abstract

The factor analysis is an statistical tool widely used to identify a reduced number
of factors supposed to explain the relationship between many variables in a data set.
In this work, we explore this technique using the Bayesian approach in context of the
analysis of gene expression. Initially, we study the simple latent factor model and verify
its performance to fit simulated data. Next, we evaluate the latent factor model with
interactions assuming sparse prior distributions to test whether the factors, defined for
regions with copy number alterations, would affect genes located in other regions of the
genome. The interaction was introduced in the model through a Gaussian process having
in its structure a covariance function which is a key element in our study. The behavior
and performance of the sparse latent factor model with interactions was evaluated through
simulations using different covariances functions: quadratic exponential, as discussed in
Mayrink and Lucas (2013), power exponential and some functions options in the Matern
class that differ in terms of the choice of the smoothing parameters. A sensitivity analysis
is made considering these settings and the results indicate that some specifications provide
a better model fit than others. Finally, an application involving real data is presented

considering the covariance function exhibiting the best results.

Keywords: Bayesian Inference, Sparsity prior, Gaussian Process, Genome.
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Capitulo 1

Introducao

Analisar dados com alta dimensao requer técnicas especiais tais como selecao de
variaveis ou reducao da dimensao. O modelo fatorial é uma ferramenta flexivel e po-
derosa para a andlise de dependéncia multivariada e para a verificacao de padroes e
associacoes nos dados. A principal funcao da anélise fatorial é reduzir ou resumir a in-
formacgao em uma grande quantidade de variaveis a um nimero pequeno de fatores, que
sao usados para identificar caracteristicas subjacentes principais e associagbes entre as
variaveis.

Com os avangos computacionais, muitos estudos tem usado o modelo fatorial com a
abordagem Bayesiana, em particular, modelos Bayesianos tém levado a resultados inte-
ressantes para andlise de expressao de genes. West (2003) introduziu o modelo fatorial
latente esparso como uma extensao de um modelo de regressao esparso, e mostrou a
capacidade do modelo fatorial em identificar e estimar padroes e grupos de genes relaci-
onados a fenémenos biolégicos. Lucas et al. (2006) também utiliza um modelo fatorial
latente hierarquico com uma distribuicao a priori esparsa para as cargas e obtém grandes
melhorias na identificacao de padroes complexos em termos de covariacoes entre genes. A
complexa rede de dependéncia entre genes motivou Mayrink e Lucas (2013) a construir
um modelo fatorial com interacoes, pois a interacao é introduzida para explicar uma
parte dessa dependéncia. Interacoes sao bastante comuns no contexto de regressao, elas
podem ser introduzidas através de um o produto de covariaveis. Neste caso, o modelo des-

creve uma relagao multiplicativa entre duas covariaveis influenciando a variavel resposta;



lembramos que outras formas de interagoes podem ser consideradas em regressao.

Modelos com interagoes nao lineares também tem sido estudados por diversos pes-
quisadores e em muitos casos a nao linearidade é introduzida no modelo a partir de uma
especificagdo a priori de um Processo Gaussiano. Henao e Winther (2011) consideram
variaveis latentes esparsas e modelos Bayesianos lineares para uma andlise parcimoniosa
de dados multivariados. O uso dessas ferramentas consiste em uma hierarquia com-
pleta em modelos esparsos usando uma distribuicao a prior: do tipo mistura com uma
componente com ponto de massa em zero, fatores latentes nao-Gaussianos e uma busca
estocastica sobre a ordenacao das varidveis. Os autores argumentam que o modelo é
flexivel de modo que ele pode ser estendido ao trocar a distribuicao a priori estabelecida
para o conjunto de variaveis latentes por um Processo Gaussiano, que permite a nao
linearidade entre as variaveis observadas.

Lawrence (2004) e Lawrence (2005) exploram a interagdo nao linear entre fatores
latentes propondo um modelo de regressao com Processo Gaussiano. Além disso, eles
introduzem uma interpretacao probabilistica para a andlise de componentes principais
chamada de Anélise de Componente Principal Probabilistica Dual (DPPCA). A vantagem
desse modelo estaria no fato de que o mapeamento linear do espaco latente para o espago
de dados pode ser normalizado pelo Processo Gaussiano que é assumido para as variaveis
latentes. O DPPCA com um Processo Gaussiano introduz nao linearidade no modelo a
partir de uma funcao de covariancias que define a associacao entre as variaveis, com isso
o modelo passa a ser chamado de Modelo de Variaveis Latentes com Processo Gaussiano
(MVL-GP).

O uso do Processo Gaussiano é um tépico abordado por Mayrink e Lucas (2013)
que estudaram o efeito de interagao nao linear no modelo fatorial latente esparso. Eles
utilizaram a funcao de covariancias exponencial quadrética e verificaram a forma do
efeito de interacao entre fatores por meio de um parametro de comprimento-escala. Este
parametro tem um papel fundamental na estimacao das interacoes, pois se aumentarmos
o seu valor estaremos suavizando a superficie estimada que representaria a interacao entre
fatores.

A funcao de covariancias exponencial quadratica nao é a tunica opcao. Outras for-



mas de func¢oes podem ser consideradas incluindo mais de um parametro que controla
a suavizacao. Pretendemos explorar a fungao de covariancias Exponencial Poténcia e
funcoes da classe Matérn. Neste trabalho, usamos o modelo fatorial latente esparso com
interacoes para identificar o efeito nao linear de interacao entre fatores sobre grupos
de genes. Utilizamos inicialmente a funcao de covariancias exponencial quadratica para
confirmar os resultados obtidos por Mayrink e Lucas (2013), em seguida utilizamos as
funcoes de covariancias exponencial poténcia e algumas da classe Matérn para comparar
e verificar através de dados simulados se ha melhoras na estimacao dos parametros do
modelo. Uma aplicacao envolvendo dados reais também foi desenvolvida no contexto do

estudo de alteragao do ntimero de cépias em diferentes partes do genoma.

1.1 Organizacao da dissertacao

Esta dissertacao estd organizada como segue. O Capitulo 2, apresentado a seguir, ira
descrever alguns conceitos basicos de inferéncia Bayesiana, incluindo a analise conjugada
e a descri¢ao de dois dos principais métodos computacionais (algoritmo Gibbs Sampling
e o Metropolis-Hastings) para amostragem indireta da distribuigdo a posteriori.

O Capitulo 3 descreve resumidamente a andlise de expressao de genes e o pré-tratamento
dos dados que serao utilizados e motivarao este trabalho. Além disso, fizemos um estudo
simulado analisando o ajuste de um modelo fatorial latente simples.

O Capitulo 4 trata da aplicacao de uma modelagem com interacoes entre fatores defi-
nidas para grupos de genes afetados por regioes do genoma apresentando uma alteracao
do nuimero de cépias do DNA. Neste capitulo, simulamos um conjunto de dados contendo
grupos de genes afetados por estas regioes e um grupo que nao é afetado. Consideramos
um modelo em que cada fator estard associado com cada grupo de gene afetado por estas
regioes. Um grupo extra que nao ¢ afetado podera ter relagao com estes fatores e/ou com
uma interacao deles. Essa interacao é introduzida por meio de um processo Gaussiano
que apresenta a funcao de covariancias exponencial quadratica. A existéncia do efeito de
interacao entre fatores é feita pelo uso de distribuicoes a priori esparsas.

No Capitulo 5 fizemos um estudo abordando as fungoes de covariancias exponencial



poténcia e algumas da classe Matérn. Apresentamos alguns resultados de um estudo
simulado onde comparamos os modelos com distintas funcoes de covariancias. Nesta
etapa, diferentes valores dos parametros de suavizacao sao considerados.

No Capitulo 6 apresentamos uma aplicagao do modelo com interagoes envolvendo
um conjunto de dados reais representando expressoes de genes para o cancer de mama.
Utilizamos aqui uma funcao de covariancias da classe Matérn que mostrou bons resultados
no capitulo 5.

Finalmente, o Capitulo 7 fard um resumo de tudo aquilo que foi apresentado e discu-

tido neste trabalho, além de apresentar algumas propostas de trabalhos futuros.



Capitulo 2

Conceitos Basicos de Inferéencia

Bayesiana

Ao selecionar uma familia & de uma classe de distribuicoes de probabilidades que
sao indexadas por um parametro # € © estamos atribuindo a um processo ou fenomeno
fisico, que gera observacoes, um modelo estatistico paramétrico. As observacoes y =
(Y1, Y2, ---, Yn) S80 uma amostra aleatéria extraida da populagao que se distribui de acordo
com a densidade p(y | €) € &. O parametro 6 representa a caracteristica de interesse que
se quer conhecer para poder ter uma descricao completa do modelo ou tomar decisoes
em algum procedimento. Por exemplo, considere um conjunto de medicoes y; com ¢ =

2 conhecida. Neste caso, y; =

1,2,...,n, tal que y; ~ N(6,0%), com variabilidade o
0 + ¢; € o modelo que sera descrito pela seguinte funcao de verossimilhanga assumindo
independeéncia condicional entre os y;.

& - \ 1

vl 0) = [Tt 10) = TTo)Hexo { - = 0}

i=1 i=1
vale ressaltar que a quantidade 6 é mais do que um parametro indexador, pois ela é a
média das observacoes e estariamos interessados na determinagao do seu valor.

Deixando o exemplo da Normal acima e considerando o caso geral p(y | 0), o parametro

f em um modelo estatistico é uma quantidade desconhecida. O principal interesse em

problemas de inferéncia é conhecé-lo ou caracteriza-lo. Por isso, é possivel que a in-

formacao a respeito de 6 seja incorporada a um modelo estatistico capaz de descrever



a incerteza inicial que se tem sobre # como uma medida de probabilidade. Entao, é
necessario construir uma distribuicao de probabilidade a priori para 6 que ird resumir
toda a informacao disponivel sobre § previamente conhecida antes da realizacao do expe-
rimento, isto é, antes de observarmos a amostra. Apds observarmos os dados o processo
de inferéncia para 6 sera baseado na distribuicao a posteriori, que é uma atualizacao da
distribuicao a priori. A inferéncia sobre  é feita a partir da informacao trazida pelos
dados (amostra) juntamente com a informagao que se tem de 6 antes de observarmos os
dados.

Em estatistica Bayesiana a regra de Bayes ¢ utilizada como mecanismo para a atua-

lizacao da distribuicao a priori. Ela é dada pela expressao:

(v, 0) p(0) _ ply | 0)p(0)
p(y) Jop(y | 0)p(0)do’

Os termos p(f | y) e p(f) em (2.1) medem, respectivamente, a incerteza sobre € apds

p@y) =" (2.1)

observarmos os dados (distribuicdo a posteriori) e antes de observa-los (distribuigao a
priori). Vale ressaltar que o denominador em (2.1), no caso de distribuicoes discretas
pode ser escrito como p(y) = >, p(y | §) p(#), além disso ele é visto como uma constante
que nao depende de 6 o qual chamamos de distribuicao preditiva. Essa distribuicao tem
grande importancia no calculo dos fatores de Bayes que sao usados como um possivel
critério para comparar modelos. Com isso, a regra de Bayes pode ser escrita de forma

mais resumida considerando apenas a parte que depende de 6, como segue:

p(0y) <ply | 0) p(d).

No caso de 6 = (61,05, ...,0,) ser um vetor, as distribui¢des marginais e condicionais
completas de cada 6; podem ser obtidas a partir da distribuicdo a posteriori conjunta

p(01,04,...,0, | y). Entdo a distribuicdo marginal a posteriori de 6; seré:

p(ez | y) = /p(917027 “'781) | y)de—z;

sendo 0_; = (04,04, ...,0;_1,0;11,...,6,) o vetor paramétrico sem a i-ésima componente.

De maneira analoga, pode-se obter distribuicoes para subvetores de #. Além do mais,



varias distribui¢oes condicionais podem ser obtidas da seguinte forma:

p(017027"'79p | y)
p(0_i|y)

A distribuigao de (6; | 6_;,y), é chamada de distribuigdo condicional completa a

p(ez‘ | 9—1;7@ =

posteriori e elas sao muito importantes em aplicacoes do algoritmo computacional Gibbs
Sampling, um dos métodos Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC), que serd
descrito adiante neste trabalho.

Este capitulo estd organizado da seguinte maneira: A secao 2.1 ird descrever como
propor uma distribuicao a prior: por meio de familias de distribuigcoes que facilitam a
caracterizagao de modelos, as familias conjugadas. Na secao 2.2 sera apresentado uma
breve descrigao do algoritmo Gibbs Sampling, utilizado para gerar amostras da distri-
buigao a posteriori. A secao 2.3 apresenta outro método de amostragem da distribuigao
a posteriori conhecido como Metropolis-Hastings, que também é um método MCMC. E

a se¢ao 2.4 finaliza este capitulo apresentando as principais conclusoes.

2.1 Familias Conjugadas

Uma maneira de escolher a distribuicao a prior: é por meio de conjugacao. Ao cons-
truirmos familias conjugadas devemos buscar uma familia de uma classe de distribuigoes
¢ versatil e ampla o bastante, para acomodar diferentes opinides e informagoes a priori,
permitindo uma boa interpretabilidade dos parametros e simplicidade no calculo da dis-
tribuicdo a posteriori. Por definigao, considere & = {p(y | 0) : 0 € O} uma familia de
distribuigoes relacionadas & amostra y = (y1, Y2, ..., Yn) € seja ¢ = {p(f) : 6 € O} a classe

de distribuic¢oes de probabilidade sobre #. Dizemos que ( e & sao familias conjugadas se:

(i) A classe ¢ é fechada por amostragem de S, isto é, o nicleo da distribuigao p(y | )

¢ proporcional a algum membro de (, e

(ii) A classe ¢ é fechada com relagao ao produto, ou seja, ao multiplicar p(y | €) e p(6)

obtem-se uma distribuicao a posteriori na mesma classe ¢ da distribuicao a priori.



Considere, por exemplo, y = (1, Y2, ..., Yn) varidveis aleatérias que dado 6 € [0, 1] sdo
independentes e identicamente distribuidas com distribuicao Bernoulli. Entao a verossi-

milhanca é escrita da seguinte forma:

n

p(y ‘ 6) = Hp(yz ’ 9) = 92?:1 Yi (1 — 9)”*2?:1 Yi

i=1

Uma candidata a familia conjugada é dada por:

p(0) o 6(1 — 6), (2.2)

na qual as propriedades (i) e (ii) sao satisfeitas, mas a distribui¢ao em (2.2) nao é flexivel.
Para colocar flexibilidade pode-se introduzir hiperparametros, assim a equagao (2.2) pode

ser escrita como:

p(6) oc 0° (1 = 0)"; (2.3)

entao tem-se que (2.3) representa o nicleo de uma distribuigao Beta com hiperparametros
a>0eb>0. E por construcao, essa distribuicao é fechada por amostragem, logo, basta

verificar se a mesma ¢é fechada por produto. Com isso tem-se:

p(8 | y) o< ply | B)p(6) = %1% (1 — g)" =i=1¥i ga=i(] — g)b~!
o PrEiaviml (] — g)brn— i il (2.4)

Assim, a expressdo em (2.4) apresenta o nucleo de uma Beta(a + > - yi;b+n —
> v, Ui), logo a classe de distribuiges Beta é uma familia conjugada para o modelo
Bernoulli.

Outro exemplo importante que envolve conjugacao é o caso Normal. Considere
y = (y1,92, .., yn) uma amostra aleatoria que dado 6 tem distribuicao N(u,0), sendo

i conhecido e 8 > 0. Note que a funcao de verossimilhanca sera:

n

ply | 0) = Hp(yi | 0)

= (27)7% (%) : exp {—% : (yi — M)Q} . (2.5)



Uma familia de distribuigoes de probabilidade sobre 6 que é conjugada em relacao a

expressao em (2.5) sera:

p(0) = % (%)aﬂ exp {—%b} ca>0eb>0. (2.6)

Em (2.6) temos a densidade da distribuigdo Gama-Invertida com parametros de escala

b > 0edeformaa > 0. A densidade a posteriori é obtida via regra de Bayes como segue:

p(0 | y) o< p(y | 0)p(9)
<(5) oo S} (5) oo )
x (%) e exp {—% (b + %g(yz - M)Q) } :

Portanto, (# | y) tem distribuigao Gama-Inversa com parametros de forma 5 +a e escala
b+ % Z?:l(yi - M)z-

A conjugacao é sempre valida para classes ( muito abrangentes como, por exemplo, a
classe de todas as distribuigoes continuas, e quase nunca para uma classe contendo apenas
uma unica familia de distribuicao. Assim, o bom senso deve ser usado para utilizar classes
de distribuigoes que nao sejam tao amplas, mas para as quais a propriedade de conjugacao
é valida.

Uma vez obtida a distribuicao a posteriori, se ela tiver forma fechada, podemos rea-
lizar de forma direta a descrigao e inferéncia sobre o parametro de interesse. Entretanto,
na maioria das vezes nao ¢ trivial a obtencao da distribuicao a posteriori, isso ocorre
devido a dificuldades imposta pela integral do denominador da regra de Bayes. Em mui-
tos casos essa constante normalizadora nao pode ser calculada e o que se tem é apenas
o ntcleo da distribuicao alvo. Para contornar este problema e obter uma amostra da
distribuicao a posteriori, serao utilizados alguns métodos computacionais que sao base-
ados em simulacoes estocasticas via cadeias de Markov. Nesse caso, pode-se gerar uma
amostra da distribuicao a posteriori, cuja forma nao é conhecida, a qual sera usada para
construir, histogramas e estatisticas (estimativas) que irdo resumir a informagao sobre o

parametro.



2.2 Gibbs Sampling

O Gibbs Sampling foi a primeira classe de esquemas largamente empregada para
simulacao estocastica via cadeia de Markov, ele foi proposto originalmente dentro do
contexto de reconstrugao de imagens por Geman e Geman (1984). Estes autores, pro-
puseram um esquema de amostragem da distribuicao de Gibbs explorando justamente
suas condicionais completas, por meio de um algoritmo iterativo que define uma cadeia
de Markov. Mais tarde, Gelfand e Smith (1990) compararam esse amostrador com ou-
tros esquemas de simulagao estocastica e mostraram que o Gibbs Sampling poderia ser
utilizado, em muitos casos, para amostrar de distribuicoes a posteriors.

Para implementar o Gibbs Sampling devemos ser capazes de gerar observagoes a partir
de cada distribuigao condicional completa p(6; | 0_;,y). As amostras podem ser geradas
de maneira direta, se as distribuigoes condicionais completas tem forma conhecida; ou
de maneira indireta, quando as condicionais completas nao tem forma conhecida. Nesse
ultimo caso, alternativas para gerar da condicional completa a posteriori sao, por exem-
plo, os algoritmos Adaptive Rejection Sampling (ARS) de Gilks e Wild (1992), o Slice
Sampling de Neal (2003) ou o Metroplis-Hastings de Metropolis et al. (1953) e Hastings
(1970), que serd visto adiante, como um passo dentro do Gibbs Sampling.

O Gibbs Sampling é configurado da seguinte forma:

Passo 1 Escolha os valores iniciais #() = (9%0),0?), ...,01(,0)) e inicialize o contador de

iteragoes t = 1.
Passo 2 Obtenha os novos valores ) = (QY), 99, s Hz(f)) a partir de sucessivas geracoes:

gerar 0 de p(6y | 050,057,087 y);

gerar 05 de p(0 | 057,057, 0V y);

gerar 6 de p(6, | 09,00, .0 ).

Passo 3 Faca t = t + 1 e retorne ao passo 2 até obter a amostra desejada apds a

convergéncia das cadeias.

10



Conforme t cresce, a cadeia aproxima-se de uma condicao de equilibrio. Os valores de
6 obtidos até uma iteracio t, serdo descartados da andlise, pois nesta fase a cadeia passa
por um perfodo de aquecimento (burn-in). A partir da iteracdo ty + 1 os valores de )
serdo tratados como amostras da distribuigdo a posteriori p(6 | y). As amostras geradas
de p(@ | y) ndo sao totalmente aleatdrias, pois hd uma dependéncia entre os valores da
cadeia deixando as observagoes correlacionadas. Uma estratégia utilizada para minimizar
esse problema é formar a amostra final com os valores selecionados a cada L iteracoes, o

que chamamos de lag.

2.3 Metropolis-Hastings

Quando a distribuicao de interesse, por exemplo a condicional completa a posteriori,
nao tem forma conhecida, nao serd possivel gerar amostras diretamente em uma parte
do algoritmo Gibbs Sampling. Nesse caso, o algoritmo Metropolis-Hastings é uma alter-
nativa que considera o nicleo h(f) obtido via regra de Bayes e uma distribuigao geradora
de candidatos em um teste de aceitagao/rejeicao. Em outras palavras, se desejamos
gerar valores da distribuicao a posteriori p(6 | y) o< h(8) = p(y | 0)p(8), precisamos
especificar uma distribuicao geradora de candidatos q(6* | §%~1) valida no dominio de
6 e condicionada em #*~Y. Dado o valor inicial §), o algoritmo procede da seguinte

maneira:

);
h (Q(t 1) ) (0* | Q(t—l))

Passo 1 gerar 6* de ¢(6* | 64—V

Passo 2 calcule a razao r = e considere « = min {1, 7};
Passo 3 gere u ~ U(0,1). Se u < a faca 0%Y) = §*, caso contrario §® = gt=1)

Passo 4 Faca t = t + 1 e retorne ao Passo 1 até obter a amostra desejada apods a

convergéncia das cadeias.

Existe flexibilidade para a escolha da distribuicio candidata ¢(#* | *=1). Uma opcao
mais usual seria propor uma distribuicao simétrica em seus argumentos como a normal,

neste caso ¢(0* | ¢~Y) = ¢(0*V | §*), entdo a razdo no Passo 2 do algoritmo poderia
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h(6%)
h(0G-D)’
dispersdo de q(6* | #%~Y) influencia na autocorrelacdo da cadeia. Valores altos para a

ser simplificada para r = Entretanto, é importante destacar que a escolha da
variancia geram taxas de aceitagao muito baixas e isso leva a uma cadeia que permanece
constante por vérias iteracoes, entretanto, valores baixos permitem movimentos pequenos
no espacgo paramétrico e determinam taxas de aceitacao altas, porém a cadeia tera forte
autocorrelagao.

Utilizaremos neste trabalho o Metropolis-Hastings dentro do Gibbs Sampling para ge-
rar amostras das distribuicoes a posteriori condicionais completas desconhecidas. A ideia
¢é combinar os algoritmos Gibbs Sampling e Metropolis-Hastings construindo um Gibbs
Sampling que em alguns de seus passos executa uma iteracao do Metropolis-Hastings, ou
seja, as observacoes que nao podem ser geradas diretamente de suas distribuicoes con-
dicionais completas, serao geradas através do Metropolis-Hastings (uma tnica iteragao)
dentro do ciclo amostral do Gibbs Sampling. Isso é conhecido na literatura como Metro-

polis within Gibbs, mais detalhes podem ser vistos em Gamerman e Lopes (2006).

2.4 Conclusoes do Capitulo

Este capitulo apresentou alguns conceitos basicos sobre inferéncia Bayesiana indicando
a regra de Bayes como ferramenta para atualizar a distribui¢ao a priori. Além disso, vi-
mos que uma escolha adequada da distribuicao a priori facilita a andlise ao obtermos
a conjugacao. Apresentamos também uma breve descricao dos principais métodos com-
putacionais MCMC utilizados para amostragem indireta da distribuicao a posteriori: os
algoritmos Gibbs Sampling e Metropolis-Hastings. O capitulo seguinte apresentara essa
abordagem no contexto de andlise de expressao de genes, onde um modelo fatorial simples

serda usado para modelar um padrao de expressao genético.
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Capitulo 3

Analise de Expressao de GGenes

Recentes tecnologias envolvendo sequéncias de oligonucleotideos curtos (fragmentos
de DNA ou RNA com 25-30 bases) em pequenos chips estao sendo usadas para a cons-
trucao de plataformas de microarrays. O sistema GeneChip, produzido pela Affymetrix
(http://www.affymetrix.com/estore/), utiliza sequéncias curtas de oligonucleotideos
depositados em um chip configurando em um “grid”com probes. As probes contém mate-
riais genéticos compostos por sequéncias que sao projetadas (conhecidas) para combinar
com outras sequeéncias genéticas extraidas de uma amostra. Um conjunto composto
por 11-20 pares de probes formam um probe set, que neste trabalho, iremos considerar
como representacao de um gene de interesse. Assim, neste chip que contém sequéncias
genéticas é aplicado uma solucao com material de células que se quer analisar. Esse
material genético recebe uma marcagao fluorescente, e as sequéncias presentes na solugao
poderao encontrar seus pares fixos no chip e, se isso acontecer, haverd conexao. Esse
processo é conhecido como hibridizacao. A Figura 3.1 apresenta uma imagem ilustrativa

desse processo.
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Dados de Microarray

Superficie sdlida com
mais de 500.000 células.

Fragmentos de RNA extraidos de
uma célula cancerigena.

Probe

| Fragmentos de RNA com
etiquetas fluorescentes.

Hibridizacao

Figura 3.1: Representacdo da configuracdo de um chip usado para a construcdo de pla-

taformas de microarrays.

O processo de hibridizagao por complementariedade dos oligonucleotideos é avaliado
a partir de dois tipos de probes: Perfect Match (PM) e Mismatch (MM). O PM tem
uma sequéncia idéntica a um trecho de um dado gene; neste caso, a ligacao entre a
sequéncia do chip e da solucao é perfeita. Por outro lado, o MM apresenta uma sequéncia
de oligonucleotideos com a base do meio (13* posigao) alterada; aqui a ligacao entre as
sequencias nao ocorre perfeitamente resultando no que se chama de hibridizagao cruzada.
O propésito do probe tipo MM ¢ justamente permitir que se investigue a ocorréncia da
hibridizacao cruzada.

Ap6s a hibridizacgao, o chip é lavado para remover materiais sem conexao, em seguida
aplica-se um laser para ativar as etiquetas fluorescentes. No final, o chip é escaneado
medindo-se a luminosidade dos probes do microarray. Esta luminosidade é representada
por um valor real positivo. Onde houver hibridizagao o valor da luminosidade sera alto

e onde nao houver serd baixo. A Figura 3.2 representa a imagem de um microarray.
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Um laser é aplicado sobre a superficie.

Intensidades de luz podem ser observadas

Imagem de um Microarray real
(escala log)

Figura 3.2: Representacao de uma imagem de microarray.

Esses experimentos produzem um grande conjunto de dados que contém indicios das
atividades de milhares de genes. Os dados que serao utilizados neste trabalho sao os
valores das luminosidades. Eles representam a intensidade de hibridizagao e proporcio-
nam uma medida do nivel de expressao do gene. Essas medidas podem ser usadas para
classificar um gene como presente por meio de um padrao que um probe set apresenta
em diversos microarrays, produzidos para diferentes amostras do mesmo tipo de célula.
Podemos classificar o probe set (representando um gene) como ausente quando nao hé
um padrao ao longo das amostras; veja Mayrink e Lucas (2015). Alguns problemas como
sujeiras, desajuste do scanner ou defeitos no chip podem causar distor¢oes nas lumino-
sidades, por isso, esses dados passam por um pré-processamento antes de propriamente
analisarmos o nivel de expressao.

Existem diversos métodos de pré-processamento, entre eles podemos citar o MAS 5.0,
RMA e 0o GCRMA. O MAS 5.0 (Microarray Suite Version 5.0) é um software desenvolvido
pela Affymetrix que incorpora um conjunto de ferramentas para analise de microarrays.
Entre as ferramentas, temos um método simples de pré-processamento que utiliza ambos

os tipos de probes PM e MM. Outro método de pré-processamento bastante popular
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é conhecido por Robust Multi-array Average (RMA). Esse método usa transformagoes
logaritmicas e faz um ajuste linear para corrigir as luminosidades do chip, eliminando
parte dos erros. Além disso, os dados passam por uma normalizacao que utiliza projecao
de quantis para regular as luminosidades. Finalmente, o conjunto de dados de um probe
set serd sumarizado resultando em uma tunica luminosidade para cada gene. Para mais
detalhes a respeito do MAS 5.0, RMA ou sobre outros métodos de pré-processamento
como o CGRMA veja, respectivamente, Affymetrix (2001), Irizarry et al. (2003), Wu
et al. (2004).

Este capitulo esta organizado da seguinte maneira: A secao 3.1 faz uma breve des-
cricao da modelagem fatorial proposta. Na secao 3.2 apresentamos um estudo simulado
para avaliar o comportamento deste modelo. A secao 3.3 fecha o capitulo com as princi-

pais conclusoes.

3.1 O Modelo Fatorial Latente Simples

Considere X;; a luminosidade pré-processada referente ao probe ou gene (probe set) i
do microarray ou amostra j, com i =1,2,....me j =1,2,...,n. O modelo fatorial tem a
seguinte formulagao:

X =al+e, (3.1)

sendo o uma matriz de cargas ou loadings (m x L), A\ a matriz dos escores dos fatores
(L X n) e € a matriz dos erros (m x n) com €; ~ N(0,07). Veja que L é o nimero de
fatores adotados no modelo.

As seguintes distribuicoes a priori conjugadas sao especificadas:

o} ~ GI(a,b); (3.2)
>\0j ~ NL(O, IL) com )\.j = ()\1]‘, )\gj, ey )\Lj)/' (33)

Considere GG a indicacao de uma Gama Inversa e I}, a matriz identidade com dimensao
L. A configuragao escolhida em (3.3) é utilizada como estratégia padrao para fixar a
magnitude de A e evitar um problema de identificabilidade no produto aA. No contexto

de analise de expressao de genes, A é responsavel por descrever o padrao da expressao
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do probe (ou probe set) ao longo das amostras. Além disso, no modelo fatorial em (3.1)
as cargas atuam como se fossem coeficientes de regressao, podendo ser tanto positivas
quanto negativas e determinam a forca e a direcao de influéncia dos fatores.

Nesta versao mais simples do modelo fatorial adotamos a seguinte distribuicao a
PTIOTL:

Qe ™ NL(MQ, Va) Sendo Oé;. = (Oéil, a2,y ..ny OéiL). (34)

Através da distribui¢ao a priori em (3.4) podemos avaliar a significancia das cargas
levando em conta o intervalo de credibilidade. Se o zero pertence ao intervalo, «; nao
seria significativo e, com isso, o fator [ nao teria influéncia sobre as observacoes da linha
7 na matriz de dados. Uma matriz de cargas com poucos «; significativos indica que o
efeito dos fatores no modelo é baixo ou nulo, caracterizando um padrao de expressao fraco
ou aleatério em X. Uma matriz com muitos oy significativos, sugere que a influéncia dos
fatores ¢ alta e um padrao de expressao forte pode ser observado na matriz de dados X.

Na Figura 3.3, o painel esquerdo mostra uma matriz de dados que apresenta um
padrao de expressao forte; neste caso o modelo indicaria uma matriz o com muitas cargas
significativas. Por outro lado, a direita, temos uma matriz de dados com um padrao de
expressao fraco ou aleatorio, aqui o modelo apresenta uma matriz o com poucas cargas

significativas.

.l | 05 10 | 05
|||||| ||| IIII | ’
13 Lini

[ |'| !
" o || | r ‘ v
i ‘I | B! || |||
| 1 ||| ||| | o Wm 1 i
LR | N A

| hilfl 2 A (IR { |III e
1|I|Ih|||| ul }h

1 |IL||

.'.|'|. |,.. A

Probes
Probes

. 0o
| 111
|

Microarrays Microarrays

Figura 3.3: Representacao de duas matrizes de dados X, a esquerda observa-se um padrao

forte, a direita um padrao fraco ou aleatorio.
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Uma das questoes a ser levada em conta na estimacao dos parametros é que « e
A podem trocar de sinais. Este problema de identificabilidade é natural em andlise
fatorial e no caso Bayesiano fica evidente quando se executa mais de uma vez o algoritmo
MCMC, pois em execugoes diferentes poderiamos observar que a cadeia converge para o
valor correto, porém havendo mudanca de sinal entre @ e A. Uma forma de tratar esse
problema para realizar inferéncia é multiplicar os valores da cadeia por -1 quando houver
mudanca de sinal. Alem da troca de sinal, outro problema de identificacao é a troca de
colunas dentro de « e linhas dentro de A\. Uma das maneiras de contornar este segundo
obstaculo é impor para « a restricao de ser uma matriz triangular superior. Ha uma
desvantagem neste caso, pois iremos forcar alguns poucos a;; = 0, sendo que o mesmo
nao precisa ser necessariamente nulo. Na aplicacao que iremos trabalhar, o problema
da troca de posicoes serd controlado da seguinte forma: A partir da geragao dos dados
especificamente da matriz das cargas, que sera feito no estudo simulado a seguir com
L = 2, faremos a primeira coluna ter a maioria das cargas com valores maiores que as da
segunda coluna. Desta maneira, no final da execucdo do MCMC iremos: (i) construir uma
matriz com as médias das cadeias de cada carga gerada apds o perfodo de burn-in (my),
(7i) calcular a diferenca absoluta entre as média da primeira coluna (m;;) e os valores
reais («y;) gerados para as cargas formando uma matriz com entradas abs; = |m;; — ag.
O que se espera é que a maioria dos abs;; seja menor que abs;s, caso contrario as cadeias
geradas para as cargas da primeira coluna serao trocadas de posi¢ao com as cadeias da
segunda coluna. Consequentemente os escores dos fatores da primeira linha de \ serao
trocados de posi¢ao com os escores da segunda linha de A\. Em uma aplicacao que vamos
trabalhar no proximo capitulo, o problema da troca de posicoes sera controlado a partir

de especificacoes a priori para alguns elementos de a.

3.2 Estudo Simulado

Para verificar o desempenho do modelo (3.1) em relacao a inferéncia de seus parametros,
foi simulada uma matriz de dados X com m = 30, n = 100 e L = 2. Este estudo servira

de base para a modelagem mais robusta que serd apresentada nos proximos capitulos.
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Foi escolhido um modelo com dois fatores, pois no Capitulo 4 faremos um estudo abor-
dando um problema onde cada fator estara relacionado a regices do genoma afetadas por
alteracao no DNA. E possivel modelar com mais de dois fatores (L > 2) porém este nao

é o foco do presente trabalho. Os seguintes passos foram usados para gerar os dados:
1. Gerar o}, ~ N(0,D,), onde D, = diag(0.2,0.2,...,0.2);
2. Gerar A,; ~ N(0,1);

3. Gerar €;; ~ N(0,0?), sendo 02 =0.2 (i =1,...,15) e 02 = 0.1 (i = 16, ..., 30);

(3

W

. Calcular X = a\ +e.

A Tabela 3.1 apresenta algumas estatisticas da matriz de dados gerada para este
estudo inicial. Nela, pode-se verificar que o valor médio das observacoes é de 0.0138,
além disso, o menor e o maior valor sdo -3.2607 e 4.3124, respectivamente. O painel (a)
na Figura 3.4 apresenta um histograma mostrando a distribuicao dos dados em X. No

painel (b) podemos observar um padrao na imagem que representa estes dados.

Tabela 3.1: Estatisticas descritivas da matriz de dados.

Estatisticas Valores

Minimo -3.2607
Primeiro Quartil -0.4131

Mediana 0.0209
Média 0.0138
Terceiro Quartil  0.4390
Maximo 4.3124
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Figura 3.4: Histograma e imagem da matriz de dados.

A partir da regra de Bayes obtém-se o niicleo da distribuicao a posteriori p(a, A, 02| X)
que nao é tratavel analiticamente, entao sera aplicado o algoritmo Gibbs Sampling. O
Gibbs Sampling é essencialmente um esquema iterativo de amostragem de uma cadeia de
Markov, cujo ntcleo de transicao é formado pelas distribuicoes a posterior: condicionais
completas, que para o modelo em (3.1), apresentam forma fechada. As expressoes das
distribuicoes condicionais completas estao apresentadas no Apéndice A. O algoritmo para

geracao das amostras ¢ como segue:

(0)

Passo 1 Escolha os valores iniciais «;,” = (afl), fg)) )\(0 = ()\ )\(0)) 020 —

15

(Jf(o) JWEO)) para i = 1,...m e j = 1,...,n. Inicialize o contador de iteracoes
t=1.
Passo 2 Obtenha os novos valores a )\(t) oM parai=1,...,mej=1,..n, a

partir das sucessivas geragoes abaixo:

Gerar 0~2(t) de [0-2 | =1 A1) 02(1.'5_1),X].

Gerar a ) de [a,. | a? Z?},)\ (t=1) 2(’t),X].
Gerar )\ de [)x.j | alt )\(t .1}, Q(t)vX]-

Passo 3 Faca t = t + 1 e retorne ao Passo 2 até obter a amostra desejada apds a

convergéncia das cadeias.
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O algoritmo utilizado foi implementado na linguagem R [R Development Core Team
(2016)] utilizando os pacotes Repp [Eddelbuettel e Francois (2011), Eddelbuettel (2013)]
e ReppArmadillo [Eddelbuettel e Sanderson (2014)] que integra o R e a linguagem C++,
além disso, para o calculo dos intervalos Highest Posterior Density (HPD) foi utilizado
o pacote coda [Plummer et al. (2006)]. Na simulagao, foram assumidas as distribui¢oes
a priori (3.2), (3.3) e (3.4) com hiperparametros a = 2.1, b = 1.1, M, = 0e V, =
diag(10, ...,10). Veja que a Gama Inversa escolhida a priori indica E(0?) = 1 e var(o?) =
10. Foi considerado um total de 6000 iteracoes para execugao do MCMC. A convergéncia
de algumas cadeias foi avaliada por meio do critério de Gelman e Rubin (1992).

O diagnoéstico de Gelman e Rubin (1992) é baseado na comparagao das trajetérias de
multiplas cadeias, com diferentes valores iniciais; elas devem ser muito parecidas apds a
convergencia. A analise consiste em comparar os desvios dentro de cada cadeia e entre as
cadeias. Considere m cadeias paralelas e uma fungao ¢ = t(#), entao tem-se m trajetorias
{wi(l), wf), o wﬁ”)} para ¢ = 1,...,m. Com base nisso as variancias entre as cadeias B e

dentro das cadeias W sao obtidas como segue:

B=_"

m m n

Z(@ —¢)? e W= ﬁz ‘ (W = h)?

m—1

sendo 1); a média das observacoes da cadeia i ¢ 1) a média dessas médias. Sob a hipétese
de convergencia, todos os mn valores sao gerados da distribuicao a posteriori conjunta
e a variancia de v sera estimada de maneira consistente por 63) = (1 — ﬁ) W+ (%) B.
Se as cadeias nao convergirem até o momento, entao 61% val superestimar O'i e W vai
subestimar esta variancia. A partir dessa ideia, um indicador de convergéncia pode ser

obtido por meio de um estimador de reducao de escala potencial dado por:

~2
N g
R:\/—w.

Este estimador é a estatistica de Gelman e Rubin (1992) que é sempre maior que 1.
Os estimadores &i e W convergem para O’i a medida que n — oo, R — 1. Se R est4
préximo de 1, entao temos evidéncia de que as M cadeias convergiram para a distribuicao

de interesse. Os autores sugerem que valores de R menores que 1.2 indicam convergéncia.
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Neste primeiro estudo, consideremos trés cadeias para o mesmo parametro partindo

dos valores iniciais 1, 2 e 3 para 02(©); 0, -4 e 4 para a® e A9, A Figura 3.5 apresenta os

graficos de algumas cadeias para o2, o e \ partindo de diferentes valores inicias, pode-se

observar que as trajetérias das cadeias convergem para a distribuigao alvo. A estatistica

de Gelman e Rubin para estas cadeias foi menor que 1.19 confirmando a convergéncia.
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Figura 3.5: Grdfico de algumas cadeias de o, \ e o
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Outra maneira de avaliar a convergéncia ¢ usando o critério de Geweke (1992) que

sugere o uso de algumas ferramentas baseadas nas cadeia. Apds um numero suficien-

temente longo de N iteracoes, sao construidas as médias t, e t4, sendo t, a média das

primeiras n, iteracoes e t; a média das ultimas ng iteracoes. Em seguida é calculada a

estatistica Z dada pela diferenca entre as médias dividida pelo erro padrao assintético

dessa diferenga. Geweke (1992) sugere que essas médias s6 sejam construidas apds algu-

mas iteragoes inicias terem sido descartadas e que sejam usados os 10% inicial da cadeia

e os 50% final.
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Z-score

Em nosso estudo, descartamos as 3000 primeiras observacoes das cadeias que tiveram

os valores iniciais 02 =1, al® =0 e A® = 0. O pacote “coda’fornece a estatistica Z e

dois limites para avaliacao. Se a maioria das estatisticas Z estiverem dentro dos limites

de 95% da Normal, hd evidéncias de convergéncia da cadeia. A Figura 3.6 apresenta

graficos do teste envolvendo nosso estudo simulado. Os valores da estatistica Z (simbolo

« 2

estao dentro dos limites de 95% sugerindo a convergéncia.
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Figura 3.6: Grdfico com os valores da estatistica de Geweke e algumas cadeias de o2,

a e X. O simbolo “X7representa a estatistica Z, as linhas tracejadas demarcam os va-

lores (-1.96,1.96) correspondendo a regido de probabilidade 0.95 na N(0,1). As linhas

horizontais nos painéis inferiores representam os valores reais.
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ACF

A Figura 3.7 apresenta os graficos de algumas cadeias e correlogramas referentes
as observagoes geradas apos o periodo de burn-in. Pode-se observar correlagoes baixas
para o2 e Ai5, porém para as observagoes referentes a as;, notamos uma autocorrelagao
razoavel para diversos lag’s. Visualmente podemos observar a convergéncia da cadeia
de as; e poderiamos selecionar algumas observacoes de forma espacada para melhorar a

inferéncia.
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Figura 3.7: Grafico de algumas cadeias e correlogramas referentes as observacgoes geradas
apos execucdo do MCMC. A linha horizontal nos grdficos inferiores representa o valor

real.

A partir destas primeiras andlises devido algumas cadeias apresentarem uma autocor-
relagao razoavel, decidimos utilizar um [ag de tamanho 15 como estratégia para melhorar
a inferéncia, e isto resultou em uma amostra a posteriori de tamanho 200. Na Figura
3.8, pode ser observado os valores reais (asteriscos) comparados com os valores estimados
a partir da média a posteriori (circulos) além dos intervalos HPD que sdo representa-

dos pelos seguimentos de reta na vertical. Veja que a maioria dos intervalos contém o
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verdadeiro valor do parametro e apresentam algumas amplitudes curtas, indicando uma
pequena variabilidade e boas estimativas. O painel (d) mostra os valores de A ordenados

de forma crescente em relacao a média a posteriori para uma melhor visualizagao.
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Figura 3.8: Valores reais (asterisco) comparados com as médias a posteriori (circulo). O

intervalo HPD de 95% de credibilidade € representado pelo segmento de reta na vertical.

No painel (d) temos os intervalos de A ordenados pela média a posteriori.
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Ao avaliar a significancia das cargas tomando como base a Figura 3.8, observamos 67%
dos «;; com intervalos HPD sem conter o zero, caracterizando uma matriz de cargas com
a maioria significativa. Isso determina um efeito forte dos fatores no modelo indicando
a existéncia de um padrao na matriz X. Lembramos que este padrao controlado pelos
escores em A reflete uma informagao subjacente que é compartilhada pelas linhas de X.

No contexto de expressao de genes, isto indicaria genes atuando coordenadamente.

3.3 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo, fizemos uma breve descrigao dos dados de expressao de genes, que mo-
tiva este trabalho. Ajustamos um modelo fatorial Bayesiano simples para um conjunto
de dados simulados e fizemos uma breve avaliacao de alguns critérios de convergéncia
para as cadeias geradas. Os resultados do estudo indicam boas estimativas a posterior:
e servem para mostrar ao leitor o funcionamento do modelo fatorial Bayesiano em uma
aplicacao simples. O capitulo a seguir, ird apresentar uma modelagem mais robusta con-
textualizada para o problema da alteracao no nimero de copias em seguimentos de DNA
definindo regioes do genoma onde a expressao dos genes é mais forte ou mais fraca que o
esperado. O modelo fatorial que serd apresentado contém uma matriz que representa a
interacao entre os fatores. A distribuicao a priori para as cargas serd diferente da distri-

buigao utilizada neste capitulo; consideraremos uma mistura para avaliar a significancia.
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Capitulo 4

Alteracao no Niumero de Codpias e

Interacao entre Fatores

Diferentes regioes do genoma podem produzir quantidades de mRNA muito acima
ou abaixo do esperado, assim medidas feitas em microarrays podem ser afetadas por
duplicagoes/eliminacao em seguimentos de DNA ocasionando o que chamamos de Al-
teragdo no Nimero de Cépias (Copy Number Alteration - CNA). Alguns métodos sao
propostos para identificar essas regides. Lucas et al. (2010) usaram a andlise fatorial para
determinar regices do genoma com CNA associadas a resposta de acidose latica e hipdxia
em tumores. Eles ajustaram um modelo fatorial latente para a assinatura de genes em
um conjunto de 251 amostras referentes ao cancer de mama [Miller et al. (2005)] para
gerar 56 fatores latentes. Além disso, o trabalho identificou que a variagao no valor da
expressao de varios fatores estava altamente associada com a CNA em algumas regioes
cromossomicas. A busca por regioes do genoma com CNA, para o cancer de mama, é o
foco de outros estudos como: Pollack et al. (2002) e Rueda e Uriarte (2007).

Mayrink e Lucas (2015) utilizam o modelo fatorial latente esparso para avaliar o
efeito que a CNA tem no padrao de expressao de genes para diferentes tipos de cancer,
incluindo os tumores de mama. Esse artigo utiliza uma distribuicao a priori esparsa
composta de duas componentes Normais centradas em zero e com variancia pequena e
grande, respectivamente, para a matriz das cargas. Esta especificacao a priori objetiva

avaliar se o fator teria efeito significativo para explicar o padrao na matriz de dados.
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Além disso, eles verificaram que um mesmo grupo de genes, localizados em uma regiao
do genoma com CNA para cancer de mama, pode exibir padroes relacionados ao CNA
em outros tipos de cancer como pulmao e ovario.

No contexto de dados de CNA vamos considerar, que o genoma tenha duas regioes
com alteracao; regioes estas que englobam multiplos genes cada. A ideia é utilizar um
modelo com dois fatores sendo que cada fator estara diretamente relacionado com o grupo
de genes das diferentes regides com alteracao. Incluiremos também uma influéncia direta
dos fatores ou indireta via interagao para grupos de genes fora dessas regoes. Assim, o
efeito principal do modelo seria o primeiro fator atuando diretamente no grupo de genes
(G localizados em uma regiao 1 e o segundo fator atuando diretamente no grupo de genes
G5 localizados em uma regiao 2. Os demais genes, localizados fora das regioes do genoma
com CNA, poderiam ter influéncia de cada fator ou até mesmo de uma interacao entre os
fatores. Mayrink e Lucas (2013) utilizam um modelo fatorial e investigam a existéncia do
efeito de interagao nao linear entre fatores latentes. A incorporacao do efeito de interacao
foi motivada pela existéncia de uma complexa estrutura de associacao entre os genes que
nao pode ser estudada em modelos simples. Os autores testaram a significancia dos
termos de interacao nao linear assumindo uma distribuicao a priori esparsa sendo uma
mistura com uma componente degenerada em zero e um Processo Gaussiano baseado
nos escores dos fatores. Esse tipo de especificacao a priori tem sido usada para definir
a estrutura esparsa em modelos que sao desenvolvidos, por exemplo, nos trabalhos de
West (2003), Lucas et al. (2006) e Carvalho et al. (2008).

Neste capitulo, utilizamos o modelo fatorial latente esparso com interacoes proposto
por Mayrink e Lucas (2013) para modelar a associagao entre os genes no contexto da
CNA. Mais adiante, no capitulo seguinte, iremos propor uma modificagao neste modelo
assumindo funcoes de covariancias diferentes.

O presente capitulo esta organizado como segue: na secao 4.1, apresentamos o modelo
com interagoes que é uma extensao do modelo visto no capitulo anterior, com a utilizacao
de misturas de distribuicoes a priori esparsa para as cargas e interagao entre os fatores.
Na secao 4.2 mostramos um estudo simulado replicando os resultados expostos em May-

rink e Lucas (2013). Nosso objetivo aqui é confirmar os bons resultados de inferéncia
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para o modelo com funcao de covariancias exponencial quadratica. A secao 4.3 finaliza

o capitulo com as principais conclusoes.

4.1 Modelo Fatorial Latente Esparso com Interacoes

Seja X;; a luminosidade pré-processada referente ao gene (probe set) i na amostra j.
Considere o seguinte modelo:

X =al+ F +e, (4.1)

sendo a a matriz das cargas (m x L), A a matriz dos escores dos fatores (L x n), F' a
matriz do efeito de interacao entre os fatores (m x n) e € a matriz dos erros (m x n) com
€ij ~ N(O, 0'22)

O modelo em (4.1) tem como objetivo identificar o efeito nao linear de interacgao
entre fatores sobre genes no conjunto de dados. Para isso no minimo dois fatores terao
que ser bem definidos para que haja modelagem da interagao. Considere que para cada
fator [ = 1,2, ..., L, hd um grupo de genes G; em X que estd diretamente relacionado a
esse fator, e um grupo extra Gp em X com genes que podem apresentar uma relagao
direta com esses fatores e/ou com o efeito de interacao entre eles. Além do mais, vamos
considerar que esses grupos sao dijuntos, isto é, (G UGy U...UG L UGE) representam as
linhas de X. Estabelecemos a relacao direta entre grupo-fator envolvendo os elementos
de G; por meio de especificagoes a priori para « e F. Assumimos que os genes em (G
sao afetados por um tunico fator e nao serao afetados por interacao; a tultima suposicao
¢ induzida por uma distribuicao a priori que favorece a i-ésima linha de F a ser zero
(Fie = 0) para cada gene i pertencente a Gj.

Ha diferentes versoes de modelos fatoriais que podem ser explorados, essas versoes se
diferenciam por meio de diferentes especificagoes a priori para «; e Fj,. Neste capitulo,

serd utilizado uma formulacao a priori para «y diferente daquela usada no Capitulo 3.
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Consideraremos:
ag ~ (1 — hi)do(ay) + haN(0,w); (4.2)
hi; ~ Bernoulli(gy);
qa ~ Beta(y1,72),

sendo (50(041-1) a componente da mistura com ponto de massa em zero.

Ressaltamos que a variavel latente binaria h; foi introduzida na notacao apenas para
auxiliar a descricao do modelo. Em cada iteracao do MCMC fazemos h; = 0 se a; =
0 e hy = 1 caso contrario. Desta forma, nao ha inconsisténcia entre estes elementos
do algoritmo. A distribuicdo a priori em (4.2) é dita esparsa pois avalia, através da
probabilidade ¢;;, se ;; é um valor nulo proveniente de dy(a;;) ou ndo nulo proveniente
da N(0,w). Expressamos nossa incerteza sobre g; por meio da distribuicao Beta e sua
estimativa a posteriori permite avaliar a significancia de «;;, e determinar padroes em X.
Valores altos de ¢;; favorecerao oy diferente de zero. Por outro lado, valores baixos de ¢;
favorecerao ay;; = 0. Utilizaremos adiante especificagoes a priori para g; visando permitir
a identificacao do modelo ao evitar a troca de colunas dentro de « e, consequentemente,
linhas dentro de A. Novamente, especificamos a priori Ao; ~ N(0,I}) que é padréo para
fixar a magnitude de A no produto com «.

Assumimos também uma mistura de distribuicoes a priori para o efeito de interacao
Fi., sendo que uma das componentes é a distribuicao com ponto de massa em zero e a
outra um Processo Gaussiano com funcao de covariancias dependendo dos escores dos

fatores. Assim a especificacdao a priori do efeito de interacao sera:
Fio | A~ (1= 2)b0(Fie) + 2N [0, K ()], (4.3)

sendo z; uma variavel indicadora com z; tendo distribuigao Bernoulli(p;) e p; com distri-
buigao Beta(f, f2). Valores baixos de p; gerados da distribuigao Beta favorecem z; = 0
levando a Fj, = 0, indicando que o gene i (ou i-ésima linha em X') nao é afetado pela in-
teracao dos fatores. Entretanto, valores altos de p; favorecem z; = 1 ocasionando F;e # O,
indicando que o gene i é afetado pela interagao dos fatores. No caso em que Fj, # 0 a
interacao Fj, serd gerada do Processo Gaussiano com vetor de médias zero e matriz de

covariancias obtida pela fungao K(\).
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Diferentes funcoes de covariancias podem ser utilizadas, uma bastante popular na
literatura é a funcao de covariancias Gaussiana (ou exponencial quadréatica) que usaremos
neste capitulo para reproduzir os resultados de Mayrink e Lucas (2013). Ela é expressa
por:

2 1 2

KO) = exp { =5 oy~ sl (4.4
sendo v? um parametro global que controla a variabilidade, (ji,j2) € 1,2,...,n e l5 o
parametro de comprimento-escala que controla o quao préximos os escores dos fatores
Aej, € Aoj, devem ser para que sejam considerados associados (considere A,; a j-ésima
coluna de \). Em um caso particular, assumindo v? = 1 temos a fungdo de correlagao.
Veja que a funcdo exponencial quadratica depende da norma euclidiana ||Aej;, — Aej, ||,
isto ¢, quanto mais préximos sao o0s escores A,j, € A,j, das amostras j; e j, no espaco
L, maior serd a similaridade deles levando a K()\) = 1. Por outro lado, quanto maior a

distancias entre estes vetores, menor serd a similaridade entre os mesmos e assim temos

K(\) = 0.

4.2 Estudo Simulado

Para este estudo vamos considerar uma matriz de dados com tamanho m = 20 e
n = 100, além disso, utilizaremos um modelo com L = 2 fatores e definiremos Fj; = A1 \g;
como o verdadeiro efeito de interacao. Nosso objetivo com esta simulacao é verificar o
desempenho em termos de inferéncia do modelo fatorial com interacoes. Admita que
cada fator tem uma relagao direta com cada grupo de genes (G}, contendo 5 elementos, e
que esses grupos nao serao influenciados pelo efeito de interacao. Com isso, o primeiro
fator nao tera influéncia em G5, assim como o segundo fator nao influenciara G;. O efeito
de interagao e/ou o efeito principal dos fatores podem estar associados com um grupo de
10 genes denominado Gg. Os grupos de genes G, Gy e G sao disjuntos e formam as

linhas da matriz de dados X que serd simulada considerando os seguintes passos:

1. Considere o = 0, para todo i € (G; sendo | = 2, e para todo i € G5 com [ = 1.
Gere a;; ~ N(0,1) parai € Gy com [ =1,ei € Gy com | = 2.

Gere u ~ U(0,1) e obtenha oy ~ N(0,0.5) se u < 0.8 para ¢ € Gg e todo .
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Fixamos em 0.8 supondo em média 80% de cargas significativas.

[\

. Gere \jj ~ N(0,1), para j =1,2,...,100 e [ = 1,2.

w

. Gere a matriz de interacoes como segue:

Fie =0sei € (G UGy). Gere u ~ U(0,1) e faga F;; = AjjA9; se u < 0.4 para
todo i € Gg.

Fixamos em 0.4 supondo em média 40% de interacoes significativas

[N

. Gere €;; ~ N(0,07), sendo 02 =02 (i =1,...,10) e o
. Calcule X =aA+ F +e.

2-0.1 (i =11, ..., 20).

)

[S)

Com a regra de Bayes obtemos o nticleo da distribuicao a posteriori p(a, A, F,0? | X)
que nao é tratavel analiticamente, por isso utilizamos o algoritmo Gibbs Sampling para
amostrar dessa distribuicao; em particular serd aplicado o Metropolis-Hastings com pas-
seio aleatdério como um passo dentro do Gibbs Sampling para gerar A,;. Esse parametro
alvo aparece em (4.3) e sua distribui¢ao condicional completa nao apresenta forma fe-
chada. As distribui¢oes condicionais completas sao apresentadas no Apéndice B. O algo-

ritmo utilizado tem os seguintes passos:

Passo 1 Escolher os valores iniciais para (@, A0 20 p@) -0 — (z%o), ...,z,(fj))’,
hO = (B, ... AL com hl(-f) = (hl(-(l)), h§3)). Inicialize o contador de iteragoes t = 1.

ONFSOINO

Passo 2 Obtenha os novos valores a®), A\ g2 &) Y pt) 5 parai=1,...,m e

[ = 1,2, a partir das sucessivas geracoes abaixo:

2.1 Gere 02 de [o—g | (=D, A=), -1 ai<;—1>,x].

2.2 Gere p\) de [pi \ zftil)]

2.3 Calcule p; condicional a pl(-t), NE=D - p=1) (=1 520 X

2.4 Gere u ~ U(0,1). Se u < p*, faga zi(t) =1 e obtenha Fz(,t) de N, (Mg, VE).
Caso contrario, faca zi(t) =0e Fz(,t) =0.

2.5 Gere qi(lt) de |:Qil | hﬁf‘”]

2.6 Calcule ¢, condicional a qi(lt)7 o2 O A\t ot X

2.7 Gere u ~U(0,1). Se u < ¢}, faca hg) =1 e obtenha aglt) de N (M,, V,).

Caso contrario, faga hgf) =0e ozg) = 0.
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Passo 3 Gere A, de Ny, (AEZ_U,VIL>, paraj=1,...,n

3.1 Calcule a razao r e faga n = min{1, r} sendo,
m _(t)
NL(Ag; | My, Vi) |K()‘*)’_%Zi:1zi exp {—l Doy Fz‘(ot)K()‘*)_lFi/-(t)}

r =

15m () ’
Ny | Mo V) QD)2 555 e { <3 507, FOK (D) FL0 |

Onde Np(Aej | My, V) é a densidade da normal multivariada no vetor ;.
3.2 Gere u ~ U(0,1). Se u < n, faga )\E = AL;» caso contrario )\E? = )\Etj_l).

Passo 4 Faca t = t + 1 e retorne ao Passo 2 até obter a amostra desejada apds a

convergéncia das cadeias.

As especificagoes a priori em (4.2) e (4.3) podem ser usadas para tratar de alguns
problemas de identificabilidade do modelo, como por exemplo, se considerarmos a i-
ésima linha de A+ F' (no caso a;e A+ Fje) poderia-se ter um problema como A+ Fje =
CajeA+F},, onde F}, = (1—C) e\, sendo C' um nimero real. Além disso, podem ocorrer
trocas de posicoes nas colunas de « e nas linhas de A. Estes problemas sao resolvidos a

partir das especificacoes a priori exibidas na Tabela 4.1.

Tabela 4.1: Distribuicoes a priori utilizadas para as probabilidades ¢;; e p;.

Parametros Distribui¢ao a priori Valores Iniciais Indices
Beta(2,1) 0.9999 ieGl=1ouieGyl=2
il Beta(1,2) 0.0001 1€G,l=20uielGyl=1
Beta(1,1) 0.5 i€ Gg,l={1,2}
Beta(1,2) 0.0001 i€ (GLUG,)
4 Beta(1, 1) 0.5 i€ Gr

A Tabela 4.1 apresenta as configuragoes a priori para as probabilidades g; e p;,
que serao atualizadas em cada iteracao do algoritmo MCMC. Com a escolha destas
distribuicoes Betas estamos afirmando que cada fator [ influenciara cada grupo G, pois a

distribui¢ao Beta(2,1) favorecera a;; # 0 em G4, enquanto que uma distribuigao Beta(1,2)
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favorecera ;o = 0 em (7. Desta forma, apenas o primeiro fator influenciara G;. Ja a
distribui¢ao Beta(1,2) favorecera a;; = 0 em Gg e a2 # 0 em G,. Neste caso, apenas o
segundo fator influenciara Go. Além disso, ao atribuir a distribui¢ao Beta(1,2) para p;
estamos considerando que o efeito de interagdo Fj, nao influenciara o grupo (G; U G3),
mas ao assumir a Beta(1,1) tanto para ¢; quanto para p; estamos deixando o modelo
livre para definir com base nos dados quais a;; e Fj,, em G, sao significativos. O grupo
G g pode ser influenciado pelo efeito principal e/ou pelo efeito de interagao.

Outras distribuicoes Beta poderiam ser especificadas para ¢; e p; referentes a oy e
Fje no grupo Gg; como por exemplo, a Beta(y;,72), com 71 e 72 entre 0 e 1. Gongalves
(2006) ao realizar estudos simulados para modelos com detecc¢ao de DIF (Differential Item
Functioning) na Teoria da Resposta ao Item, sugere esta distribuigao ao fazer simulagoes
com o objetivo de analisar e comparar dois algoritmos para gerar amostras da distribuicao
a posteriori conjunta. A utilizacao dessa distribuicao a prior: Beta seria uma opgao
interessante, pois ela tem o formato de “banheira”, concentrando sua massa nos extremos
do intervalo (0,1).

Considere novamente a distribuicao a priori em (3.3) para A.;, faca w = 10 para a
componente da mistura em (4.2) e assuma GI(2.1,1.1) para o? (média 1 e variancia 10).
Para a funcao de covariancias em (4.4) consideramos v? =1 e [y = 0.3. Em termos dos
valores iniciais da cadeia foram indicados F;(jo) =0, ozg)) =0,0%0 =1e )\l(](.)) gerado da
N(0,0.3). Para as indicadoras hl(?) e zi(o) foram considerados os valores iniciais de uma
distribuicao Bernoulli conforme estabelecido na Tabela 4.1. Além disso, se o valor das
estimativas a posteriori, observadas nas cadeias, converge para o valor real do parametro
mas com o sinal trocado, basta multiplicar a cadeia por -1 para corrigir. Na geracao
dos dados, a matriz de interacao F' foi simulada contendo as linhas 12, 13, 14, 15 e
17 diferentes de zero, sendo estas consideradas como efeitos de interacao real. Para a
construgao do algoritmo MCMC consideramos um total de 4000 iteragoes. A partir da
Figura 4.1 pode-se observar visualmente a convergéncia de algumas cadeias de a, \, o2
e F. Realizamos o teste de Geweke (1992) que confirmou a convergéncia destas cadeias;

veja o Apéndice C.
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Figura 4.1: Cadeias de algumas observacgoes geradas de o, \, 0 e F. A linha horizontal

representa o valor real. Podemos visualizar a convergéncia dessas cadeias.

As primeiras 3000 observacgoes foram definidas como periodo de burn-in e removidas
da anélise. Nao foi utilizado lag (observacoes espagadas) e a taxa de aceitacdo média
do Metropolis-Hastings, feita para os vetores A,; foi de 41%. A Figura 4.2 apresenta
as estimativas dos parametros a, o2, X e F. Nela, pode-se observar que a maioria dos
intervalos com 95% de credibilidade contém o valor real do parametro dando indicios de
bom desempenho. No painel (a) observamos que as cargas «;; em Gy e a;o em Gy sdo
diferentes de zero, enquanto que ;2 em (G; e ;1 em (G apresentam valores préximos a

zero. Isso é correspondente ao esperado conforme a geracao dos dados.
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Figura 4.2: Valores reais (asterisco) e médias a posteriori (circulo). O intervalo HPD de

95% de credibilidade € representado pelo segmento de reta na vertical. Os dois ultimos

painéis extbem os intervalos ordenados de acordo com a média a posteriori.
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A Figura 4.3 mostra graficos de superficie representando os efeitos de interacao assu-
mindo [, = 0.3. A superficie real tem o formato de “sela de cavalo”e é exibida no primeiro
painel. Os demais painéis mostram os Fj, estimados. Pode-se observar que o formato das
superficies estimadas reflete bastante a configuracao da real. Isto é uma indicagao de que
o modelo consegue capturar bem a interacao nao linear alvo. Algumas irregularidades
sao notadas na superficie estimada, porém isto é natural visto que estamos estimando e

h& incerteza a posteriori.

Real Fioe Fise

Figura 4.3: Grdficos de superficie representando o efeito de interacao real e estimado. O

parametro de comprimento-escala € igual a 0.3.
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A partir da diferenca entre o valor real e o estimado podemos verificar a qualidade do
ajuste. Na Figura 4.4 temos os graficos das diferencas entre o efeito real e o estimado.
Uma situagao ideal seria a visualizacao de um plano centrado na origem, entretanto, ha
algumas irregularidades cuja magnitude nos da ideia sobre o erro de estimagao. Perceba

que nao ha registros de picos e vales extremos. As superficies sao suaves e sugerem boa

estimacao a posteriorsi.

Figura 4.4: Grafico de superficie representando a diferenca entre o efeito de interagao

real e o estimado.

As Figuras 4.5 e 4.6 apresentam gréficos de superficie do efeito de interagao estimado
considerando [, igual a 0.1 e 0.2, respectivamente. Comparando os resultados das Figuras
4.3, 4.5 e 4.6 podemos observar algumas diferencas entre as formas de superficie. Veja que

quando [, aumenta, as irregularidades da superficies F}se parecem diminuir deixando-as
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uil pouco mais suave.

Figura 4.5: Grdfico de superficie do efeito de interacao estimado considerando ly = 0.1.
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Figura 4.6: Grdfico de superficie do efeito de interacdo estimado considerando g = 0.2.

Para verificar a significancia das cargas e analisar a influéncia dos fatores em cada
grupo G| foi utilizado a distribuigdo a posteriori condicional completa ¢ = p(hy =1 |
a,\, 0% F,qq, X). Essa medida a posteriori é responsavel por descrever a probabilidade
de cada «y ser diferente de zero, ou seja, significativo. Além disso, a influéncia ou nao
do efeito de interacao entre os fatores nos genes foi verificado a partir da distribuicao
a posteriori condicional completa p; = p(z; = 1 | a, A\, 0% F, p;, X) que avalia Fj, # 0.
A Figura 4.7 apresenta as estimativas médias destas probabilidades a posteriori. Nela,
podemos observar que as médias a posteriori de ¢}, referentes ao grupo (G; sao maiores
que 0.5 sugerindo «;; # 0 enquanto que valores de g}, referentes ao grupo (1 estao abaixo
de 0.5 indicando ;5 = 0, conforme o esperado. Além do mais, ao analisar as médias a

posteriori de ¢} referentes a (G5, tem-se valores abaixo de 0.5, indicando a;; = 0. Ja
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as médias a posteriori de ¢, referentes a G5 estao acima de 0.5 indicando a;s # 0. No
grupo G g pode ser visto que algumas estimativas apresentam intervalos de credibilidade
bastantes amplos de maneira que englobam o valor 0.5 e isso aumenta a incerteza a
posteriori a respeito da significancia de algumas cargas deste grupo. Na geracao dos
dados, as cargas 12, (31 € i32 sao iguais a zero, desta forma apenas o primeiro
fator influencia o gene 11, enquanto que o gene 13 nao sofre influéncia de nenhum fator.
Ja as cargas a2, 51 € ais2 apresentaram valores proximos de zero. Voltando a
Figura 4.7, pode-se observar que a média a posteriori da probabilidade gj3 ;, referente a
significancia da carga aj3;, além das médias a posteriori das probabilidades referentes
as cargas (g2, 42, (51 € (52, estao abaixo de 0.5 sugerindo que essas cargas nao
sao significativas, apesar destas estimativas de probabilidades apresentarem intervalos de
credibilidade amplo. Com isso pode-se dizer que, em geral, o0 modelo da indicios de bom
comportamento em relacao a significancia das cargas.

Quando analisamos a média de p;, verificamos que as interagoes Fj, sao diferen-
tes de zero no grupo Gg somente para ¢ = 12,13,14,15 e 17. Essa configuracao esti-
mada corresponde ao real. Ainda na Figura 4.7, note que as médias de p}, referentes a
Floe,F13e,Fl14e,F 150 € Fi7e, apresentam valores acima de 0.5 indicando que o efeito destas
interagoes é significativo. Observe também que nos grupos G; e G, as médias de p;}
estao abaixo de 0.5 indicando Fj;, = 0, este resultado estd conforme o esperado devido a

escolha da distribuicao a priori para p; referentes a estes grupos.
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Figura 4.7: Médias a posteriori (circulo) de ¢}, e p;. O intervalo HPD de 95% de credi-

bilidade € representado pelo segmento de reta na vertical.
4.3 Conclusoes do Capitulo

Primeiramente foi feita uma breve descrigao sobre o problema onde temos regices do
genoma com CNA e grupos de genes localizados nessas regioes para os quais definimos
os fatores do modelo. Em seguida, foi estudado o modelo fatorial latente esparso com
interacoes assumindo distribuicoes a priori na forma de mistura para as cargas e para o
efeito de interacao, sendo que o Processo Gaussiano usado na componente de mistura do
efeito de interacao apresenta a funcao de covariancias exponencial quadratica, conforme
estudado em Mayrink e Lucas (2013). Para verificar o desempenho do modelo foi reali-
zado um estudo simulado replicando os resultados do artigo. Neste estudo de simulacao,
observamos boas estimativas para os parametros do modelo. No préximo capitulo, serao
apresentados alguns resultados de um estudo feito usando funcoes de covariancias di-
ferentes. A funcao de covariancias exponencial quadratica permite tratar a suavidade
do processo somente por meio do parametro [,. As novas opgoes que iremos investigar

apresentam um parametro extra que permite maior controle sobre a suavizacgao.
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Capitulo 5

Aplicacoes Usando Outras Funcoes

de Covariancias

Neste capitulo, sera ajustado um modelo fatorial latente esparso com interagoes para
modelar os tipos de associagoes entre genes que apresentam CNA assim como feito no
capitulo anterior. Utilizaremos o modelo em (4.1) juntamente com as distribuigoes a
priori em (4.2) e (4.3), sendo que o Processo Gaussiano na componente de mistura do
efeito de interagao sera definido usando outras fungoes de covariancias, diferente da ex-
ponencial quadratica. Iniciamos o estudo com a fungao exponencial poténcia na proxima
secao. Além de apresentar as fungoes de covariancias, este capitulo também desenvolve

um estudo simulado de avaliacao.

5.1 Funcao Exponencial Poténcia

Primeiramente considere ¢ = || A¢j1 — Aoj2, entéo a fungao de covariancias exponencial

poteéncia é definida por:

K(t):qﬁexp{—

t K

— parat >0e 0 <k < 2. 5.1

[V2 } o
Diferente da funcao de covariancias Gaussiana, esta opcao apresenta em sua composi¢ao

um parametro extra que também sera responsavel pela suavizacao. Ao considerarmos

k = 1, tem-se a fungao de covariancias exponencial, para x = 2 temos a funcao de
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K(t)

0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.0

covariancias Gaussiana que foi estudada no capitulo 4 e abordada por Mayrink e Lucas
(2013). O parametro I, é dificil de estimar, por isso optamos por fixd-lo junto com k. A
Figura 5.1 apresenta trés tipos de graficos da funcao de covariancias exponencial poténcia
assumindo: v? = 1, [, com valores 0.1, 0.2, 0.3 e x sendo 0.5, 1.0, 1.5 e 2.0. Observe que
a medida que os valores de k aumentam ou valores de [, diminuem, essa fungao apresenta
um decaimento mais intenso. Isso ocorre porque ao usarmos a funcao com & = 0.5 ela
considera as maiores distancias entre os escores dos fatores A,j, e Aoj,, enquanto que
ao utilizarmos k = 1.0 a funcao esta considerando distancias curtas entre os escores dos
fatores, observe por exemplo, que no terceiro painel da Figura 5.1 a fun¢ao decai com mais
intensidade quando aumentamos os valores de k. Da mesma forma ao aumentarmos os
valores de [ esta funcao também considera distancias maiores entre os escores dos fatores,
veja por exemplo na Figura 5.1 que ao fixarmos k = 0.5 e aumentarmos [, notamos a
curva se distanciando das coordenadas do grafico. Este tipo de comportamento poderia
trazer mais informacao na estimacao das interacoes do modelo fatorial e suavizar mais a

superficie estimada.

0.8 1.0
|

Kt
0.6

Kit)

0.4
|

0.2
|

Figura 5.1: Exemplos de funcoes de covaridncias exponencial poténcia com: v? = 1 e
ls =0.1,0.2 e 0.3, respectivamente, e com £ = 0.5 (linha sélida); x = 1 (linha tracejada),

x = 1.5 (linha pontilhada) e x = 2.0 (linha pontilhada e tracejada).
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5.2 Classe Matérn de Funcoes de Covariancias

A classe de fungoes de covariancias Matérn é uma outra opcao a ser utilizada no

modelo fatorial em (4.1). Ela é expressa por:

V221 (%/%)” 5 (275\/2/-@

K(t) =

t 2
) 7 L >para >0ek>0, (5.2)

sendo x um parametro de suavizacdo e B, a fungdo de Bessel modificada (veja Abra-
mowitz e Stegun (1965)). Essa funcao ¢é obtida pela solugao da seguinte equagao diferen-
cial:

2

d d
27 il 2 2 _

que fornecera as funcoes de Bessel de primeiro e segundo tipo. Ao fazer uma alteracao
no tipo 2 tem-se a chamada fungao de Bessel modificada utilizada em (5.2).

Essa classe apresenta caracteristicas interessantes ao modificarmos o parametro de
suavizagao. No caso em que Kk — 00, tem-se a funcao de covariancias exponencial

1 . .
quadrética. Para x = 5 tem-se a fungao exponencial. Se utilizarmos a funcao de co-

variancias Matérn com o parametro de suavizacao k = 3 ou Kk = 3 teremos as seguintes

formas respectivamente:

K(t) =v? (1 —|—t\l/§) exp{—t\l/g} para t > 0,

2
K(t) — ’U2 (1 +t\l/5 + g%) exp{—t\l/g} parat > 0.

Nesta classe de fungoes de covariancias iremos utilizar estes casos especiais citados,

conforme especificacao de k, em um estudo de simulagao adiante para avaliar o modelo
fatorial. Para mais detalhes a respeito dessa classe de funcoes e de outras veja Benerjee

et al. (2004).

5.3 Critérios de Comparagao

Nesta secao, apresentamos alguns critérios de comparacao que iremos utilizar nas

aplicacoes adiante, para avaliar o desempenho dos modelos com diferentes configuragoes
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da funcdo de covariancias no Processo Gaussiano. O Erro Quadrético Médio (EQM) é
uma medida que pode ser usada para nosso proposito de comparacao. Neste trabalho,

ele ¢é calculado como segue:

1 L m R 1 L n R 9
BQM(e) = 27 33 (G —e)’s FQMO) = 7233 (A=) s

1 1~ (/7 2
BQM(e?) = 3" (2= 0?) e BQM(F) = > (B - Fy)

i=1 j=1

Outro critério a ser utilizado é o Deviance Information Criterion (DIC). O DIC
conforme Spiegelhalter et al. (2002) é baseado em duas componentes, uma que mede a
qualidade do ajuste e outra que penaliza o modelo levando em conta a complexidade
medida pela estimativa do nimero efetivo de parametros. A deviance tem um papel

fundamental no calculo do DIC, ela ¢ dada por:
D(z,0) = —2logp(z | §), sendo x = (x4, ..., z,) os dados.

A discrepancia entre os dados e o modelo depende tanto de 6 quanto de z. Para

resumir essa dependéncia apenas de x, pode-se definir:
Dy(z) = D(z,0(x)), (5.3)

que usa algum estimador pontual para 6 como, por exemplo, a média a posteriori. Do
ponto de vista Bayesiano, talvez seja mais atrativo usar a média da deviance sobre a

distribuicao a posteriori, dada por:
Davg(x) = E[D(x,0) | o],

que pode ser estimada usando as observacoes 0®) geradas nas simulacoes a partir do

estimador:
Doy =5 Z D(x,0® (5.4)

Para Gelman et al. (2003) a média em (5.4) ¢ um melhor resumo do erro do modelo
que a discrepancia da estimativa pontual em (5.3). A estimativa pontual usada faz com
que o modelo se ajuste bem, enquanto que a média ﬁavg usa uma variedade de valores

possiveis do parametro.
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A partir dessas informacoes o DIC pode ser calculado por:
DIC = 2Dgy,(x) — Dy(x),

com Dy, € D definidos em (5.4) e (5.3), respectivamente. Valores baixos do DIC indicam
melhor ajuste. Para mais detalhes veja Gelman et al. (2003).

O Widely Applicabe Information Criterion (WAIC), introduzido por Watanabe (2010),
utiliza a verossimilhanca para calcular duas componentes. Uma delas é a componente
baseada na densidade preditiva para a qualidade do ajuste, que pode ser calculada pelo

seguinte estimador Monte Carlo:

Ipd = Z log [g > p(ai | 9<s>>] : (5.5)

sendo S o nimero de observagoes geradas no MCMC da distribuicao a posteriori. A
segunda é a estimativa para o nimero efetivo de parametros, que ¢é calculada usando a
variancia a posteriori da log densidade preditiva para cada dado x;, descrito por:
Pwarc = Z VZ, (logp(a; | 69))), (5.6)
i=1
sendo V2, (a,) = 5 % (a, — @)%, uma varidncia amostral.
Assim, a partir das equagoes (5.5) e (5.6) pode-se calcular o WAIC (valores altos

indicam melhor ajuste do modelo) como segue:
WAIC = Ipd - pwarc.

Uma quarta abordagem para avaliacao e selecao de modelos é usar a distribuicao
preditiva para obter uma medida chamada Conditional Predictive Ordinate (CPO). Os
CPO’s sao densidades de validacao cruzadas que sugerem quais valores de observagoes
x; sao provaveis quando o modelo é ajustado a todas as observacoes exceto a i-ésima.
O CPO gera uma medida para cada observacao individualmente e quando somamos o
logaritmo de cada um, isso nos proporciona a medida Log Pseudo Marginal Likelihood
(LPML). E possivel calcular um CPO para cada x; usando apenas um MCMC explorando
as amostras da distribuicao a posteriori e a verossimilhanca. Um estimador Monte Carlo

para calcular o CPO é dado por:
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1S 1 -
PO, — | = E - .
CPO; S = p(w; | 9(8))] ’ (5.7)

sendo S o numero de iteracoes do algoritmo MCMC utilizado para calcular a média

harmonica em (5.7). Valores altos de C%l indicam melhores ajustes. Finalmente, o

LPML pode ser calculado da seguinte maneira:

LPML =Y "log CPO;.

i=1

5.4 Estudo Simulado Envolvendo as Funcoes Expo-
nencial Poténcia e Matérn

Neste estudo, ajustamos o modelo fatorial considerando o mesmo conjunto de dados
simulados usado no capitulo anterior. As especificacoes a priori utilizadas para oy, F;
e Ao; estao em (4.2), (4.3) e (3.3), respectivamente. Assumimos uma GI(2.1,1.1) para
02, w = 10 e usamos a funcao exponencial poténcia com v = 1, [, assumindo os valores
0.1, 0.2, 0.3 e x considerando os valores 0.5, 1.0, 1.5 e 2.0. Ao avaliarmos a funcao
Matérn utilizamos x sendo 2 e 5 Inicialmente exploramos as distribuicoes a prior: para
qi € p; vistas na Tabela 4.1, entretanto na execucao do MCMC estas especificagoes nao
estavam garantindo a suposicao estabelecida de que cada fator teria influéncia em cada
grupo individualmente. Por isso decidimos atribuir distribuicoes a priori mais “fortes”.

A Tabela 5.1 apresenta as distribuicoes a priori usadas neste estudo.
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Tabela 5.1: Distribuicoes a priori e valores iniciais.

Indices i1 Qo i

1€ Gy Beta(3,1) Beta(1l,3) Beta(l,3)
i€ Gy Beta(1,3) Beta(3,1) Beta(l,3)
i€ Gpg Beta(1,1) Beta(1,1) Beta(1,1)

0.9999 0.0001 0.0001
Valores iniciais 0.0001 0.9999 0.0001
0.5 0.5 0.5

Nesta simulacao, consideramos um total de 4000 iteracoes sendo as 3000 primeiras
formando o periodo de burn-in. Nao foram utilizados lag’s e os valores iniciais das
cadeias sao: aglo) =0, Fz-(jo) =0, 02(0) =1e \j ~ N(0,0.3). Para as probabilidades nglo)
e ,050) consideramos os valores iniciais mostrados na Tabela 5.1. Calculamos o EQM das
estimativas a posteriori, além do DIC, WAIC e LPML para comparar os modelos com
diferentes configuragoes de (k,ls). A Tabela 5.2 mostra o EQM para alguns parametros
do modelo. Podemos notar que os melhores resultados (menores EQM’s) para a e A
ocorrem quando assumimos k = 0.5 e [, = 0.2 na fungdo exponencial poténcia. A opgao
k = 2.0, também fornece baixos EQM’s para « e A superando as configuragoes restantes
da funcao poténcia. Avaliando com mais atengao os resultados com x = 2.0 na fungao
poténcia, observamos que neste caso o modelo captura melhor os efeitos de interacao
com EQM’s baixos para Fiz., Flse € Fi5.. Observe que ao utilizarmos a configuracao
(k = 1.5,1; = 0.3) obtivemos o pior cendrio em termos de ajuste na andlise dos EQM’s,
e isso também pode ser visto graficamente no Apéndice C.

Assim como no modelo com fungao exponencial poténcia tendo k = 2.0, o modelo fa-
torial ajustado com a funcao Matérn usando k = ; também apresenta bom desempenho.
Observe que os EQM’s referentes a o, A e alguns F' quando usarmos a funcao Matérn
com | k= 5 l, = 0.1 ) sao proximos dos EQM’s ao utilizarmos a funcao poténcia com

(k = 2.0,1l; = 0.3) e melhores em relagao a algumas configuragoes como x = 1.0 e 1.5 na
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. . . .9 .
funcao exponencial poténcia e 5 na classe Matérn.

Tabela 5.2: Erro quadrético médio para os parametros a, A, 0 e F' no modelo fatorial

com interagoes assumindo as fungoes de covariancias exponencial poténcia (EP) e Matérn

(M).
Funcao | ls Q A o? Fioe Fise Fiye Fise Fize
0.1 ] 0.0480 0.0789 0.0020" 0.2825 0.1314 0.2611 0.1536  0.2291
EP |05]02]0.0380 0.0572 0.0014 0.2969 0.0988 0.3034 0.1473  0.2760
0.3 ] 0.0648 0.0797 0.0009 0.3053 0.1069 0.3790 0.1577  0.3252
0.1 0.1209 0.12909 0.0015 0.2639 0.1384 0.2460 0.1544  0.2194
EP |1.0[02] 0.1269 0.1407 0.0009 0.3115 0.1684 0.4310 0.1475  0.2627
0.3 | 0.1440 0.1314 0.0007 0.3290 0.1577 0.4342 0.1848"  0.3120
0.1] 0.1105 0.1373 0.0014 0.3072 0.1378 0.3322 0.1582  0.2470
EP | 1.5]02]03161% 0.2477° 0.0005 0.2846 0.1775 0.3388 0.1487  0.3033
0.3 | 0.2002 0.1889 0.0004 0.3346" 0.2508" 0.4522" 0.1602  0.3391"
0.1] 0.0958 0.1573 0.0014 0.3155 0.0881 0.2795 0.1488  0.2234
EP 2002/ 0.0536 0.0905 0.0010 0.2990 0.0991 0.2068 0.1309  0.2382
0.3 ] 0.0424 0.0735 0.0019 02650 0.1796 0.2845 0.1389  0.2275
0.1]0.0648 0.0918 0.0016" 0.2724 0.0932 0.2152 0.1480  0.1492
M ; 0.2 ] 0.1975 0.1912 0.0007 0.2905 0.2056° 0.2658 0.1469  0.2874
0.3 0.2380 0.2177° 0.0005 0.3128 0.1029 0.2468 0.1513  0.2853
0.1] 0.0698 0.1118 0.0012 0.2897 0.1504 0.2876 0.1476  0.2144
M g 0.2 ] 0.1399 0.1549 0.0008 0.3278" 0.1488 0.2884 0.1480  0.2768
0.3 ]0.2452° 0.2136 0.0006 0.2847 0.1419 0.3029" 0.1536"  0.3387"

Em negrito e com marcagao * estao os menores e maiores EQM, respectivamente, considerando a funcao EP e M.
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Ao considerarmos o DIC, WAIC e LPML, que sao medidas globais para avaliagao
de um modelo, notamos que estes critérios apontam direcoes diferentes em relacao ao
EQM quando consideramos cenérios diferentes para . Observamos na Tabela 5.3 que
os valores do WAIC e LPML sao menores com x = 0.5 e [y = 0.1 na fungao poténcia.
E ao utilizar k = 1.5 e [, = 0.3 obtivemos o maior LPML. Um fato interessante é que
neste cendrio obtivemos uma boa estimacao para o2 (cendrio com menor EQM). Para o
cenério (k = 2.0, I; = 0.3) foi obtido o menor DIC e o maior WAIC confirmando o bom
ajuste global do modelo com esta configuracao na funcao de covariancias exponencial
poténcia. Veja também que os valores do LPML para este cenario com x = 2.0 e [, = 0.3
sao proximos dos melhores valores obtidos com k = 1.5.

Observe também na Tabela 5.3, que todos os critérios globais apontam para o modelo
com configuracao (FL =35 ls = 0.3) na funcao Matérn como sendo aquele com melhor
ajuste. Entretanto, o modelo fatorial nao apresenta um bom ajuste ao usarmos a funcao
com esta configuracao. Os graficos com as médias a posteriori e os intervalos HPD para o
cenario (/i = ;, Iy = 0.3) sao apresentados no Apéndice C; observe que eles nao sugerem
um bom ajuste.

Concluindo, esta andlise acaba dando suporte para os bons resultados obtidos em
Mayrink e Lucas (2013), confirmando que o modelo fatorial ao utilizar a fungao expo-
nencial quadratica (ou poténcia usando k = 2.0) com parametro [, = 0.3 apresenta um

bom ajuste.
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Tabela 5.3: Critérios para avaliacao de modelos considerando diferentes valores para k e

ls nas fungdes exponencial poténcia (EP) e Matérn (M).

Funcio | x | I, | DIC WAIC LPML
0.1 | 4505.75 —2320.79* —1287.23*
EP |05 0.2 4303.72  -2060.50  -1260.63
0.3 | 3877.10  -1904.78  -1188.64
0.1 | 4943.86* -1053.68  -1246.45
EP [1.0]02]| 4074.99 -1903.11  -1215.49
0.3 | 3810.92  -1772.37  -1165.71
0.1 | 3981.01 -1967.08  -1227.22
EP | 15|02/ 3613.02 -1715.78  -1146.19
0.3 | 328547  -1580.55 -1141.32
0.1 | 4586.53  -2017.58  -1231.63
EP [20]02]| 3264.24 -1640.85  -1158.03
0.3 | 2962.04 -1378.28  -1155.67
0.1 | 4592.53* —2162.36* —1258.07*
M ; 0.2 | 3791.98  -1767.84  -1161.08
0.3 | 3636.92 -1579.32 -1146.74
0.1 | 4523.13  -2051.89  -1238.05
M g 0.2 | 4375.75  -1762.60  -1174.21
0.3 | 402241  -1675.58  -1157.40

Em negrito e com marcacao * estdo os melhores e piores valo-

res, respectivamente, nas fungées EP e M.

A Figura 5.2 apresenta os graficos com as estimativas de «, 02, X e F, considerando
o cendrio (k = 2.0,l5 = 0.3) que mostrou bons resultados na andlise anterior. Podemos
observar que a maioria dos intervalos com 95% de credibilidade contém o verdadeiro
valor do parametro confirmando o bom desempenho do modelo. Os gréaficos do cenario

(k = 0.5,15 = 0.2) sao apresentados no Apéndice C; eles também sugerem bom ajuste.
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Figura 5.2: Valores reais (asterisco) e médias a posteriori (circulo). O intervalo HPD de
95% de credibilidade € representado pelo segmento de reta na vertical. Os dois ultimos
painéis exibem os intervalos ordenados de acordo com a média a posteriori. Cendrio com

k= 2.0 ely, = 0.3 na funcao exponencial poténcia.
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As Figuras 5.3 e 5.4 apresentam os graficos de superficie real e das estimativas Fe
considerando os cendrios (k = 2.0,l; = 0.3) e (k = 0.5,15 = 0.2), respectivamente. Note
que o modelo consegue capturar bem o formato de sela. Observe no segundo painel na
Figura 5.3 que a estimativa Floe apresenta uma leve melhora da suavidade na superficie
em relacao a estimativa Floe na Figura 5.4 quando considerarmos (k = 0.5,1; = 0.2)
na funcao de covariancias exponencial poténcia. Uma maneira de entender o motivo
disso é pelo fato de I, ser maior, pois se aumentarmos o valor de [, a funcao estara
considerando as maiores distancias entre os escores do fatores estimados, tornando o raio
de influéncia entre os ;\.j maior, e isso acaba trazendo mais informacao na estimacao
de Fj, suavizando a superficie estimada. Veja novamente a Figura 5.1 para visualizar
esta relacao que explica a maior suavidade. Os graficos de superficie para o cenario

(k = 1.5,15 = 0.3) s@o mostrados no Apéndice C; veja que o formato real de sela também

¢ bem estimado neste caso.

o4



Real F12. F130

Figura 5.3: Grdfico de superficie do efeito de interagao real e estimado considerando os

parametro k = 2.0 e l; = 0.3 na funcao exponencial poténcia.
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Real F12. F130

Figura 5.4: Grdfico de superficie do efeito de interacao real e estimado considerando os

parametro k = 0.5 e l; = 0.2 na funcao exponencial poténcia.
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Para avaliar a qualidade das estimativas do efeito de interacao, além dos EQM’s
apresentados na Tabela 5.4, as Figura 5.5 e 5.6 mostram os graficos da diferenca entre
o efeito real de interacdo e o estimado, nos cendarios (k = 2.0,l; = 0.3) e (k = 0.5,1; =
0.2), respectivamente. Novamente, ressaltamos que neste caso, em uma situagao ideal
seria esperado um plano centrado na origem. Podemos observar algumas irregularidades
inerentes ao processo de estimagao, que indicam o quao distantes as estimativas estariam
do valor real. Em uma andlise visual fica dificil comparar as superficies correspondentes
nestas duas figuras. Ressaltamos apenas que estes resultados sao visualmente mais planos

(melhores) que os demais cendrios; veja as Figuras C.4 e C.5 no Apéndice C.

F120_F120 F130_ﬁ130

Figura 5.5:  Grdfico de superficie da diferenca entre o efeito de interacao real e estimado

considerando k = 2.0 e l, = 0.3.
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F12._F12. F130_F13o

Figura 5.6: Grdfico de superficie da diferenca entre o efeito de interacao real e estimado

considerando k = 0.5 e l, = 0.2.

Na Figura 5.7, pode-se observar o bom ajuste do modelo fatorial a partir dos graficos
3

incluindo as médias a posteriori e intervalos HPD utilizando a funcao Matérn com x = 5
e l, = 0.1. Este foi considerado um dos melhores cendrios baseado nas andlises dos
EQM'’s, pois estima bem « e A como quando usamos a funcao poténcia com k = 0.5, e
consegui capturar e estimar bem as interagoes como na fun¢ao Gaussiana (poténcia com
rk = 2.0). Note que as estimativas estao préximas do verdadeiro valor do parametro. Veja

também que os intervalos de credibilidade englobam em sua maioria os valores reais.
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Figura 5.7: Valores reais (asterisco) e médias a posteriori (circulo). O intervalo HPD de
95% de credibilidade € representado pelo segmento de reta na vertical. Os dois ultimos
painéis exibem os intervalos ordenados de acordo com a média a posteriori. Cendrio

3
considerado Kk = 5 € ls = 0.1 na fungao Matérn.
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As Figuras 5.8 e 5.9 apresentam os graficos das diferencas entre o efeito de in-

. . . . 3
teracao real e os estimados considerando a funcao Matern com (li = §,l5 =01] e

2

des nas superficies, que representam o quao ruins sao as estimativas dos parametros, sao

(H =—l,= 0.3), respectivamente. Podemos observar que as variagoes ou irregularida-

3 3
menores quando temos (f{ =5 ly = 0.1) em relagao a (/—i =5 ly = 0.3). Observamos

também, que no cendrio (Fa = —,l, = 0.1 | temos visualmente estimativas de superficies

57
)

mais planas (melhores) que ao usarmos a configuragao (FL =5 ls = 0.3 ) ou ao utilizar o

modelo com a fungao poténcia e (k = 1.5,1; = 0.3). Os graficos de superficie da diferenga

5 N .
entre o efeito real e o estimado para o cenario (/{ =5 ls = 0.3 | na funcao Matérn sao

mostrados na Figura C.8 no Apéndice C.
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F120_F12o F130_F13.

Figura 5.8: Grdfico de superficie da diferenca entre o efeito de interagao real e estimado.

3
Considerando k = 3¢ ls = 0.1 na funcao Matérn.
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Figura 5.9: Grdfico de superficie da diferenca entre o efeito de interagao real e estimado.

3
Considerando k = 5 € ls = 0.3 na funcao Matérn.
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5.5 Conclusoes do Capitulo

Nesta etapa do trabalho, foi verificado o bom ajuste do modelo fatorial latente com
interacoes ao utilizar outras funcgoes de covariancias como, a exponencial poténcia e as da
classe Matérn. Nos estudos feitos, foi observado que ao utilizar estas fun¢oes obtivemos
estimativas para os parametros tao boas quanto ao utilizar a funcao de covariancias
exponencial quadratica abordada por Mayrink e Lucas (2013). Nos graficos de superficies
representando efeito de interagao estimado, observamos que as estimativas conseguem
capturar bem o formato de sela, que representa o efeito de interacao real. Além disso,
verificamos a partir dos graficos da diferenca entre a interacao real e a estimada, o
quao distantes as estimativas estariam do efeito de interacao real. O erro quadratico
médio assim como o DIC, WAIC e LPML foram calculados e usados como critério de
comparagao. Foi observado que para algumas especificagoes de parametros nas fungoes
de covariancias, como (k = 2.0,l; = 0.3) na exponencial poténcia e (ka = g, ls = 0.1)
na Matérn, o modelo fatorial apresentou bom ajuste. No capitulo seguinte, iremos fazer

uma aplicacao a dados reais utilizando o modelo fatorial com funcao Matérn.
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Capitulo 6

Aplicacao a Dados Reais

Neste capitulo, desenvolvemos uma analise de dados reais tomando como base as ex-
pressoes de genes registradas em 118 microarrays relativos ao cancer de mama e avaliado
em Chin et al. (2006). Este foi um dos conjuntos de dados utilizado por Mayrink e Lu-
cas (2013), que investigaram resultados para dois grupos de genes relacionados a regioes
do genoma com CNA. A primeira, localizada na posicao 35152961 do cromossomo 22
(a qual denotamos como () e a segunda regiao foi localizada na posi¢ao 68771985 do
cromossomo 16 (que denotaremos por Gy). Os grupos GG; e G apresentam 50 e 42 genes,
respectivamente. A selecao desses genes é baseada em um intervalo ao redor da posigao
localizada no genoma. Os microarrays selecionados para a aplicacao representam 22283
genes replicados em 118 amostras. Para diminuir o custo computacional foi realizado um
procedimento de limpeza descrito com detalhes na secao E do material suplementar de
Mayrink e Lucas (2013). Esse procedimento reduz o tamanho da matriz de dados X com
22283 linhas, selecionando os principais genes para aplicagao. O conjunto de dados que
iremos investigar aqui tem (G; com 22 genes, G5 com 18 e G com 3704 genes. Ressalta-
mos também que estes dados foram pré-processados via RMA. A Figura 6.1 apresenta a

matriz X que sera utilizada neste estudo.
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Microarrays
Figura 6.1: Conjunto de dados de cancer de mama utilizados em Mayrink e Lucas (2013)

e Chin et al. (2006).

O modelo em (4.1) com dois fatores serd utilizado em nossa andlise e cada fator é
responsavel por descrever o padrao de expressao a partir das amostras para cada regiao
onde a CNA foi detectada. Usaremos nesta aplicacao a fungdo de covariancias Matérn
com Kk = ; e l; = 0.1, pois ela apresentou resultados mais interessantes em termos
do EQM no capitulo anterior. As especificacoes a priori para oy e Fj, estao descritas
em (4.2) e (4.3), respectivamente. Utilizamos Ae; ~ N(0,1,), 07 ~ GI(2.1,1.1) e
w = 10. Estas sao as mesmas distribuicoes a prior: vistas no capitulo anterior e foram
usadas por Mayrink e Lucas (2013) quando utilizaram a fungao de covariancias Gaussiana.
Ressaltamos que estamos mudando apenas a fungao de covariancias.

Como a matriz de dados apresenta muitos genes (linhas), iremos utilizar distribuigoes
a priori mais “fortes”para g; e p; apresentadas na Tabela 6.1. Esta estratégia, também
usada por Mayrink e Lucas (2013), é importante e garante a suposigao feita sobre a
relagao grupo-fator determinando a identificagado do modelo. Note que o grupo Gg é
muito maior que (G; U G3) e, desta forma, as especificagdes a priori anteriores seriam

facilmente dominadas pelos dados. Veja que nao assumiremos efeito de interagao para os
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genes em (G1UGs), supomos que eles serdo influenciados por cada fator individualmente.

Tabela 6.1: Distribuigoes a priori e valores iniciais utilizados para ¢; e p;.

[ndices di1 qi2 Pi
i € Gy plgn=1)=1 plg2=0)=1 p(p;=0)=1
i € Gy p(gi=0)=1 plge=1)=1 p(p;=0)=1
i€ Gg Beta(1,1) Beta(1,1) Beta(1,1)
1 0 0
Valores iniciais 0 1 0
0.1 0.1 0.5

Os valores iniciais utilizados para as cadeias foram: 045(1)) ~ N(0,1) para i € Gy,

agg) ~ N(0,1) para i € Gy e aglo) = 0 para os demais 1, [; )\l(j(.)) ~ N(0,1), af(o) =1le
(0)

%

Fi(jo) = (. Para qg) ) e pgo), usados nas varidveis latentes bindria hl(.lo) ez

, utilizamos os
valores iniciais mostrados na Tabela 6.1. Consideramos um total de 5000 iteracoes com
um burn-in de 3000 e nao foram utilizados lag’s. Gréaficos mostrando a convergéncia de
algumas cadeias de a, 02 e \ ; podem ser visualizadas na Figura D.1 no Apéndice D,
para estas cadeias foi realizado o teste de Geweke (1992) que confirmam a convergéncia

visual.

6.1 Resultados da Aplicacao

A Figura 6.2 apresenta as médias a posteriori das cargas referentes aos grupos G
e (G5 e seus intervalos HPD. Podemos observar que a maioria das cargas «;; em G sao
negativas enquanto que as cargas «;e em Gg sao positivas mostrando que a diregao do
efeito de cada fator é oposta sendo eles bem definidos. Estes resultados sao semelhantes
aos encontrados por Mayrink e Lucas (2013), lembrando que estes autores utilizam o

modelo fatorial com a funcao exponencial quadratica.
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Figura 6.2: Grdfico com as médias a posteriori (circulo) e intervalos HPD de 95% de

credibilidade sendo representado pelo segmento de reta na vertical.

Ao analisarmos as médias a posteriori das probabilidades p! e seus intervalos HPD,
observamos que 280 genes apresentavam intervalo para p; com o limite inferior acima de
0.5. Isto indica que as linhas de F' sao significativas, isto é, 280 genes em G estariam
sendo afetados pelo efeito de interagao. Ao avaliarmos esta significancia das interagoes
pela média a posteriori de p;, temos 453 médias acima de 0.5 sugerindo 453 linhas de F
significantes. Notamos que o ntimero de linhas em X afetadas por F' tem relagao com a
escolha a priori da distribuicao Beta atribuida a p;. Em um breve estudo que fizemos,
considerando p; ~Beta(1,10) (esta Beta indica que supomos a priori que ha poucas
interagoes afetando Gg), obtivemos 142 genes com intervalos para p; completamente
acima de 0.5. Ao avaliarmos a significancia por meio da média a posteriori, obtivemos 273
casos acima de 0.5. Para o mesmo banco de dados Mayrink e Lucas (2013) identificaram
275 interagoes afetando os genes ao utilizar a Beta(1, 1) para p;.

A Figura 6.3 mostra a matriz F estimada. O painel (a) exibe a matriz F completa,
é possivel perceber a presenca de algumas linhas na horizontal que representam as in-

teragoes significativas (Fjo # 0). Ja o painel (b), exibe somente as 280 linhas de F' que
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Genes

foram identificadas com interagao significativa. Podemos observar também que o painel

(b) apresenta no topo e na base padroes distintos representando os diferentes efeitos de

interagao.

Genes

49
Amostras Amostras

Figura 6.3: Imagens da matriz F'. O painel (a) mostra a matriz completa e o painel (b)

exibe 0s casos onde Fyy # 0.

A Figura 6.4 mostra alguns graficos de superficies, médias a posteriori e intervalos
HPD para alguns dos efeitos de interacao. As superficies apresentam formatos irregula-
res diferentes sugerindo interagoes distintas afetando cada gene. Nos painéis a direita,
observamos as médias a posteriori utilizadas na construcao da superficie e seus intervalos

de credibilidade indicando nossa incerteza a posterior: relacionada a estimacao.
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Figura 6.4: Grdficos de superficies e médias a posteriori (circulo) dos efeitos de intera¢ao
Forgue € F3353.. Os intervalos HPD de 95% de credibilidade sdo representados pelos seg-
mentos de retas na vertical. Os painéis a direita estao organizados de forma crescente

em relacao a média.
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6.2 Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo fizemos uma aplicacao mostrando o uso do modelo fatorial com in-
teracoes utilizando a fungao de covariancias Matérn com xk = g els = 0.1. Investigamos a
existéncia dos efeitos de interacao envolvendo os fatores latentes por meio da modelagem
de misturas. Testamos a existéncia de interagoes a partir das probabilidades p;. Notamos
que nimero de interacoes significativas tem uma relacao com a escolha da distribuicao
Beta atribuida a priori para p;. Dependendo da informacgao a priori sobre a quantidade
de interagdes teremos a identificacao de muitas ou poucas iteragoes (F;o # 0) afetando os
genes localizados fora das regioes com CNA. Distintos formatos de interagoes (superficies)
sao obtidos para cada gene individualmente. Mostramos que o modelo fatorial utilizando
a funcao de covariancias Matérn identificou 280 interagoes. Este resultado esta préximo

ao encontrado por Mayrink e Lucas (2013).
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Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho, consideramos o modelo fatorial latente esparso com interagoes pro-
posto por Mayrink e Lucas (2013) em um estudo que explora outras opgoes de fungoes de
covariancias. Estudamos o modelo diante das fungoes exponencial poténcia e da classe
Matérn com diferentes configuracoes para (k,ls), comparando os resultados com a ex-
ponencial quadrética (usada em Mayrink e Lucas (2013) e sendo um caso particular da
fungao exponencial poténcia).

Regides do genoma englobando grupos de genes afetados pelo problema da CNA
juntamente com uma complexa associacao entre genes, motivou o uso de um modelo com
2 fatores, sendo cada um deles associados a diferentes regices com CNA. No modelo,
utilizamos misturas para modelar as cargas e as interagoes. Além disso, as especificagoes
a priori Beta para as probabilidades (g; e p;) que avaliam a significancia de ay e Fj,
ajudam a resolver problemas de identificacao do modelo.

Os estudos feitos nesta dissertacao, explorou inicialmente dados simulados e versoes
mais simples da modelagem fatorial. Em todas as andlises, obtivemos bons resultados de
inferéncia que comprovam o funcionamento dos algoritmos implementados e dos modelos
explorados.

As andlises do EQM e dos critérios de comparacao DIC, WAIC e LPML fornece-
ram indicacoes diferentes sobre o melhor modelo. O EQM é um critério que faz uma
avaliagao para cada parametro individualmente, enquanto que os demais sao medidas

globais da qualidade do ajuste. Conforme as analises do EQM, DIC e WAIC, o modelo
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fatorial usando a fungao de covariancias exponencial poténcia com (k = 2.0,l, = 0.3),
captura melhor os efeitos de interacao e apresenta um bom ajuste, confirmando o bom
desempenho do estudo em Mayrink e Lucas (2013). Pelo LPML, observamos que os
valores referentes as configuragoes (v = 2.0,l; = 0.3) e (k = 1.5,]; = 0.3) sdo bem
préximos apesar do LPML indicar a configuracao (k = 1.5,l; = 0.3) como tendo o me-
lhor ajuste. Ao avaliar o modelo com a fungao Matérn, a configuracao (/{ =5 ls=0.1
forneceu os melhores resultados em termos do EQM. Entretanto, os critérios DIC, WAIC
e LPML apontam para o modelo com configuragao </€ = g,ls = 0.3). A partir das
analises graficas notamos que esta opcao nao se ajusta bem apesar de apresentar uma
boa estimagao de o? (menor EQM entre os analisados).

O uso de ferramentas computacionais do C++ através do Repp no R, teve grande
importancia no desenvolvimento deste trabalho para que pudéssemos analisar o banco de
dados real. Os dados de cancer de mama explorado aqui, contém 3744 genes replicados
em 118 amostras. Desta forma, ajustar o modelo fatorial com interagoes aqui é um desafio
computacional.

Na aplicagao real, utilizamos as mesmas distribuicoes a priori que Mayrink e Lucas
(2013) tendo como diferenga a fungao de covariancias Matérn, pois ela apresentou melho-
res resultados nas analises dos EQM’s. Os resultados da estimacao de a e do niimero de
interagoes significativas se mostraram bem similares aos de Mayrink e Lucas (2013). No
artigo, os autores identificaram 275 genes afetados pelos efeitos de interacao. Em nosso
estudo identificamos 280 genes afetados quando avaliamos os casos em que p; apresentam
intervalos HPD completamente acima de 0.5 (453 genes quando avaliamos as médias a

posteriori de p; acima de 0.5).
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7.1 Trabalhos futuros

Para trabalhos futuros poderiamos utilizar a priori uma distribuicao Beta “ba-
nheira”com parametros menores que 1, conforme sugere Gongalves (2006), em uma
andlise de sensibilidade para o modelo. Outra proposta interessante seria estimar os
parametros da funcao de covariancias atribuindo alguma distribuicao a priori ou até
mesmo construir uma fungao de covariancias valida (conforme mostra Benerjee et al.

(2004)) que venham a contribuir para melhorar o desempenho do modelo fatorial.
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Apéndice A: Verossimilhanca e condicionais com-
pletas no modelo fatorial simples.

O calculo das distribuigoes a posteriori é feito utilizando a forma mais apropriada da
funcao de verossimilhanca que pode ser escrita de duas maneiras:

Verossimilhanga 1: Primeiramente denote X,; como a j-ésima coluna da matriz
de dados X, entao temos (X.j|a, A, 02) ~ Ny (adej, D), onde D = diag(o%, 03, ...,02,).

Assumindo independéncia condicional entre as colunas de X pode-se escrever:

p(X | a,A,aQ) p(Xej | a,)\,02)

Il
=

1

<.
Il

m

m _1 ]- / _
(2m)"2 | D |72 exp {—5 [Xe; — aej| D 1 [Xe; — oc)\.j]} .

I
=

1

.
I

Verossimilhanga 2: Agora denote por X;, a i-ésima linha da matriz X, entao

(XL |, \, F,0?%) ~ N, (N

10)

021,) e assumindo independéncia condicional entre as linhas

de X temos:

p(X | «, )‘702) p(XZO | «, /\70-2)

L

N
Il
fa

L

-
I
—

n 1
@) 1021, 17 exp { = XL - Nl (02007 XL - Nl |

As funcgoes de verossimilhancas descritas acima sao equivalentes e serao utilizadas,
conforme conveniéncia, no célculo das distribuicoes a posteriori condicionais completas
de cada parametro. Considere as seguintes notagoes: a_g;e) ¢ 0 conjunto de elementos da
matriz a com excegao da linha cje; A_fej1 € 0 conjunto dos elementos da matriz A com
excecao da coluna Aj; e 0%, = {0%,03,...,02 |,0%,,...,0%} o vetor de variancias sem a
i-ésima componente.

Utilizando a regra de Bayes e a verossimilhanga 2 a distribuicao a posteriori de «;,

sera:
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(“|Oé{z.},)\UX [HpX|Oz>\O')]< .

/ /
ocexp{—% {oz,-. (A)\ +V, ) o — 20vie ()\X“ +V,; M >}}
O-’L

AN -
Este é o nicleo da distribuicao Np(M:, VF) com V' = <— +V, ) e M = VI
o?

X
(o)
o?
A distribuicao a posteriori condicional completa de A

.j, ¢ obtida utilizando a fungao

de verossimilhanca 1, entao via regra de Bayes, temos:
P(hej |, Aoy, 0%, X) [HPXW AU)] P(Asj)
Jj=1

que é o niicleo de uma Np(M;, Vi) com Vi = (/D a+ 1) e My = Vi (/DX ).
Utilizando a verossimilhancga 1 chega-se a distribui¢ao condicional completa a poste-

riori de o?:

i=1

p(of | e, 02, X) [HP(X | OM,UQ)] p(07)

n

1
o (o7) 27t exp{ [b +3 (Xie X}y — 206 A\ X[, + ozi.)\)\'ag.)} } :
O-'L
Podemos observar que esta é a distribuicao GI(a*,b*), com a* = a + g eb" =b+
1
5 (XZX;. — 2(11‘.)\Xl{. + O{i./\)\/Ozg.).
Apéndice B: Verossimilhanca e condicionais com-

pletas no modelo fatorial com interacoes.

Assumiremos que as observagoes X;; sao condicionalmente independentes dado os
parametros. Novamente, a funcao de verossimilhanca sera escrita de duas maneiras para
facilitar as contas. Para isso considere que Fj, e F,; sao vetores que representam a i-ésima
linha e a j-ésima coluna de F', respectivamente. As funcoes de verossimilhanca sao como

segue:

1)



Verossimilhanga 1: (X,;|a, A, F,0?) ~ Ny, (adej+Fej, D), sendo D = diag(o?, 03, ..., 02,).

p(X | a,\ Fo%) = Hp(X.j | a, \, F,0?%).

Jj=1

Verossimilhanga 2: (X/,|a, \, F,0?) ~ N,(Nal, + Fl,,0%I,) e

p(X [a, )\ F.o®) =[] p(Xie | 0, A\ F,0?).

i=1

A funcao de verossimilhanca mais apropriada serd utilizada para calcular as distri-

buicoes a posteriori condicionais completas. A partir da regra de Bayes obtemos os

seguintes resultados:
o (0®|a, N\ F,0%,X)~GI(A B),sendo A=a+%e

B = L[Xi Xy — 205 M( X[y — Fl,) = 2F1a X}y + FiuFl, + il AA] + b,

e Se hy = 0, a distribuicdo a posteriori condicional completa de «;; serd do(a).

-1
1 1<
I A2
w+02;”]

Se hy = 1, a condicional completa de ay; serd N (M, V,,) com V,, =

1 n
-2 Aij (Xij - Fij — Z Oéil*)\z*j)] .
j=1

ij= 1+ £l

e M, =1V,

1

e Para avaliar a significancia das cargas «;;, calculamos a seguinte probabilidade:
¢ =pha=1|a,\ F,0% qi, X) = qil .
) y Ny by ) 9 N(0|Ma,Va)’
g+ (1 = qa) —7n

(qir | hit) ~ Beta(yr + hi,y2 + 1 — hy).

N(0]0,w)

e Se z; = 0, a distribuicdo a posteriori condicional completa de F}, serd dg(Fie).

1
e Se z; = 1, a condicional completa de F}, serd a N,,(Mp, Vi) com Vp = {—21'” + K
o

1
e Mp =Vp {p (Xz{. - /\/O‘;.)}

2
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e Para avaliar a significancia de Fj,, calculamos a seguinte probabilidade:

Pi
e z:1 047)\7F,O'2, Z‘,X - ;e
4 PUN(0]0, K(N)

(pi | zi) ~ Beta(fy + 2, B + 1 — ).
e Para A,; temos a condicional completa:
p()\oj | Q, )\—{Oj}a F, o‘?, X) X p(X | Q, )‘7 Fv U2> p(F | )‘7 Z) p<)‘°j)

_ym o E 1 —
o< Np(ej| My, Va) [K(A)|" =51 2 exp {—5 Y F K(A)—lF;,} :
i=1
sendo Vi = [@/ D o+ 1) " e My = Vi [/ DY (X,; — Fuj)).
Este nicleo nao permite reconhecer uma distribuicao de probabilidade, entao sera ne-
cessario um método para amostragem indireta desta condicional completa. Consideramos

o algoritmo Metropolis-Hastings com passeio aleatério para gerar candidatos.

Apéndice C: Graficos extras dos estudos simulados.

A Figura C.1 apresenta graficos do teste envolvido em nosso estudo simulado. Os
valores da estatistica Z (simbolo “Xx”) sdo investigados para as cadeias de g1, A1, 03 €
Fi71. Pode-se notar que a maioria dos pontos estao dentro dos limites de 95% indicando

a convergencia.
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Figura C.1: Grdfico com os valores da estatistica de Geweke e algumas cadeias de o, o>

e A. O simbolo “x7’representa a estatistica Z, as linhas tracejadas demarcam os valores

(-1.96,1.96) correspondendo a regido de probabilidade 0.95 na N(0,1).
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Figura C.2: Valores reais (asterisco) e médias a posteriori (circulo). O intervalo HPD
de 95% de credibilidade € representado pelo segmento de reta na vertical. Os dois tltimos
painéis exibem os intervalos ordenados de acordo com a média a posteriori. Cendrio

considerado Kk = 0.5 e Iy = 0.2 na fungdo exponencial poténcia.
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Figura C.3: Valores reais (asterisco) e médias a posteriori (circulo). O intervalo HPD
de 95% de credibilidade € representado pelo segmento de reta na vertical. Os dois iltimos
painéis exibem os intervalos ordenados de acordo com a média a posteriori. Cendrio
considerando k = 1.5 e I = 0.3 na funcao exponencial poténcia. Este foi o pior cendrio

na andlise dos EQM’s.
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Figura C.4: Grafico de superficie representando o efeito de interacao real e estimado
considerando os parametro k = 1.5 e Iy = 0.3 na funcao de covariancias exponencial

poténcia. Este € o pior cendrio na andlise dos EQM’s.
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Figura C.5: Grdfico de superficie da diferenca entre o efeito de interagao real e estimado.
Considerando k = 1.5 e ly = 0.3 na funcao exponencial poténcia. FEste € o pior cendrio

na andlise dos EQM’s.
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Figura C.6: Valores reais (asterisco) e médias a posteriori (circulo). O intervalo HPD
de 95% de credibilidade € representado pelo segmento de reta na vertical. Os dois ultimos
painéis exibem os intervalos ordenados de acordo com a média a posteriori. Cendrio

‘ 3 .
considerado Kk = 3 € ls = 0.3 na funcao de covariancias Matérn.
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Figura C.8: Grdfico de superficie da diferenca entre o efeito de interacao real e estimado.
, 5 . . , . .
Considerando k = 3¢ ls = 0.3 na funcao de covariancias Matérn. Este € o pior cendrio

na andlise dos EQM’s.
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As taxas de aceitacao dos A apresentados ficam em torno de 21% a 35%.
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A Figura D.2 apresenta graficos do teste envolvido em nossa aplicacao real. Os

valores da estatistica Z (sfmbolo “x”) sdo investigados para algumas cadeias de «, 02 e
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Figura D.2: Grdfico com os valores da estatistica de Geweke e algumas cadeias de o, o

e X. O simbolo “X7representa a estatistica Z, as linhas tracejadas demarcam os valores

(-1.96,1.96) correspondendo a regiao de probabilidade 0.95 na N(0,1).
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