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Resumo

Sistemas regidos pela ocorréncia de eventos e que possuem somente fendmenos
de sincronizacao e atraso de tempo podem ser modelados por grafos de eventos
temporizados. A dindmica desses sistemas pode ser descrita de forma linear por
meio de uma &lgebra nao convencional chamada de algebra max-plus. Com essa
algebra, é possivel sintetizar estratégias de controle que fazem com que os sistemas
respeitem as restricoes impostas. Neste trabalho sao apresentados dois problemas
distintos com abordagens diferentes. O primeiro problema trata de encontrar os
tempos de entrada do sistema baseado no controle “just-in-time”. Esses tempos
sao encontrados de duas formas, a primeira utilizando principalmente a teoria
de semimodulos e a segunda utilizando um algoritmo alternante. O segundo
problema abordado visa encontrar uma matriz de realimentacao de estado, a qual
faz com que o sistema nao viole as restrigoes impostas ao estado. Por fim, para
testar o controle obtido, realizou-se aplicacao de ambos os métodos de controle

em sistemas de manufatura.

Palavras-chave: grafos de eventos temporizados, algebra max-plus, teoria da
residuacao, semimodulos, controle “just-in-time”, controle por realimentacao de

estado.



Abstract

Systems governed by the occurrence of events and that have only phenomena
of synchronization and time delay can be modeled by timed event graph. The
dynamics of these systems can be described linearly through an algebra called
max-plus algebra. With this algebra we can synthesize control strategies which
make the systems respect the restrictions. In this paper we present two problems
with different approaches. The first problem is to find the system’s time of input
based on just-in-time control. These times are found in two forms, the first using
mainly the theory of semimodules and the second using an alternate algorithm.
The second problem discussed deals with the problem of finding a state feedback
matrix, which ensures that the system does not violate the restrictions imposed
on the state. Finally, in order to test the control obtained, these control methods

were applied in manufacturing systems.

Keywords: timed event graph, max-plus algebra, residuation theory, semimod-

ule, just-in-time control, feedback control.
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Capitulo 1

Introducao

Muitos processos fabris podem ser modelados como sistemas que sao regidos
pela ocorréncia de eventos, logo alguns desses sistemas podem ser classificados
como sistemas dindmicos a eventos discretos (SEDs). Os SEDs, por definicao,
sao sistemas cujo espaco de estados é discreto e dirigido por eventos, isto é, a
evolucao do estado depende inteiramente da ocorréncia de eventos assincronos

discretos no tempo (Cassandras and Lafortune, 1999).

As técnicas de modelagem mais conhecidas para SEDs sdo os automatos (Hop-
croft et al., 2000) e as redes de Petri (Murata, 1989). A representacao por au-
tomata tem sua origem na engenharia elétrica e as redes de Petri surgiram no
trabalho de doutorado de Carl Adam Petri em 1962. Atualmente a rede de Pe-
tri ¢ uma das ferramentas mais utilizadas na modelagem de SEDs, pois é uma
ferramenta grafica que permite a visualizacao de todas as partes do processo.
Exemplos de modelagem de sistemas podem ser vistos amplamente na literatura.
Em Atto et al. (2011) o autor modela uma linha de fabricagdo de pegas de bor-
racha para carros e em Goverde (2007) é modelado um sistema de transporte

ferrovidrio, ambos utilizando redes de Petri.
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Uma das classes das redes de Petri é o grafo de eventos temporizado (GET),
capazes de descrever processos onde ocorrem somente fenémenos de sincronismo
de eventos e atrasos de tempo, sendo tteis na anélise de desempenho dos proces-

SOS.

Os GET’s podem ser descritos por uma algebra conhecida como élgebra max-
plus (Bacelli et al., 1992). Essa algebra é capaz de descrever sistemas nao lineares
na algebra convencional como lineares na algebra max-plus, sujeitos a sincronismo
de eventos e fend6menos de atraso de tempo através de duas operacoes basicas: a
adi¢ao e a multiplicagdo. Pelo fato de possuir somente duas operacoes a algebra

max-plus também é conhecida como diéide, definido como (R U {—oo}, max, +).

Existem varias abordagens para o controle de SEDs, uma delas é apresentada
em Ramadge and Wonham (1987). Denominado Teoria do Controle Supervisorio,
esta teoria é baseada em linguagens formais e automatos de estados finitos e
estabelece condicoes necessarias e suficientes para a existéncia de um controlador

minimamente restritivo.

Outra abordagem ¢é apresentada em Murata (1989), na qual o autor apresenta
algumas defini¢coes e propriedades das redes de Petri e as utiliza para o controle
e modelagem de processos. As redes de Petri permitem a analise e sintese por
meio de invariantes de lugar (Yamalidou et al., 1994), em que as restrigdes sdo
apresentadas na forma de desigualdades lineares e o controlador forca o sistema
a respeitar as restricoes. Nesse caso o controlador é também uma rede de Pe-
tri, obtida transformando um conjunto de restricoes em invariantes de lugar do

sistema controlado.

As redes de Petri também podem apresentar restricoes temporais associadas
a cada lugar e algumas técnicas de controle com base na realimentacao de estados

ja foram propostas na literatura. Katz (2007) soluciona um problema de sincro-
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nizacao de trens utilizando a teoria de semimodulos (A,B)-invariantes e apresenta
uma forma de calcular uma tabela de horarios, determinando a existéncia do se-
mimodulo e, a partir desse, um controle de realimentagao de estados que garanta

a nao violacao das restricoes.

Outro trabalho que utiliza a teoria do semimdédulo (A,B)-invariante é o tra-
balho de Garcia (2007). Esse trabalho consiste em encontrar um semimoédulo
(A,B)-invariante e uma matriz F que realimente os estados para controlar e co-

ordenar um sistema de trafego urbano.

Em Andrade and Maia (2008), a partir da obtenc¢ao do modelo em grafo de
eventos temporizados de um sistema a eventos discretos, uma estrutura de con-
trole é definida com base na realimentacao de estados, cujo objetivo é projetar
um controlador que garanta a evolucao do sistema sem violar as restrigoes im-
postas ao estado. Para mostrar a eficiéncia do método proposto, esse é aplicado

em uma rede de trafego urbano.

Em Maia et al. (2011a) é projetado um controle com realimentacao de estados
que atenda as restri¢oes para sistemas a eventos discretos modelados por grafos de
eventos temporizados, juntamente com as condicoes suficientes para a existéncia

do controlador.

Outro método de controle aplicado a SEDs é o controle supervisério. Em Atto
et al. (2011) é apresentado um método para o controle supervisorio de uma planta
industrial. Essa supervisao tem a funcao de garantir que o sistema respeite uma
restricao de maxima duracao temporal para o processo desejado. As restricoes
sao reduzidas a restricoes elementares, cujas contribuigcoes sao introduzidas na
equacao de estado do sistema, resultando em uma equacao de estado restrita.
De posse dessa equagao restrita, ¢ proposta a insercao de lugares no modelo

em rede de Petri para que esse obedeca as restrigoes, conectando os lugares nas
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transicoes apropriadas. O novo modelo escolhido é o que, apds a introducao dos
novos lugares, nao altere o maximo ciclo médio do sistema, ou seja, é escolhido o
modelo supervisionado que possui rendimento da produgao igual ao sistema sem

supervisao.

Técnicas de controle baseadas na politica “just-in-time” também tém sido
aplicadas a SEDs modelados via redes de Petri. O principio do controle “just-
in-time” pode ser enumerado em trés itens: no primeiro o processo deve atender
a algumas condigoes iniciais e algumas condigoes finais dadas, no segundo as
variaveis de estado sao sujeitas a algumas restrigoes e na terceira o controle é
otimo tal que otimize um critério escolhido (Houssin et al., 2007). Ao empregar
tal politica evita-se a formacao de estoques no inicio, no meio e no fim de um

sistema, evitando também a imobilizagao de capital.

No contexto de sistemas de manufatura, dado um calendéario de saida desejado,
é necessario encontrar os maiores tempos de entrada de matéria-prima no sistema,
de forma que, a saida seja a mais proxima possivel a saida desejada, o que satisfaz

a demanda do consumidor enquanto minimiza os estoques.

Em Menguy et al. (1998) é proposta uma forma de encontrar os tempos de
entrada do material a partir de um calendario de demanda desejado corrigido. A
correcao do calendario é necessaria para tornéa-lo viavel. Os tempos de entrada
atendem restricoes de igualdade impostas e sao obtidos através da teoria da

residuagao e da resposta do sistema ao impulso.

Em Schutter and Boom (2001), o problema de controle é tratado como um
modelo de controle preditivo adaptado para SEDs, dessa forma o autor propoe
um algoritmo baseado na técnica do problema linear estendido complementar,
denominado ELCP, que permite a inclusao de restri¢oes na forma de inequacoes

lineares na entrada e na saida do sistema e a ponderacao entre os objetivos do
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problema.

A ideia principal do modelo de controle preditivo, também conhecido como
controle de horizonte finito, pode ser descrito como a solu¢ao de um problema
de otimizagao a partir de um evento na k-ésima data, até um horizonte finito
k+ Np, em que N, & o nimero de predigoes desejado, levando em consideragao o
estado atual e as restricoes do problema. A solucao do problema conduz a uma
sequéncia de controle, a qual comeca em k e termina em k + N, (Garcia et al.,

1989).

Se a sequéncia de controle desejada for um caminho no qual o sistema ira
evoluir de forma a atender um calendéario com datas de saida do sistema, o
modelo de controle preditivo pode ser considerado como uma forma de obter o
controle “just-in-time”.

Em Maia et al. (2005), diversas estratégias baseadas na abordagem por modelo
de referéncia sao apresentadas, exemplificadas e discutidas. Um problema de
controle é proposto cujo objetivo é determinar os tempos de entrada, de modo
que a saida do sistema siga uma trajetoria de referéncia dada, logo esse controle

estd relacionado com a estratégia “just-in-time”.

Em Houssin et al. (2007), o autor realiza o controle “just-in-time” em siste-
mas max-plus lineares. Nesse trabalho, o problema de rastreamento de saida ¢
generalizado considerando restri¢oes adicionais no objetivo de controle. Essa es-
tratégia de controle ¢ aplicada em um sistema de transporte urbano, cujo objetivo

é encontrar os horéarios de partida dos onibus.

A partir desses trabalhos citados, o objetivo deste trabalho é desenvolver
novos meios de realizar o controle de SEDs modelados via GETs. Este trabalho
modelard principalmente processos de manufatura para a aplicagao das técnicas

propostas, uma vez que esses processos podem ser considerados SEDs, pois suas
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dindmicas ocorrem a partir da ocorréncia de eventos.

Novos meios de estudar e aperfeicoar processos industriais sao de grande im-
portancia atualmente, devido ao aumento da produc¢ao fomentado pelo aumento
do consumo e a necessidade de economia de recursos, logo a eficiéncia é forte-
mente desejada. As técnicas desenvolvidas neste trabalho e as andlises feitas
servem para controlar, analisar e auxiliar na geréncia de um sistema de manu-
fatura. Sao estudadas as restricoes dos sistemas e sao propostos novos meios de
obter controles visando aumentar a eficiéncia de sistemas de manufatura.

O primeiro problema de controle apresentado sera solucionado por dois méto-
dos distintos: o primeiro método utilizara a teoria dos semimoédulos (Cohen et al.,
2004)(Butkovic and Hegedus, 1984) e a teoria da residuagao (Bacelli et al., 1992);
o segundo método utilizara o algoritmo alternante proposto por Cuninghame-
Green and Butkovic (2003). Ambos os métodos realizardo o controle preditivo de
acordo com a politica “just-in-time”. A segunda técnica de controle sera baseada
na realimentacao de estados, de tal forma a encontrar um controle superviso-
rio que obrigue o sistema a respeitar as restricoes temporais impostas ao estado
(Maia et al., 2011a) (Andrade, 2008).

Esta dissertacao esta dividida da seguinte forma:

e No capitulo 2 sao apresentados conceitos preliminares para o entendimento
deste trabalho, conceitos como a teoria de sistemas a eventos discretos,

algebra max-plus, teoria da residuacao e teoria dos semimodulos.

e No capitulo 3 sao apresentados os métodos propostos para realizar o controle
preditivo, baseado na politica “just-in-time” para sistemas modelados por

grafos de eventos temporizados.

e No capitulo 4 é apresentada uma nova proposta a fim de realizar o controle
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supervisorio para sistemas modelados por grafos de eventos temporizados,
baseada na solucao de inequacoes matriciais contendo as restricoes do sis-

tema, com o objetivo de encontrar uma matriz de realimentacao de estados.

e No capitulo 5 sao apresentadas as conclusoes deste trabalho.






Capitulo 2

Conceltos Preliminares

Neste capitulo sao abordados os conceitos relativos aos sistemas a eventos dis-
cretos, dentre eles as redes de Petri, os grafos a eventos temporizados, a algebra
max-plus, teoria da residuacgao, teoria de semimodulos e outros conceitos neces-

sarios para a compreensao deste trabalho.

2.1 Sistemas a Eventos Discretos

A definicdo de sistema é um dos conceitos primitivos, o qual é mais facil ser
compreendido pela intuicdo do que pela defini¢do exata (Cassandras and Lafor-
tune, 1999). Podemos encontrar alguma defini¢oes de sistema como sendo uma
combinacao de componentes que agem em conjunto para executar uma funcao,
que nao seria possivel para qualquer outra parte individual (Booth and Kurpis,
1993), ou ainda, como um conjunto de elementos interrelacionados que interagem
no desempenho de uma fungao.

Sistemas podem ser classificados como continuos e discretos. Em um sistema
continuo, o valor do seu estado pode assumir qualquer valor n-dimensional no

dominio real, sendo normalmente tratado por meio de equacoes diferenciais. No
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sistema discreto, seu modelo no espaco de estados é um conjunto discreto, por
exemplo {0,1,2,...}, ou seja, as variaveis de estado s6 podem assumir valores
discretos no tempo.

Quando o espaco de estados de um sistema é discreto e a transicdo entre os
estados ocorre somente em alguns pontos discretos no tempo, relacionados com a
ocorréncia de um evento, dizemos que esse sistema ¢é discreto e regido por eventos,
ou seja, ¢ um sistema a eventos discretos(SED).

Tais eventos podem estar relacionados com a chegada de clientes na fila de um
banco, o término de processamento de uma peca por uma determinada maquina,
uma ligacao recebida por uma central de atendimentos, entre outros. Logo todo
sistema que é regido pela ocorréncia de eventos pode ser modelado como sistema
a eventos discretos.

Existem vérias ferramentas capazes de modelar o funcionamento de SEDs,
como os processos de Markov, automatos, algebra de didides e as redes de Petri
(Cassandras and Lafortune, 1999). Neste trabalho serdo utilizadas as redes de

Petri e a algebra de didides, mais precisamente a algebra max-plus.

2.2 Redes de Petri

As redes de Petri sdo uma ferramenta grafica e mateméatica que permitem a
modelagem de SEDs, para maiores detalhes veja Cassandras and Lafortune (1999)
e Murata (1989).

Nas redes de Petri os eventos sao associados com as transicoes e para que
uma transicao dispare, algumas condi¢oes devem ser satisfeitas. Uma transicao é
dita habilitada quando todas as condicoes necessarias para que ela dispare estao
satisfeitas, a transicao somente dispara quando ela estda habilitada e ocorre o

evento associado a ela.
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As condicoes necessérias a habilitacao da rede estao contidas nos lugares, logo
todos os lugares precedentes a uma transi¢ao devem conter a informacao neces-
saria para habilitar a transicao, essas informagoes normalmente sao chamadas de
fichas. Para conectar os nos da rede (transicoes e lugares), as redes de Petri sdo
dotadas de arcos, que sao direcionais e podem ser de lugar para transicao e de

transi¢ao para lugar.

Definicao 2.1 (Redes de Petri) (Cassandras and Lafortune, 1999) Uma rede

de Petri é um grafo ponderado bi-partido

(P, T,A,w)

sendo P um conjunto finito de lugares, T wm conjunto finito de transi¢oes, A um
conjunto de arcos das transi¢oes para 0s lugares e dos lugares para as transi¢oes

e w a funcao peso dos arcos.

Assumimos que o grafo é conexo, ou seja, ndo existem arcos ou lugares isolados

na rede.

Exemplo 2.1 (Rede de Petri) Considere um grafo de uma rede de Petri de-
finida pelos sequintes conjunto de lugares, conjunto de transicoes e conjunto de

arcos, respectivamente,

P =A{p1,p2,p3}, T = {t1,ta,t5}

A= {(t1,p1),(p1,t2),(t2,02),(p2,t3),(t3,03),(P3,t2) }

CUJOS Greos Possuem 0s Sequintes pesos,

w(tlapl) = 1,1U(p1,t2) = Qaw(t27p2) = 1aw(p27t3) = 1aw(t37p3) =1le
’LU(p37t2) = 1.
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Figura 2.1: Rede de Petri para o Exemplo 2.1

A rede de Petri correspondente € mostrada na Figura 2.1.

Defini¢ao 2.2 (Rede de Petri Marcada) (Cassandras and Lafortune, 1999)
Uma rede de Petri marcada é uma quintupla (P, T, A, w, z), onde (P, T, A, w)

€ um grafo de uma rede de Petri e x € uma marcacdao do conjunto de lugares.

r=1 xz(p1) x(p2) .. z(p.) | €N

é o vetor linha associado a z.

Exemplo 2.2 (Rede de Petri Marcada) Considere a rede de Petri apresen-
tada na Figura 2.1, existem vdrias marcagoes que essa rede pode alcancgar, uma

delas € o vetor

261:[2 0 1}

e outra € o vetor

1’2:[0 1 0}-

As marcagoes para os dois vetores estio representadas, respectivamente, nas Fi-

qura 2.2a e Figura 2.2b.

A forma como uma rede de Petri estd marcada determina também o estado
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=

(a) Rede de Petri Marcada 1 (b) Rede de Petri Marcada 2

Figura 2.2: Exemplos de Redes de Petri Marcadas. (a) Rede de Petri Marcada com o
vetor z1. (b) Rede de Petri Marcada com o vetor zs.

em que o sistema modelado se encontra, pois em cada estado possivel de ser
alcancado pelo sistema, existe uma marcacao distinta na rede de Petri. Neste
trabalho, a fim de simplificacao, chamaremos as redes de Petri marcadas somente
de redes de Petri. A marcagao de uma rede de Petri convencional é sempre um
nimero inteiro e indica a quantidade de fichas em cada lugar.

Para entender a dinamica de funcionamento de uma rede de Petri é necessario
definir quando uma transicao estara habilitada a disparar. O disparo de uma ou
mais transicoes é o que determina a mudanca do estado do sistema. Para uma
transicao estar habilitada a disparar é necessario que cada lugar precedente a
mesma contenha, no minimo, uma quantidade de fichas igual ao arco que liga o

respectivo lugar a transicao.

Defini¢ao 2.3 (Transicao Habilitada) (Cuassandras and Lafortune, 1999) Uma

transigcao t; € T em uma rede de Petri € dita habilitada se

x(pi) > w(piyt;)) para todo p; € 1(t;).

sendo I(t;) o conjunto de lugares de entrada da transi¢ao ¢;,. Em outras palavras,

a transicao t; em uma rede de Petri é habilitada quando o nimero de fichas em
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pi € maior que o peso do arco que conecta p; a t;, para todos os lugares p; que
precedem a transicao t;.

A partir do momento que uma transicao se torna habilitada ela pode disparar,
normalmente esse disparo estd associado a ocorréncia de um evento. Quando a
transicao dispara, ocorre a mudanca de estado do sistema. O mecanismo de
transicao de estado é feito a partir da movimentacao de fichas. Ao disparar, uma
transicao retira uma quantidade de fichas de cada lugar que a antecede, igual ao
peso do respectivo arco que conecta o lugar a transicao, e coloca em cada lugar
sucedente, um ntmero de fichas igual ao respectivo arco que liga a transicao ao

lugar.

Definicao 2.4 (Dindmica da Rede de Petri) (Cassandras and Lafortune, 1999)
A funcao de transicao de estado, f : N* x T — N", de uma rede de Petri

(P,T,A,w,z) € definida para a transi¢io t; € T se e somente se,
x(pi) > w(pint;), para todo p; € 1(t;)

sendo I(t;) o conjunto de lugares de entrada da transi¢ao t;. Se f(x,t;) € definida,

definimos x' = f(x.t;), onde,
' (pi) = x(p;) — w(pisty) +w(t;,p), i=1,...,n.

Exemplo 2.3 (Dinamica da Rede de Petri) Considere a rede de Petri apre-
sentada na Figura 2.3a, nesse estado as transicoes t, e ty estao habilitadas. A
transicao ty estard sempre habilitada pois nao existem lugares que a precedem,
logo seu disparo estard condicionado somente a ocorréncia do evento associado a
essa transicao. Jd a transicao to estard habilitada pois existem duas fichas em py
e uma ficha em ps, fazendo com que o numero de fichas seja igual aos pesos dos

respectivos arcos que ligam os lugares a transi¢ao.
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Se a partir do estado apresentado na Figura 2.3a, ocorrer o disparo da tran-
sicao to, o estado resultante serd o apresentado na Figura 2.3b. Ao disparar, a
transicao ty consome duas fichas de pi, uma ficha de ps e colocard uma ficha
no lugar py. Podemos observar que o numero de fichas na mudanca de estado
pode ser nao conservativo, dependendo dos pesos associados a cada arco, uma vez
que a quantidade de fichas consumidas depende do peso dos arcos que chegam a
transicao, e o numero de fichas disponibilizadas depende dos pesos dos arcos que

saem da transicao.

P
ty ta a3

=

(a) Rede de Petri antes do disparo (b) Rede de Petri apos o disparo da tran-
sicao to

N
()

Pz
t; t3

: 2
et
ty

(c) Rede de Petri apos o disparo da tran-
sicao t3

Figura 2.3: Dinamica das Redes de Petri. (a) Rede de Petri inicial. (b) Rede de Petri
apos o disparo de to. (¢) Rede de Petri apos o disparo de t3.

Na Figura 2.3b, as transicoes t, e ts estao habilitadas e a transicao to desabi-

litada. Se a transicao ts disparar, ela consumird uma ficha de py e colocard uma
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ficha em p3, o estado alcancado € apresentado na Figura 2.3c.

O modelo apresentado na Figura 2.3 pode ser, por exemplo, o modelo de um
call center, no qual clientes ligam para a central de atendimento e aguardam
atendimento (lugar p;), o call center tem capacidade de atendimento unitéria
(lugar p3). O cliente é admitido no atendimento (lugar ps) e apds o término do
atendimento, o sistema é liberado para atender um novo cliente (ficha retorna
para ps).

Os modelos em redes de Petri podem ser dotados de tempos associado & sua
estrutura e existem varias formas de temporiza-las, as mais utilizadas sao os
tempos associados aos lugares ou as transi¢oes. Quando o tempo é associado as
transicoes, como na Figura 2.4a, apés ser habilitada, a transicao deve esperar o
tempo associado a ela e s6 entao poderd disparar, nesse caso a transicao deve
esperar quatro unidades de tempo. Da mesma forma, quando o tempo é associado
aos lugares, como na Figura 2.4b, uma ficha ao chegar em determinado lugar
deverd permanecer nesse por um tempo no minimo igual ao tempo associado ao
lugar, que nessa figura é duas unidades de tempo. Neste trabalho o tempo sera

associado aos lugares.

4 2
e
1
1 tz tj_ tz
(a) Rede de Petri T- (b) Rede de Petri P-
temporizada temporizada

Figura 2.4: Redes de Petri Temporizadas. (a) Rede de Petri T-temporizada. (b) Rede
de Petri P-temporizada.
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2.2.1 Grafos de Eventos Temporizados

A temporizacao das redes de Petri é de suma importancia para a avaliacao e
analise de desempenho. As redes temporizadas cujos lugares possuem somente
uma transicao de saida e uma transicao de entrada, sao classificadas como Grafos
de Eventos Temporizados (GET). Nessa sub-classe das redes de Petri existem
somente fendmenos de sincronismo de eventos e atraso de tempo, nao sendo
permitido a modelagem da concorréncia por recursos, ou seja, assume-se que a

concorréncia por recursos foi resolvida por outro método qualquer.

Definigao 2.5 (Grafos de Eventos Temporizados (GET)) (Bacelli et al.,
1992) Um grafo a eventos temporizado é uma rede de Petri, na qual cada lugar
tem um tempo de espera associado e somente uma transicao de entrada e somente

uma transicao de saida.

Na modelagem de GETs, cada transicao normalmente é associada a um evento
e a ocorréncia do evento determina o disparo da transicao. Por exemplo, a
transicao t; da Figura 2.3a pode estar associada a familia de eventos "chegada de
clientes na fila", e se o evento ocorrido foi "chegada do quarto cliente na fila as
15h" ] significa que a transicao disparou quatro vezes e a quarta vez foi na data
de 15h. Dessa forma, os GETs sao usualmente descritos por datadores, ou seja,
associa-se a transicao r uma sequéncia de datas de disparo, x(k), sendo que k é
o nimero do disparo.

Considere o GET apresentado na Figura 2.5. A transicao u é a entrada do
sistema e nao possui lugares precedentes, logo nao depende de nenhuma outra
transicao. A transicao y é a saida do sistema e nao condiciona nenhuma transicao.

Considerando que a situacgao inicial é a marcacao apresentada na Figura 2.5.

O k-ésimo disparo da transicao x; ocorrerd apds o k-ésimo disparo da transicao
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Figura 2.5: Grafo de Eventos Temporizado

u mais 15 unidades de tempo e o (k-1)-ésimo disparo da transi¢do x2. Analoga-
mente, a transicao xo poderd disparar pela k-ésima vez, apos o k-ésimo disparo
da transicao x; mais 7 unidades de tempo. O disparo da transicao de saida do
sistema ocorrerd apo6s o k-ésimo disparo da transicao xs mais 11 unidades de

tempo. O comportamento desse sistema é descrito pelas equagoes a seguir:

1 (k) = maz{(u(k) + 15); 22(k — 1)}
xo(k) =x1(k)+ 7 (2.1)
y(k) = x2(k) + 11

As Equacgoes 2.1 utilizam dois operadores para descrever a dinamica do sis-
tema da Figura 2.5, o operador max e o operador soma. O operador max esta
relacionado com a sincronizacao de tarefas e o operador soma ao tempo atribuido
aos lugares.

Por utilizarem apenas dois operadores, as Equacgoes 2.1 podem ser descritas
por um didide, que serd definido na proxima secao. O didide que utiliza os
operadores max e soma é conhecido como Algebra Max-Plus, no qual a soma é
representada pelo operador ® e o operador max é representado pelo operador
@. Reescrevendo as equagoes anteriores com os operadores da algebra max-plus,

obtemos o sistema a seguir:
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x>~
N~—
I

u(k) ® 15 @ zo(k — 1)
y(k) = z2(k) ® 11

T

(
(

Nos sistemas representados pela algebra max-plus é necessario que se informe
o estado inicial da rede, ou seja, para a rede da Figura 2.5, o estado de z; e x5
para k < 0. Nesse caso, normalmente, arbitra-se que todos os disparos anteriores
a k = 0 ocorreram em —oo. Dessa forma, a marcacao inicial da rede ja contribuiu
com o tempo de atraso de seus respectivos lugares e a habilitagao das transicoes,
dependera apenas do numero de fichas dos lugares que as precedem. A partir do
estado inicial e do deslocamento do disparo das transicoes é possivel obter um
sistema de equacoes recursivas na algebra max-plus a partir das Equacoes 2.2,
capaz de descrever toda a dindmica do GET. Maiores detalhes sobre a algebra

max-plus serao apresentados na secao a seguir.

2.3 Algebra Max-Plus

A algebra max-plus é um di6ide, uma vez que possui somente duas operacoes,
dessa forma é importante definir primeiro a estrutura dos didides, e para tal,
definimos a estrutura dos anéis. Anel é uma estrutura algébrica (A,®,®) que
possui um conjunto A e este conjunto admite duas operagoes internas. O operador
@ é associativo, tem elemento neutro, é inversivel e comutativo. O elemento ®
é associativo, comutativo e admite elemento neutro, além disso, ® é distributivo
em relacao a .

Didide é uma estrutura algébrica que apresenta todas as propriedades de um
anel, exceto a de elemento inverso aditivo. Por essa razao, os didides sao carac-

terizados algebricamente como semi-anéis idempotentes (Bacelli et al., 1992).
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Definicao 2.6 (Dio6ide) (Bacelli et al., 1992) O didide é uma estrutura algé-
brica representada por um conjunto D munido de duas operagoes (b, ®)(soma e

multiplica¢io) que obedece 0s axiomas abaizo.
Axioma 2.1 (Associatividade da Adigao) Va,b,c € D, (a®b)®c = aP(bPc)
Axioma 2.2 (Comutatividade da Adigao) Va,b € D,a®db=0da

Axioma 2.3 (Associatividade da Multiplicagdo) Va,b,c € D,(a®b) ® ¢ =
a® (b®c)

Axioma 2.4 (Distributividade da Multiplicagdo em relagao a adigao)
Vabye € D,a® (bdc)=(a®b) ® (a® c)
bdc)®a=(b®a)®(c®a)

Axioma 2.5 (Existéncia do Elemento Neutro da Adigao) Va € D, ade =

a

Axioma 2.6 (Absorgao pelo Elemento Neutro da Adi¢do) Va € D,a ®

E=¢e

Axioma 2.7 (Existéncia do Elemento Identidade da Multiplicagao) Va €
DaRe=e®Ra=a

Axioma 2.8 (Idempoténcia da Adi¢ao) Va € D,a®a=a

Um diodide é completo se ele for fechado em relagao as somas infinitas e se a
multiplicagao for distributiva em relagao a somas infinitas. Portanto, podemos
considerar a algebra max-plus como um di6éide completo que possui a estrutura
(RU{—o0},max,+) e é simbolizado por R4, conseqiientemente a algebra max-

plus obedece a todos os axiomas dos didides.
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Além dos operadores soma e multiplicacao, outra importante operagao de-
finida sobre qualquer didide é o operador estrela de Kleene, definida por a* =

Dy, com a' = a®a'"! e a’ = e. Verifica-se que para qualquer inteiro positivo

*

p, (a*)P =a* e (a*)* = a*.

2.3.1 Matrizes em R,,.,

As matrizes sao de grande importancia para a teoria dos grafos de eventos tem-
porizados, uma vez que todo grafo pode gerar uma matriz que o represente e toda
matriz com elementos inteiros também tem um grafo correspondente. As matri-
zes podem ser definidas na algebra max-plus por meio das operagoes de soma e
multiplicacdo. Se A, B € R"X™ sendo n,m € N e i,j sdo, respectivamente, as

linha e colunas das matrizes, a operacao de soma ¢ definida por:
[A D B]z] = aij D b”LJ

Se A € R*¥l e B € RIX™ entdo o produto das matrizes é definido por:

max max’

l

j=1
Exemplo 2.4 (Multiplicagao e Soma de Matrizes) Considere as matrizes

AB,C € 72%% sendo

max’

4 3 2 6 10
A= B = ,C = ,
5 2 1 3 1 4
4@2 366 4 6
@1 23 5 3
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41010601 40064 5®7 410 7 10
(A®B)®C = = —

51931 50034 604 5DT7 6 7
A matriz identidade T em R,,,, ¢ definida como lijj = eparai = je i =€
para i # j.

O operador estrela de Kleene também pode ser definido para matrizes, consi-

derando a matriz A € R™*", temos que:

max?

AT = GaiEN Ai=

com AP = At @ A1 o A0 =T,

2.3.2 Sistemas Max-Plus Lineares

Um GET modelado através da algebra max-plus gera um conjunto de equacoes,
como representado nas Equacoes 2.2. Esse conjunto de equagoes pode ser rees-

crito como equagoes matriciais da seguinte forma:

xz(k) = Az(k — 1) ® Bu(k) (2.3)
(k) = Ca() (2.0

Nas Equacoes 2.3 e 2.4 o simbolo de ® foi omitido para facilitar o tratamento
das equagoes e sera omitido sempre que for conveniente, x(k) é o vetor de estado
do sistema e u(k) é o vetor de entrada do sistema. Em um sistema max-plus as
datas de disparo devem ser nao-decrescentes, logo A = I (os elementos da matriz
A sdo maiores ou iguais aos elementos de I quando comparados termo a termo),

pois z(k) = x(k — 1), em que I é a matriz identidade na algebra max-plus.
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Em muitos sistemas modelados em max-plus é comum aparecer um termo
relacionado a x(k) no lado direito da Equacao 2.3, mas esse fato pode ser facil-
mente corrigido e o sistema retorna para a forma apresentada na Equacao 2.3.

Para demonstrar esse fato, considere o teorema a seguir.

Teorema 2.3.1 (Bacelli et al., 1992) Se existe somente circuitos de pesos nao
positivos em um grafo G(A), existe uma solugdo para v = Ax @ b que é dada por

x = A*b. Além disso, se os pesos dos circuitos sao negativos, a solugcao € unica.

™

Figura 2.6: Grafo de Eventos Temporizado

Dessa forma, um GET como apresentado na Figura 2.6, pode ser modelado
pela equacao

z(k) = Ax(k) ® Ajx(k — 1) ® Bou(k) (2.5)

e esta equacao pode ser reescrita como

z(k) = Az (k) @ W (2.6)

em que, W = Ajx(k—1) @ Byu(k). Supondo que x é solu¢do, consequentemente,



Capitulo 2. Conceitos Preliminares 24

x satisfaz a Equacao 2.6, logo

(k) = Ax(k) e W
z(k) = As(Asz(k) @ W) W
x(k) = A2zx(k) & AW @ W

v(k) = Aéf(k) D Al;lW e AIO*2W oW

e portanto z(k) = A:W. Além disso, se todos os circuitos do grafo tem pesos
negativos,

lim AL = [¢] (2.7)

l—00

em que [¢] € uma matriz de € de dimensdo apropriada. Dessa forma,

x(k) = AW (2.8)
Substituindo W na Equagao 2.8,
(k) = AL A1x(k — 1) & A Byu(k) (2.9)
Resultando em:
z(k) = Azx(k — 1) & Bu(k) (2.10)

sendo A= AA; e B= A’B,.

2.4 Teoria da Residuacao

A Equacao f(z) = b pode ter inimeras ou nenhuma solugao, portanto a teoria

da residuacao é utilizada para encontrar a maxima subsolucao de inequacoes



Capitulo 2. Conceitos Preliminares 25

da forma f(x) < b e a teoria da residuacdo dual busca a minima supersolugao
para a inequagao f(z) = b na algebra de didides. As operagbes @ e ® ndo sdo
inversiveis, particularmente para aplicacoes matriciais, dessa forma a residuacao

trata da inversao de mapeamentos isotonicos e da solucao de inequacoes.

Defini¢ao 2.7 (Isotonia) (Bacelli et al., 1992) Um mapeamento [ definido so-
bre um didide (D,®,®) em um didide (C,®,®) é chamado de mapeamento isoto-

nico se, para todo a,b € D, a sequinte relagao de ordem é preservada
a=b= f(a) 2 f(b)

Para garantir a existéncia de um limite superior e inferior, assumimos que D
e C sao didides completos. Seja f um mapeamento isotonico de um didide D em
outro didide C, se f(z) = b nao é sobrejetiva, a equacao pode ndo ter solugio
para alguns valores de b, e se f(x) = b nao ¢ injetiva, a mesma equacao pode nao
ter solucao tnica. A solucao para esse problema pode ser obtida considerando
um subconjunto da solucdo, isto é, valores de x que satisfazem f(x) < b. Ana-
logamente, definem-se supersolugoes de f(x) = b, como os valores de z tais que
f(z) = b. (Maia, 2003) (Bacelli et al., 1992).

As defini¢oes e teoremas a seguir foram retirados de (Bacelli et al., 1992) e
(Maia, 2003) e aplicacoes para a residuagdo aplicadas a didides sdo dadas em

(Bacelli et al., 1992).

Defini¢ao 2.8 (Residuo e Mapeamento Residuavel) Um mapeamento isoto-
nico f : D — &, no qual D e £ sdo conjuntos ordenados, é um mapeamento resi-
dudvel se para todo y € £ existe a maior subsolucdo para a inequacio f(x) < y.
Essa maior subsolugio é denotada por f*(y) e o mapeamento f* é chamado resi-

duo de f.
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Teorema 2.4.1 (Residuacao) Seja f : D — & um mapeamento isotonico na
qual D e & sao conjuntos ordenados, entio f € residudvel se e somente se f* é o

unico mapeamento isotonico tal que

foffy) 2y e ffof(x)=a (2.11)
VeeDeVyek.

O teorema a seguir caracteriza os mapeamentos residudveis para os didides

completos.

Teorema 2.4.2 (Bacelli et al., 1992)Considere os didides completos D e C. O
mapeamento f : D — C, € residudvel, se e somente se, para todo subconjunto X

de D

f(@;pex :U) = @;peX f(:C)
fle)=¢

Resultados com demonstracoes analogas podem ser anunciados para mapea-

mentos dualmente residuéveis.

Defini¢ao 2.9 (Residuo Dual e Mapeamento Dualmente Residuavel) (Bacelli
et al., 1992) Um mapeamento isotonico f: D — &, no qual D e £ sio conjuntos
ordenados, ¢ um mapeamento dualmente residudvel se para todo y € & existe
a menor supersolu¢io para a inequacdo f(x) = y. Essa menor supersolugao é

denotada por f’(y) e o mapeamento f° é chamado de residuo dual de f.

Teorema 2.4.3 (Residuagao Dual) (Bacelli et al., 1992) Seja um mapeamento

wsotonico f - D — &, no qual D e £ sao conjuntos ordenados, entao f € dualmente
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residudvel, se e somente se f° é o dnico mapeamento isotoénico tal que:

fofy=y e fof(x)=a (2.12)
VreDeVyef.

Teorema 2.4.4 (Bacelli et al., 1992) Considere os didides completos D e C.
O mapeamento f : D — C é dualmente residudvel se e somente se, para todo

sub-conjunto X de D

FN2) =N fl@) (2.13)

zeX zeX

f(T)=T (2.14)

Ve eDeVye&. Em que )\ éo operador de infimo (minimo) e T representa o

elemento infinito.

2.4.1 Mapeamentos Residuaveis e Dualmente Residuiveis nos Dibi-

des Completos

Serao apresentados nesta se¢ao alguns resultados derivados da teoria da residua-
¢ao que dizem respeito aos mapeamentos lineares (f(x) = a®z ou f(z) = x®a)
e a0 mapeamento afim (f(z) = x @ a), que serdo utilizados neste trabalho. Esses
resultados foram obtidos em Maia (2003).

Sejam os mapeamentos L., R, e T, definidos em um di6éide completo D
Li:z—a®x (2.15)

R,:z—zx®a (2.16)

To:x—adw (2.17)
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Como citado na secao 2.3, um didide é completo se ele é fechado em relacao a
somas infinitas e se a multiplicacao é distributiva sobre somas infinitas, observa-
se que a multiplicacao se distribui em relacao as somas infinitas tanto a esquerda
quanto a direita para os mapeamentos L, e R,. Observa-se ainda que L,(¢) =
R,(e) = e. A aplicacdo do teorema 2.4.2 garante que esses mapeamentos sao
residudaveis. Além disso, se D é comutativo tem-se que L, = R, e, portanto,

It = Rt

O mapeamento 7, nao é sempre residudvel, pois T,(e) # ¢, considerando
D completo e distributivo. Porém, T,(T) = T, e verifica-se que T, satisfaz o

teorema 2.4.4 e é, portanto, dualmente residuéavel.

As notacoes abaixo para os mapeamentos L,, R, e T, sao apresentados em

Bacelli et al. (1992).

Notagao (Residuos de L., R, e T,):
Lﬁ(x) = a\r

R (z) = zfa
T(zx)=zea

No caso particular do didide Z,q, tem-se L}, = Rf = x — a (operacio de

subtragdo na algebra convencional) (Bacelli et al., 1992). Para T temos

) T se T>=a
I, =xea=

e se r=a

Se D & um didide completo, D™*™ também é um didide e as operagoes L4 (X ) =

A® X e Ry(X) = X ® A também sao residuaveis, sendo A e X matrizes n x n
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com coeficientes em D,

L% = A&X /\CL[Z &xl]

RI:1 = X}{A /\le%CLZJ

Analogamente, o mapeamento 74(X) = X & A é dualmente residuavel, sendo

Tii S€ XTji = Qs
b v] v ©)

g S€ Ty = Qjj

Um importante resultado para este trabalho, que utiliza a teoria da residuacao

dual, pode ser obtido em Bacelli et al. (1992) e é demonstrado a seguir.

rea={yladyr-z}=>ad(rea)=x

Por outro lado, se

(xea)Xz=a®(rea) <z

Logo,
ad(rea)=zda (2.18)

Exemplo 2.5 (Residuagao e Residuagao Dual) Considere as matrizes A,B €

722 sendo
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Pela residuacao dual, a menor solugao para X tal que X ® A = B € dada por:
4
X=Be A= ,

Pela teoria da residuacao, a maior solugao para X tal que AQX =< B, € dada

por:

21
X = A\B = ,
-3 1

e a maior solugcao para X ® A X B, € dada por:

0 -1
X = BfA = :
9 9

2.5 Semimodulos

O conceito de semimodulo é equivalente em semi-anéis a nogao de espaco linear

vetorial na teoria classica de sistemas.

Defini¢ao 2.10 (Semimoédulo) (Cohen et al., 200/) Um semimddulo definido
sobre um semi-anel (D,®,®,¢e,,e) € um mondide comutativo (M,®), com ele-
mento neutro ey e equipado com o mapa (D x M) — M, que é (\v) — Aw

(a¢do a esquerda), para o qual:
1. A®p).o=XA(po)
2. X.(udv) = udI.v
3. (Abp).v = Avdu.v

4. €5V = Epm
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J. )\.SM:&“M
6. ev="v

para todo u,v € M e A,y €D

Defini¢ao 2.11 (Subsemimddulo) (Katz, 2007) Um subsemimddulo de M é

um subconjunto S C M para o qual se uw €S e A\, € D entdo \vdu.v €S

Vamos considerar o subsemimoédulo do semimddulo o vetor n-dimensional
com entrada em D equipado com as operacoes (udv); = u; D v; € Av = \ @ 0.
Nesse contexto, o conjunto de todas as solugoes para o sistema Axr = Bz, para o
qual A, B,z tem entradas em Z,,,,, pode ser caracterizado por um semimoédulo
finitamente gerado (Butkovic and Hegedus, 1984) (Gaubert, 1992) (Maia et al.,
2011a), ou seja, o conjunto de todas as solugbes pode ser expresso como uma
imagem de uma matriz com entradas em Zmae- Uma discussdo e um método

para a solucao de Ax = Bx sao apresentadas no Apéndice A.

Exemplo 2.6 (Semimddulo) Considere a equag¢io Au = Bu em que as matri-

zes A, B € 72%% eu € 7% sendo

max max’

Utilizando o método apresentado no Apéndice A € possivel escrever a equacao

referente as primeiras linhas das matrizes, ou seja,

eRQuUuI DP3QRQUs=2R U D3R us

Logo € possivel enunciar o sequinte conjunto:

Ty = {{Lp)l(a = bi)e(by = ap)} = {(2,1),(2,2)}
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e encontrar os sequintes vetores de forma que v?) € 721 tal que v(l’p)(l) =b,,

P (p) = a; e v (k) = ¢ para k € {l,p}, ou seja,

XY (22

I

Estes vetores formam as colunas de uma matriz M, ou seja,

As colunas de My geram um espaco na qual a solucao da primeira linha per-
tence. A matriz M, deve ser considerada na solucao da equacdo das sequndas

linhas das matrizes A e B, de modo que,

Simplificando a equacao matricial obtém-se:
8®U1@4®U2 :4®U1@5®UQ

de forma que,

Ty = {(1,2)}

H(12)
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Logo,

5
My =
8

Com o0s wvalores de My e My € possivel encontrar uma matriz M na qual
as colunas desta matriz formam um semimddulo que contém todas as possiveis
solugoes de Au = Bu. A matriz M é dada por:

8

M =M @ My =
11

Assim, a solucdao u € ImM.

2.6 Solucao da Equacao AR xr=B®y

Um resultado importante para este trabalho é a solucao da equacao A ® © =
B ® y definida na algebra max-plus. O método para a solucao dessa equagao foi
proposto por Cuninghame-Green and Butkovic (2003) e denominado de método
alternante. Através de um algoritmo o método encontra a solucao da equacao
sempre que essa existir a partir de um ponto inicial finito.
As matrizes A e B nessa equacao devem ser duplo G-astic, ou seja, A e
B devem conter ao menos um elemento finito em cada linha e em cada coluna
(Cuninghame-Green and Butkovic, 2003). O algoritmo proposto por Cuninghame-
Green and Butkovic (2003) é apresentado abaixo.
Inicialize
Escolha um vetor finito arbitrario x
Faga r = 0; 2(0) = z;

Repita
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y(r) = Bx(Az(r));
z(r+1) = AX(By(r));
r=r+1;
Até Axz(r) = By(r — 1)
Fim
As equacoes

y(r) = By(Ax(r)) (2.19)
w(r+1) = AY(By(r)) (2.20)

encontram as maiores subsolucoes tais que

By(r) < Ax(r) (2.21)
Ax(r+1) 2 By(r) (2.22)

logo
Ax(r+1) = By(r) < Ax(r) (2.23)

Alguns teoremas acerca das propriedades desse algoritmo apresentados por
Cuninghame-Green and Butkovic (2003) e que sdo importantes para este trabalho

sao dados a seguir.

Teorema 2.6.1 (Cuninghame-Green and Butkovic, 2003) A sequéncia { AQz(r)(r =

0,1,...) é nao crescente.

Teorema 2.6.2 (Cuninghame-Green and Butkovic, 2003) A sequéncia {z(r)(r =

0,1,...) € nao crescente.

Proposicao 2.6.1 A partir da condicao inicial, a solucao encontrada pelo algo-

ritmo € a maior possivel menor ou igual a condi¢cao inicial.
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Prova: Para uma mesma condi¢ao inicial, x(0), considere x a solu¢io en-
contrada pelo algoritmo, suponha que exista uma oulra solu¢io z = f(z), tal
que © <X z =X 2(0). Logo, Im|x = f™(x(0)), em que f™ é uma funcdo isoto-
nica, entdo se x =< z = z(0) = f"(z) 2 f™(z) 2 f™(x(0)). Como x e z
sao solugoes de f (pontos fizos de f), entdo f™(x) = x e f™(z) = z, logo

f™(x) 2 f™(2) 2 f(2(0)) = = =< 2z <z, consequentemente r = z.

O teorema a seguir determina que existe um limitante inferior para a solucao

da equacao.

Teorema 2.6.3 (Cuninghame-Green and Butkovic, 2003) Se a solugao para a
equacdo A® x = B®y existe, entdo a sequéncia {x(r)(r =1,2,...)} € delimitada

inferiormente para qualquer x(0).

Os teoremas abaixo asseguram que, se a solucdo para a equagao existe, o

algoritmo converge para a solugdo em um nimero finito de passos.

Teorema 2.6.4 (Cuninghame-Green and Butkovic, 2003) Os pares da sequéncia
{(z(r),y(r))(r =0,1,...)}, gerado pelo método alternante, converge se e somente
se a solugao existe. A convergéncia € monotonica, para uma solucao estdvel, para

qualquer escolha de z(0).

Teorema 2.6.5 (Cuninghame-Green and Butkovic, 2003) No caso inteiro, se a
solugao existe, o método alternante produz uma solugcao em um nimero finito de

PASS0S.

De acordo com o Teorema 2.6.5, se os elementos finitos de A e B sdo todos
inteiros, a convergéncia desse algoritmo acontece em um nimero finito de passos.
Os resultados desta secao serao utilizados para solucionar o problema de con-

trole apresentado no Capitulo 3.
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2.7 Conclusao

Neste capitulo foram apresentadas as ferramentas necessarias a4 compreensao
desse trabalho. As redes de Petri, mais precisamente os grafos de eventos tempori-
zados, sao as ferramentas utilizadas para a modelagem dos processos juntamente
com a algebra max-plus. Os métodos de controle propostos utilizam a teoria
da residuacdo, semimédulos e a teoria de matrizes em R,,.,, para encontrar o

controlador que force o sistema a nao violar as restri¢oes impostas.



Capitulo 3

Controle “Just-in-Time” em
Horizonte Finito de Sistemas

Max-Plus Lineares

3.1 Introducao

Este capitulo ird apresentar uma nova forma de obter um controle baseado no
principio de controle “just-in-time”. Este principio estabelece que, dado um ca-
lendario de saida desejado, é necessario encontrar os maiores tempos de entrada
de matéria prima no sistema, de forma que a saida seja a mais proxima possivel

a saida desejada.

Neste trabalho o problema de controle preditivo sera tratado em espaco de
estados e sera solucionado por dois métodos distintos. O primeiro método apre-
sentado utiliza a teoria dos semimodulos para solucionar a restricao de igual-
dade imposta, enquanto o segundo utiliza o algoritmo alternante proposto por

Cuninghame-Green and Butkovic (2003).
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A solugao da restricao de igualdade sera utilizada para encontrar a solucao
do problema de controle, juntamente com a equacao de evolucao do sistema, a
qual possui todas as informagoes sobre o sistema. A principal contribuicao deste
capitulo é propor novas metodologias para realizar o controle “just-in-time” em

sistemas modelados via grafos de eventos temporizados.

3.2 Problema de Controle

Os resultados apresentados nesta secao sao baseados nos trabalhos de Menguy

et al. (1998) e Schutter and Boom (2001), que em seus trabalhos propuseram

meios de encontrar os tempos de entrada de sistemas a eventos discretos.
Sistemas descritos na algebra max-plus podem ser descritos na forma de es-

paco de estados, como mostrado na Equagao 3.1.

tk+1)=A®zk)® B ® u(k)
y(k) = C @ (k)

(3.1)

O problema de controle “just-in-time” nesse tipo de sistemas pode ser enten-
dido como encontrar os tempos maximos de entrada u, tal que a saida y ocorra
em um instante desejado e factivel, ou seja, vamos predizer os instantes de en-
trada a partir da data k£ até um horizonte k + N, em um intervalo finito, em que
N, ¢ o nimero de predigoes desejado.

Seja k a data a partir da qual desejamos iniciar as predicoes, o primeiro

instante de saida apos esse tempo é dado por:

g(k+1)= Cu(k+1) = CAx(k)® CBu(k)

o segundo instante de saida é dado por:
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J(k+2)= Cx(k+2)
§(k +2) = CA”z(k) ® CABu(k) ® CBu(k + 1)

logo, todos os instantes futuros podem ser preditos conhecendo os tempos de

entradas futuros e o estado do sistema na data k, ou seja,

7j—1

Bk + jlk) = Alz(k) + ) A Bu(k + i) (3.2)

1=0

Gk + jlk) = CA 2 (k) + ]Z CA’ " 'Bu(k + 1) (3.3)

=0
onde Z(k + j|k) e y(k + j|k) sdo as datas de disparo das transicoes e as datas de

saida previstas em k + j a partir da k-ésima data, respectivamente.

Na notacao matricial obtemos,

y(k) = H @ u(k) ® G ® z(k) (3.4)
em que,
y(k + 1[k)
y(k) = :
y(k + Nplk)
[ CB € S ]
CAB CB o€

| CANrTlB CANP2B ... OB
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u(k+ Np—1)

A Equacao 3.4 descreve como o sistema ira evoluir a partir dos instantes de

entrada u(k) futuros e da informacdo do estado atual do sistema z(k).

Definicao 3.1 O problema de controle em questio pode ser formulado da forma

a sequir:
max(u(k)) (3.5)
sugjeito a:
y(k) = Hu(k) & Gu(k) < r,(k) (3.6)
Du(k) = Fu(k) (3.7)

Em que D e E sao matrizes contendo as restricoes aplicadas as entradas do
sistema. As restricoes fisicas de entrada do sistema podem ser colocadas como
na Equacgao 3.7, essa equacao é o caso geral da familia de equagoes que podem
ser resolvidas por um semimoédulo finitamente gerado ou pelo algoritmo proposto
por Cuninghame-Green and Butkovic (2003).

Deseja-se encontrar os valores maximos para a entrada do sistema @(k), sujeito
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a restricao da evolucao da saida do sistema e tal saida deve ser a mais préxima
possivel a um calendario de saida desejado e viavel r,(k) (Inequagdo 3.6). Para

a notacao matricial temos que,

ro(k+1)
ro(k) = | : :
ro(k + Np)

onde r,(k+1), para i = 1,2,...,N,, sdo as datas futuras de saida desejada e viavel.

3.2.1 Determinacao de Calendario Minimo Viavel

A maioria dos sistemas reais demandam tempo para que um processo seja exe-
cutado. Consequentemente, a taxa de producgao esta relacionada ao tempo gasto
no ciclo de trabalho, ou seja, um sistema nao consegue gerar produtos na sua
saida em tempos inferiores ao tempo gasto no seu ciclo de trabalho.
Denominamos de calendéario minimo viével os tempos minimos que um deter-
minado sistema consegue gerar sua saida, ou seja, os tempos de saida obtidos em
um sistema trabalhando em sua maxima taxa de producao. Se nao for respei-
tado esse calendario minimo viavel de saida, os instantes de saida desejados nao
poderao ser alcancados. Para obter as saidas minimas para um dado sistema é
necessario conhecer a data k a partir do qual se deseja predizer as saidas e forne-
cer todos os recursos em k — 1, fazendo com que todas as entradas futuras sejam
iguais a u(k — 1), ou seja, u(k + j) = u(k — 1) para todo 0 < j <= N, — 1. Sendo
assim, u(k + j) sdo os instantes de entrada no qual os recursos estardo sempre
disponiveis ao sistema. Assim, denominaremos de (k) o vetor de entradas
u(k +7) em que u(k + j) = u(k — 1) para todo 0 < j < N, — 1, logo os instantes

minimos de saida sdo:
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u(k —1)
umzn(k) = )
u(k —1)

Portanto, y,:»(k) é o mais rapido possivel que o sistema pode gerar saidas
a partir do tempo k, ou seja, devemos considerar o calendario minimo viavel

T'minw (k) como sendo a saida minima alcancavel yy,:, (k).

Logo um calendario r(k) qualquer, em que

r(k+1)
r(k)=|": ,

r(k + Np)

onde r(k + i), para i = 1,2,....N,, sdo as datas futuras de saida desejada, pode
nio ser viavel, ou seja, (k) % Ymin(k). Entretanto, pode-se obter a menor

modificagdo A,.(k), no sentido de @, tal que

r(k) @ Ap(k) = Ymin(k) (3.10)

A menor modificacdo A, . (k) é obtida pela residuacao dual,

Do (E) = Ymin (k) & 7(k) (3.11)
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Portanto, de acordo com a propriedade da adicao na &lgebra max-plus, a

referéncia viavel mais proxima a desejada é dada por:

ro(k) = 1(k) ® A, (k) = 7(k) © (Ymin(K) & 7(K))

Consequentemente, utilizando a Equacao 2.18, a referéncia vidvel mais pro-

xima a desejada é:

ro(k) = 1(k) © Ymin (k) (3.12)

O problema de controle a ser tratado a seguir considerara somente calendarios
com a menor modificacao possivel no sentido de @, de forma a torna-lo viavel,

assim como obtido na Equacao 3.12.

3.2.2 Solucao do Problema de Controle utilizando Semimadédulos

A solugao do problema apresentado na Definigao 3.1 pode ser obtida tratando
inicialmente as restricoes e, a partir delas, encontrar os maximos instantes de
entrada, de forma que a saida fique a mais proxima possivel do calendario desejado
e viavel. Portanto, é possivel mostrar que todas as solucoes para a Equacao 3.7,
em que D e E sdo matrizes e 4(k) é um vetor, podem ser completamente descritas
como um semimoédulo finitamente gerado. Assim, a solugao u(k) pertence a
imagem de uma matriz M, ou seja, (k) € ImM, em que as colunas da matriz
M geram um semiméddulo (Gaubert, 1992) (Cohen et al., 2004).

Para solucionar a Equagao 3.7 e encontrar a matriz M, utilizamos o método
apresentado em Butkovic and Hegedus (1984) com demonstracio simplificada
em Maia et al. (2011b), também apresentado no Apéndice A. Esse método foi

implementado utilizando ferramentas do Scilab, que pode ser obtido na pagina



Capitulo 3. Controle “Just-in-Time” em Horizonte Finito de Sistemas Max-Plus
Lineares 44

da internet do Scilab (J-P.Quadrat, 2007) (Hardouin et al., 2007). A solucdo

para esse tipo de equacao pode ser dada por:

(k) = M @0 (3.13)

logo é necessario encontrar o valor do vetor v que produza o u(k) desejado.

A fim de encontrar o valor de v que gere o maior valor de u(k) que atenda as
restricoes, podemos eliminar a restricao da Equagao 3.7 e reescrever a restricao
da Inequacao 3.6 de modo que ela contenha a restricao da Equacao 3.7, fazendo

com que o problema tenha apenas a seguinte restri¢ao:

HMv & Gu(k) = ry(k) (3.14)

Reescrevendo a Inequacao 3.14, por definicao da algebra max-plus, temos que:

HMv < r,(k) (3.15)

Ga(k) < r,(k) (3.16)

Na secao 3.2.1, ao determinar y,,;,, na Equacao 3.8 pela algebra max-plus,

consideramos que

e pela Equagao 3.12,

Ty (k) E Ymin

logo, Gx(k) = Ymin = 7u(k), portanto a Inequagio 3.16 sempre sera satisfeita,
pois se trata de um calendario vidavel. A solucdo da Inequacao 3.15 pode ser

obtida aplicando a teoria da residuacao, resultando em
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v= (HM)Xr,(k). (3.17)

Pelo teorema da residuagao, o valor de v obtido na Equacao 3.17 serd o mé-
ximo tal que a Inequacao 3.15 seja verdadeira, portanto, substituindo esse valor
de v na Equacao 3.13, encontra-se o maior tempo de entrada possivel de um

sistema descrito pelas Equacgao 3.1 e que atende ao calendario viavel, ou seja,

u(k) = M((HM)Xry(k)) (3.18)

3.2.3 Solucao do Problema de Controle utilizando o Método Alter-

nante

O problema de controle da Definicao 3.1 também pode ser solucionado através
da metodologia do algoritmo alternante. Considerando a restricao apresentada
na Inequacao 3.6, as inequagoes a seguir podem ser derivadas a partir dela.

Hia(k) = ry(k) (3.19)

Ga(k) =< r,(k) (3.20)

Como mostrado na subsecao anterior, a Inequacao 3.20 sempre serd satisfeita
para um calendario viavel. Os maiores valores que satisfazem a Inequacao 3.19

para o vetor @(k) sdo dados pela seguinte equacao:

(k) = H \ry (k) (3.21)

O vetor 4(k) obtido com a Equagao 3.21 é utilizado como condi¢ao inicial para

o algoritmo do método alternante proposto por Cuninghame-Green and Butkovic
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(2003).

Esse algoritmo encontra a solucao para a equacgao

A®z=B®y, (3.22)

se ela existir e, caso nao exista, os valores encontrados pelo algoritmo divergem
monotonicamente para —oo. A restri¢do 3.7 do problema de controle da Definigao
3.1 é equivalente a

Du=1®y e EQu=1®y

em que [ ¢ a matriz identidade na algebra max-plus e y é um vetor de dimensao

apropriada, por isso,

Qu= Ry (3.23)

A solucao para a Equagao 3.23 ¢ obtida pelo algoritmo do método alternante
e tal solugao é a maior possivel que atende as restricoes impostas. Uma vez que a
teoria da residuacao encontra a maior subsolucao para a restrigao 3.6 e a solucao
do problema deve ser menor que esta, a solucao da restricao 3.6 pode ser utilizada
como condic¢ao inicial do algoritmo, que encontra a maior solucao possivel para
a restricao 3.7 menor que a condicao inicial, como mostrado na Segao 2.6. Logo,
a solugao encontrada, @(k), para o problema de controle é a maior possivel que
atende as restricoes impostas.

Dessa forma, podemos enunciar a proposi¢ao seguinte:

Proposicao 3.2.1 O problema de controle da Definicao 3.1 tem solucao para
qualquer referéncia vidvel, e tal solucao é a mator possivel que gera uma saida

inferior mais proxima ao calenddrio vidvel.



Capitulo 3. Controle “Just-in-Time” em Horizonte Finito de Sistemas Max-Plus
Lineares 47

3.2.4 Exemplo

Seja um sistema de manufatura ficticio dado pela rede de Petri temporizada,

representado na Figura 3.1.

t.
Uz g X3 Ps Xe

Figura 3.1: Modelo em Rede de Petri

Nesse modelo, recursos sdo fornecidos através das entradas u(k), uqg(k) e
ug(k), sdo transportados e processados apos o disparo das transicoes xq(k), (k)
e x3 no lugares p;, po e p3, respectivamente. As pecas oriundas de uy e ug, sao
transportadas (lugares t5 e tg) para serem processadas em conjunto no lugar py,
e o resultado desse processo é transportado para ser processado juntamente com
a peca que entrou em ug, no lugar ps. O produto final é obtido apés o disparo da
transicao x19. Todos os processos desse sistema tem capacidade unitaria. Essa

rede pode ser representada pelas seguintes equagoes,



Capitulo 3. Controle “Just-in-Time” em Horizonte Finito de Sistemas Max-Plus

Lineares

48
x1(k) = uy (k) ® z4(k — 1)
) k)= UQ(k) D SL’5(]{Z — 1)
T3 k)= Ug(k) D 136(]{? — 1)
Ty k)= (L’l(k?>
(k) (3.24)

Estas equagoes podem ser escritas em espaco de estados como

em que,

z(k) = Ayx(k) ® Ajz(k — 1) @ Byu(k)
y(k) = Cx(k)
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E este sistema pode ser simplificado para a forma da Equacao 2.10, fazendo,

(k) = Al A1x(k — 1) & A Byu(k)

y(k) = Cu(k)
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resultando no seguinte sistema:

[ e . | [ e |
; ;
. .
5 . 5
(k) = ! w(k—1) @ ! u(k)
10 . . . . . . 10
9 12 e 9 12
24 27 . 15 . . . 24 27
8 26 29 17 e 8 26 29
i 28 46 49 . 37 . 20 ] i 28 46 49 |
y(k) = | . e | z(k)

(3.25)

Todo sistema real possui limitagoes no processos de producao, logo neste
exemplo uma restricao importante é limitar cada entrada em um intervalo de
tempo, de acordo com o tempo minimo de disponibilidade de recurso e o tempo
maximo que esse recurso deve ser consumido, de forma que para um sistema com

n entradas temos:

ai 2 Au; 2 b; (3.26)

para cada ¢ = 1,2...n. Reescrevendo a Equacao 3.26, obtemos,

a; @ ui(k) 2 ui(k+1)
(=b;) @ u;(k+ 1) < u(k)

(3.27)

As Inequacoes 3.27 representam os intervalos de tempo entre os instantes

de uma mesma entrada, mas podemos acrescentar restricoes que relacionam as
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varias entradas do sistema, ou seja,
ui(k) = @ cgu (k)i ij = 1.2,... (3.28)
J

em que c(; j) ¢ o elemento que relaciona a entrada i com a entrada j.

O sistema apresentado na Figura 3.1 possui trés entradas e uma saida, deseja-
se para a entrada u; um intervalo entre os tempos de entrada entre 2 e 35 unidades
de tempo (2 < Auy(k) = 35), para a entrada uy deseja-se um intervalo entre 0
e 45 unidades de tempo (0 =< Aug(k) < 45), deseja-se que o intervalo para a
entrada ug esteja entre 3 e 47 unidades de tempo (3 < Aug(k) < 47). Deseja-se
ainda que o k-ésimo disparo da entrada us ocorra imediatamente apés o k-ésimo
disparo de u; mais duas unidades de tempo e apos o k-ésimo disparo de u, mais
cinco unidades de tempo, ou seja, us(k) = 2ui(k) @ bug(k). As restri¢oes de

desigualdade podem ser reescritas como nas Inequagoes 3.27,

p

2ui (k) 2 up(k+1)
(=35)ui (k+ 1) < uy (k)
us(k) < ug(k +1)
(—45)ug(k + 1) < us(k)
Bug(k) < ug(k+1)
(—4T)us(k + 1) < us(k)

(3.29)

Analisando as Inequacdes 3.29 para instantes de entrada posteriores, perce-
bemos que cada instante de tempo aparece mais de uma vez nas inequacoes e a
solucao encontrada deve obedecer a todas as restricoes em qualquer instante de

tempo.

Propriedade 1: Definindo vy, v9 € v3 € R0z S€ v1 = v3 € U3 < v3, consequen-
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temente v; @ vy =X v3. Da mesma forma, se vy B vy < w3, ambos elementos vy e

vo devem ser menores que v para que a inequacao continue verdadeira.

Utilizando a propriedade anterior, as Inequacoes 3.29 podem ser escritas na

forma matricial,

Ju(k) < Tu(k) (3.30)

mas, Ju(k) < Tu(k) = (J & I)u(k)

Iu(k), em que I é a matriz identidade na
algebra max-plus. A restricao us(k) = 2uy (k) @ Sus(k) também pode ser escrita

na forma matricial, de forma que,

Qu(k) = Ru(k) (3.31)

Logo estas restricoes apresentadas em 3.30 e 3.31 podem ser reescritas como

Du(k) = Eu(k), em que,

JolI I
E

A matriz J foi omitida devido a sua grande dimensao e as matrizes Q e R sao
apresentadas no Apéndice B. A solugao é igual a u(k) = Mv, em que u € ImM,

sendo M obtido através do método apresentado no Apéndice A.

Dessa forma, a primeira restrigao do problema, Inequacao 3.6, pode ser escrita

como a Inequacao 3.14,

HMv & Gz (k) < r,(k),

as matrizes H e G foram obtidas como na secao 3.2 e sao apresentadas no Apén-

dice B. Deseja-se realizar as predicoes a partir de k = 2 até kK = 10. A condicao
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inicial, definida arbitrariamente, pode ser dada por:
t
x(O)z[oooooooooo}.
Considerando u;(0) = ug(0) = u3(0) = 0, utilizando as Equagcoes 3.25 temos que:

t
x(l)z[o 005 7 10 12 27 29 49}.

O calendario desejado, também definido arbitrariamente, é:

t

r(k) =150 70 100 135 150 155 170 200 270

Mas, pela Equacgao 3.8 e 3.9 a menor referéncia viavel é:

t
Timinyw (k) = [69 89 109 129 149 169 189 209 229}

sendo

t
umm(k)z[o 00000UO0O 0].

Dessa forma, utilizando a Equacgao 3.12, a referéncia possivel de ser alcangada

mais proxima a desejada é:

t

ro(k) = [69 89 109 135 150 169 189 209 270

Os maiores tempos de entrada que satisfazem o calendério desejado, obtidos

como na Sec¢ao 3.2.2, sao:

t
ﬁ1(k)=[18 38 58 75 78 98 118 153 188] 5



Capitulo 3. Controle “Just-in-Time” em Horizonte Finito de Sistemas Max-Plus
Lineares 54

t
ﬁg(k:):[w 35 55 72 75 95 115 155 200} )
. t
u3(k?)=[20 40 60 77 80 100 120 160 205} )
os tempos de saida, obtidos utilizando a Equacao 3.25, sao dados entao por:

t
y(k) = [69 89 109 129 149 169 189 209 254} :

O exemplo em questao também pode ser solucionado pelo algoritmo alter-
nante, como mostrado na subsecao 3.2.3. Utilizando a restri¢cao da Inequacao 3.6
podemos encontrar os maiores tempos de entrada que satisfazem essa restricao

através da Equacao 3.21, ou seja,

t
ﬂl(k)=[41 61 81 101 101 121 141 181 242] :
. t
uz(k)z[Qs 43 63 83 83 103 123 163 224} ,

t
ag(k)z[Qo 40 60 80 80 100 120 160 221} ,

Percebemos que esses tempos de entrada nao satisfazem todas as restricoes,
uma vez que desejamos uz(k) = 2uy(k) @ Suz(k). Dessa forma, podemos usar os
tempos de entrada encontrados como condicao inicial para o algoritmo do método

alternante, o que retorna como tempos de entrada os tempos:
R t
(k) = [ 18 38 58 75 78 98 118 153 188 } :

t
ﬁQ(k:):[w 35 55 72 75 95 115 155 200} ,
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t
ﬂg(k):[m 40 60 77 80 100 120 160 205} ,

os tempos de saida sao dados entao por:

t
y(k):[69 89 109 129 149 169 189 209 254] :

O exemplo apresentado demonstra que ambos os métodos de solucao do pro-
blema retornam os mesmos instantes para a entrada e saida do sistema, o que
serd verdadeiro para qualquer caso, uma vez que ambos os métodos encontram

os maiores tempos de entrada possiveis.

3.3 Conclusoes

Neste capitulo foi apresentado um problema de controle que consiste em encon-
trar os tempos de entrada do sistema sujeito a algumas restri¢oes impostas. A
principal contribuicao apresentada é a possibilidade de solucionar o problema
através da teoria dos semimoédulos ou através de um algoritmo alternante e da
teoria da residuacao. A solucao obtida através do método do semimoédulo pode
ser inviavel se a quantidade de restricoes ou o numero de predigoes forem gran-
des, uma vez que a matriz M obtida pode ter dimensao inviavelmente elevada,
com isso o custo computacional para encontrar o semimodulo é exponencial. Os
tempos de entrada encontrados sao os maiores possiveis que geram tempos de

saida mais proximos ao calendario desejado viavel e que nao violam as restricoes.






Capitulo 4

Controle Realimentado de Sistemas

Max-Plus Sujeitos a Restricoes no

Estado

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é apresentar uma forma de controle, baseado na rea-
limentacao de estado, para sistemas a eventos discretos, modelados através da
algebra max-plus e grafos de eventos temporizados, visando projetar um contro-
lador a fim de garantir que o sistema evolua sem violar as restricbes temporais

impostas ao estado.

O trabalho proposto encontrarda uma matriz F de realimentagao de estado
que obrigue o sistema a obedecer as restricoes temporais impostas ao estado, ou
seja, uma forma de modificar a equacao de estado para que o sistema respeite
a restricao desejada. O controle desenvolvido sera aplicado no mesmo sistema

de manufatura que foi apresentado em Atto et al. (2011). A principal contribui-
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cao deste capitulo ¢ propor uma nova abordagem para solucionar um problema
proposto na literatura.

O problema abordado neste capitulo é diferente do apresentado no capitulo
anterior, uma vez que o objetivo é encontrar uma matriz de realimentacao de
estados que controle o sistema de forma a impedir que este viole as restricoes
impostas. Enquanto que no capitulo anterior o objetivo era encontrar os maiores
tempos de entrada do sistema para realizar o controle “just-in-time” de acordo

com as restricoes impostas ao sistema.

4.2 Problema de Controle

O problema a ser tratado neste capitulo foi proposto por Atto et al. (2011), em que
¢ apresentado um método de controle supervisorio, visando garantir que o sistema
respeite a restricao de maxima duragao temporal para o processo desejado. Para
tal, o autor reduz as restricoes para restricoes elementares, cujas contribuicoes
sao introduzidas na equacao de estado do sistema, resultando em uma equacao
de estado restrita. Com essa equacao sao propostas formas de inserir lugares no
modelos, conectando-os de forma apropriada, e o novo modelo escolhido é o que
nao altera o maximo ciclo médio do sistema.

A abordagem apresentada busca encontrar uma matriz de realimentacao de
estados, a fim de garantir que o sistema ird obedecer a restricio de maxima
duracao temporal, para o processo desejado, utilizando a teoria da residuacao.
Neste trabalho, nao h& preocupacao com o rastreamento de trajetoria e nem com
o atraso das datas de entrada.

Sistemas modelados por meio de grafos de eventos temporizados podem ser
descritos na algebra max-plus por equagoes em espaco de estados, como mostrado

na Equagao 4.1.
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r(k+1)=A®x(k)® B®u(k)
y(k) = C @ x(k)

(4.1)

O objetivo é implementar uma lei de controle por realimentacao de estados,
isto é,

u(k) = Fx(k) (4.2)
e esse controle deve ser tal que:

Ex(k) < Hx(k+1) (4.3)

em que, F' é a matriz de realimentacao de estados e ' e H sao matrizes contendo

as restricoes do sistema.

4.2.1 Solugao do Problema de Controle

Dado um sistema descrito pela equacao:

z(k+1) = Az (k) & Bu(k) (4.4)

em que, u(k) = Fz(k), deseja-se garantir que o sistema nao viole restri¢des da

forma

Ex(k) < Hz(k+1). (4.5)

Substituindo as Equacgoes 4.2 e 4.4 na Inequagao 4.5, temos

Ex(k) = H[Az(k) ® BFx(k)]
Ex(k) X (HA® HBF)x(k)



Capitulo 4. Controle Realimentado de Sistemas Max-Plus Sujeitos a Restrigoes no
Estado 60

logo, é necessario encontrar uma matriz F' que satisfaca a seguinte desigualdade:

E<HA® HBF (4.6)

em que, as matrizes E e H sao as restricoes impostas ao sistema, A e B as
matrizes da equacao de estado do sistema e [ a matriz de realimentagao de
estado que deseja-se encontrar. Utilizando a residuacao dual temos, a partir da
Inequacao 4.6, que

HBF = Ee HA, (4.7)

fazendo G = E e (H® A) e L = H® B, a Inequagao 4.7 pode ser reescrita como

L®F ~G. (4.8)

Lema 4.1 Se a matriz L ¢ linha G-astic, ¥V G € R"*%J JF|LF = G.

max ?

Demonstracdo: E direta a partir da sequinte observacdio: Se L é linha G-
astic ((Vi)(3l)[Ly # €) := [LF);; = >~ Lul};. Portanto, escolhendo os valores
da matriz F' para que seja grande o suficiente, € possivel fazer [LF);; tao grande

quando se queira, ou seja, [LF);; = Gjj.

Proposicao 4.1 Para um sistema tal que L € linha G-astic, uma condicao sufici-
ente para a existéncia do controlador € encontrar uma solugio F, tal que F # [¢]

para @ inequacao:

LeF =G

Demonstracdo: E direta pelo fato de L ser G-astic e, utilizando a Lema

4.1, € possivel fazer o resultado de L @ F tao grande quanto se queira.
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Como L e GG sao matrizes de tamanho m xn e m X j respectivamente, é possivel

escrever o problema explicitamente na forma de um sistema de inequacgoes

LiFy1 © LigFoy @ -+ ® L Fyy = Gy
Loy Fy1 @ LogFo @ -+ ® Lo Fyy = Gog

Ly F11 @ Lo Fo1 @ -+ @ Ly Fron = G
L1 Fio @ LigFo @ -+ @ Ly Flg = Gho
Loy Fio @ LogFoy @ - -+ @ Loy Frg = Gao

Ly Fro @ LyoFos @ -+ @ LyppFra = Gia

Pela 4lgebra max-plus, para que cada inequagdo seja satisfeita, é necessario
encontrar ao menos um termo que satisfaca a desigualdade, mas cada termo
da matriz F' aparece em mais de uma inequacao, mais precisamente, os mesmos
termos de F se repetem para cada conjunto de inequagoes referentes a cada coluna
da matriz G . Dessa forma, uma solucao que respeita a todas as inequacoes é
dada pelo maior elemento Fj;, que satisfaz todas as inequagoes em que ele esteja

envolvido.

Qualquer elemento obtido através da residuacao entre os elementos da pri-
meira linha de L e o primeiro elemento de G é solucao para a primeira inequacao
de 4.9, ou seja, o conjunto de elementos que satisfazem a primeira inequacao é

dado por:

Sl :{ L11§G11 L12\‘¥G11 L13\°{G11 "'Lln\‘XGll }
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do mesmo modo, o conjunto de elementos que satisfazem a segunda inequacao

em 4.9 é dado por:

SQ :{ LQI\RGQI L22§G21 L23§G21 "'Lan{GQl }

A residuacao é definida para tratar inequagoes do tipo f(z) =< b, mas nesse
caso particular estamos utilizando cada elemento da desigualdade separadamente,
ou seja, estamos tratando desigualdades do tipo a ® x > b. Ao encontramos uma
solucdo para a®z < b por meio da residuacdo, para a,z,b € Zpas, €ncontraremos
um valor de x tal que a ® x = b. Logo esse valor de x também é solucao para

a®x >=b.

Assim, cada posicao do conjunto de solugoes para as inequacoes referentes
a primeira coluna da matriz G sdo referentes ao mesmo elemento da matriz F,
ou seja, o conjunto de todos os elementos da primeira posicao de cada conjunto
referentes & mesma linha de G sdao solugoes para o mesmo termo de F, logo as

solucoes para cada termo de F sao dadas por:

Dy :{ L118G1 La®Gar LsiGs - Ly 8Gan }

Dy :{ L128G11 LoRGar LypiGsr - Lina8Gn }

Dessa forma é possivel encontrar um conjunto para cada elemento da matriz
F, com as respectivas solucoes de cada inequacao. Assim, o elemento solucao para
uma dada posicao em F é dado pelo maior elemento em seu conjunto de solucoes
que seja diferente de T, em que T é o elemento infinito na &lgebra max-plus, ou

seja, para a posicao (k,i) da matriz F, a solugao é dada por:
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Dri); se Dy > e ou Dpi=c; p=12,..
P — (D, i) D, P« D, ®x p (4.10)

e se €<, Pr e

em que,
ij\QGji se ij 7é 3
Dy =
€ se Lj,=¢; 1,5,k =12,

E possivel ignorar as solucoes iguais a T, pois este valor é obtido por meio da
residuacao entre um elemento € da matriz L com um elemento qualquer de G, e
neste trabalho esse resultado foi substituido por .

Como L ¢é linha G-astic, poderd existir colunas da matriz L iguais a ¢, o que
poderia fazer com que algum vetor de solugoes dos elementos de F' seja igual a
T. Ao ignorar esse resultado trocando o resultado da residuagao por €, a matriz
F' s6 poderéa ter valores reais maiores ou iguais a e ou iguais a €. Os elementos de
F devem ser reais maiores ou iguais a e ou iguais a €, uma vez que os sistemas os
quais se deseja controlar sao causais. Ao realizar a operacdo L ® F' o resultado
sempre satisfaz a Inequacao 4.8, pois os elementos de F' sao as maiores solugoes,
as quais satisfazem todas as inequacoes nas quais estao presentes. Outro motivo
pelo qual pode-se ignorar a residuacao cujos termos de L sao iguais a € é que,
na multiplicacao entre L ® F, os termos de L iguais a € nao contribuem para a

solucao da inequacao, pois € ® Fj; = ¢, Vi,j.

Exemplo 4.1 (Solugao de Inequagao) Considere o sistema a sequir:

Ly ¢ £ Fyw Fip Fig Iy G G2 Gz Gu
Loy ¢ Log | @ | Foy Fhyy Fos Iy = Go1 Ga Gag Goy
€ L3y € Fy F3y I3y Fyy Gs1 Gs2 Gzz G
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utilizando a equacao 4.10 tem-se que:

Fii = (L }Gn) @ (L21}Ga1) @ (eXGar)
= (e}G11) @ (8G21) @ (Ls28G31)
= (e}G11) @ (L238G21) @ (e3G31)

Fip = (L11}G12) @ (L213Ga2) ® (68Ga2)

e8Gr2) @ (8G22) ® (Ls23G32)

e8Gr2) @ (L238G22) @ (e3G32)

Fi3 = (L11}G13) @ (L21}Ga3) ® (e8Gs)

Fyy = (e8G13) @ (e8Ga23) ® (La2§Gss)

Fy3 = (e8G13) @ (L23RGas) & (e8Gs)

Fig = (L1 8Gra) @ (L218G24) B (e8G4)

Fyy = (e8G14) @ (68G24) ® (L328G34)

8G14) @ (L23RGaq) @ (e8Ga4)

= (
(

(e
Fy = (e

desprezando a residuacao para os termos de L iguais a € e arbitrariamente su-

pondo (La18Ga21) = (L118G11), (L218Ga2) > (L118G12), (L218G2s) = (L113G1s)
e (L218Gay) > (L118G14), a matriz F serd dada por:

(Lo18Ga1) (Lai§Ga2) (Lai8Gas) (La18G2s)
F'= 1 (L323G31) (Ls23G32) (Ls23G3) (Lsa§Glaa)
(L238Gar) (Loz8Gaa) (Loz®Gas) (Laz8Gaa)
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fazendo J =L ® F

( ) La( ) & Loz (Loz §Ga1) ( )
L11<L21 X{G22> LQl(L21 &G22) @ L23<L23 X{G(22> L32(L32 \RG32>
( ) Lo1(La1 8Ga23) @ Las(Lag§Gas) ( )
( ) Lai(La18Gaa) ( ) ( )

e simplificando, temos

L11(L21 \RGzl) L11(L21 §G22) L11(L21 §G23) L11(L21 §G24)
J = Ga Gao Gas Gay
G31 G32 G33 G34

logo F serd solucao para o problema, pois cada elemento de F serd o mdxrimo
elemento possivel diferente de T, e esse elemento satisfaz todas as inequacoes

nas quais estd presente. Na matriz J temos que:

Jir = L11(L21}Ga1)
mas pela consideracao desse exemplo,

(L218Ga1) = (L118G11)
logo
L11(L218Ga1) = Li1(L11}Gy)

e como Ly1(L11%G11) = G

L11(Lo1 §G21) = G

repetindo para os demais elementos de J, concluimos que J = G, logo F' € solugao

para o problema de controle.
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4.2.2 Exemplo

O processo sobre o qual serd aplicado o controle apresentado nessa se¢ao, mos-
trado na Figura 4.1, foi obtido em Atto et al. (2011). Esse processo de manu-
fatura produz tubos de borracha para equipamentos automotivos. O sistema de
manufatura apresenta trés correias transportadoras em ciclos. Os ciclos 1 e 2 sao
idénticos, cada ciclo é composto por uma estacao de carregamento (A, no ciclo
2), um forno para tratamento térmico (I), uma estagao de resfriamento (O) e

uma estagao de descarga (E).

O forno é composto por duas partes, a primeira é a parte quente, onde as
pecas sao submetidas a altas temperaturas e na segunda parte sao resfriadas
para serem despachadas. O transporte para tirar as pecas na estacao de descarga
nem sempre esta disponivel, por isso, em algum casos, pode ocorrer a saturacao

e o acumulo de pecas na entrada do sistema.

As pecas quando entram no forno nao podem exceder o tempo determinado
do processo, pois se isso ocorrer, as pecas sao queimadas e perdidas. Dessa
forma, o tempo de permanéncia do forno e a entrada de pecas no sistema deve

ser controlado de forma que evite a saturacao.

I

/\)

E A
FC (3)

©

A\

{

(
N

G
N

Figura 4.1: (Atto et al., 2011) Sistema de Manufatura
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Esse sistema pode ser modelado via grafo de eventos temporizados. O modelo
é apresentado na Figura 4.2, em que é representado somente um dos ciclos do
sistema, uma vez que eles sao idénticos, o que for feito nessa parte do sistema é
aplicavel a outra parte. Esta unidade de manufatura apresenta somente fenoéme-
nos de sincronizacao e possui capacidade limitada, por isso, é necessario avaliar
a disponibilidade do transporte para retirar as pecas prontas do sistema. Nesse

grafo, as transicoes sao associadas com os seguintes eventos:

e u: entrada de partes.

e 1: iniciando a operacao de carregamento.

e 15: iniciando o transporte para o forno.

e 13: entrada da peca na parte quente do forno.

e 1,: entrada da peca na parte de resfriamento do forno.

e 15: inicio do transporte para a area de descarga de pecas.

e 14: iniciado a operacao de descarga.

e 7. saida da peca.

e : operador de descarga.

e y: partida das pecas

As fichas nesse modelo representam os recursos da unidade de manufatura,
como por exemplo, a capacidade do forno e a capacidade do sistema. As equacoes
de estado e de saida do sistema que descrevem a dinamica do grafo da Figura 4.2

sao dadas na algebra max-plus por:
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Figura 4.2: (Atto et al., 2011) Modelo do Sistema de Manufatura via Grafo de Eventos
Temporizado
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T k) = 31’5(]{7) 5P, 137(/{3 - 1)
x7(k) = 2x6(k) ® z1(k — 2) @ q(k)
y(k) = a7 (k)

Estas equagoes produzem uma representagao matricial onde o vetor de estado
z(k) no instante k depende dos estados z(k), x(k—1), x(k—2), 2(k—3), x(k—7)
e das entradas ¢(k) e u(k). Entretanto, é possivel simplificar a representagao da
equacao de espago de estados para a forma apresentada no sistema da Equacao
4.11. De fato, um lugar com m fichas e temporizacao « ¢ equivalente a m lugares
contendo somente uma ficha e temporizacao «;, com Ya; = a. De acordo com
esta decomposicao, o modelo do grafo de eventos temporizados é o apresentado

na Figura 4.3.

O comportamento dinamico do sistema expandido da Figura 4.3 é descrito

por um sistema da forma:

(4.11)

em que as matrizes A, B e C sao dadas por:
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Figura 4.3: (Atto et al., 2011) Modelo Expandido do Sistema de Manufatura via Grafo
de Eventos Temporizado
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Durante o processo de fabricacao, a peca de borracha deve permanecer na
parte quente do forno por um tempo no méaximo igual a 10 unidades de tempo. A
parte quente do forno é representada pelo lugar que liga a transicao x3 a transicao
x4, logo para que essa restricao seja atendida a transicao x4 deve disparar apoés

o disparo da transicao x3 mais 10 unidades de tempo, no maximo, ou seja,

x4(k) < 10x3(k)

Considerando no sistema expandido que
x4(k) = 10x3(k) & z10(k — 1)
e que pode ser reescrita como:
zy(k+ 1) = 10x3(k + 1) ® z10(k),
a restricao sera atendida se

logo a restricao pode ser colocada na forma da Inequacao 4.5, em que
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Substituindo a equacao de estado na inequacgao de restricao e resolvendo a

inequacao L ® F' > G, na qual

L=14 ¢]

G=1|. . ... ... . c¢€

é possivel encontrar a matriz de realimentacao causal para o sistema:

F —

O sistema realimentado é apresentado na Figura 4.4.

Figura 4.4: Modelo do Sistema de Manufatura Realimentado

Por exemplo, uma possivel sequéncia de datas de disparo para o sistema rea-
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limentado utilizando a Equacao 4.11, considerando

x(O)z[o000000000000000000}

y5(1):[01414242729000000400000}

1’(2):[125152529314142402703340000}
$(3):[24 25 28 38 48 51 53 5 15 25 27 29 1 35 334000}

Com isso, fica claro que a transicao x4 dispara sempre dez unidades de tempo
apés r3 e que o sistema de controle atende a restricao desejada. A solucao
encontrada nesse capitulo é diferente da proposta em Atto et al. (2011) pois, nesse
trabalho, é calculada uma matriz de realimentacao de estados para o sistema,
enquanto no trabalho de Atto et al. (2011), o controlador é obtido procurando por
solucoes na equacao de estado restrita em modelos de grafos de eventos discretos,
ou seja, a contribuicao das restrigoes sao somadas na equacgao de estado e partir
dela propoe-se a insercao de lugares no modelo, sendo os modelos supervisionados

classificados e escolhidos de acordo com sua performance.

4.3 Conclusoes

Este capitulo propos uma nova forma de encontrar um controle para um problema
ja proposto na literatura, por meio da algebra max-plus e da realimentagao de
estados. A matriz de controle é encontrada a partir das matrizes de restricoes e

da teoria da residuacao. Os resultados encontrados demonstram que o controle
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obtido é capaz de atender a restricao imposta ao sistema.






Capitulo 5

Conclusoes

Grafos de eventos temporizados tém se mostrado uma ferramenta poderosa para a
modelagem de sistemas discretos que apresentam somente fenémenos de sincroni-
zagao de eventos e atrasos de tempo. Esses modelos, que na algebra convencional
sao nao-lineares, podem ser descritos de forma linear através da algebra de di6i-
des, permitindo a representacao dos grafos a eventos temporizados por equacoes

de estado.

Neste trabalho foram desenvolvidas duas técnicas para controle de sistemas
max-plus lineares. A primeira técnica de controle é baseada no principio de
controle “just-in-time”, visando a otimizagao do processo de producao, uma vez
que determina os tempos de entrada do material no sistema de manufatura,
buscando a economia de recursos e evitando a formacao de estoques, tanto na
entrada quanto na saida. Esse problema de controle foi resolvido utilizando dois

métodos distintos.

O primeiro método trata inicialmente a restricao de igualdade apresentada
e a solucao dessa restricao é utilizada na equagao de evolugao do sistema para

encontrar o resultado desejado. O segundo método trata inicialmente a restri¢ao



Capitulo 5. Conclusbes 78

de evolucao do sistema, a solucao dessa inequacao é utilizada como valor inicial
no algoritmo do método alternante, logo o resultado obtido com esse algoritmo é
também solucao do problema de controle. A solucao encontrada utilizando ambos
os métodos sao iguais, mas a solucao obtida pelo método que utiliza o semimodulo
pode ter custo computacional exponencial, pois o tempo para encontrar a solucao
da equacao Ar = Bz cresce exponencialmente quanto maior a matriz utilizada
pelo algoritmo. A solucao encontrada pelo método alternante necessita do calculo
da condicao inicial para o algoritmo que encontrara a solucao do problema. A
vantagem desse método é que o algoritmo encontra diretamente a solucao do
problema, enquanto o método do semimodulo necessita de um ntmero maior de

célculos além do algoritmo.

Para mostrar a eficiéncia do controle desenvolvido em termos da facilidade da
aplicacao, esse foi aplicado em um exemplo ilustrativo de sistema de manufatura,
o qual foi modelado via grafo de eventos temporizados e sua dinamica foi obtida

por meio da algebra max-plus.

A segunda técnica de controle é baseada na realimentagao de estados. As res-
tricoes temporais impostas ao sistema foram colocadas na forma de uma inequa-
¢ao matricial. Para solucionar o problema, a equacao de estado foi substituida
na inequacao de restricao e utilizando a teoria da residuacao e da residuacao
dual, pode-se encontrar uma matriz de realimentagao de estados que controla o
sistema. Cada elemento dessa matriz pdde ser obtido pelo fato de que, na al-
gebra max-plus, o maior elemento de um conjunto de elementos que solucionam
inequacoes de mesmas variaveis, também soluciona as demais inequagoes. Para
mostrar que o controle atende as restricoes impostas, esse foi aplicado em um

sistema de manufatura real apresentado em Atto et al. (2011).

Na implementacao dos exemplos foi utilizado o software gratuito Scilab, mais
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precisamente o pacote desenvolvido por J-P.Quadrat (2007), no qual é possivel
trabalhar com a algebra max-plus.

Os controles desenvolvidos apresentam algumas particularidades. No primeiro
controle, o calendario com as datas desejadas de saida deve ser corrigido como
apresentado neste trabalho, tornando-o viavel, caso contrario o sistema podera
nao ter solucao. No segundo método de controle, a matriz de realimentacao pode
alterar o ciclo médio de trabalho e a matriz L deve ser linha G-astic, senao o
sistema de controle pode nao ter solucao. Dessa forma, as perspectivas para
trabalhos futuros sao: reestruturar a matriz L de forma que o controle sempre se
aplique ao sistema, ou seja, transformar a matriz L de forma que ela seja sempre
linha G-astic e encontrar matrizes de realimentacao melhores, que obriguem o
sistema a obedecer as restricoes e que nao altere o valor do maximo ciclo médio.

Por fim, novas técnicas utilizando os grafos de eventos temporizados e a &l-
gebra de didides podem ser desenvolvidas. Um exemplo de técnica a ser desen-
volvida é a composicao paralela para grafos de eventos temporizados, ou seja,
modela-se partes separadas de um sistema e depois obtém-se o modelo completo
do sistema a partir dos modelos anteriores, o que permitiria reduzir a comple-
xidade de andlise em sistemas que possuem um grande nimero de lugares e

transigoes.
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Apéndice A

Geracao de Todas as Solucoes para

a Equacao Ax = Bz

Os resultados apresentados neste apéndice foram obtidos de (Maia et al., 2011b).
Estamos interessados em equacdes baseadas no didide R,,., = (R U ¢, max, +),
como proposto em (Butkovic and Hegedus, 1984). Sabemos que todas as solugoes
da equagao Ar = Bx, paraoqual Ae B € R"x" e x € R"  podem ser expressos
como um semimodulo finitamente gerado e pode ser calculado por um método
apresentado em (Butkovic and Hegedus, 1984). Este método foi recentemente

melhorado em (Allamigeon et al., 2008). O objetivo dessa se¢ao é discutir este

problema e dar uma simples prova desse fato.

Vamos comecar considerando o caso em que as matrizes A e B sao vetores
linha, que é A = [a;...a,] e B = [b;...hb,]. A solugdo para o problema, para
o qual A e B sao matrizes de dimensoes gerais, pode ser obtido simplesmente
solucionando o problema linha por linha, isto é, resolvemos para a primeira linha
da matriz A e B e usar o resultado para resolver o problema da segunda linha e

assim por diante.
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Explicitamente a equacao a ser solucionada é:

WRLL D ... R, QT =02, D ... Db, Qx, (A.1)

Sem perda da generalizacao, assumimos que os elementos deste vetor sao tais
que ai D b, # € para todo k € 1,....n. Nesse sentido, se existe uma solucao nao

nula para esse problema, entao:

(@5 ® z; = b; @ z; (A.2)

para o qual

(ak ®$k j a; ®l’i)

Desde que a solucao é nao nula, 3k tal que z;, # . Uma vez que ay @ by, # &,
por suposicao, entao a; ® xp # € ou by ® ) # £. Como resultado da Ineq. A.3,

podemos garantir que a; ® x; = b; ® x; # . Portanto:

a; ® bj 7é g (A4)

Nesse caso, podemos ver que [z;2z;]" € Im[bja;]" e a; = b; e bj = a;. Além disso,
podemos observar que todos os vetores v?) € (R,...)", tal que vP) (1) = b,
P (p) = a; e vP) (k) = & para k€l,p, para o qual a; = b, e b, = a,, gera uma

solucao para a Eq A.1.. Este fato motiva a definicao do seguinte conjunto:

T ={{l:p)l(a = bi)e(by = ap)} (A.5)
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Como consequéncia, todos os vetores na imagem da matriz, na qual as colunas
sao os vetores v?) (I,p) € T sdo solucdes para a Eq. A.1. A seguir denotamos
essa matriz de M. Se existe uma solugdo nao nula x = [z7...z,|" para o problema,

entao:

tal que Ineq. A.3 e Ineq. A.4 sejam verdadeiras. Portanto, como discutido
previamente, x; e x; sao gerados pelo vetor B9 tomando § de tal forma que
x; = b;. Como uma conseqiiéncia ele mostra que todos os outros elementos nao
nulos xj, tal que k€7,7 podem ser gerados por uma combinacao linear das colunas
de M. Nesse sentido, podemos ter somente duas possibilidades apresentadas a
seguir.

1) (ar, >= br): Desde b; = a; entdo (k,j) € T. Vamos mostrar que x, pode
ser gerado pela imagem de v*7). Nesse sentido se nos escolhermos ay, tal que
Tp = o ® bj. Ele permanece para mostrar que aj ® ap = x;, desde x; ja é
gerado pela imagem de v(%)). Sabemos pela Ineq. A.3 que aj ® , < a;z;, desde
a;x; = bjz; entdao ap ® oy, ® b; X bjx;. Pela Ineq. A.4, b; é um escalar nao nulo,
entdo x;,r; e zy sao gerados por apvF) @ v no qual c(i,jk) = (k,j).

2) (by = ag): Desde a; = b; entdo (i,k) € T. A prova segue o mesmo raciocinio
do item (1), ou seja, vamos mostrar que x; pode ser gerado a partir da imagem
de v(*) . Para este fim escolhemos «y, tal que xp = ai @ a; e devemos assegurar
que oy ® by, = x5, desde que z; ja é gerado pela imagem de v+, Pela Tneq. A.3,
mostramos que by ® z;, = b;z;, desde que b;x; = a;x; entao by @ o @ a; = a;x;.
Pela Ineq. A.4, a; ¢ um naimero escalar diferente de zero, entao z;,z; e x; sdo
gerados por v @ Bv(9) no qual c(i,j,k) = (k,j).

Como resultado, gracas a idempoténcia do didide, a solu¢ao nao nula z é
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descrita como uma combinacao linear das colunas de M, tal que x € ImM.

Explicitamente:

xr = @ (0?30 @ v € ITmM (A7)

Vkei,j E(xy#e)
na qual ¢(,j,k) é tomado como (k,j) se (ay = by) ou (i,k) caso contrario.
Finalmente, ¢ importante ressaltar que o caso para o qual a; @b, = € é levado
em consideracio adicionando uma coluna na matriz M na qual o k™ termo é igual

a e e os demais sao nulos.



Apéndice B

Matrizes do Exemplo do Capitulo 3

Devido a grande dimensao de algumas matrizes do exemplo do Capitulo 3, essas

foram colocadas nesse apéndice para a melhor apresentacao desse trabalho.
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28
48
68
38
108
128
148
168
188
208

46

66

36

106
126
146
166
186
206
226

49

69

39

109
129
149
169
189
209
229

37
57
7
97
117
137
157
177
197
217

89

20
40
60
80
100
120
140
160
180

200
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28
46
49

48
66
69
28
46
49

68
86
89
48
66
69
28
46
49

38
106
109
68
86
89
48
66
69
28
46
49

108
126
129
38
106
109
68
86
89
48
66
69
28
46
49

128
146
149
108
126
129
88
106
109
68
86
89
48
66
69
28
46
49

148
166
169
128
146
149
108
126
129
88
106
109
68
86
89
48
66
69
28
46
49

168
186
189
148
166
169
128
146
149
108
126
129
88
106
109
68
86
89
48
66
69
28
46
49

188
206
209
168
186
189
148
166
169
128
146
149
108
126
129
88
106
109
68
86
89
48
66
69
28
46
49

208
226
229
188
206
209
168
186
189
148
166
169
128
146
149
108
126
129
88
106
109
68
86
89
48
66
69
28
46
49

90
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