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Resumo

A prinćıpio pode parecer pouco interessante decompor uma matriz, mas fatorar uma
matriz em duas ou mais matrizes é a base para resolver com eficiência muitos problemas
importantes.

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sobre um tipo de fatoração de matrizes: a
Decomposição em Valores Singulares. Serão discutidas a demonstração e duas aplicações
desta decomposição. A primeira aplicação mostra a transformação de uma esfera em
um elipsoide utilizando o software Geogebra. A segunda aplicação é um exemplo de
como podemos usar esta decomposição no reconhecimento de padrões de imagens. Nesta
aplicação foi utilizada a linguagem R.

Palavras chave: Teorema Espectral, Decomposição em Valores Singulares, elipsoide,
Geogebra, Linguagem R.
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Caṕıtulo 1

Neste caṕıtulo serão apresentadas algumas notações e definições importantes para a
leitura e compreensão dos teoremas e resultados apresentados no estudo proposto. As
demonstrações dos resultados podem ser encontradas nas referências bibliográficas ou em
outros textos vistos na disciplina de Álgebra linear.

1.1 Matriz e Matrizes Especiais

Uma matriz A, m× n é uma tabela de números dispostos em m linhas e n colunas

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
... · · · ...
am1 am2 · · · amn


a i-ésima linha de A é

[
ai1 ai2 · · · ain

]

para i = 1, · · · ,m e a j-ésima coluna de A é
a1j
a2j
...
amj


para j = 1, · · · , n.

Algumas matrizes apresentam mais utilidade que outras de acordo com o objetivo do
texto, chamaremos de matrizes especiais as seguintes matrizes:

• Matriz linha é toda matriz do tipo 1 × n, isto é, uma matriz que tem uma única
linha.[
a11 a12 ... a1n

]
• Matriz coluna é toda matriz do tipo m × 1, isto é, uma matriz que tem uma única

coluna.

1



2 CAPÍTULO 1. NOTAÇÕES, DEFINIÇÕES E PROPRIEDADES BÁSICAS
a11
a21
...
amn


• Matriz nula é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

0 0 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 0


• Matriz quadrada é toda matriz do tipo n × n, isto é, uma matriz que tem a

quantidade de colunas igual á quantidade de linhas.
a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
an1 an2 ... ann


• Matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que não pertencem

à diagonal principal são iguais a zero.
a11 0 ... 0
0 a22 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... ann


• Matriz identidade é toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal

principal são iguais a 1. Indica-se a matriz identidade de ordem n por In.
1 0 ... 0
0 1 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1


• Matriz simétrica é toda matriz quadrada em que há simetria dos elementos em

relação a diagonal principal, isto é aij = aji, ∀ i, j.

1.2 Operações sobre Matrizes

As operações entre matrizes são essenciais na resolução de sistemas. Segue abaixo algumas
operações.

• Adicão e subtração - Dadas matrizes A = (aij)m×n e B = (bij)m×n, chama-se
soma A + B a matriz C, n ×m tal que cij = aij + bij , para todo i e j e subtração
A−B a matriz C, n×m tal que cij = aij − bij para todo i e j .

• Produto de um escalar por uma matriz - Dado um número k e uma matriz
A = (aij)m×n, chama-se produto kA a matriz B = (bij)m×n tal que bij = k×aij para
todo i e j.
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• Produto de matrizes - Dadas duas matrizes A = (aij)m×n e B = (bjk)n×p, chama-
se produto AB a matriz C = (cik)m×p tal que

cik = ai1.b1k + ai3.b3k + ...+ ain.bnk =
∑n

j=1 aijbjk
para todo i ∈ {1, 2, ...,m} e todo k ∈ {1, 2, ..., p}.

• Matriz Transposta - Dada uma matriz A = (aij)m×n, chama-se transposta de A
a matriz At = (a′ji)n×m tal que a′ji = aij,∀i, j.

• Matriz Inverśıvel - Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Dizemos que A
é uma matriz inverśıvel se existir uma matriz B tal que AB = BA = In. Se A não
é inverśıvel, dizemos que A é uma matriz singular. A matriz B também é chamada
de inversa de A ou A−1.

1.3 Subespaço, Base e Dimensão

• Subespaço Vetorial - Sejam V um espaço vetorial e W um subconjunto não vazio
de V . Dizemos que W é um subespaço vetorial de V , ou simplesmente um subespaço
de V, se W com as operações de adição em V e de multiplicação de vetores de V
por escalares, é um espaço vetorial.

• Subespaços Gerados - Seja V e sejam v1, v2, · · · , vr vetores de V . Diremos que
um vetor v de V é uma combinação linear de v1, v2, · · · , vr se existirem números
reais a1, a2, · · · , ar tais que

v = a1v1 + a2v2 + · · · , arvr

• Bases - Seja α = v1, v2, · · · , vn um conjunto de vetores de um espaço vetorial não
nulo V . Dizemos que α é uma base de V se as seguintes condições são verificadas:

1. α é linearmente independente;

2. V = G(α).

• Dimensão - O número de elementos de uma base de um espaço vetorial não
nulo V de dimensão finita é chamado de dimensão de V e denotado por dim V .
Convencionamos que se V é o espaço vetorial nulo, então dim V = 0.

Teorema 1.1. Qualquer subconjunto linearmente independente de um espaço ve-
torial V de dimensão finita pode ser completado de modo a formar uma base de
V .

• Espaço linha de uma matriz - O espaço G(v1, · · · , vm) gerado pelos vetores linha
de A é chamado espaço linha de A e denotado por L(A).

Teorema 1.2. As linhas não nulas de uma matriz Ã, na forma escalonada e
equivalente a uma matriz A, formam uma base para o espaço linha de A.

• Posto - O posto de uma matriz A é o número de linhas não-nulas quando a mesma
está escrita na forma reduzida escalonada por linhas ou, equivalentemente, o número
de linhas ou colunas linearmente independentes de A.
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1.4 Transformação Linear, Núcleo e Imagem

• Transformações lineares - Sejam V e W espaços vetoriais. Uma transformação
linear de V em W é uma função T : V → W que possui as seguintes propriedades:

1. T (v1 + v2) = T (v1) + T (v2), para quaisquer v1 e v2 em V ;

2. T (αv) = αT (v), para quaisquer v em V e a em IR.

• Núcleo - Se T : V → W é uma transformação linear, o núcleo de T, denotado
por Ker T , é o conjunto de vetores de V que são levados por T no vetor nulo de
W , ou seja, Ker T = v ∈ V ;T (v) = 0.

• Imagem - A imagem de T de uma transformação linear T : V → W é o conjunto
ImT = T (v).

Teorema 1.3. Seja T : V → W uma transformação linear, onde V tem dimensão
finita. Então dimKerT + dimImT = dimV .

1.5 Produto Interno e Ortogonalidade

• Norma - Seja V um espaço com produto interno. Definimos a norma do vetor v

de V , ou o comprimento de v, por ‖v‖ = 〈v, v〉
1
2 .

se ‖v‖ = 1 dizemos que é um vetor unitário.
A distância d(u, v) = ‖u− v‖ =

√
〈u− v, u− v‖.

• Ortogonalidade - Sejam v um vetor de V e W um subespaço de V . Dizemos que
V é ortogonal a W se v é ortogonal a cada vetor de W . O conjunto de todos os
vetores de V que são ortogonais a W é chamado complemento ortogonal de W e
denotado W⊥

1.6 Autovalores, Autovetores e Polinômio Caracteŕıstico

• Autovalor - Seja T : V → V um operador linear. Um número real c será dito um
autovalor de T se existir um vetor não nulo v em V tal que T (v) = cv. O vetor v é
chamado de autovetor de T associado a c.

• Autovetor - Seja T : V → V um operador linear e sejam c1, c2, · · · , cr autova-
lores distintos de T . Se v1, v2, · · · , vr são autovetores associados aos autovalores
c1, c2, · · · , cr, respectivamente, então {v1, v2, · · · , vr} é linearmente independente.

• Polinômio Caracteŕıstico - Seja A uma matriz quadrada de ordem n.A matriz
tIn − A, onde t é uma indeterminada, é chamada matriz caracteŕıstica de A. O
determinante dessa matriz é um polinômio em t, chamado polinômio caracteŕıstico
da matriz A e denotado por PA(t).



Caṕıtulo 2

2.1 Um problema de geometria anaĺıtica

Temos a noção de lugar geométrico como um conjunto de pontos que satisfazem uma
propriedade geométrica. Podemos por exemplo definir uma circunferência, de raio r e
centro em O, como sendo o lugar geométrico dos pontos P tais que d(P,O) = r.

Agora, suponhamos que A é uma matriz 2 × 2. Se considerarmos uma reta c (ou um
segmento de reta), não é dif́ıcil comprovar que Ac, o conjunto de pontos da forma AP ,
com P ∈ c, será um ponto ou uma reta (ou um segmento).

(a) Reta c (b) Reta Ac

Isto pode ser verificado utilizando, por exemplo, a representação vetorial da reta. Se c for
uma região do plano limitada por retas ou segmentos, também não será dif́ıcil determinar
o conjunto Ac.

Um problema um pouco mais complicado de resolver é apresentado a seguir.
Problema: Dada uma matriz A2×2, qual será o objeto geométrico descrito pelos pontos

da forma AP , se o ponto P percorre uma circunferência unitária?
Uma primeira aproximação até a resposta desta pergunta pode ser realizada se utili-

zarmos o software de geometria dinâmica Geogebra. Introduzindo uma matriz 2× 2 com
entradas variáveis e utilizando a função AplicarMatriz, obtemos fortes evidências de que
neste caso, o conjunto AC é uma elipse.

Podeŕıamos estender este problema ao espaço tridimensional e nos perguntar: dada uma
matriz A3×3 e a esfera unitária C, que tipo de conjunto será AC?

Parece natural pensar que de maneira similar, neste caso deveŕıamos obter um elipsoide.
Ao tentarmos explorar esta hipótese no software Geogebra, nos deparamos com problemas
de natureza prática pois o Geogebra 3D não tem tantas possibilidades quanto o 2D.
Por isso escolhemos construir um ambiente tridimensional no Geogebra 2D, seguindo as
recomendações em [2]. Neste ambiente aparecem duas janelas, uma contendo a esfera C
e a outra, o conjunto AC.

Após estas experiências com os dois arquivos elaborados (que foram colocados como
anexos a esta monografia), temos evidências bastante fortes de que os conjuntos AC

5
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(a) Elipse 1 (b) Elipse 2

Figura 2.2: O conjunto AC para duas matrizes A diferentes.

(a) Esfera (b) Elipsóide

Figura 2.3: O conjunto AC para esfera A.

devem ser “quase sempre” elipses ou elipsoides, no caso tridimensional. Para formu-
larmos e demostrarmos rigorosamente este resultado, precisaremos de um teorema que
apresentamos na próxima seção.

Conceitos matemáticos podem ser abordados de maneira mais didática para os alunos
com a utilização de ferramentas tecnológicas. A utilização do software Geogebra permitiu
dar uma visão dinâmica do problema proposto. Todas as construções geométricas refe-
rentes às imagens acima foram pensadas como uma sequência didática onde os alunos irão
testar várias matrizes e em seguida elaborar hipóteses sobre quem é AC, após a introdução
do problema podemos justificar tal fato com a decomposição em valores singulares.

2.2 A decomposição em valores singulares

A conjectura formulada na seção anterior está muito relacionado com o teorema a seguir.

Teorema 2.1. Decomposição reduzida de uma matriz em valores singulares.
Seja Am×n uma matriz de m linhas e n colunas e posto r. Então ela pode ser fatorada

da forma
A = UΣV T ,

onde Um×r e Vn×r são matrizes com colunas ortonormais e Σr×r é uma matriz diagonal.
As colunas de U são autovetores de AAT . Elas são chamadas de vetores singulares à

esquerda da matriz A. As colunas de V são autovetores de ATA. Elas são chamadas de
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vetores singulares à direita de A. Além disto, os elementos da diagonal principal de Σ
são positivos e são as ráızes quadradas dos autovalores não nulos de AAT e ATA. Eles
são os chamados valores singulares da matriz A. 1

A forma completa da decomposição em valores singulares (SVD) de uma matriz Am×n
(m ≥ n) é composta por matrizes ortogonais Ûm×m e V̂n×n e pela matriz Σ̂m×n. Para
maiores referências ver [6].

Exemplo 2.2.1. Vamos obter a decomposição em valores singulares da matriz

A =

[
5 5
−1 7

]
.

• Cálculo da matriz V .

Para obter a matriz V , precisamos encontrar os autovetores de ATA.

ATA =

[
5 −1
5 7

] [
5 5
−1 7

]
=

[
26 18
18 74

]
.

det(ATA− λI) = det

[
26− λ 18

18 74− λ

]
= λ2 − 100λ+ 1600 = (λ− 20)(λ− 80).

Então, os autovalores de ATA, na ordem decrescente são λ1 = 80 e λ2 = 20.

Determinando vetores unitários, soluções dos sistemas homogêneos com matrizes

ATA− 80I =

[
−54 18
18 −6

]
e ATA− 20I =

[
6 18
18 54

]
, obtemos os autovetores

V1 =

[
1√
10
3√
10

]
e V2 =

[
−3√
10
1√
10

]
e chegamos portanto, à matriz

V =

[
1√
10

−3√
10

3√
10

1√
10

]
.

• Cálculo da matriz Σ.

Como a matriz A tem posto dois, seus valores singulares são σ1 =
√

80 e σ2 =
√

20,
portanto

Σ =

[
4
√

5 0

0 2
√

5

]
.

• Cálculo da matriz U .

Se A = UΣV T e inserindo o fato de que V TV = I, obtemos

A = UΣV T

AV = UΣV TV = UΣ.

1Mesmo a decomposição não sendo única, vamos nos referir a ela como Decomposição em valores
singulares.
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Substituindo A, V e Σ para calcular U =

[
a b
c d

]
,

[
5 5
−1 7

][ 1√
10

−3√
10

3√
10

1√
10

]
=

[
a b
c d

] [
4
√

5 0

0 2
√

5

]
[
2
√

10 −
√

10

2
√

10
√

10

]
=

[
4
√

5a 2
√

5b

4
√

5c 2
√

5d

]
.

Portanto,

U =

[
1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

]
.

Exemplo 2.2.2. Cálculo da decomposição em valores singulares de B =

 3 5
4 0
0 0


• Cálculo da matriz V

BTB =

[
3 4 0
5 0 0

]3 5
4 0
0 0

 =

[
25 15
15 25

]

det(BTB − λI) = det

[
25− λ 15

15 25− λ

]
= λ2 − 50λ+ 400.

Então os autovalores de BTB, na ordem decrescente são λ1 = 40 e λ2 = 10

Calculando os autovetores ortonormais associados obtemos V =
√
2
2

[
1 −1
1 1

]
.

• Cálculo da matriz Σ.
Como a matriz B tem posto 2, seus valores singulares são σ1 = 2

√
10 e σ2 =

√
10.

Postanto Σ =
√

10

[
2 0
0 1

]
.

• Cálculo da matriz U .

Se B = UΣV T e novamente usando o fato de que V TV = I, temos

B = UΣV T

BV = UΣ.

Substituindo B, V e Σ para calcular U =

a b
c d
e f


√

2

2

3 5
4 0
0 0

[1 −1
1 1

]
=
√

10

a b
c d
e f

[2 0
0 1

]
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√
2

2

8 2
4 −4
0 0

 =
√

10

2a b
2c d
2e f


Resolvendo temos:

U =

√
5

5

2 1
1 −2
0 0


2.3 A imagem de uma circunferência por uma matriz

Enunciaremos e demonstraremos a seguir o resultado que formaliza a conjectura que
apresentamos na primeira seção.

Teorema 2.2. Seja C = {x ∈ Rn−1 : ‖x‖ = 1} a esfera unitária n-dimensional e seja A
uma matriz quadrada de tamanho n. Se denotarmos por AC ao conjunto {y ∈ Rn : y =
Ax, para algum x ∈ C}, vale que:

• Se A for não singular (det(A) 6= 0), então AC é um elipsóide generalizado cujos
eixos principais são os vetores singulares à esquerda da matriz A.

• Caso contrário AC é o elipsoide sólido r-dimensional com eixos paralelos aos r
primeiros vetores singulares à esquerda de A e contido no subespaço gerado por
esses vetores.

Demonstração. Seja x ∈ C e seja y = Ax. Utilizando a decomposição em valores
singulares de A, podemos escrever y = UΣV Tx.

• Como A é invert́ıvel, então Σ também o é e vale

Σ−1 =


σ−11 0 · · · 0
0 σ−12 · · · 0
...

... · · · ...
0 0 · · · σ−1n

 .
Então Σ−1UTy = V Tx. Além disto, e ‖V Tx‖ = ‖x‖ = 1. Portanto, z = UTy
satisfaz ‖Σ−1z‖2 = 1, ou seja,

z21
σ2
1

+
z22
σ2
2

+ · · ·+ z2n
σ2
n

= 1.

AC é um elipsóide generalizado.

• Suponhamos agora que A é uma matriz singular de posto r < n com DVS completa
A = ÛΣ̂V̂ T e sejam σ1, σ2, . . . , σr seus valores singulares. Denotemos z = ÛTy e
ξ = V̂ Tx. Então

z = ÛTy = ΣV Tx = Σ̂ξ =


σ1

. . . 0r×n−r
σr

0n−r×r 0n−r×n−r



ξ1
ξ2
...
ξn

 =



σ1ξ1
...

σrξr
0
...
0


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Como V̂ é uma matriz ortogonal, vale que ‖ξ‖ = ‖x‖ = 1, portanto

z21
σ2
1

+
z22
σ2
2

+ · · ·+ z2r
σ2
r

= ξ21 + ξ22 + · · ·+ ξ2r ≤ 1.

AC é um elipsóide sólido r-dimensional.

Exemplo 2.3.1. Um exemplo com A2×2.

A =

[
5 5
−1 7

]
.

Utilizando os resultados obtidos no exemplo 1.2.1

A = UΣV T

[
5 5
−1 7

]
=

[
1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

][
4
√

5 0

0 2
√

5

][ 1√
10

3√
10

−3√
10

1√
10

]
.

‖V Σ−1U−1Y ‖2 = 1

Y TU
(
Σ−1

)2
UTY = 1

[
y1 y2

] [ 1√
2
− 1√

2
1√
2

1√
2

] [
5
16

0
0 5

4

][ 1√
2

1√
2

− 1√
2

1√
2

] [
y1
y2

]
= 1

A matriz U pode ser interpretada como uma rotação dos eixos x e y em 450 levando a
um novo sistema de coordenadas. Chamando UTY = Z

[
z1 z2

] [ 5
16

0
0 5

4

] [
z1
z2

]
= 1

5

16
z21 +

5

4
z22 = 1

(a) Elipse

Figura 2.4: Elipse gerada a partir da matriz A.
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Exemplo 2.3.2. Um exemplo com B3×3.

B = UΣV T

 2 −1 0
−1 2 −1
0 −1 2

 =

 5 −4 1
−4 6 −4
1 −4 5

6− 4
√

2 0 0

0 6 + 4
√

2 0
0 0 4

 5 −4 1
−4 6 −4
1 −4 5


‖V Σ−1U−1Y ‖2 = 1

[
y1 y2 y3

]  5 −4 1
−4 6 −4
1 −4 5

 1
68−48

√
2

0 0

0 1
68+48

√
2

0

0 0 1
14

 5 −4 1
−4 6 −4
1 −4 5

y1y2
y3

 = 1

Chamando UTY = Z,

[
z1 z2 z3

]  1
68−48

√
2

0 0

0 1
68+48

√
2

0

0 0 1
14

z1z2
z3

 = 1

z21
68− 48

√
2

+
z22

68 + 48
√

2
+
z23
16

= 1

(a) Elipsoide

Figura 2.5: Elipsóide gerado a partir da matriz B.
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Caṕıtulo 3

Demonstração do Teorema da DVS

No caṕıtulo anterior vimos alguns exemplos e uma aplicação do Teorema de Decomposição
em Valores Singulares, agora veremos a demonstração do Teorema Espectral para Matrizes
Simétricas, que funciona como base para a demonstração deste teorema.

3.1 Teorema espectral para matrizes simétricas.

Teorema 3.1. Se A é uma matriz simétrica, então existem uma matriz ortogonal Q e
uma matriz diagonal Λ tais que:

A = QΛQT .

Demonstração. A prova será feita por indução sobre a ordem da matriz A.
O resultado é valido para matrizes de ordem 1, com A = Λ e Q = 1.
Supomos que o resultado seja válido para matrizes A de ordem (n− 1)× (n− 1), para

n ≥ 2, e vamos mostrar que o resultado é valido para matrizes de ordem n× n.
Vamos assumir que λ1 é um autovalor de A, pois toda matriz real simétrica tem pelo

menos um autovalor e os autovalores das matrizes simétricas são reais. Seja u1 um
autovetor associado a λ1 com norma 1.

Considere Q1 uma matriz ortogonal com u1 como primeira coluna. Consideramos as
outras colunas completadas pelo processo de ortogonalização de Gram-Schmidt. Temos
que:

QT
1AQ1 = Q1

T [Au1Au2...Aun] =


u1

T

u2
T

...
un

T

 [λu1Au2...Aun] =


λ1 l2 l3 ... ln
0
0 A1

...
0


Como A é simétrica, QT

1AQ1 também o é e portanto l2 = l3 = · · · = ln = 0. Portanto,

QT
1AQ1 =


λ1 0 0 ... 0
0
0 A1

...
0


onde a matriz A1 é simétrica

13
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Utilizando a hipótese de indução, temos que é verdadeira para A1 que é (n−1)×(n−1),
obtemos A1 = Q2Λ1Q2

T onde Q2 é uma matriz (n−1)×(n−1) ortogonal e Λ1 é diagonal.
Definimos

Q̄2 =


1 0 ... 0
0
0 Q2

...
0


Q̄2 é ortogonal porque Q̄T

2 Q̄2 = In
Obtemos então que:

Q̄T
2Q1

TAQ1Q̄2 =


1 0 ... 0
0
0 Q2

T

...
0



λ1 0 ... 0
0
0 A1

...
0




1 0 ... 0
0
0 Q2

...
0



=


λ1 0 ... 0
0
0 Q2

TA1Q2

...
0

 =


λ1 0 ... 0
0
0 Λ1

...
0

 = Λ

é uma matriz diagonal e vale A = QΛQT e Q = Q1Q̄2.

3.2 Demonstração do teorema da DVS

Teorema 3.2. Qualquer matriz A do tipo m por n pode ser fatorada em A = UΣV T

• As colunas de U (m por n) são autovetores de AAT ;

• As colunas de V (n por n) são autovetores de ATA;

• Os r valores singulares na diagonal de Σ (m por n) são as ráızes quadradas dos
autovalores não nulos de AAT e ATA.

Seja A uma matriz n× n e seja kerA = {v ∈ IRn : Av =


0
0
...
0


n×1

} vale:

Lema 3.3. Dim Ker A = m - r, onde r é o posto de A.

Dividiremos a demonstração em três partes.

1. Vetores Singulares à direita

A matriz (ATA)n×n é simétrica e portanto ela possui n autovalores λ1 ≥ λ2 ≥ λ3 ≥
... ≥ λn associados a autovetores {vj}nj=1 que formam uma base ortonormal de IRn.
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Todos os valores são não negativos porque:[
ATA

]
vj = λjvj

‖Avj‖2 = vj
TATAvj

= vj
T (λjvj)

= λj(vj
Tvj)

= λj‖vj‖2

= λj

logo
‖Avj‖2 = λj ≥ 0.

Como dimKerA = n − r, teremos que λj = 0, r + 1 ≤ j ≤ n e λj > 0 para
1 ≤ j ≤ r. Cada vetor vj é chamado de vetor singular à direita de A para o valor
singular σj =

√
λj.

A matriz V̂ na decomposição completa é V̂ =
[
v1 v2 ... vn

]
e a matriz V na

decomposição reduzida é V =
[
v1 v2 ... vr

]
.

2. Vetores Singulares à esquerda

Se 1 ≤ j ≤ n, vale

ATAvj = λjvj

A(ATAvj) = A(λjvj)

(AAT )Avj = λj(Avj)

Portanto Avj ou é o vetor nulo ou é um autovetor da matriz AAT , associado ao
autovalor λj. Como ‖Avj‖2 = λj, se 1 ≤ j ≤ r, então λj > 0 e os vetores uj =

1√
λj
Avj são autovetores de AAT de norma 1. Eles também são ortogonais porque:

uj
Tuk =

1√
λjλk

vj
TATAvk

=
1√
λjλk

vj
T (λkvk)

=

√
λk
λj
vj
Tvk

= 0.

Portanto {uj}rj=1 é um conjunto ortonormal de IRm.

Cada vetor uj é chamado de vetor singular à esquerda de A associado ao valor
singular σj, 1 ≤ j ≤ r.

A matriz U se define como U =
[
u1 u2 ... ur

]
. Se completarmos o sistema

ortogonal obtido com m− r vetores ortonormais, e os colocarmos como colunas de
uma matriz, obtemos a matriz Û que aparece na decomposição completa.
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3. Fatoração

Temos que para 1 ≤ j ≤ r, vale Avj = σjvj. Portanto

A
[
v1 v2 · · · vr

]
m×r =

[
u1 u2 · · · ur

]
n×r

 σ1
. . .

σr


r×r

Sabemos também que Avj =


0
0
...
0


m×1

, para r + 1 ≤ j ≤ m e então

A
[
v1 v2 · · · vn

]
=
[
UΣ 0

]
.

Como V̂ é ortogonal, obtemos que:

A =
[
UΣ 0

]
V̂ T

=
[
UΣ 0

]


V T

vTr+1
...
vTn


= UΣV T

Esta é a decomposição reduzida em valores singulares, porque não estamos conside-
rando valores singulares nulos.

A forma completa da DVS da matriz A resulta ao escrevermos A = ÛΣ̂V̂ T , onde
Σ̂ é uma matriz m × n, cujos primeiros r elementos na diagonal principal são os
valores singulares de A e o resto das entradas valem zero.

Referências[4], [5] e [6].



Caṕıtulo 4

Um ”‘identificador”’ de rostos

No livro ”Coding the matrix”[3] é posśıvel encontrar várias aplicações computacionais
de Álgebra Linear. Uma interessante aplicação é uma atividade proposta no caṕıtulo
11.6 Eigenface, uma interpretação da tradução seria reconhecimento de faces. Esta
atividade propõe criar uma sequência de procedimentos computacionais baseado na SVD
e desenvolver um algoritmo capaz de identificar padrões numéricos para reconhecimento
de faces humanas.

No trabalho original o código proposto está implementado em liguagem Python, nesse
trabalho irei apresentar os procedimentos necessários para implementar o código em
linguagem R e resolver as questões propostas como exerćıcio.

A escolha da linguagem R (código livre) se deu devido aos seus excelentes resultados
em comparação aos outros softwares: MATLAB e SCILAB, que ao serem utilizados
apresentaram desempenho insatisfatório na aplicação da função SVD em matrizes com
um grande número de entradas.

A leitura de outros artigos também foram necessários para complementar o entendimento
sobre a SVD, podendo ser encontrado em [1] uma outra aplicação da SVD sobre imagens.

4.1 O identificador de rostos

Considere um conjunto de imagens. Uma vez que essas imagens podem ser representadas
por matrizes de mesmo tamanho, podemos nos perguntar se é posśıvel detectar padrões.
Em especial, tentaremos detectar se essa imagem é um rosto humano ou não.

Vamos utilizar a decomposição de uma matriz em valores singulares para resolver este
problema. Para isso é necessário construir o espaço afim de dimensão 10 (utilizando
A SVD) mais próximo dessas 20 imagens e determinar a distância de um conjunto de
pontos dados no sentido de mı́nimos quadrados. Os detalhes podem ser encontrados nas
referências [3] e [6].

4.2 O algoritmo

Para criar um programa que seja capaz de identificar se uma certa fotografia possui o
rosto de face humana precisamos dos seguintes passo:

• Criar um banco de dados contendo imagens de rostos humanos;

17
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• transformá-los em vetores linha;

• calcular sua média, o que chamamos de centróide;

• Realizar a diferença entre cada imagem e o centróide;

• Colocar esses 20 vetores linha em uma única matriz, resultando em uma matriz
A = UΣV T ;

• Calcular a SVD de A20×31374, lembrando que precisamos apenas da matriz V ;

• Montar o subespaço afim V10,o subespaço afim de dimensão 10 mais próximo dos 20
pontos que representam as imagens.

• Calcular as distâncias de cada uma das imagens centradas até o subespaço afim,
ou seja a projeção desses vetores. Em seguida verificar o valor máximo e mı́nimo
dessas distâncias para definir um intervalo de aceitação;

• Inserir imagens teste e centralizá-las para calcular sua distância até o subespaço
afim, de acordo com o valor da distância decidir se é uma imagem de um rosto
humano ou não.

tradução da atividade proposta em [3], página 553 (Algoritmo mais técnico
e alguns comandos da linguagem R)

São dadas 20 imagens de rostos, estas imagens estão dispońıveis no endereço 1. Cada
imagem é uma matriz que precisa ser transformada em um vetor linha.

Primeiro precisamos determinar o espaço afim de dimensão 10 mais próximo das imagens
dos rostos.

Durante este processo vamos seguir alguns passos:

Passo I

1. Transformar as imagens em vetores;
A linguagem R possui vários pacotes,utilizei o pacote EBImage e o comando
readImage para trasformar as imagens em matrizes.
Cada imagem é uma matriz que precisa ser transformada em vetor por linhas p1;
p2; : : : ; p20 para isso utilizei o comando as.vector.

2. Calcular o centroide;

p̄ =
1

m

∑
(p1 + · · ·+ pm).

Chamamos de centroide a média aritmética dos 20 vetores linha. Após a imple-
mentação é interessante visualizá-lo e verificar se a imagem formada parece um
rosto humano ou não.

3. Construir a Matriz A;
Para construir a matriz A20×31374 é necessário centralizar essas 20 imagens, reali-
zando a diferença entre cada imagem e o centroide. Uma boa maneira de realizar
essa tarefa é utilizar o comando cbind.

1http:resources.codingthematrix.com no arquivo facez.zip
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Figura 4.1: Considere as imagens da esquerda para a direita numeradas de 1 a 20

4. Realizar a decomposição em valores singulares;
A decomposição já está implementada dentro da linguagem R, utilize a sequência
a.svd < −svd(A)
u < −a.svd$u
v < −a.svd$v
d < −diag(a.svd$d)

5. Obter v1, . . . , v10: primeiros 10 vetores singulares à direita de A;

A =


(p1 − p̄)t
(p2 − p̄)t

...
(pm − p̄)t


m×n

;

V10 = p̄ + [v1, . . . , v10] que é o subespaço afim de dimensão 10 mais próximo dos
20 pontos que representam as imagens, esse subespaço é formado pelos 10 colunas
correspondentes de V .

Passo II:

1. Obter uma lista de todas as distâncias entre cada uma das imagens centradas;
pj − p̄ e o subespaço V = [v1, . . . , v10].
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2. Para cada vetor imagem ql,

(a) centre o vetor: ql − p̄
(b) calcule a distância até o subespaço

(c) Baseado nas distâncias achadas, estime quais imagens são rostos e quais não o
são.

3. Visualize cada uma das imagens não classificadas para verificar sua estimativa.

As distâncias ao quadrado de V até imagens que não são rostos são de fato maiores
que as distâncias até imagens que o são?

Qual valor você usaria para decidir se uma imagem é ou não um rosto?

Parte III: Análise das projeções das imagens

1. É interessante saber o quanto um rosto projetado no subespaço de rostos parece
com a imagem original. Utilizando p̄+projecao(pj − p̄, V10), visualize as projeções
de vários rostos e compare-as com o rosto original. São parecidos?

Parte IV: Justificativa
Dados os pontos p1, . . . , pm ∈ Rd, achar os vetores unitários v1, . . . , vm ∈ Rd, base
ortonormal do espaço vetorial Vk e o ponto b ∈ Rd que minimizam

dist2(p1, b+ Vk) + dist2(p2, b+ Vk) + · · ·+ dist2(pm, b+ Vk).

Solução:

vj: j-ésimo vetor singular à direita de A =


(p1 − p̄)t
(p2 − p̄)t

...
(pm − p̄)t


m×d

dist2(p1, b+ Vk) + dist2(p2, b+ Vk) + · · ·+ dist2(pm, b+ Vk) = ‖A‖2F − σ2
1 − · · · − σ2

k,

onde σj é o j-ésimo valor singular de A.

4.3 Resultados

Apresentaremos a seguir os resultados referentes as questões propostas na seção anterior.
Primeiramente vamos a visualização do centróide, e como questionado podemos ver sua
semelhança com um rosto humano.

Após implementar todo o código podemos gerar os valores das distâncias entre cada
uma das imagens de rostos centradas e o subespaço V10.
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Figura 4.2: centroide das 20 imagens de rostos

Imagem Distância Imagem Distância
1 11.01373 11 9.463533
2 15.67452 12 6.693776
3 7.054915 13 14.20976
4 8.947237 14 9.622245
5 5.331085 15 10.36829
6 27.79505 16 12.49825
7 5.20257 17 11.8645
8 7.699991 18 9.97679
9 11.95066 19 13.52687
10 12.52542 20 10.72408

Com esses valores temos uma referência para podermos testar outras imagens e tentar
classificá-las como rostos humanos ou não. Abaixo os valores obtidos das distâncias das
imagens de teste.

Imagem de Comparação Distância
1 29.7572
2 24.38027
3 19.55583
4 22.23388
5 19.08704
6 24.2119
7 40.54017
8 25.86204
9 39.67338
10 37.28705

Utilizando os valores de referência pertencentes ao intervalo entre 5 e 28, fiz o primeiro
teste, sendo as imagens 2, 3, 4, 5, 6 e 8 classificadas como rostos humanos. Visualizando
as imagens testadas, que estão ordenadas segundo a tabela anterior, podemos perceber
um erro de classificação na imagem 8.

Após a visualização das imagens vemos que a imagem 8 foi reconhecida como um rosto,
pois seu valor é de 25.86204 , que está dentro do parâmetro. Com um novo valor parâmetro
entre 5 e 25, podemos melhorar o critério de seleção das imagens teste.
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Figura 4.3: Considere as imagens teste da esquerda para a direita numeradas de 1 a 10

Temos abaixo algumas imagens de rostos projetados no subespaço afim obtido em
comparação com a imagem original e sua semelhança com o rosto original. Podemos
projetar cada uma das imagens na figura 3.2 no espaço afim obtido e comparar o resultado
com a imagem original. Desta forma estaremos avaliando o quão próxima está a imagem
do espaço afim.

Figura 4.4: Imagem1, Projeção da imagem 1

Figura 4.5: Imagem 2, Projeção da Imagem 2
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Figura 4.6: Imagem 3, Projeção da Imagem 3

Figura 4.7: Imagem 4, Projeção da Imagem 4

Figura 4.8: Imagem 5, Projeção da Imagem 5

Figura 4.9: Imagem 6, Projeção da Imagem 6

Figura 4.10: Imagem 7, Projeção da Imagem 7
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Figura 4.11: Imagem 8, Projeção da Imagem 8

Figura 4.12: Imagem 9, Projeção da Imagem 9

Figura 4.13: Imagem 10, Projeção da Imagem 10

Figura 4.14: Imagem 11, Projeção da Imagem 11

Figura 4.15: Imagem 12, Projeção da Imagem 12
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Figura 4.16: Imagem 13, Projeção da Imagem 13

Figura 4.17: Imagem 14, Projeção da Imagem 14

Figura 4.18: Imagem 15, Projeção da Imagem 15

Figura 4.19: Imagem 16, Projeção da Imagem 16

Figura 4.20: Imagem 17, Projeção da Imagem 17



26 CAPÍTULO 4. UMA APLICAÇÃO DA SVD



Caṕıtulo 5

Considerações Finais

A motivação geométrica utilizada é uma ferramenta didática interessante para introduzir
a teoria sobre a DVS, onde podemos levar o aluno a levantar hipóteses, questionar,
argumentar e buscar o conhecimento que justifique tal transformação. O uso de softwares
como geogebra e outros, mesmo com suas limitações técnicas permitem o uso da criati-
vidade para superar tais problemas e garantem uma visualização dinâmica de conceitos
matemáticos facilitando o entendimento.

A utilização da SVD em uma aplicações prática também funciona como uma ferramenta
didática de motivação e pode ajudar o aluno a despertar o interesse pela disciplina de
Álgebra Linear.

Não foram realizados testes com outros bancos de imagens para podermos verificarmos
o potencial da SVD em softwares de reconhecimento de imagens.

27
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