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Resumo

A principio pode parecer pouco interessante decompor uma matriz, mas fatorar uma
matriz em duas ou mais matrizes é a base para resolver com eficiéncia muitos problemas
importantes.

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo sobre um tipo de fatoragao de matrizes: a
Decomposicao em Valores Singulares. Serao discutidas a demonstracao e duas aplicagoes
desta decomposicao. A primeira aplicacao mostra a transformacao de uma esfera em
um elipsoide utilizando o software Geogebra. A segunda aplicagao é um exemplo de
como podemos usar esta decomposicao no reconhecimento de padroes de imagens. Nesta
aplicacao foi utilizada a linguagem R.

Palavras chave: Teorema Espectral, Decomposicao em Valores Singulares, elipsoide,
Geogebra, Linguagem R.
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Capitulo 1

Neste capitulo serao apresentadas algumas notagoes e definicdes importantes para a
leitura e compreensao dos teoremas e resultados apresentados no estudo proposto. As
demonstragoes dos resultados podem ser encontradas nas referéncias bibliograficas ou em
outros textos vistos na disciplina de Algebra linear.

1.1 Matriz e Matrizes Especiais

Uma matriz A, m X n é uma tabela de numeros dispostos em m linhas e n colunas

ayjp a2 - Aip
Qg1  A22 -+ dgp
A=
Am1 Am2 - Qmnp
a i-ésima linha de A ¢é
[az‘l Qi2 - am]
parai=1,---,m e a j-ésima coluna de A é
&1j
(ZQj
CLmj

paraj=1,--- n.

Algumas matrizes apresentam mais utilidade que outras de acordo com o objetivo do
texto, chamaremos de matrizes especiais as seguintes matrizes:

e Matriz linha é toda matriz do tipo I x n, isto é, uma matriz que tem uma tnica
linha.

[au a2 ... aln]

e Matriz coluna é toda matriz do tipo m X 1, isto é, uma matriz que tem uma unica
coluna.
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a1
a1

a'mn

Matriz nula é toda matriz que tem todos os elementos iguais a zero.

[0 0 .. 0
0 0 .. 0
0 0 ... 0

Matriz quadrada é toda matriz do tipo n x n, isto é, uma matriz que tem a
quantidade de colunas igual & quantidade de linhas.

a1 a2 ... QAip
21 A22 ... QAgpn
ap1 Ap2 ... QApp

Matriz diagonal é toda matriz quadrada em que os elementos que nao pertencem
a diagonal principal sao iguais a zero.

a1 0 0
0 9o ... 0
0 0 ... apn

Matriz identidade é toda matriz diagonal em que os elementos da diagonal
principal sao iguais a 1. Indica-se a matriz identidade de ordem n por I,,.

1 0 .. 0
0 1 .. O
0 0 .. 1

Matriz simétrica é toda matriz quadrada em que ha simetria dos elementos em
relagao a diagonal principal, isto € a;; = a;;,V i, j.

1.2 Operacoes sobre Matrizes

As operagoes entre matrizes sao essenciais na resolugao de sistemas. Segue abaixo algumas
operacoes.

e Adicao e subtracgao - Dadas matrizes A = (aij)mxn € B = (bij)mxn, chama-se

soma A+ B a matriz C, n x m tal que ¢;; = a;; + b;; , para todo i e j e subtragdao
A — B amatriz C, n x m tal que ¢;; = a;; — b;; paratodoie]j .

e Produto de um escalar por uma matriz - Dado um ntimero k£ e uma matriz

A = (a;j)mxn, chama-se produto kA a matriz B = (b;j)mxn tal que b;; = k X a;; para
todo i e j.
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Produto de matrizes - Dadas duas matrizes A = (a;j)mxn € B = (bjk)nxp, chama-
se produto AB a matriz C' = (¢ix)mx, tal que

Cit = Qi1-big + ai3.b3 + oo + Qi g = 2?21 @ijbjk
para todo i € {1,2,...,m} e todo k € {1,2,...,p}.

Matriz Transposta - Dada uma matriz A = (a;;)mxn, chama-se transposta de A
a matriz A" = (a);)nxm tal que af; = a;, Vi, j.

Matriz Inversivel - Sejam A e B matrizes quadradas de ordem n. Dizemos que A
¢ uma matriz inversivel se existir uma matriz B tal que AB = BA = I,,. Se A nao
é inversivel, dizemos que A é uma matriz singular. A matriz B também é chamada
de inversa de A ou A7L.

1.3 Subespaco, Base e Dimensao

Subespago Vetorial - Sejam V' um espaco vetorial e W um subconjunto nao vazio
de V. Dizemos que Wé um subespaco vetorial de V', ou simplesmente um subespaco
de V, se W com as operacoes de adicao em V e de multiplicacao de vetores de V
por escalares, é um espago vetorial.

Subespacos Gerados - Seja V' e sejam vy, vq, -+ , v, vetores de V. Diremos que
um vetor v de V' é uma combinacao linear de vy, vs,--- , v, se existirem niumeros
reais ai, as, - - , a, tais que

V= a1V + V2 + -+ , G,

Bases - Seja a = vy, v9, - -+ , v, um conjunto de vetores de um espaco vetorial nao
nulo V. Dizemos que a é uma base de V se as seguintes condicoes sao verificadas:

1. « é linearmente independente;

2. V=G(a).

Dimensao - O nimero de elementos de uma base de um espaco vetorial nao
nulo V' de dimensao finita é chamado de dimensao de V e denotado por dim V.
Convencionamos que se V'é o espaco vetorial nulo, entao dim V' = 0.

Teorema 1.1. Qualquer subconjunto linearmente independente de um espago ve-
torial V' de dimensao finita pode ser completado de modo a formar uma base de

V.

Espacgo linha de uma matriz - O espago G(vy, - -+ ,v,,) gerado pelos vetores linha
de A é chamado espaco linha de A e denotado por L(A).

Teorema 1.2. As linhas nao nulas de uma matriz A, na forma escalonada e
equivalente a uma matriz A, formam uma base para o espago linha de A.

Posto - O posto de uma matriz A é o nimero de linhas nao-nulas quando a mesma
estd escrita na forma reduzida escalonada por linhas ou, equivalentemente, o nimero
de linhas ou colunas linearmente independentes de A.
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1.4 Transformacao Linear, Nicleo e Imagem

e Transformacoes lineares - Sejam V' e W espacos vetoriais. Uma transformacao
linear de V em W é uma funcao T : V — W que possui as seguintes propriedades:

1. T(vy + ve) = T(vy) + T'(vq), para quaisquer vy € vo em V;

2. T(aw) = oT'(v), para quaisquer v em V e a em IR.

e Nucleo - Se T : V — W é uma transformacao linear, o nicleo de T, denotado
por Ker T, é o conjunto de vetores de V' que sao levados por T no vetor nulo de
W, ou seja, Ker T'=v € V;T(v) = 0.

e Imagem - A imagem de T de uma transformacao linear T': V — W é o conjunto
ImT =T(v).

Teorema 1.3. Seja T : V. — W uma transformagao linear, onde V tem dimensdo
finita. Entao dimKerT + dimImT = dimV .

1.5 Produto Interno e Ortogonalidade

e Norma - Seja V um espago com produto interno. Definimos a norma do vetor v
de V, ou o comprimento de v, por |[v]| = (v,v>%.
se ||v|| = 1 dizemos que é um vetor unitario.
A distancia d(u,v) = ||[u —v|| = \/{u — v,u — v||.

e Ortogonalidade - Sejam v um vetor de V' e W um subespaco de V. Dizemos que
V' é ortogonal a W se v é ortogonal a cada vetor de W. O conjunto de todos os
vetores de V' que sao ortogonais a W é chamado complemento ortogonal de W e
denotado W+

1.6 Autovalores, Autovetores e Polinomio Caracteristico

e Autovalor - Seja T : V — V um operador linear. Um ntimero real ¢ serd dito um
autovalor de T se existir um vetor ndo nulo v em V' tal que T'(v) = cv. O vetor v é
chamado de autovetor de T associado a c.

e Autovetor - Seja T' : V — V um operador linear e sejam c¢q,co, -+ , ¢, autova-
lores distintos de T. Se vy, vy, -+ ,v, sao autovetores associados aos autovalores
C1,C2, -+, Cp, Tespectivamente, entdo {vy, vq, -+ , v, } é linearmente independente.

e Polinomio Caracteristico - Seja A uma matriz quadrada de ordem n.A matriz
tl, — A, onde t é uma indeterminada, é chamada matriz caracteristica de A. O
determinante dessa matriz ¢ um polinomio em ¢, chamado polinomio caracteristico
da matriz A e denotado por Pa(t).



Capitulo 2

2.1 Um problema de geometria analitica

Temos a nocao de lugar geométrico como um conjunto de pontos que satisfazem uma
propriedade geométrica. Podemos por exemplo definir uma circunferéncia, de raio r e
centro em O, como sendo o lugar geométrico dos pontos P tais que d(P,O) = r.

Agora, suponhamos que A é uma matriz 2 x 2. Se considerarmos uma reta ¢ (ou um
segmento de reta), nao é dificil comprovar que Ac, o conjunto de pontos da forma AP,
com P € ¢, serd um ponto ou uma reta (ou um segmento).

(a) Reta c (b) Reta Ac

Isto pode ser verificado utilizando, por exemplo, a representagao vetorial da reta. Se ¢ for
uma regiao do plano limitada por retas ou segmentos, também nao serd dificil determinar
o conjunto Ac.

Um problema um pouco mais complicado de resolver é apresentado a seguir.

Problema: Dada uma matriz Asys, qual serd o objeto geométrico descrito pelos pontos
da forma AP, se o ponto P percorre uma circunferéncia unitaria?

Uma primeira aproximacgao até a resposta desta pergunta pode ser realizada se utili-
zarmos o software de geometria dinamica Geogebra. Introduzindo uma matriz 2 x 2 com
entradas variaveis e utilizando a fungao AplicarMatriz, obtemos fortes evidéncias de que
neste caso, o conjunto AC' é uma elipse.

Poderiamos estender este problema ao espaco tridimensional e nos perguntar: dada uma
matriz Asys e a esfera unitaria C', que tipo de conjunto sera AC'?

Parece natural pensar que de maneira similar, neste caso deveriamos obter um elipsoide.
Ao tentarmos explorar esta hipétese no software Geogebra, nos deparamos com problemas
de natureza pratica pois o Geogebra 3D nao tem tantas possibilidades quanto o 2D.
Por isso escolhemos construir um ambiente tridimensional no Geogebra 2D, seguindo as
recomendagoes em [2]. Neste ambiente aparecem duas janelas, uma contendo a esfera C
e a outra, o conjunto AC'

Apbés estas experiéncias com os dois arquivos elaborados (que foram colocados como
anexos a esta monografia), temos evidéncias bastante fortes de que os conjuntos AC

5
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(a) Elipse 1 (b) Elipse 2

Figura 2.2: O conjunto AC para duas matrizes A diferentes.

(a) Esfera (b) Elipsdide

Figura 2.3: O conjunto AC para esfera A.

devem ser “quase sempre” elipses ou elipsoides, no caso tridimensional. Para formu-
larmos e demostrarmos rigorosamente este resultado, precisaremos de um teorema que
apresentamos na proxima secao.

Conceitos matematicos podem ser abordados de maneira mais didatica para os alunos
com a utilizacao de ferramentas tecnoldgicas. A utilizacao do software Geogebra permitiu
dar uma visao dinamica do problema proposto. Todas as construgoes geométricas refe-
rentes as imagens acima foram pensadas como uma sequéncia didatica onde os alunos irao
testar varias matrizes e em seguida elaborar hipdteses sobre quem é AC, apds a introducao
do problema podemos justificar tal fato com a decomposicao em valores singulares.

2.2 A decomposicao em valores singulares

A conjectura formulada na secao anterior estd muito relacionado com o teorema a seguir.

Teorema 2.1. Decomposicao reduzida de uma matriz em valores singulares.
Seja A,xn uma matriz de m linhas e n colunas e posto r. Entdo ela pode ser fatorada
da forma
A=UxvT,

onde U,,xr € Vi, SaG0 matrizes com colunas ortonormais e ¥, € uma matriz diagonal.
As colunas de U sdao autovetores de AAT. FElas sio chamadas de vetores singulares a
esquerda da matriz A. As colunas de V' sdo autovetores de AT A. Elas sao chamadas de
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vetores singulares a direita de A. Além disto, os elementos da diagonal principal de 3
5d0 positivos e sao as raizes quadradas dos autovalores nao nulos de AAT e ATA. Eles
sao os chamados valores singulares da matriz A. 1

A forma completa da decomposigao em valores singulares (SVD) de uma matriz A,
(m > n) é composta por matrizes ortogonais Upxm € Vuxn € pela matriz ¥,,,. Para
maiores referéncias ver [6].

Exemplo 2.2.1. Vamos obter a decomposicao em valores singulares da matriz
A:Li?]
Para obter a matriz V, precisamos encontrar os autovetores de AT A.
A0 g )

26 — A 18
18 74—\

e Cilculo da matriz V.

dd(ATAn—AI):ckt[ }::AQ—-HMA—%16W):(A——QOXA——SO)

Entao, os autovalores de AT A, na ordem decrescente sao A\; = 80 e Ay = 20.

Determinando vetores unitarios, solugoes dos sistemas homogéneos com matrizes

—54 18 6 18
TA_ o007 — TA_ 90T —
AT A — 801 [ 18 —6} e AYA—201 {18 54] , obtemos os autovetores
1 =3
Vi = ‘/?,TO e Vo= | V10| e chegamos portanto, & matriz
V10 V10
1L =3
V= |V Vio|,
V1o V10

e (Cdlculo da matriz X.

Como a matriz A tem posto dois, seus valores singulares sao o7 = v/80 e 05 = /20,

portanto
445 0
L0 2vE|T

e Calculo da matriz U.
Se A =UXVT e inserindo o fato de que VIV = I, obtemos

A=UxVT
AV = UXVTV = UX.

Mesmo a decomposicio ndo sendo tdnica, vamos nos referir a ela como Decomposicdo em valores
singulares.
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Substituindo A, V' e ¥ para calcular U = [CCL Z] ’

[en]

1 -3
lB 5] [\/_To $

[l

1 _
-1 7|5 75 c dl| 0 2v5
2v/10 —/10]  [4v5a 2v/5b
2v/10 V10 |~ [4v5Be 2v/5d]°
Portanto,
11
U= 2.
V2 V2
3 5
Exemplo 2.2.2. Calculo da decomposicao em valores singulares de B= | 4 0
0 0
e Calculo da matriz V
3 5 -
340 25 15
BTBZ{ ] 4 0| = ]
5 0 0 00 1525
T B 25—-X 15 ] _ o
det(B* B )\I)—det[ 15 25 )] = A" — 50\ + 400.

Entao os autovalores de B” B, na ordem decrescente sdo A\; = 40 e Ay = 10

) ) 1 -1
Calculando os autovetores ortonormais associados obtemos V = ? [ 11 } )

e Calculo da matriz X.
Como a matriz B tem posto 2, seus valores singulares sao o; = 2v/10 e g5 = V/10.

PostantoE:\/E{g (1)]

e (Calculo da matriz U.

Se B =UXVT e novamente usando o fato de que VIV = I, temos

B=UxV"
BV =U%X.

.
Substituindo B, V e ¥ para calcular U = |¢ d
e [

3 5 [a b

e I IRV M T
0 0 f
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8 2 20 b
2
g 4 —4| =10 |2¢ d
0 O 2e f
Resolvendo temos:

2 1

U:? 1 -2

0 O

2.3 A imagem de uma circunferéncia por uma matriz

Enunciaremos e demonstraremos a seguir o resultado que formaliza a conjectura que
apresentamos na primeira secao.

Teorema 2.2. Seja C = {x € R" ' : ||z|| = 1} a esfera unitdria n-dimensional e seja A
uma matriz quadrada de tamanho n. Se denotarmos por AC ao conjunto {y € R" : y =
Az, para algum x € C}, vale que:

e Se A for nao singular (det(A) #0), entao AC € um elipséide generalizado cujos
eiros principais sao os vetores singulares a esquerda da matriz A.

e Caso contrario AC € o elipsoide solido r-dimensional com eizos paralelos aos r
primeiros vetores singulares a esquerda de A e contido no subespaco gerado por
esses vetores.

Demonstracao. Seja x € C e seja y = Ax. Utilizando a decomposicao em valores
singulares de A, podemos escrever y = ULV x.

e Como A é invertivel, entao 3 também o é e vale

o' 0 - 0
s |0 oy 0
0 0 - ot
Entdao X7'UTy = VT, Além disto, e |[VTz| = ||z|| = 1. Portanto, z = UTy
satisfaz [|[27!z]|2 = 1, ou seja,
L2 2 2
S+ =2+ + 2=
1 03 9n

AC é um elipsoide generalizado.

e Suponhamos agora que A é uma matriz singular de posto r < n com DVS completa

A = UXVTe sejam 01,09,...,0, seus valores singulares. Denotemos z = Uy e
& =VTz. Entao

_0_151_
71 gl :

<= UTy = 2VT$ = if = E Orxn—r 5_2 = O_r‘gr
Or . 0
On—rxr ‘ On—rxn—r En

L 0
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Como V é uma matriz ortogonal, vale que €Il = ||z|| = 1, portanto
2 2 2
z 2 22
o R e S R R R
1 2 I

AC' é um elipséide solido r-dimensional.

Exemplo 2.3.1. Um exemplo com Asyos.

A:{_i ﬂ

Utilizando os resultados obtidos no exemplo 1.2.1

A=UxV"
1 1 1 3
505 _ | |45 0 1175 i

VEtUTtY P =1

YU (29 0Ty =1

N

1 1 5 0
(1 2] [i f] {16 g]
V2 V2 4

4 L
BRI
2 | Y2

A matriz U pode ser interpretada como uma rotacao dos eixos x e y em 45° levando a
um novo sistema de coordenadas. Chamando UTY = Z

(a) Elipse

Figura 2.4: Elipse gerada a partir da matriz A.
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Exemplo 2.3.2. Um exemplo com Bsy3.

B=UxVT
2 -1 0 5 —4 1 6 — 442 0 o] [5 -4 1
-1 2 —1|=|-4 6 —4 0 6+4v2 0| |4 6 —4
0 -1 2 1 —4 5 0 0 4111 -4 5

IVETUTYY P =1

L 0

5 —4 1 68_48v2 X 0 5 —4 1
[y oye ys] [-4 6 —4 0 s 0] |4 6 —4
1 -4 5 0 0 1l l1 -4 5
14
Chamando UTY = Z,
1
68—48v/2 (1) 07 [=
[21 Z9 Zg} 0 m 0 Z9 =1
0 0 ﬁ Z3
4 % 2

+ + =2 =
68 — 48y/2 68 +48V2 16

(a) Elipsoide

Figura 2.5: Elipséide gerado a partir da matriz B.

n
Yo
Ys

11
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Capitulo 3

Demonstracao do Teorema da DVS

No capitulo anterior vimos alguns exemplos e uma aplicacao do Teorema de Decomposigao
em Valores Singulares, agora veremos a demonstracao do Teorema Espectral para Matrizes
Simétricas, que funciona como base para a demonstracao deste teorema.

3.1 Teorema espectral para matrizes simétricas.

Teorema 3.1. Se A € uma matriz simétrica, entdo existem uma matriz ortogonal @) e
uma matriz diagonal A tais que:

A=QAQT.

Demonstracao. A prova serd feita por indugao sobre a ordem da matriz A.

O resultado ¢é valido para matrizes de ordem 1, com A=Ae Q = 1.

Supomos que o resultado seja vélido para matrizes A de ordem (n — 1) X (n — 1), para
n > 2, e vamos mostrar que o resultado é valido para matrizes de ordem n x n.

Vamos assumir que A\; é um autovalor de A, pois toda matriz real simétrica tem pelo
menos um autovalor e os autovalores das matrizes simétricas sao reais. Seja u; um
autovetor associado a A\; com norma 1.

Considere )1 uma matriz ortogonal com u; como primeira coluna. Consideramos as
outras colunas completadas pelo processo de ortogonalizacao de Gram-Schmidt. Temos
que:

M|l I3 .o,
Ui 0
T T uy”
Ql AQl = Ql [AulAUQAUn] = [)\UlAUQAUn] = 0 A1
T cee
Up, 0
Como A é simétrica, QT AQ; também o é e portanto ly = I3 = - -+ = [, = 0. Portanto,
MO 0 ... 0
0
QTAQi=| 0 Ay
0

onde a matriz A; é simétrica

13
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Utilizando a hipétese de indugao, temos que é verdadeira para A; que é (n—1) x (n—1),
obtemos A; = Q2A1Q>" onde Q, é uma matriz (n—1) x (n— 1) ortogonal e A; é diagonal.
Definimos

110 ... O
B 0
Q2= | 0 Q2
0
Q» é ortogonal porque QY Q, = I,
Obtemos entao que:
110 0 A0 0 110 0
B B 0 0
Qs AQ1Q> = | 0 Q2" 0 Ay 0 Qo
0 0 0
Al O .0 A1l 0 0
0 0
= 0 QzTAle = 0 Ay =A
0 0

é uma matriz diagonal e vale A = QAQ” e Q = Q1Q>.

3.2 Demonstracao do teorema da DVS

Teorema 3.2. Qualquer matriz A do tipo m por n pode ser fatorada em A =UXV7T
e As colunas de U (m por n) sio autovetores de AAT;
o As colunas de V (n por n) sio autovetores de AT A;

e Os r valores singulares na diagonal de ¥ (m por n) sio as raizes quadradas dos
autovalores nao nulos de AAT e ATA.

Seja A uma matrizn X n e seja kerA={v e R": Av = } wvale:
nx1

Lema 3.3. Dim Ker A = m - r, onde r € o posto de A.

Dividiremos a demonstracao em trés partes.

1. Vetores Singulares a direita

A matriz (ATA)M,L ¢é simétrica e portanto ela possui n autovalores \; > Ay > A3 >
... > A, associados a autovetores {v;}7_; que formam uma base ortonormal de IR".
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Todos os valores sao nao negativos porque:

[ATA} ’Uj >\jvj

[Av;|? = o7 AT Ay
= v (\jy)
= Aj(v; ;)
= Allvl?

=\

logo
[ Aw;]|* = A; > 0.

Como dimKerA = n —r, teremos que \; = 0,r+1 < 7 < ne ); > 0 para
1 < j <r. Cada vetor v; é chamado de vetor singular a direita de A para o valor

singular o; = \/)\_J .
A matriz V na decomposicao completa é V= [ 1 ‘ Vo ‘ ‘ Up, } e a matriz V na
decomposicao reduzida é V = [ Uy ‘ Vg ‘ ‘ Uy }

2. Vetores Singulares a esquerda

Se 1<y <n,vale

ATAUj = )\jvj
A(ATAvy) = A(Nv;)
(AAT)Av; = \j(Avy)

Portanto Av; ou é o vetor nulo ou é um autovetor da matriz AA”, associado ao
autovalor \;. Como [|Av;||*> = \j, se 1 < j < r, entdo \; > 0 e os vetores u; =

—_Av; sao autovetores de AA” de norma 1. Eles também sdo ortogonais porque:
v :

1
ujTuk = »" vaATAvk
J

= ———v;" (Akvk)

Portanto {u;}7_, é um conjunto ortonormal de IR™.
Cada vetor u; é chamado de vetor singular a esquerda de A associado ao valor
singular o, 1 < j <.

A matriz U se define como U = [ Uy ‘ Ug ‘ ‘ Uy } Se completarmos o sistema
ortogonal obtido com m — r vetores ortonormais, e os colocarmos como colunas de
uma matriz, obtemos a matriz U que aparece na decomposicao completa.
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3. Fatoracao

Temos que para 1 < j <r, vale Av; = o;v;. Portanto

01
Alvfos [ o ] o= [wlw] e ],
o,
rXr
0
0
Sabemos também que Av; = : ,parar +1 < 7 <m e entao
0
mx1
A[Ul‘vg"" ‘vn]:[UE‘O}.

Como V ¢ ortogonal, obtemos que:

A= [UZ]o]VT

VT

T
= [usfo]| 7"

ol
= Uxv’t

Esta é a decomposicao reduzida em valores singulares, porque nao estamos conside-
rando valores singulares nulos.

A forma completa da DVS da matriz A resulta ao escrevermos A = UXV7T, onde
> é uma matriz m X n, cujos primeiros r elementos na diagonal principal sao os
valores singulares de A e o resto das entradas valem zero.

Referéncias[4], [5] e [6].



Capitulo 4

Um ”“1identificador”’ de rostos

No livro ”Coding the matrix”[3] é possivel encontrar varias aplicagoes computacionais
de Algebra Linear. Uma interessante aplicacao é uma atividade proposta no capitulo
11.6 Eigenface, uma interpretacao da traducao seria reconhecimento de faces. Esta
atividade propoe criar uma sequéncia de procedimentos computacionais baseado na SVD
e desenvolver um algoritmo capaz de identificar padroes numéricos para reconhecimento
de faces humanas.

No trabalho original o cédigo proposto estd implementado em liguagem Python, nesse
trabalho irei apresentar os procedimentos necessarios para implementar o cédigo em
linguagem R e resolver as questoes propostas como exercicio.

A escolha da linguagem R (cédigo livre) se deu devido aos seus excelentes resultados
em comparacao aos outros softwares: MATLAB e SCILAB, que ao serem utilizados
apresentaram desempenho insatisfatério na aplicagdo da funcao SVD em matrizes com
um grande numero de entradas.

A leitura de outros artigos também foram necessarios para complementar o entendimento
sobre a SVD, podendo ser encontrado em [1] uma outra aplicacao da SVD sobre imagens.

4.1 O identificador de rostos

Considere um conjunto de imagens. Uma vez que essas imagens podem ser representadas
por matrizes de mesmo tamanho, podemos nos perguntar se é possivel detectar padroes.
Em especial, tentaremos detectar se essa imagem é um rosto humano ou nao.

Vamos utilizar a decomposicao de uma matriz em valores singulares para resolver este
problema. Para isso é necessario construir o espago afim de dimensao 10 (utilizando
A SVD) mais préximo dessas 20 imagens e determinar a distancia de um conjunto de
pontos dados no sentido de minimos quadrados. Os detalhes podem ser encontrados nas
referéncias [3] e [6].

4.2 O algoritmo

Para criar um programa que seja capaz de identificar se uma certa fotografia possui o
rosto de face humana precisamos dos seguintes passo:

e Criar um banco de dados contendo imagens de rostos humanos;

17
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e transforma-los em vetores linha;
e calcular sua média, o que chamamos de centréide;
e Realizar a diferenca entre cada imagem e o centréide;

e Colocar esses 20 vetores linha em uma tnica matriz, resultando em uma matriz

A=UxVT,
e Calcular a SVD de Aspy31374, lembrando que precisamos apenas da matriz V;

e Montar o subespaco afim Vg0 subespaco afim de dimensao 10 mais proximo dos 20
pontos que representam as imagens.

e Calcular as distancias de cada uma das imagens centradas até o subespago afim,
ou seja a projecao desses vetores. Em seguida verificar o valor maximo e minimo
dessas distancias para definir um intervalo de aceitacao;

e Inserir imagens teste e centraliza-las para calcular sua distancia até o subespaco
afim, de acordo com o valor da distancia decidir se é uma imagem de um rosto
humano ou nao.

traducao da atividade proposta em [3], pagina 553 (Algoritmo mais técnico
e alguns comandos da linguagem R)

Sao dadas 20 imagens de rostos, estas imagens estdo disponiveis no endereco !. Cada
imagem é uma matriz que precisa ser transformada em um vetor linha.

Primeiro precisamos determinar o espago afim de dimensao 10 mais proximo das imagens
dos rostos.

Durante este processo vamos seguir alguns passos:
Passo 1

1. Transformar as imagens em vetores;
A linguagem R possui varios pacotes,utilizei o pacote EBImage e o comando
readImage para trasformar as imagens em matrizes.
Cada imagem é uma matriz que precisa ser transformada em vetor por linhas pl;
p2; : : @ ; p20 para isso utilizei o comando as.vector.

2. Calcular o centroide;
_ 1
p= EZ(p1+---+pm)-
Chamamos de centroide a média aritmética dos 20 vetores linha. Apds a imple-
mentacao é interessante visualiza-lo e verificar se a imagem formada parece um
rosto humano ou nao.

3. Construir a Matriz A;
Para construir a matriz Asgx31374 é necessario centralizar essas 20 imagens, reali-
zando a diferenca entre cada imagem e o centroide. Uma boa maneira de realizar
essa tarefa é utilizar o comando cbind.

http:resources.codingthematrix.com no arquivo facez.zip
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Figura 4.1: Considere as imagens da esquerda para a direita numeradas de 1 a 20

4. Realizar a decomposicao em valores singulares;
A decomposicao ja estda implementada dentro da linguagem R, utilize a sequéncia
a.svd < —svd(A)
u < —a.svd$u
v < —a.svd$v
d < —diag(a.svd$d)

5. Obter vy,...,v19: primeiros 10 vetores singulares a direita de A;
(p1 — D)
=\t
b2 —p
A= ( : ) ;
Vio = P+ [v1,...,v10] que é o subespaco afim de dimensao 10 mais préximo dos

20 pontos que representam as imagens, esse subespaco é formado pelos 10 colunas
correspondentes de V.

Passo II:

1. Obter uma lista de todas as distancias entre cada uma das imagens centradas;
p; — P e o subespago V = [vy,...,v10].
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2. Para cada vetor imagem ¢,

(a) centre o vetor: ¢ — p
(b) calcule a distancia até o subespagco
(c) Baseado nas distancias achadas, estime quais imagens sao rostos e quais nao o
Sa0.
3. Visualize cada uma das imagens nao classificadas para verificar sua estimativa.

As distancias ao quadrado de V' até imagens que nao sao rostos sao de fato maiores
que as distancias até imagens que o sao?

Qual valor vocé usaria para decidir se uma imagem ¢é ou nao um rosto?
Parte III: Analise das projecoes das imagens

1. E interessante saber o quanto um rosto projetado no subespago de rostos parece
com a imagem original. Utilizando p+projecao(p; — p, Vig), visualize as projecoes
de varios rostos e compare-as com o rosto original. Sao parecidos?

Parte IV: Justificativa
Dados os pontos pi,...,pm € RY achar os vetores unitérios vq,...,v,, € R base
ortonormal do espaco vetorial V, e o ponto b € R? que minimizam

dist2(p1, b+ Vi) + dist2(p2, b+ Vi) + -+ distQ(pm, b+ Vi).

Solugao:
(p1—p)*
S\t
b2 —p
v;: j-ésimo vetor singular a direita de A = (P . )
oy
(pm p> mXxd
dist*(p1, b+ Vi) + dist®(pa, b+ Vi) + - - + dist*(pm, b+ Vi) = ||A||F: — 0F — -+ — 0F,

onde o; é o j-ésimo valor singular de A.

4.3 Resultados

Apresentaremos a seguir os resultados referentes as questoes propostas na se¢ao anterior.
Primeiramente vamos a visualizagao do centrdide, e como questionado podemos ver sua
semelhanca com um rosto humano.

Apé6s implementar todo o cdédigo podemos gerar os valores das distancias entre cada
uma das imagens de rostos centradas e o subespaco Vig.
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Figura 4.2: centroide das 20 imagens de rostos

Imagem Distancia | Imagem Distancia
1 11.01373 11 9.463533
2 15.67452 12 6.693776
3 7.054915 13 14.20976
4 8.947237 14 9.622245
5 5.331085 15 10.36829
6 27.79505 16 12.49825
7 5.20257 17 11.8645
8 7.699991 18 9.97679
9 11.95066 19 13.52687
10 12.52542 20 10.72408

Com esses valores temos uma referéncia para podermos testar outras imagens e tentar
classificd-las como rostos humanos ou nao. Abaixo os valores obtidos das distancias das
imagens de teste.

Imagem de Comparagao Distancia
1 29.7572
24.38027
19.55583
22.23388
19.08704
24.2119
40.54017
25.86204
39.67338
37.28705

© 00 1 O Ui W N

—_
(e}

Utilizando os valores de referéncia pertencentes ao intervalo entre 5 e 28, fiz o primeiro
teste, sendo as imagens 2, 3, 4, 5, 6 e 8 classificadas como rostos humanos. Visualizando
as imagens testadas, que estao ordenadas segundo a tabela anterior, podemos perceber
um erro de classificagao na imagem 8.

Apo6s a visualizagao das imagens vemos que a imagem 8 foi reconhecida como um rosto,
pois seu valor é de 25.86204 , que esta dentro do parametro. Com um novo valor parametro
entre 5 e 25, podemos melhorar o critério de selecao das imagens teste.
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Figura 4.3: Considere as imagens teste da esquerda para a direita numeradas de 1 a 10

Temos abaixo algumas imagens de rostos projetados no subespaco afim obtido em
comparagao com a imagem original e sua semelhanca com o rosto original. Podemos
projetar cada uma das imagens na figura 3.2 no espago afim obtido e comparar o resultado
com a imagem original. Desta forma estaremos avaliando o quao préxima esta a imagem
do espaco afim.

Figura 4.5: Imagem 2, Projecao da Imagem 2
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Figura 4.6: Imagem 3, Projecao da Imagem 3

Figura 4.8: Imagem 5, Projecao da Imagem 5

Figura 4.9: Imagem 6, Projecao da Imagem 6

Figura 4.10: Imagem 7, Projecao da Imagem 7
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Figura 4.12: Imagem 9, Projecao da Imagem 9

Figura 4.13: Imagem 10, Projecao da Imagem 10

Figura 4.15: Imagem 12, Projecao da Imagem 12
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Figura 4.16: Imagem 13, Projecao da Imagem 13

7

Figura 4.17: Imagem 14, Projecao da Imagem 14

Figura 4.18: Imagem 15, Projecao da Imagem 15

Figura 4.20: Imagem 17, Projecao da Imagem 17

25
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Capitulo 5

Consideracoes Finais

A motivagao geométrica utilizada é uma ferramenta didatica interessante para introduzir
a teoria sobre a DVS, onde podemos levar o aluno a levantar hipoteses, questionar,
argumentar e buscar o conhecimento que justifique tal transformagao. O uso de softwares
como geogebra e outros, mesmo com suas limitacoes técnicas permitem o uso da criati-
vidade para superar tais problemas e garantem uma visualizacao dinamica de conceitos
matematicos facilitando o entendimento.

A utilizacao da SVD em uma aplicacoes pratica também funciona como uma ferramenta
didatica de motivacao e pode ajudar o aluno a despertar o interesse pela disciplina de

Algebra Linear.

Nao foram realizados testes com outros bancos de imagens para podermos verificarmos
o potencial da SVD em softwares de reconhecimento de imagens.
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