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Resumo

Neste trabalho caracterizaremos a forma gerérica das aplicacoes quadraticas do plano que
preservam area, preservam orientacao e possuam um ponto fixo.

Avaliaremos a estabilidade linear dos pontos fixos, detectando condices para hiperbolicidade
e elipticidade.

Estudaremos o comportamento do primeiro coeficiente de Birkhoff no caso Eliptico nao resso-
nante e suas conseqiiéncias dinamicas, como a existéncia de curvas fechadas invariantes.
Descreveremos a dinamica no caso hiperbélico, mostrando intersecao das variedades estavel e
instavel e a existéncia de um compacto que possui toda a dinamica nao trivial.



Abstract

In this work will be characterized the generic form of plane quadratic applications that preserve
area, orientation and that have a fixed point.

It will evaluate the linear stability of fixed points, detecting the conditions to hyperbolicity and
ellipticity.

Also, will be studied the behavior of the first Birkhoff coefficient in the elliptical case not
resonant and its dynamical consequences, as the existence of invariants closed curves.

The dynamics in the hyperbolic case will be described, showing the intersection of stable and
unstable manifolds as well the existence of a compact that have a not trivial dynamics.
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Introducao

Neste trabalho estudaremos aplicacoes quadréaticas do plano que preservam &area e orientacao.
Mais particularmente vamos analisar aplicagoes que tenham um ponto fixo, ja que o Teorema da
Translacao de Brouwer [4] descreve completamente a dindmica de aplicagbes sem pontos fixos
(todos os pontos sao errantes). Ao longo deste trabalho, tentaremos caracterizar a dinamica e
a estrutura do espacgo de fase no caso em que as aplicagoes tém ponto fixo.

No capitulo 1 mostraremos que toda aplicacao quadratica do plano preservando area e ori-
entacao e com um ponto fixo pode ser colocada em uma forma normal a um parametro que
depende apenas da parte linear da aplicacao no ponto fixo. Também mostraremos que, se
o ponto fixo nao for parabdlico, qualquer aplicacao se escreve, a menos de uma mudanca de
coordenadas, como

(x,y) = (r+y+ex(l —z),y+ex(l —x)) (1)

para algum e real positivo. Assim, o conjunto destas aplicagoes constitui uma familia a um
parametro, também conhecida como aplicacao de Henon conservativa.

Utilizando as formas normais demonstraremos que estas aplicacoes possuem inversa quadratica.
Este resultado é na verdade um caso particular do [§]

No capitulo 2 mostraremos que as aplicacoes que estamos estudando tém em geral dois pontos
fixos e estudaremos a dinamica local em torno destes. Mais especificamente mostraremos que
as aplicacoes quadraticas do plano que preservarm &area e orientacao tém em geral um ponto
fixo hiperbdlico com autovalores positivos e um segundo ponto fixo que pode ser eliptico ou
hiperbdlico reverso, dependendo apenas do valor do parametro. Esta conclusao também segue
da forma (1) acima. Também mostraremos, no capitulo 3, utilizando a Forma Normal de Birkoff
e o Teorema do Twist de Moser, que os pontos elipticos sao estaveis salvo para valores isolados
do parametro €. Ou seja, provaremos a existéncia de ilhas no espaco de fase.

A dinamica associada aos pontos hiperbdlicos sera apresentada no capitulo 4, e investigaremos
o comportamento global das variedades estavel e instavel. Demonstraremos a existéncia de
pontos homoclinicos e de um conjunto compacto no espaco de fase que contém os pontos com
dinamica nao trivial.

Finalmente, no capitulo 5 apresentaremos o comportamento global da dinamica e o espago de
fase para aplicagoes quadraticas conservativas do plano.



Capitulo 1

Formas Normais para aplicacoes
quadraticas do plano preservando a
area e orientacao

Neste capitulo tomaremos aplicagoes quadraticas do plano que preservam area e orientacao.
Veremos que existe uma mudancas de coordenadas tal que uma aplicagao qualquer com estas
propriedades pode ser escrita em uma forma mais simples. Essas aplicagoes serao classificadas de
acordo com certas condig¢oes que dependem apenas de seus coeficientes, sendo estas denotadas
por Forma Normal HQ2, Forma Normal EQ2 ou Forma Normal PQ2, todas familias a um
parametro. Essas formas normais facilitarao nosso estudo do comportamento dinamico de tais
aplicagoes.

Seja

F: R — IR?
(x,y) U (fl(x>y)> fg(llf,y))

em que cada f; (i = 1,2) é um polinémio de grau dois com coeficientes reais. Vamos supor que
I preserva area e orientacao, ou seja, dx A dy = df; A dfs .

Se F' nao possui ponto fixo a sua dinamica é completamente determinada pelo teorema abaixo.

Teorema 1.1 (Teorema da Translacao de Brouwer [4]) Se F' ¢ um homeomorfismo de IR*
que preserva a orientacao e que nao possui ponto fixo, entao por todo ponto z de IR? passa uma
curva C, imagem orientada de um mergulho préprio de IR, tal que F(C') esteja estritamente a
esquerda de C e F~Y(C) estritamente a direita. Em particular todo ponto € errante.

Assim, suporemos sempre que F' possui um ponto fixo F'(zo,yo) = (zo,%0). Sem perda de
generalidade, podemos fazer uma translagao que leve (zg,1o) em (0,0) e dessa forma teremos
F(0,0) = (0,0).

10
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Escreveremos as fungoes coordenadas de F' da seguinte forma:
1 2 1 2
Ji = az +any + 50207 +anzy + 502y (1.1)

1 1
fo =bioxr +bny + 5520952 + by + 5502?/2

Devido a condicao dx A dy = df; A dfs obtemos as seguintes relagoes para os coeficientes de
F(z,y)

a10bo1 — agibip =1
a10b11 + agobor — a11b1o — agibyg =0
a11bor + aipbo2 — ap1bir — ap2bip =0
ag0bi1 — ai1by =0

a11bo2 — ap2b11 =0

e N N e N
—_ = = = =
~N O Ot = W N
—_— — — ~— — ~—

a20bo2 — apabzp = 0

As equagoes (1.5),(1.6) e (1.7), permitem reescrevermos os coeficientes asg, 11, aog, bag, b11, bo2

da seguinte maneira:
(g0 = csen 3, byg = ccosf,
a;1 =dsen 3, by = dcosf, (1.8)
age = esen 3, boy = ecosf.

A partir da equagao (1.2), observamos que a Forma Canonica de Jordan [14] da parte linear de
F, ou seja, dF{o,), se enquadra em um dos casos abaixo:

A0
A0,

0 1

)

se a parte linear de F' possui autovalores reais;

( COstx —senoa

) a mod 7w # 0,

sen « COos &

se a parte linear de F' possui autovalores complexos com parte imaginaria nao nula; ou
11 -1 1
ou ,
01 0 —1
se a parte linear de F' possui autovalores reais e nao for diagonalizavel.

Nas proximas duas segoes estudaremos os casos em que os autovalores da parte linear de F
sao complexos ou reais distintos, veremos que estas sao familias a um parametro, ou seja, a
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menos de mudanca de coordenadas lineares, F' depende apenas de um parametro. Esta familia
também é conhecida como Hénon conservativo [7].

Nosso primeiro objetivo é obter formas normais globais para a familia de Hénon. Obviamente,
para manter o carater quadratico das aplicacoes, admitiremos apenas mudancas de coordenadas
(conjugagoes) afins ou lineares.

1.1 Autovalores Complexos

Vamos supor que a parte linear de F' em (0, 0) possua autovalores complexos. Reescrevendo as
fungoes coordenadas de F' de maneira que sua parte linear esteja na Forma Canonica de Jordan
e renomeando os coeficientes dos termos quadraticos, se necessario, teremos:

1 2 1 2
fi =xcosa—ysena+ 5&20:)3 + a1y + §a02y

1 1
fo =xsena -+ ycosa+ §b20:)32 + bjxy + §bogy2

Reescrevendo as equagoes (1.3) e (1.4) e utilizando as defini¢oes (1.8) obtemos

csen(a+ ) +dcos(a+ 3) =0 (1.9)
dsen(a + 3) + ecos(a+ ) =0 (1.10)

Temos, assim, duas equagoes relacionando quatro varidveis (0, ¢, d e e).
Se (a+ ) modg #0ed =0, entao c = 0 e e = 0 pelas equagoes (1.9) e (1.10) respectivamente.

Nessas condigoes temos, por (1.8), que os coeficientes dos termos quadréticos sdo todos nulos,
logo F' ¢ linear.

Se (a+ ) modg # 0 e d+# 0, o sistema pode ser resolvido para ¢ e e. Obtemos

~cos(a+f) __sen(a+f)
= sen(a + ) ¢=—d cos(a + 3)

de tal maneira que

B dsen 3 cos(a+ ) dsen fsen(a + 3) ,

fi =wceosa—ysena 2 sen(a+f) v+ (dsen f)zy 2 cos(a+ ) Y

B dcos B cos(a+ ) dcos Bsen(a + ) ,

fo =xsena + ycosa 5 sen(oz+6)x + (dcos B)zy 5 cos(oz—l—ﬂ)y :

Denotamos por
cos(a + ) 1
A— | 2sen(a+p) 2
- 1 sen(a + f3)

2 2 cos(a+ )
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a matriz associada a parte quadratica de F'. Como a matriz A é semelhante a matriz

1/sen(2a +23) 0
0 0

temos que, no sistema de coordenadas em que A é diagonal, os termos xy e y? possuem coefi-
cientes nulos e o tnico termo quadartico nessas condigoes serd 2. Assim, conjugando F(x,vy)
com a mudanca de coordenadas que diagonaliza A e uma mudanca de escala, encontramos uma
aplicacdo que, renomeando as varidveis para (x,y), é da seguinte forma:

T rcosa —ysena + z%sen
EQ2 y )= ) (1.11)

Tsen o + Yy cosa — T Cos o
que chamaremos de Forma Normal EQ2.

Observamos, agora, que podemos escrever F()2 como uma composicao de funcgoes:

EQ2(z,y) = Ry 0 Q(7,y)
em que

Q(l’vy): (l’vy_lQ) e Ra: (

CoOsa —sena )

sen « COSs ¢«

Portanto, FQ2™' = Q' o R;!, em que

COS ¢ Ssen «
Q '(z,y) = (z,y+2*) e R;'=R_, = ( )

—Ssenaoa  Cos«

Ou seja, a aplicacao inversa EQ2~! também é uma aplicacao quadratica do plano que preserva
area.

Vamos analisar outros casos. Primeiramente, consideraremos o caso que (a + ) modnw = 0.
Neste caso, temos que cos(a + ) # 0 e sen(a + ) = 0. Entdo d =0 e e = 0 por (1.9) e (1.10)
respectivamente. Agora, se ¢ = 0 estamos no caso em que F é linear. Se ¢ # 0 temos por
(1.8) que agy = csen 3, byy = ccos 3 e os demais coeficientes quadraticos iguais a zero. Como
(a+ ) mod 7 = 0 temos que

sen 3 = —sena e cosf = cosa,
ou (1.12)
sen =sena e cos3 = — cos .
Logo, ou agy = —csena e byy = ccosa, ou asy = csena e byy = —ccos a.

Como amod m # 0 temos que agy # 0. Se a = g + 1w, 1 =1,2 teremos byy = 0 e

F(z,y) = (—ysenoz—i—xzcsenﬁ , msena)



14

que ao fazermos uma mudanca de corrdenadas encontramos

F(z,y) = (—ysena+x2 sena xsena)

que estd na forma EQ?2.

Se amodg # (0 temos que by # 0, logo

F(z,y) = (:):cosa —ysena + x’csen | :Esena+ycosa+x2ccosﬁ)

que pela relacao (1.12) podemos, através de uma mudanca de coordenadas, transformé-la na
forma normal EQ2.

Falta analisarmos o caso em que (a+ ) = T + km, k =1,2. Assim, temos que cos(a+ 3) =0
e sen(a+ () # 0. Logo, ¢ =0 e d = 0 por (1.9) e (1.10) respectivamente. Agora, se ¢ = 0
estamos no caso em que F' é linear. Se e # 0 temos por (1.8) que agy = esen 3, byy = ecos e

os demais coeficientes quadréticos iguais a zero. Como («a + ) = 5 + km =0 temos que

sen  =cosa e cosf = —senaq,
ou (1.13)
sen 3 = —cosa e cos 3 = senq.
Logo, ou agy = ecosa e bpy = —esen a, ou agy = —ecos « € byy = esen a.

Como amod m # 0 temos que by # 0. Se a = g +Ilm, [ =1,2 teremos agpe = 0 e

F(z,y) = (—ysena . xsena + ey’ cosﬁ)

e, ao fazermos uma mudanga de coordenadas, encontramos

F(z,y) = (—ysena , xsena—yQSena)

Fazendo a conjugacao! que troca x com y encontramos

F(z,y) = (ysena—zzsena ) —:)ssena)

que estd na forma EQ?2.

Se amodg # 0, temos que age # 0, logo

F(z,y) = (xcosa—ysenoz+y2esenﬁ , xsenoz+ycosoz+y2ecosﬂ)

r—y,y—x
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que pela relagao (1.13) e através de uma mudanga de coordenadas podemos transformé-la na
forma normal EQ2.

Concluimos que a familia das aplicagoes quadréticas da forma (1.1) que possui parte linear
com autovalores Complexos é uma familia que, a menos de mudanca linear de coordenadas,
depende apenas do parametro a que determina os autovalores de dF( ). Além disso, todos os
elementos dessa familia possuem inversa quadratica que preserva area.

1.2 Caso Diagonalizavel

Vamos supor que a parte linear de F' possua autovalores reais A e 1/\. Reescreveremos as
fungoes coordenadas de F' de maneira que sua parte linear esteja na Forma Canonica de Jordan.
Temos, entao,

1 1
f1 = \x -+ —a20x2 + apjxy + —a02y2

2 2
1 1 1
fo = Y + 5520952 + buzy + ibozyz-
Utilizando (1.8), as equagoes (1.3) e (1.4) sdo reescritas, neste caso, como
MdcosfB+csenff = 0 (1.14)
MecosfB+dsen3 = 0 (1.15)
Para qualquer escolha de 3 # k7m/2, o sistema acima pode ser resolvido em fungao de d e
obtemos
A2 cos 8 sen 3
c=—d , e=—d———
sen 3 A2 cos 3

de tal maneira que obtemos

1, sen3?

1
fi = A= 5(d\" cos )’ + (dsen Sy — 5 (dyy 5}y

2

1 1. . A\%cos[3?
fo =y e

Se d = 0, entao F é linear. Podemos supor que d # 0.

1, cosf3

)2 + (d cos B)xy — §(d v 2

sen (3

Finalmente, conjugando F' com a mudanga de variaveis (mudanga de escala)

2x 2y
—_ —, Yy —
d X cos (3 d sen 3

vemos que, nesse sistema de coordenadas, F' pode ser escrita na forma

X

. Mz — 2* + 22y — y?)
HQ2< ) =1, ) (1.16)
y W =2+ 20y — )
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que chamaremos Forma Normal HQ2.

Proposicao 1.2 Seja F' uma aplicagdo quadrdtica do plano que preserva drea, tal que F(0,0) =
(0,0). Se um dos autovalores da parte linear de F' é maior que 1, entao a aplicagcdo

S(x,y)z((1+e)x+y—ex2 , 6I+y—ea:2),e>0. (1.17)

¢ conjugada a F' por uma aplicagao linear.

1

Demonstragao: A parte linear de (1.17) é dada por < 1 —Ei- € :

). Como seu determinante é

1 e seu traco é igual a 2 4+ €, possui autovalores reais

JET 4 1 N
)\:1+§+%ele+g—%.

Ve2 + 4e

5 é crescente pois

A fungao A(e) =1+ % +

1 €+ 2
Nee)==+ ———=>0 .,V >0,
(€) 2 \er+ 4de

ou seja, A(e) > 1 é injetiva. Nessas condigoes sua inversa estd bem definida. Na verdade temos
que 2+e=A+1/A

Agora, vamos mostrar que existe um sistema de coordenadas tal que (1.17) estd na forma (1.16).
Os autovetores associados & A e 1/\ sdo respectivamente
€+ Ve 4 4de A e —Ve2+4e 1
o= % “la-1 ¢ A= % “la-1

Conjugando S com a mudanca de coordenadas em que a parte linear esteja na forma diagonal,
encontramos as seguintes fungoes coordenadas

A 20\ — 1)

fi ZAx—m(Q()\—l)x— X ?/)2
1 1 200 —1)
Ja _Xy_m(%)\_l)x_?y)

e conjugando as fungoes acima com a mudanca de escala:

(A +1) YA+ 1)
To—12 Y T o)

S fica da forma de (1.16).
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Como H(@)2 é conjugada a F' por uma aplicagao linear e temos nossa afirmacao demonstrada.
O

Vamos escrever S na forma matricial

S(z.y) 1+e€e 1 x
T,y) =

Y e 1 y — ex?
temos que S~! é dada por

1 —1 v
S‘l(v,w):(a: , y+ex2)o(_€ 1+e)(w)

que renomeando v e w para as variaveis x e y respectivamente, temos

SHay)=(z-y , y—elz—y(1—-(z—yp) ).

Seja g a aplicacao que realiza a conjugacdo encontrada na proposiao 1.2. Temos ¢S 'g~! =
HQ@27', ou seja, HQ2 possui uma inversa que também é quadratica, pois g é linaer. Logo, se

F possui forma normal HQ2, entao F possui um inversa que é conjugada a HQ27!.

7
Analisaremos agora, os casos em que [ = 5 +kmrouf=km, k=0,1.

Se f = g—l— km, k = 0,1; temos por (1.14) e (1.15) que ¢ = d = 0. Dessa forma temos

apge = esen 3 = +e e os demais coeficientes dos termos quadraticos nulos. Se e = 0, temos F
linear. Caso contrario, teremos

1
F(z,y) = (Aw + ey’ ,Xy)

que através de uma mudanca linear de coordenadas, renomeando F', x e y, encontramos

1

com

1

F_l(x>y) = (X$_ )\y2 ) Ay)

Se 6 = km, k = 0,1; temos por (1.14) e (1.15) que d = e = 0. Dessa forma temos byy =
ccos 3 = tc e os demais coeficientes dos termos quadraticos nulos. Se ¢ = 0, temos F' linear.
Caso contrario, teremos

1
F(z,y) = ()\x Y + cx2)

que através de uma mudanca linear de coordenadas, renomeando F', x e y, encontramos

1
F(z,y) = ()\x ,Xy —I—a:2)
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com

oy = (Lo, -Z

Dessa forma, se § € W = {/’{:g7 k =0,1,2,3}, entdo F nao pode ser escrita na forma HQ?2.

Contudo, além do conjunto ¥ ter medida nula em [0, 27| (dominio do parametro [3), podemos
reescrever F' de uma maneira mais simples mesmo nesses casos.

Vemos que a familia das aplicagoes da forma (1.1) que possui parte linear com autovalores
Reais também depende apenas de um parametro, que é o autovalor A de dFg ). Além disso
sua inversa também é uma aplicacao quadratica que preserva area.

1.3 Caso nao Diagonalizavel com Autovalores Reais

Vamos supor que a parte linear de F' possua autovalores reais e nao seja diagonalizavel. Neste
caso os autovalores devem ser necessariamente idénticos e teremos A = 1 ou A = —1 pela
hipotese de preservar area. Reescrevendo as fungoes coordenadas de F' de maneira que sua parte
linear esteja na Forma Canodnica de Jordan, renomeando os coeficientes dos termos quadraticos,
encontramos

1 1 1 1
F(x,y) = (1' +y+ §Cl20372 + anxy + §a02y2 , Y+ 5520952 + by + §bo2yz>

ou
1 2 1 2 1 2 Lo
F(z,y) = (—93 +y+ 5020T +anzy + F002y” 5 —Y + 55201' + buzy + 55029 )
associadas ao autovalor A = 1 ou A = —1 respectivamente.

Vamos analisar, em primeiro lugar, o caso em que A = 1. Reescrevendo as equagoes (1.3) e
(1.4), utilizando (1.8), obtemos:

c(senff —cos3) +dcos =0 (1.18)

d(sen 3 — cosf3) +ecos B =0 (1.19)

Vemos que se 3 = % + k7, k=0,1; teremos d = e = 0. Se ¢ = 0, temos que F' é linear. Caso

cV/?2

‘- cV2 .
contrario, asy = csenf3 = :I:T, byy = ccos3 = :ET e os outros coeficientes dos termos

quadréticos de F' iguais a zero. Dessa forma

2 2
F(x,y) = (z%—yﬂ:%ﬁ , yi%ﬁ),
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que ao fazermos uma mudanca de escala? escrevemos

F(z,y) = (:1:—|—y—|—562 , y—l—a?2) e F_l(x,y):(a:—y, y—(x—y)z).

T
Se 0 = 5 + k7, k=0,1; teremos ¢ = d = 0. Se e = 0 temos que F' é linear. Caso contrario,

ags = esen 3 = +e e os outros coeficientes dos termos quadraticos de F' iguais a zero. Entao,

F(z,y) = (x+yi Y y)
que ao fazermos uma mudanca de escala® escrevemos

F(z,y) = (:c—l—y—l—gf, y), em que, F ' (z,y) = (:c—y—gf, y)

Se 3 =km, k=0,1;, temos ¢ = d = e. Se ¢ = 0 temos que F ¢ linear. Caso contrario,
by = b11 = bypo = ecos 3 = +e e os outros coeficientes dos termos quadraticos de F' iguais a
zero. Temos, entao,

F(x,y) = <I+y , yif($+y)2>

2

que ao fazermos uma mudanca de escala’ escrevemos

F(z,y) = (x—l—y : y—l—(x+y)2), em que, F(z,y) = (:c—y—l—x2 ; y—:cz).

bm 3
Seja (3 ¢ {O % g Zﬂ’ ?ﬂ} Se d = 0, temos ¢ = e = 0 que é o caso em que F' é linear. Se
d # 0, temos
_ dcosf _d(cos 3 — sen f3)
cos 3 —sen 3 N cos 3

logo, todos os coeficientes dos termos quadraticos de F' sao nao nulos. Podemos, através da
definigao (1.8), escrever

Qaop = bgo tanﬁ , a1l = bll tanﬁ € Qo — bog tan /6

Substituindo as relagdes acima nas equagoes (1.3) e (1.4), encontramos as seguintes relagoes

b11
bgo ﬁ e b(]g = bn(l — tan 6)

Ao substitui-las nas func¢oes coordenadas de F', damos um nova aparéncia como segue

2r — 4202z /c , y— +£22y/c
S — £2x/e , y — +2y/e
iy — +£2z/e |, y— +2y/e
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biptanfg by tan (1 —tan g3)
= — b1t
fi x+y+2(1—tan/6)x + by tan Sy + 5 Y
bll 2 bll(l — tanﬁ) 2
—y b e St s
f2 y+2ﬂ_mmﬁﬁr+1ww+ 5 y
Fazendo a seguinte mudanca de escala
T Y
€r— — _
b1 Y biy tan 3
no sistema de coordenadas da F', encontramos
Y tan 3 9 1—tang ,
x $+tan6+2(1—tanﬂ)x Ty 2tan (8 Y
P1Q2 ==
Y n tan 3 24 +1—tan/6 9
Y7901 —tanp) YT 2tang !

que chamaremos Forma normal P;(Q2.

Observamos que, nesse sistema de coordenadas, a diferenca das fungoes coordenadas é

1—tanp
fi—f=x+ yW
e que tan § (fi — f2)® é a parte quadrdtica das f;(i = 1,2). Com essa observagao
uwe ——(f) — rte quadrati (1= 1,2). rv
q 2(1 — tan 9 1 2 p q ¢
conseguimos escrever a inversa de P(Q)2
a2
R et )
L[z tan (8 2
PQ2 =
y tan B(z — y)?
2(1 — tan f3)

Para o caso em que os autovalores de F' sao iguais a —1, reescrevemos as equacoes (1.3) e (1.4),
utilizando (1.8), obtendo:
c(sen 3+ cosf) +dcosf =0 (1.20)

d(sen 3 + cosf3) +ecosf =0 (1.21)

Procedendo da mesma maneira em que os autovalores sao iguais a 1, determinamos sistemas
de coordenadas em que F' se escreve de maneira mais simples.
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. 3T
Assim, para (0 = T + k7, k=0,1, teremos

Flay)=(~z+y+a*, —y—2?) e Fla,y)=(y—2, —y—(y—2)?).

Para (6 = g + km, k=0,1, teremos

F(z,y) = (—x+y+y2, —y) . em que, F~(z,y) = (—:c+y — 2, —y) )

Para g =kn, k=0,1,

F(z,y) = (—x—iry , —y—l—(m—y)2), em que, F'(z,y) = (—x—y+:c2 , —y+x2).

T 37 3 Tmw

Agora, se 5 ¢ {0, BL Z,?T, 5 ,I} teremos F', em um novo sistema de coordenadas, escrita

da seguinte maneira

e Y tan (3 <$_ 1—|—tanﬁy>2
P02 ( x ) _ tan 8 2(1+ tanf) tan 3
Y

tan 3 <x_1+tan6 )2

v 2(1 4+ tanp) tan 3

que chamaremos Forma normal P_;()2. E sua inversa dada por

y  (z—y)
_l’ — —
L[z tan 3 2
P_1Q2 -
y tan f(z — y)?
2(1+tanp)
Dessa forma, para cada um dos autovalores A =1 ou A = —1 da parte linear de F', podemos,

através do parametro 3, determinar em qual caso se enquadra cada aplicagao dessas familias,
ou seja, cada uma delas é uma familia a um parametro. Além disso, cada membro dessas duas
familias possui uma inversa quadratica.

1.4 Conclusao

Vimos nesse capitulo que, se F' é uma aplicagao quadratica do plano, que preserva area e ori-
entacio, tal que F(c) = (c) para algum ¢ € IR? podemos encontrar um sistemas de coordenadas
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no qual sua apresentacao é mais simples. Essa apresentacao é unicamente determinada pela
familia a qual pertence. Nos casos em que os autovalores sao complexos, ou em que os autovalo-
res sao reais e sua parte linear pode ser diagonalizavel, a apresentacao depende apenas de seus
autovalores. No caso em que os autovaloeres sao reais e a parte linear nao é diagonalizavel a
apresentacao € determinada pela relacao de seus coeficientes dos termos quadraticos. Contudo,
podemos resumir o resultado mais interessante em um teorema que foi demonstrado ao longo
desse capitulo.

Teorema 1.3 Seja F' uma aplicagio quadrdticado do plano tal que F(0,0) = (0,0). Se F
preserva drea e orientacao, entao F' possui uma tnversa que também € quadrdtica preservando
drea e orientacao.

Na verdade, temos o caso mais geral

Teorema 1.4 Se F' é uma aplicacao quadrdtica do plano que preserva drea e orienta¢ao, entao
F € invertivel. Além disso, sua inversa também é quadrdtica e preserva drea.

Para demonstrar o teorema acima precisaremos do

Lema 1.5 Seja f : V. — W wuma aplica¢ao entre os espacos vetoriais V- e W. Se f(x) possui
uma inversa, entao f(x) + ¢, ¢ uma constante, € inversivel.

Demonstracao: Seja g(y) a aplicagao inversa de f(z). Definindo as fungées F(z) = f(x) + ¢
e G(y) = g(y — ¢), em que ¢ é uma constante qualquer. Temos que

F(G(y)=F(gly—c) = flgly—c)) +c=y+tc—c=y

G(F(x) = G(f(x) +¢) = g(f(x) + ¢ —¢) = g(f(2)) = =,

ou seja, f(x) + ¢ é inversivel e sua inversa é a aplicagao g(y — ¢). 0

Demonstracao do Teorema 1.4: Seja F' uma fungao quadratica do plano que preserva area
e orientacao. Entao ela é da forma

1 1

P ( T ) agk + aolry + §CL205L’2 + apjxy + §a02y2 -+ aoo
- 1 1

Yy biox + b1y + 5520952 + by + 5502?/2 + boo

Temos que F' é igual a uma fungao quadratica com ponto fixo (0, 0) mais um vetor independente
constante, ou seja,
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F(z,y) = G(z,y) + (agp , boo) , em que G é quadratica e G(0,0) = (0,0)

Como F' preserva area e orientagao, temos que G também preserva area e orientagao, pois
dF(z,y) = dG(z,y).

Pelo que vimos ao longo do capitulo, G se enquadra em um dos nossos casos, logo G é invertivel
e sua inversa é quadratica e preserva area. Pelo lema 1.5 temos que F' é invertivel e sua inversa
¢é dada por

F_l(ffay) = G_l(l' — Qoo , Y — boo)-

Como G7!(z,y) é quadrética e preserva area e orientacao, temos que G~ (z — agy,y — boo)
também é quadrética preservando area e orientacao. 0



Capitulo 2

Dinamica local: existéncia e
classificacao de Pontos Fixos

Iniciaremos o estudo propriamente dito da dinamica associada as aplicacoes quadraticas do
plano preservando a area. Neste capitulo, estudaremos os pontos fixos e suas caracteristicas.
Veremos que nossas aplicagoes EQ2 e HQ2 possuem pontos fixos e que os pontos fixos diferentes
de (0,0) também podem ser determinados pelo parametro de cada familia. Comearemos com
algumas definicoes necessarias para nosso estudo.

Um sistema dinamico em tempo discreto consiste em um conjunto nao vazio X e uma aplicacao
F:X — X. Paran € IN, a n—ésima iterada de F é a composicao F*" =FoFo...oF, n
vezes. Definimos FY como a aplicacao identidade, denotada por Id. Se F for inversivel, entao
Fr=F'loFlo...0oF ! n vezes.

Definigao 2.1 Se p € X, definimos a semi-drbita positiva como OF(p) = Ui F'(p). Caso
F seja inversivel, definimos a semi-drbita negativa como Oz(p) = Ui<oF'(p). A drbita de p é
definida como OF(p) U O%(p).

Definicao 2.2 Um ponto p € X ¢é dito periddico de periodo n > 0, se F"(p) = p.

A érbita de um ponto periédico é chamada de érbita periddica. Se F™(p) = p para todo n,
entao dizemos que p é um ponto fizo. Se p nao for um ponto fixo, mas periédico, entao o menor
n positivo tal que F"(p) = p é chamado perfodo minimo de p.

Vamos caracterizar um ponto periddico F"(p) = p de acordo com os autovalores de sua derivada
no ponto, d]-"ﬁ.

Definicao 2.3 Seja F uma aplicagao diferencidvel, p um ponto periodico de periodo n e \;,
i € IN, os 0s autovalores de dFp

24
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(i) Se, para todo i, |\;| # 1, entdo dizemos que p é hiperbdlico;

(i) Se, para todo i, \; for Complexo com parte imagindria nao nula e |N\;| = 1, entdo
dizemos que p é eliptico;

(iii) Se, para todo i, \; for Real e |\;| = 1, entdo dizemos que p é parabdlico.

Com a defini¢ao 2.3 e a hipdtese de preservar area da aplicacao quadratica F', como em (1.1),
vemos que se o ponto fixo p de F for

(a) hiperbdlico, entao os autovalores de dfp, A e sao ambos Reais e nao pertencem ao

X7
conjunto {—1,1};

(b) eliptico, entdo os autovalores de dFp sdo A = cosa +isena e A com amodr # 0;

(c) parabdlico, entao os autovalores de dFp sao Ajp =1 ou Ao = —1.

Como F'(0,0) = (0,0), de acordo com a defini¢do de ponto periédico, (0,0) possui periodo um,
ou seja, ponto fixo da aplicacao quadratica F'.

Podemos ainda perguntar se F' possui outros pontos periddicos. Contudo, o interesse principal
desse trabalho consiste em estudar apenas a dinamica em torno dos pontos fixos e as relacoes
entre eles. Seguindo essa idéia, investigaremos nas préximas secoes a existéncia de outros pontos
fixos e suas propriedades. Veremos que, utilizando as formas normais, classificaremos os pontos
fixos e inferiremos sobre sua estabilidade.

2.1 Existéncia de Pontos Fixos em EQ2

Seja F' uma aplicagao quadrética que preserva area tal que F'(0,0) = (0,0) e que a parte linear
de F' possua autovalores complexos. Como mostramos no capitulo anterior, a forma normal de
F é dada por

EQ2(z.y) = Ry o Qli.y) = ( Cos av —sena) (y x )

senq  Cos — 22
vemos que dEQ2 g possui autovalores cos a = isen a, aomod 7 # 0 e pela definigao 2.3, (0,0)

é um ponto fixo eliptico.

Proposicao 2.4 A aplicacao EQ2(z,y) possui outro ponto fizo (z,7) # (0,0). Além disso,
(Z,9) € hiperbdlico.
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Demonstragao: Resolvendo R, o Q(z,y) = (z,y), temos

Q(r,y) = R_a(z,9y)

e o sistema
(x , y—x2):(xcosa+ysena , —:):sena+ycosa)

2(1 — 2(1 — 2
tem como solugao {z =0,y = 0} ou {x = ﬂ,y = (—(:20304)}.
sen a sen? o

Chamaremos (7, ) o ponto fixo diferente de (0,0). Calculando dEQ2; 5 encontramos
dEQ2(i,§) = RaQ/(jv g) =

4sena(l — cos )

CoSy —sen 1 0 cos o + —sen «
_ sen o
seno  Ccos« -2z 1 4 cos (1l — cos )

sen o — COos
sen «

Como o trago de dEQ2(; 4 ¢ igual a 4 — 2cosa, (Z,¥) ¢ hiperbélico. Mais precisamente os
autovalores sao dados por A\ =2 —cosa + Veos2a —4cosa+ 3 com N\ € (1,3 + 2\/5) O

2.2 Existéncia de Pontos Fixos em HQ2

Seja F' uma aplicacao quadrética que preserva area e orientagao tal que F'(0,0) = (0,0). Nos
casos que F' possua parte linear com autovalores reais e nao possui forma normal H@Q2, a
aplicacado F' possui apenas (0,0) como ponto fixo. Logo, (0,0) é ponto fixo hiperbdlico se os
autovalores forem distintos. Caso contrario, (0,0) é parabdlico.

Tomaremos os casos em que F' pode ser escrita no Forma Normal HQ2
Mz — 2% + 22y — y?)

HQ2(x,y) = | 1
1 - z° + 2zy — y°)

1
Temos que dH(Q)2(,0) possui autovalores A e 3 Se A € IR\{—1,1}, entao (0,0) é um ponto fixo
hiperbodlico pela definicao 2.3.

Proposicao 2.5 Se (0,0) € ponto fizo hiperbdlico da aplicagio HQ2(x,y), entdo HQ2(x,y)
possui outro ponto fizo (Z,7) diferente de (0,0).
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Demonstragao: Vamos resolver HQ2(z,y) = (x,y). Dessa forma

A0 x — 2%+ 2zy — 92 x
1 prng
0 3 y — x? + 2xy — 1> Y

e encontramos o seguinte sistema

(z—y)?=y(l-N)
A2 =\ 1— )\ }

O

que, ao resolvé-lo, encontramos {x = 0,y = 0} ou {x = o 1)2,y = m

Chamaremos o ponto fixo diferente de (0,0) de (Z,7). Iremos determinar se (Z,7) é eliptico,
hiperbdlico ou parabdlico através do parametro A. Calculando dH @2z ), temos

dHQ2AT,9) = |  —2i-g) 1+2@-9 |=| 20N Gr=1)
A A AA+1) AA+1)

E seus autovalores sao as raizes do polindémio

2 _
p(k):k2+$k+l

XA+ 1, V=120 =3+ 2v2)(A — 3 - 2V2)
2 2

que sao ki = — . Assim, para \ # +1

(S

e se A <3 —2v2ou\>3+2V2, entdo (Z,7) é hiperbélico;

o se3—2v2 <\ <3422, entdo (Z,7) é eliptico;

e se A =3+ 22, entdo (#,7) é parabélico.
Se A = 1, todos os pontos da forma (Z,Z) serao pontos fixos parabdlicos de HQ2. Para o caso
que A = —1, (0,0) é o tnico ponto fixo de HQ2. Logo, (0,0) é parabdlico.
Chamamos de ponto fixo hiperbdlico reverso os casos em que o autovalor A\, além de ter

|A| # 1, ser negativo, ou seja, A < 0 e A # —1.

Proposicao 2.6 Sejam p e q pontos fixos distintos de uma aplicacio F', quadrdtica e conser-
vativa do plano. Se q € hiperbolico reverso, entao p € hiperbdlico nao reverso.
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Demonstracgao: Segue do fato que o trago de dF ser igual ao trago de dHQ2 e que

A -4 +1

tr(dHQ2(p)) = — 3

como q é hiperbdlico reverso temos que A < 0, logo tr(dHQ2(p)) > 0 que é a soma dos
autovalores de dF. O

Pela proposicao acima temos que se F' possui dois pontos fixos hiperbdlicos, entao, necessaria-
mente, teremos que ter um hiperbdlico reverso e o outro nao reverso.

2.3 Conclusao

Uma aplicacao F' que é quadrética, do plano no plano, tal que (0,0) seja ponto fixo, podem
ter outros pontos fixos além de (0,0). Se ela possuir forma normal EQ2 ou HQ2 garantimos
tal existéncia. Podemos também determinar sua caracteristica através do parametro de sua
familia. O teorema abaixo enuncia condi¢oes necessdrias e suficientes para termos um ponto
fixo eliptico e um ponto fixo hiperbélico.

Teorema 2.7 Sejam p e q pontos fixos distintos de uma aplicacdo quadrdtica do plano que
preserva drea tal que \ € autovalor de p. Entao q € eliptico se, e somente se p € hiperbdlico e

A€ (1,34+2v2).
Demonstragao: Pelo que vimos na secao 2.2 temos que
Se p é hiperbdlico e A € (1,3 +2v/2) C (3 — 2v/2,3 + 2v/2), entdo q é eliptico
e pela proposicao 2.4 temos que
Se q eliptico, entdo p é hiperbélico e A € (1,3 + 2v/2).

O

Dessa forma, se uma aplicacdo F' estd na forma S (1.17), determinada pela proposigao 1.2,
temos que (0,0) é um ponto fixo hiperbdlico. Temos, também, que (1,0) é o outro ponto fixo
de S. Pelo teorema 2.7 e pela relagao entre os parametros A e €, para termos (1,0) eliptico é
necessario e suficiente termos € € (0,4).



Capitulo 3

Dinamica em Torno do Ponto Fixo
Eliptico

Para exprimirmos um eventual critério sobre o comportamento dinamico em torno de um
ponto fixo eliptico p, de uma aplicacao F que preserva area, teremos que considerar os termos
nao lineares dessa aplicagao, ou seja, deveremos considerear as derivadas de ordem superior.
Neste capitulo apresentaremos condigoes que, com as quais, nos permitira compreendermos o
comportamento dinamico em torno do ponto fixo eliptico de EFQ2.

Veremos o conceito de estabilidade em torno de um ponto fixo e que a estabilidade pode ser
consdeguida pela existéncia de curvas invariantes por F em torno do mesmo. O Teorema do
Twis de Moser pode garantir a existéncia de tais curvas invariantes. A fim de aplicarmos o
teorema do Twist de Moser, apresentaremos uma conjugacao, introduzida por Birkhoff, em
que, nesse sistemas de coordenadas, a aplicacao F satisfaz as hipoteses.

3.1 A Forma Normal de Birkhoff da Aplicacao EQ2

Iniciaremos o secao apresentando o teorema da forma normal de Birkhoff para realizarmos a
conjugacao, proposta pelo teorema, em nossa aplicacao EQ2. A forma apresentada do teorema
abaixo, bem como maiores detalhes, encontra-se em [6].

Teorema 3.1 (Forma Normal de Birkhoff) Seja F : IR — IR* uma aplicacdo que
preserva drea, C*, com um ponto fizo eliptico na origem. Escreveremos ju = cosf + isend
o autovalor na forma complexa. Se existe algum inteiro q com

4<g<n+1

e que
W #£1 paral =1,2,..q,

29
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entdo existe um sistema de coordenadas complexo de tal forma que F se escreve como
2 — F(2,2) = pze'™® 1 g(2,%),

em que

a(2Z) = a1|z)* + ... + aglz|*, s = E-‘ -1,

([ ] representa o menor inteiro maior ou igual) é um polinémio real em |z|? e g se anula, assim
como suas derivadas de ordem maior que ¢ — 1, em z =% = 0.

O primeiro coeficiente de Birkhoff, a;, pode ser calculado através da equacao

(2cos0 — 1)|co|?
2cosf+ 1 ’

sen 0
2cosf — 1

o 2

ap = \9(02’1) (3‘0270‘ + (31)
em que J(z) é a parte imagindria do ntimero complexo z e ¢; ; é o coeficiente do termo 2z7 da
primeira fungao coordenada na complexificagao de F. Os cdlculos dessa equagao econtram-se

em [3].

Faremos agora a complexificagao de EQ2, como em (1.11), caso em que (0,0) é um ponto fixo
eliptico, ou seja, introduziremos uma mudanca em coordenadas complexas z = x+1y,zZ = xr—1y.
Teremos como finalidade calcular o primeiro coeficiente de Birkhoff e aplicar o Teorema da
Forma Normal de Birkhoff.

Explicitando = e y em funcao de z e Z, temos

Dessa forma, apds algumas simplificagoes , encontramos

EQz(z):ew<Z_'__'___

Calculando o primeiro coeficiente de Birkhoff através da equagao (3.1) temos

1 sena(dcosa+1)
= - . 2
“ 8 (cosa—1)(2cosa+ 1) (32)

T 2w
Finalmente, se a ¢ {l{;—, [—; k, 1 inteiros}, poderemos escrever ()2 como proposto no Teo-

2773
rema de Birkhoff
21— ze'@tal) L O(2|Y). (3.3)
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Veremos, a seguir, que o Teorema do Twist de Moser garantird a existéncia de curvas invariantes
em torno do ponto fixo eliptico nos casos em que a; esta definida e seja nao identicamente nula.
Como podemos perceber pela equacao (3.2), a; s6 se anula nos valores em que « satisfaz
cosa = —1/4 e estd definida se cosa # —1/2 (j4 que por hipétese o # km, para algum k
inteiro). Enunciaremos na préxima se¢ao o teorema do Twist de Moser com a finalidade de
determinarmos a estabilidade do ponto fixo eliptico de FQ2.

3.2 A Estabilidade do Ponto Fixo Eliptico de EQ2

Comegaremos esta se¢ao com a definigao de estabilidade. Nosso objetivo é provar a estabilidade
do ponto fixo eliptico para condigoes genéricas no parametro o de E()2 aplicando o Teorema
do Twist de Moser. Maiores detalhes podem ser encontrados em [6].

Definicao 3.2 Dizemos que um ponto fixo (xo,yo) de F € estdvel se, dado € > 0, existe § > 0
tal que, |(x,y) — (zo,yo)| < 9 temos |F"(x,y) — (zo,y0)| < € para todo n > 0.

Definicao 3.3 Considere o anela < r < b, em que 0 < a < b, e a aplicagao que preserva drea

dada por
(9>H(e+v<r>)'

A aplicacao acima € chamada de aplicacao twist, pois esta deixa cada circulo de raio contante
dy
dr

wmvariante e suas orbitas sao rotacoes desses circulos. Faremos a restri¢ao # 0 no anel a

fim de que o angulo de rotacdo nao seja constante e dependa do raio.

Teorema 3.4 (Twist de Moser) Considere a sequinte perturbagao de uma aplica¢ao twist que
preserva drea em coordenadas polares

( . ) — ( 01 () ) +eg(e,r,0) (3.4)

d
definida no anel a < r < b tal que d_v # 0, com g € C? e || suficiente pequeno. Entdo dado
r

um nimero w,y(a) <w < (b) e w # 2mwp, p racional, satisfazendo

w p

> olg|—5/2
o g > c|q|

para todo p, q, inteiros, existe uma curva fechada diferencidvel
r(1) = Gi(e, 1)
O(1) =1+ Ga(e, 1)
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G1 e Gy periddicas, de periodo 2w em T, que é invariante em rela¢ao a aplicagao (3.4). As

orbitas positivas da curva (3.5) sao dadas pela rota¢io T — T + w.

Escrevendo a aplicacio (3.3) em coordenadas polares z = re temos
2(r,0) = re? —s relfeilatarr?) 4 O(|r|*) = (r,0 + o+ ayr®) + O(|r|")
e vemos que estd na forma (3.4).

Para os casos que

1 1
a¢ == {l{;g, l%, arccos(—z) + 2m, arccos(—ﬁ) +2nm;k,l,men inteiros}

temos, pelo Teorema do Twist de Moser, a existéncia de curvas invariantes em torno do ponto

fixo eliptico (0,0) da aplicagdo EQ2.

Figura 3.1: Curvas em torno de ponto fixo eliptico: o = 0.417 (e = 1.5)

Mostraremos que a estabilidade em torno do ponto fixo eliptico é uma conseqiiéncia da exis-

téncia de curvas invariantes em torno do mesmo.

Teorema 3.5 Seja F' uma aplicagcao quadrdtica do plano que preserva drea e orientacdo. Se p
¢ um ponto fixo eliptico de F' e o parametro o & = | entdo existe um compacto invariante por

F em torno de p.
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Figura 3.2: Pontos fixo eliptico com ressonancia: a = w/3 (e = 1.0)

Demonstracao: Seja p ponto fixo eliptico de F'. Podemos supor, sem perda de generalidade,
que (0,0) é o ponto fixo eliptico. Dessa forma, como visto acima, temos a existéncia de curvas
fechadas invariantes em torno de (0,0). Seja v(s) uma das curvas fechadas invariantes em torno
de (0,0) e I' a regido compacta que ela determina, logo p € I'. ' possui medida positiva, pois
7 estd contida num anel. Como F' é um difeomorfismo, temos que F(I') é um compacto tal que
v = F(v) C F(I'). Vamos provar que F(I') =T.

Seja X € intl' que é conexo por caminhos. Suponha que F(X) ¢ I'. Para toda curva £(t),
t € (0,1), tal que £(0) = (0,0) e (1) = X, F(¢) intercepta v em pelo menos um ponto. Logo,
toda curva [ também deveria interceptar v, o que é um absurdo. Como I' C F(TI'), F(y) =~ e
F' é um difeomorfismo que conserva area, temos F(I') =T, O

Pelo teorema (3.5), acima, e pela defini¢ao 3.2 de estabilidade de um ponto fixo, temos que, se
a ¢ =, entao o ponto fixo eliptico de EQ2 é estével.



Capitulo 4

Dinamica com Ponto Fixo Hiperbdlico

4.1 Preliminares: Dinamica Hiperbdlica

O teorema de Hartman e Grobman afirma que o comportamento dinamico de F em torno de
um ponto fixo hiperbélico p é localmente conjugado a parte linear dFp. Para a compreensao
do comportamento dinamico global de um difeomorfismo F, estudaremos como se comportam
as variedades Estavel e Instavel, que apresentaremos no teorema 4.2, associadas a um ponto
fixo hiperbdlico.

Teorema 4.1 (Hartman-Grobman [11])Seja F : IR" — IR", C*, e p um ponto firo
hiperbélico. Entao existem vizinhangas V(p) e U(0) no espago tangente e um homeomorfismo
h:U—V tal que

hodfp:foh.

Figura 4.1: Dinamica local de F' em torno de (0,0) dada pela dFy g

Agora, seja F' da forma (1.1) e (0,0) hiperbdlico. Pelo teorema de Hartman-Grobman temos
que a dinamica em torno do ponto fixo (0,0) pode ser estudada pela derivada dF|q ), pois F' é

34
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localmente conjugada em torno de (0,0) a

A
dF(QQ) -

= O

Na figura 4.1 esquematizamos este comportamento.

Teorema 4.2 (Teorema da Variedade Estavel [13])

Seja F:U C IR* — IR", C* com 1 < k < oo e F(p) = p. Além disso, IR" decompde-se em
autoespagos de DFp, IR" = E* @ E°® E°, que correspondem aos autovalores de DFp maiores
que um, igual a um e menores que um. Eziste um vizinhanga de p, V C U, tal que W*(p,V, F)
e W(p,V,F) sao variedades C*, tangentes aos espagos E° e E", respectivamente, e sdo ca-
racterizadas pelo raio de convergéncia exponencial das orbitas de p como se seque: Assumindo
que 0 < <1 < X e as normas em E° e E" sdao escolhidas de tal forma que HD]-"p\ES < e
m(DFp|E") > X. Entdo

W(p,V,F) = {qeV: d(F(q),p) < pdlgp) ¥j>0]
W'(p,V,F) = {qeV : d(F7(q),p) <A 7d(gp) Vj >0}

|4
4

t
Figura 4.2: Os espagos: E° e E*; e as variedades: W* e W™,

Como estamos interessados em aplicacoes do plano no plano, veremos abaixo uma versao do
Teorema 4.2 para o caso em que F : U C IR*> — IR?

Teorema 4.3 Seja F : U C IR* — IR?, C* com 1 < k < oo, F preserva drea e p é um ponto
fizo hiperbolico. Ewiste uma decomposi¢ao em autoespagos de dF'p, tal que, IR* = E° @ E",
correspondendo aos autovalores \™' e A > 1 de dFp, respectivamete. Existe um vizinhanga de
p, V C U, tal que W*(p,V, F) e W¥(p,V, F) sao variedades C*, tangentes aos subespagos E*
e B*, respectivamente, e sao caracterizadas pelo raio de convergerécia exponencial das orbitas
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<\t

de p como se seque: As normas em E° e E* sao escolhidas de tal forma que Hde\ES
e m(dFp|E") > A\. Entdo

Wi (p,V,F) = {qeV: d(F/(q),p)<(\")d(gp) Vj>0]
W'(p,V.F) = {qeV : d(F7(q),p) <\ 7d(gp) ¥j >0

Os teoremas 4.2 e 4.3 garantem a existéncia de variedades invariantes diferenciaveis, porém
explicita-las globalmente é um trabalho extremamente complicado dependendo da aplicacao F.
No entanto, tentaremos neste trabalho dar uma descricao qualitativa global da dinamica por
aplicagoes quadraticas conservativas do plano.

4.2 Existéncia de Pontos Homoclinicos

Vimos na sessao 2.3 que quando (0,0) é ponto fixo hiperbdlico da aplicagao F', em que F' estd
definida como em (1.1), podemos colocé-la, salvo alguns casos, na forma HQ2. Pelo Teorema
4.3 temos a existéncia dessas variedades W*® e W* em torno de (0,0). Veremos nesta segao a
existéncia de intersecoes das variedades e suas consequéncias na dinamica.

Definicao 4.4 Seja p um ponto hiperbolico de um difeomorfismo F : U C IR" — IR", U
aberto de IR". Um ponto q € U é chamado homoclinico de p, se q# p e g € W*(p)NW"(p).
Se a intersecao for transversa, ou seja, se 0s espacos tangentes interceptarem-se transver-
salmente no ponto q, dizemos que ele é um ponto homoclinico transverso [2].

Na proposicao abaixo, veremos que a 6rbita de um ponto homoclinico q é um conjunto infinito.

Proposicao 4.5 Seja p um ponto fixo hiperbolico de um difeomorfismo F. Se as variedades
interceptarem-se em um ponto q # p (g € W¥(p) N W¥(p)), entao W*(p) N W*(p) é um
conjunto infinito.

Demonstragao: Seja q € W#(p) N W*(p) e q # p. Entao F(q) € W#(p) N W¥(p), pois

lim 7*(F(q)) = lim F*(q) e lim F"(F(q)) = lim F"(q).

n—oo n—oo n—oo

Dessa forma temos que Ox(q) C W?*(p) N W*(p).

Agora, como W* (respect. W*) nao possui pontos peridédicos de F além de p, pois do contrario
(F™(q)) # p(respect. (F~™(q)) # p), temos que Ox(q) é um conjunto infinito. 0

Veremos, a seguir, a existéncia de pontos homoclinicos para nossas aplicacoes quadraticas nos
casos que possuirem forma normal H(Q2.
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Proposicao 4.6 Seja ' uma aplicacao quadrdtica do plano que preserva drea e orienta¢ao
como em (1.1). Se F possui forma normal HQ2 com \ > 1, entdo as variedades W* e W™
interceptam-se em um ponto q = (z,0), T # 0.

Para demonstrarmos a proposigao 4.6 utilizaremos a forma S (1.17), conjugada a HQ2, da
proposicao 1.2. Antes de demonstrarmos a proposicao 4.6, apresentaremos alguns lemas que
serao utilizados na demonstracao da mesma.

Lema 4.7 Existe uma aplicacio R, chamada reversor, tal que Ro S = S~ o R com R? = Id,
em que Id representa a matriz identidade.

—1

1
Demonstracao: Seja R definida por ( 0 ) Claramente temos que R? = Id. Agora, se

(R o S)? = Id teremos provado nossa afirmagao. De fato

B ) [ (PR E G [ P)
e P | B PP B e | B Y

O

No proximo lema mostraremos que é possivel levarmos W* em W" através da aplicacao R, o
que implica uma simetria no nosso problema.

Lema 4.8 Seja R o reversor do Lema 4.7. Entao R(W?®) =W*" e R(W") = W*.

Demonstragao: Seja (z,y) € W*. Temos que
lim 8" (2,) = (0,0)

Além disso, pelo Lema 4.7, temos que RoS~"oR(x,y) = S"(z,y). Como R é um homeomorfismo
linear segue que ([9]) existem b, ¢ > 0 tais que

bl (z,y)| < |R(z,y)| < cl(z,y)].

Dessa forma
blS™" 0 R(z,y)| < [Ro 57" 0 R(z,y)| = |S"(z.y)|

e quando n — oo temos que |S™" o R(x,y)| — 0, ou seja, R(z,y) € W*.
A demonstracao de que R(W") = W* ¢ anéloga. m

A seguir, demonstraremos que a variedade instavel W* passa do 1° quadrante para o 4° e,
portanto, cruza o eixo x em um ponto que, pela simetria dada pelo reversor e pelo fato deste
deixar o eixo Ox invariante, necessariamente pertence também a variedade estéavel W?*.
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Lema 4.9 Seja (x,y0) € IR* 79 > 0 e 3o > 0. Entdo existe n € IN tal que o iterado
S™(z0,Yo) = (T, Yn) possui coordenada y, < 0.

Demonstragao: Vamos provar, primeiramente, que se o < 1, entao existe k € IN tal que
xr > 1. Suponhamos que o fato acima nao ocorra, como 0 < zg < 1 e yg > 0, entao pela
aplicagao S

T1 = To+ Y1 > To+ Yo
U1 Iyo—i-exo(l—xo) > Yo

e ainda
To =1+ Yo > To+ Y1+ Y2 > To + 2y

yo =11 +ex (1 —x1) >

Procedendo dessa forma, temos que xy + kyy < z, < 1 para todo k. Isto é um absurdo, pois
dado uma constante ¢ € IN, existe k € IN tal que xg + kyg > c¢. Sendo assim, temos nossa
afirmagao demonstrada.

Temos que se zo < 1 e 3o > 0, entdo, para algum k, o iterado S¥(zg, yo) ultrapassa a reta r = 1.
Para demonstrar o lema podemos, entao, supor que xy > 1.

Suponhamos que para todo n € IN temos ¥, > 0. Assim, pela aplicacao S

T1=x9+ Y1 > x9>1

Y1 = Yo + €xo(1 — o) < Yo,

¢ To =21+ Yy > X1 > Tg>1
yo =11 +ex1(1 — 1) < yo + exo(l — zo) + ex1(1 — 1) < Yo.
Como
2o(1 — z0) > xo(1 — 1) > 21(1 — 1)
temos

yo = 1 + ex1(1 — 1) < yo + 2€x0(1 — z9).

Procedendo dessa forma, yo+n exo(1—z9) > y, > 0. Como z¢(1—xy) < 0 teremos um absurdo,
pois dado ¢ € IN, existe n € IN tal que y,, < —c.

Concluimos assim a demonstracao do nosso lema. 0

Demonstracao da Proposicao 4.6: O autoespaco instavel E" esta associado ao autovetor

€+ Ve2 +4e
v = , €>0.

2e
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Entao existe (zg,y0) € W" tal que (xg,y0) € Bs(0,0), § <1, 29 >0 e yo > 0. Pelo Lema 4.9 e
pela continuidade de W* temos que existe n > 0 com S™(zo, yo) = (Tn, Yn), Tn > 0ey, <0, ou
seja, W intercepta o eixo 0z. Seja (T,0) o ponto de intersegao. Temos que R(Z,0) = (Z,0).
Pelo Lema 4.8 temos que (7,0) € W*. O

Infelizmente nao conseguimos demonstrar que a intersecao das variedades é transversa em algum
ponto. Ocorrendo este fato garantiremos a existéncia de conjuntos hiperbdlicos tipo Ferradura
de Smale [11]. Contudo, nas figuras abaixo, podemos perceber transversalidade na interse¢ao
das variedades associadas ao ponto fixo p = (0,0).

Figura 4.3: Variedades instavel e estdvel, com intersecao (¢ = 0.9 e 4/3)

4.3 Outros Aspectos da Dinamica em HQ2

A existéncia de pontos homoclinicos (transversais) ja nos diz que a dinamica da aplicagado HQ2
¢é bastante rica devido a existéncia de um conjunto tipo Ferradura de Smale. Entretanto, outras
propriedades globais podem ser obtidas usando a forma normal. Nosso objetivo nesta secao
é obter um subconjunto invariante que contenha a dinamica interessante. Tal subconjunto
situa-se no complementar das orbitas assintéticas ao oo.

Vamos supor que F' estd na forma HQ2.

Proposicao 4.10 Seja

HQ2x,y) = (A — (2~ 1)), 3 (v — (2~ 9)?))
comA>1. Sex <0 e (x,y)#(0,0), entao a sequéncia |HQ2"(x,y)| — oo.

Demonstragao: Seja (xq, ) # (0,0) e 2o < 0, entdo, como A > 1, temos que

x1 = Mz — (20 — 10)?) < Az < 0;
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Ty = >\(.§L’1 — (Il — y1)2) < ATy < )\2.]70 < O,
Ty = )\(xn—l — (xn—l — yn—1)2) <A1 < -0+ < )\”xo < 0.
Logo, x, é decrescente. Além disso, dado um inteiro ¢ > 0 temos que existe n, natural, tal
que A" > c¢. Dessa forma a sequéncia \"xq é ilimitada inferiormente. Portanto, x, é ilimitada

inferiormente. Como basta uma das coordenadas de HQ2"(x,y) ser ilimitada para essa ser
ilimitada, temos nossa afirmagao demonstrada. O

A proposigao acima mostra que todos os pontos do semi plano z < 0, exceto por (0, 0), possuem
infinito como limite pelos iterados da aplicacao H(@Q2. Dessa forma, vamos nos concentrar na
dinamica contida no semi-plano x > 0. Para compreender a dinamica contida nesse conjuto,
recorreremos a aplicacao

S(z,y) = ((1+e)x+y—ex2,ex+y—ex2) e>0
conjugada a H(Q2, vista na proposicao 1.2. Pela conjugacao entre HQ2 e S, temos que o

eixo Oy no sistema de coordenadas de HQ2 é o espago estavel F* determinado pela diregao do
autovetor

ng(e—m , 26)

no sistema de coordenadas de S. Definiremos o conjunto que esta no semi-plano inferior a E*
(inclusive), no sistema de coordenadas de S, por

A={(z,y) € R* |z =tle — Ve +4e), y < 2e, t € R}.
Como a aplicagao que realiza a conjugacao preserva orientacao, temos que o semi-plano z < 0
no sistema de coordenadas de HQ2 é o conjunto A.
Dessa forma, se (z,y) € A — (0,0) temos que

lim S"(z,y) — oo.

n—oo

Podemos nos perguntar quem é a imagem inversa de E°, ou seja, S™(E?).

Vamos encontrar a imagem inversa da reta t - vy, t € IR. Aplicando S™1(¢ - v;) encontramos
STt - vy) = (—te — 1V + de | 2te — e(—te — tVe® + de)(1 — (—te — t\/m»)

que é a parametrizagao de uma parabola em funcao do parametro t.

Escrevendo a pardbola na forma y = f(z), temos

2¢
r = —te — t\/e2 + 4de e r)=ex? —z e+ ——m8——|.
/(@) ( e+\/e2+4e>
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S~L(t - vy) divide o plano em dois conjuntos

B = {(x,y) e R |f(x) <y}
¢ = {(wy) e R |f(z) >y}

Figura 4.4: Os pontos da regiao B — (0,0), tendem para oo sob S

Proposigao 4.11 Sejam A e B os conjuntos definidos acima. Entio S~'(A) = B.

Demonstragao: A imagem por S~! de qualquer reta paralela & E* dada por t - vy — (¢, ¢), ¢
uma constante positiva, é a pardbola y = f(z) — ¢, que esté abaixo de f(z). O

Logo, lim,, .., S™(B — (0,0)) — oo.

Dessa forma, precisamos estudar a dinamica em C para entedermos toda a dinamica envolvida
em S.

Proposicao 4.12 Eziste um conjunto U, compacto, contido no semi-plano x > 0 tal que se
(z,y) € {(z,y) € IR*| © > 0} — U (complementar relativo ao semi-plano x > 0), entdo
S"(z,y) — oo.

Demonstragao: Seja f(z) a parabola que determina os conjuntos B e C. Temos que S(0,y) =
(y,v), logo S(0,y) intercepta a pardbola f(x) em dois pontos determinados pela equagao

2¢ 2¢
2
et —zlet——0—mm--|=2 <— zx|lex—1—-€— —+——1]=0
< e+\/e2+4e> ( €—|—\/€2—|—4€>

2
que possui raizes x =0ouz =1+ -+

€ e+ +4e

Dessa forma temos que S™*(f(x)) intercepta o eixo Oy nos pontos
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1 2
0,0 e 0l4-—F— o
(0,0 < € €+\/€2+4€>

Seja U = {(z,y) € S7Y(C)| x > 0}. O interior desse conjunto é nao vazio, pois o ponto fixo
(1,0) estd no interior de C. Logo, existe Bs(1,0) C intU para algum 6 > 0. Dessa forma, se
(z,y) € {IR*| x ¢ U e > 0} temos que S(z,y) € B, logo

lim S"(z,y) — 0.

n—oo

Figura 4.5: Imagem inversa do espaco estével e direta do eixo y sob S, (e = 4/3).

A regiao hachurada da figura 4.5 contém todos os pontos do semiplano direito que nao tendem
para oo sob S.

Figura 4.6: Varias iteradas inversas da pardbola f(x) (e = 4/3)

Podemos interpretar a proposicao acima da seguinte maneira:

Se (z,y) ¢ U ex >0, entdo lim, o, S™(x,y) — oo. Além disso, se algum iterado de um dado

ponto (x,y) possui coordenada x > 0 e lim, ., S"(x,y) /4 o0, entdo esse iterado, bem como
todos os seus iterados, pertencem a U.
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Vamos analisar o conjunto limitado pela parabola (z, f(z)) e o eixo (0,y).

Proposicao 4.13 Seja (zg,y0) € Il = {(2,y) € IR*| y > f(x) ex < 0}.
Se S™(xo,yo) € II para todo n, entdo (xg,yo) € W?.

Demonstracao: Seja (o, o) € Il = {(x,y) € IR?| y > f(z) e x < 0}, entdo
S(wo, o) = ( To + Yo + €xo(l —x0) , Yo+ €xo(l — o) ) = (21,1)

Se x1 > 0, entdo (z1,y1) € U ou (z1,11) € {(:E,y) cIR*|z>0e (v,y) ¢ U}. Este caso foi
discutido acima.

Se 1 < 0ey; < f(x1), entdo (x1,y1) € B, logo S™(z,yo) tende ao infinito.
Sex1 <0ey; > f(xr1) >0, entdo (z1,y;) € [l e

I0<$0—|—y1:l’1<0
0<y1:y0+6:£0(1—a:0)<y0

Seja S™(xo,Yo) = (T, Yn), temos que (z,,y,) pertence a apenas um dos seguintes conjuntos
U, 11 ou (U UTI)®,
pois U e II sao disjuntos. Como (U UII)¢ C S™(B), podemos supor que (z,,y,) € II, para

todo n, pois ainda nao conhecemos o comportamento dinamico nesse caso. Entao

x0<x1<x1—|—y2:x2<~-~<xn<0
Y>>y ten(l—x)=y2> >y, >0

(x,) é uma sequéncia crescente limitada superiormente por 0 e (y,,) ¢ uma sequéncia decrescente
limitada inferiormente por 0. Logo, se todos os termos da sequéncia (z,,y,) pertencem a II
temos que

Isto implica que (zg,yo) € W*. O

O préximo teorema nos dard informacao da dinamica de um ponto do conjunto U que possua
algum itereado nao pertencente a U.

Proposicao 4.14 Seja (xo,y0) € IR? tal que S*(x0,y0) = (z,yr) € U. Se existe | > k tal que
S (o, yo) & U, entdo lim,, o S™(g, yo) — 00.
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Demonstragao: Se S'(zo,yo) ¢ U UIL, entdao S™(xo, yo) — 0o. Vamos provar que S'(xg, yo) ¢
II. Suponha que (zg,yx) € U. Pelo lema 4.9, temos que se z; > 0 e y, > 0, entao existe n,
tal que S™(Tg, Yx) = (Tktn, Ytn), €M que Tpyp > 0 € yri, < 0. Dessa forma, suporemos que
Sk(xg,10) estd no quarto quadrante. Seja [ tal que S%(xg,y0) € U, para i = k,...,l — 1, e
Sz, 10) ¢ U. Considere S'(xq,y0) = (z1,41). Se y; > 0, entdo x; > 0 e S'(zq,yo) ¢ II. Agora,
se y; < 0 teremos os casos em que |y;| < x;-1 e |y| > x;_1. No primeiro caso teremos z; > 0 e
(x1,41) ¢ II. No segundo caso teremos x; < 0, mas como y; < 0, S'(zg, yo) € B. O

Dessa forma, temos que a dinamica nao trivial determinada por uma aplicacao quadratica do
plano, que preserva area, orientacao e possua ponto fixo hiperbdlico, estd na variedade estavel
W* ou no conjunto U da proposicao 4.12. Vamos reescrever esse fato no seguinte teorema.

Teorema 4.15 Seja (z,y) € IR?. Se (S"(x,y)) / oo, entio S™(x,y) € U para algum n € IN,
ou (x,y) € W.

Demonstracao: Segue diretamente das proposicoes 4.12, 4.13 e 4.14. 0

Pelo teorema acima, temos que se S possui pontos periddicos, entao esses pontos devem per-
tencer a U.

Vimos na proposicao 4.6 da secao anterior a existéncia de pontos homoclinicos associados ao
ponto fixo hiperbdlico (0,0) da aplicagao S, conjugada a HQ2. Encerraremos nosso capitulo
com o teorema que determina o conjunto em que se encontram os pontos homoclinicos.

Teorema 4.16 Seja p um ponto homoclinico associado ao ponto hiperbdlico (0,0) da aplicagdo
S. Entao, Og(p) C U.

Demonstragao: Como p é homoclinico, temos que p € W* N W*". Logo, (S"(p)) — (0,0).
Pelo teorema 4.15, temos que Og(p) C UUIL. Vamos provar que nao existe ¢ € Og(p) tal que
q € II. Seja ¢ € Os(p), entdo existe k > 0 tal que S7*(q) pertence a UNW* ou a BNW*Y, pois
o espaco instavel E" esta associado ao autovetor v, = (6 +Ve2 +4e 26), e > 0. Se S‘k(q)
pertencesse a B terfamos S~*(q) ¢ W*. Logo, ¢ ¢ BN W". Assim, existe k tal que S~*(q)
pertence a U e, pela proposigao 4.14, g ¢ 11 O



Capitulo 5

A imagem completa: Conclusao

Seja F' uma aplicacao quadratica do plano que preserva drea e orientacao possuindo dois pontos
fixos, p e q. Nesta primeira parte do capitulo, assumiremos p hiperbdlico com parametro A > 1.
Dessa forma, fazendo a conjugagao que leva p em (0, 0), temos, pela proposigao 1.2, que F pode
ser escrita na forma

Sy)=(z+y+er(l—2) , y+ex(l—2) ), e>0, (5.1)

de tal maneira que q é levado no ponto (1,0). Temos, ainda, (1,0) eli ptico para € < 4,
hiperbdlico reverso para € > 4 e parabdlico para € = 4.

Observamos que, caso € seja igual a 0, a aplicagdo S é um cisalhamento linear (integravel)
e para € < 0, o papel dos pontos fixos é invertido. De fato, fazendo a seguinte mudanca de
coordenadas (conjugagao)

r—1—-x y— —y

a qual leva (0,0) em (1,0) e vice-versa, encontramos

S(:L',y):(x+y—ex(1—x) , y—ex(l—x) ), e > 0.

que é equivalente a trocarmos € por —e. Portanto, basta considerarmos valores positivos para
0 parametro €.

Nessas circunstancias temos, como visto no capitulo 4, a existéncia de pontos homoclinicos
associados ao ponto (0,0), bem como a existéncia de um compacto U que contém toda a
dindmica nao trivial de S (teorema 4.15). Vimos, no teorema 4.16, que os pontos homoclinicos
devem estar contidos em U.

Assim, tomando € no intervalo (0,4), ou seja, q = (1,0) é ponto fixo eliptico, garantimos
a existéncia de curvas invariantes em torno de (1,0) nos casos em que o parametro « nao
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. , . 5 )
pertence a =, como vimos no capitulo 3. Isso é equivalente a termos € € (0,4) — {2, o 3}. Além

disso, temos, pelo teorema 3.5, a existéncia de um compacto I', invariante por S, em torno de
(1,0). Logo, as curvas invariantes e o compacto I' devem estar contidos em U.

Nas figuras abaixo apresentamos o espaco de fase obtido pela iteracao numérica de algumas
condigoes iniciais para dois valores distintos de 0 < € < 4. Estas condigoes foram escolhidas
para exemplificar a dinamica dos pontos que nao tendem para oo.

Figura 5.1:

Figura 5.2: Figura representando a dinamica de S quando (1,0) é eliptico e e = 4/3
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Na figura abaixo, apresentamos o espaco de fase no caso em que os dois pontos fixos sao
hiperbélicos (¢ > 4) para o parametro ¢ = 4.5. Observamos que, para as condigoes iniciais
escolhidas, as variedades Wiy € Wi ) estao inteiramente contidas em U. Como nesse trabalho
nao priorizamos o comportamento dinamico para o caso em que um ponto fixo fosse hiperbdlico
reverso, nao sabemos dizer ao certo se existem pontos de W(jw) (j = u, s) tais que nao estejam
em U. Caso haja a existéncia de tais pontos, poderemos ter intersecao heteroclinica. Contudo,
pelos aspectos dos espacos de fase observados, caso exista algum ponto de W(jw) (j = u, s) nao
pertencente a U terfamos W o) N W ) # 0 ou W o) "W o) # 0, que ndo podem ocorrer. A
conclusao desse tema serd deixada para um estudo futuro.

Figura 5.3: Ambos pontos fixos sao hiperbdlicos para € = 4.5.

Finalmente, apresentamos o espago de fase no caso em que F' estd na forma P,Q2 (parte linear
de F' nao diagonalizavel com autovalores iguais a 1) para valores do parametro § = arctan1/d
com d = 0.5. Neste caso, (0,0) é o tinico ponto fixo da aplicacdo P;Q2. Logo, (0, 0) é parabdlico.

Figura 5.4: Espaco de fase da aplicacao P;Q2 com d = 0.5

Para o caso em que F' estd na forma P_;Q)2 (parte linear de F' nado diagonalizdvel com au-
tovalores iguais a —1) teremos dois pontos fixos. O ponto fixo (0,0) é parabdlico e o outro
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Figura 5.5: Espaco de fase da aplicacao P;()2 com d = 0.5, degenerado.

ponto fixo (Z,7) é hiperbdlico com autovalores \; o = 3 + 2v/2. Nos casos que F possui dois
pontos fixos, mas a parte linear de F' nao é diagonalizavel e nao possui forma P_{()2, também
teremos o ponto fixo diferente (0,0) hiperbdlico com A\ = 3 £ 21/2. Nestes casos, através de
uma conjugacao, teremos a aplicagdo F' escrita na forma S (5.1) com € = 4. Assim, temos a
descricao da dinamica associada a forma P_;()2 determinada pela aplicagcao S.
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