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A Educagio a Distincia (EAD) é uma modalidade de ensino que busca
promover insercdo social pela dissemina¢io de meios e processos de
democratiza¢do do conhecimento. A meta é elevar os indices de esco-
laridade e oferecer uma educacio de qualidade, disponibilizando uma
formacio inicial e/ou continuada, em particular, a professores que nio
tiveram acesso a esse ensino.

Nio se pode ignorar que é fundamental haver, sempre, plena conexio
entre educagio e aprendizagem. A modalidade a distancia é um tipo
de aprendizagem que, em especial na Universidade Federal de Minas
Gerais (UFMG), j4 estd concretizada como um ensino de qualidade.
Hoje, a aprendizagem tornou-se, para todos os profissionais dessa
universidade envolvidos no programa de Educagio a Distincia, sin6-
nimo de esforco e dedicacio de cada um.

Este livro visa desenvolver no curso a distdncia os mesmos conheci-
mentos proporcionados num curso presencial. Os alunos estudario
o material nele contido e muitos outros, que lhe serdo sugeridos em
bibliografia complementar. E importante terem em vista que essas
leituras sdo de extrema importancia para, com muita dedica¢io, avan-
carem em seus estudos.

Cada volume da coletanea esta dividido em aulas e, em cada uma delas,
trata-se de determinado tema, que é explorado de diferentes formas
- textos, apresentacdes, reflexdes e indagagdes tedricas, experimenta-
¢bes ou orientac¢des para atividades a serem realizadas pelos alunos. Os
objetivos propostos em cada uma das aulas indicam as competéncias e
habilidades que os alunos, ao final da disciplina, devem ter adquirido.

Os exercicios indicados ao final de cada aula possibilitam aos alunos
avaliarem sua aprendizagem e seu progresso em cada passo do curso.
Espera-se que, assim, eles se tornem auténomos, responsaveis, criticos
e decisivos, capazes, sobretudo, de desenvolver a prépria capacidade
intelectual. Os alunos ndo podem se esquecer de que toda a equipe
de professores e tutores responsaveis pelo curso estard, a distancia ou
presente nos polos, pronta a ajuda-los. Além disso, o estudo em grupo,
a discussdo e a troca de conhecimentos com os colegas serdo, nessa
modalidade de ensino, de grande importancia ao longo do curso.

Agradeco aos autores e a equipe de produc¢io pela competéncia, pelo
empenho e pelo tempo dedicado & preparacio deste e dos demais
livros dos cursos de EAD. Espero que cada um deles possa ser valioso
para os alunos, pois tenho certeza de que vao contribuir muito para o
sucesso profissional de todos eles, em seus respectivos cursos, na drea
da educagio em geral do pais.

Ione Maria Ferreira de Oliveira
Coordenadora do Sistema Universidade Aberta do Brasil
(UAB/UFMG)
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Apresentacao

Este texto foi desenvolvido especialmente para a disciplina Célculo V
do curso de Licenciatura em Matemaéatica da UFMG, modalidade a
distancia.

Ele foi idealizado para proporcionar acesso direto aos contetdos do
curso, mas sem dispensar os livros didaticos convencionais.

Assim, este material procura ser direto e objetivo e, a0 mesmo tempo,
ilustrativo, explicativo e convidativo. Notas de rodapé e expressoes
“s i “« L2 e . L al) ”» ~

como “isto €7, “ou seja”, “isto significa” sdo, talvez, exageradamente
utilizadas no texto. Mas procuram elucidar, na fonte, davidas que pode-
riam surgir durante a apresentacio ou o tratamento de conceitos e
técnicas, tentando simular aquele pequeno espago no quadro-negro que
o professor sempre consegue encontrar para esmiucar uma explica¢io.

A ideia que o acompanha é a de que suas paginas devem retratar pecu-
liaridades dos temas em estudo que o professor, de acordo com suas
percepgdes, escolheria tratar em uma sala de aula.

Nessa linha, e seguindo um roteiro padrio, conceitos sio apresen-
tados - por vezes despidos de um formalismo técnico - e ilustrados ou
descritos por meio de varios exemplos e exercicios estrategicamente
espalhados ao longo do texto. Além disso, aspectos centrais, teéricos
e/ou praticos sdo imediatamente abordados, na expectativa de que
o aluno identifique, durante suas consultas aos materiais bibliogra-
ficos, assuntos, técnicas e constru¢des que precisa investigar com
mais cuidado, a fim de construir um entendimento préprio que o leve
a percorrer toda a disciplina em seguranca e com sucesso.

Sugere-se, portanto, que o aluno procure estudar, alternadamente,
este texto e um livro didatico convencional, mantendo o foco no
roteiro desenhado no primeiro. Nesse processo, as duvidas geradas
por eventuais conflitos e mesmo a formulacdo de criticas proprias a
um ou outro material devem contribuir, certamente, para o bom apro-
veitamento do curso, na medida em que alimentam o relacionamento
(presencial e a distincia) entre as partes: aluno, tutores e professor.

Como ocorre em uma sala de aula, ndo hd muito espago, neste texto,
para a proposicio e resolugdo de exercicios que explorem técnicas mais
elaboradas do que aquelas ja usuais. Estas, por sua vez, sdo apresen-
tadas com bastante cuidado no texto.

Por outro lado, os livros didaticos convencionais oferecem quantidade
substancial de exercicios, separados por tépicos. Cabe, portanto, ao
aluno buscar resolvé-los, recorrendo sempre a orientacdes de seus
tutores e de seu professor, a fim de se manter em sintonia com o curso.






AULA N

Sequéncias numéricas e limites

OBJETIVOS
e Desenvolver o conceito de sequéncia numérica.

e Apresentar as propriedades de monotonicidade e limitacdo.

* Apresentar operagdes simples envolvendo sequéncias numéricas.

e Apresentar os conceitos: sequéncia convergente, limite e limite infinito.
e Verificar que as sequéncias convergentes sao limitadas.

e Operar com limites.

* Apresentar a regra do sanduiche (ou do confronto).

e Apresentar teoremas de convergéncia para sequéncias monétonas e limitadas.

1.1 Sequéncias numéricas

Uma sequéncia numérica - ou simplesmente sequéncia - é uma lista infi-
nita e ordenada de nimeros reais

ai,02,a3, -+ .

Utilizaremos a notagdo (a,) para denotar, genericamente, uma tal sequén-
cia. Note que para (a,) ser caracterizada como uma sequéncia é necessario
que a lista de ntimeros que ela representa tenha infinitos elementos, os
quais chamaremos de termos, e seja ordenada, isto é, a1 deve indicar o pri-
meiro termo ou termo de ordem 1 da sequéncia, a; deve indicar o segundo
termo ou termo de ordem 2 da sequéncia, a3 deve indicar o terceiro termo
ou termo de ordem 3 da sequéncia e assim por diante, de modo que a, deve
indicar o n-ésimo termo ou termo de ordem # ou, ainda, o termo geral da
sequéncia (ay).

Essas caracteristicas permitem que vejamos uma sequéncia (a,) como uma
funcdo f : Ny — R, em que Ny = {1,2,3,--- } é o conjunto dos niimeros
inteiros positivos. Assim, a, = f(n).
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O exemplo mais simples de sequéncia é a sequéncia constante em que
todos os seus termos sdo iguais a uma constante k :

k ok k k-

Nesse caso, a, = k para todo n e a fungdo f que define a sequéncia (a,,) é a
fung¢do constante f(n) = k.

Exemplo 1.1 A sequéncia

sy

WIN
B~ W

1
2/
n

n
ode ser escrita assim: a4, = ——. Nesse caso, f(n) = . O
P " 41 f(n) n+1

Exemplo 1.2 A sequéncia
1,-1,1,-1,1,-1,---

pode ser escrita na forma b, = (—1)” ou, alternativamente, na forma b, =
cos((n — 1)7). Neste exemplo exibimos duas expressdes diferentes para a
mesma fung¢do que descreve a sequéncia. o

Exercicio 1.1 Encontre uma expressdo para o termo geral da sequéncia (a,) cujos 5 primeiros

termos sao

12

1 1 1 1 1
a1 = 7, 0p = ——, 43 = = IZ4=—E ea5:3—2.

Em vdrias situagdes, entretanto, ndo conseguimos exibir uma expressao
para o termo geral de uma sequéncia ou para a fungdo que a determina.
Isto ocorre frequentemente com sequéncias recursivas (ou recorrentes).
Estas sdo definidas por um processo recursivo no qual exibimos uma quan-
tidade finita de termos e, a partir deles, utilizando um critério ou uma regra
(a funcdo f), encontramos os termos restantes.

Exemplo 1.3 Um exemplo de sequéncia recursiva é a sequéncia de Fibo-
nacci (fy)

1,1,2,3,5,8,13,- - (1.1)
Ela pode ser definida, recursivamente, da seguinte forma. Inicialmente,
determinamos que f; = 1 e que f, = 1. Dai, escrevemos os outros termos
de modo que obedecam & seguinte regra: cada termo deve ser a soma dos
dois termos imediatamente anteriores. Assim, encontramos

fi=h+tA=1+1=2 fi=f+fr=2+1=3
fs=fatfz=3+2=5 fo=fs+fs=5+3=8

e assim por diante, de modo que podemos escrever

fn = fu—1+ fu—2 paran > 3.
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Exemplo 1.4 Outro exemplo é a sequéncia (b, ) definida por
by =142+ ---+n (1.2)

(o n-ésimo termo da sequéncia é a soma dos n primeiros niimeros inteiros
positivos). Os quatro primeiros termos desta sequéncia sdo

by=1 by=14+2=3, by=1+2+3=6eby=1+2+3+4=10.

Esta sequéncia é formada recursivamente, pois b, = b,_1 4+ 1, uma vez
que
by =14243+---+n-1)+ n.

bn—l

Mesmo notando que a sequéncia deste exemplo é recursiva, podemos ter —
em principio — dificuldades para calcular termos de ordem alta (isto é, com
n grande). Por exemplo, para calcular o termo by teriamos que calcular a
soma dos noventa e nove termos anteriores e somar 100 ao resultado!

Felizmente, para este exemplo e para alguns outros, conseguimos encon-
trar uma expressdo direta para a fun¢do f(n). De fato, no Ensino Médio

vocé provavelmente viu que a expressdo b, = % fornece a soma dos
n primeiros ntmeros inteiros positivos. Seria um bom exercicio tentar
redescobrir como se chega a esta férmula. O fato é que por ela obtemos
diretamente bgy = M = 5050.

Podemos representar geometricamente uma sequéncia (4, ) marcando seus
termos na reta numérica, como na figura a seguir.

y

L 4 L 4 *—0-©
O a1 32 a3 3435 1

Figura 1.1 - Representacdo geométrica dos cinco primeiros termos da sequéncia a4, = nn?

1.1.1 Sequéncias moné6tonas
Dizemos que uma sequéncia (a,) é crescente se
g <ap<az<---<ay<ayy1 <---.

Ou seja, se cada termo da sequéncia é maior do que o termo anterior. Na
representacdo geométrica isto significa que os termos da sequéncia sdo
marcados na reta progressivamente para a direita, isto é, 4,41 esta a di-
reita de a,, para cada valor de n.

Exemplo 1.5 A sequéncia (a,) representada na Figura 1.1 é um exemplo
de sequéncia crescente, pois sempre temos 4,1 > 4,, uma vez que

n+1 n
n+2 n+1

se, e somente se, (1 + 1)2 >n(n+2),

13
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ja que n 4+ 1 e n 4 2 sdo sempre positivos. Desenvolvendo esta tltima
desigualdade encontramos a desigualdade equivalente

n+2n+1>n%+2n

que é valida para todo ntimero inteiro # (o lado esquerdo da desigualdade
é sempre uma unidade maior do que o lado direito). O

De maneira andloga, dizemos que uma sequéncia (b, ) é decrescente se
by <bp <--- < by <by <Dy

Isso significa que os termos da sequéncia vao diminuindo a medida que
suas ordens vdo aumentando, ou seja, cada termo da sequéncia é menor
do que o anterior e na representacdo geométrica o termo b, fica sempre
a esquerda do termo by,.

Utilizamos a palavra monétona para indicar uma sequéncia que é ou cres-
cente ou decrescente. Claramente, nem todas as sequéncias sio monétonas,
conforme mostra o exemplo seguinte.

(="

Exemplo 1.6 A sequéncia ¢, = ——— ndo é mondtona, pois ndo é cres-

n
cente e nem decrescente. Seus termos oscilam em torno do niimero zero
(sem atingi-lo).
1 1 1 1
cg=-1, ¢p = 5 3 = ~3 €4 = T 5 = ~5 etc.
Uns ficam a esquerda de zero (negativos) e outros a direita (positivos), con-
forme podemos verificar na Figura 1.2, abaixo. O

- > 00— 0 0—0——— 00— >
Cy Cg C5C; (0] CgCq C4 Cy

(71)1’1

n

Figura 1.2 - Os sete primeiros termos de uma sequéncia que ndo é monétona: C;; =

1.1.2 Sequéncias limitadas

Dizemos que uma sequéncia (a,) é limitada superiormente quando todos
0s seus termos sdo menores do que algum valor constante B denominado
cota superior para a sequéncia (a,). Ou seja, quando

ay, < B para todo n.

Em uma representacdo geométrica, isso significa que todos os termos da
sequéncia (a,) ficam a esquerda da cota superior B. A cota superior fun-
ciona como uma barreira a direita para os termos da sequéncia.

Note que qualquer outro valor maior do que B também é uma cota supe-
rior para a sequéncia (a;), isto €, uma sequéncia limitada superiormente
possui uma infinidade de cotas superiores.
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Exemplo 1.7 A sequéncia (a,,) dada por

ay =e 2"
é limitada superiormente e B = 1 é uma cota superior para essa sequéncia.
De fato, das propriedades da funcdo exponencial, sabemos que e™* < 1 se
x > 0. Portanto, para x = 2n,sendon = 1,2,..., temos e 2 < 1. O

Exemplo 1.8 A sequéncia (b,) (veja Exemplo 1.4) das somas dos inteiros
positivos ndo é limitada superiormente, uma vez que seus valores aumen-
tam (ja que é crescente) e ndo encontram barreiras a direita. Para vermos
isso, basta notarmos que b, > n para todo n. Assim, se um nimero B fosse
uma cota superior para essa sequéncia ele teria que ser maior do que qual-
quer ntimero inteiro positivo, o que seria impossivel. O

Da mesma forma, vemos que a sequéncia de Fibonacci (f,) dada em (1.1)
também ndo é limitada superiormente, conforme podemos concluir do
exercicio seguinte.

Exercicio 1.2 Mostre que a sequéncia de Fibonacci (f,) dada por (1.1) no Exemplo 1.3 satisfaz

fu > n — 1 para todo n.

De modo inteiramente andlogo, dizemos que uma sequéncia (by,) é limi-
tada inferiormente quando todos os seus termos sdo maiores do que um
valor constante A, denominado cota inferior da sequéncia. Ou seja, quando

A < by paratodo n.

(Observe que uma sequéncia limitada inferiormente possui infinitas cotas
inferiores.)

Quando uma sequéncia (c,) € tanto limitada inferiormente quanto limi-
tada superiormente, dizemos simplesmente que essa sequéncia é limitada.
Neste caso, observamos que existe um ntimero K > 0 tal que

¢y| < K para todo n. (1.3)
p

Realmente, se A e B sdo, respectivamente, cota inferior e cota superior para
a sequeéncia (¢, ), entdo basta escolhermos K o maior entre os nimeros |A|
e |B|. Assim, uma vez que A < ¢, < B,sec, > 0, entdo |c,| = ¢, < B <
|B] < K;esec, <0,entdo |c,| = —cy < —A < |A] < K, mostrando que
|cn| < K sempre.

(="

Exemplo 1.9 A sequéncia b, = . é limitada, pois A = —1 é cota in-
. - 1 .
ferior para esta sequéncia e B = 5 € cota superior para ela. Observe que
A = —1 é o primeiro termo de (b,) e B = % é o segundo termo desta
sequéncia. Assim, neste exemplo, todos os termos da sequéncia ficam res-
tritos ao intervalo | = [by,by] = [A, B] compreendido entre o primeiro e
segundo termos da sequéncia, conforme mostra a Figura 1.2. Neste caso,
K=1 0

O

15
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1.1.3 Operag¢des com sequéncias

Podemos formar novas sequéncias a partir de duas sequéncias (a,) e (by)
dadas. Por exemplo, podemos somar termo a termo as duas sequéncias
para obtermos a sequéncia ¢, = a; + by, a qual ainda podemos representar
por (a, + by) . Analogamente, podemos formar as sequéncias (a, — by),

(anby) e (%) . Esta ultima requer b, # 0.

Também podemos multiplicar todos os termos de uma sequéncia (a,) por
um valor k para obtermos a sequéncia (ka,) ou ainda somar ou subtrair k
a todos os termos de (a,) para obtermos as sequéncias (a, + k) e (a, — k).

Existem outras formas de obtermos sequéncias a partir de uma sequéncia
(a,) dada. Por exemplo, se todos os termos a, sdo positivos, podemos
formar as sequéncias (Ina,) ou (/ay) .

1.2 Sequéncias convergentes e limites

Algumas sequéncias (a,) possuem a propriedade de se aproximarem de
certo valor L a medida que aumentamos os valores de n, de uma forma,
digamos, organizada. Quando isso ocorre, dizemos que a sequéncia con-
verge ou tem limite L e escrevemos

lima, = L.

Mais precisamente, isso significa que os termos da sequéncia (a,) se acu-
mulam em torno de um certo valor L (mas ndo necessariamente assumem
esse valor) no seguinte sentido: qualquer intervalo aberto | contendo o
nimero L conterd também todos os termos da sequéncia que possuem or-
dem maior do que um determinado inteiro positivo N, isto é, contera todos
o0s elementos an.1, AN+2, AN+3, - - - -

A ordem N a partir da qual todos os termos estardo no intervalo | depende
do préprio intervalo. Em geral, diminuindo-se | deve-se aumentar a or-
dem N a partir da qual todos os termos de ordem maior caem no intervalo

Do ponto de vista do formalismo matematico, essa forma de expressarmos
e de visualizarmos o conceito de limite é equivalente a seguinte definigao
(tente verificar essa equivaléncia):

Definic¢do 1.1 Dizemos que uma sequéncia (a,) tem limite L e escrevemos
lima, = L se, e somente se, para cada ¢ > 0 dado existir um inteiro positivo
N de modo que

|ay — L| < € para todon > N. (1.4)

Note que a desigualdade (1.4) diz que a, € (L —¢,L +¢) para todo n >
N, ou seja, ela diz que todos os termos an1, AN+2,AN+3, - - - €stardo no
intervalo J; = (L — ¢, L + €) cujo comprimento 2¢ é dado arbitrariamente.
Em outras palavras, escolhendo-se um valor qualquer para ¢ e fixando-o,
deve-se encontrar uma ordem N tal que todos os termos da sequéncia que
possuem ordem superior a N estejam no intervalo J.

Essas defini¢des equivalentes ndo devem soar estranhas para os alunos que

cursaram as disciplinas iniciais de Calculo. De fato, elas consistem basica-

mente na reproducdo da defini¢do de lim f(x) = L quando a, = f(n),
X—r00

com x substituido por n (restrigdo do dominio original ao conjunto dos
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ndmeros inteiros positivos). Nesse caso, a seguinte regra pode ser utili-
zada:

se xhﬁrrgof(x) =L, entdo lima, = L.

Exemplo 1.10 Para a sequéncia constante (a,), em que a, = k para todo
n, temos
lima, = limk = k.

Neste exemplo simples é claro que qualquer intervalo | contendo k contera
também todos os termos da sequéncia (isto ¢, N = 1 sempre), pois todos

eles sdo iguais a k. ]
. no - x

Exemplo 1.11 A sequéncia a, = 1 ¢ dada pela funcdo f(x) = o
com x restrito ao conjunto dos inteiros positivos. Assim,

1i ~ 1 pois ki X _q

imay =1, pois lim ——— =

: X _1; 1)

(Notequexlglgom —xlglgo (1+}(> =1) a

A partir do conceito de limite podemos, de imediato, perceber duas
propriedades das sequéncias convergentes. A primeira é a unicidade do
limite. Isto é, uma sequéncia ndo pode ter mais do que um limite. Isto
decorre da defini¢do de limite como explicado a seguir.

Suponhamos que L; e L, fossem, ambos, limites de uma sequéncia (a,) e
que L1 # L. Entdo poderfamos tomar um intervalo J; contendo L; e outro
intervalo J, contendo L, de modo que J; e ], fossem disjuntos (note que
Ly # Ly). Dai, existiriam Nj e N, tais que todos os termos de ordem maior
do que Nj estariam no intervalo J; e todos os termos de ordem maior do
que N, estariam no intervalo J. Mas, isto levaria a um absurdo ao aplicar-
mos a defini¢do, pois concluirfamos que todos os termos, a partir de uma
certa ordem (a maior entre Ny e N;), estariam em ambos os intervalos [; e
J>. Mas eles sao disjuntos!

A outra propriedade relacionada a sequéncias convergentes é que elas sdo
limitadas. De fato, se uma sequéncia (a,) tem limite L, entdo sabemos que
ao escolhermos um intervalo aberto | em torno de L haverd uma ordem N a
partir da qual todos os termos anii1, An+42,AN+3,... estardo nesse
intervalo. Assim, os termos restantes que eventualmente ndo estejam
nesse intervalo sdo em quantidade finita. Sao eles ay, ap,4a3,...,aN.
Portanto, podemos “alargar”o intervalo J, isto é, podemos encontrar um
novo intervalo aberto («, 8) que contenha o intervalo | e também todos os
N primeiros elementos da sequéncia. Claramente, esse intervalo contera
todos os termos da sequéncia (a,) . Dai teremos

x < ay < B paratodon,
mostrando que a e f sdo, respectivamente, cota inferior e cota superior
para a sequéncia (a,) .

Quando uma sequéncia ndo converge, dizemos que ela é divergente ou
que diverge. O ndo cumprimento de uma das duas propriedades ineren-
tes as sequéncias convergentes (descritas acima) é suficiente para assegurar

17
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que uma dada sequéncia diverge. Por exemplo, se uma sequéncia se acu-
mula em torno de dois valores distintos, isto é, ela possui infinitos termos
que se aproximam de um valor L; e os outros termos, também em quan-
tidade infinita, se aproximam de outro valor L, entdo esta sequéncia ndo
pode ser convergente, pois ela tem dois limites (tente explicar isso melhor).

Exemplo 1.12 A sequéncia a, = (—1)" ndo converge pois seus termos
se acumulam em torno de dois valores distintos: —1 e 1. Na realidade,
a sequéncia assume somente esses dois valores e sua representa¢do na reta
numeérica requer que os termos de ordem par (infinitos termos) sejam gra-
fados sobre o nimero 1 e os termos de ordem impar (também infinitos
termos) sobre o naumero —1. O

Outros exemplos de sequéncias que ndo convergem sdo aquelas ilimitadas,
inferiormente ou superiormente. Isto é, aquelas que ndo possuem cota in-
ferior ou aquelas que ndo possuem cota superior.

Exemplo 1.13 A sequéncia —1,2, —3,4, —5,6, ... definidaporc, = n (71)”
ndo possui nem cota superior nem cota inferior, pois seus termos de ordem
par sdo positivos e crescem arbitrariamente (ultrapassam qualquer valor
fixado), enquanto os termos de ordem impar sdo negativos e decrescem
arbitrariamente (ficam a esquerda de qualquer fixado). O

Por outro lado, se infinitos termos de uma sequéncia (a,) se acumulam
em torno de um ndmero L, e os outros termos, também em quantidade
infinita, se acumulam em torno do mesmo niimero L, entdo a sequéncia
(a,) é convergente e tem limite L.

Exercicio 1.3 Seja (a,) uma sequéncia e a partir dela construa duas outras sequéncias, (b,) e
(cn), da seguinte forma:

by = az, e ¢p = agy_1.

Isto &, (by) é a sequéncia ay, ay, a, . . . formada pelos termos de ordem par de (a,) enquanto (cy)

é a sequéncia ay,as, as, . .

. formada pelos termos de ordem impar de (a;) .

Mostre que se (by,) e (cn) convergem, ambas, para o (mesmo) nimero L, entdo (a,) também
converge para L. Ou seja, que

18

se limay, = L = limay,_1, entdo lima, = L.

1.2.1 Limites infinitos

Existem sequéncias divergentes que, apesar de serem ilimitadas (inferior-
mente ou superiormente), se comportam de maneira especial, como expli-
camos a seguir.

Dizemos que uma sequéncia (4, ) tem limite 400, e escrevemos
lima, = +oo,

se, para cada ntimero arbitrario M dado, existir uma ordem N tal que to-
dos os termos de ordem maior que N ficam a direita de M. Ou seja:

a, > M para todon > N.
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Analogamente, dizemos que uma sequéncia (b,) tem limite —oo, e escre-
vemos
limb, = —oo,

se, para cada nimero arbitrario M dado, existir uma ordem N tal que

b, < M paratodon > N.

Ambeas as situagdes retratam sequéncias divergentes que possuem limites
infinitos.

Observe que, de acordo com as defini¢des acima de limites infinitos, uma
sequéncia crescente (a,) que ndo possui cota superior deve satisfazer
lima, = +o0, assim como uma sequéncia decrescente (b,) que nido pos-
sui cota inferior deve satisfazer lim b, = —oo.

Essas representagdes de limites infinitos ndo devem ser estranhas aos alu-
nos que cursaram disciplinas iniciais de Calculo, pois sdo analogas aos ca-
sos dos limites de fungdes: lim f(x) = +coe lim f(x) = —o0.

X—r00 X—00

Na prética, no caso em que ¢, = f(n) para alguma fun¢do f(x) podemos
utilizar as seguintes regras:

e se lim f(x) = +co, entdo limc, = +co.
X—r00

e se lim f(x) = —oo, entdo lim¢, = —oo.
X—r00

1.2.2 Operagdes com limites
Nao é dificil deduzir, a partir do significado do conceito de limite, que sdo
vélidas as seguintes operagdes com limites, admitindo-se que (a,) e (by)

sejam sequéncias convergentes (portanto, lima, e lim b, sdo ntimeros) e
que k seja uma constante:

1. lim (ka,) = k (limay) .
lim (a, + k) = (lima,) + k.

lim (a, — by) = (limay,) — (limby,) .

AR

(ka
(
m (a, + by) = (limay) + (imb,) .
(
(

lim (a,b,) = (lima,) x (imb,).

. an lima,
6. lim <n) imb,” , desde que lim b, # 0.

7. Se f (a0, B) = R é uma fungdo continua de uma varidvel e tal que
an € (a,B), entdo
lim f (a,) = f (limay) . (1.5)

Note que a existéncia dos limites a esquerda das igualdades nos itens de
1 a 6 e em (1.5) estd implicita nos préprios enunciados, isto é, eles existem
desde que os da direita também existam e sdo calculados pelas correspon-
dentes férmulas ou identidades.

As demonstracdes dos itens acima utilizam argumentos inteiramente simi-
lares aos empregados nas provas de operagdes com limites de fung¢des (veja
Stewart (2006, v. 1)).

19
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Exemplo 1.14 Neste exemplo vamos considerar a sequéncia (a,) dada por

D=

ay =

[$

o B S
Nesse caso, a, = f(3) em que f(x) = e*. Portanto, como xlgrc}o +=0e

como a fungdo exponencial e* é continua, podemos concluir de (1.5) que

. .1 (lim l)
lima, = lim e = e\oo ) =0 =1,
X—>00

Dizemos que uma sequéncia (a,) converge absolutamente se a sequéncia
de seus valores absolutos (|a,|) é convergente. O préximo exemplo mostra,
como outra consequéncia de (1.5), que toda sequéncia convergente deve,
obrigatoriamente, ser absolutamente convergente.

Exemplo 1.15 Seja (a2,) uma sequéncia convergente e seja L = lima,. Uma
vez que a fun¢do modular f(x) = |x| é continua, a propriedade (1.5) apli-
cada a sequéncia (|a,|) nos diz que

lim |a,| = |limay,]|.

Isto é, que (|a,|) é convergente e tem limite |L|. O

No préximo exemplo exibimos uma sequéncia (a,,) que é divergente mas
tal que lim |a,| = 1. Isto mostra que a reciproca do Exemplo 1.15 ndo é
sempre verdadeira.

Exemplo 1.16 Considere a sequéncia (a,,) definida por

)

Esta sequéncia é divergente, pois os termos de ordem par se aproximam
de 1, enquanto os termos de ordem impar se aproximam de —1. De fato, os
termos de ordem par sdo

357
2'476’
e os termos de ordem impar sdo
2 4.6
17 3 5
Note que os termos de ordem par formam uma sequéncia (b, ) definida por
by, = 2, enquanto os termos de ordem impar formam outra sequéncia
(cy) definida por ¢, = — 2%1- Desta forma,
2+1  241limi
limb, =li L= =1
imby, = lim — 3
¢ 2 2
n
li =-—1 =— =-1
imcy, im 5 2 lim1

Por outro lado, a sequéncia dos valores absolutos (|a,|) é convergente e
seu limite é L = 1, uma vez que

n+1 14lmi 140

1.
1 1

lim |a,| = lim
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A reciproca do Exemplo 1.15 é verdadeira somente para o caso em que
L = 0, conforme mostramos a seguir.

Teorema 1.1 lima, = 0 se, e somente se, lim |a,| = 0.

Demonstracdo do teorema: De acordo com o Exemplo 1.15, s precisa-
riamos mostrar a afirmacdo direta: se lim|a,| = 0 entdo lima, = 0.
Entretanto, os argumentos para demonstrar esta parte do teorema também
servem para demonstrar a afirmagdo inversa, j4 demonstrada no Exemplo
1.15. Ela se baseia na seguinte propriedade, valida somente para o ntimero
0:

||x| =0] = |x—0|, paratodox € R,

isto é, a distancia de |x| até 0 é a igual a distancia de x até 0. (Note que esta
propriedade néo ¢é vélida para outra constante que néo seja 0.)

Assim, se |, é um intervalo aberto simétrico em relagdo ao ntmero 0, isto
é, se Jc = (—¢,¢), entdo a, € J; se, e somente se, |a,| € Je. Ou seja,

—e<a, <e+= —e< |ay] <e.
Portanto, dado um intervalo aberto arbitrario contendo o valor 0 sempre

podemos escolher um outro intervalo aberto J¢, para algum £ > 0 suficien-
temente pequeno, tal que J C J. Dai segue que a, € J¢ para todon > N

se, e somente se, |a,| € J; paratodon > N. O
A . (-n" .
Exemplo 1.17 A sequéncia (a,) definida por a, = 7 tem limite L = 0,
pois
. . .1
lim|a,| =lim — = lim — =0.

n2 x—s00 x2

Encerramos esta secdo observando que, se a partir de uma dada sequéncia
convergente (a,), formarmos uma nova sequéncia (b,) apenas alterando
uma quantidade finita de termos da sequéncia (a,,), entdo (b, ) ainda serd
convergente e terd o mesmo limite de (a,) . Além disso, se simplesmente
dispensarmos uma quantidade finita de termos de uma sequéncia (a,),
os termos restantes ainda formardo uma sequéncia (by) . Por exemplo, se
dispensarmos os 38 primeiros termos da sequéncia (4, ) poderemos formar
a sequéncia (by,) pela regra b, = asg,, isto é,

by = a3z, by =ua4, b3 =a4, ... , by =azgn.

Nesta situagéo, se (4,) é uma sequéncia convergente, entdo (b,) também
serd convergente e ambas terdo o mesmo limite, pois o comportamento
de ambas as sequéncias quando 7 se torna cada vez maior, isto €, quando
n — 0o, ¢ 0 mesmo.

Portanto, quando estivermos interessados no calculo do limite de uma
sequéncia que resulta de uma operagdo envolvendo outra(s) sequéncia(s),
desconsideraremos os termos que ndo forem bem definidos, desde que
ocorram em uma quantidade finita. Veja o préximo exemplo.
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1 Note que antes de
calcularmos o limite
dividimos todos os
termos do numerador
e todos os termos do
denominador por r?.
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Exemplo 1.18 Vamos calcular L = lim 2"2?%;5. Note que o termo de or-

dem 4 da sequéncia ndo estd bem definido, uma vez que o denominador se
anula quando n = 4. Mas, como se trata de apenas um termo (uma quanti-
dade finita) podemos desconsidera-lo no seguinte célculo do limite:!

2n2+2n+5

L=1
m n2 —16

. .2 .5
(im?2) + <hmn) + (hmnz> 24040

= 2.
. .16 1-0
(lim1) — (hm nz>

1.2.3 Teoremas de convergéncia
Veremos nesta secdo alguns critérios para convergéncia de sequéncias.

Teorema 1.2 (Regra do sanduiche) Suponha que
ay < by <cy paratodon > Ny
e que as sequeéncias (a,) e (cn) tenham, ambas, o mesmo limite L. Entdo (by) é

convergente e L é o seu limite.

Demonstragio do teorema: Seja | = («, f) um intervalo aberto contendo
L. Como ambas as sequéncias (a,) e (¢, ) convergem para L, existe N > Ny
tal que os termos a, e ¢, pertencema | sen > N. Assim,

« <ap <b, <cy, <P paratodon > N.

Logo, b, € ] para todon > N, mostrando que lim b, = L. O

A seguir, uma consequéncia da regra do sanduiche.

Teorema 1.3 Seja (a,) uma sequéncia limitada (ndo necessariamente conver-
gente) e seja (by,) uma sequéncia que tem limite L = 0. Entdo, a sequéncia produto
(anby) tem limite L = 0. Ou seja,

se (ay) élimitada e se limb, = 0, entdo lima,b, = 0.

Demonstragio do teorema: Como (a,) é limitada, segue de (1.3) que existe
K > 0tal que
|an| < K, para todo n.

Portanto, como |a,b,| = |a,| |by| < K |by| temos
0 < |anby| < K|by|.

Como lim |b,| = 0 (pois lim b, = 0), podemos utilizar a regra do sanduiche
para as sequéncias (0) — sequéncia constante cujos termos sdo todos nu-
los —, (lanby|) e (k|by|), para concluir que lim|a,b,| = 0 e, dai, que
lima,b, = 0, em vista do Teorema 1.1. O
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Exemplo 1.19 A aplicagdo direta do Teorema 1.3 nos diz que

E

lim

Isto porque a sequéncia a4, = (—1)" é limitada (apesar de ser divergente,
conforme Exemplo 1.12), enquanto que a sequéncia b, = — tende a 0. Este

exemplo ilustra o seguinte fato que merece ser enfatizado no Teorema 1.3:
a sequéncia (a,) ndo precisa ser convergente. Basta que ela seja limitada.
O

Exemplo 1.20 O fato de (a,) ser limitada é essencial no Teorema 1.3.
Podemos identificar isso nos seguintes exemplos simples:

e a,=n%eb, =

e q,=n"eb, =

1
o
1
ﬁ .
Nesses dois exemplos temos lim b, = 0. Mas, no primeiro lima,b, = +oo,
enquanto que no segundo lima,b, =1 # 0. ]

Os proximos teoremas dao critérios para a convergéncia de uma sequéncia,
mas ndo indicam como calcular seu limite. Mesmo assim, eles sdo tteis,
pois em algumas situacdes o fato de sabermos que uma sequéncia é con-
vergente nos ajuda a encontrarmos o seu limite. Mais adiante, daremos
exemplo de uma tal situagdo.

Teorema 1.4 Se (a,) é uma sequéncia crescente e limitada superiormente,
entdo (a,) é convergente, isto ¢, existe um niimero S tal que

lima, = S.

Teorema 1.5 Se (b,) é uma sequéncia decrescente e limitada inferiormente,
entio (by,) é convergente, isto é, existe um ntimero I tal que

limb, = I.

As demonstracdes desses dois teoremas ndo sdo simples e requerem o
conhecimento dos conceitos de supremo e infimo de um conjunto de niime-
ros reais. O ntmero S acima é, precisamente, o supremo do conjunto
{ay,a2,a3,...} e é definido como a menor das cotas superiores desse
conjunto. Por sua vez, o nimero I acima é o infimo do conjunto
{b1,b2,b3,...} e é definido como a maior das cotas inferiores desse con-

junto.

Exemplo 1.21 Seja ¥ um ntmero tal que —1 < r < 1. Vamos mostrar neste
exemplo que lim |r|" = 0 e que, portanto, limr” = 0 (conforme Teorema
1.1, uma vez que |r"| = |r|"). Primeiramente, se r = 0 o resultado que
queremos mostrar é trivial. Assim, vamos nos ater somente ao caso em
que 0 < |r| < 1. Vemos de imediato que a sequéncia |r|" é limitada inferior-
mente por zero, pois 0 < |r|" para todo n. Além disso, ela é decrescente,
pois

n+1

[r|"" < |r|" paratodo n.
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(Note que essa desigualdade decorre do fato de que 0 < |r| < 1.) Portanto,
|r|" € uma sequéncia convergente. Seja L = lim |r|". Entdo, a sequéncia
7|"*! também tem o mesmo limite, pois ela é obtida da sequéncia |r|"
excluindo-se o primeiro termo desta dltima. Logo, lim |r|"*! = L. Agora,
calculando o limite de ambos os lados da igualdade |r|"™ = |r||r|",
encontramos

lim [r|"*" = |r| (lim]r|"),

ou, equivalentemente,
L=|r|L.

Dai decorre que L = 0, pois se tivéssemos L # 0 poderfamos dividir ambos
os lados da igualdade acima por L e obteriamos 1 = |r|, o que é absurdo,
ja que 0 < |r| < 1. Segue deste exemplo que:

o lim(3)" =0.

(=2)"

5 =0,

o lim

Q\—=
X
]

I
=)

o lim o = lim |} (3)"] = §1im (3)" =

Note que no exemplo acima pudemos calcular o limite da sequéncia ape-
nas sabendo que tal limite existia.
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Exercicios

1. Suponha que
ay < b, paratodon > Ny

e que as sequéncias (a,) e (b,) convergem, respectivamente, paraa e b (isto é,lima, =a e
lim b, = b). Mostre que a < b.

2. Considerando as sequéncias (a,) e (b,) definidas por

n?+1 __n_
a, = b, = e

243 ©

calcule os seguintes limites:

(@) lim (2a, +3by,) .

(b) lim (a, — 3by,) .

(c) lim (bg) .
(d) lim (;;n) .
(e) lim cos (7tby) .

b blna

(f) lim aZ” (lembre-se que a
. n
(g) lim (;)

(h) lim (b;nz) .

= ¢’ paraa > 0).
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Séries numericas

OBJETIVOS
¢ Desenvolver o conceito de série numérica.

* Definir convergéncia e divergéncia de uma série numérica.
* Apresentar e estudar as séries geométrica e harmonica.

* Apresentar algumas operacdes com séries.

e Dar exemplos de algumas manipulagdes com indices.

e Demonstrar uma condicdo necessdria para a convergéncia de uma série
numérica.

e Demonstrar um critério de convergéncia para séries alternadas.

2.1 Convergéncia e divergéncia

Consideremos uma sequéncia numeérica (a, ) e pensemos na soma de todos
0s seus termos, isto é, na soma infinita

ay+ap,+az+---.

[e9)
Uma tal soma infinita, denotada por Zan , € 0 que chamamos de série
n=1
numérica de termo geral a,. Entretanto, podemos entendé-la como o li-
mite, caso exista, da sequéncia Sq, Sz, S3,. .. em que

51=ﬂ1
So=aq1+a
S3=ay+ay+as

SN =a1+a+az+---+ay.
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1 Normalmente, o indice

na representacio do
limitante superior do

somatorio é excluido da

notacdo. Entretando,
a rigor, deveriamos

n=N

escrever Y a, em lugar

n=1
N

de Y’ a,. Faremos isto

n=1
quando julgarmos

que é didaticamente
interessante.

mesmo se 7 = 0.

Note a convencio 7’ = 1,

28

Utilizando uma notagdo compacta podemos reescrever!

N
SN = Zan.
n=1

Se esta sequéncia (Sy), denominada Sequéncia das somas parciais da
[e9) [e9)
série ) ay, for convergente, dizemos que a série ) _ a, ¢ convergente ou
n=1 n=1
que ela converge e denotamos o limite de (Sy) pelo mesmo simbolo utili-
zado para denotar a série. Assim,

o0
limSy = Y ay. 2.1)
n=1
Nesse caso, dizemos, também, que o ntimero lim Sy é a soma da série

Z ay. Talvez seja mais confortavel para o leitor reescrever (2.1) da seguinte
n=1

forma equivalente:

Caso a sequéncia das somas parciais (Sy) ndo seja convergente, dizemos

[e¢]

que a série ) _a, ¢é divergente ou que ela diverge. Ainda nesse caso, se
n=1

lim Sy = 400 ou lim Sy = —oo, entdo escrevemos, respectivamente,

o0 o0
Y 4y =+oco ou ) a, = —oo
n=1 n=1

2.1.1 A série geométrica

No Ensino Médio nos deparamos com a série?

Y l=14r+r+r 4+,

n=1

a qual conhecemos por série geométrica de razdo r.

[e)
O termo geral dessa série é r"~!, e para calcularmos Zr”’l utilizamos o

n=1
seguinte artificio, valido para r # 1,, que nos permite expressar Sy explici-
tamente em termos de rN e dai calcular lim Sy . Primeiramente, escrevemos

SN=14r+r2 4+ 4. 4N L

Em seguida, multiplicamos ambos os lados dessa igualdade por r e obte-
mos
rSy=r+r N

Entédo, subtraindo Sy de Sy encontramos
Sn(1—r1) = (1—|—r—|—r2+-~+rN_1> — (r+r2+r3—l—~~~—l—rN)

=1—N
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e dai obtemos a expressdo alternativa para Sy :

1—N

ﬁ . (2-2)

SN =

Por fim, fazemos N — oo na expressdo acima, ou seja, calculamos o limite
(quando N — o0) da sequéncia (Sy) :

1—lim#N

lim Sy = T

Portanto, se r # 1, a convergéncia da série geométrica estd vinculada a
convergéncia da sequeéncia (V). Logo, para finalizar o calculo do limite
de Sy, no caso em que r # 1, precisamos calcular o limite da sequéncia .
Ja vimos no Exemplo 1.21 que se —1 < r < 1 entao limrN = 0. Assim, se a

razdo r da série geométrica tiver médulo menor do que 1, entdo lim Sy =

r . .
,1sto é,
r

> T
Zr”_l = E se ‘T| <1.

[09)
Também decorre de (2.2) que Zr”’l é divergente se r < —1. Isto porque
n=1
éncia N ¢ di de ord
a sequéncia r é divergente nesse caso (note que os termos de ordem par
da sequéncia (rN ) crescem arbitrariamente e sdo positivos, enquanto os
termos de ordem impar dessa sequéncia decrescem arbitrariamente e sdo
negativos).

No caso em que ¥ = 1 ndo podemos utilizar a expressao (2.2) por causa do
denominador (ele se anula se ¥ = 1), mas podemos calcular diretamente as
somas parciais:

Sy= 1+1+---+1 =N.

N parcelas

Segue desta expressdo que a série geométrica é divergente se r = 1 e ainda
podemos escrever
lim Sy = +o0.

[e0]
No caso em que r > 1, temos de (2.2) que Zr”’l = +o00, uma vez que
n=1
limrN = 400 e, assim,
> r—limrN  —r+1limrN
Zrn_l = = + = +OO
= 1—r r—1

Concluimos, portanto, que a série geométrica de razdo r é divergente se
r < —louser > 1econvergente se |r| < 1, sendo que

0o 1
Zrnflz 1—; S¢ -1<r<1 (2.3)
n=1 +o0 ser > 1.

A série geométrica aparece em varias aplicacOes e até na prépria matemdtica
como nas representa¢des decimais. Por exemplo,

10 & 4
=Y (01"
5 = L (01

n=1
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De fato,

10
— =1,11111- -
9 7
=1+0,1+0,014 0,001 +0,0001 + 0,00001 - - -
=1+(0,1)+(0,1)*>+(0,1)®> + (0,1)* + (0,1)° - - -

= i (0,1)" 1.
n=1

Para nos certificarmos de que essas contas fecham, basta recorrermos a
(2.3) com r = 0,1 para diretamente obtermos

1?1—1: = = —,
El(o,) 1-01 09 9

Exemplo 2.1 Vamos calcular a soma da seguinte série geométrica de potén-
cias pares para0 < |r| < 1:

= 1
Para isto, basta utilizarmos um fato que j& conhecemos: Z = T &
n=1 -

se |x| < 1. Dai, trocando x por 7> (pois |r?| < 1 uma vez que |r| < 1)
encontramos

n—1 1

Y () - s

Logo,

OOZnZZOOZ(n—l):Z 1
YR =rLr r(l_r2>.

Yy o= 1 i 2 para0 < |r| < 1. (2.4)

Se r = 0, entdo esta expressdo também é verdadeira, pois a somas parciais
da série sdo todas nulas, ou seja, a soma da série é zero. O

Exercicio 2.1 Encontre uma expressdo para a soma parcial Sy = 72+ r* + 7 + - - - + 2N multipli-
cando-a por 1 — r2. Utilize a expressdo que vocé encontrou para reobter (2.4) do exemplo acima.
(Sugestao: imite os procedimentos que utilizamos para o calculo da série geométrica completa.)

O
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Exemplo 2.2 Podemos utilizar as séries geométricas para escrever a repre-
sentacdo decimal infinita de um ndmero como uma fra¢do. Por exemplo,

0,031313131 - - - = 0,031 + 0,00031 + 0,0000031 + - - -
31 31 31
+ +
1000 ' 100000 ' 10000000

S OROROES

2
a () a1 =
10X1(1)2_1099_990'

10

Exercicio 2.2 Utilize a série geométrica para escrever o ntimero 0, 1222222 - - .

2.1.2 A série harmonica

A série
21 1 1
27:1+§+§+...
nzln

é conhecida como série harménica. Veremos a seguir que ela é divergente
e que, na realidade, sua soma é 4-co.

Inicialmente, observemos que as somas parciais dessa série formam uma

sequéncia crescente, uma vez que — > 0. Assim,
n

1 1 1 1 1
SN—1+§+§+"'+H+N—5N71+N>5N.

Agora, acompanhemos as seguintes estimativas que nos mostrardo que
(Sn) ndo possui cota superior:

Sq 21>%

4 1 1 1 _ 4 1_5
>z+(E+E+"'+T6)—z+z—z~

Vemos que, de modo geral, ocorre o seguinte

k+1
Sor > % para todo inteiro positivo k.

como uma fragéo.

O
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3 Se M é dado, entao

existe um K tal que
k+1

— M para todo

k> K. Em particular,

k+1
Sy > > > M. Portanto,

como (S) é crescente,
todos os termos de
ordem N maior do que
2K ultrapassam M, isto

é,S, >S,. >M para todo

N > 2%, mostrando que
lim S, = +co.

32

Como a sequéncia (%) é crescente e tem limite +oco, ela ultrapassa qual-

quer numero fixado, isto é, (k%l) ndo possui cota superior. Assim, da

desigualdade acima, concluimos que a sequéncia (S, ) também nao possui
cota superior.

Por fim, relembrando que (Sy) é crescente, concluimos que (Sy) também
ndo possui cota superior3 e que, portanto,

i = f-c0. (2.5)

2.2 Operagoes com séries

[ee)
A relacdo entre as somas parciais de uma série Zan, que se inicia de um
o0 n=lI
indice /, e as somas parciais da série Zan, com o0 mesmo termo geral, mas
n=s
iniciada em qualquer outro indice s > [ é

N N
Yan=aj+a 1+ +as_1+ Y ay, para N>s> 1.

n=I n=s

Assim, estas sequéncias de somas parciais diferem somente por uma cons-
tante
C=a+ayq+ - +a,_q

Isto significa que com relacdo a convergéncia (ou divergéncia), o indice
e8] e8]

inicial da série é irrelevante: Zan é convergente se, e somente se, Zan é

n=I n=s
convergente. Porém, no caso da convergéncia de uma delas, os correspon-
dentes valores das séries ndo sdo iguais, em geral, pois

[ee] [ee]
Y a,=C+ ) ap.
n=I n=s

[e9)

Exemplo 2.3 Neste exemplo vamos calcular ) | (2_1)71_1 utilizando (2.3)
- L n=>5 .
parar = 271, isto é, utilizando ng:l 2 hH" = —@n = 2. Temos

5

n=>5

|
—
N
L
—
_l’_
—
N
L
—
&1
_|_
aun
N
—_
—
_|_
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As seguintes propriedades envolvendo séries convergentes decorrem
imediatamente das propriedades de limites aplicadas as correspondentes
sequéncias de somas parciais.

[e0] [ee]
Teorema 2.1 (Operagdes com séries convergentes) Se Zun e Z by sdo
. n=1 n=1
séries convergentes, entio:

[e9) [e0)

° Z ca, =¢ Z ay, em que ¢ é uma constante.
n=1

n=1
L 2 (an +by) = Zﬂn‘f' an-
n=1 n=1 n=1

[e9)

° Z (an —bn) = ilan - ilbn.

n=1

Note que faz parte do enunciado acima, mesmo que implicitamente, a
afirmacao de que as séries a esquerda das igualdades sdo convergentes.

2.2.1 Manipulando indices

Agora vejamos algumas técnicas de manipulagdo de indices de somatdrios

em séries numéricas.
oo
Se desejarmos expressar uma série Y  a,, que é iniciada pelo indice n = 1,
n=1
por outra expressdo em série na qual o indice inicial é k = 0, basta fazermos
a mudanca de indices de modo que k = n — 1 (pois k = 0 se, e somente

[e9) (o]
se, n = 1). Assim, a série Zan pode ser representada por Zak+1. Note
n=1 k=0
que também temos que trocar n por k 4 1 na expressao que fica dentro do
somatorio.

Porém, nao necessitamos utilizar outra letra (k no caso) para reescrevermos
a série iniciando com o indice 1. E suficiente trocarmos 7 por 7 + 1 em todos
os lugares em que inicialmente aparece n. Assim,

[ee] [ee] (e}
Zﬂn = Z any1 = Zan+l
n=1 n+1=1 n=0

(note a operacdo no “"pé”do somatoério: n 4+ 1 = 1 que resulta em n = 0).
Isto fica mais claro quando expandimos todos os somatérios acima e veri-
ficamos que todos representam a mesma soma.

(e
Por exemplo, usualmente a série geométrica 2 "1 de razdo r é apresen-

n=1
e}
tada nos livros na forma ) _#". Perceba que isto esta correto, pois
n=0
o0 o0 oo
Zrnfl — Z P Zrn‘
n=1 n+1=1 n=0

Manipulag¢des como as exemplificadas acima sdo titeis quando desejamos
operar com duas séries ou mais e ainda “economizar” nas letras ou
simbolos utilizados como indices.
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Exemplo 2.4 O resultado da operagio 3)_ (0,21 — 7y, (0,2)" "1
= n=2

n= =
envolvendo séries geométricas pode ser calculado de modo a utilizar a
e 1 1
informacdo ) (0,2)" = ——— = —— = 1,25. De acordo com essa
o 1-1(0,2) 0,8
ideia, devemos trocar as séries por outras equivalentes cujas expressdes
dentro dos somatérios sejam da forma r" :

32 (0’2)71—1 _ 72 (012)n+1 =3 Z (0,2)n+1—1 _7 Z (O,Z)n_1+1
"= n=2 n+1=3 n1=2
=3)(0,2)"-7) (0,2)"
n=2 n=3

=3 <(0,2)2 + i (0,2)”) - 7i (0,2)"

n=>3

=3(0,2)*+(3-7) i (0,2)"
n=>3

=0,12—4Y) (0,2)".

agk

n=3

Agora, para utilizarmos a informagdo acima, basta que reescrevamos
&%)

Y (0,2)" da seguinte forma:
n=3

[e0] (9]

(0,2)" =} (0,2)" - [(0,2)° +(0,2)" + (0,2)%]
=3 n=0

=1,25— (140,2+0,04) = 0,01.

n

Observe, na primeira igualdade acima, que ao incluirmos a série iniciando
em n = 0 acabamos incluindo também os termos referentes aos indices 0,

1 e 2. Por isso esses termos foram subtraidos (descontados). Esse procedi-
(e}

mento assegurou que o valor de ) | (0,2)" néo fosse alterado.
n=3

Dai, voltando um pouco mais acima, encontramos

3Y°(0,2)" 1 =7Y(0,2)""' =0,12 -4 x 0,01 = 0,08.
n=3 n=2

Exemplo 2.5 Neste exemplo vamos calcular a soma da série

Primeiro, notamos que
Y (L N N S U U
n=3 n? (ﬂ + 1)2 n?

e que
N 1 n—1=N 1 N+1 1

n=3 (1 + 1)2 noi=3 (n —1+ 1)2 n=4
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Dai, entdo, decorre que

n=3 (” + 1>2 n=3 n=4 nz
1 N1 N1 1
=(+Y =] - — +
(32 n—4n2> (rglnz (I\]+ 1)2>
11
9 (N+1)?

Portanto,

(1 1 (11 1
hm%(fﬂ_wnz) _hm<9 <N+1>2> o

o
1
Exercicio 2.3 Mostre que Z wm 1) = 1. (Sugestdo: Tente encontrar uma expressdo para a
n=1
soma parcial Sy da série que permita calcular o seu limite. Note que m = % = n%_l.) |

2.3 Um teste de divergéncia

A seguir, apresentamos uma propriedade que todas as séries convergentes
obrigatoriamente possuem e que nos ajuda a verificar que algumas séries
sdo divergentes.

(0]
Teorema 2.2 Se a série Z ay é convergente, entdo lima, = 0.
n=1
N
Demonstracao do teorema: Seja Sy = Z a, a sequéncia das somas parci-
n=1

o0
ais da série Z a,. Entdo, se N > 2:
n=1

SN=am+ay+az+---+ay
=(m+a+az+---+an-1)+an
=Sy-1+an.

Portanto,

ay = Sy —Sny-1, para N > 2. (2.6)

Como a série converge, existe S = lim Sy e, além disso, Sy_1 também
converge para o mesmo limite. Logo,

limaN = thN —limSN,1 =5-5=0.
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2 2 1

Exemplo 2.6 A série 1;2;17 é divergente, pois lim Zn?ﬁ =z

0.
n-+5 7

Como ilustra este exemplo, o teorema acima serve como um critério para
identificar algumas séries divergentes. Vamos enuncia-lo a seguir.

[ee]
Teorema 2.3 Se lima, # 0 ou se este limite ndo existe, entdo a série Zan é

n=1
divergente.

Demonstracdo do teorema: Se a série fosse convergente entdo lim a;, teria
que ser 0. O

Por outro lado, se encontrarmos lim a,, = 0, ndo podemos afirmar se a série
converge ou diverge. O préximo exemplo ilustra essa situagdo.

o0
Exemplo 2.7 Ja vimos em (2.5) que a série harmonica ) - é divergente.
n=1

1
No entanto, lim o= 0. O

Encerramos esta se¢do com uma curiosidade a respeito da expressdo (2.6).
E que ela nos d4 um método para construir exemplos de séries que conse-
guimos somar, como ilustramos a seguir.

Exemplo 2.8 Vamos utilizar (2.6) para encontrar uma série cuja soma par-
cial de ordem N seja Sy = NL+2 para N > 1. De acordo com (2.6) devemos
ter

L __ N _N-1
N"N+2 N-1+12
2
S B N >2.
N213N +2 Paaf =

Para N = 1, temos a; = S; (a soma parcial é constituida de uma parcela

1
132~ 3 mostrando que a férmula para ay que
deduzimos acima também é vélida para N = 1.

somente). Logo, a1 =

Concluimos, entdo, que

N
2 N
_ ) N> 1.
Z<n2+3n+2) N2 Paaf=

n=1

Além disso, como lim Sy = 1, encontramos

n+3n+2)

n=1
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2.4 Um critério de convergéncia para séries alter-
nadas

[ee)
Dizemos que uma série ), a, é alternada se a partir de alguma ordem N
n=1
seus termos a, sdo, alternadamente, positivos e negativos. Isto é, se

ap = (71)n71 b, em que b, > 0 para todon > N.

» o v D 2
Exemplos de séries alternadas séo: ) _ e ) cos (n* 4 mn).

n=1 N n=1
o
Exercicio 2.4 Verifique que a série ) _ cos (n? + 7tn) é alternada.*
n=1

O seguinte teorema nos da um critério de convergéncia para uma série
alternada.

Teorema 2.4 (Teste da série alternada) Se (by,) é uma sequéncia decrescente
o0
tal que lim b, = 0, entdo a série alternada ) (—1)”7l by, é convergente.
n=1
Demonstragio do teorema: Como (b;,) é decrescente a sequéncia (Sox) das
[e9)
somas parciais de ordem par da série ) (—1)”_1 by, é crescente e seus ter-

n—=
mos sdo positivos, pois:

S, = bl —by>0

Sy =5+ (b3 —by) > Sy

S = Sy + (bs — bg) > Sy

Sok = Sok—2 + (box—1 — bak) > Sox—2.

Por outro lado, (Sy;) é limitada superiormente por b;. De fato, temos

Sop = by — by + b3 — by +bs — - + by — by
= by + (b3 — b2) + (b5 — bg) + - - + (bok—1 — bxx)
< by,

uma vez que os termos entre parenteses sdo negativos.
Sendo crescente e limitada superiormente, a sequéncia (Sy;) é convergente.
Mas, da seguinte relacédo

Sok41 = b1 —ba+ b3 — -+ = bog + bog1 = Spx + b

entre a sequéncia (Sy) e a sequéncia (Sy. 1), das somas parciais de ordem
impar, deduzimos que esta tltima converge e tem o mesmo limite que a
primeira, pois

hm SZk = hm Szk+1 + hm b2k+1 = hm Szk+1,

4 Sugestio: utilize
a identidade
trigonomeétrica:
cos (x +y)=
COS X COS ) — Sen X sen y.
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uma vez que lim by, ;1 = 0. (Note que lim b, = 0 por hip6tese.)

Seja S o limite de ambas as sequéncias (Sy) e (Spky1) - Entdo é claro (veja
Exercicio 1.3) que a sequéncia (Sy) também tem limite S. Portanto, a série
alternada converge e sua soma é S. o

Nota 2.1 E claro que no teste da série alternada a sequéncia (b,), além de
ter limite zero, pode tornar-se decrescente somente a partir de uma dada
ordem N.

o
Exemplo 2.9 A série harmonica alternada )
n=1

é convergente, pois

(_1)7171
n

(1 .1 .
a sequéncia | — | é decrescente e lim — = 0. Note que essa série conver-
n n

gente é formada alternando-se o sinal dos termos da série harmonica, que
é divergente. O

Exemplo 2.10 Neste exemplo vamos utilizar o teste da série alternada para

o In (n?)
Z .. n 4 5
mostrar que a série Y, (—1) é convergente. Antes, notamos que
n=1
& In (n? & 2lnn > _
(71)71 ( ) — Z (71)Yl -9 Z (71)71 1bn/
n=1 n n=1 n n=1

Inn . .
em que b, = - Precisamos, entdo, mostrar que limb, = 0 e que (b,) é

decrescente a partir de alguma ordem N. Temos

1
. . Inx ¥
limb, = lim — = lim *

X300 X e X—00 ] X—00

L 'Hopital

Para verificarmos que () é decrescente vamos estudar o crescimento da
. Inx , 1—Inx ,

fungdo f(x) = - Uma vez que f'(x) = a2  vemos que f'(x) <0

se, e somente se, Inx > 1. Dai concluimos que f(x) é decrescente para

x > e! ~2,7. Portanto, (b, ) é uma sequéncia decrescente se nn > 3. O

Nota 2.2 Vale ressaltar que se (b,;) ndo convergir para 0 ou nédo for uma

sequéncia convergente, entdo podemos dizer, de imediato, que a série
[e9)

alternada }, (—1)”71 b, é divergente. Isto ocorre por causa do teste de

n=1
divergéncia 2.3 e porque (veja Teorema 1.1)

lim (—1)”_1 b, =0 se, e somente se, limb, =0,

uma vez que ‘(—1)"71 by| = by.

> Lembrete:
In (@”)=b1na.
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Exercicios

. L e 2n

. A soma parcial de ordem N da série } a, é Sy =
n=1

(a) Encontre a expressdo do termo geral a;,.

(b) A série é convergente? Se for, calcule a sua soma.

. Encontre a soma da série
on— 1

(a) Z 3n -
(b) Ze*ZH.
C) Z (4n 371) .

5 Utlhze o resultado do Exercicio 2.3 para calcular

= 3
;f;(nﬂ) (n+2)

. Faca o mesmo para calcular

. Calcule a soma da série

© 1 1
n;(n“mlf)'

g 3n—1) 3n+2)'

. Calcule a soma da série

(Sugestao: escreva m
no Exemplo 2.5.)

. Calcule a soma da série
i 2" 4 (=1)"
= 3n+1

. Mostre que a série é divergente.

@ 2 msen().
b) Z (n—i—l)

n+1"

em fracdes parciais e faca x = 3n. Em seguida, proceda como
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9. Determine se o teste da série alternada pode se aplicado para concluir que a série é conver-
gente.

@ i LIn f

o e nfs

(C) Z nCOSN

n2+1

@ Y (~1)r—"
n=1
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Testes de convergéncia

OBJETIVOS
e Apresentar e utilizar os testes da comparagao, da razao e da integral.

* Apresentar e explorar o conceito de convergéncia absoluta como critério de
convergéncia.

Neste capitulo vamos apresentar e explorar trés testes que nos ajudam a
determinar a convergéncia ou divergéncia de uma série.
(oo}
Antes de passarmos a eles, gostariamos de enfatizar que se uma série Z ay
n=1
é constituida de termos positivos, isto é, se a, > 0 para todo 7, entdo a
N

sequéncia Sy = an de suas somas parciais é crescente, 0is
N
n=1

SN4+1 = SN +4an > SN.

Portanto, se uma tal série é divergente, entdo, obrigatoriamente, ela deve
satisfazer

o0
Zan = +-00.
n=1

Realmente, observando suas somas parciais, percebemos que elas formam
uma sequéncia crescente que ndo possui cota superior (caso contrério, se
possuisse uma cota superior, deveria ser convergente, pois é crescente).

3.1 O teste da comparacao

[ee] o0
Teorema 3.1 (Teste da comparagdo) Sejam 2”" e an duas séries de ter-
n=1 n=1
mos positivos tais que a, < by, para todon > 1.

(e} [ee]
(a) Se Ebn converge, entdo Z”Vl converge.
n=1 n=1
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(o) (e} (o)
(b) Se Zan diverge, entdo an diverge, isto é, se Zan = oo, entdo
n=1 n=1

n=1

Z bn = +-o00.
n=1

[e9)
Demonstracao do teorema: (a) Por hipétese an é convergente, o que
n=1

N
significa que a sequéncia 2 by | de suas somas parciais é convergente
n=1

e, portanto, limitada. Assim, essa sequéncia possui uma cota superior M,
isto é

N
an < M para todo N.
n=1
N
Mas, da propriedade a, < b, segue que a sequéncia | ) a, | das somas
n=1

parciais da série ) a, também ¢ limitada superiormente, pois
n=1

N N
Zan < an < M para todo N.
n=1 n=1

N
Por fim, sendo a sequéncia das somas parciais 2“” crescente (seus
n=1

termos sdo positivos) e limitada superiormente, podemos concluir que ela
&%)

é convergente e que, portanto, )  a, é convergente.
n=1

e} [e9)
(b) Por hipétese ) _a, é divergente, isto é ) a, = +oo (pois seus termos
n=1 n=1
N
sdo positivos). Portanto, a sequéncia 2 a, | de somas parciais ndo pos-
n=1

N
sui cota superior. Mas isto significa que a sequéncia an de somas
n=1

N
parciais também nao possui cota superior. De fato, como | ) _a, | ultra-
n=1

N
passa qualquer cota superior, 0 mesmo ocorre com | Y b, |, uma vez que
n=1
essa é maior ou igual a anterior (lembre-se de que a, < b;). Concluimos

N
que a sequéncia crescente Z b, | ndo possui cota superior. Logo,
n=1

N—o0

N 00
lim sz\]z ZbN:+°°-
n=1 n=1
O

Como consequéncia da parte (a) do teorema acima, mostraremos, no exem-
e}

plo a seguir, que a série Z " é convergente. Antes, porém, ressaltamos
n=1
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que o teste da comparagdo é valido para séries que se iniciam de qualquer
indice, ndo necessariamente de n = 1.

[e9)
Exemplo 3.1 Neste exemplo mostraremos que a série Z — € convergente
n

(o]
- 1
comparando-a com a série E _,
— n(n—1)
n=2
um exercicio anterior (refazé-lo seria interessante).

a qual é convergente, conforme

1 1 . . . .

Notando que ) < win—1) para n > 2 (pois essa desigualdade é equi-

valente a n?> — n < n?), concluimos imediatamente do teste da comparacéo
[e9)

(a) que a série Z — € convergente e, como consequéncia, a série iniciada
n
n=2
pelo indice n = 1 também é convergente. ]

Enfatizamos que o teste da comparacdo ndo diz o valor da soma da série.
Ele ajuda a determinar, nos casos em que pode ser aplicado, se uma série é
convergente ou divergente. A titulo de informacdo, registramos que

ol 2
2 —~1645

e

Exercicio 3.1 Utilize o teste da comparagdo para mostrar que a série E — é convergente se
n
n=1

p > 2edivergentese 0 < p < 1.

> 1
Exemplo 3.2 A convergéncia da série Zseniiz/n) decorre do teste da

n=1
. : en(1/n) 1
comparagao, pois 0 < T g — para todo inteiro positivo 7 e 2 7
n=1"

¢é convergente. O

1/n
Exemplo 3.3 Neste exemplo vamos mostrar que a série Z sen(1/n) é con-

= nyn
N 1 s

vergente. Para tanto, a estimativa 0 < sen( E) <1lque utilizamos no exem-
sen(1l/n

(/n) _

Vn
1 < . . R .
T 0 que ndo nos permite concluir nada, pois Z —= é divergente (veja
n=1

Exercicio 3.1 acima). Entretanto, como 0 < senx < x para todo x > 0
temos

plo anterior ndo é suficiente. Realmente, dela obtemos 0 <

sen(1/n) < I/n 1

nyn T onyn 50

0<

[ee]
, 1
Portanto, como a série Z — é convergente (veja Exercicio 3.1 novamente),
n—1nz
. ) N . wsen(1/n) L
concluimos, via teste da comparagédo, que a série 2 ————— também ¢é
n=1 n\/ﬁ
convergente. a

O
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O teste da comparacao é a base para varios outros critérios de convergéncia
ou divergéncia de séries, como veremos a seguir.

3.2 Convergéncia absoluta

[o°]
Dizemos que uma série Z a, converge absolutamente ou é absolutamente

n=1
[ee]

convergente se a série Z |a,| é convergente.
n=1

Teorema 3.2 Toda série absolutamente convergente é convergente.

Demonstracido do teorema: Da propriedade 0 < x + |x| < 2|x|, vélida

para qualquer ntimero real x, e do teste da comparacio aplicado as séries
(&) e

de termos positivos Y (ay+ |ax|) e Y (2]as|) decorre que a série

n=1 n=1
) )

Z (an + |ay|) é convergente. Portanto, Z“” é convergente, pois se es-
n=1 n=1
creve como a diferenca entre duas séries convergentes:

[e9)

Y an =) (an+|an]) = ) |an|.
n=1 n=1

n=1

o0
.. senn . .
Exemplo 3.4 A série 2 —5— tem termos positivos e negativos, embora
n
n=1
ndo seja alternada. Mas, como |senn| < 1 para todo n, temos

senn |senn| 1
S l= e s

nd

senn
nd

[e9)
Logo, aplicando o teste da comparagdo entre a série Z ‘ ‘ e a série

[00)

convergente —
& E_l nd n

tamente convergente. O

é absolu-

n=1
[ee]
. . . senn
(veja Exercicio 3.1), deduzimos que Z 5
n=1

A reciproca do teorema acima ndo é verdadeira. Por exemplo, a série
harménica alternada é convergente, mas ndo é absolutamente convergente,

00 (_1)n71 © 1

uma vez que — =) -
que Y | C -yl
n=1 n=1
oo
Dizemos que uma série Zan é condicionalmente convergente se ela é
n=1

convergente mas nio é absolutamente convergente, como ocorre com a
série harmonica alternada.
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3.3 O teste da razao

Este teste, quando pode ser aplicado, funciona como um critério para con-
vergéncia ou divergéncia de uma série.

[ee]
. . . a
Teorema 3.3 Seja Z a, uma série de termos ndo nulos tal que L = lim ’;—H
n=1 n
. e e . . 2 1s Ap+1
exista ou seja infinito (isto é, lim | = +00).
n
[ee]
(a) Se L < 1, entio a série Zan é absolutamente convergente (e, portanto,
n=1
convergente).
o0
(b) Se L > 1ou L = +oo, entdo a série Zan é divergente.
n=1
(e}
(c¢) Se L = 1, entio a série Zan pode ser convergente ou divergente. Isto é, o
n=1

teste da razio é inconclusivo se L = 1.

Demonstra¢ido do teorema: Antes de demonstrarmos o item (a), enfatiza-
mos que, se o limite L existir, ele ndo pode ser um niimero negativo, uma
An+1

vez que os termos da sequéncia (
n

) sdo positivos.

(@) Como 0 < L < 1, podemos escolher um ntimero positivo r tal que
L < r < 1. Consideremos, agora, o intervalo | = (L —1,r). Este inter-
valo, obviamente, contém o ntimero L. Como L é o limite da sequéncia

(7

ordem maior do que uma ordem N estdo no intervalo J. Portanto,

Ap4+1

), sabemos que todos os termos dessa sequéncia que possuem

An+1

p < r paratodon > N.
n

Assim,

lant2| <7lan1]
lansa| <7langa| <77 langal

|antal < rlanys| < 7% lan]

|aN+1|n

lan| < “Ny1 7 para todon > N+ 1.

e}

Dai, para concluirmos que )_ [a,| é convergente utilizando o teste da
n=1

comparacao, basta verificarmos que a série
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é convergente. Mas essa série é, na verdade, uma constante positiva C
multiplicada pela série geométrica de razdo r iniciada pelo indice N 42 :

d laN-‘rl' n . |ﬂ]\]+1| > n *C . n
Y. N+ D] T N Y, m=cCc ) "

n=N+2 n=N+2

a 2 . ~
(Note que C = % é realmente uma constante, pois ndo depende do
indice n do somatério. Assim, essa constante pdde “sair” do somatoério.)

Por fim, como a série geométrica acima é convergente (pois sua razdo satis-
[e9)

faz 0 < r < 1), concluimos do teste da comparagdo que a série Z |an| é

n=N+2
(o)

convergente, 0 mesmo ocorrendo, portanto, com a série Z |an|.
n=1

(b) Seja ¥ um niimero tal que 1 < » < L. Se L > 1, entdo existe uma ordem

N tal que ’a:l“ € (r,L+1) paratodon > N.Se L = +oo, entdo existe

n
uma ordem, que também denotaremos por N, tal que todos os termos da

Ap41
a

sequeéncia ( ) que posuem ordem maior do que N ultrapassam o

valor 7.

Logo, em ambas as situa¢des podemos concluir que

Ap4+1

o Rl para todon > N.
n

Assim, procedendo como na demonstra¢do do item (a), encontramos
|ay| > Cr" paratodon > N+1,

a .
em que C = wii}' Uma vez que r > 1, acabamos de concluir que

|ay| > C >0 paratodon > N+1,

o que significa que lim |a,| # 0. Consequentemente, conforme o teste de

[ee]
divergéncia 2.3, Z ay, é divergente.
n=N+2

(c) Para provarmos este item, devemos exibir uma série absolutamente
convergente tal que L = 1 e outra série divergente tal que L = 1.

- 1 o 1
A série Z — € convergente e a série harmonica 2 — é divergente. Além
n n

n=1 n=1
disso,
1 5 2
lim | 1 :1im< z ) (—1 ) =
% n+1 1+liml
e
1
1
lim ”'1” = lim nlz — =
. n+ 1+1lim 5
Portanto, quando L = 1 ndo podemos concluir nada a partir do teste da

razao. O
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o 2
Exemplo 3.5 Vamos verificar se a série Z o é convergente ou divergente,
n=1
aplicando o teste da razdo. Temos
(n+1) R )
L —tlim 250 g (P2 2Lyl
B nr n 2n+l 2 n 2
21
Como L < 1, a série deste exemplo é convergente. ]

[e9)
Nota 3.1 A convergéncia de uma série Z a, pode servir para mostrar que
n=1
[=S) 7’12
lima, = 0, conforme Teorema 2.2. Assim, da convergéncia da série Z o
n=1
2

. . . n
mostrada no exemplo acima, podemos concluir que lim o= 0.

od n
Exemplo 3.6 Para a série 2 P temos
n=1""
(Tl + 1)n+1
n+1)!  (m+1)"
n" oot (n+1)!
n!

n+1)"(n+1) a!
n" (n+1)n!

() - od)

1 n
L=1im<l—|—n> =e>1,

Como

concluimos do teste da razdo que a série deste exemplo é divergente.! O

© 4l
Exemplo 3.7 Para a série 2 ;l—n temos
n=1
(n+1)!
. n+1 . (m+1) 27 1.
21

Como L = 400, concluimos do teste da razdo que a série deste exemplo é
divergente. 0

1 Sevocé nio se lembra

deste limite notavel
(que pode ser utilizado
como a defini¢do do
ntmero e), calcule-o
da seguinte forma:

se y= (1+lJ , entdo
X

y= exm(%]. Dai, como

limxln(1+ l) =
X—00 X

- lim ]n(l+z) _

z—0+ z

1
= lim =1,

L'Hépital z-0+ |+ z

tem-se

L:Iim(1+l) =e =e.

X—>o0
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3.4 O teste da integral

O teste da integral, a ser apresentado em seguida, também fornece critérios
[e9)

para determinagdo da convergéncia ou divergéncia de uma série ) a, de
n=1
termos positivos. Entretanto, para utilizarmos esse teste é necessario que
identifiquemos uma funcio positiva e decrescente f : [N +1,00) — R tal
que a, = f (n) para todo n > N e que saibamos se a integral imprépria
oo

/; ;]o f (x) dx é convergente ou divergente. Na pratica, ) _a, serd conver-
n=1

gente se, e somente se, a integral || 130 f (x) dx o for. (Isto significa, portanto,

que a série serd divergente se a integral imprépria o for.)

[e9)
Teorema 3.4 Seja Y _a, uma série de termos positivos tal que a, = f (n) para
n=1
todon > N em que f : [N +1,00) — R é uma fungio positiva e decrescente.

(o)
(a) Se a integral imprépria |, Iflo 1 f (x) dx for convergente, entiio a série Zan
n=1
também serd convergente.

[ee]
(b) Se a integral imprépria [, f (x)dx for divergente, entdo a série ) ay
n=1
também serd divergente.

Demonstracdo do teorema: Para provar o item (a) vamos utilizar o se-
guinte fato: para todo inteiro k > 1 as somas parciais
n=N+k

an2+ansz+ o tane = Y. dn 3.1)
n=N+2

ETIY . . . N+k . 4
s&o limitadas superiormente pelas integrais || Nj_l f(x)dx, isto é,

n=N+k N+k
Y an < / f(x)dx. (3.2)
n=N+2 N+1

Este fato estd ilustrado na Figura 3.1, a seguir.

y=fx

N+3

N+4 15

N+5 [a

N+6

N+1  N+2 N+3 N+4 N+5 N+6

Figura 3.1 - As somas parciais sdo limitadas superiormente pela integral
N+k
Jnga f(x)dx
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E que a drea em cinza é dada pela soma parcial em 3.2, enquanto que a drea
abaixo do gréafico de y = f(x) e acima do intervalo [N + 1, N + k] é dada
pela integral em 3.2.

Portanto, se a integral imprépria | 1(\)10 1 f (x) dx for convergente, entdo

N+k p oo P
<S§S= .
N+1 (x)dx < N+1f (x) dx

Nesse caso, a sequéncia de somas parciais (3.1) também serd limitada pela
constante S. Como essa sequéncia é crescente (lembre-se de que os ter-
mos a, sdo positivos), podemos concluir que ela é convergente e que, por
definicdo, o seu limite é o valor da série que ela representa, ou seja,

n=N+k 00
lim Z a, = Z ay.
k—oo ° _
n=N+2 n=N+2
(e}
Dai decorre que a série Z a, é convergente, o que encerra a demons-
n=N+1

tracdo do item (a).

A prova do item (b) segue procedimento andlogo. Conforme ilustrado
abaixo, na Figura 3.2, a 4rea em cinza (an+1 + aN+2 + an+3 + - - + ank)
é maior do que a drea abaixo do grafico de y = f(x), isto é,

n=N+k N+k
Y oan> f(x)dx (3.3)
n=N+1 N+1
y
y=r
a
N+1
aN+2
a
N3 | L
N+4
a
N+5
N+1 N+2 N+3 N+4 N+5 N+6 X

Figura 3.2 - As somas parciais sdo limitadas inferiormente pela integral

SN F(x)dx

Portanto, se a integral improépria | ;]o 1 f(x)dx diverge, entdo as somas par-
ciais acima formam uma sequéncia crescente e ilimitada, uma vez que
S i1 f(x)dx = +o0. Logo, podemos concluir que

[0 9)
Y = te,
n=N+1

ou seja, que essa série é divergente.
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2 Uma vez que

€
61]+J1 x—pdxz

S
L=
=
=

E interessante realgar que a demonstracéo desse teorema nos permite dar
uma estimativa para o valor de uma série convergente que se enquadra na
situagdo descrita no item (a). De fato, decorre de (3.2) e (3.3) que

N+k

N+k n=N-+k n=N-+k
/ flx)dx < Z ay = a1+ Z ay < an41 +/ f(x)dx.
N+1 n=N+1 n=N+2
Entdo, fazendo k — oo nessas desigualdades encontramos
CfWixs Y asava+ [ fs (3.4
N+1 n=N+1
o
Ja vimos que a série 2 — conhecida como p-harménica, é divergente se
n
n=1

0 < p < 1econvergente se p > 2. Vamos, no proximo exemplo, utilizar o
teste da integral para recuperar estes fatos, bem como para mostrar que a
série p-harmonica é convergente também paral < p < 2.

1 o
Exemplo 3.8 A funcdo f(x) = ﬁ é decrescente se 0 expoente p é positivo,
_pP_
P+l
termos da série p-harmoénica sdo dados por f(n), podemos utilizar o teste
da integral para estudar a convergéncia da série p-harmoénica para p > 1.

uma vez que f'(x) = —px P71 = < 0 para todo x > 1. Como os

Se 0 < p < 1, entdo a série p-harménica diverge, pois

o0 ] M
/ —dx = lim x Pdx
J1

xP M—o0 J1
y—p+1 =M M-P+1 1
= lim = lim ————— = +oo0.
M—c0 —p—|—1 M—oo —p+1

Se p = 1, entdo temos outra maneira de mostrar que a série harmonica é
divergente, pois

% 1 . M1 .
/ —dx = lim —dx = lim InM = +oc0.
1 X M—oJ1 X M—o0

Se p > 1, entdo a série p-harmoénica converge, pois

) M
/ —pdx = lim x Pdx
1

X M—00 J1
x—pt1 =M
= lim { }
M—oo p+ 1 1
1

No caso em que p > 1, embora saibamos que a série p-harmonica é con-
vergente, ndo sabemos o valor de sua soma. Entretanto, de (3.4) temos as
seguintes estimativas:?

1

. < P
p—1

1
< — .
= e p—1

ﬁmg
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o
Por exemplo, no caso em que p = 2 ja haviamos antecipado que Z 7=
=1
? '
< ~ 1, 645. A estimativa acima nos diz que

21
1< — < 2.
_an_z
n=1

[e9)
L nn s
Exemplo 3.9 Vamos mostrar que a série ) — € convergente utilizando
n=1"

. - o N Inx

o teste da integral. Inicialmente, vamos verificar que a fungao f(x) = —-
x

é decrescente para todo x maior do que um inteiro N. Calculando sua de-
rivada encontramos

1
2
xc— —2xInx 1—2Inx

£l = =2 -

x4 X3

O tnico ponto critico de f é xp dado por Inxy = % Assim, se x > xg entdo
Inx > Inxg = % Logo, % < Inx se x > xp, 0 que significa que o numera-
dor da expressdo de f'(x) é negativo para x > xp. Como o denominador
dessa expressdo é sempre positivo (para x > 0), concluimos que f'(x) < 0
para todo x > xg. Assim, se N é qualquer inteiro maior do que xg, entdo
podemos concluir que f(x) é decrescente para todo x > N. Calculando,
a primitiva de f por meio da mudanca de varidvel y = In x encontramos,
depois de uma integragao por partes:

/T—zxdx = /ye*ydu

=y(—eY) - / (e ™) dy=—ye ™V —e ¥ = —% (Inx+1).

: . . o [®lnx
Por fim, podemos concluir que a integral imprépria —-dx é conver-
N X2

gente, pois

/ ln—zxdx: lim [—1(lnx+1)}
N X M—rc0 X

x=M

x=N

1

—_

= UnN D) =

uma vez que (por L'Hopital)

=0.

H\g\H

lim 1 (InM+1) = lim

M—00 M—

. . L o Snn
Consequentemente, o teste da integral nos diz que a série Z —5 € con-
n
n=1
vergente. a

’ J.udv = uv—jvdu

(fizemosu=y ev=e).
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Exemplo 3.10 Vamos utilizar o teste da integral para mostrar que a série
oo

X

n=2
x > 2 (note que f(x) > 0 para todo x > 2). Inicialmente vamos verifi-
car que essa fungdo é decrescente. Para tanto é suficiente mostrarmos que

1
¢é divergente. Precisamos analisar a funcdo f(x) = ——— para
nlnn & so f(x) xInx p

1
xIn x é uma fungao crescente. Mas isto é claro, pois (xInx) = Inx + X =
Inx 41 > 0 para todo x > 2.

Para finalizar, vamos mostrar que a integral diverge. Fazendo a substituicdo
u = In x temos

o] . M 1
/ dx = lim dx
Jo xlnx Moo J2 xlnx
InM 1
= lim —du
M—oo JIn2 u

= lim In(InM —1In2) = lim In (lnM) = +oo0.
M—vo0 M 2

—>00
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Exercicios

1. Encontre todos os valores de x para os quais a série seja convergente.

71’19{

(@) Z
(b) 2 5n\/>'

2. Determine se a série é convergente ou divergente:

n(1/n)
@ L
= n a1
® LGr
1
oosn(—)
(C)n; n”
= 1
@ ; (2+1nn)
(e) icos
() 27
® Y
n=1n (Inn

3. Determine se as séries convergem absolutamente, condicionalmente ou se divergem:

52n+1

(@) n;(—l)nmﬂ)!.

= 1
® ZH)”W'

1
(c) 2 m.

ap1 nt4

(@) n;( e —

e}

© LV T35 @
® Y (-)*2n+1)2(3)".

n=1
(8 ;(—1)”a;§tinln (Lembrete

1+n
n2

() Y (~1)"
n=1

(i) i(—l)”ln(n%).
n=1
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4. Seja (a,) uma sequéncia tal que lim ‘ fil| — [ < 1. Podemos dizer que essa sequéncia con-
n

verge? Se converge, qual deve ser o seu limite?

. a .. 3 + cos(n? p & )
5. Seja (a,) a sequéncia definida por: a1 =2 e a1 = %an. A série ) ay, é conver-
n=1
gente ou divergente? Justifique.
& (Inn)? . < <
6. A série Z —5 ¢ convergente ou divergente? (Sugestdo: use o teste da comparacdo com
n=1

uma série p-harmonica adequada.)
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Séries de poténcias

OBJETIVOS
e Apresentar a série de poténcias como uma fungao.

* Definir e calcular o raio e o intervalo de convergéncia de uma série de poténcias.
* Explorar as propriedades de derivagao de séries de poténcias.

e Deduzir uma férmula para os coeficientes de uma série de poténcias.

e Deduzir uma expressao em séries de poténcias para a fungao e*.

e Deduzir que as séries de poténcias podem ser integradas termo a termo.

¢ Deduzir uma expressdo em séries de poténcias para a fungao In x.

4.1 Série de poténcias de x

Uma série de poténcias de x é uma expressdo da forma

[ee]
apx™ = ag + ayx + apx> +azx> + - - . 4.1)
n=0
As constantes ag, a1, 4y, - - - que aparecem nhesta expressao sdo os coeficien-
tes da série de poténcias.

Podemos entender uma série de poténcias como a generalizagdo de uma
fun¢do polinomial, mas com infinitos termos. Evidentemente, uma série

[ee]
de poténcias Zanx" é, para cada valor de x fixado, uma série numérica
n=0
cuja sequéncia (Sy(x)) de somas parcias correspondente é

Sn(x) = ag + a1x + axx® + azx® + - - +ayxN

N
= Zanx".
n=0
oo
Naturalmente, os valores de x para os quais ) _ a,x" faz sentido sdo aque-
n=0

les para os quais essa série é convergente.
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Entdo, para cada um desses valores de x podemos associar o nimero

N 00
e l. = 1. n = n'
f(x) Aim Sn(x) lim ngloanx ng:oanx

Essa associacdo define a fungédo

f:D—=R

x— f(x) = ianx”, (4.2)
n=0

cujo dominio D, isto é, o conjunto dos valores de x € R que tornam a série
[ee)

Z a,x" convergente, devemos descobrir.
n=0

Um exemplo em que tal fungdo pode ser explicitada vem da série geométrica
de razdo x:

=14 x4+224234--.
=0

n

. . 1 .
Esta série, como vimos, tem soma f(x) = 1, paraos valores de x restri-
—x
tos ao intervalo D = (—1,1) e é divergente para os outros valores de x. Ou
seja,

1 o0
=) x" parax e (-1,1).
1-x /=

Explorando ainda este exemplo, se trocarmos x por (—x?) na expressdo

1
acima, descobrimos que a fungdo f(x) = ) representa a série alter-
nada de poténcias pares Y (—1)" x?", pois
n=0
1 > n
£
1+x2 =
2 3
=1+ (—xz) + (—xz) + (—xz) +
o
=1-x2+xt—2f+. =) ()",

também parax € D = (—1,1).

Na Figura 4.1, a seguir, estdo os graficos das somas parciais S5 (x), S1o (¥),

o0
S15(x) e Sy (x) da série de poténcias Y. (—1)" x*", bem como a soma
n=0

- - 1
desta série, a funcdo ;> parax € (—1,1).
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(=9

Figura 4.1 - As somas parciais de ordens 5 (c), 10 (a), 15 (b) e 20 (d) e a fungéo
limite H% (tracejado)

4.2 Raio e intervalo de convergéncia

[e9)
Voltemos a fungdo f(x) = Z a,x" a fim de determinarmos o seu dominio
n=0
D. Esse dominio pode ser, em principio, um intervalo como no caso da
série geométrica de razdo x. Certamente, D deve conter x = 0, uma vez

que a sequéncia das somas parciais (Sy (0)) é constante e igual a a9, 0 que
(o)

significa que a série de poténcias ) a,x" é convergente quando x = 0 e

n=0
que f(0) = ao.
Para descobrir mais valores de x que podem pertencer ao dominio D da
o

fungdo f utilizamos o teste da razdo para a série )_a,x". Esse teste se
n=0
baseia no limite .
a Pian
m n+1 .
nx

An+1

‘ = |x| lim

an
o0
e, aplicando-o, concluimos que a série Zan x™ é:
n=0

<1

. a
e absolutamente convergente se |x|lim |
n

e divergente se |x|lim ”;’Z—Zl >1 ou se |x|lim

An+1
an

[e0]
Vemos, portanto, que valores de x para os quais a série de poténcias Z apx"
n=0
converge estdo relacionados ao limite

Ant1

L = lim . (4.3)

an

Os dois teoremas seguintes nos dizem como encontrar tais valores de x
quando o limite anterior existe.
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[ee]
Teorema 4.1 Se L > 0, entdo a série de poténcias Z apx" é
n=0

(a) absolutamente convergente se x € (—%, %) e

(b) divergente se x < —% oux > %

Demonstra¢do do teorema: (a) Se x € (—%, %), entdo |x| < % e, como
An41
an

L = lim < 1. Portanto, conforme vimos acima,

, temos |x| lim | %<1
n

Z a,x" é absolutamente convergente.
n=0

An+1

n

(b)Sex < —1 oux > 1, entdo |x| > 1.Logo, |x|lim

> 1 eaplicando
[e9)
o teste da razdo concluimos que ) _a,x" é divergente. O
n=0

Ainda no caso L > 0 : nada podemos concluir, em principio, sobre a con-
[ee)

vergéncia da série Zanx” para x = —% e para x = % Em geral, deve-
n=0

ol n 0 n
mos estudar separadamente as séries Zan (— %) e Z ay (%) a fim de
= n=0

encontrarmos argumentos adequados para determinar a convergéncia ou
divergéncia delas.

(e
Teorema 4.2 Se L = 0, entdo a série de poténcias Z ayx" é absolutamente con-
n=0
vergente para todo x € R.

Demonstracdo do teorema: Neste caso, independentemente do valor de

x, temos trivialmente que |x|lim

Ant1
an

< 1,uma vez que |x|lim ”;’l—:l
x| 0 =0.Assim, ) _a,x" é absolutamente convergente para todo x € R.

n=0
O

O préximo teorema trata do caso L = +-oo.

[e0]
Teorema 4.3 Se L = oo, entdo a série Z anx™ é divergente para todo x # 0.
n=0

Demonstragio do teorema: Se x # 0, entdo |x| lim = 400, uma vez

An+1
an

oo
= 4-00. Sendo assim, a série Zanx” é divergente para tais
n=0
valores de x. O

: An41
que lim | =7

[e9)
Definigdo 4.1 O raio de convergéncia R de uma série de poténcias Y _ a,x" é
n=0
definido, de acordo com o limite L = lim

An+1
an

, da seguinte forma:

1/L seL >0
R = +o0 seL =0
0 se L = +-oo0.
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Nota 4.1 Decorre desta definicdo e dos dois primeiros teoremas acima,
[e9)

que a série de poténcias ) a,x" é absolutamente convergente no inter-

n=0
valo (—R,R) quando R > 0 ou quando R = +oo (nesse caso a notagdo
(—00,+00) indica, obviamente, toda a reta numérica).

[e9)
Definigdo 4.2 O Intervalo de Convergéncia de uma série de poténcias ) a,x"
n=0
é o0 dominio D da fungdo (4.2), isto é, o conjunto de todos os valores de x para
0s quais a série de poténcias é convergente.! Assim, de acordo com os teoremas

anteriores:
e se R > 0, entdo D é um dos intervalos?
[-R,R], [-R,R), (—R,R] ou (—R,R);
e se R = +oo, entio D = (—o0,+0), isto é, D = RR;

e se R =0,entdo D = {0}.

Exemplo 4.1 Vamos determinar o raio de convergéncia R e o intervalo de
n

(e}
A i o A X
convergéncia D da série de poténcias ) — - Para tanto, calculamos
n!

n=0
N i N SN SIS S
N "+ (n+)n! T a1l
n!
Logo, R =+ e D = (—o0,+0). O
(e} xn
Decorre desse exemplo que a fungdo f(x) = ngbﬁ é definida para todos

os valores de x. Veremos, mais adiante, que esta é a fungdo exponencial,
isto é, que
ex:1+x+£2+£3+... .
21 3!

[e9) x n
Exemplo 4.2 Para a série de poténcias Z (7> , que pode ser reescrita

= \2
como nio S x", encontramos
1
2n+1 1 2"n n 1
L =lim (1”+ ) =l S 1) = )
2"n

0 que nos permite concluir que R = 2. Para definirmos o intervalo de con-
vergéncia D devemos estudar os casos em que x = —2 e x = 2. Para o
primeiro temos

1 n __ - (_1)71
2ny (=2)" = Z

L :

n=0 n=0

1 Lembre-se: se uma
série é absolutamente

convergente, entdo ela é

convergente.

Uma vez que (-R, R)
sempre faz parte

de D, para definir
qual dos quatro

intervalos é o intervalo

de convergéncia,
devemos estudar
as séries numéricas
(o] (==}

Ya,(-R)'eYaR".
n=0 n=0
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que é convergente, pois € a série harmonica alternada. Para o segundo caso

temos a série
[ee] 1 [ee]
Lo @=L,

que é divergente, uma vez que é a série harmonica. Portanto, o intervalo

de convergéncia para a série deste exemplo é D = [—2,2). O
Exemplo 4.3 Para a série Zn!x” temos R =0e D = {0}, uma vez que
n=0
1)!
L =1lim (n+1) =lim(n+1) = +oo.

Como mencionamos anteriormente, uma série de poténcias de x é sempre
convergente em x = 0. Notamos, também, que x = 0 é sempre o centro
do intervalo de convergéncia. A seguir, vamos estender as propriedades
acima para séries de poténcias de x — xp.

4.3 Série de poténcias de (x — xp)

Se, para algum niimero x fixado, trocarmos x por x — xg na expressao (4.1)
que define a série de poténcias de x, obtemos a seguinte série de poténcias
de (x — xp):

Zan(x—xo)”:a0+a1(x—xo)+a2(x—x0)2+a3(x—x0)3+~~~.

(4.4)

A soma desta série é o limite (caso exista)
[ee]
Y an (x —x0)" =lim Sy (x),

em que (Sy (x)) denota a sequéncia de somas parciais:

SN (x) = ag+ar (x — x0) +az (x — x0)* + a3 (x — x0)° +- - - +an (x — x0)"

(o)
Naturalmente, as propriedades de uma série Zanx” relacionadasa x = 0
n=0
[ee)
se transferem para a série Z ay (x — x0)" , mas ficam relacionadas a x = x.
n=0

Assim, a série de poténcias de (x — xg) é sempre convergente quando x =
Xo € sua soma € ap, uma vez que Sy (xg) = ag para todo N.

Além disso, podemos definir a funcéo
f:D—=R
x— f(x Zan (x —x0)"

cujo dominio D (o intervalo de convergéncia) é centrado em x = x, con-
forme veremos a seguir.
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Exemplo 4.4 Trocando x por x — 2 na seguinte expressdo (da série geométrica
de razao x):
1 [o°]
= ) «", vélida parax € (—1,1),
n=0

encontramos uma série de poténcias de (x — 2) e sua soma:

1 o0
=Y (x—2)", validaparax € (1,3).
3—x =

Exercicio 4.1 Utilize a expressdo da série geométrica para encontrar uma representacdo em série

de poténcias de (x + 1) para a fungdo f(x) = % O

(]
O raio de convergéncia R da série Z ay (x — xp)" é definido de acordo com
n=0

o limite L = lim ”Z—f da mesma forma como antes:
1/L seL #0
R = 400 selL =0
0 se L = +o0.
[ee]
Além disso, nos casos em que R > 0 ou R = o0, a série Zan (x — xo)n

n=0
é absolutamente convergente se x € (xo — R, xo + R) . (Para o caso em que
R = 400 entendemos que (xg — 00, xg + 00) = (—00,00) = R.)

O intervalo de convergéncia D é obtido como na Defini¢ao 4.2, mas com o
seu centro deslocado de x = 0 para x = x(. Ou seja:

e se R > 0, entdo D é um dos intervalos
[xo — R, xo+R], [xo—R,x0+R), (xo—R,xo+R] ou (x9 —R,x9+R);
e se R = +oo,entdo D = (—o0, +0),isto é, D = RR;

e seR=0,entdo D = {xp}.

Nota 4.2 E comum a expressao série de poténcias em torno de xy ou cen-
trada em x( como referéncia a uma série de poténcias de (x — xo) .

= (2x —3)"
Exemplo 4.5 Podemos verificar que a série ) -~————, depois de ser
,EO vn+1
22 (x- )"
reescrita como 272 é uma série de poténcias centrada em

= Vn+1 '

n
Xo = % Para esta série temos
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. . N e 1
Dai segue que o raio de convergéncia desta série é R = 5 e que ela con-
verge absolutamente no intervalo (f — %, % + %) = (1,2) . Para definirmos

o intervalo de convergéncia da série devemos estudar a convergéncia para
oscasosx =lex = 2.
[ee] ( _ 1 ) n

n:()\/n“‘l

cumpre as condic¢des para a aplicabilidade do teste das séries alternadas:

lim \/ﬁ =0e ( m) ¢é decrescente.

[e9)

Para x = 2 temos a série Z NS que é divergente, pois é uma série

Para x = 1 temos a série que é convergente, uma vez que

p-harménica® para p = % < 1.

Portanto, o intervalo de convergéncia da série de poténcias deste exemplo
é[1,2). O

4.4 Derivacao termo a termo

Nesta secdo vamos explorar as propriedades de diferenciabilidade da

funcdo
oo

2 (x — x0)" (4.5)
definida por uma série de poténcias centrada em xp, cujo raio de con-
vergéncia é R > 0 ou R = 400. Vamos restringir o dominio dessa fungdo ao
intervalo (xo — R, xo + R) no qual, seguramente, a série é (absolutamente)
convergente. O caso em que R = 0 ndo tem interesse, uma vez que a série
¢é convergente somente em x = x.

De imediato vamos enunciar o seguinte teorema, cuja demonstracéo re-
quer construgdes que estdo um pouco além dos propodsitos deste texto.

Teorema 4.4 A fungio f : (x9 — R, x0+ R) — R definida por (4.5) é dife-
rencidvel e sua derivada é dada pela série de poténcias centrada em xg obtida da
série (4.5) por derivagdo termo a termo, isto é,

= inan (x —xo)" L. (4.6)
n=1

Além disso, as séries de poténcias de f e de f' possuem o mesmo raio de con-
vergéncia R.

A propriedade (4.6) diz que podemos derivar a série de poténcias (4.5)
como se ela fosse um polindmio, isto é, podemos derivar cada um de seus
termos, da seguinte forma:

!/ /
3 Note que f'(x) = [ao) + [a1 (x — x0)]' + [az (x — xo)z} + [ﬂg (x — xo)ﬂ 4.
i 1 _ :0+a1+2a2(x—x0)+3a3(x—x0)2+~~~
n=0 \/m o
= = Y na, (x —x0)" ",
RN
_ i 1 i 1 de modo que a série resultante também é uma série de poténcias centrada
Sn S5 em x( que converge (absolutamente) em cada x € (xp — R, xg + R) e cuja

soma é a derivada f'(x).
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Note que o indice inicial da série expressa por f'(x) é n = 1 (porque a
derivada de ag é zero). Entretanto, se desejarmos, podemos escrever

£(x) = il (x - x0)"!

= Y 4D (x—x)""" " =Y (n+1) apu1 (x — x0)".
n+1=1 n=0

E facil demonstrar a parte do teorema que diz que o raio de convergéncia
da série em (4.6) também é R. De fato, temos

(n+1)ay — 1im " +1 TS PN 1

L =1lim ,
na, n ay ay R

uma vez que o raio de convergéncia da série (4.5) é o inverso do limite
lim %zt

ap
Outra propriedade interessante, decorrente do teorema acima, é a conti-

nuidade da fungdo f(x) no intervalo (—R, R), uma vez que essa fungao é
derivéavel nesse intervalo.

Mais interessante é que a aplicacdo sucessiva desse teorema nos diz que
f(x) possui derivadas de qualquer ordem e que elas sdo representadas por
séries de poténcias centradas em xp e com o mesmo raio de convergéncia
R. Isso ocorre de tal maneira que a k-ésima derivada f ) (x) pode ser ob-
tida por derivagdo termo a termo da série de poténcias que representa a
derivada f=1) (x).

Realmente, temos

=

=
I

[1e

{nan (x — xo)"fl} /

=
Il
—_

n(n—1)a,(x— xo)"_2

|
ngk:

3
Il
S

I
[1e

(n+2) (n+1)ay2(x —x0)",

3
I
o

7@ = X [ 0n =1 an (x = x0)" 2]

agk

3
Il
S}

n(n—1)(n—2)a, (x—x)" >

I
[1e

3
Il
W

|
agk

(n+3) (n+2) (n+1) a3 (x — x)"

3
Il
<}

e, maisgeralmente,

fOx)=Ynmn—1)(n—2)(n—k+1)ay (x — xo)"

= =
1012 1072

(n+k)(n+k=1)(n+1)ay(x—x0)".

Além disso, decorre imediatamente dessas expressdes que

!

f(x0) = ao, f'(x0) =a1, f (x0)=2las, f"(x0)=3las,---
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ou, em uma notagdo compacta:
f(k)(xo) = klay paratodok > 0. 4.7)
Exemplo 4.6 Ja vimos que

1
1—x

=Y X" =14+x+x>+---, se x€(-11). (4.8)
n=0

Do teorema anterior podemos deduzir que

(1—x> an , se x € (—1,1),

ou seja, que

an

(o]
Z (n+1)x" =14+2x+3x2+---, se x € (—1,1).

(1—x)

Também podemos deduzir que

() - (E¢) - (=)

Z (n—1)x""2, se x € (—1,1)
isto é, que
2 :in(n—l)x”*z
(1-2° 3
[o0]
=Y (n+2)(n+1)x"
n=0
=246x+12¢%+---, se x € (—1,1).

4.4.1 Representacdo de ¢* em série de poténcias

Como uma aplicacdo do Teorema 4.4 vamos mostrar que
x2 3 af

Z%—1+x—l——+§+—+ .., paratodox € R.  (49)

Primeiramente vamos nos convencer de que a série acima deve ser mesmo
uma candidata natural para representar a funcio e¢*. O argumento chave é
a expressdo para os coeficientes de uma série de poténcias que deduzimos
em (4.7).

Assim, se ¢* for a soma de uma série de poténcias de x, isto é, se

er = Zanx”, (4.10)
n=0
64
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entdo, de acordo com (4.7), os coeficientes a,, devem se relacionar com e* e
com as derivadas dessa funcado, do seguinte modo:

o = @
(@] = =
()], = 2w
(@] = 3

) )} = nlay,.
{( ) x=0 "

Porém, como a fungdo e* e todas as suas derivadas valem 1 quando x =0,
devemos obter, das igualdades acima,

a(]:l/ ﬂlzl, ay = as = 57,

5, 3', ay =

E 7
ou seja,

1
ay = o para todo n > 0.

Dai, ao substituirmos essa expressdo em (4.10) chegaremos a representacdo
(4.9) para e*.

A fim de demonstrarmos que essa representacao é realmente valida, vamos
denotar a série a direita de (4.9) por E(x), ou seja, vamos definir

00 n

E(x) = Z %, para todo x € R.
n=0 """

Essa série, como ja vimos em um exemplo anterior, tem raio de convergéncia
R = 4-00. Portanto, podemos calcular sua soma para qualquer valor de x.

Do Teorema 4.4 segue que

n=0 n! n=1 n!
[eS) xn—l
= (n—1)!
o xn—l—l—l X AN
= ) ———— =) = =E(x), paratodox € R,

ou seja, a derivada de E é a prépria fungdo E.
Logo, derivando o produto E(x)e™*, encontramos
(E(x)e™) = e E(x) — e ¥E(x)
=e¢ ¥ (E'(x) —E(x)) =0, paratodox € R,

o que nos diz que E(x)e ™ = C (fun¢do constante). Uma vez que E(0) =
eV = 1, concluimos que C = 1 e que, portanto,

E(x) =¢*, paratodox € R.

A Figura 4.2, a seguir, ilustra as aproximacdes da fun¢do e* por somas par-

[e9)

.. L. n

ciais da série Y 77
n=0
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y
150 T
I,
J
b
100 T
50 T
C
d— R
™ T T T T T T T T T T T T T T T T T X
-5 4 -3 2 1 0 1 2 3 4 5

Figura 4.2 -As somas parciais S () (c), S4(x) (a), Se(x) (b) e Sg(x) (d) da série

Y J:TT e a fungdo limite ¢ (tracejado)
n=0

Agora, uma curiosidade: fazendo x = 1 em (4.9) obtemos uma série numé-
rica cujo valor é nimero de Euler e:

Calculando a soma parcial de ordem 6 dessa série numérica, obtemos uma
aproximagdo para e:

n=>5

1 1 1 1 1 163
Yo =1l bty Ty = ey R 2717
=l 3l 507 60

Exemplo 4.7 Vamos, neste exemplo, escrever uma representagéo em série
(0]

de poténcias da forma Y~ a,x" para a fungdo f(x) = x° ¢*. Em seguida,
n=0

vamos utilizar essa representacdo para calcular as derivadas f ©) (O) e

£(200) (0). Temos

= n!
22 2\3
_ .3 2y, ()7 (%)
—x <1+(x)+ STt
7 9
_ .3 5, % X
=x"4+x +j+§+
Observe que
ag =4dy = a4 = 0
e que
1 1
a1 =0, a3 =1, a5 =1, a7 =51 89 =3
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e, genericamente, os coeficientes de ordem impar sdo dados por

o
" n—3 \
!

Portanto, a férmula (4.7) aplicada para xg = 0 nos diz que f(29)(0) =
200!az00 = 0 e que

para n > 3.

1
FD(0) = 71a; = 757 = 2.520.

4.5 Integracdo termo a termo

Outra consequéncia do Teorema 4.4 é que a série (4.6) também pode ser
integrada termo a termo para produzir a integral da fungéo f(x), conforme
mostra o seguinte teorema.

Teorema 4.5 Seja f : (xg — R, xo + R) — Ra fungdo dada pela série de poténcias
(4.5). Entdo,*

[e9)

_ an n+1
/f(x)dx — c+n§0n+1 (x — )", 4.11)

em que C é uma constante arbitrdria.

Além disso, a série em (4.11) tem o mesmo raio de convergéncia R da série (4.5).

Demonstracdo do teorema: E facil ver que a série em (4.11) também tem
raio de convergéncia R, uma vez que

Ap+1
1 1
lim n;—Z — lim 2 * lim 2L _ i 2l _
n n+2 an an R
n+1

Assim, aplicando o Teorema 4.4 a funcao

0= Lot

x_x )H+1

podemos concluir que ela é derivéavel em (xp — R, xg + R) e que

[e9)

g’<x>:g0 I (x — xp)"t zanx—xo = f(x).

n+1

Isso significa que g(x) é uma primitiva de f(x) e que, portanto, a expressdo
C + g(x) descreve todas as primitivas de f(x) se C é uma constante arbi-
traria. O

4 Note a integra¢do termo
a termo:

ia

ntl

=3 a.

n=0

(x xo )/1+l _

X —

xo
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4.5.1 Representacdo de In x em série de poténcias
Vamos aplicar o Teorema 4.5 para encontrar uma representacdo em série

de poténcias de (x — 1) para a fung¢do In x. Primeiramente, trocando x por
1 — x em (4.8) obtemos

ﬁ > (1-x)",para—1<1—x<1
n=0
ou, equivalentemente,
*:Z (1—x)" :Z (x—1)", para 0 < x < 2.

Dai, aplicando o Teorema 4.5 encontramos
[ ix

o 1 ~ C o
Uma vez que uma primitiva de — é In x, a expresséo anterior diz que
x

>n+l

+1 para 0 < x < 2.

1}’[
lnx—c+2 n+)1 (x—1)""", para 0 <x <2,

n=0
para alguma constante c.
Escolhendo x = 1 nesta tiltima expressao, é facil ver que a constante ¢ deve

Ser zero. Assim, conseguimos escrever

o (=1)" nl
Inx = -1 2.
nx 220n+1(x )", para 0 <x <

Para referéncia posterior, vamos reescrever essa representacdo (trocando n
por n — 1 na série) assim:

e 3 G0

n=1

(x—1)", para 0 < x < 2. 4.12)

A soma parcial de ordem 4 para essa série é

e, calculando-a em x = %, encontramos

(- G-)-16-) 3G 36

77

— =~ (0,401.
192

Se utilizarmos uma calculadora cientifica vamos encontrar In (%) =~ 0,405.

Naturalmente, a precisdo melhora se tomarmos somas parciais de maior

ordem (experimente!).

A Figura 4.3, a seguir, ilustra as aproximagdes da func¢do Inx por somas
parciais da série

- ( 1 n+1
H;O s 1 —1) (4.13)
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50

Figura 4.3 - As somas parciais S(x) (c), S4(x) (a), S¢(x) (b) e Sg(x) (d) da
="

(o)
série Y o1 (v — )"+t
n=0

e a fungdo limite In x (tracejado)

Exercicio 4.2 Encontre uma expressdo para In(x + 1) em séries de poténcias de x vélida para
—1 < x < 1. (Sugestao: utilize a expressdo (4.12) para In x). |

Exercicio 4.3 Encontre uma representacdo em série de poténcias para a funcdo arctanx.

1
5) 0

(Sugestao: integre uma expressdo em série para a funcao 1+ 22
x

4.5.2 Aproximacgdes para a integral foa ¥ dx

A seguir vamos desenvolver um método para encontrar valores aproxima-

. a 42 . . Atz
dos para a integral [y e dx em que a > 0 é uma constante fixada. Vocé ja
deve ter visto, em algum momento de sua vivéncia em cursos de Calculo,

C . — o < 1
que uma primitiva da fungdo e*", apesar de existir em teoria, ndo esta dis-
ponivel, na pratica, dentre as fung¢des usuais do Calculo.

Substituindo x por x? em (4.9) encontramos

) 2\
e )

n!
) 4 6 8
an——l—o—x —i———I—%—i—x——l— -+, paratodox € R.
Aplicando o Teorema 4.5 obtemos
0 2n+1

Pay = C -

[ Y G
x3 x° x7 x?
=C i -
Tttt sy Trey Teany t
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e, portanto,

5 o o+l Y]
etdx=|C+
/0 7;) (2n+1)n!
B o a2+l
n;) (2n+1)n!
P! D v 2
Sty ey Ty toay T
Assim, calculando somas parciais
Sw@—at T T Y@ T
N =83 5020 " 7360 9@ (2N +1) N!

. . a 2
podemos encontrar valores aproximados para a integral [ e* dx.

Exemplo 4.8 Utilizando qualquer software matemaético que calcule inte-

. . 1 42 1
grais podemos verificar que [; e* dx ~ 1,463. Por outro lado, utilizando a
soma parcial acima com N = 4, encontramos

11 1 1
54(1):1+§+5(2!) 76y To@y

~ 1,462.
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Exercicios

1. Determine o raio e o intervalo de convergéncia das seguintes séries de poténcias

(x—1)"

()Z nlnn °

n=1

®) Z21124—1

2 (x+1)”.

() ,1;7\/5

Z 3n+1 :
i (%)nx”eosvaloresf(O), (1), f1(0) e f'(1).

2. Encontre o dominio da func¢do f(x

(o]
3. Utilize a soma da série geométrica, isto é, aidentidade = Z x",vélidase —1 < x < 1,
— X
n=0

para encontrar:
(a) arepresentagdo em série para f(x) = xIn(1 — x*)
(b) oraio e o intervalo de convergéncia da série obtida no item anterior

4. Encontre uma representacdo em série de poténcias de (x — 1) para f(x) = xInx. (Sugestdo

note que xInx = (x — 1) Inx +Inx.)
e¥ —1
o

5. Encontre uma representacdo em série de poténcias de x para f(x)
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Expansao em série de Taylor

OBJETIVOS
¢ Definir a série de Taylor de uma funcao.

* Encontrar as expansoes em série de Taylor de algumas fungdes trigonométricas.
* Definir polindmios de Taylor de uma fungao.

e Estimar o erro na aproximagdo de fungdes por seus polindmios de Taylor.

* Verificar que sen x e cos x sdo analiticas em R.

5.1 Séries de Taylor e de Maclaurin

Consideremos uma fungéo f(x) que tenha derivadas de todas as ordens em

um intervalo aberto em torno de um ponto xy. Nosso objetivo é encontrar
[e )

uma série de poténcias da forma Y a, (x — x()" mais adequada, de modo

n=0
que a identidade

flx)= i an (x — x9)" (5.1)
n=0

tenha posibilidade de ocorrer para todo x em algum intervalo aberto con-
tendo xg. Naturalmente, esse intervalo deve ser (xg — R, xo + R) em que R
é o raio de convergéncia da série.

Ja vimos que uma condi¢do necessaria para a representacdo (5.1) acima

é que os coeficientes a, e as derivadas f(") (xq) sejam relacionados pela
seguinte férmula:

£ (xo)

ﬂn =
n!

para todo n > 0.

A substitui¢do de a, em (5.1), segundo essa férmula, nos d4 a representagdo
mais adequada para f(x):

o (n)
)~ 1 L) e
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Note que utilizamos o simbolo ~ em lugar da igualdade porque nao sa-
bemos se o limite da série é, realmente, a funcdo f(x). O que sabemos é
que se f(x) for o limite de uma série de poténcias, entdo tal série deve ser
a série acima. Em outras palavras: a série candidata a representar uma
fungéo f(x) como em (5.1) é

o (n)
Zofn(!xo)(x—xo)”. (5.2)

A série de poténcias (5.2) é denominada a série de Taylor da fun¢do f(x)
em torno de xp, e no caso particular em que xo = 0 ela é denominada a
série de Maclaurin de f (x) :

0 f(n)
f(x):Zf ©) (5.3)

Definigdo 5.1 Dizemos que uma fungio f(x) é analitica em xg se f(x) coincide
com a sua série de Taylor em um intervalo aberto em torno de xo. Se uma funcio
for analitica em qualquer xo € R, entdo dizemos, simplesmente, que esta fungdo é
analitica.

Mostraremos mais adiante que as fungdes trigonométricas cos(x) e sen(x)
sdo analiticas e que as suas séries de Taylor possuem raio de convergéncia
R = +o0. Em particular, elas coincidem com suas séries de Maclaurin, as
quais calcularemos a seguir.

5.1.1 Representacdo de sen x e de cos x em série de poténcias

Para a fungdo f(x) = senx temos f'(x) = cosx, f”(x) = —senx, f"'(x) =
—cosx, f® (x) =senx = f(x) e, dai em diante, as derivadas se repetem,
de modo que

0 () = § (D) cos(@) se m =2k —1(impar) g,
(—=1)Fsen(x) se n = 2k (par).
Assim,
0 se n épar
(n) — p
f"(0) { (—1)k+1 se n é impar da forman =2k —1 (5.5)
e, portanto, a série de Maclaurin de sen(x) é
SEAUNTRNIE S e
r;) n! x" =x 3 + 5! - n; (21’1 — 1)!x . (5.6)

E facil ver que o raio de convergéncia desta série é R = +o0, pois

(_1)n+1—1

.|| _ . (n-=1)! 1 B
lim | lim sy - lim [CIESNei 0.
(2n-1)!

No final da préxima segdo veremos que sen(x) é analitica. Isso justificard
a seguinte representagdo em série de Maclaurin, vélida para todo x € R:

()" L X’
Sen(x):me :x7§+§7ﬁ+,x€R (57)

n=1
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Procedendo da mesma maneira que no exemplo anterior, podemos repre-
sentar cos(x) por sua série de Maclaurin. Entretanto, utilizando o fato
de que cos(x) é a derivada de sen(x), chegamos mais facilmente a esta
representagdo derivando a identidade (5.7). Dessa forma (verifique!)
encontramos

© ( q1\M 2 4 6
cos(x)zig)(zi!) x2”:1—%+%—%+---,xeR. (5.8)
5.2 Formula de Taylor
A soma parcial
N £(n)
Pat) = L0 e
= Fx0) + ' (x0) (x — 30) + L0 (x gy
+ -4 f(NIi](!xO) (x - xo)N

da série de Taylor de uma fungdo f(x) é um polindmio (de grau N) deno-
minado polinédmio de Taylor de grau N da fungdo f(x) em torno de xy.
No caso particular em que xy = 0, tal polindmio,

Py(x) :f(o)+f,(0)x—|—f//2(!0)x2+...+f(1\;\)”(0)le

é denominado polinémio de Maclaurin de grau N da funcdo f(x).

Exemplo 5.1 Uma vez que as derivadas da func¢do exponencial f(x) = e*
sdo todas iguais a prépria funcdo, seu polindmio de Taylor de grau N em
torno de xg é:

eXo eXo

Pn(x) = "0 +e"(x — xq) +?(x—xo)2+~-+ﬁ (x —xo)N

(x — xq)? (x — xp
T_'—..._‘_T

)N
=M |14 (x —x9) +
e seu polindmio de Maclaurin de grau N é
2 N
x x

Py (x) =ldxdord 5y
(Veja o gréfico de e* e de alguns polindmios de Maclaurin desta fun¢do na
Figura 4.2 do Capitulo 4). a

Exemplo 5.2 Conforme (5.6) os polindmios de Maclaurin de grau N da
funcdo f(x) = senx sdo

Pi(x)=0+x=x

X
P3(x):0+x+%x2—%x3:x—§
3
X
P4(x):O+x+%x2—%x3+%x4:x—§:Pg(x)
¥ X0
P5(x):x—§+§
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Portanto, para N impar da forma N = 2k — 1:

e se N é par, entdo
Pn(x) = Pn_1(x).

(Veja os graficos da fungdo senx e de alguns de seus polindmios de
Maclaurin na Figura 5.2, ao final da préxima segéo). O

Exercicio 5.1 Encontre o polindmio de Maclaurin de grau 3 da funcdo f(x) = tanx. (Veja, na
Figura 5.1 a seguir, os gréficos de tan x e dos polindmios de Maclaurin de graus 3 e 5.) O

N

Figura 5.1 - Gréfico da fung¢do tanx (tracejado) e os gréficos dos polindmios de
Maclaurin de graus 3 e 5

Exercicio 5.2 Encontre uma férmula para o polindmio de Taylor de grau N da funcdo Inx, em
torno de xp > 0. Compare-a com as somas parciais da série em (4.12) no casoem que xp = 1. O

76

E claro que f(x) é analitica em xj se, e somente se,

f(x) =lim Py(x) (5.9)

para todo x em algum intervalo aberto contendo x(. Portanto, os polino-
mios de Taylor de uma fungdo analitica em xy se aproximam desta fungao
quando N aumenta. Esse fato é bastante utilizado para o célculo apro-
ximado dos valores de uma fungdo f(x) que é analitica em xp. Numa tal
utilizagdo é sempre interessante podermos controlar o tamanho de N que
nos interessa, ou seja, para o qual obtemos uma aproximacéo satisfatéria
de f(x).

Em outras palavras, do ponto de vista prético, é bom quando podemos
controlar a relagdo entre N e o tamanho do erro que cometemos quando
aproximamos uma fungdo f(x) por seu polinémio de Taylor Py(x). No
proximo teorema, mostramos uma das formas de controle desse erro.
Porém, uma demonstragdo desse teorema estd fora dos propoésitos deste
texto. Para uma referéncia veja o Teorema 3.4.1 em Matos (2001).
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Teorema 5.1 Seja f(x) uma fungio que possui derivadas de todas as ordens em
um intervalo aberto | contendo xg e seja N um inteiro positivo. Entdo, para cada
X € |, existe c entre x e x tal que

(xfxo)N‘H

Fx) = Bu() + FN Oy

(5.10)

Se denotarmos por Ry (x) o erro na aproximagao de f(x) por seu polindmio
de Taylor Py(x), isto é,
Ry(x) = [f(x) = Pn(x)],

entdo o teorema acima nos diz que

)]
SN+

Portanto, se x estiver em um intervalo (a,b) que contém x; e se todas as
derivadas até a ordem N + 1 da fungédo f(x) forem limitadas em moédulo,
por uma mesma constante K, nesse intervalo, vale a seguinte estimativa
para o erro cometido na aproximacdo de f(x) por seu polindmio de Taylor
de ordem N:

Ry(x) = |x — x| N L. (5.11)

(b —a)N*!

Ry(x) < KW

para todo x € (a,b). (5.12)

Exemplo 5.3 Segue de (5.4) que a fun¢do f(x) = sen(x) tem derivadas
limitadas, em médulo, pela constante 1, uma vez que

(—1)]‘4rl cos(x)’ = |cosx| <1

‘(—l)k sen(x)‘ = |sen(x)| < 1.
Portanto, se (a,b) é um intervalo contendo x, entdo

(b—a)N+L

Ry(x) < W

para todo x € (a,b).

Isso significa que

(b _ LI)N+1
|sen(x) — Py(x)| < Nl para todo x € (a,b)
em que
Py (x) = sen(xg) + cos(xo) (x — xg) — 59“2(!"0) (x — x0)?
(N)
_ %(!x‘ﬂ(x_xoer...JrW(x_xO)N

em que sen™) (xq) representa a N-ésima derivada de sen(x) avaliada em
X = Xq.
Assim, se desejarmos uma aproximagdo de sen(x) e estivermos dispos-
tos a cometer um erro de, no maximo, 0,001, entdo basta que tomemos N
suficientemente grande e (a,b), contendo xy, suficientemente pequeno,
tais que

(b . Ll)N +1

TNt = Yot

7
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Exemplo 5.4 Para calcular, aproximadamente, o valor cos x com erro me-
nor do que 0,001, utilizando um polindmio de Maclaurin de grau N = 2,
podemos utilizar qualquer valor de x no intervalo (a,b), contendo xy = 0,
tal que

(b—a)’
- < 0,00

Assim, o comprimento b — a desse intervalo deve ser tal que

b—a< v0.001 x 3! ~0,18.

Por exemplo, se —0,02 < x < 0, 16, entdo o erro na aproximagao

%2
cosx ~1— —
2!

é menor do que 0,001. O

Exercicio 5.3 Utilize uma calculadora para calcular o valor de cos (0,15) e depois calcule a
2
x
E-
que essa diferenca é menor, em médulo, do que 0,001. O

diferenga entre o resultado encontrado e o valor de p(0,15) em que p(x) = 1 — Verifique

Exercicio 5.4 Refaca o exercicio anterior utilizando 0,4 no lugar de 0, 15. Qual o valor encontrado
para a diferenca
cos (0,5) — p(0,5)?

Esse valor, em médulo, é menor do que 0,001? Vocé poderia explicar por qué? O

O limite (5.9), que caracteriza uma funcdo analitica, é equivalente ao limite
limy_e0 [f(x) — Py(x)] = 0, pois
lim (f(x) —Py(x)) = f(x) — lim Py(x).

N—o0 N—oco

Mas, de acordo com o Teorema 2.2

lim (f(x) — Py(x)) =0 se, esomentese, lim |[f(x)— Py(x)| =0.
N—o0 N—ro0

Assim, dizer que uma funcdo f(x) é analitica em x( é equivalente a dizer
que
lim RN (X ) =0

N—oo

ocorre para todo x em um intervalo aberto contendo xy.

5.3 Analiticidade de ¢*, Inx, senx e cos x

A estimativa (5.12) também é tutil para mostrar que uma fungédo f(x) é
analitica. Por exemplo, como veremos a seguir, se em um intervalo aberto
contendo x( todas as derivadas de f(x) forem limitadas, em mdédulo, por
uma mesma constante K, entdo f(x) sera analitica em xg. Esse é o caso da
fungdo sen(x) e também da fungao cos(x).
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Teorema 5.2 Seja f(x) uma fungio tal que
‘f(N) (x)‘ < K para todo x € (a,b) e paratodo N,

em que (a,b) contém x.

Entdo, f(x) é analitica em x.

Demonstracao do teorema: Aplicando a regra do sanduiche as desigual-
dades

(b—a)NHL

< < Kt
0<Ry(x) <K (N+1)!

encontramos

lim R =
dim N(x) =0, paratodox € (a,b),

uma vez que!

N+
im0
(N+1)!

Exemplo 5.5 J& vimos que a fungdo exponencial f(x) = e* é analitica em
qualquer x(, mas isso também decorre do teorema acima, uma vez que, se
(a,b) é um intervalo contendo xy, entdo

‘f(N)(x)‘ =" <eP sex e (ab).

Desse fato também decorre a seguinte estimativa para o erro na aproxi-
macao de e* por seu polinémio de Taylor:

eb (b _ H)N+1

Ry (x) < (N+1)!

parax € (a,b).

Agora podemos enunciar e provar a analiticidade das fungdes sen x e cos x.
Teorema 5.3 As fungdes sen x e cos x sdo analiticas.

Demonstracao do teorema: A prova é uma consequéncia direta do Teo-
rema 5.2 uma vez que todas as derivadas dessas fun¢des sdo limitadas, em
moédulo, pela constante 1, em qualquer intervalo aberto de R. Portanto,
essas fung¢des sdo analiticas em qualquer xy. a

Em particular, se xg = 0, temos as representacdes (5.7) e (5.8) validadas
para qualquer x € R.

' Note que ¢
n!

n

eo

termo geral da série

0o m
convergente z =
n

n=0 ¢
n

=0.
!

Portanto, lim .
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N

Figura 5.2 - Gréfico da fungdo sen x (tracejado) e de seus polinémios de Maclaurin
de graus3e5

N

Figura 5.3 - Gréfico da fungdo cos x (tracejado) e de seus polindmios de Maclaurin
de graus2 e 4

Finalizamos este capitulo com um resultado de analiticidade para a fungdo
In x.

Teorema 5.4 A fungio f(x) = Inx é analitica em qualquer xo > 0 e a sua
representagio em série de Taylor em torno de x é

(o] _1 n
Inx =Inxg+ ) (n ) (x —x0)" 1, para 0 < |x —xg| < x9. (5.13)

n
n=1 0

A demonstragdo desse teorema serd feita no restante deste capitulo e, como
veremos, ela decorre da representagdo que deduzimos em (4.12) para o
caso particular xp = 1.

Comecamos deduzindo a expressdo da série de Taylor da fungdo f(x) =
In x em torno de xy > 0. Para essa fun¢do temos:

flloy=x1 f'(x) = —x2, f"(x) =223, fW(x) = -3
e, calculando mais algumas derivadas, chegamos a seguinte férmula

)N (N 1)
xN

FN) (x) = ( se x > 0. (5.14)
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Portanto, a série de Taylor de In x em torno de xq é

(71)7171

In xXo + Z i
0

n=1

(x —x0)", (5.15)

uma vez que os coeficientes desta série sdo dados por:
()" 1)

£ (x0) _ eyt

n! xgn! nxg

Exercicio 5.5 Mostre que o raio de convergéncia da série de Taylor (5.15) da fungdo In x em torno

de xp > 0 é R = xp. Calcule o intervalo de convergéncia dessa série.

O exercicio anterior mostra que a série de Taylor (5.15) converge (absolu-
tamente) no intervalo (0,2x). Desejamos verificar que fungdo para a qual
essa série converge é exatamente a fungdo In x.2 Entretanto, ndo consegui-
mos deduzir isso com base no Teorema 5.2, pois as derivadas f(N)(x) sdo

ilimitadas em médulo, isto é, I\%im ‘ FN) (x)‘ = o0 para qualquer x > 0.
—00

De fato,
(N-1)! 1

= - lim ~——~~%
X Nooo xN-1

_ |
lim ‘f(N)(x) = lim N-D'_ .,

N—o0

uma vez que I\l{im ( '
—00 - .

série convergente).

= 0 (esta sequéncia é o termo geral de uma

Mesmo a utilizagdo da expressao (5.11) para estimar, diretamente, o resto
Ry (x) da série, torna-se uma tarefa dificil. E que substituindo (5.14) em

(5.11) obtemos
B 1 |X . X0| N+1
 N+1 c

para c entre x e xp, sendo x € (0,2x) . Dai, teriamos que fazer um estudo
mais detalhado das possibilidades envolvendo ¢, x e xg a fim de concluir
que limy_,c Ry (x) = 0 a partir da expressdo anterior para Ry(x).

Ry (x)

Felizmente, tomando outro caminho bem mais simples conseguimos mos-
trar que In x é analitica em qualquer xp > 0. A estratégia vem da seguinte
representagdo de In x que deduzimos em (4.12):

e 3 U

n=1

(x—1)", para0 < x < 2.

E fécil verificarmos que a série a direita da igualdade acima ¢ a série de
Taylor de In x em torno de xo = 1, pois ela coincide com a expressao (5.15)
quando x é substituido por 1 (lembre que In1 = 0).

. . x
Agora, fixemos xp > 0. Se x € (0,2xp), entdo 0 < P, < 2. Portanto, a
0

- . e X .
representagdo anterior é valida se trocamos x por —. Fazendo isso, obte-
X0

o (_q1\n—1 n
ln<x>—z(1)<x—1) ,para0<£<2.
X0 =1 n X0 X0

mos

O

2 A série de Taylor de

uma funcéo f'(x) pode
ser convergente, mas
seu limite pode ndo
ser a funcio f'(x). Por
exemplo, é possivel
mostrar que a fun¢io

1
f(x) = e~ sexz0
! 0sex=0

possui derivadas de
todas as ordens e que
todas elas se anulam em
X, = 0. Assim, sua série
de Maclaurin é a série
nula que, portanto,
converge para a funcdo
identicamente nula.
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Mas, como:

¢ In (; > = Inx —Inxp (esta é uma propriedade dos logaritmos,
0

lembra-se?),

x " x—x\" 1

- 1) = = — (x—x9)"
(5 ~(5R0) —gere

X .
e 0< P, < 2 éequivalentea 0 < |x — xp| < xo,
0

concluimos que

o  1yn—1
Inx =Inxy+ Z i

n=1

na (x —x0)", para 0 < |x — xq| < xp.

Por fim, como a expressdo a direita da igualdade acima é exatamente a série
de Taylor de In x em torno de x(, concluimos a demonstrag¢do do Teorema
5.4, isto é, acabamos de verificar que In x é analitica em qualquer xo > O e
que (5.13) é a sua representacgdo em série de Taylor em torno de xy > 0.
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Exercicios

. Seja f(x) = x*In(1 + x).

(a) Obtenha a série de Maclaurin para f(x) e indique o intervalo em que essa série é con-
vergente.

(b) Determine f(19(0), a décima derivada de f em x = 0.

. Seja f(x) = x*In(1 + x2).

(a) Obtenha a série de Maclaurin para f(x) e indique o intervalo em que essa série é con-
vergente.

(b) Determine f15)(0), a décima quinta derivada de f em x = 0.

. Encontre a série de Taylor de f(x) = xInx em torno do ponto xy = 4.

. Utilize uma expansdo em série de Taylor de f(x) = Inx para mostrar que:
o
1

(b) In4 = ,12’17 <z>

. Calcule a soma das séries:
(@) f 1/4\"
=n\5 ’

P

n=2 n3

X
. Encontre uma representagdo em série de poténcias para a fungdo F(x) = / In(t)dt valida
1
para 0 < x < 2.

. Encontre a série de Taylor da funcdo f(x) em torno do ponto x, para:

(a) f(x) = sen(x) exy =

(b) f(x) = cos(x)exy=

=[N | N

(c) f(x) =sen(2x)exy = g (Sugestdo: note que (2x — g)” =2"(x — g)

. Calcule os trés primeiros termos da série de Maclaurin da fun¢do f(x):
(@) f(x)=tanux.

(b) f(x) = x+ cos(re*).

(C) f(x) = esenx'
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