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Os Cursos de Graduacio da UFMG, modalidade a distancia, foram
concebidos tendo em vista dois principios fundamentais. O primeiro
deles se refere & democratizacio do acesso a educagio superior; o
segundo consiste na formacido de profissionais de alto nivel, compro-
metidos com o desenvolvimento do pais.

A coletinea da qual este volume faz parte visa dar suporte aos estu-
dantes desses cursos. Cada volume esta relacionado com um tema,
eleito como estruturante na matriz curricular. Ele apresenta os
conhecimentos minimos que sio considerados essenciais no estudo
do tema. Isto néo significa que o estudante deva se limitar somente ao
estudo do volume. Ao contrério, ele é o ponto de partida na busca de
um conhecimento mais amplo e aprofundado sobre o assunto. Nessa
direcio, cada volume apresenta uma bibliografia, com indica¢do de
obras impressas e obras virtuais que deverio ser consultadas a medida
que se fizer necessario.

Cada volume da coletdnea estd dividido em aulas, que consistem
em unidades de estudo do tema tratado. Os objetivos, apresentados
em cada inicio de aula, indicam as competéncias e habilidades que o
estudante deve adquirir ao término de seu estudo. As aulas podem se
constituir em apresentacio, reflexdes e indaga¢des tedricas, em expe-
rimentos ou em orienta¢des para atividades a serem realizadas pelos
estudantes.

Para cada aula ou conjunto de aulas, foi elaborada uma lista de exer-
cicios com o objetivo de levar o estudante a avaliar o seu progresso
e a desenvolver estratégias de metacognicio ao se conscientizar dos
diversos aspectos envolvidos em seus processos cognitivos. Essa lista
auxiliard o estudante a tornar-se mais auténomo, responsavel, critico,
capaz de desenvolver sua independéncia intelectual. Caso ela mostre
que as competéncias e habilidades indicadas nos objetivos ndo foram
alcancadas, ele deverd estudar com mais afinco e aten¢io o tema pro-
posto, reorientar seus estudos ou buscar ajuda dos tutores, profes-
sores especialistas e colegas.

Agradecemos a todas as institui¢ées que colaboraram na produgio
desta coletdnea. Em particular, agradecemos as pessoas (autores, coor-
denador da produgio gréfica, coordenadores de redacio, desenhistas,
diagramadores, revisores) que dedicaram seu tempo, e esforco na
prepara¢io desta obra que, temos certeza, em muito contribuird para
a educacgio brasileira.

Maria do Carmo Vila
Coordenadora do Centro de Apoio a Educagdo a Distdncia
UFMG
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Apresentacao

Este livro foi escrito para ser utilizado nos cursos de Educagio a
distancia oferecidos pela UFMG para a licenciatura em Matematica.
Ele esté dividido em dois tomos. No primeiro, tratamos de vetores
no plano e no espaco, aplicacdes ao estudo das cdnicas, matrizes
e determinantes e sistemas de equag¢des lineares. No segundo,
trataremos da equacgdo cartesiana de um plano no espago, de
equagdes paramétricas da reta no espago, de posi¢des relativas de
retas e planos no espaco e de transformacdes lineares.

Estes livros estdo assentados na experiéncia de mais de 30 anos
do autor em ministrar ndo sé a disciplina de Geometria Analitica,
mas outras disciplinas de Calculo, Histéria da Matematica, Algebra
Abstrata e Geometria Algébrica no Departamento de Matemdtica
da Universidade Federal de Minas Gerais, além da experiéncia de
escrever um primero livro de Geometria Analitica e Algebra Linear
para a licenciatura a distdncia em Quimica ([2]).

Tal experiéncia talvez possa ser resumida em dois principios bési-
cos que orientaram a elaborac¢io da obra. O primeiro é que se deve,
no ensino da Matemitica, respeitar a evolu¢io histérica dos con-
ceitos, explicitando para o aluno como eles evoluiram. A ideia aqui
é que as dificuldades que o aluno enfrenta em seu aprendizado sio,
muitas vezes, semelhantes aquelas que a ciéncia enfrentou em sua
evolucio.

O segundo é que a Matematica se articula sempre em torno de
exemplos, da mesma maneira que a Quimica e outras ciéncias
experimentais se baseiam na experiéncia. Essa observacio é valida,
tanto nos estudos mais elementares de Matemadtica como na
pesquisa mais sofisticada. Assim, procuramos desenvolver o texto
enfatizando sempre o exemplo. Por outro lado, como este livro esta
voltado para alunos de Matematica, procuramos dar um tratamento
mais formal demonstrando alguns resultados, principalmente no
estagio final do livro.
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Tivemos sempre em mente que este trabalho se destina a cursos a
distdncia. Dessa forma, o texto possui varias caracteristicas especi-
ficas para ser assim utilizado. Dentre elas chamamos atencio para as
seguintes:

1. Cada aula é aberta com objetivos gerais. Recomendamos que o
aluno leia-os inicialmente e volte a eles no final certificando-se de que
eles foram atingidos, e, se ndo o forem, que tente sanar a deficiéncia.

2. No decorrer do texto, existem exercicios. Eles foram incluidos com
0 objetivo de testar o entendimento do assunto tratado anterior-
mente. E importante que o aluno faca esses exercicios, pois eles sdo
necessérios para o seu amadurecimento.

3. Ao final de cada aula, incluimos numerosos exercicios, ordenados
por nivel de dificuldade. E um pouco pessoal a escolha de quantos
exercicios fazer, mas o aluno deve fazer um nimero suficiente para se
sentir seguro do conteddo a que eles se referem.

Finalmente, ao concluir esta apresentagdo, gostariamos de agradecer
ao Ministério de Educacio e Cultura e a Universidade Aberta do Brasil
pela oportunidade de escrever estas notas e a Profa. Maria do Carmo
Vila, coordenadora do programa de ensino a distancia da UFMG, pela
sua eficiente coordenacio do programa. Gostaria de agradecer tam-
bém aos colegas Hamilton Prado Bueno, Seme Gebara Neto e Maria
Cristina Ferreira pelas discussées frutiferas que tivemos sobre o
texto, bem como por algumas sugestbes e corre¢des, e a Joana David
Avritzer, que revisou parte do texto.

Esperamos que este livro possa ser ttil a esse importante programa
de formacio de professores tio necessdrio ao desenvolvimento de
nosso pais.



AULA K

Equacao cartesiana do plano no espaco

OBJETIVOS

Ao terminar esta aula, vocé devera ser capaz de:

1. Deduzir a equagdo cartesiana de um plano no espaco, ortogonal a um
vetor dado e passando por um ponto.

2. Resolver varios problemas sobre planos no espago como, por exemplo,
encontrar a equagao de um plano passando por trés pontos.

3. Conhecer o produto vetorial de dois vetores e suas propriedades.

4. Saber o que é um conjunto de dois ou trés vetores linearmente dependen-
tes ou linearmente independentes no plano ou no espaco.

1.1 - A EQUACAO DO PLANO

Uma reta no plano fica determinada pela sua inclinagdo e um de seus
pontos. Da mesma maneira, um plano no espago fica determinado
conhecendo-se um vetor normal a ele e um de seus pontos. E o que
veremos a seguir.

Considere um ponto P = (x,y0,20) no espaco e um vetor N =
(a,b,c). Vamos considerar a equacao do plano « ortogonal ao vetor
N passando pelo ponto P. Para isso, considere um ponto X = (z,y, z)
do plano. A condicdo para que o ponto X pertenca ao plano é que o
vetor PX seja ortogonal a N. Assim, o plano « pode ser descrito pela
equacao:

—_— =
PX - N =0, ouainda (X — P) - N =0, ou seja,

((z,y,2) — (z0, Y0, 20)) - (a,b,¢) =0
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Portanto, teremos (z — xo,y — Yo,2 — 20)-(a,b,¢) = 0. Efetuando,
azx + by + cz = axo + by + czo. E usual denotar axg + byg + ¢z por
d e obtemos assim a equagao geral do plano que passa pelo ponto
(0, Y0, 20) € € ortogonal ao vetor N = (a, b, ¢):

ax + by + cz = d, onde d = axg + by + czo

N=(a b c)

X=x, 2z

Ny
X= (0 3 2,)

Figura 1.1: A equacio cartesiana de um plano no espago

Exemplo 1.1 Encontre a equacdo do plano que passa pelo ponto
P = (3,—1,7) e é perpendicular ao vetor N = (4,2,—5). Como na
deducéao da férmula feita acima, um vetor arbitrario do plano é dado
por PX =X - P = (x — 3,y + 1,z — 7). Impondo a condi¢do do
vetor arbitrario ser normal ao vetor N, obtemos: (x —3,y+ 1,2 —7) -
(4,2,—-5) =0, ou seja, 4z + 2y — 5z = —25. <

Exemplo 1.2 Encontre a equacao do plano que passa pelos pontos
A=(1,2,-1), B=(2,3,—-1) e C = (3,—1,2). Ja sabemos que um
plano no espago possui equacgao ax + by + cz = d, mas ainda nao
temos como calcular o vetor normal ao plano pedido N = (a, b, ¢). No
proximo pardgrafo veremos como fazer isso. Neste exemplo, vamos
observar que como (z,y,z) € um ponto arbitrario do plano, substi-
tuindo sucessivamente as coordenadas dos pontos A, B, C na equagao
do plano, temos:

a+2b—c = d
2a 4+ 3b — ¢ d
3a—b+2c = d (1.1)
Resolvendo o sistema obtemos a = %t,b = —%t,c = —%t,d = t.

Tomando ¢ = 2 obtemos uma equacao para o plano 3z — 3y — 5z = 2.
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Observe que qualquer valor ndo nulo de ¢ nos fornece uma equagao
para o plano pedido.

<

1.2 - PRODUTO VETORIAL DE DOIS VETORES

Ja vimos na Aula 2, Tomo I, que o produto escalar de dois vetores,
no plano ou no espaco, nos fornece um ntmero. Veremos agora um
outro produto de dois vetores no espaco que nos fornece um terceiro
vetor perpendicular ao plano gerado pelos dois primeiros. PEl)ra isso
introduziremos a seguinte notacdo. Denotaremos por 7, 7, k os ve-
tores unitarios na direcdo dos eixos x,y, z respectivamente. Ou seja,

7 =(1,0,0), 7 = (0,1,0), k = (0,0,1).

Definigao 1.3 Dados dois vetores ¥ = (v1, v, v3) e W = (wy, wa, w3),
o produto vetorial de v por w, que serd denotado por v X W, serd
o “determinante”
- =
¢ J

N
k

— —

UVXW=| v v U3

wp w2 ws

— — —
= (vows — wav3) i — (viwsg —wyvs) j + (Vywe —wivey) k =

= (vows3 — wav3, —(ViW3 — W1V3), V1We — W1V2).

Observacao 1.4 Na defini¢cao dada optamos por usar o determinante
acima por ser a forma mais facil de guardar a defini¢do, mas observe
que na realidade nao se trata de um determinante, pois a primeira
linha é constituida por vetores e as outras duas, por coordenadas de
vetores, ou seja, escalares. Dai colocarmos a palavra determinante
entre aspas. Em particular s6 faz sentido desenvolver este “determi-
nante” pela primeira linha. A forma que aparece mais abaixo poderia
ser também utilizada como definicdo e seria a mais correta, mas é de
memorizacao mais dificil.

Observagao 1.5 Ja observamos que o produto escalar de dois veto-
res € um ntmero, enquanto o produto vetorial é um vetor. Uma outra
diferenga é que o produto vetorial ndo é comutativo, isto é, em geral
— = — . — .

v X w # w x v. Observe os exemplos a seguir:

N
Exemplo 1.6 Encontre o Er)oduto vetorial dos vetores i e 7, nesta
ordem. Temos que o vetor i = (1,0,0) e o vetor j = (0,1,0).

- = -
- = ioJ K - = = =
ixj=|1 0 0|=0i+0j5+1k)=Fk =(0,0,1).
0O 1 O

13
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Exemplo 1.7 Calcule o produto vetorial 7 x 7. (O mesmo produto
que no exemplo anterior, mas na ordem inversa.)

—_ = -
- = ik - = — —
jxi=|10 1 01]=0i+05—-1k)=—-k =(0,0,—-1).
1 0 0

No Exemplo 1.6, obtivemos um vetor ortogonal aos outros dois. No
Exemplo 1.7 também obtivemos um vetor ortogonal aos outros dois,
porém de sentido contrario ao vetor do Exemplo 1.6. Isso é sempre
verdade. Faca os exercicios abaixo e em seguida estude a proposicao
que lhe segue.

Exercicio 1.8 Calcule:

14

& e = e o =

—

X

—

J

k
N

k
-

i

] ] ] s

X X X

(1,-2,3) x (2,5,7)
(2,5,7) x (1,-2,3)

s = . — — .
Proposicao 1.9 Sejam v = (vi,v2,v3) e W = (wy,ws,ws) dois

~ . ~ . — — ~
vetores ndo nulos tais que ndo existe ¢ # 0 tal que W = cv'. Entado,

L= - =
o produto vetorial ¥ = vV X w € um wvetor ortogonal aos outros

— — .. — p
= W X v € um vetor distinto de x também
— — —
w =-7.

e tal que y =

dois. Além disso, y
perpendicular a U e

Demonstragao: Considere

i
Jj ok

=| V1 v2 V3 |=
wi w2 w3

— — —
= (vows — wav3) © — (Viwg — wiv3) j + (Viwe — wive) k =

= (vow3 — wav3, —(Viws — w1v3), VW3 — W1V3) =
— —
Vamos calcular 7.7 e 7 .w. Lembre-se que de acordo com a Defi-

nicao 2.16 (Aula 2, Tomo I) dois vetores A e B sdo ortogonais se e
somente se A.B = 0. Temos:
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— —
TV = (vows — wavs, —(Viws — wv3), V1w — wWiv2).(V1, V2, V3) =

= V1VoW3 — V1 WaV3 — Va1 W3 + Vow1v3 + v3viwe — vawive = 0.
De maneira semelhante calculamos:
— — .
T W = (vows — wavs, —(Viws — Wiv3), V1w — Wiv2). (W1, Wa, W3) =
= W1VW3 — W1 W2oV3 — WoU1W3 + Wow1v3 + wiviwy — wywive = 0.

L = — —
Ou seja, o é ortogonal a v e a w.

Para demonstrar a 2% parte calculamos:

- =

T j k
= | wr w2 w3 | =
U1 V2 U3

— — —
Y =W X v

— — —
= (wauz —vow3) i — (wyvz —viws) j + (wive —viwe) k =

— (w21)3 — VW3, —(w1v3 — ’ulwg),wlvg — Ulwz) = —?

Observe que temos sempre que z # 0 e y # 0, pois do contrario
v = cw para algum c # 0. O

Exemplo 1.10 Uma aplicacdo interessante do produto vetorial é um
outro método, distinto do Exemplo 1.2, para calcular a equacao do
plano passando por trés pontos dados. Vamos, pois, repetir o calculo 14
feito utilizando outro método. Encontre a equacao do plano passando
pelos pontos A = (1,2,-1), B=(2,3,—1) e C = (3,—1,2). Observe
inicialmente que dois vetores do plano procurado sio: v = B — A =
(1,1,0) e w = C — A = (2,-3,3). O vetor N = ¥ x W serd, como
vimos, normal ao plano.
—
J
N=7xwW= 1 =(3,-3,-3,-2) = (3,-3,-5).

Ml—l@.l
w o |

-3

Conhecendo o vetor normal N do plano e um de seus pontos (B, por
exemplo), determinamos a equagao do plano que coincide com a que
encontramos no Exemplo 1.2:

(3,-3,-5).(x — 2,y — 3,2+ 1) = 0,0useja, 3z — 3y — 5z = 2.

Exercicio 1.11 Utilize o produto vetorial para encontrar a equacdao de um plano no

espago passando pelos seguintes ternos de pontos:
1. (1,0,0), (0,1,0) e (0,0, 1). Faga um esboco deste plano.
2. (1,1,0), (0,1,-2) e (3,0,1).
3. (1,1,1), (-2,1,3) e (0,2,7).

15
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1.3 - VETORES LINEARMENTE DEPENDENTES E INDEPENDENTES

No que segue, pensaremos sempre em um vetor v com o ponto ini-
cial na origem. Como, de acordo com a Observacio 2.9 (Aula 2,
Tomo 1), isso é sempre possivel, ndo perderemos generalidade assim
procedendo.

Definicao 1.12 Dois vetores do plano sdo linearmente dependentes
se estao sobre uma mesma reta que passa pela origem.

Dados u = (u1,u2) e v = (v1,v2) u,v sao linearmente dependentes se
existe k #£ 0 tal que u = kv. Abreviamos dizendo que u e v sdo 1.d.

Definicao 1.13 Dois vetores que nao sao linearmente dependentes
sao ditos linearmente independentes (abreviadamente dizemos L.i.).

Portanto, dados u = (uy,ug2) € v = (v1,v2), temos que u, v sao linear-
mente independentes (1.i.) se ndo existe k # 0 tal que u = kv.

Exemplo 1.14 Os vetores (1,1) e (—1,—1) sdo linearmente depen-
dentes, pois estdo sobre a reta y = x. Uma outra maneira de ver isso
é observar que (1,1) = —1(—1,—1). Por outro lado, os vetores (1,1)
e (—1,1) sdo linearmente independentes. <

Até aqui consideramos vetores no plano xy. Considere agora pares de
vetores em um plano no espago. As mesmas defini¢oes e os mesmos
conceitos fazem perfeito sentido. Dois vetores v, w nao nulos no es-
paco serdao l.d. se estdo sobre uma mesma reta e l.i. caso contrario.
Pensando, como sempre, nos vetores com o ponto inicial na origem,
isso é equivalente a existéncia de uma constante k # 0 tal que w = kv
(1.d.) ou a w # kv para todo k # 0.

Exercicio 1.15 Verifique quais pares de vetores sao linearmente independentes e quais
sao linearmente dependentes:

16

1. u=(1,0) e v = (5,0).

2. u=(1,0) e v =(0,2).

3. u=(1,0) e v =(—1,0).

4 u=(1,1)ev=(1,-1).

5. u=(1,2,1) ev=(2,1,7)

6. u=(0,0,1) e v=(0,1,0)

7. u=(-1,2,3)ev=(1,-2—3)
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Definicao 1.16 Um conjunto de dois vetores linearmente indepen-
dentes de um plano é chamado uma base do plano.

Definicao 1.17 Um conjunto de trés vetores do plano zy é sempre
linearmente dependente. De maneira anédloga, um conjunto de trés
vetores em um plano do espago é também linearmente dependente.

Definicao 1.18 Um conjunto de trés vetores do espaco é dito linear-
mente independente se eles ndo estao no mesmo plano.

Exemplo 1.19 O conjunto {7, 7, ?} de vetores do espaco é linear-
mente independente, pois ndo ha um plano que os contém. Com efeito,
suponha que o plano ax + by + cz = 0 (que passa pela origem ja que
o ponto inicial dos trés vetores é a origem) contenha os trés vetores.
Se o plano contém 7, temos a = 0. Se o plano contém 7), segue que
b =0, e, finalmente, se o plano contém ?, segue que ¢ = 0. Absurdo.
O conjunto { i, j,(1,1,0)} de vetores do espago é linecarmente de-
pendente. Com efeito, os trés vetores estdo contidos no plano z = 0.
<

Proposicao 1.20 Considere o conjunto de n vetores no espago vy, . .
(n =2 ou n = 3) nao nulos e a equagdo Y a;v; =0 que possui sem-
pre a solugdo trivial a1 = ag = -+ = a, = 0. Entdo, o conjunto
{v1,v9,...,v,} € linearmente independente se e somente se a solugdo
trivial é unica.

Demonstracao: Temos dois casos a considerar:

1. n=2
Neste caso, suponha que existam aj, as tais que a1v; +agvs = 0,
com v1,v2 nao nulos e ap,as idem. Segue que vy = —%vl, 0
que contraria a hipdtese dos vetores serem linearmente indepen-
dentes.

2. n=3
Neste caso, suponha que existam a1, as, ag tais que ajvi+asv9+
azvz = 0, com v1, ve,v3 nao nulos e ay, as, ag nem todos nulos.
Segue que, supondo, sem perda de generalidade, ag é nao nulo,
_ aj a2 ~

V3 = =, V1 — g5 V2, 0 que mostra que v1, v2,v3 €stao 10 mesmo
plano, isso contraria a hipotese dos vetores serem linearmente
independentes.

O

Proposicao 1.21 Sejam vy = (v11,v12, v13), V2 = (Va1, V22, V23), V3 =

* 7vn7

U111 V12
(1)31, V32, v33) trés vetores no espago e considere a matriz A = V91 U929

V31 V32

Se Det(A) = 0, os vetores sao l.d., e se Det(A) # 0, os vetores sao

l.1.

V13
V23
V33

17
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Demonstragao: Suponha vy, ve,v3 1.d. Entao, vg = ajvy + agvs.

vy U1
Segue que Det(A) = | vy | = V2 = 0, de acordo com a
V3 a1v1 + agvs

Proposigao 5.8 (Aula 5, Tomo I).

0 possui apenas a solucdo nula x1 = x5 = x3 = 0. Segue que Det

U1
Reciprocamente suponha vy, vo, v L.i. Entao: ( 1 To X3 ) V9 =
U3
(A) #
0 pelo Teorema 7.12 (Aula 7, Tomo I). O

No proximo paragrafo, bem como nas préoximas aulas aplicaremos os
conceitos aqui estudados & geometria.

1.4 - INTERSECAO DE DOIS PLANOS NO ESPACO

Dado um plano a no espago de equagao ax + by + cz = d, vimos na
se¢do 1.1 que ele possui vetor normal N = (a, b, c¢). Como o proprio
nome diz, o vetor normal nao é unicamente determinado, qualquer
vetor na direcdo de N pode ser pensado como o vetor normal de a.
Temos o seguinte resultado:

Proposic¢ao 1.22 Dado um plano a no espago de equagio ax + by +
cz = d cujo vetor normal é N = (a,b,c), considere um outro plano
B dado por 'z +Vy+ 'z =d com vetor normal N' = (a’,b', ). Se
N e N’ sao linearmente dependentes entdo o e 3 sdo coincidentes ou
sdo paralelos.

Demonstracao: Suponha N e N’ linearmente dependentes. Isso sig-
nifica que eles estdo na mesma reta que passa pela origem, ou, dito
algebricamente, existe k # 0 tal que N’ = kN, ou seja, (a/,b,c) =
k(a,b,c). Podemos escrever as equacoes de « e (3 assim:

a=ar+by+cz=d B:=kax + kby + kcz =d

Suponha que « e 3 possuam um ponto (xg, Yo, 20) em comum. Temos
azo + byo + czo = d e kaxy + kbyy + kczg = d’', donde kd = d’. Como
k # 0, temos a = 3. Caso contrario, temos kaxg + kbyg + kczg # d',
para qualquer solugao (zo,yo,20) de a. Em particular kd # d’, ou
ainda kd — d’ # 0. Considere o sistema de equagoes dado por « e [:

ar +by+cz = d
kax + kby + kez = d
Multiplicando a 1 equacao por k e subtraindo encontramos:

ar+by+cz = d
0 = kd—d

18
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Como kd — d # 0, o sistema é impossivel, portanto niao existe um
ponto satisfazendo a e 3 e os planos sdo paralelos. O

Exercicio 1.23 Verifique quais pares de planos sdo paralelos e quais sao coincidentes:

1. 3z +2y+52=8e 6+ 4y + 102 =6
2. 2x4+3y+102=0e 22+ 3y + 102 =1
. 24+y+2=9e92+ 9y + 92z =81

Considere novamente dois planos no espaco, um plano a de equagao
az + by + cz = d cujo vetor normal ¢ N = (a,b,c) e um outro plano
B dado por a'z + by + ¢z = d' com vetor normal N’ = (a’,V/,c).
Suponha agora que N e N’ sdo linearmente independentes. Sabemos
que N’ # kN para toda constante k.

Considere o sistema de equagoes dado por « e §:

ax+by+cz = d
dr+by+cdz = d

Multiplicando a 1% equacao por o/, a 2 por a encontramos:

dax +dby+dcz = dd

dax +bVay+caz = ad

Subtraindo membro a membro:

dax +adby+dcz = dd
(d'b—ba)y+ (dc—Cda)z = dd—ad

Como os vetores N e N’ sdao linearmente independentes temos que
(a'b — ba) e (d'c — da) ndo podem ser ambos nulos, do contrario
terfamos N’ = aN. Sem perda de generalidade, vamos supor que
a’b—b'a # 0. Supondo também que (a’c—c'a) # 0 segue que a variavel
z ¢ independente e o sistema possui infinitas solugoes. Sabemos da
geometria elementar que dois planos no espacgo que nao sao paralelos
nem coincidentes se encontram numa reta, vamos ver na proxima
aula que é isso que estd acontecendo neste caso, ou seja, as infinitas
solucoes do sistema acima sdo os pontos de uma reta.
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1.5 - EXERCICIOS

1. Encontre a equacao cartesiana do plano passando por P e que possui vetor

20

normal 7/
(a) P=(2,-1,1)en=(-1,1,2)
(b) P=(-1,3,2) en=(0,4,-1).
(c) P=(2,-1,5)en=(-1,-1,-1)
(d) P=(r—-1,3,-1)en=(m —3,7)

. Encontre a equacgdo do plano que passa pelos pontos P, ), R dados:

(@) P=(1,-2,1) Q =(1,0,2) e R = (~1,2,4).
(b) P=(=2,1,3) Q = (1,0,—2) e R = (1,1,4).

Demonstre a chamada identidade de Lagrange:

> w]|* = [l *lo]* = (u.0)?.

Utilize a identidade de Lagrange para demonstrar a seguinte relacao:
[ x ]| = [[ulll|v][sen(8),
onde 6 é o angulo entre u e v.

Quais dos seguintes conjuntos de vetores do R3 sdo linearmenente depen-
dentes?

(a) (4,-1,2), (—4,10,2).

(b) (-3,0,4), (5,-1,2), (1,1,3).

() (8,-1,3), (—4,1,-2).



AULA B

Equacoes paramétricas da reta

OBJETIVOS

Ao terminar esta aula, vocé devera ser capaz de:

1. Saber o que sdo equagdes paramétricas.

2. Representar uma reta no espaco por equagoes paramétricas.

3. Resolver problemas sobre retas no espago tais como encontrar as equacdes
paramétricas da reta que passa por dois pontos ou determinar a intersecao
de uma reta, dada por equagoes paramétricas, com um plano, dado por
uma equacao cartesiana.

2.1 - EQUACOES PARAMETRICAS DA RETA

Seja ¢ uma reta no espaco passando pelo ponto Py = (xo,yo,20) €
paralela ao vetor vy = (a,b,c). A reta £ consiste dos pontos (,, 2)
tais que:

(1’,:1/,2) = ($07y0,20> +t(a7 b7 C)

Essa equacdo é chamada equacdo paramétrica da reta £ ou equacao
vetorial da reta £. O vetor vy = (a,b,c) é chamado vetor diretor da
reta. Considere o seguinte exemplo:

Exemplo 2.1 Encontre a equacdo paramétrica da reta r passando
pelo ponto (1,2, —3) e paralela ao vetor (4,5, —7). Temos:

ri= (LB,y,Z) = (1727 _3) +t(4a5a _7>

Podemos também escrever as equagoes acima da seguinte maneira:

r=14+4t y=24+5t z2=-3-T1
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Figura 2.1: Equacdo paramétrica da reta

Observe que a equacao depende de um parametro ¢ que deve ser enten-
dido da seguinte maneira: a medida que ¢ percorre os niimeros reais, o
ponto (z,y, z) percorre os pontos da reta. Por exemplo, considere os
seguintes valores de ¢ e os correspondentes valores do ponto (z,y, 2):

t 0 1 2 -1
(z,y,2) | (1,2,=3) | (5,7,—10) | (9,12,—17) | (—3,-3,4)

Veja a Figura 2.1, onde o vetor diretor aparece em azul.

As equagoes paramétricas de uma reta ndo sdo dadas unicamente.
Na tabela acima, temos vérios pontos da reta. Tome, por exemplo,
o ponto P; = (5,7,—10). Considere a reta s passando por P; e com
mesmo vetor diretor de r:

s = ($>y> Z) = (57 7) _10) + t(4> 5> _7)

As retas r e s ji tém um ponto em comum P;. Além disso, fazendo
t = —1 obtemos o ponto (1,2, —3) que é um outro ponto de r. Ora,
uma reta fica determinada por dois pontos, logo r = s! Por outro lado,
considere agora a reta u passando pelo mesmo ponto Py = (1,2, —3)
que r, mas com vetor diretor 1.d. com o vetor diretor de r, por exemplo,

o vetor diretor 2(4,5,—7) = (8,10, —14):

wi=(z,y,2) = (1,2, —3) + £(8,10, —14)
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Tomando t = % obtemos o ponto @ de u, @ = (5,7,—10) € r. Nova-
mente r = u. Vemos assim que podemos escrever de muitas maneiras
uma reta r passando por um ponto Py e com vetor diretor vg. Basta
escolher qualquer ponto da reta e qualquer vetor diretor linearmente
dependente com vy isto é v/, = kvg, com k # 0.

As equacoes paramétricas podem ser muito dteis para resolver pro-
blemas. Considere os seguintes exemplos:

Exemplo 2.2 Encontre a intersecao da reta r dada por
ri= (337 Y, Z) = (17 27 _3) + t(47 57 _7)
com o plano « dado por —z + 2y + z = 2. Temos que um ponto da

reta r é dado por x = 14 4t, y = 2+ 5t, z = —3 — Tt. Substituindo
na equacao do plano temos:

—1—-4t+2(2+5t)+(-3-Tt) =2,
donde t = —2. Voltando a equagao da reta encontramos o ponto X

de intersecao da reta r e do plano a, Xo = (=7, —8,11). <

Exemplo 2.3 Encontre a intersecao da reta r dada por
ri= (l’, Y, Z) = (17 27 _3) + t(47 57 _6)

com o plano a dado por —x + 2y + z = 2. Temos que r é dada por
x=14+4t, y =2+ 5t, z = —3 — 6t. Substituindo na equagdo do plano
temos:

—1—4t+2(2+5t) + (-3 — 6t) = 2,

donde 0f = 2. Ou seja, nao existe valor de ¢ que satisfaca as equacoes.
Concluimos que a reta é paralela ao plano. <

Exemplo 2.4 Encontre a intersecao da reta r dada por
ri= (‘Ta Y, Z) = (_37 1) _3) + t(47 57 _6)
com o plano « dado por —z + 2y + z = 2. Temos que r é dada por

x=—-3+4t, y =14 5t, z = —3 — 6t. Substituindo na equacao do
plano temos:

3 — 4t +2(145t) + (=3 — 6t) = 2,

donde 2 = 2. Ou seja, todo valor de t satisfaz as equacoes. Concluimos
que a reta estd contida no plano.
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2.2 - RETAS DADAS POR DOIS PLANOS

Vamos tratar novamente da situacao do final da Aula 1. Considere o
sistema de duas equacoes dado pelas equacdes de dois planos « :=
—r+2y+z2=0e f:=2x+3y—2z=06:

—x+2y+z =
20 +3y—2 =

Multiplicando a 1% equagao por 2 e somando com a 2% equacao encon-
tramos:

—r+2y+=z
0+7y+2z =

Passando & matriz aumentada e multiplicando a 1 linha por —1 para
aparecer um pivo temos:

1 -2 -1 0

o 7 1 6/
Dividindo a 2% linha por 7 obtemos um pivé na 2% linha na entrada
(2,2):

que é a forma escalonada por linhas da matriz dada. Vemos que a
variavel z é livre. Fazendo z =t concluimos:

6 175 12 . 5t

y = - — - xr = — —_

T 7 T T
Obtemos infinitas soluc¢oes o que ji sabiamos. Mas, de posse de nossos
novos conhecimentos, vemos que essas infinitas solucoes sao os pontos
da reta de interse¢ao dos planos a e 8 dados. As equagoes acima se
escrevem:

12 6 15
Y = 777)0 +t_777715
(1,9:2) = (0 2,0) + 12, 2, 1)
que a equa(;ﬁo da reta que passa por (172, g, ) € pOSSUi vetor diretor

(_%’ %’ )
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Exercicio 2.5 Determine se os seguintes sistemas de equagoes definem planos coinciden-
tes, paralelos ou retas e no tltimo caso encontre um ponto e o vetor diretor da reta:

1.
2v+3y+52 = 0
20 +3y+52z = 6
2.
2c+3y+5z = 0
dr 4+ 6y —Tz = 6
3.
20 +3y+52z = 1
dxr 4+ 6y + 10z =

2.3 - RESOLVENDO A GEOMETRIA PELA ALGEBRA:
O CASO DE SISTEMAS LINEARES

Vimos na Aula 6, Tomo I, Observacdo 6.14 e exemplos anteriores
que um sistema linear de trés equagoes e trés incoégnitas pode ser
impossivel, possuir infinitas solugoes ou ter uma tnica solucdo. Ja
interpretamos geometricamente o que acontece quando consideramos
sistemas de equacoes lineares de duas equacoes e trés incognitas.
Vejamos o que acontece quando consideramos trés ou mais equacoes:

Exemplo 2.6 Considere o seguinte sistema de trés equacdes e trés
incognitas ja estudado na Aula 6, Tomo I, Exemplo 6.12.

20 +y—2z = 10
3r+2y+22 = 1 (2.1)
dSr+4y+3z2 = 4

Naquela oportunidade, sem interpretar as equagoes de maneira geomé-
trica vimos que o sistema possui solucao tinicax =1, y =2, z = —3.
Sabendo agora que cada equacdo linear corresponde a um plano vemos
que os trés planos acima possuem como intersecdo um tnico ponto.
<

Exemplo 2.7 Considere agora o seguinte sistema de trés equagoes e
trés incognitas:
2r+y—22 = 10
3r+2y+2z = 1 (2.2)
S5r+3y = 11

Passando a matriz aumentada temos:

21 -2 10
3 2 2 1
5 3 0 11
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Multiplicando a 1% linha por —3 e adicionando & segunda multiplicada
por 2 e em seguida multiplicando-a por —5 e adicionando & terceira
multiplicada por 2 temos:

21 -2 10
3 2 2 1

5 3 0 11
21 -2 10
0 1 10 -—28
0 1 10 -28

Observamos que a 2% e terceira linhas sdo idénticas e subtraindo uma
da outra obtemos:

21 -2 10
0 1 10 -28
00 O 0

e sem terminar o escalonamento j4 podemos concluir que o sistema
terd infinitas solucgdes, ou seja, os trés planos acima tém por interse-
¢ao uma reta, ou seja o terceiro plano passa pela intersecao dos dois
primeiros. <

Exercicio 2.8 Encontre as equactes paramétricas da reta de intersecao dos trés planos
acima.

Exercicio 2.9 Determine as posicoes relativas dos planos dados pelos seguintes sistemas
de trés ou quatro equagoes. Diga se eles sdo todos paralelos, ou se determinam retas ou a
qual outra configuracdo geométrica sua intersecao corresponde.

1.
z+y—2z2 = 0
r+y—2z2 = 6
rT+y—z = 2
2.
20 +3y+5z = 0
dr+6y—7z = 6
6xr+9y—22 = 6
10z + 15y — 92 = 12
3.
2c+3y+5z = 1
4 +6y+10z2 = 2

20z + 30y + 50z = 10
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Combinando estas observagoes com as observagoes feitas na Aula 1,
Proposic¢ao 1.22, vemos que um sistema de trés equacoes a trés incog-
nitas visto como intersecao de trés planos possui trés possibilidades
ou ele é impossivel, ou ele possui solugdo tnica, ou ele possui infinitas
solucoes. Estes trés casos correspondem geometricamente as seguintes
situacgoes respectivamente: ou os planos nao possuem intersecao, ou
eles se interceptam em um ponto ou no caso de possuirem infinitas
solugoes eles se interceptam segundo uma reta ou sao coincidentes.
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2.4 - EXERCIiCIOS
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1. Considere os pontos A e B no espaco, e calcule a equacdo paramétrica da

reta que passa por A e B. (Sugestao: observe que o vetor diretor da reta é
dado por B — A.)

(a) A=(2,-1,1) e B=(-1,1,2)
(b) A=(=1,3,2) ¢ B =(0,4,—1)
(c) A=(2,-1,5) ¢ B=(~1,1,1)
(d) A= (n,3,-1)e B=(2m,-3,7)

. Encontre uma equagao paramétrica da reta que passa pelo ponto (1,—2,1)

e é paralela a reta (x,y,2) = (1,0,2) +t(—1,2,4).

. Encontre uma equacao paramétrica de uma reta que passa pelo ponto

(1,—2,3) e é paralela ao plano z +y + z = 1.

. Encontre uma equacao paramétrica de uma reta que passa pelo ponto

(1,-2,3) e é perpendicular ao vetor (1,2,2).

. Encontre a equagao cartesiana do plano que contém as retas concorrentes:

r:=(z,y,2) = (1,0,1) +¢t(-1,2,1) s:=(z,y,2) = (1,0,1) +¢(1,2,3).

. Encontre a equacao cartesiana do plano que é paralelo as retas:

r:=(x,y,2) = (1,2,1) + t(-2,2,1) s:=(z,y,2) = (1,0,1) +¢(1,-1,3).

e passa por (—1,—1,2).

. Encontre uma equacgao paramétrica da reta que é paralela & intersecao dos

planos x +y+z=1e x —y — 2z =0 e passa pelo ponto (—1,2,3).

. Encontre uma equacdo de uma reta paralela ao plano x +y + z = 1 na

diregao do vetor (—1,—2,3).

. Encontre uma equagao da reta paralela ao plano = + y + z = 1 e paralela

a reta do plano que passa pelos pontos (1,1,—1) e (2,2, —3) e passa pelo
ponto (—1,2,3).
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Posicoes relativas de retas
e planos no espaco

OBJETIVOS

Ao terminar esta aula, vocé devera ser capaz de:

1. Determinar a posicao relativa de duas retas a partir do estudo de seus ve-
tores diretores.

2. Saber quando dois ou mais planos sdo ou nao paralelos a partir do estudo
de seus vetores normais.

3. Determinar a posicao relativa de um plano e uma reta no espaco.

3.1 - RETA E RETA

Em nossos estudos de geometria, no ensino médio, aprendemos que
duas retas no espaco podem se interceptar, ser paralelas ou ainda
ser reversas. Recordando o que 14 aprendemos, duas retas, no espacgo,
podem estar ou ndo em um mesmo plano. Se elas estao em um mesmo
plano e sdo distintas, elas se interceptam ou sdo paralelas. Se nao estao
em um mesmo plano, entdo elas sdo reversas. E isso o que se entende
por determinar a posicao relativa de duas retas no espaco, determinar
se elas se interceptam, sdo paralelas ou reversas.

Vamos agora aplicar o estudo que fizemos até aqui para determinar
a posicao relativa de duas retas no espago dadas parametricamente.
Considere duas retas no espago dadas parametricamente:

— — — —
r=X=P +XA; s:=X =P+ )\

ﬁ
onde X = (z,y,z) e a reta r(respectivamente s) é a reta que passa

é
—
por Pj(respectivamente P») e possui vetor diretor Aj(respectivamente

A3).
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Figura 3.1: Retas em um mesmo plano

Temos duas possibilidades para os vetores diretores Z e 1?2) Eles
podem ser linearmente dependentes ou independentes. Se os vetores
diretores de duas retas distintas sdo linearmente dependentes, entdo
elas sao paralelas. Por outro lado, se os vetores diretores de duas retas
sao linearmente independentes, entdao temos duas possibilidades:

1. As duas retas estdo no mesmo plano. Nesse caso, elas tém que
se interceptar. Dizemos também que elas sdo concorrentes.

2. As duas retas nao estdo em um mesmo plano. Nesse caso, elas
necessariamente sao reversas.

Para determinar se duas retas que possuem vetores diretores l.i. sdo
reversas ou se interceptam procedemos como se segue. Consideramos
—_
os pontos P; e P, das retas 7 e s e o vetor P;P,. Consideramos,
R N ——— = —
agora, o conjunto de trés vetores Py P, A1, As. Temos, novamente,
duas possibilidades:

1. Se os trés vetores sdo 1.d., as retas r e s estdo no mesmo plano
e como nao sao paralelas sao concorrentes (ver Figura 3.1).

2. Se os trés vetores sdo l.i., as retas r e s ndo estao em um mesmo
plano e sdo, portanto, reversas.

Consideremos alguns exemplos.

Exemplo 3.1 Determine a posicao relativa das retas:

— —
ri=X=(1,2,3)+A0,1,3) s:=X =(0,1,0) + A(1,1,1)
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Primeiramente, olhamos para os vetores diretores das retas: A1 =
(0,1,3) e Ay = (1,1,1). Nao existe k # 0, tal que Ay = kA;. Logo
Ay, Ay sdo Li. Sejam agora os pontos P = (1,2,3) € r e P, =
==
(0,1,0) € s e considere o vetor PP, = P,—P; = (0,1,0)—(1,2,3) =
— — =
(—1,—1,—-3). Vamos verificar se o terno {Aj, Az, PPy} & 1.d. ou 1.i.
Para isso, de acordo com a Proposicao 1.21 formamos o determinante

—
Aq
da matriz A = ,I; . Se Det(A) # 0 os vetores sao li., caso
——
PP
contrario, eles sao l.d.
o 1 3
1 1 1 |=-1(-34+1)+3(-1+1)=2#0
-1 -1 -3
Logo os vetores sao 1.i. e as retas sdo reversas. <

Exemplo 3.2 Determine a posicao relativa das retas:
ri= X =(1,2,3)+A(0,1,3) s:=X = (1,3,6) + (0, 2,6)

Primeiramente, olhamos para os vetores diretores das retas: A1 =
(0,1,3) e A2 = (0,2,6). Nesse caso existe k # 0, tal que Ay = kA,
a saber k = 2. Logo A1, As sdo 1.d. Pelo nosso critério as retas sao
paralelas se forem distintas. Considere o ponto P; = (1,2, 3) € r. Veja
que P; € s, pois se (1,2,3) = (1,3,6) + 1(0,2,6), temos trés equagoes
1=1,2=34+2ue3 =6+ 6u. Concluimos que as equagoes sao
satisfeitas para p = —%. Portanto as retas sdo coincidentes. r = s <

Observacao 3.3 Ja observamos antes que a forma paramétrica de
uma reta nao é tnica e duas retas podem ser coincidentes, embora
A primeira vista isso ndo seja claro. E o que aconteceu no exemplo
acima. Se duas retas possuem vetores diretores l.d. elas podem ser
paralelas ou coincidentes. A coincidéncia pode ser verificada como
fizemos acima, toma-se qualquer ponto da primeira reta e verifica-se
se pertence & segunda, se este for o caso as retas coincidem.

Exemplo 3.4 Determine a posicao relativa das retas:
ri=X =(1,2,3) +A(0,1,3) s:=X =(1,5,0) + (0, —1,1)
Primeiramente, consideramos os vetores diretores das retas: A; =
(0,1,3) e Ay = (0,—1,1). Nao existe k # 0, tal que Ay = kA;.
Logo Aj, Az sdo 1i. Sejam agora os pontos P; = (1,2,3) € r e Py =
e
(1,5,0) € s e considere o vetor PP, = Py — P} = (1,5,0)—(1,2,3) =
— — ——
(0,3,—3). Vamos verificar se o terno {4, Ag, P1 P2} € 1.d. ou 1.i.

0 1 3
0 —1 1 | =0, pois a primeira coluna é nula.
0o 3 =3
Logo, os vetores sao 1.d. e as retas sao concorrentes. <
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Exemplo 3.5 Como as retas anteriores sdo concorrentes podemos
facilmente encontrar seu ponto P de intersecao, igualando seus vetores

posicao.
(1,2,3) + A(0,1,3) = (1,5,0) + u(0,—-1,1)
Obtemos:
(Oa _37 3) + (07 )\7 3>\) - (07 —H, M) =0
Donde,

0=0 —3+A+pu=0 3+3X—pu=0

Obtemos A = 0 e p = 3. Substituindo A em r ou p em s obtemos o
ponto P de interse¢ao: P = (1,2, 3). <

Observacao 3.6 Observe que no exemplo acima, utilizamos parame-
tros distintos A e p para parametrizar as duas retas. Essa é a tnica
maneira de resolvermos o problema, se utilizdssemos o mesmo para-
metro para ambas as retas nao encontrariamos a solucdo e a razao
geométrica é simples. A medida que o pardmetro varia percorremos
os pontos da reta. O que estamos procurando é o valor dos parametros
na primeira e na segunda reta que nos dé o tinico ponto de intersegao,
foi o que fizemos acima.

3.2 - PLANO E PLANO

Considere o sistema abaixo de trés equagoes e trés incognitas.

20 +2y—2z = 0
r+y—=z =
5r +5y—5z = 2

(@)

Vimos na Aula 1, Proposigao 1.22, que a condi¢ao para que dois planos
sejam paralelos é que os vetores normais sejam 1.d. Veremos agora que
é facil concluir observando as equacgoes de trés ou mais planos se eles
sao paralelos. J4 vimos que os vetores normais dos planos sao dados
pelos coeficientes de x, y, z na equacao. Ora, se trés planos possuem o
mesmo vetor normal, como acima, é evidente que eles sao paralelos.
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3.3 - EXERCICIOS

1. Considere, novamente, as retas que passam pelos pontos A e B no espago, ja
consideradas nos exercicios da aula anterior. Determine a posi¢ao relativa
das retas dos itens a) e b), ou seja, diga se elas sdo paralelas, reversas ou
concorrentes. O mesmo para as retas dos itens b) e c).

(a) A=(2,—-1,1) e B=(-1,1,2).
(b) A=(-1,3,2) e B=(0,4,-1).
(c) A=(2,-1,5)e B=(-1,1,1).

2. Determine a posicao relativa dos planos dados por:

z+2y+22=1 z4+2y+22=2 z4+2y+2z=5.

3. Considere as posicoes relativas das seguintes retas e planos, determinando
se eles se interceptam ou sao paralelos, e caso se interceptem, encontre a
intersecao. (Veja também o Exemplo 2.2)

(a) r:=(z,y,2) = (1,-1,2) + t(1,2,5) e o := 2z + 4y + 42 = 5.

(b) r:=(z,y,2) =(1,-1,2) + t(-2,-2,4) e a :=2x + 2y + z = 5.

(c) r:i=(x,y,2) =(1,1,2) + t(1,4,5) e « := —2x — 4y + 4z = 5.
4. Calcule m para que as retas:

r dada pela intersecao dos planos t —my+1=0ez—y+1=0¢
s dada por (z,y,z) = (0,0,0) + ¢t(1,m,1)

(a) sejam paralelas.

(b) sejam concorrentes.

33






AULA P

Perpendicularismo e ortogonalidade

OBJETIVOS

Ao terminar esta aula, vocé devera ser capaz de:

1. Saber quando uma reta é perpendicular a um plano.

2. Saber quando duas retas sao ortogonais.

3. Determinar a equagao de uma reta perpendicular simultaneamente a duas
retas dadas.

4.1 - RETAS E PLANOS PERPENDICULARES

Definicao 4.1 Uma reta r e um plano « sdo perpendiculares se o
vetor diretor de r é paralelo ao vetor normal de a.

De posse das ferramentas que ja desenvolvemos, podemos resolver
muitos problemas sobre retas e planos no espago perpendiculares ou
nao. Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 4.2 Considere o plano a dado por x—2y+3z = 0 e 0 ponto
P = (—1,2,1). Encontre a reta r que passa por P e é perpendicular
a a. O vetor normal do plano « é dado por N = (1, —2,3). Esse sera
também um vetor diretor para a reta perpendicular ao plano. Logo
as equagoes de r sao:

r = —14+A
2— 2\
z = 143X

ﬁ
I
<
I
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Exemplo 4.3 Considere os dois planos paralelos 2z — 3y + 2z =1 ¢
4x — 6y + 2z = 4. Encontre a equacao de uma perpendicular comum
aos dois planos. Para resolver esse problema, muito semelhante ao
anterior, observe que é conhecido um vetor diretor da reta que é de
novo o vetor normal de um dos planos N; = (2,-3,1) ou Ny =
(4,—6,2). Qualquer reta r que tenha um desses vetores como vetor
diretor é solucdo como por exemplo:

r = —1+4\
r:=¢ vy = 2—06A
z = 142\

Exemplo 4.4 Verifique se o plano dado por a := x+2z = 14 e a reta
r dada pela intersecao dos dois planos 2o —y—2=0e2x4+y—2=0
sao perpendiculares.

Considere os vetores normais aos dois planos N1 = (2, -1, —1) e Na =
(2,1,—1). O produto vetorial N1 x No da um vetor diretor vy para a
reta r de intersecao. Obtemos:

- -
i k
— =

Vg = IN1 X INg = 2 -1 =1 :(2,0,4)
2 1 -1

O vetor normal do plano a tambeém é (2,0, 4). Logo, a reta r é perpen-
dicular ao plano a.

4.2 - RETAS ORTOGONAIS

Definicao 4.5 Duas retas sao ortogonais se seus vetores diretores sdo
ortogonais. Se, além disso, as retas se interceptam dizemos que elas
sdo perpendiculares.

Exemplo 4.6 Encontre a equacao paramétrica da reta r que passa
por P =(—1,3,1) e é perpendicular a reta s dada por:

r=142\, y=143\, z=X

Um ponto arbitrario de s é dado por @ = (1 + 2\, 1+ 3\, \) e seu
vetor diretor por vy = (2,3,1).

Considere o vetor:
PQ=Q—-P=(1+22+1,14+32-3,2—-1)=(2A+2,3A—-2,A—1)

Impondo a condi¢ao de ortogonalidade, temos que PQ.vy = 0, logo

AN+44+9A -6+ A —1=0, ou seja, A = 13—4. Consequentemente, o

34 19 11

11> —11» —11)- Portanto,

vetor diretor da reta r procurada é PQ = (
as equacoes de r sdo:

r=—-14+34t, y=3-19, 2z=1-11¢
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Exemplo 4.7 Encontre a equacao paramétrica da reta t perpen-
dicular simultaneamente as retas reversas:

x = 24
re=< y = A
z = —14+2A
Tz = M
s:=q Yy = 2—pu
z = 0

Ou seja, as retas sdo dadas por:

—
r=X=02+N\—-1+))

s::)_f:(u,2—u,0).

Seja P um ponto abitrario de r e ) um ponto arbitrério de s. Entéo,
—
PQ ¢é dado por:

PQ=Q-P=(n—-2-X\2—p—X1-)\).

—
Impondo a condicdo que P(Q) seja ortogonal simultaneamente aos ve-
tores diretores de r e s, temos:

—
PQ.(1,1,1)=0,donde p —2 - A+2—pu—A+1-A=0

—
PQ.(1,-1,0) =0,donde p —2 - A =2+ pu+A=0.
Resolvendo o sistema, encontramos A = % e p=2.

Substituindo o valor de A na equacao de r, obtemos o ponto de inter-
secao P de r com a reta procurada t,

1 71 2
P=(2,0,-1)+>(1,1,1)= (5,2, =)
( Y Y )+3( ) ) (3737 3)

De forma anéloga, obtemos o ponto @ = (2,0,0). A reta ¢ pedida sera

dada por:
= 11 2
ti=X = (2 =2, -0).
( ’O’O)+V(3’37 3)
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4.3 - EXERCICIOS

1. Verifique se as retas r e s sao ortogonais e, em caso afirmativo, se sao
também perpendiculares.

r = 1+
ri=q y = 242\
z = 3+
r = 2-—X\
si=< y = 44+
z = 4—AX

2. Encontre a equagao paramétrica da reta passando por P = (—1,2,1) e que
¢é perpendicular ao plano xz — 2y + 3z = 0.

3. Considere o Exemplo 2.3 de uma reta r paralela a um plano «. Encontre a
distancia de r a «.

4. Considere os planos paralelos 22 — 3y + 2z = 1 e 4o — 6y + 2z = 4. Encontre
a distancia entre os dois planos.

5. Encontre a equagado da reta perpendicular simultaneamente as retas r e s

dadas por:
r = 14X
ri=< y = A
z = —14AX

e s é a intersecao dos planos x +y =2 e z = 0.



AULA B

Transformacoes lineares
do plano no plano

OBJETIVOS

Ao terminar esta aula, vocé devera ser capaz de:

1. Compreender o que é uma base do plano.

2. Compreender o que é uma transformagao linear do plano no plano.

3. Operar com transformacoes lineares do plano no plano e reconhecer va-
rios tipos de tais transformagdes.

5.1 - BASES DO PLANO

Ja estudamos na Aula 1, o que sdo vetores linearmente dependentes
e independentes no plano e o que é uma base do plano. Vamos rever
aqui esses conceitos e utilizé-los para estudar um certo tipo de funcoes
do plano para o plano.

Definicao 5.1 Dois vetores do plano sao linearmente dependentes se
estdo sobre uma mesma reta que passa pela origem.

Dados u = (u1,u2) € v = (v1,v2) u, v sdo linearmente dependentes se
existe k #£ 0, tal que u = kv.

Definicao 5.2 Dois vetores que ndo sao linearmente dependentes sao
ditos linearmente independentes.

Portanto, dados u = (u1,u2) e v = (v1,v2) u,v sdo linearmente inde-
pendentes se nao existe k # 0, tal que u = kv.
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Definigao 5.3 Um conjunto de dois vetores linearmente indepen-
dentes do plano é chamado uma base do plano.

A utilidade de bases do plano é que dada uma base, por exemplo,
u=(1,1) e v = (—1,1), podemos escrever qualquer outro vetor do
plano, por exemplo, w = (0,1) como w = au + bv, para constantes
a,b, que podemos calcular. No caso tomamos a = % eb= %, pois
L)+ 3(-1,1) = (0,1) = w.

Observe que o fato acima ¢ verdade para qualquer vetor w = (wy, w2)
do plano nao apenas para o exemplo escolhido. Para ver isso, suponha
que (wi,wz) = a(l,1) + b(—1,1). Isso nos da as seguintes equagoes:

wi=a—bewy=a+b
Resolvendo o sistema temos as solugoes a = w e b= =50
. . . . — — . . -~ -
Geometricamente isso significa que se w e v sdo Li. eles ndo estdo
sobre uma mesma reta e, portanto, é possivel decompor qualquer vetor
— . — =
w do plano como soma de dois vetores, um deles paralelo a v" (a@")
— >
e o outro paralelo a v (bw).

5.2 - GEOMETRIA DAS TRANSFORMACOES LINEARES DO PLANO

Inicialmente, faremos uma revisao do conceito de fungao visto no en-
sino médio e neste curso, em outra disciplina e que serd fundamental
nesta aula.

Definicao 5.4 Dados dois conjuntos A e B, uma funcao f: A — B
é uma lei que associa a cada elemento de A, um #nico elemento de B.
O conjunto A é chamado o dominio da funcdo f e o conjunto B € o
contradominio.

Observacao 5.5 As expressoes em italico cada e um Ginico, merecem
atencao especial. Cada significa que ndo sobram elementos no dominio
ao0s quais nao correspondem uma imagem, um tnico significa que cada
elemento do dominio tem por imagem um tdnico elemento do contra-
domfinio.

Exemplo 5.6 Ainda na Aula 1, Tomo I, vimos exemplos de leis que
sdo funcgoes e leis que nao sdo. Por exemplo, a reta y = 2z + 3 €
o grafico de uma funcdo f : R — R que a cada x € R associa
f(x) =2z + 3. J4 a lei dada por 22 + y? = 4 também vista ali ndo ¢
uma func¢ao, pois vimos que um valor de x corresponde a dois valores
de y. <

Vamos estudar agora um tipo de funcao que ainda nao havia apare-
cido. Sao as chamadas transformagoes lineares do plano no plano; isso
significa que o dominio e o contradominio da funcio sio o plano R2.
Linear significa que a lei pode ser dada por uma matriz 2 x 2.
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Figura 5.1: A transformacio que associa a cada ponto sua imagem simétrica em
relagdo ao eixo dos y's

Definicao 5.7 Uma transformacgao linear
T:R? — R?

(z1,22) — (w1, w2)

¢ uma funcao definida por equagoes da seguinte forma:
w1 = @111 + a12T2 W2 = a21T1 + (2272

onde ai1, a2, as1, age sAo constantes e wiy, wg, T1, T2 SA0 as variaveis.
Observe que as variaveis aparecem em grau 1.

Podemos também escrever a funcao 7' acima da seguinte maneira:
Notamos os pontos do R? por w = (wy,ws) e = (21, x2). Entdo, T

air a2
se escreve w = Az, onde A = .
azr  G22

Exemplo 5.8 Considere o operador T : R? — R? que associa a
cada ponto x = (z1,x2) sua imagem simétrica em relagao ao eixo dos
y's. T(x) = (—x1,x2). Nesse caso, w1 = —x1 + 0xy we = 0z + 2.

Ou ainda:
w1 . -1 0 I
wy | 0 1 x9 )

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando-se o ponto
pela matriz de T dada acima. A imagem de (1,1) é (—1,1), a imagem
de (1,0) é (—1,0) e a de (0,1) é (0,1). Veja a Figura 5.2. <
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Exercicio 5.9

(:L'l,:L‘Q) (1,1) (1,0) (0,1)
(w1,ws) | (—=1,1) | (=1,0) | (0,1)

Complete a tabela dando mais quatro valores para (x1,x2) a sua escolha e encontrando

os valores correpondentes para (wy, ws).

Exemplo 5.10 Considere o operador T : R?> — R? que associa a
cada ponto x = (x1,x2) ele mesmo. T'(z) = (z1,22). Nesse caso,
w1 = x1 + 0y wo = 0x1 + z2. Ou ainda:

w1 . 1 0 X1

w2 o 0 1 i) '
A matriz 2 X 2 correspondente a T €, nesse caso, a matriz identidade,
Is. <

Exemplo 5.11 Considere o operador T : R?> — R? que associa a
cada ponto x = (x1, x2) sua imagem simétrica em torno da reta y = x.
T é dado por wy = x2 wo = x1. Nesse caso, w; = 0x1 + x2 wo =
1x1 + Oxg. Ou ainda:

w1 o 0 1 X1

w9 o 1 0 T ’
A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando o ponto
pela matriz de T' dada acima. A imagem de (1,0) é (0,1), a imagem

de (1,1) é ele mesmo, em geral, a imagem de (z,z) é ele mesmo. Veja
a Figura 5.2. <

Exercicio 5.12 Considere o operador T : R> — R? que reflete cada ponto z = (21, x2)
em relacao ao eixo dos x’s. T' é dado por wq = x1 wo = —xo. Nesse caso, wq = 71 Wy =

—25. Ou ainda:
w1 . 1 0 T
w2 o 0 —1 ) ’

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando o ponto pela matriz de T' dada
acima. Calcule a imagem de (1,0), a imagem de (1,1) e a imagem de (0,1). Faca um
esboco da transformacao.

Exemplo 5.13 Considere o operador T : R? — R? que gira cada
ponto x = (1, z2) de um angulo de 5. T' é dado por wy = —x3 wo =
x1. Nesse caso, w1 = 0x1 — x2 wo = 1z + 0zo. Ou ainda:

(w)=(F o) (m)
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Figura 5.2: A transformacdo que associa a cada ponto sua imagem
simétrica em relagio a reta y=x

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando o ponto
pela matriz de 7' dada anteriormente. A imagem de (1,0) é (0,1), a
imagem de (1,1) & (—1,1). <

Operadores que rodam cada vetor R? de um angulo ¢ sdo chama-
dos operadores de rotacdo. Eles sdo muito importantes, ndo s6 na
matematica, como também nas aplicacoes. Considere o operador T :
R? — R? que gira cada ponto x = (z1,72) de um angulo de ¢. T é

dado por:
()= (oo ooy (=),

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando o ponto
pela matriz de T dada acima. A imagem de (1,0) é (cos(¢), sen(¢)),
a imagem de (1,1) é (cos(¢) —sen(¢), cos(¢) + sen(¢)). Veja a Figura
5.3.

5.3 - APLICACOES A COMPUTACAO GRAFICA

Imagine uma tela de computador. Ela é formada de pequenas luzes
chamadas pixels que se acendem e se apagam. Elas estao dispostas em
um plano, o plano da tela. Podemos dotar esse plano de coordenadas
(z,y) pensando, por exemplo, que a origem do plano estd no canto
inferior esquerdo da tela. Assim, cada pixel correspondera a um par
ordenado (z,y) e poderemos falar nas coordenadas de um pixel.
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X

X=(x, x,)

Figura 5.3: A transformacio que associa a cada ponto sua imagem
obtida a partir de uma rotagio de @

Muitas das aplicacoes que vemos diariamente na tela de um televisor
ou de um computador sdo produzidas por aplicacoes simples do ma-
terial que vimos nesta aula. Imagine uma figura S desenhada na tela.
Ela corresponde a uma tabela de pixels onde determinamos quais os
pixels que estao acesos e quais apagados. Poderiamos complicar um
pouco o modelo associando a cada pixel uma cor, mas vamos imaginar
apenas duas posi¢oes apagado e aceso. Suponha que desejamos girar
esta figura S de um angulo 5. Vimos na secao 5.2, Exemplo 5.13 como
proceder para girar um vetor de um &ngulo 7. Tomamos a transfor-
magcao linear dada por:

w1 o 0 -1 I
(n)=(1a)(2)
Multiplicando cada vetor pela matriz acima, temos o efeito desejado.
Na aplicacao em questao, se tomamos a figura S com sua tabela de
pixels acesos e apagados e multiplicarmos cada vetor x = (z1, z2) que
d4 as coordenadas de cada pixel pela matriz acima obtemos uma nova
tabela de pixels acesos e apagados cujo resultado sera girar a figura
s

S de um angulo 7.

Uma observac@o interessante é que se giramos um vetor (ou uma
figura), primeiro de um angulo ¢; e depois de um angulo ¢,, podemos
obter a matriz que da a rotacdo do dngulo total ¢ + ¢ da seguinte
maneira. Tomamos a matriz de rotacdo que ja estudamos na secdo

5.2.
()= (e ooy (o)

e substituimos ¢ por ¢1 + ¢2. Obtemos:

()= (mre e ()
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Utilizando agora as conhecidas relagoes trigonométricas

cos(p1 + P2) = cospicospa — sengisengs,

sen(¢p1 + ¢2) = sengpicospa + senpacosr,

temos que a matriz de rotacao de um angulo ¢1 + ¢2 é dada por:

COSP1COSP — sengisends  —sengi1cosps + sengacosdpr \
seng1cosps + senpacosdpy  coSp1cospy — sengisends -

~(onion oo ) Cointeny oo )

Ou seja, a matriz que da a rotacdo de um angulo (¢1+¢2) é o produto
da matriz que d4 a rotacao do angulo ¢; pela matriz que da a rotacao
do angulo ¢9. Esse fato possui muitas aplicagoes ao tratamento de
imagens utilizando computacio. Poderiamos imaginar um filme em
que uma certa figura S fosse girando continuamente até completar um
angulo de 7. Escrevemos 90 matrizes de rotagao cada uma girando a
figura de 1°. Tomamos a tabela de pixels que da a figura S e vamos
operando a tabela sucessivamente com cada uma das 90 matrizes. O
resultado serd um filme em que temos a impressao de uma rotacao
continua de 90°.

Exercicio 5.14 Considere duas rotagoes ¢1, ¢z sucessivas de um angulo de 7. Calcule
a matriz de rotacdo A e em seguida a matriz A%, que, como vimos, corresponde a uma
rotagao de ¢1 + ¢2 = 5. Calcule a matriz de rotacao B de um angulo de § diretamente.

Verifique que A = B.

Observagao 5.15 Podemos fazer muito mais que girar figuras utili-
zando transformagoes lineares do plano no plano. Podemos também
deformar figuras expandindo-as em uma ou varias dire¢des do plano
e compd-las com rotacoes e reflexdes obtendo aplicacoes as mais va-
riadas.

Observagao 5.16 Os resultados vistos acima servem como justifica-
tivas da definicdo que adotamos de multiplicacao de matrizes que, a
principio, é pouco natural. Se pensarmos na rotagdo de um angulo ¢
como uma funcao fi e a rotacdo de uma angulo ¢o como uma funcao
f2 arotagdo de um angulo ¢; + ¢9 é a funcao composta foofi. Isto é,
um fato bem mais geral. Dadas duas transformagdes lineares definidas
por matrizes A e B sua composicao corresponde a multiplicacao das
matrizes correspondentes.
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5.4 - EXERCICIOS

1. Considere o operador T : R? — R? que associa a cada ponto x = (1, z2)
sua imagem simétrica em relacao a origem, T'(z) = (—z1, —x2).

(a) Mostre que T' é dada por:

(b) Calcule a imagem de:
i (1,1)
ii. (1,0)
iii. (—1,-1)
(¢) Faca um esbogo dos trés pontos acima e de suas imagens.

(d) Considere o quadrado @ de vértices (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Encontre
a imagem de @ por T. Faga um esbogo de @ e sua imagem T'(Q).

2. Considere o operador T : R? — R? dado por:

()= (5 ) ()

(a) Calcule a imagem de:
i (1,1)

i. (1,0)

iii. (—1,-1)

v. (2,9)

(b) Faga um esboc¢o dos trés pontos acima e de suas imagens.

(c) Considere o quadrado @ de vértices (0,0), (0,1), (1,0), (1,1). Encontre
a imagem de @ por T. Faga um esboco de @ e sua imagem T'(Q).

v

(d) Descreva geometricamente o operador em questao.

3. Encontre a matriz do operador que gira um ponto (z,y) em torno da origem
de um angulo de:

(a) 30°

(b) 45°

(c) -30°
4. Considere uma rotagiao ¢ de um éngulo de 7. Calcule a matriz de rotagao
A e em seguida as matrizes A%, A3 e A*. Calcule a matriz de rotacio B de

um angulo de 7 diretamente. Verifique que A* = B. Interprete geometri-
camente.
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Transformacoes lineares mais gerais,
aplicacoes a identificacao de conicas

OBJETIVOS
Ao terminar esta aula, vocé devera ser capaz de:

1.
2.

3.

Compreender o que é uma transformacao linear do espago no espaco.
Operar com transformagdes lineares do espago no espaco e reconhecer
varios tipos de tais transformagdes.

Calcular autovetores e autovalores de transformagdes lineares e diagona-
lizar tais operadores quando possivel.

Aplicar os conceitos acima a identificagao de conicas.

6.1 - TRANSFORMACOES LINEARES DO ESPACO

J4 estudamos as transformacoes lineares do plano no plano que, como
vimos, sdo dadas por matrizes 2 x 2. Vamos estudar agora as transfor-
macoes lineares do espaco e veremos que elas sdo dadas por matrizes

3 x 3.

Definicao 6.1 Um conjunto de trés vetores linearmente indepen-
dentes do espaco é chamado uma base do espaco.

Definicao 6.2 Uma transformacao linear

T:R® — R?

(71, 22, 23) — (w1, w2, w3)

é uma funcao definida por equacoes da seguinte forma:

W1 = @117 + a12T2 + A13T3 W2 = G21T1 + A22%2 + G32T3

w3 = a31x1 + a32T2 + a33T3
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Podemos também escrever a funcdo T anterior da seguinte maneira:
Notamos os pontos do R® por w = (w1, ws,w3) e x = (x1, T2, x3).
ail a2 a3
Entéo T se escreve w = Ax, onde A = | as1 ass ass
azyr az2 ass

Exemplo 6.3 Considere o operador 77 : R?> — R3 que leva cada
ponto x = (x1,x2,x3), em T1(x) = (—x2,z1,23). Neste caso, wy =
0x1 — o + 0x3, wo = x1 + Ox9 4+ 0x3, w3 = x3. Ou ainda:

wy 0 -1 0 T
w9 = 1 0 0 {5
w3 0 0 1 T3

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando o ponto
pela matriz de 77 dada acima. A imagem de (1,0,0) é (0,1,0), a
imagem de (0,1,0) é (—1,0,0), a imagem de (0,0,1) = (0,0,1). <

Exemplo 6.4 Considere o operador Ty : R?> — R3 que leva cada
ponto x = (x1,x2,x3), em To(x) = (x1,x2, —x3). Neste caso, wy =
x1 + 0zg 4+ Ox3, wo = 0x1 + xz2 4+ Oxg, w3z = O0x1 + Ozy — x3. Ou

ainda:
w1 1 0 0 T
w9 = 01 O T2
w3 0 0 -1 T3

Como anteriormente, a imagem de cada ponto pode ser calculada
multiplicando o ponto pela matriz de 75 dada acima. A imagem
de (1,0,0) & (1,0,0), a imagem de (0,1,0) ¢ (0,1,0), a imagem de
(0,0,1) = (0,0,—1). A transformacao T leva cada ponto no seu simé-
trico em relacdo ao plano xy. <

Exercicio 6.5
(z1,22,73) | (—1,0,0) | (1,—1,0) [ (0,0,1) | (0,0,2) ] (0,0,3) [ (1,0,0)
(w1, wa, w3)

Complete a tabela encontrando os valores para (wq, ws, ws) imagens dos valores dados de
(21,2, 23), por T1 e também por Th.

Observe no exercicio que a transformagcao linear 77 dada no exemplo
fixa todos os pontos sobre o eixo dos z’s e gira os vetores no plano
s

z = 0 de um éangulo de 7. Este tipo de transformacao que fixa um

eixo € muito utilizado nas aplica¢oes, como veremos.

Exemplo 6.6 Considere o operador T3 : R?> — R3 que leva cada
ponto x = (z1,x2,23), em T3(x) = (x2,x1,x3). Neste caso, w3 =
0x1 4+ x2 + Ox3, wo = x1 + O0x9 + Ox3, w3z = x3. Ou ainda:

w1q 01 0 I
w9 = 1 0 0 X9
w3 00 1 3
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z
(x,y,2)
/'-_- —
R
¥, 2)
Y
X
planoy =x

Figura 6.1: A transformagéo T,

A imagem de cada ponto pode ser calculada multiplicando o ponto
pela matriz de T3 dada acima. A imagem de (1,0,0) é (0,1,0), a
imagem de (0,1,0) é (1,0,0), a imagem de (0,0,1) = (0,0,1). A
transformacao T3 leva cada ponto (z,y, z) no seu simétrico em relacao
ao plano y = z. Veja a Figura 6.1. <

6.2 - AUTOVETORES E AUTOVALORES

Definigao 6.7 Se A ¢ uma matriz 2 x 2 (respectivamente 3 X 3) um
vetor x nao nulo do plano (respectivamente do espaco) é chamado um
autovetor de A se Ax é um multiplo escalar de z, isto é, se

Axr = \x

para algum escalar A. O escalar A é chamado um autovalor de A e x
um autovetor de A associado a A.

A defini¢@o acima estéd dizendo que os vetores Az e x sdo linearmente
dependendentes, ou seja, estdo na mesma reta. Este fato tera algumas
aplicagoes. Observe o exemplo:

Exemplo 6.8 O vetor u = ) ¢ um autovetor para

1
2

(5
(3 2)(2)=(5) ==

O autovalor é 3 e a reta sobre a qual estao Au e u é aretay = 2. <

7N

pois
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Para encontrar os autovalores de uma matriz A, 2 x 2, (respectiva-
mente 3 X 3), procedemos da seguinte forma. Se Ar = Ar temos
Ax — Mz = 0 onde I é a matriz identidade. Esta igualdade pode
ainda ser escrita como (A — AI)z = 0. Estamos procurando solugoes
nao triviais x = (z1,x2) (respectivamente = = (x1,x2,x3)) para o
sistema homogéneo cuja matriz de coeficientes é A — A\I. Pelo Teo-
rema 7.15 da Aula 7, Tomo I, temos que isto acontece se e somente
se Det(A — M) = 0. Impondo esta condi¢ao, obtemos uma equagao
do segundo (respectivamente terceiro) grau em A, chamada polindmio
caracteristico de A, que podemos resolver e cujas solucdes serao os
autovalores procurados.

Exemplo 6.9 Seja

A:<;§>

Encontre todos os autovalores de A e os autovetores correspondentes.
Para encontrar os autovalores resolvemos a equagao Det(A—\I) = 0.
Temos:

1 4 A0 1—-A 4
A_M_<2 3)‘(0 )\>_< 2 3—/\>'
Calculando Det(A—AI) = 0, obtemos a equagao (1—A)(3—A)—8 =10

ou ainda A2 — 4\ —5 = (A — 5)(A + 1) = 0. Temos, portanto, dois
autovalores: A=5e A = —1.

Para obter os autovetores tomamos um autovalor de cada vez.

1. A=5
Substituindo A = 5 na expressao (A — Al)z = 0, temos:

1-5 4 I o 0
2 3-5 z2 )\ O
donde —4x1 + 4x2 = 0 e 221 — 229 = 0. Obtemos que x1 = z2

e o sistema possui infinitas solugoes como ja esperévamos (ver
Teorema 7.12, Aula 7, Tomo I). Um autovetor sera (1, 1).

2. A=-1
Substituindo A = —1 na expressdo (A — AI)x = 0, obtemos:

1+1 4 z1\y _ (0
2 3+1 X9 o 0
e portanto 2xy + 49 = 0 e 2x1 + 4z = 0. Obtemos que

x1 = —2x9, e o sistema também possui infinitas solu¢oes. Um
autovetor serd (—2,1), um outro (2, —1).
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Observacao 6.10 Note que para obter os autovetores associados a
um dado autovalor, estamos procurando solugoes ndo nulas de um
sistema homogéneo cuja matriz de coeficientes possui determinante
zero. Sabemos da Aula 7 (Tomo I) que este sistema possui infinitas
solugoes, todas sobre uma mesma reta. Assim, no exemplo acima,
qualquer vetor da forma (a,a), ou seja, sobre a reta y = x é um
autovetor para o autovalor 5. Chamamos esta reta de autoespago ja
que qualquer ponto nao nulo da reta é um autovetor.

Exercicio 6.11 Verifique, no exemplo anterior, que todo vetor da forma x = (a, a) satisfaz
Az = bz, e que todo ponto sobre a reta u = —2v (escrevemos a reta nas coordenadas u, v
para ndo haver confusdo com o ponto z € R) satisfaz Ax = —1z.

Exemplo 6.12 Encontre todos os autovalores e os correspondentes
autovetores da matriz A dada por:

0 1 0
A=10 0 1
4 —17 8
Para encontrar os autovalores, resolvemos a equacdo Det(A—\I) = 0.
Temos:
0 1 0 A0 O -2 1 0
A-XI=|10 0 1 |- 0 X 0 |= 0 =X 1
4 —-17 8 0 0 A 4 =17 8-\

Calculando Det(A — AI) = 0, obtemos a equagao cubica:
A =8N+ 17TA—4=0

Para encontrar as raizes desta equagdo, vamos procurar inicialmente
raizes inteiras. Para isso vamos utilizar o fato de que as raizes de
um polindémio, cujo coeficiente do termo de maior grau é 1, sdo sem-
pre divisores do termo constante, no caso -4. Os divisores de -4 sdo
+1,£2, +4. Substituindo na equacao, obtemos que 4 é raiz. Dividindo
a equacdo por A — 4 obtemos A2 — 4\ + 1, cujas raizes sdo 2 + /3.
Portanto, os autovalores de A sao:

M=4, X=2+V3 N=2-+3
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Exercicio 6.13 Obtenha os autovetores de A tomando um autovalor de cada vez.

1. Ay =4

Substituindo A; = 4 na expressao (A — AI)z = 0, temos:

— 0 il
0 -4 1 T | = ( 8 > .
4 —17 4

T3

Calcule as equagdes e resolva o sistema para obter a reta que é o autoespago corres-
pondente a este autovalor. Encontre um autovetor de norma 1.

2. Repita o célculo para os outros dois autovalores. <

6.3 - DIAGONALIZACAO DE MATRIZES

O préximo passo no nosso estudo de transformagoes lineares do plano
e do espaco é estudar quando é possivel obter uma base do plano
R? ou do espaco R? constituida de autovetores de uma transforma-
¢ao T dada por uma matriz A. Estas bases sao uteis para estudar
propriedades geométricas da matriz A e, quando elas existem, pode-
remos “diagonalizar” a matriz A, o que significa encontrar uma matriz
diagonal A" que em um sentido que explicaremos ¢é equivalente a A.

Definicao 6.14 Uma matriz A, n X n, é diagonalizdvel se existe uma
matriz invertivel P tal que P~'AP é uma matriz diagonal, onde P~}
denota a inversa de P. Dizemos que P diagonaliza A.

6.3.1 - Matrizes 2X 2

Temos o seguinte resultado sobre a diagonalizagao de matrizes 2 x 2
cuja demonstracao omitiremos.

Teorema 6.15 Se A é uma matriz 2 X 2, entdo as duas condi¢oes
abaizo sao equivalentes:

1. A € diagonalizdvel;

2. A possui dois autovetores linearmente independentes.

O teorema acima garante que uma matriz A, 2 X 2, que possui dois
autovetores linearmente independentes é diagonalizavel. Vamos des-
crever qual o procedimento que podemos utilizar para levar a cabo a
diagonalizagdo de uma matriz A, 2 x 2. O processo consiste de trés
passos:

1. Encontre dois autovetores linearmente independentes de A, xq
e 9.
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2. Forme a matriz P, 2 x 2, tendo x1, 2 como seus vetores coluna.

3. A matriz P~! AP sera diagonal e suas entradas na diagonal serdo
A1, A2, onde \; é o autovalor correspondente a x;.

Exemplo 6.16 Considere novamente o Exemplo 6.9 da Secdo 6.2

visto acima.
1 4
(1)

J& encontramos os dois autovalores de A : A = 5e A = —1 e os
autovetores correspondentes: (1,1) e (2,—1). Formamos a matriz P
cujas colunas sao os autovetores:

(%)

Encontramos a inversa de P.

o

A matriz P~1AP sera dada por:

(GG A)-005)

uma matriz diagonal, como querfamos. <

SNV
I cone

W=

~_

[SSEONI e

Nem sempre é possivel diagonalizar uma matriz A, 2 x 2. Considere

(1)

Vamos tentar encontrar todos os autovalores de A e os autovetores
correspondentes. Para encontrar os autovalores resolvemos a equacao
Det(A — M) = 0. Temos:

1—A 1
= (50

Calculando Det(A — AI) = 0 obtemos a equacio (1 — \)? = 0, donde
A = 1, uma raiz dupla. Substituindo na expressdo (A4 — Al)z = 0,

A =1 temos:
1-1 1 TR
0 1-1 o ) \0 )’

Temos a equacgdao x5 = 0. Logo, obtemos que os autovetores corres-
pondentes ao autovalor 1 sdo da forma (z1,0) sobre a reta y = 0.
Nao obtemos assim uma base do plano ja que todos os autovalores
correspondentes ao 1inico autovalor sao 1.d. A matriz A neste caso nédo
é diagonalizédvel. <

o exemplo abaixo:

Exemplo 6.17
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6.3.2 - Matrizes simétricas

De maneira mais geral, podemos considerar uma matriz quadrada
n X n e nos perguntar quais sao seus autovetores e autovalores e se ela
é diagonalizavel. Vamos tratar aqui de um caso particular importante,
o das matrizes simétricas.

Definicao 6.18 Uma matriz A, n x n é simétrica se A® = A.

Na proxima aula, vamos aplicar os resultados desta secao.

Defini¢ao 6.19 Uma matriz P, n x n é ortogonal se A'A = I,,. Ob-
serve que se P é ortogonal P~1 = Pt

Definicao 6.20 Uma base do espaco R? ¢ dita ortonormal se seus
elementos sao dois a dois ortogonais e possuem norma um.

Nesta secao vamos considerar dois problemas:

1. Dada uma matriz A, 3 X 3, existe uma base ortonormal do R"
consistindo de autovetores de A?

2. Dada uma matriz A, 3 x 3, existe uma matriz ortogonal P tal que
P~ 'AP = P!'AP é uma matriz diagonal? Nesse caso dizemos
que A é ortogonalmente diagonalizavel.

Temos o seguinte resultado, cuja demonstrag¢ao omitiremos:

Teorema 6.21 Seja A uma matriz 3 x 3. Entdo, as sequintes condi-
coes sao equivalentes:

1. A matriz A € ortogonalmente diagonalizdvel.
2. A matriz A possui um conjunto de 3 autovetores ortonormais.

8. A matriz A é simétrica.

Vamos diagonalizar matrizes simétricas A, 3 x 3 utilizando o teorema
acima e mais alguns fatos que vamos utilizar sem demonstracao, para
produzir uma base ortonormal do espago R?. Procedemos da seguinte
forma:

1. Encontramos os autovalores de A que sdo todos reais.

2. Temos duas possibilidades:
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(a) Se A possui trés autovalores distintos, entdao basta tomar
um autovetor de norma um para cada autovalor para obter
a base procurada. Isso decorre do fato de que autovetores
correspondentes a autovalores distintos sao sempre orto-
gonais.

(b) Se A possui apenas dois autovalores distintos, ainda assim
podemos obter a base ortonormal procurada. Observe o
exemplo abaixo.

3. Uma vez obtida a base ortonormal formada por autovetores
u1,v1, w1, & matriz ortogonal P que diagonaliza A é dada por:

PZ(’U,l V1 wl)

Exemplo 6.22 Vamos encontrar uma matriz ortogonal P que dia-
gonaliza a matriz

A=

NN

2
4
2

=N N

Primeiramente encontramos os autovalores de A. Para isso resolvemos
a equacdo Det(A — A\I) = 0. Temos:

4 2 2 A0 0 4—-A 2 2
A-XI=1| 2 4 2 |- 0 X 0 | = 2 4—- A 2
2 2 4 0 0 A 2 2 4— )\

Calculando Det(A — M) = 0, obtemos a equacio (A —2)%(A—8) = 0.
Temos portanto dois autovalores Ay =2 e Ay = 8.

Vamos agora calcular uma base do R? constituida de autovetores de
A. Tome o 2° autovetor Ay = 8, por exemplo, e considere a equacio:

-4 2 2 T
(A= Xol)x = 2 -4 2 y | =0.
2 2 —4 z
Donde obtemos o sistema:
—4dx+2y+2z = 0
2c —4dy+2z = 0
20 +2y—4z = 0

Escalonando obtemos as solucbes y = z e x = 2, que ddo os autove-
tores, todos na mesma reta do R? que passa pela origem dada para-
metricamente por (t,t,t), por exemplo u = (1,1,1). Como queremos

um autovetor de norma um, tomamos u; = (%, %, %)

Tome agora o 1° autovetor A\; = 2, e considere a equacdo:

2 2 2 x
A-MxDX=|2 2 2 y | =0
2 2 2 2
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Donde obtemos o sistema constituido pela tnica equacao: 2x + 2y +
2z = 0, que é como sabemos a equacao de um plano que passa pela
origem, que denominaremos por a. Qualquer vetor contido no plano
é autovetor correspondente ao autovalor Ay = 2. Como queremos
uma base escolhemos dois linearmente independentes, por exemplo
v=(-1,1,0) e w = (—1,0,1). Observe que v e w sao ortogonais a u,
mas nao sao ortogonais entre si. (Alias, qualquer vetor do plano « é
ortogonal a u!)

Para terminar precisamos substituir v e w por vetores vy e w; que
estdo no plano « e sdo ortogonais entre si e de norma 1. Lembre-se que
ja fizemos um procedimento parecido na Aula 2, Tomo I. Tomamos v
e projetamos w sobre v. Para isto seja ¢; = %v.w = % (veja Tomo
I, secio 2.5) e considere P = cjv = (5, 3,0). O vetor w — P =
(_71, _71, 1) é¢ um vetor ortogonal a v. Para terminar, consideramos os
vetores v; na dire¢do de v, mas de norma 1 e w; na direcdo de w

também de norma 1. Obtemos a base ortonormal procurada:

1
\/§>

1. 12, (111,
V6 Ve Ve T NBTVBB

v = 12,0) wy = (

Segundo o procedimento acima a matriz P que diagonaliza ortogo-
nalmente A é entdo dada por

-1 =1 1
V2 V6 V3
p_| L =¥
0 % 75

como pode ser verificado diretamente.

Observagao 6.23 Nio consideramos o caso em que a matriz A pos-
sui um tnico autovalor. Neste caso a matriz A s6 serd diagonalizavel
se for um multiplo da identidade, mas ela podera também nao ser
diagonalizavel. Isso sera tratado em disciplinas mais avancgadas.

6.4 - APLICACOES A IDENTIFICACAO DE CONICAS PLANAS

6.4.1 - Formas quadraticas

Definigao 6.24 Um polinémio em duas varidveis é dito homogéneo
se ele é soma de mon6mios todos do mesmo grau.

Exemplo 6.25 Os polinémios

2?4+ y? e vbay+yt, B4y e a4y
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sao polindmios homogéneos nas varidveis x e y, os dois primeiros de
grau 2, o terceiro de grau 3 e o quarto um polindémio homogéneo
linear. J& os polindémios

acz—i-x, a:3+xy+y3 e x+y+y2

nao sao homogéneos.

Definicao 6.26 Uma forma quadrdtica em duas varidveis é um poli-
noémio homogeéneo de grau 2 em duas variaveis.

Uma forma quadratica em duas variaveis pode ser escrita na forma
az? + 2bxy + cy?

para constantes a, b e ¢ apropriadas ou ainda na forma:

=)

Definicao 6.27 Um polindémio homogéneo nas variaveis x1, o, ..., Ty
é¢ uma soma de mondmios nestas variaveis todos de mesmo grau. Uma
forma quadrdtica em n variaveis é um polin6mio homogéneo de grau
2 em n variaveis.

Podemos escrever uma forma quadratica em n variaveis da seguinte

maneira:
x1
€2
( 1 T ... Tn )A
L,
onde A é uma matriz simétrica n x n.
T
T2
Ou ainda escrevendo z = ) , uma forma quadrética em n varia-
T,
veis pode ser escrita:
2t Ax.

Temos o seguinte teorema para formas quadraticas, cuja demons-
tracao omitiremos:
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Teorema 6.28 Seja ' Ax uma forma quadrdtica em n varidveis x1,

T2, ...,T, onde A é uma matriz simétrica. Entao, eriste uma matriz
Y1
. . . . Y2 ¢
P que diagonaliza A, isto é, v+ = Py, onde y = . e x'Ax =
Yn

YDy = ANy} + -+ \y2 onde M1, ..., \, sdo os autovalores de A e

A O ... 0
D= P'AP = A,2 (.)
0 0 - A\,

Exemplo 6.29 Encontre uma mudanca de varidveis que reduza a
forma quadratica x% - :L'% —4x1x9 + 42913 a uma soma de quadrados
e expresse a forma quadratica nas novas varidveis. Podemos escrever

a forma quadrética acima da seguinte maneira:

1 —2 0 1
(21 22 a3 )| —2 0 2 9
0 2 -1 T3

Para calcular os autovalores da matriz acima calculamos o seguinte
determinante:

A—1 2 0
2 A =2 |[=X2-9=2A+3)(\-23).
0 -2 A+1
Portanto, os autovalores da matriz sdo A =0, A = =3, A = 3.

Em seguida, determinamos um autovetor correspondente a cada au-
tovalor. Observe:

A=0:

Il

|
w

|

SNV

>

Il

(o)

w\ (3 AN (e

X2 = g -3 ? Y2 )
2

T3 3 3 3 Y3
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ou ainda:

2 1 2

xr = —_ _— - _——
1 3y1 3y2 3y3

1 2 n 2

€T = — —_ = —
2 3y1 3312 3y3

2 + 2 + L

€T = — — —
3 33/1 3312 3y3

A nova forma quadratica sera:

0 0 0 "
(y1 w2 y3)| 0 =3 0 y2 |
0 0 3 3

ou seja, —3y3 + 3y3.

6.4.2 - Retomando o estudo das cénicas
Consideremos o plano xy.

Definicao 6.30 Uma conica no plano xy é uma equacao da forma:

az? +bxy+cy’ +de+ey+ f=0 (6.1)

Vamos mostrar que toda equacdo como a 6.1 é quase sempre uma
elipse, uma hipérbole ou uma parabola. Esses trés casos sdao as cha-
madas conicas nao degeneradas. Existem ainda alguns tipos de conicas
degeneradas: o par de retas, a reta dupla, um par de pontos ou, no
limite, o conjunto vazio. Ja vimos na Aula 3, Tomo I as equagoes das
coOnicas padrao:

2 2 2 2

Elipse: % + LA Hipérbole: % _Y
a a

= i 1 Parabola: y? = 4ex

Vimos ainda algumas variantes dessas equacgdes como a parabola
x? = 4cy ou ainda as parabolas, elipses e hipérboles que podem ser
obtidas da padrao por translacao. Observe que todos esses exemplos
se encaixam na defini¢cdo de conica acima. O dnico caso de conicas
nao degeneradas que falta entender é quando a equacao da conica
apresenta um produto cruzado nao nulo, ou seja, quando o coeficiente
b é diferente de zero. Antes de entender esse caso vamos considerar

alguns casos degenerados.

Exemplo 6.31 A equacao 22 — y?> = 0 é do tipo 6.1. Ela pode ser
fatorada como (z — y)(x 4+ y) = 0. Para a expressao acima se anular
podemos ter x —y = 0 ou z + y = 0. Portanto, a equacdo representa
o par de retas x =y e z = —y.
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Exemplo 6.32 A equacio x? também é um caso particular de 6.1.
FEla pode ser pensada como a reta dada por x = 0, contada duas vezes.
Dizemos que ela representa uma reta dupla.

Exemplo 6.33 A equacio 22 +y? = 0 também é um caso particular
de 6.1. Ela pode ser pensada como o ponto dado por (0,0).

Para estudar as conicas de maneira sistemdatica fazemos a seguinte
definicao:

Definicao 6.34 Dada a conica
ax?® + bry + cy® +dr+ey + f =0,

chamamos a parte homogénea de grau 2 de forma quadratica asso-
ciada & conica.

Para estudar a conica geral vamos considerar a forma quadratica asso-
ciada e efetuar uma mudanca de varidveis para eliminar o produto
cruzado ndo nulo, utilizando o Teorema 6.28. O efeito geométrico é
efetuar uma rotacao de eixos de tal forma que a conica passe a ser
uma das padrao (pode ser necessaria uma translagao adicional). Com
isso, identificamos a conica e determinamos a rotacao necessaria para
transformé-la em uma coénica padrao, como acima, sempre que isso
for possivel.

Consideremos um exemplo:

Exemplo 6.35 Considere a conica 522 — 4zy + 8y? — 36 = 0. Vamos
identificar a coénica encontrando uma rotagdo que a torne uma conica
padrdo. A forma quadrética associada a conica acima é: 5z — 4zy +
832, que também pode ser escrita assim:

=05 3)0)

Encontrando os autovalores da matriz A = < _52 _82 > , obtemos
A=4eX=09.
Os autovetores correspondentes sdo:
2 1
A=4: V1:<\{5>; A=9: V2:< f)
V5 V5

Portanto, a mudanca de variavel que diagonaliza A é:
12

2 _ 1 /
=l % X E
Yy NV Yy
Nas novas coordenadas 2’ e ' a equacdo da conica & %~ + % =1,
portanto uma elipse. Veja a Figura 6.1.
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Figura 6.1: Encontrando uma cénica padrio por rotagio de eixos

Podem ocorrer casos mais complicados. Considere este outro exemplo.

Exemplo 6.36 Identifique a conica

20 80
502 —dxy +8y° + —x — —y+4 = 0.
Y+ 8y 7 \/5.@

Observe que a forma quadratica associada a essa conica é a mesma do
exemplo anterior 522 — 4y + 8y2. Podemos escrever a equacio acima
em forma matricial onde fica mais clara a dependéncia do vetor do

T
lano X = :
P (y)

ondeA—< o _2>,eK—(\2/% —%).Doexemploante—

X'AX + KX +4=0,

-2 8
rior, ja sabemos como eliminar o produto cruzado —4zy, fazemos a

mudanga de variavel
_ 1 ’
2 1)
V5 4

(3)-(

que diagonaliza A. Obtemos:

S

42" +9y"? — 82’ —36y' +4 =0
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Ja eliminamos o termo cruzado, mas ainda ndo temos a conica em
uma forma padrao. Para isso completamos quadrados.

4(x?—22")+9(y? — 4y ) +4 = 4(2"?—22"+1)+9(y* —4y/+4) +4—4-36 = 0

Encontramos:

A(2'—1)*49(y' —2)* = 36, ou ainda, fazendo 2" = 2'~1 ey = ¢/ —2

x//2
M

vt
4 )

a equacao de uma elipse.
Temos assim o seguinte resultado:

Teorema 6.37 Seja
ax?® + 2bxy + ey’ +dy* +ey+ f =0

a equacgdo de uma conica. Podemos sempre identificar a conica fazendo
mudancas de varidveis para reduzi-la & forma padrdo ou identificd-la
como uma conica degenerada da seguinte maneira:

1. Considere inicialmente a forma quadrdtica associada A e faca
uma mudancga de varidvel de forma a diagonalizd-la, obtendo a
equacao:

)\1$/2+)\2y/2+dll’/+61y/+f/:0

2. Em sequida, complete o quadrado e faca uma nova mudanca
de wvaridvel de forma a obter uma cénica padrao, uma elipse,
uma hipérbole ou uma pardbola. Se isso nao for possivel, entdo
a conica € degenerada de um dos sequintes tipos:

(a) Um par de retas. Isso acontece sempre que a equag¢ao ori-
ginal se fatora como um produto de dois fatores lineares
distintos, como no exemplo 6.31.

(b) Uma reta dupla. Isso acontece sempre que a equag¢ao origi-
nal for uma forma linear ao quadrado. Veja exemplo 7.20.

(¢) Um inico ponto. Isso acontece se a equagdao original possui
uma inica raiz real, como no caso do exemplo 6.33.

(d) O conjunto vazio, quando a equagdo ndao possui solugoes
reais, por exemplo 2+ y2 +1=0.
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6.5 - EXERCICIOS

1. Para cada matriz A abaixo encontre todos os autovalores e os autovetores
linearmente independentes. Encontre a matriz P, se existir, tal que P~1 AP
seja diagonal.

2 2
(a) A= ( 1 3 >
4 2
5 —1
(c) A= < 1 3 )
2. Para cada matriz A abaixo encontre todos os autovalores e uma base para
cada autoespaco. A matriz é diagonalizavel?

1 -3 3
(a) A= 3 =5 3
6 —6 4
-3 1 -1
b) A= -7 5 -1
—6 6 2

3. Reduza as formas quadraticas abaixo a uma soma ou diferenca de quadrados.

(a) 222 + 2y? — 2xy
(b) 2zy
(c) —322 + 5y% + 2zy

4. Identifique as conicas abaixo, dizendo se elas sdo degeneradas ou nao e em
cada caso descrevendo-as completamente.

) 222 + 5y? = 20
) 922 + 4y? — 362 — 24y + 36 = 0
) 22 +y2+5=0
d) 2% —4zy— 4> +8=0
) 2% + 2zy
) 222 —dxy —y? — 4z — 8y =—14
) 22 —2zy +1y2 =0
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Estudos das superficies

OBJETIVOS

Ao terminar esta aula, vocé devera ser capaz de:

1. Fazer o eshogo de superficies simples considerando as curvas de intersecao
delas com os planos coordenados.

2. Conhecer as superficies cilindricas obtidas a partir de uma curva diretriz
plana.

3. Reconhecer as quadricas padrao.

4. Identificar uma quadrica dada a sua equacao.

7.1 - COMO ESBOCAR SUPERFICIES

Ja estudamos o plano e a esfera no espaco. Esses sao exemplos de
superficies. Inicialmente vamos estudar algumas técnicas para fazer o
esboco de algumas superficies simples.

Exemplo 7.1 Considere a seguinte equagdo no espago:

z::r2+y2

Vamos fazer o esboco dessa superficie. Para isso obtemos primeira-
mente a intersecdo da superficie, que ndo conhecemos, com os planos
coordenados. Estas intersecoes sdo chamadas tracos.

1. Quando z = 0 obtemos z = y?, uma parabola no plano zy.

2

2. Quando y = 0 obtemos z = x*, uma parabola no plano zz.

3. Quando z = 0 obtemos z? 4+ y> = 0 e temos o finico ponto
r=y=2z2=0.
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circunferéncia

z /’ x2+y2:1

Figura 7.1: O paraboloide dado por z = x? + ?

Além disso observe que quando cortamos a superficie por planos z = c,
uma constante, que vamos supor positiva, obtemos circunferéncias
22 4+ y% = (/)% E facil concluir que superficie é esta. Veja a Figura
7.1. Essa superficie é conhecida como o paraboloide de revolugao, pois
pode ser obtida girando a pardbola z = z? no plano y = 0 em torno
do eixo dos 2’s.

Exemplo 7.2 Situacao diversa acontece quando consideramos a
equacao

22 =2 + g

Vamos agora fazer o esboco dessa outra superficie. Para isso obtemos
como anteriormente a intersecdo da superficie com os planos coorde-
nados.

2

1. Quando z = 0 obtemos 22 = y2, duas retas z = +y no plano

zy.

2

2. Quando y = 0 obtemos 2?2 = x2, duas outras retas, dessa vez no

plano zx.

3. Quando z = 0 obtemos como anteriormente 2 +y? = 0 e temos
o Unico ponto z =y =z = 0.

Além disso observe que quando cortamos a superficie por planos z =
¢, uma constante positiva ou negativa, obtemos as circunferéncias
2 4+ 9% = % B facil concluir que superficie é esta. Veja a Figura
7.2. Esta superficie é conhecida como o cone de duas folhas e também
é de revolucao, pois pode ser obtida girando uma reta, por exemplo,
areta z = z do plano y = 0, em torno do eixo dos 2’s.
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Figura 7.2: O cone dado por z>= x* + y°

7.2 - SUPERFICIES CILINDRICAS

Nesta secao iremos estudar as superficies cilindricas e na proxima as
quédricas.

Definicao 7.3 Um cilindro é a superficie formada pela unido de re-
tas (chamadas diretrizes) que se apoiam em uma determinada curva
(chamada diretriz) e que sao paralelas a uma reta dada.

Neste livro consideraremos apenas os casos em que a curva diretriz
é uma curva plana e as geratrizes sdo ortogonais ao plano da curva
diretriz.

Exemplo 7.4 Considere a equagio

242 =1

vista no espaco tridimensional. Vocé ja sabe que essa equacao no plano
xy € a equacdo da circunferéncia de centro na origem e raio 1, mas
vista no espago tridimensional temos uma superficie. Para ver isso e
identificar a superficie observe que a equacao nao depende da varfavel
z. Assim, se z = 0 temos uma circunferéncia de centro na origem e
raio 1. Mas se z = 1, por exemplo, temos a mesma circunferéncia
agora no plano z = 1. Como isso é verdade para todos os valores de z,
nao é dificil concluir que superficie é esta: um cilindro cuja diretriz é
a circunferéncia C' de centro na origem e raio 1 e cujas geratrizes sao
todas as retas apoiadas em C' e perpendiculares ao plano zy. Veja a
Figura 7.3.
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PR P

.

)/,

Figura 7.3: O cilindro dado por x*+y*=1

7.3 - AS SUPERFICIES QUADRICAS PADRAO

Consideremos o espaco tridimensional zyz. Vamos fazer o estudo das
quédricas no espaco que é bastante semelhante ao das coénicas no
plano. Quando estudamos as conicas no plano consideramos inicial-
mente as conicas padrdo: a elipse, a pardbola e a hipérbole. Aqui
também vamos iniciar nosso estudo pelas seis quadricas padrao.

7.3.1 - O paraboloide eliptico
O paraboloide eliptico é a superficie no espaco dada pela equacao:

2 2
L Y
EEte
Observe que o paraboloide eliptico possui equagio semelhante ao pa-
raboloide de revolugdo estudado no Exemplo 7.1. Vamos considerar

as semelhancas e diferencas no seguinte exemplo.

Exemplo 7.5 Considere a supeficie dada por:

1,‘2

2
9 4
Para fazer o esbocgo da superficie, vamos considerar o seu traco com
os planos coordenados.

1. Quando z = 0, temos o traco com o plano xy:
2

2
¢y
I A—
o T
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Elipse
2 yz B
z / j‘i‘T =1
( . ) z=1
y

2 2
Figura 7.4: O paraboloide dado por z = % + 4L

e apenas a origem satisfaz. Por outro lado, observe que o traco
com os planos paralelos ao plano xy e altura positiva sdo elipses.
Por exemplo fazendo z = 1, obtemos
2 2
z Y
— 4 == 1
9 4

que como sabemos é uma elipse de semieixos 3 e 2.

2. Analogamente, fazendo y = 0, temos o trago com o plano xz;

desta feita, a parabola z = %.

3. Finalmente, fazendo z = 0, temos o traco com o plano yz; a

2
’ _y
parabola z = 7.

Observe ainda que, se cortamos a superficie procurada por planos pa-
ralelos ao plano zy e de altura menor que zero, o trago correspondente
é vazio.

Obtemos a superficie da Figura 7.4, que nao é uma superficie de re-
volucao.

Exercicio 7.6 Faca o esboco do paraboloide eliptico z = % + %

7.3.2 - O elipsoide

O elipsoide ¢é a superficie no espaco dada pela equacao:

Vamos fazer o eshoco de um exemplo de elipsoide:
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Figura 7.5: O elipsoide dado por

Exemplo 7.7 Considere a supeficie dada por:

$2 y2 22

—+ =+

=
9 "4 1

Para fazer o esboco da superficie, vamos considerar o seu traco com
os planos coordenados.

1. Quando z = 0, temos o trago com o plano zy:
2

2
¢y
T
o TaTh

que como sabemos é uma elipse de semieixos 3 e 2.

2. Analogamente, fazendo y = 0, temos o traco com o plano xz;
desta feita, uma elipse de semieixos 3 e 1.

3. Finalmente, fazendo z = 0, temos o traco com o plano yz, uma
elipse de semieixos 2 e 1.

Observe ainda que, se cortamos a superficie procurada por planos
paralelos ao plano zy e de altura maior que um, o trago correspon-
dente é vazio. O mesmo acontece se cortamos a superficie por planos
paralelos ao plano zx (respectivamente zy) para y > 2 (respectiva-
mente z > 3).

Obtemos a superficie da Figura 7.5.

Exercicio 7.8 Faca o esboco do elipsoide T—Z + %2 + % =1,
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7.3.3 - O cone eliptico

O cone eliptico é a superficie no espaco dada pela equacdo:

2 2
2 X Y
2= 4
12 m2
Observe que o cone eliptico possui equacdo semelhante ao cone de
revolucao estudado no Exemplo 7.2. Vamos considerar as semelhancas

e diferencas no seguinte exemplo.

Exemplo 7.9 Considere a superficie dada por
22 = da? + 9y°

Para isto obtemos, como anteriormente, a intersecdo da superficie com
os planos coordenados.

1. Quando z = 0, obtemos z? = 9y?, duas retas z = +3y no plano
2y.

2. Quando y = 0, obtemos z? = 42, duas outras retas, desta vez
no plano zz.

3. Quando z = 0, obtemos 422 + 9% = 0 e temos o tinico ponto
r=y=2z2=0.

Além disso, observe que quando cortamos a superficie por planos z =

¢, uma constante positiva ou negativa, obtemos as curvas 42 +9y? =

¢2, ou ainda,

elipses cujos semieixos vao crescendo a medida que |c| cresce. E facil
concluir que superficie é esta. Veja a Figura 7.6.

Exercicio 7.10 Faca o esboco do cone eliptico 22 = 1622 + 25y
revolucao?

7.3.4 - O hiperboloide de uma folha

O hiperboloide de uma folha é a superficie no espaco dada pela

equacao:
2 2 2

@Yy 2y

2 m?

Vamos fazer o esboco de um exemplo de hiperboloide de uma folha:

. Esta superficie é de
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Figura 7.6: O cone eliptico dado por z’=4x?+9y?

Exemplo 7.11 Considere a superficie dada por:

22 . W2 22

9 4 1
Para fazer o esboco da superficie, vamos considerar o seu traco com
os planos coordenados.

=1

1. Quando z = 0, temos o trago com o plano zy:

2 2
£ Y
_— —:1
9—1-4 )

ue, como sabemos, é uma elipse de semieixos 3 e 2.
) )

2. Analogamente, fazendo y = 0, temos o traco com o plano xz

dado por

1,2 2

z
9 1
uma hipérbole de semieixos 3 e 1.

=1,

3. Finalmente, fazendo x = 0, temos o trago com o plano yz dado

por
2

2
v_2_
4 1
uma hipérbole de semieixos 2 e 1.

Observe ainda que, se cortamos a superficie procurada por planos
paralelos ao plano zy, z = ¢, obtemos elipses de semieixos que crescem
a medida que cresce |c|.

Obtemos a superficie da Figura 7.7.
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2 2 2
Figura 7.7: O hiperboloide de uma folha dado por % + 4L - 1i =1

Exercicio 7.12 Faca o esboco do hiperboloide dado por: %= + % —

7.3.5 - O hiperboloide de duas folhas

O hiperboloide de duas folhas é a superficie no espaco dada pela
equacao:
Vamos fazer o esboco de um exemplo de hiperboloide de duas folhas.

Exemplo 7.13 Considere a superficie dada por:

Da mesma forma que anteriormente, vamos fazer o esboc¢o da super-
ficie considerando o seu traco com os planos coordenados.

1. Quando z = 0, temos o traco com o plano zy:

)

x y?
9 4
que como sabemos, é uma hipérbole de semieixos 3 e 2.

2. Analogamente, fazendo y = 0, temos o trago com o plano xz

dado por

2 22

e
9 1

uma hipérbole de semieixos 3 e 1.
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2
Figura 7.8: O hiperboloide de duas folha dado por % + X2

2

4 1

3. Finalmente, fazendo x = 0, temos o traco com o plano yz dado

por

e o traco é vazio. Mas, observe que, se cortarmos a superficie
por planos = = ¢, |c| > 3, obtemos:

N A
9 4 1 7
ou ainda ) ) )
Y z c
42— 14
4+1 +9

Portanto, quando |¢| > 3, o lado esquerdo da igualdade ¢ maior
que zero e a interse¢ao dos planos x = ¢ com a superficie sdo
elipses, com semieixos que crescem a medida que |c| cresce.

Obtemos, a superficie da Figura 7.8.

Exercicio 7.14 Faca o esbog¢o do hiperboloide dado por: € _y_z

16 9 4

7.3.6 - O paraboloide hiperboélico

O paraboloide hiperbolico é a superficie do espaco dada pela equagao:

74
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Figura 7.9: O paraboloide hiperbélico dado por z = y* - x?

Vamos fazer o esboco de um exemplo do paraboloide hiperbdlico:

Exemplo 7.15 Considere a superficie dada por:
2z =x? —y?

Para fazer o esboco da superficie vamos considerar o seu trago com
os planos coordenados.

1. Quando z = 0, temos o traco com o plano xy:
22 =2
a equacao que define as duas retas x = +y.
2. Fazendo y = 0, temos o trago com o plano xz dado por
z=x°,
uma parabola concava para cima.

3. Finalmente, fazendo z = 0, temos o trago com o plano yz dado
por:
Z = _y27

uma parabola concava para baixo.

Nao é muito facil concluir que superficie é esta apenas com estes
dados. Observe que, se cortamos a superficie procurada por planos
paralelos ao plano zy, z = ¢, obtemos hipérboles que se abrem na
dire¢ao do eixo dos y's para ¢ positivo e na dire¢ao do eixo dos z's
para ¢ negativo. Observe a Figura 7.9.

Exercicio 7.16 Faca o esboco do paraboloide hiperbélico dado por: z = zy.
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7.4 - AS SUPERFICIES QUADRICAS MAIS GERAIS

Definigao 7.17 Uma quadrica no espaco xyz é uma equagdo da
forma:

ar’ + bry +crz+dy? +eyz+ f2vgr+hy+iz+j=0 (7.1)

Vamos fazer um estudo sistemético das superficies dadas por equagoes
do tipo 7.1 no espaco tridimensional, de maneira semelhante ao que
fizemos com as equacoes de conicas do tipo 6.1 no plano. Observe,
inicialmente, que todas as quadricas padrao sao dadas por equacoes
deste tipo para alguma escolha de constantes. Para obter o parabo-
loide hiperbélico z = zy, por exemplo, fazemos ¢ = 1, b = —1 e
as demais constantes nulas. Mas podemos obter muitas outras su-
perficies, e dada uma equacdo como a anterior ndo fica claro se ela
representa ou nao uma das quédricas padrao, e em caso afirmativo,
como identifica-la. E este o objetivo desta secdo.

7.4.1 - Quadricas degeneradas

Algumas equagoes da forma 7.1 sfo chamadas quadricas degeneradas,
pois representam pontos, planos ou o conjunto vazio. Vejamos alguns
exemplos.

Exemplo 7.18 Considere a equacgio

22—y —a? =22y —224+41=0

Esta equacido também se escreve como

P —zrtrr—zy+zy—z—z—at—ay—zy—x+z—y —y+y+1=0,

ou ainda,

z+z+y—1)(z—z—y—1)=0

Observe que esta equacao é satisfeita se e somente se z+z4+y—1=0
ouz—x—y—1=0 e, portanto, a quadrica representa dois planos.
Veja a Figura 7.10.

Exemplo 7.19 A equacdo z2 —y? = 0 ja foi vista anteriormente. Ela
pode ser fatorada como (z — y)(z + y) = 0. Para a expressao acima
se anular podemos ter x —y = 0 ou = + y = 0. Mas observe que vista
no espaco tridimensional a equacao representa o par de planos z =y
e x = —y. Ver Figura 7.10.
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Figura 7.10: O par de planos dado por z-y*- x>~ 2xy -2z +1=0

Exemplo 7.20 A equacdo x? também ¢é um caso particular de 7.1.
Ela pode ser pensada como o plano dado por z = 0, contado duas
vezes. Dizemos que ela representa um plano duplo.

Exemplo 7.21 A equacio z2 + 32 + 22 = 0 também é um caso par-
ticular de 7.1. Ela representa o ponto dado por (0,0,0).

Exemplo 7.22 A equacio 22+ y? = 0 também é um caso particular
de 7.1. Ela é satisfeita quando x = 0 e y = 0. Vista no espago ela
representa a reta dada por z =0 e y = 0, que ¢ o eixo dos 2’s.

Como se vé, por todos os exemplos que consideramos até agora, nao
é tarefa tdo simples, dada uma equacgio da forma 7.1, dizer se a equa-
cdo representa uma das seis quadricas padrdo ou se é uma quadrica
degenerada e em ambos os casos identificar a superficie que temos
em maos. Vamos agora desenvolver algumas técnicas para levar esta
tarefa a bom termo.

O primeiro procedimento que executamos para identificar a quadrica é
eliminar os termos cruzados, isto é, aqueles cujos coeficientes b, ¢, e na
equacao 7.1 sdo ndo nulos. Para isso, fazemos inicialmente a seguinte
definicao.

Definicao 7.23 Dada a quédrica
ax® + by + cxz+dy* +eyz + f2E 4 gr+hy +iz4+j=0

chamamos a parte homogénea de grau 2, a saber, ax? + bxy + cxz +
dy? + eyz + f2? de forma quadrdtica associada & quadrica.
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Para estudar a quadrica geral vamos considerar a forma quadratica
associada e efetuar uma mudanca de varidveis para eliminar os produ-
tos cruzados nao nulos, utilizando o Teorema 6.28. O efeito geométrico
é efetuar uma rotacdo de eixos de tal forma que a quéadrica passe a
ser uma das padrao (pode ser necessaria uma translagio adicional).
Com isso, identificamos a quadrica e determinamos a rotacao necessi-
ria para transformé-la em uma quédrica padrao, como acima, sempre
que isso for possivel. Considere o exemplo.

Exemplo 7.24 Considere a quadrica dada pela equacio 42 + 4xy +
4 z+-4y% +4yz+42>—8 = 0. Vamos identificar a quadrica encontrando
uma rotacdo que a torne uma qudadrica padrao. A forma quadratica
associada a quadrica acima é: 4o + 4y + 4dxz + 4y + 4yz + 422, que
também pode ser escrita assim:

4 2 2 z
(:zyz)242 Y
2 2 4 z

J& encontramos a matriz correspondente a essa forma quadratica no

4 2 2
Exemplo 6.22, A= | 2 4 2 | . Utilizando os calculos dos autova-
2 2 4

lores 14 obtidos temos A1 = 2 e Ay = &.

Além disto, a matriz P que diagonaliza ortogonalmente A é dada por

-1 -1 1
V2 V6 V3

p_| L =L T
VORI
0 %

onde as primeiras duas colunas sdo autovetores correspondentes ao
autovetor Ay = 2 e a dltima é o autovetor correspondente ao autovalor
Ao = 8.

Podemos escrever a equacao da quadrica dada da seguinte maneira:
X'AX —8=0.

Utilizando a mudanca de variavel X = PX’ e substituindo na equacao
acima obtemos:

(PX")'A(PX) -8 =X"(P'AP)X' -8 = X"DX' -8 =0,

onde D é a matriz diagonal:

Il
oo
oo
0 o o



AULA7

- L. L2 r2
Nas novas coordenadas ', ¢ e 2’ a equagao da quadrica ¢ T3 + %5 +

%2 = 1, portanto um elipsoide.

Algumas equagdes para serem reduzidas as quéadricas padrao precisam
de uma translacdo de eixos, como ji fizemos com as coOnicas, depois
de eliminarmos os termos cruzados. Considere o exemplo a seguir.

Exemplo 7.25 Descreva a superficie quadrica que possui equacao:

42% + y? — 922 — 162 — 6y = 875
Podemos escrever a quadrica da seguinte maneira:

4(z® —dz+4) + (y* — 6y +9) — 922 = 16 + 9 + 875 = 900
ou ainda
(z —2)? . (y—3)32 =2°

- S =1
152 302 102

Transladando os eixos por meio das equacoes:

P=x-219y =y—3 2 =2z temos:

( x/ )2 y/2 2/2

=1
152 302 102 ’

que ¢é o hiperboloide de uma folha.

Concluiremos esta aula com o seguinte resultado que nao vamos
demonstrar.

Teorema 7.26 Seja
ax® + by + cxz+dy* +eyz + f2E 4 gr+hy +iz4+ =0

a equacdo de uma quddrica. Podemos sempre identificar a quddrica fa-
zendo mudancas de varidveis para reduzi-la & forma padrao ou identi-
ficd-la como uma quddrica degenerada da sequinte maneira:

1. Considere inicialmente a forma quadrdtica associada e sua ma-
triz A e faga uma mudanga de varidvel de forma a diagonalizd-
-la, obtendo a equacgao:

)\1;16'2+)\2yl2+)\32’2+d’a:'+e’y’—|—f’z+g:0

2. Em seguida, complete o quadrado e faca uma nova mudanca
de varidvel de forma a obter uma quddrica padrdo de um dos
seis tipos estudados. Se isso ndao for possivel, entio a quddrica
€ degenerada.
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2

. Faca o esbog¢o do elipsoide % + y; +5 =1

2
. Faca o esboco do cone eliptico 22 = % + 5

»

. Faca o esboco do hiperboloide de uma folha % = % +5 =1

. Faca o esboco do hiperboloide de duas folhas dado por @2 -7 =1

. Identifique as quadricas abaixo, vistas como equacoes no espaco tridimen-

sional xzyz, dizendo se elas sao degeneradas ou nao e em cada caso descre-
vendo-as completamente. Faca um esboco.

)
) 922 + 4y? — 36z — 24y + 22 +36 =0
) 22+ 42 +22+5=0
(d) 202 +22—42+8=0
) 22 +2xy =0
) 222 — 92 — 4z —8y+22=0
) 22 —2xy +14%2 =0

. Encontre a forma quadratica associada a cada quadrica abaixo e a corres-

pondente matriz associada e expresse cada quadrica na forma x' Az + Kx +
j =0, onde A é uma matriz 3 x 3 e K é uma matriz 1 x 3:

(a) 22 +2y?> —32%2 +4zy + 622 —2yz+z—y+2=3

(b) 4z? — 2y% + 622 —4zy — 6x2z +4yz+2x — 3y +22 =6

(c) 622 —y? + 822 +dxy +6x2 —8yz+x+y—2=25

. Encontre uma rotacao do tipo = Pz’ que elimine o termo cruzado da

quédrica 222 + 3y? + 2322 + 722z + 150 = 0. Identifique a quadrica e faca
um esboco.

. Encontre uma rotacao e uma translacao de eixos que transforme a quédrica

2xy — 62 + 10y + 2 — 31 = 0 em uma quadrica padrao.
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