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Resumo

Uma variedade L é dita distributiva se (V ∩ U) ∪W = (V ∪W) ∩ (U ∪W) para quaisquer
subvariedades V ,U ,W de L. Em 1976, Ananin e Kemer classicaram variedades de álge-
bras distributivas a partir de uma certa identidade polinomial da variedade. A relação de
distributividade segue se, e somente se, as multiplicidades no n-ésimo cocaracter associado
são limitadas por 1. Com isso, classicar variedades cujas multiplicidades são limitadas por
1 é equivalente a exigir uma certa identidade polinomial satisfeita pela variedade. Ao longo
dos últimos anos, a classe de álgebras que satisfazem tal propriedade tem sido estudada
em diferentes contextos. Nosso objetivo principal é fornecer uma demonstração original do
resultado de Ananin e Kemer.

Palavras-chave: identidades; distributividade; cocaracter; multiplicidades.



Abstract

A variety L is distributive if (V ∩ U) ∪ W = (V ∪ W) ∩ (U ∪ W), for any subvarieties
V ,U ,W of L. In 1976, Ananin and Kemer classied distributive varieties of algebras based
on a specic polynomial identity of the variety. The distributivity relation follows if, and only
if, the multiplicities in the associated n-th cocharacter are bounded by 1. Thus, classifying
varieties with multiplicities bounded by 1 is equivalent to require a specic polynomial
identity satised by the variety. In the recent years, the class of algebras satisfying this
property has been studied in dierents contexts. Our main goal is to provide an original proof
of Ananin and Kemer’s result.

Keywords: identities; distributivity; cocharacter; multiplicities.
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Introdução

Sejam F um corpo de característica zero, X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável de
variáveis não comutativas e denote por F ⟨X⟩ a álgebra livre associativa gerada por X sobre
F . Dizemos que um polinômio f(x1, . . . , xn) ∈ F ⟨X⟩ é uma identidade polinomial para uma
álgebra associativa A se f(a1, . . . , an) = 0, para quaisquer a1, . . . , an ∈ A e denotamos
f ≡ 0 em A. Se existe uma identidade polinomial não nula para A, então dizemos que
A é uma PI-álgebra. Por exemplo, qualquer álgebra comutativa C é uma PI-álgebra, visto
que C satisfaz o polinômio [x1, x2] := x1x2 − x2x1. Além disso, verica-se que as álgebras
nilpotentes também são exemplos de PI-álgebras, bem como as álgebras de dimensão nita
e, em particular, as álgebras de matrizes triangulares superiores UTn(F ). Um exemplo de
PI-álgebra de dimensão innita é a álgebra de Grassmann G , denida por

G = ⟨1, e1, e2, . . . | eiej = −ejei⟩.

É possível mostrar que o polinômio [x1, x2, x3] = [[x1, x2], x3] é uma identidade polinomial
para esta álgebra.

A teoria de álgebras com identidades polinomiais, como conhecemos hoje, teve seu início
na década de 50. Destacam-se, por exemplo, os trabalhos de I. Kaplansky [16] e Amitsur e
Levitzki [1]. Atualmente a PI-Teoria é uma área em constante desenvolvimento.

Denotemos por Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de uma álgebra
A. Temos que, Id(A) é um T-ideal de F ⟨X⟩, ou seja, é um ideal invariante sob todos os
endomorsmos da álgebra livre. A m de descrever completamente as identidades de A,
surge a seguinte pergunta: é possível determinar um conjunto nito que gere Id(A) como
T-ideal? Em 1950, Specht conjecturou que, quando F é um corpo de característica zero,
então a resposta é armativa. Uma prova para a conjectura de Specht foi dada por Kemer
[19] em 1987. No entanto, a demonstração dada não fornece um método construtivo de
determinar tal base. Na verdade, isso é um problema de pesquisa na PI-teoria. Para ilustrar
a diculdade desse problema, considere as álgebras de matrizes n × n. Sabemos que para
n = 2, Id(M2(F )) é gerado por dois polinômios, enquanto para n ≥ 3, não é conhecido um
conjunto gerador de Id(Mn(F )).

Visto que, determinar o conjunto de geradores de Id(A) não é uma tarefa fácil, podemos
nos perguntar se certos tipos de polinômios fornecem informações para as identidades de A.
Neste sentido, utilizamos o chamado processo de multilinearização, que nos permite escrever
qualquer polinômio como consequência de polinômios multilineares. Com isso, é possível
mostrar que Id(A) é gerado por uma quantidade nita de polinômios multilineares. Sendo
assim, o espaço Pn dos polinômios multilineares de grau n, torna-se de suma importância.
Além disso, o espaço

(P1 ∩ Id(A))∔ (P2 ∩ Id(A))∔ . . .∔ (Pn ∩ Id(A))∔ · · · ,
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onde ∔ denota a soma direta como espaços vetoriais, descreve completamente o T-ideal de A.
Observando isso, em 1976, Regev propôs estudar o crescimento das identidades polinomiais
introduzindo a chamada sequência de codimensões, que consiste na sequência {cn(A)}n≥1,
onde

cn(A) := dimF

 Pn

Pn ∩ Id(A)



, n ≥ 1.

De forma intuitiva, observe que essa sequência mede o crescimento das identidades de
A. Note que, se essa sequência cresce de forma exponencial há um indicativo de que existem
muitas não identidades de A e, portanto, poucas identidades de A. Por outro lado, se
essa sequência tem um crescimento lento, indica que A possui poucas não identidades. O
estudo sobre tal comportamento assintótico foi iniciado por Regev [23], que mostrou que a
sequência de codimensões de uma PI-álgebra é sempre limitada exponencialmente, isto é,
existem α, a > 0 tais que cn(A) ≤ αan.

Considerando o espaço dos polinômios multilineares, vemos que, existe uma ação natural
do grupo simétrico Sn sobre Pn dada simplesmente pela permutação de suas respectivas
variáveis. Com isso, o espaço Pn torna-se um Sn-módulo. Desde que Pn∩ Id(A) é invariante
sob esta ação, temos que

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)

tem estrutura de Sn-módulo à esquerda e, como a característica de F é zero, pela teoria de
representações de Sn, podemos escrever o caracter de Pn(A) como

χn(A) =


λ⊢n

mλχλ,

onde λ é uma partição de n, χλ é o Sn-caracter irredutível associado a λ e mλ é a respectiva
multiplicidade. Chamamos χn(A) de o n-ésimo cocaracter de A.

É sempre interessante que objetos que possuam um mesmo tipo de informação possam
ser estudados sob as mesmas perspectivas. Por isso, denimos V = var(A), a variedade
gerada por A, como a classe de todas as álgebras que satisfazem as identidades de A e
escrevemos Id(V) = Id(A) e cn(V) = cn(A). Em 1983, Berele e Regev [3], mostraram que se
V é uma variedade não trivial, então as multiplicidades mλ são limitadas polinomialmente,
isto é, existe C > 0 e t inteiro não negativo com mλ ≤ Cnt para cada λ ⊢ n e n ≥ 0.

Uma maneira bastante usual de estudar PI-álgebras é através da caracterização de vari-
edades via exclusão ou inclusão de uma determinada álgebra da variedade. Dizemos que a
sequência de codimensões é limitada polinomialmente se existem uma constante a e um nú-
mero inteiro não negativo k tal que cn(A) ≤ ank , para n arbitrariamente grande. O resultado
abaixo é bastante conhecido e caracteriza variedades de crescimento polinomial.

Teorema 0.0.1. V possui crescimento polinomial se, e somente se, G, UT2 /∈ V .

A caracterização acima foi dada por Kemer [18] e, de forma geral, caracterizações desse
tipo são ditas caracterizações do tipo Kemer. No contexto de álgebras munidas de estruturas
adicionais, trabalhos nesse sentido são apresentados em [11], [12], [8], [22] e [25].

Existem também caracterizações envolvendo exclusão de álgebras da variedade, identi-
dades e também multiplicidades. Como os resultados abaixo, que podem ser consultados em
[14].

Teorema 0.0.2. G /∈ V se, e somente se, V satisfaz alguma identidade standard, isto é, uma
identidade do tipo Stk(x1, . . . , xk) =



σ∈Sk

sgn(σ)xσ(1)xσ(2) · · · xσ(k).
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Teorema 0.0.3. Seja V uma variedade com χn(V) =


λ⊢n

mλχλ seu n-ésimo cocaracter. São

equivalentes

i) Existe K > 0 tal que mλ ≤ K, ∀ λ ⊢ n e todo n ≥ 0.

ii) UT2(F ) /∈ V ;

iii) f(x1, x2) =

n

i=0

αix
i
2x1x

n−i
2 ≡ 0 em V .

Em relação ao contexto ordinário, temos, a partir dos teoremas acima e do Teorema de
Kemer, uma caracterização de variedades de crescimento polinomial via identidades polino-
miais:

Teorema 0.0.4. V tem crescimento polinomial se, e somente se, V satisfaz identidades do

tipo f(x1, x2) =

n

i=0

αix
i
2x1x

n−i
2 e Stk(x1, . . . , xk) =



σ∈Sk

sgn(σ)xσ(1)xσ(2) · · · xσ(k).

Ainda no intuito de fornecer relações entre variedades e identidades polinomiais, Ananin
e Kemer se interessaram no caso particular das variedades distributivas. Dizemos que uma
variedade L é distributiva se, para quaisquer subvariedades V ,U ,W de L, tivermos

(V ∩ U) ∪W = (V ∪W) ∩ (U ∪W).

Ananin e Kemer [2], forneceram uma caracterização das variedades distributivas via iden-
tidades polinomiais:

Teorema 0.0.5. V é distributiva se, e somente se, existem α, β ∈ F não simultaneamente
nulas tais que α[x1, x2]x1 + βx1[x1, x2] ∈ Id(V).

Por outro lado, é possível mostrar que uma variedade é distributiva se, e somente se, as
multiplicidades no n-ésimo cocaracter associado são limitadas por 1, como pode ser visto em
[14]. Como consequência, temos uma caracterização das variedades cujo n-ésimo cocaracter
associado possui as multiplicidades limitadas por 1:

Teorema 0.0.6. Seja V uma variedade e

χn(V) =


λ⊢n

mλχλ

seu n-ésimo cocaracter. Então, para cada λ ⊢ n e n ≥ 1, temos mλ ≤ 1 se, e somente se,
existem constantes α, β ∈ F não simultaneamente nulas tais que

α[x1, x2]x1 + βx1[x1, x2] ∈ Id(V).

Vale mencionar que caracterizações desse tipo, que envolvam multiplicidades limitadas
por 1 e identidades da variedade, tem sido empregadas a diversos contextos na PI-Teoria,
como nos casos de ∗-álgebras e superálgebras [10], álgebras graduadas [13], ∗-superálgebras
[21] e, mais recentemente, álgebras com involução grupo graduada [5]. Ainda nesse contexto,
a depender do tipo de estrutura não existe a caracterização via distributividade. Os trabalhos
mencionados anteriormente exemplicam quando há essa tripla relação e quando não há, em
seus determinados contextos.
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Visto que a relação de distributividade não necessariamente se estende a caracterizações
com limitação por 1 das multiplicidades, temos por objetivo apresentar uma nova demonstração
para o problema de Ananin e Kemer, no contexto ordinário. Mais especicamente, queremos
relacionar limitação das multiplicidades com identidades da variedade sem que haja menção
da relação distributiva da variedade. Para esse objetivo, vamos separar esse texto em três
capítulos:

No Capítulo 1 apresentaremos as denições iniciais, bem como os clássicos resultados
da PI-teoria, a m de que seja um passo introdutório para a leitura. Em particular, veremos
que as identidades de uma álgebra podem ser adquiridas como uma certa combinação de
determinados tipos de polinômios, diremos que esse tal polinômio é consequência destes. Uma
parte bastante importante e presente neste capítulo, será entender algumas consequências
de certas identidades, as quais serão necessárias para a demonstração do resultado principal
deste texto.

No Capítulo 2, apresentaremos uma introdução às representações de Sn e estudaremos
a estrutura de Sn-módulo do espaço Pn(A). Deniremos o n-ésimo cocaracter de uma
PI-álgebra e veremos que, na prática, a ação de Sn não é suciente para determinar as
multiplicidades mλ em χn(A). Assim, recorremos à teoria de representações do grupo linear
geral GLm, am de exibir um método efetivo para calcular tais multiplicidades.

Finalmente, o Capítulo 3 irá apresentar os conceitos acerca de variedades distributivas e
apresentar a caracterização de Ananin e Kemer. Provaremos a relação entre distributividade e
multiplicidades limitadas por 1 e, por m, apresentaremos uma caracterização original do re-
sultado de Ananin e Kemer na qual relacionaremos identidades polinomiais a multiplicidades
limitadas por 1.
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Capítulo 1

PI-Álgebras

O objetivo deste capítulo é fornecer uma base para o estudo inicial de PI-Teoria, apresentando
as principais denições e exemplos.

1.1 Preliminares

Nessa seção, serão mencionados alguns conceitos acerca de representações de grupos
nitos, sem que haja demonstrações. Para o leitor interessado em compreender melhor a
teoria, sugerimos a referência [15].

O conjunto de todas bijeções do conjunto n̂ = {1, 2, . . . , n} é um grupo com a operação
composição. Tal grupo possui n! elementos, é chamado o grupo simétrico de grau n e denotado
por Sn. Note que, para n ≥ 3, Sn é um grupo não abeliano. Um elemento de Sn é dito uma
permutação e uma forma de representar as permutações no grupo Sn é utilizando a notação
em ciclos: escreva

σ = (ii · · · ir),

onde i1, . . . , ir ∈ n̂, σ(i1) = i2, . . . , σ(ir−1) = ir, σ(ir) = i1 e, para k ∈ n̂/{i1, . . . , ir},
σ(k) = k. Nesse caso, dizemos que σ é um r-ciclo de comprimento r. Um 2-ciclo será dito
uma transposição. É claro que uma permutação de Sn é um produto de ciclos e que qualquer
permutação pode ser escrita como produtos de transposições. Além disso, diremos que dois
ciclos são disjuntos se eles não movem elementos em comum. Dizemos que uma permutação
é par se ela pode ser escrita como um produto de um número par de transposições. Um
importante subgrupo de Sn, denotado por An, é formado pelo conjunto das permutações pares
de Sn. Chamamos An o grupo alternado de grau n.

O conjunto GLn(F ) das matrizes invertíveis de ordem n com coecientes em um corpo
F é um grupo com a operação multiplicação. Dado um F -espaço vetorial V , se denotarmos
GL(V ) o conjunto de todas transformações lineares invertíveis de V , então GL(V ) é um
grupo com a operação composição. Fixada uma base de V , é possível mostrar que GLn(F )
e GL(V ) são grupos isomorfos.

Defnição 1.1.1. Seja G um grupo nito e V um F -espaço vetorial. Dizemos que um homo-
morsmo φ : G −→ GL(V ) é uma representação de G. A dimensão do espaço V será dito
o grau de φ.

Podemos estudar uma representação pelo ponto de vista matricial, isto é, considerando
GLn(F ), ao invés de GL(V ). Note que todo grupo possui uma representação de grau
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arbitrário, bastando considerar o homomorsmo φ(g) = In, para todo g ∈ G, onde In é a
matriz identidade. Claramente, o homomorsmo φ : G −→ F ∗ dado por φ(g) = 1, para
todo g ∈ G, é um exemplo de representação de grau 1 de um grupo G, a qual denominamos
representação trivial de G.

Exemplo 1.1.2. Sejam C3 = {1, g, g2} um grupo cíclico gerado por um elemento g de ordem
3 e u = e

2πi
3 uma raiz primitiva da unidade. Então

φ : C3 −→ GL2(C)

g −→


u 0
0 1



é uma representação não trivial de grau 2 de C3.

Recorde-se que uma ação de um grupo G num conjunto X é uma função que associa
cada par (g, x) a um elemento g · x em X , de forma que 1 · x = x e (g1g2) · x = g1 · (g2 · x).
Perceba que o grupo Sn age sobre n̂ de modo natural: se σ ∈ Sn, então

σ · i = σ(i).

Considere uma ação de G sobre um espaço vetorial V , isto é, g · v está denido para
todo par (g, v) ∈ G × V . Com isso, o mapa φ : G −→ GL(V ) denido por g → φ(g) = φg ,
onde φg(v) = g · v, é uma representação de G. Reciprocamente, se φ : G −→ GL(V ) é uma
representação de G, temos denida uma ação de G sobre V dada por g · v = φg(v). Com
isso, obtemos uma correspondência entre ações de G sobre V e representações de G.

Defnição 1.1.3. Seja G um grupo e F um corpo. Considere FG o espaço vetorial livremente
gerado por G sobre F , cujos elementos são da forma



g∈G

αgg, com αg ∈ F ,

onde αg ̸= 0 apenas para nitos elementos de G. As operações de soma e multiplicação são
denidas naturalmente em FG, o que o torna um anel. Chamamos FG o anel de grupo de
G. Há também denido uma multiplicação natural por escalares de F em FG, o que torna
FG, como veremos na próxima seção, uma álgebra.

A ação de G sobre V pode ser estendida a uma ação FG sobre V . Para ver isso, considere


g∈G

αgg ∈ FG e v ∈ V , então

(


g∈G

αgg) · v :=


g∈G

αg(g · v).

Defnição 1.1.4. Dizemos que um espaço vetorial V é um FG-módulo se, para cada g ∈ G
e v ∈ V , está denida uma multiplicação g · v que satisfaz as condições abaixo.

1. g · v ∈ V ;

2. (gh) · v = g · (h · v);

3. 1 · v = v;
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4. g · (λv) = λ(g · v);

5. g · (v + w) = g · v + g · w,

para todo h ∈ G, w ∈ V e λ ∈ F .

Com isso, o espaço vetorial V associado a representação φ de G é um FG-módulo, o qual
diremos ser o FG-módulo correspondente à representação φ. É possível mostrar que existe
uma correspondência biunívoca entre os FG-módulos de dimensão n e as representações
de grau n de G. Além disso, dizemos que uma representação é irredutível se o FG-módulo
associado é simples, isto é, seus únicos subespaços invariantes sob a ação de G são os triviais.
Uma representação é dita redutível se não é irredutível. O importante teorema abaixo diz
que toda representação é completamente redutível.

Teorema 1.1.5. (Maschke) Se G é um grupo nito e F um corpo de característica zero, então
todo FG-módulo é escrito como soma direta de seus FG-submódulos simples.

Para que possamos distinguir representações com a mesma informação, denimos o con-
ceito abaixo.

Defnição 1.1.6. Duas representações φ : G −→ GL(V1) e ϕ : G −→ GL(V2) de G são
equivalentes se existir uma transformação linear bijetiva T : V1 −→ V2 tal que φg = T−1ϕgT ,
para todo g ∈ G.

O importante teorema abaixo diz como contar a quantidade de representações irredutíveis
não equivalentes, sua demonstração pode ser consultada em [15].

Teorema 1.1.7. O número total de representações irredutíveis não equivalentes de um grupo
nito G sobre um corpo algebricamente fechado e de característica zero é igual ao número
de classes de conjugação de G.

Defnição 1.1.8. Um conjunto {V1, . . . , Vk} de representantes de FG-módulos simples não
isomorfos é chamado um conjunto completo de FG-módulos simples. Perceba que k é a
quantidade de classes de conjugação de G.

Se {V1, . . . , Vk} é um conjunto completo de FG-módulos simples, então FG se escreve
como

FG ∼= V
(n1)
1 ⊕ · · ·⊕ V

(nk)
k ,

onde ni ≥ 1, para todo 1 ≤ i ≤ k. O símbolo ∼= denota um isomorsmo de FG-módulos, que
nada mais é do que, uma bijeção F -linear entre dois FG-módulos. De forma geral, se M é
um FG-módulo, podemos mostrar que M se decompõe como

M ∼= V
(s1)
1 ⊕ · · ·⊕ V

(sk)
k .

Chamamos si ≥ 0 a multiplicidade do FG-módulo Vi em M , para cada 1 ≤ i ≤ k.

Defnição 1.1.9. Denimos o caracter de uma representação φ : G −→ GLn(F ) como a
função χφ : G −→ F denida por χφ(g) = tr(φg), onde g ∈ G e tr(φg) denota o traço da
matriz φg .
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Um caracter de G, é o caracter de alguma representação de G, o grau do caracter é
o grau da representação correspondente e o caracter é dito irredutível se a representação
for irredutível. Perceba que φ(1) = In, para qualquer representação de grau n. Assim,
χφ(1) = n que é o grau da representação φ.

Se consideramos φ e ϕ representações equivalentes de G, então existe uma transformação
bijetiva T , tal que φg = T−1ϕgT , para todo g ∈ G. Então

tr(φg) = tr(T−1ϕgT ) = tr(T−1)tr(ϕg)tr(T ) = tr(ϕg),

isto é, representações equivalentes possuem o mesmo caracter. Assim, a denição abaixo faz
sentido.

Defnição 1.1.10. Dois caracteres de um grupo G são ditos equivalentes se suas represen-
tações são equivalentes.

Considere g e h elementos conjugados de G, isto é, g = xhx−1, para algum x ∈ G, então

χ(g) = tr(φg) = tr(φxhx−1) = tr(φxφhφx−1) = tr(φh) = χ(h).

Com isso, elementos conjugados de G possuem o mesmo caracter. Assim, sob as hipóteses
do Teorema 1.1.7, temos que, a quantidade de caracteres irredutíveis não equivalentes de G
é exatamente a quantidade de classes de conjugação de G.

Estudar a teoria de representações no contexto geral não é o foco desse trabalho. En-
tretanto, as representações do grupo Sn tem uma forte ligação com a PI-Teoria, por isso,
dedicaremos o Capítulo 2 para estudar as representações de Sn com mais detalhes. Além
disso, as representações do grupo GLm(F ), também abordadas no Capítulo 2, fornecerão
ferramentas para a demonstração do teorema principal dessa dissertação.

1.2 Defnições e exemplos

Defnição 1.2.1. Dizemos que um espaço vetorial A, sobre um corpo F , é uma F -álgebra se
A possui uma aplicação bilinear · : A× A −→ A.

Na denição acima, a aplicação · será dita produto ou multiplicação. Para simplicar a
notação, omitiremos o · e, quando estiver claro o corpo em questão, chamaremos A simples-
mente de álgebra.

Uma base para uma álgebra A é uma base de A como espaço vetorial e a cardinalidade
de uma base é dita a dimensão de A. Dizemos que S ⊂ A gera a álgebra A se todo elemento
de A pode ser escrito como combinação linear de produtos de elementos de S e nesse caso
denotamos A = ⟨S⟩. Uma subálgebra de A é um subespaço vetorial fechado para o produto
de A. Um ideal (à esquerda, à direita, bilateral) da álgebra A é um ideal (à esquerda, à
direita, bilateral) do anel A que também é um subespaço vetorial de A. Finalmente, dizemos
que uma álgebra A é simples se A é simples como anel, isto é, A2 ̸= {0} e A não possui
ideais bilaterais próprios.

O espaço vetorial das matrizes Mn(F ) de ordem n, com coecientes em F é uma álgebra
com o produto usual de matrizes. A dimensão de Mn(F ) é n2 e uma base é dada pelas
matrizes elementares {eij |1 ≤ i, j ≤ n}. O espaço vetorial UTn(F ) das matrizes triangulares
superiores n × n é uma subálgebra de Mn(F ). O conjunto das matrizes que possui apenas
a última coluna eventualmente não nula em Mn(F ) forma um ideal à esquerda de Mn(F ).
O conjunto das matrizes que possui apenas a primeira coluna eventualmente não nula forma
um ideal à direita de Mn(F ). É possível provar que a álgebra Mn(F ) não possui ideias
bilaterais próprios e portanto é uma álgebra simples.
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Defnição 1.2.2. Seja A uma álgebra. Dizemos que A é

1. unitária, se existe 1 ∈ A tal que 1a = a = a1, para todo a ∈ A;

2. associativa, se a(bc) = (ab)c, para todos, a, b, c ∈ A;

3. comutativa, se ab = ba, para todos, a, b ∈ A;

4. nilpotente, se existe m natural tal que a1 · · · am = 0, para todos a1, . . . , am ∈ A;

5. nil de índice limitado, se existe n tal que an = 0, para todo a ∈ A.

Note que, uma álgebra associativa nada mais é do que um espaço vetorial que tem uma
estrutura de anel e que o escalar se comporte bem ao produto, ou seja, α(a · b) = (aα) · b =
a · (αb) para todos a, b, c ∈ A e α ∈ F . Todas as álgebras nesse texto serão associativas
sobre um corpo F de característica zero.

Exemplo 1.2.3. O anel de grupo FG denido em 1.1.3 é uma álgebra associativa de dimensão
|G|.

Seja X = {x1, x2, . . .} um conjunto enumerável de variáveis. Dizemos que uma palavra
em X é um termo do tipo xi1xi2 · · · xik , obtido por uma colagem nita de elementos de X .
Denote por F ⟨X⟩ o espaço vetorial formado por todas as palavras de X . Uma palavra de
X será dito um monômio de F ⟨X⟩, enquanto um elemento de F ⟨X⟩ será dito um polinômio.
Dados dois monômios xi1xi2 · · · xik e xj1xj2 · · · xjl de F ⟨X⟩, denimos o seu produto da
seguinte forma:

xi1xi2 · · · xik · xj1xj2 · · · xjl := xi1xi2 · · · xikxj1xj2 · · · xjl .

Podemos estender esse produto distributivamente aos polinômios em F ⟨X⟩, fornecendo para
F ⟨X⟩ uma estrutura de F -álgebra. Chamaremos F ⟨X⟩ a álgebra livre, livremente gerada
por X , ou simplesmente a álgebra de polinômios em variáveis não comutativas. Dizemos que
o grau de um monômio u = xi1xi2 · · · xik , denotado por deg u, é o comprimento da palavra
u, isto é, deg u = k. Denimos também o grau de um monômio em relação à variável xi

como sendo o número de vezes que a variável xi aparece no monômio u, o qual denotamos
por degxi

u. Por m, o grau de um polinômio f = f(x1, . . . , xn) será o maior dentre os graus
dos monômios de f .

Exemplo 1.2.4. Na álgebra F ⟨X⟩, considere o ideal I = ⟨xixj + xjxi | i, j ≥ 1⟩. A álgebra
G = F ⟨X⟩/I é chamada de álgebra de Grassmann. Denotando ei = xi + I temos

G = ⟨1, e1, e2, . . . | eiej = −ejei⟩.

Como a característica de F é zero, temos e2i = 0, para todo i > 0. Além disso, dada uma
permutação σ ∈ Sn temos

eσ(i1)eσ(i2) · · · eσ(in) = sgn(σ)ei1ei2 · · · ein ,

onde sgn(σ) é o sinal da permutação σ. Dessa forma, B = {ei1ei2 · · · ein | i1 < i2 < · · · <
in e n ≥ 0} é um conjunto gerador de G como espaço vetorial. Na verdade, B é uma
base para G . De fato, suponha que h =

n
i=1 αigi = 0, αi ∈ F, gi ∈ B, i = 1, . . . , n, é

formado por uma quantidade mínima de coecientes αi não nulos. Assim, certamente haverá
gi e gj , com i ̸= j em que algum ek aparece em gi e não aparece em gj . Sem perda de
generalidade, suponha que ek aparece em g1 e não aparece em g2, então ekg1 = 0 e portanto
ekh =

n
i=2 αigi = 0 é um elemento com uma quantidade menor de coecientes não nulos.
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Defnição 1.2.5. Sejam A uma álgebra e f ∈ F ⟨X⟩ um polinômio. Dizemos que f é uma
identidade polinomial de A se f(a1, a2, . . . , an) = 0 para quaisquer a1, a2, . . . , , an ∈ A.
Neste caso escrevemos f ≡ 0 em A. Quando A admite alguma identidade polinomial não
nula, dizemos que A é uma PI-álgebra.

Exemplo 1.2.6. Se A é uma álgebra nilpotente, então existe um inteiro não negativo m tal
que Am = {0} e, portanto, o polinômio x1x2 · · · xm é uma identidade de A.

Exemplo 1.2.7. Se A é uma álgebra nil de índice n, então xn é uma identidade de A.

Exemplo 1.2.8. Se A é uma álgebra comutativa, então o polinômio [x1, x2] := x1x2 − x2x1 é
uma identidade de A.

O polinômio [x1, x2] é dito o comutador de peso 2 entre as variáveis x1 e x2. De forma
indutiva, denimos o comutador de peso k > 2 por

[x1, x2, . . . , xk] := [[x1, x2, . . . , xk−1], xk].

As seguintes relações são facilmente vericadas:

1. [x1, x2] = −[x2, x1] (anticomutatividade);

2. [x1 + x2, x3] = [x1, x3] + [x2, x3] (linearidade);

3. [x1, x2, x3] + [x2, x3, x1] + [x3, x1, x2] = 0 (identidade de Jacobi).

Exemplo 1.2.9. A álgebra de Grassmann G é uma PI-álgebra. Inicialmente, vamos denir
dois subespaços importantes de G:

G(0) = spanF{eiiei2 · · · ei2k | 1 ≤ i1 < i2 < · · · < i2k e k ≥ 0} e

G(1) = spanF{eiiei2 · · · ei2k+1
| 1 ≤ i1 < i2 < · · · < i2k+1 e k ≥ 0}.

Note que, G = G0 ∔ G1 e, além disso,

G(0)G(0) + G(1)G(1) ⊆ G(0) e G(0)G(1) + G(1)G(0) ⊆ G(1).

Isso nos diz que G(0) é uma subálgebra de G . É possível mostrar também que G(0) é o centro
de G . Considere w1, w2 ∈ G(1), temos w1w2 = −w2w1. Com isso, veremos que o comutador
de quaisquer dois elementos de G pertencem ao centro. Sejam a = a0 + a1, b = b0 + b1 ∈ G ,
então

[a, b] = [a0 + a1, b0 + b1] = [a0, b0] + [a0, b1] + [a1, b0] + [a1, b1] = [a1, b1] = 2a1b1 ∈ G(0).

Assim, o polinômio [x1, x2, x3] é uma identidade de G .

Exemplo 1.2.10. A álgebra M2(F ) é uma PI-álgebra. De fato, o polinômio característico
associado a uma matriz D ∈ M2(F ) é da forma

x2 − tr(D)x + det(D).

Para D = [A,B] temos, por Cayley-Hamilton,

[A,B]2 − tr([A,B])[A,B] + det([A,B])I = 0

Como [A,B] tem traço nulo, então [A,B]2 é um múltiplo da identidade e portanto comuta
com qualquer matriz de M2(F ). Assim, [[x1, x2]

2, x3] ≡ 0 em M2(F ).
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Exemplo 1.2.11. Como M2(F ) é uma PI-álgebra, então UT2(F ) também PI-álgebra. Além
disso, UT2(F ) satisfaz também o polinômio [x1, x2][x3, x4]. Para ver isso, note que [A,B] é
uma matriz triangular estritamente superior e o produto de duas matrizes desse tipo é nulo.

De forma geral, o polinômio [x1, x2][x3, x4] · · · [x2n−1, x2n] é identidade para a álgebra
UTn(F ).

Um polinômio bastante relevante para a PI-Teoria é o chamado polinômio standard de
grau n ≥ 2, denido como

Stn(x1, . . . , xn) =


σ∈Sn

sgn(σ)xσ(1)xσ(2) · · · xσ(n).

É possível mostrar que M2(F ) satisfaz o polinômio standard de grau 4. De forma geral, o
polinômio standard de grau 2n é sempre identidade para Mn(F ). Esse resultado é conhecido
como o Teorema de Amitsur-Levitzki e pode ser consultado em [1].

Defnição 1.2.12. Dizemos que um polinômio f = f(x1, . . . , xn) ∈ F ⟨X⟩ é linear na variável
xi se essa variável aparece com grau 1 em cada monômio de f . Se todos os monômios de
f tem o mesmo grau, então f é dito homogêneo. Se, em cada monômio de f a variável xi

aparece com o mesmo grau então dizemos que f é homogêneo na variável xi. No caso em
que f é homogêneo em todas suas variáveis, f é chamado de multihomogêneo. Por m, um
polinômio é chamado multilinear se f é multihomogêneo e linear em todas as suas variáveis.

Observe que se f(x1, . . . , xn) ∈ F ⟨X⟩, podemos escrever

f =


i1,...,in≥0

f (i1,...,in),

onde f (i1,...,in) é a soma de todos os monômios de f onde degxj
f = ij , para todo j = 1, . . . , n.

Os polinômios f (i1,...,in) que não são nulos serão chamados de componentes homogêneas
de f e (i1, . . . , in) será dito o multigrau de f (i1,...,in). Um polinômio é multilinear se for
multihomogêneo de multigrau (1, . . . , 1).

Exemplo 1.2.13. O polinômio x1 ◦ x2 := x1x2 + x2x1, chamado produto de Jordan de x1 e
x2, é multilinear de grau 2.

Exemplo 1.2.14. O polinômio standard de grau n também é multilinear. De forma geral, um
polinômio multilinear de grau n se escreve da forma



σ∈Sn

ασxσ(1) · · · xσ(n),

com ασ ∈ F .

Defnição 1.2.15. Seja f = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) um polinômio linear nas variáveis
x1, . . . , xn. Dizemos que f é alternado nas variáveis x1, . . . , xn se para quaisquer 1 ≤
i < j ≤ n, f se torna o polinômio nulo quando substituímos xi no lugar de xj . Um polinômio
que é alternado em todas as suas variáveis é chamado simplesmente de polinômio alternado.

Pela linearidade de f nas variáveis x1, . . . , xn, temos que f é alternado nas variáveis
x1, . . . , xn se

f(x1, . . . , xi, . . . , xj , . . . , xn, y1, . . . , ym) = −f(x1, . . . , xj , . . . , xi, . . . , xn, y1, . . . , ym)

Perceba que se char(F ) ̸= 2, então tomando σ ∈ Sn, e escrevendo σ como um produto
de transposições, temos que se f é alternado nas variáveis x1, . . . , xn, então

f(xσ(1), . . . , xσ(n), y1, . . . , ym) = sgn(σ)f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym).
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Exemplo 1.2.16. O polinômio standard é um exemplo de polinômio alternado, enquanto o
produto de jordan é um exemplo de polinômio não alternado.

A proposição abaixo diz que para vericarmos que um polinômio multilinear é identidade
para uma certa álgebra, basta que seja vericado nos elementos da uma base.

Proposição 1.2.17. Seja B um conjunto gerador de uma álgebra A, como espaço vetorial.
Se f é um polinômio multilinear que se anula em B , então f é uma identidade de A.

Demonstração: Seja {bi}i∈I um conjunto gerador de A sobre F e consideremos a1, . . . , an ∈
A. Podemos escrever

a1 =


α1ibi, . . . , an =


αnibi

onde αji ∈ F . Como f é multilinear, temos que

f(a1, . . . , an) = f(


α1ibi, . . . ,


αnibi) =


α1i1 · · ·αnin f(b1, . . . , bn)
  

0

= 0,

o que nos dá f ≡ 0 em A.
■

Observe que se f = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) é um polinômio multilinear e alternado
nas variáveis x1, . . . , xn e a1, . . . , an são elementos linearmente dependentes em A, então
f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) = 0, para quaisquer b1, . . . , bm. Para ver isto, considere, sem perda

de generalidade, a1 =
n

i=2

αiai. Então

f(a1, . . . , an, b1, . . . , bm) = f(

n

i=2

αiai, . . . an, b1, . . . , bm) =

n

i=2

αif(ai, . . . , an, b1, . . . , bm),

como f é alternado em x1, . . . , xn, temos o resultado.
Com isso, temos o resultado abaixo, que diz que toda álgebra de dimensão nita é uma

PI-álgebra.

Corolário 1.2.18. Seja A uma álgebra de dimensão n, então Stn+1 ≡ 0 em A.

Por outro lado, o exemplo abaixo mostra que existem PI-álgebras de dimensão innita
que não satisfazem uma identidade standard.

Exemplo 1.2.19. Considere G a álgebra de Grassmann, então G não satisfaz nenhum polinô-
mio standard. De fato, desde que eσ(1)eσ(2) · · · eσ(n) = sgn(σ)e1e2 · · · en, temos

Stn(e1, e2, . . . , en) = n!e1e2 · · · en ̸= 0.

1.3 T-ideais e variedades

Dizemos que um ideal I de F ⟨X⟩ é um T-ideal se I é invariante sob os endomorsmos
de F ⟨X⟩, isto é, ϕ(I) ⊆ I , onde ϕ é um endomorsmo da álgebra livre.

Considere o conjunto Id(A) formado por todas as identidades de uma álgebra A. Temos
que, Id(A) é um T-ideal de F ⟨X⟩. Em suma, se f(x1, . . . , xn) é uma identidade de A, então
h1f(g1, . . . , gn)h2 é também uma identidade de A, para quaisquer h1, h2, g1, . . . , gn ∈ F ⟨X⟩.



1.3. T-ideais e variedades 21

Perceba que a estrutura de Id(A) permite construir innitas identidades a partir de uma
identidade dada.

É bastante comum chamar Id(A) simplesmente de o T-ideal de A, isso se dá pelo seguinte
fato:

Proposição 1.3.1. Seja I um T-ideal de F ⟨X⟩, então I = Id(F ⟨X⟩/I).

Demonstração: Seja A = F ⟨X⟩/I e f(x1, . . . , xn) ∈ I . Se a1+I, . . . , an+I ∈ A, considere
o endomorsmo ϕ da álgebra livre, tal que ϕ(xi) = ai. Segue que

f(a1 + I, . . . , an + I) = f(a1, . . . , an) + I = ϕ(f(x1, . . . , xn)) + I.

Como I é T-ideal, temos f ∈ Id(A). agora, suponha que f = f(x1, . . . , , xn) ∈ Id(A), isto
é, f(x1, . . . , xn) + I = f(x1 + I, . . . , xn + I) = I , logo f ∈ I .

■

O lema abaixo pode ser facilmente mostrado e apresenta propriedades de T-ideais.

Lema 1.3.2. Se A é uma F -álgebra, temos que

1. Se B é subálgebra de A, então Id(A) ⊂ Id(B);

2. Se I é ideal de A, então Id(A) ⊂ Id(A/I);

3. Se B é uma F -álgebra isomorcamente imersa em A, então Id(A) ⊂ Id(B).

Lema 1.3.3. Sejam A e B duas F -álgebras, então Id(A⊕ B) = Id(A) ∩ Id(B).

Demonstração: Primeiramente, observe que ab = 0, para todo a ∈ A e b ∈ B , já que a soma
A⊕ B é direta como álgebra. Logo, se f = f(x1, . . . , xn) ∈ F ⟨X⟩, então

f(a1 + b1, . . . , an + bn) = f(a1, . . . , an) + f(b1, . . . , bn),

para todos ai ∈ A e bi ∈ B , i = 1, . . . , n. Assim, se f ∈ Id(A⊕ B) temos

f(a1, . . . , an)
  

∈A

= − f(b1, . . . , bn)
  

∈B

.

Desde que, A∩B = {0}, temos f ∈ Id(A)∩ Id(B). Reciprocamente, se f ∈ Id(A)∩ Id(B),
então

f(a1 + b1, . . . , an + bn) = f(a1, . . . , an) + f(b1, . . . , bn) = 0,

para todos ai ∈ A e bi ∈ B , i = 1, . . . , n. Assim, f ∈ Id(A⊕ B).
■

Visto a estrutura de T-ideal de Id(A), queremos saber se todas as identidades de A
podem ser obtidas a partir de especícas identidades. Isso nos motiva a dizer que um T-ideal
I é gerado, como T-ideal, por um conjunto S ⊂ F ⟨X⟩ se todo elemento de I pode ser escrito
como uma F -combinação linear de elementos da seguinte forma:

h1f(g1, . . . , gn)h2,

onde os polinômios h1, h2, g1, . . . , gn ∈ F ⟨X⟩ e f ∈ S . Nesse caso, escrevemos I = ⟨S⟩T .
Em 1950, Specht conjecturou que sobre um corpo de característica zero todo T-ideal I é

nitamente gerado. Esta conjectura foi provada em 1987 por Kemer, a demonstração desse
fato pode ser encontrada em [17].
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Defnição 1.3.4. Sejam f, g ∈ F ⟨X⟩. Dizemos que f é consequência de g se f ∈ ⟨g⟩T e
denotamos g ⇝ f . Se f não é consequência de g, escrevemos g ̸⇝ f .

Exemplo 1.3.5. É fácil ver que [x1, x2] ⇝ [x1, . . . , xn], para n ≥ 2.

Exemplo 1.3.6. Como St3(x1, x2, x3) = x1[x2, x3]− x2[x1, x3] + x3[x1, x2], temos [x1, x2] ⇝
St3(x1, x2, x3).

Lema 1.3.7. Se o polinômio [x1, x
2
2] é identidade para alguma álgebra A, então os polinômios

[x1, x2x3x4], [x1, x2]x3x4x5, x1[x2, x3]x4x5, x1x2[x3, x4]x5, x1x2x3[x4, x5]

também são identidades de A.

Demonstração: Note que, módulo Id(A),

[x1, (x3x4 + x2)
2] ≡ 0

[x1, (x2x3 + x4)
2] ≡ 0

[x1, (x4x2 + x3)
2] ≡ 0.

Assim,

[x1, (x3x4 + x2)
2] ≡ [x1, x3x4x2] + [x1, x2x3x4]

[x1, (x2x3 + x4)
2] ≡ [x1, x2x3x4] + [x1, x4x2x3]

[x1, (x4x2 + x3)
2] ≡ [x1, x4x2x3] + [x1, x3x4x2].

Como
[x1, (x3x4 + x2)

2] + [x1, (x2x3 + x4)
2]− [x1, (x4x2 + x3)

2] ≡ 0,

temos
[x1, x2x3x4] ≡ 0.

Para nalizar, perceba que, [xy, z] = [x, z]y + x[y, z]. Assim, segue que,

0 ≡ [x1, x2x3x4x5] = x2[x1, x3x4x5] + [x1, x2]x3x4x5

≡ [x1, x2]x3x4x5,

0 ≡ [x1x2x3, [x4, x5]] = x1x2x3[x4, x5]− [x4, x5]x1x2x3

≡ x1x2x3[x4, x5],

0 ≡ [x1x2[x3, x4], x5] = [x1x2, x5][x3, x4] + x1x2[[x3, x4], x5]

≡ x1x2[[x3, x4], x5]

= x1x2[x3, x4]x5 − x1x2x5[x3, x4]

≡ x1x2[x3, x4]x5,

0 ≡ [x2, x1x3x4x5] = [x2, x1x3]x4x5 + x1x3[x2, x4x5]

≡ [x2, x1]x3x4x5 + x1[x2, x3]x4x5

≡ x1[x2, x3]x4x5.

■

O resultado abaixo exemplica a importância das componentes multihomogêneas deni-
das na seção anterior. Ele diz que qualquer identidade polinomial é consequência de uma
quantidade nita de polinômios multihomogêneos [14].
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Teorema 1.3.8. Sejam F um corpo de característica zero e f uma identidade de uma álgebra
A. Então, toda componente multihomogênea de f é uma identidade de A.

Com isso, a proposição abaixo fornece uma restrição aos polinômios em F ⟨X⟩ que são
sucientes para determinar todo um T-ideal.

Proposição 1.3.9. ([14] Teorema 1.3.7 ) Seja f uma identidade de A de grau k. Então A
satisfaz uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k.

Esse resultado é conhecido como Processo de Multilinearização. Sua prova é construtível
e permite que obtenhamos uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k a partir de
f . Com isso, e devido ao teorema anterior, temos estabelecido que identidades polinomiais
são consequências de identidades multilineares.

Para exemplicar esse processo, considere o polinômio f(x1, x2) = [x1, x2, x2]. Observe
que f não é linear na variável x2. Escreva

h(x1, x2, x3) = f(x1, x2 + x3)− f(x1, x2)− f(x1, x3)

= [x1, x2 + x3, x2 + x3]− [x1, x2, x2]− [x1, x3, x3]

= [[x1, x2] + [x1, x3], x2 + x3]− [x1, x2, x2]− [x1, x3, x3]

= [x1, x2, x3] + [x1, x3, x2].

Temos [x1, x2, x2] ⇝ [x1, x2, x3] + [x1, x3, x2], como queríamos.

Lema 1.3.10. O polinômio [x1, x2, x2] tem como consequência [x1, x2, x3].

Demonstração: Seja I = ⟨[x1, x2, x2]⟩T , pelo comentado acima, [x1, x2, x3] ≡ −[x1, x3, x2]
mod I , assim

[x1, x2, x3] ≡ −[x1, x3, x2] = [x3, x1, x2] ≡ −[x3, x2, x1] = [x1, x3, x2]− [x1, x2, x3].

Segue que, [x1, x2, x3] ≡ −2[x1, x2, x3] e portanto [x1, x2, x2] ⇝ [x1, x2, x3].
■

É fácil ver que [x1, x2, x3] ⇝ [x1, x2, x2] e assim, pelo lema anterior, A satisfaz [x1, x2, x2]
se, e somente se, A satisfaz [x1, x2, x3].

Defnição 1.3.11. Seja f = f(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) ∈ F ⟨X⟩, um polinômio linear nas
variáveis x1, . . . , xn. Denimos o operador de alternância Ax1,...,xn

, nas variáveis x1, . . . , xn,
como sendo o polinômio

Ax1,...,xn
f =



σ∈Sn

sgn(σ)f(xσ(1), . . . , xσ(n), y1, . . . , ym).

Exemplo 1.3.12. O operador de alternância de f = x1x2 nas variáveis x1, x2 é

Ax1,x2x1x2 =


σ∈S2

sgn(σ)xσ(1)xσ(2) = x1x2 − x2x1 = [x1, x2].

De forma geral, para n ≥ 2,

Ax1,...,xn
x1 · · · xn = Stn(x1, . . . , xn).
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Lema 1.3.13. Seja A uma álgebra e f =


σ∈Sn

ασxσ(1) · · · xσ(n) uma identidade multilinear de

grau n de A. Se


σ∈An

ασ ̸=


σ∈Sn/An

ασ , então Stn ≡ 0 em A.

Demonstração: Se f =


σ∈Sn

ασxσ(1) · · · xσ(n) é uma identidade de A, então o operador de

alternância Ax1,...,xn
f nas variáveis x1, . . . , xn é uma identidade de A. Note que,

Ax1,...,xn
f = Ax1,...,xn



σ∈Sn

ασxσ(1) · · · xσ(n) =


σ∈Sn

ασAx1,...,xn
xσ(1) · · · xσ(n).

Ou seja, alternar f nas variáveis x1, . . . , xn é o mesmo que alternar os monômios de f nas
variáveis x1, . . . , xn. Assim,

Ax1,...,xn
xσ(1) · · · xσ(n) =



τ∈Sn

sgn(τ )xτ(σ(1)) · · · xτ(σ(n))

=


τ∈Sn

sgn(σ)2sgn(τ )xτσ(1) · · · xτσ(n)

=


τ∈Sn

sgn(σ)sgn(στ )xτσ(1) · · · xτσ(n)

= sgn(σ)


τσ∈Sn

sgn(στ )xτσ(1) · · · xτσ(n)

= sgn(σ)Stn(x1, . . . , xn).

Segue que, para σ ∈ An, sgn(σ) = 1 e ασAx1,...,xn
= ασStn. Como



σ∈An

ασ ̸=


σ∈Sn/An

ασ ,

temos Ax1,...,xn
f = αStn(x1, . . . , xn), com α ̸= 0. Logo, Stn(x1, . . . , xn) ≡ 0.

■

Exemplo 1.3.14. Se f = [x1, x2][x3, x4]− x1[x2, x3]x4 ≡ 0 em A então St4(x1, x2, x3, x4) ∈
Id(A). De fato, basta observar que as permutações associadas aos monômios de f são (12),
(23), (34), (12)(34) e depois aplicar o resultado acima para α(12) = −1, α(23) = 1, α(34) = −1
e α(12)(34) = 1.

Através do que foi apresentado acima vamos mostrar um resultado bastante importante
para o teorema principal dessa dissertação.

Proposição 1.3.15. Se uma álgebra A satisfaz um polinômio da forma α[x1, x2]x2+βx2[x1, x2],
com α ̸= 0, β ̸= 0, α + β ̸= 0, α − β ̸= 0, então A satisfaz as identidades

[x1, x2]x3x4, x1[x2, x3]x4, x1x2[x3, x4].

Demonstração: Inicialmente, veja que, as linearizações de [x1, x2]x2 e de x2[x1, x2] são,
respectivamente, [x1, x2]x3 + [x1, x3]x2 e x2[x1, x3] + x3[x1, x2]. Assim, módulo Id(A),

α([x1, x2]x3 + [x1, x3]x2) + β(x2[x1, x3] + x3[x1, x2]) ≡ 0. (1.1)

Segue que

(α + β)([x1, x2]x3 + [x1, x3]x2 + x2[x1, x3] + x3[x1, x2]) ≡ β([x1, x2]x3 + [x1, x3]x2)+

α(x2[x1, x3] + x3[x1, x2]). (1.2)
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Note que

(α + β)([x1, x2]x3 + [x1, x3]x2 + x2[x1, x3] + x3[x1, x2]) = (α + β)[x1, x2 ◦ x3].

Assim, podemos reescrever (1.2) como

(α + β)[x1, x2 ◦ x3] ≡ β([x1, x2]x3 + [x1, x3]x2) + α(x2[x1, x3] + x3[x1, x2]).

Somando e subtraindo α([x1, x2]x3 + [x1, x3]x2) + β(x2[x1, x3] + x3[x1, x2]) do lado direito,
e usando (1.1), obtemos

(α + β)[x1, x2 ◦ x3] ≡ (β − α)([x1, x2]x3 + [x1, x3]x2 − x3[x1, x2]− x2[x1, x3])

= (β − α)([x1, x2, x3] + [x1, x3, x2]).

Logo,

[x1, x2 ◦ x3] ≡ a([x1, x2, x3] + [x1, x3, x2]) (1.3)

onde a = β−α

β+α
. As duas relações abaixo são imediatas de (1.1).

[x1, x2]x3 + [x1, x3]x2 ≡ b(x2[x1, x3] + x3[x1, x2]) (1.4)

x2[x1, x3] + x3[x1, x2] ≡ c([x1, x2]x3 + [x1, x3]x2) (1.5)

onde b = β

α
e c = −α

β
. Usando (1.3), obtemos

[x1x4, x2 ◦ x3] = a([x1x4, x2, x3] + [x1x4, x3, x2])

= 2a([x1, x2][x4, x3]) + [x1, x3][x4, x2] + ax1([x4, x2, x3] + [x4, x3, x2])

+ a([x1, x2, x3] + [x1, x3, x2])x4

≡ 2a([x1, x2][x4, x3] + [x1, x3][x4, x2]) + x1[x4, x2 ◦ x3] + [x1, x2 ◦ x3]x4

= 2a([x1, x2][x4, x3] + [x1, x3][x4, x2]) + [x1x4, x2 ◦ x4],

do qual, segue que

[x1, x2][x3, x4] + [x1, x4][x3, x2] ≡ 0. (1.6)

Usando (1.3) e (1.6), obtemos

[x1, x2 ◦ (x3x4)] = a([[x1, x2]x3, x4] + [[x1, x3x4], x2])

= a([x1, x2, x3] + [x1, x3, x2])t+ az([x1, x2, x4] + [x1, x4, x2])

+ a([x1, x3][x4, x2] + [x3, x2][x1, x4])

≡ [x1, x2 ◦ x3]x4 + x3[x1, x2 ◦ x4]

≡ [x1, x2 ◦ (x3x4)] + 2(x3[x1, x2]x4 − [x3, x1][x2, x4]).

Assim,

[x1, x2][x3, x4] ≡ x1[x2, x3]x4. (1.7)

Agora, pelo Exemplo 1.3.14, temos St4(x1, x2, x3, x4) ≡ 0. Com isso, usando (1.6) e (1.7), é
fácil vericar que

0 ≡ St4(x1, x2, x3, x4) ≡ [x1, x2][x3, x4] ≡ x1[x2, x3]x4. (1.8)



Capítulo 1. PI-Álgebras 26

Multiplicando (1.4) por x4 à direita e usando (1.8), obtemos

0 ≡ [x1, x2]x3x4 + [x1, x3]x2x4

= [x1, x2]x4x3 + [x1, x3]x4x2

≡ −[x1, x4]x2x3 − [x1, x4]x3x2

≡ −2[x1, x4]x2x3.

O que nos dá

[x1, x2]x3x4 ≡ 0. (1.9)

De forma análoga, multiplicando x4 à esquerda em (1.5), obtemos

x1x2[x3, x4] ≡ 0. (1.10)

Como queríamos.
■

Corolário 1.3.16. Se A satisfaz [x1, x2]x2, isto é, o caso em que β = 0, na proposição acima,
então A satisfaz [x1, x2]x3x4 e x1[x2, x3]x4.

Demonstração: Veja que na prova da proposição anterior, (1.8) só depende de (1.3), enquanto
(1.9) só depende de (1.8) e (1.4).

■

Analogamente, temos o seguinte resultado.

Corolário 1.3.17. Se A satisfaz x2[x1, x2], então A satisfaz x1x2[x3, x4] e x1[x2, x3]x4.

Veremos mais abaixo que álgebras comutativas não nilpotentes possuem o mesmo T-ideal.
No entanto, desde que a dimensão dessas álgebras podem ser diferentes, percebemos não
haver uma noção de isomorsmo entre elas (isto é, uma bijeção entre anéis que preserva
linearidade). Com isso, álgebras não isomorfas podem ser estudadas de um mesmo ponto
de vista em PI-Teoria. Ainda mais, os polinômios satisfeitos por uma determinada álgebra
dialogam com a estrutura da álgebra, como pode ser visto no caso do polinômio [x1, x2],
que só é identidade para álgebras comutativas. Nesse contexto, podemos xar uma álgebra
A, observar seu T-ideal Id(A) e nos perguntarmos: quais álgebras satisfazem todas as
identidades de A?

Defnição 1.3.18. Seja A uma F -álgebra. Denotamos por V = var(A) a classe de todas as
F -álgebras que satisfazem todas as identidades de A e dizemos que V é a variedade gerada
por A. Perceba que, em termos de identidades

B ∈ var(A) ⇐⇒ Id(A) ⊂ Id(B).

Denotamos Id(V) = Id(A).
O caso em que A e B geram a mesma variedade, isto é, Id(A) = Id(B), dizemos que A

é PI-equivalente a B e denotamos A ∼PI B .

Os Teoremas de Birkho-Poincaré-Witt e Witt, não enunciados aqui, fornecem uma base
para F ⟨X⟩. A proposição abaixo, nos dá uma forma de escrever os polinômios multilineares
de F ⟨X⟩. Mais informações podem ser encontradas em [7].
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Proposição 1.3.19. Qualquer polinômio multilinear de grau n pode ser escrito como uma
combinação linear de polinômios do tipo

xi1 · · · xis1
[xj1 , . . . , xjs2

]
  

c1

· · · [xl1 , . . . , xlsm ]
  

ct

,

onde i1 < · · · < is1 , os comutadores c1, . . . , ct de pesos arbitrários, tais que
n

k=1 sk = n.

Exemplo 1.3.20. Se A é uma álgebra comutativa e unitária, então, Id(A) é gerado, como
T -ideal, por [x1, x2]. De A ser comutativa, temos [x1, x2] ≡ 0 em A, ou seja, I = ⟨[x1, x2]⟩T ⊆
Id(A). Por outro lado, considere f ∈ Id(A), a qual, pela Observação 1.3.9, podemos supor
multilinear. Pela Proposição 1.3.19 e pelo Exemplo 1.3.5 podemos escrever

f ≡ αx1 · · · xn (mod I).

Tomando uma avaliação xi = 1, para i = 1, . . . , n em f , obtemos f = α1. Como f é uma
identidade de A, temos que α = 0, ou seja, f ∈ I . Portanto, Id(A) = ⟨[x1, x2]⟩T .

A variedade V das álgebras comutativas com unidade é totalmente determinada pelo
polinômio [x1, x2], isto é B ∈ V ⇐⇒ [x1, x2] ∈ Id(B).

1.4 A sequência de codimensões

Na seção anterior, vimos que as identidades polinomiais de uma álgebras são consequên-
cias de uma quantidade nita de identidades multilineares. Dessa forma, faz-se importante
denir o espaço vetorial

Pn = spanF{xσ(1) · · · xσ(n) | σ ∈ Sn},

dos polinômios multilineares de grau n. Temos que, o T -ideal de uma PI-álgebra é comple-
tamente determinado por

(P1 ∩ Id(A))∔ (P2 ∩ Id(A))∔ · · ·∔ (Pn ∩ Id(A))∔ · · ·

Assim, a dimensão de Pn ∩ Id(A) nos fornece, de certa forma, o crescimento das identidades
da álgebra A, conforme n cresce.

De forma geral, determinar o T-ideal de uma álgebra A não é uma tarefa fácil. Para
exemplicar isso, considere a álgebra Mn(F ). Drensky mostrou em [6] que o T-ideal de
M2(F ) é dado por ⟨St4, [[x1, x2]

2, x3]⟩T . Contudo, para n ≥ 3, o T-ideal de Mn(F ) ainda
não é conhecido.

Para atacar esse problema de uma nova forma, em 1972, Regev [23] introduziu a chamada
sequência de codimensões, via o espaço quociente

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
, n ≥ 1.

Defnição 1.4.1. A n-ésima codimensão de A é denida por

cn(A) := dimF Pn(A).

Além disso, se V = var(A) denimos cn(V) = cn(A), n ≥ 1, a n-ésima codimensão da
variedade V .
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Observe que A é uma PI-álgebra se, e somente se, dimF Pn(A) < n!, para algum n.

Exemplo 1.4.2. Seja A uma álgebra comutativa e unitária. Do Exemplo 1.3.20, Id(A) =
⟨[x1, x2]⟩T e {x1 · · · xn} é uma base de Pn módulo Pn∩ Id(A). Desse modo, cn(A) = 1, para
todo n ≥ 1.

Exemplo 1.4.3. Se A é uma álgebra nilpotente de índice m então, qualquer monômio de Pn

contendo pelo menos m variáveis é uma identidade de A. Assim sendo, cn(A) = 0, para todo
n ≥ m. Note que, se A é uma PI-álgebra não nilpotente, então cn(A) ̸= 0 para n ≥ 1.

Exemplo 1.4.4. Se A é uma álgebra satisfazendo as identidades [x1, x2]x3x4, x1[x2, x3]x4 e
x1x2[x3x4], então cn(A) ≤ 1, para cada n ≥ 4. Note que, módulo o T-ideal gerado por tais
identidades, qualquer polinômio multilinear de grau n ≥ 4 se reduz a x1x2 · · · xn.

Exemplo 1.4.5. Se A é uma álgebra satisfazendo [x1, x
2
2], então, usando o Lema 1.3.7, cn(A) ≤

1, para n ≥ 5.

A proposição abaixo compara sequências de codimensões via álgebras numa variedade.

Proposição 1.4.6.

1. Se B ∈ var(A) então cn(B) ≤ cn(A), para todo n ≥ 1.

2. Se Id(A) ⊂ Id(B) e, para todo n ≥ 0, cn(A) = cn(B) então A ∼PI B .

Demonstração:

1. Se B ∈ var(A) então Id(A) ⊂ Id(B), logo (Pn ∩ Id(A)) ⊂ (Pn ∩ Id(B)), o que
garante cn(B) ≤ cn(A), para cada n ≥ 1.

2. Temos, (Pn ∩ Id(A)) ⊂ (Pn ∩ Id(B)) e assim Pn(B) ⊆ Pn(A). Como cn(A) = cn(B)
então Pn(B) = Pn(A).

■

Em 1973, Krakowski e Regev [20] determinaram o T -ideal da álgebra de Grassmann e
exibiram sua sequência de codimensões.

Teorema 1.4.7. Seja G a Grassmann de dimensão innita. Então, Id(G) = ⟨[x1, x2, x3]⟩T e
cn(G) = 2n−1, para todo n ≥ 1.

Demonstração: Sejam I = ⟨[x1, x2, x3]⟩T e Pn(I) =
Pn

Pn ∩ I
· Pelo Exemplo 1.2.9, [x1, x2, x3] ∈

Id(G), portanto I ⊆ Id(G). Com isso, observamos que

cn(G) ≤ dimF Pn(I).

Para a igualdade, considere g ∈ Pn. Pela Proposição 1.3.19, módulo I , g é combinação linear
de elementos da forma:

xi1 · · · xir [xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m ],

onde i1 < · · · < ir , r + 2m = n. Também podemos supor j1 < j2, . . . , j2m−1 < j2m. Além
disso, observe que, para todos a, b, c, d ∈ F ⟨X⟩, temos satisfeitas as seguintes relações:

1. [a, b, [c, d]] = [a, b][c, d]− [c, d][a, b];
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2. [a, c][b, d] = −[a, b][c, d] + [ab, c, d] + [ac, b, d]− [a, b, d]c− [a, c, d]b.

Isto é, módulo I , comutadores de peso 2 comutam e as variáveis nesses produtos podem
ser trocadas de lugar a menos de sinais. Com isso, podemos considerar

j1 < j2 < j3 < . . . < j2m.

Existem então, 2n−1 elementos da forma desejada e assim, uma base de Pn(I) tem no
máximo 2n−1 elementos. Isto é,

cn(G) ≤ dimF Pn(I) ≤ 2n−1.

Vamos ver que tais elementos são linearmente independentes módulo Id(G).
Para isso, tome

h =


s∈S

αsxi1 · · · xir [xj1 , xj2 ] · · · [xj2m−1 , xj2m ] ≡ 0 mod Id(G),

onde S consiste em todas as n-uplas (i1, . . . , ir, j1, . . . , j2m) satisfazendo i1 < · · · < ir ,
j1 < j2 < j3 < · · · < j2m e r + 2m = n . Suponha por absurdo que exista um coeciente
αs′ não nulo, onde s′ = (i1, . . . , ir′ , j1, . . . , j2m′) ∈ S , i1 < · · · < ir′ , r′ + 2m′ = n, j1 < j2 <
j3 < · · · < j2m′ , com s′ escolhido de forma que a quantidade de elementos {j1, . . . , j2m′} seja
a menor possível. Considere a avaliação xi1 = · · · = xir′

= 1 e xjl = el, onde 1 ≤ l ≤ 2m′.
Obtemos

2m
′

αs′e1 · · · e2m′ .

Desde que h ≡ 0, devemos ter αs′ = 0, uma contradição. Segue que

2n−1 ≤ cn(G) ≤ dimF Pn(I) ≤ 2n−1,

o que resulta cn(G) = 2n−1 e Id(G) = ⟨[x1, x2, x3]⟩T . ■

Observação 1.4.8. Pelo Lema 1.3.10, se uma álgebra A admite a identidade [x1, x2, x2] então
A ∈ var(G) e, pela Proposição 1.4.6, cn(A) ≤ cn(G), para cada n ≥ 1.

Teorema 1.4.9. Considere a álgebra M4 abaixo,

M4 =











a b c
0 0 d
0 0 0



 | a, b, c, d ∈ F






.

Vamos ver que Id(M4) = ⟨[x1, x2]x3x4⟩T e que cn(M4) = n(n− 1), para n ≥ 4.

Demonstração: É fácil ver que o polinômio [x1, x2]x3x4 é identidade para M4 e que M4

não possui identidades multilineares de grau menor que 4. Considere I = ⟨[x1, x2]x3x4⟩T .
A identidade [x1, x2]x3x4 signica que, módulo I , qualquer polinômio multilinear em pelo
menos 4 variáveis tem sempre as primeiras posições ordenadas e as duas últimas livres. Com
isso, f ∈ Pn se reduz a

f =

n

i,j=1,
i̸=j

αijxi1 · · · xin−2xixj (mod I).
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Assim, cn(M4) ≤ n(n− 1). Vamos ver que para cada i, j = 1, . . . , n, i ̸= j , os monômios
xi1 · · · xin−2xixj são linearmente independentes módulo Id(M4). Considere

f =

n

i,j=1
i̸=j

αijxi1 · · · xin−2xixj ≡ 0 (mod Id(M4)).

Agora, xe i, j e tome xi1 = · · · = xin−2 = e11, xi = e12 e xj = e23. Como e11e12e23 = e13
e f = αi,je13 ≡ 0 temos αi,j = 0. Variando a escolha de i, j , teremos αi,j = 0, para cada
i, j = 1, . . . , n e i ̸= j .

Com isso, mostramos que cn(M4) = n(n−1) e Id(M4) = ⟨[x1, x2]x3x4⟩T , como queríamos.
■

O teorema abaixo segue de forma completamente similar ao que foi apresentado acima.

Teorema 1.4.10. Considere a álgebra M5 abaixo,

M5 =











0 a b
0 0 c
0 0 d



 | a, b, c, d ∈ F






.

Então Id(M5) = ⟨x1x2[x3, x4]⟩T e cn(M5) = n(n− 1), para n ≥ 4.

Os dois teoremas acima são de autoria de Giambruno e La Mattina e podem ser vistos
em [9].
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Capítulo 2

O cálculo das multiplicidades

O objetivo desse capítulo é apresentar uma ferramenta efetiva para o cálculo das multi-
plicidades que aparecem no n-ésimo cocaracter de uma dada PI-álgebra.

2.1 Representações de Sn

Nesta seção estudaremos as representações do grupo simétrico Sn através da teoria de-
senvolvida por Alfred Young. Essa teoria é de grande importância no estudo de PI-álgebras
e pode ser vista com mais detalhes em [24].

Seja n ≥ 1 um inteiro, uma partição λ de n é uma sequência nita de inteiros λ =
(λ1, . . . ,λr) tal que λ1 ≥ · · · ≥ λr > 0 e

r
i=1 λi = n. Escrevemos λ ⊢ n.

Exemplo 2.1.1. λ = (4, 1, 1) ⊢ 6 e µ = (5, 2, 1, 1) ⊢ 9.

Observação 2.1.2. Quando λi = · · · = λi+j−1 escrevemos λ = (λ1, . . . ,λi−1,λ
j
i ,λi+j . . . , λk).

Lembre-se que, dada uma permutação α ∈ Sn, α pode ser escrita unicamente como
produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos fatores. Assim, se α ∈ Sn e α =
(a11 · · · a1λ1) · · · (ar1 . . . arλr

) é uma decomposição em ciclos disjuntos com λ1 ≥ λ2 ≥ · · · ≥
λr dizemos que (λ1,λ2, . . . ,λr) é a estrutura cíclica de α. É fato que, duas permutações
em Sn são conjugadas se, e somente se, possuem a mesma estrutura cíclica. Isto é, as clas-
ses de conjugação de Sn são caracterizadas por suas estruturas cíclicas. Assim, a partição
λ = (λ1,λ2, . . . ,λr) determina unicamente a classe de conjugação de α. Temos então uma
relação biunívoca entre as partições de n e as classes de conjugação de Sn. Agora, desde
que o número de Sn-caracteres irredutíveis é igual ao número de classes de conjugação de
Sn, os caracteres irredutíveis de Sn podem ser indexados por partições de n.

Em suma, ao considerarmos F um corpo de característica zero e algebricamente fechado,
a álgebra de grupo FSn tem uma decomposição dada por

FSn =


λ⊢n

Iλ ∼=


λ⊢n

Mdλ(F ),

onde Iλ é um ideal bilateral minimal e dλ é a dimensão de Iλ. Para mais detalhes, consulte
o Capítulo 2 de [4].

Dada uma partição λ = (λ1, . . . ,λr) ⊢ n, associamos um diagrama que consiste de λ1

boxes na primeira linha, λ2 boxes na segunda linha, e assim por diante. Dizemos que esse é
o diagrama de Young associado a λ e denotamos Dλ.
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Exemplo 2.1.3. Para λ = (4, 2, 1) ⊢ 7 e µ = (2, 1) ⊢ 3 temos

Dλ = Dµ = .

Dado um diagrama de Young do tipo λ ⊢ n, chamaremos de altura de λ a quantidade de
boxes na primeira coluna de Dλ. Denotaremos a altura de λ por h(λ). Perceba que a altura
é simplesmente a quantidade de fatores que aparecem na partição λ.

Para uma partição λ ⊢ n consideramos λ′ = (λ′
1, . . . ,λ

′
s) ⊢ n, onde λ′

i é a quantidade de
boxes na coluna i de λ. Dizemos que λ′ é a partição conjugada de λ. Perceba que as linhas
do diagrama Dλ′ consiste nas colunas de Dλ.

Exemplo 2.1.4. Para λ = (4, 2, 1) temos λ′ = (3, 2, 1, 1) e

Dλ′ =

Assim, h(λ) = 3 e h(λ′) = 4.

Uma tabela de Young Tλ é um preenchimento dos boxes de Dλ com os inteiros 1, 2, . . . , n.
Podemos também escrever Tλ = Dλ (aij), onde aij é o inteiro localizado na linha i e coluna
j , isto é no box (i, j).

Exemplo 2.1.5. Para λ = (2, 1) temos as tabelas Tλ como

T1 =
1 3
2

T2 =
1 2
3

T3 =
2 3
1

T4 =
2 1
3

T5 =
3 2
1

T6 =
3 1
2

são todas as tabelas do tipo λ. Perceba que a quantidade de tabelas do tipo λ ⊢ n é n!.

Defnição 2.1.6. Uma tabela Tλ do tipo λ ⊢ n é dita standard se os inteiros 1, . . . , n são
colocados de forma crescente de cima para baixo e da esquerda para a direita.

Exemplo 2.1.7. As tabelas T1 e T2 acima são standard enquanto as demais não são.

O grau dos Sn-caracteres irredutíveis estão associados as tabelas standard, como podemos
ver no teorema abaixo [24].

Teorema 2.1.8. Seja φλ a representação irredutível associada a λ, então seu grau dλ é
exatamente a quantidade de tabelas standard do tipo λ.

Defnição 2.1.9. Seja Dλ um diagrama do tipo λ ⊢ n. Denimos o gancho do box (i, j) como
sendo a soma da quantidade de boxes à direita de (i, j) com a quantidade de boxes abaixo
de (i, j) mais 1. Denotamos o gancho de (i, j) por hij .

Exemplo 2.1.10. Para λ = (4, 2, 1) ⊢ 7, preenchemos cada box com o seu respectivo gancho.

Dλ =
6 4 2 1
3 1
1
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O cálculo explícito de dλ é a conhecida Fórmula do Gancho, que será apresentada a
seguir e que pode ser consultada em [24], Teorema 2.3.21.

Teorema 2.1.11. (Fórmula do Gancho). Seja λ ⊢ n e Dλ o diagrama de Young associado.
Então

dλ =
n!



i,j hij

onde hij é o gancho do box (i, j).

Exemplo 2.1.12.

1. Pelo Exemplo 2.1.10,

d(4,2,1) =
7!

6 · 3 · 4 · 2
= 35.

2. Para λ = (n), temos
D(n) = · · · ,

d(n) =
n!

n · (n− 1) · · · 2 · 1
= 1.

3. Para λ = (k, 1n−k) temos

D(k,1n−k) =

· · ·

...

e então, segue que

d(k,1n−k) =
n!

n(k − 1)!(n− k)!
=

(n− 1)!

(k − 1)!(n− 1− (k − 1))!
=


n− 1
k − 1



.

Dado λ ⊢ n vamos denir importantes subgrupos de Sn denidos a partir de uma tabela
de Young Tλ.

Defnição 2.1.13. Se λ = (λ1, . . . ,λr) ⊢ n, o subgrupo estabilizador-linha de uma tabela
de Young Tλ é dado pelo subgrupo de Sn

RTλ
= Sλ1 (a11, a12, . . . , a1λ1)× · · · × Sλr

(ar1, ar2, . . . , arλr
)

onde Sλi
(ai1, ai2, . . . , aiλi

) denota o grupo simétrico agindo sobre os inteiros ai1, ai2, . . . , aiλi
.

O subgrupo estabilizador-coluna é dado por

CTλ
= Sλ′

1


a11, a21, . . . , aλ′

11


× · · · × Sλ′

s


a1λ1 , a2λ1 , . . . , aλ′

sλ1



onde λ′ = (λ′
1, . . . ,λ

′
s) é a partição conjugada de λ.

Note que RTλ
permuta os elementos nas linhas de Tλ e CTλ

permuta os elementos nas
colunas de Tλ.
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Exemplo 2.1.14. Considere a partição (4, 2, 1) e a tabela

T(4,2,1) =
1 4 5 7
3 6
2

Temos RTλ
= S4(1, 4, 5, 7)× S2(3, 6)× S1(2) e CTλ

= S3(1, 3, 2)× S2(4, 6)× S1(5)× S1(7).

Nosso objetivo agora é denir um elemento em FSn que gere os ideais minimais à
esquerda de FSn. Para isso, xemos uma partição λ ⊢ n e uma tabela de Young Tλ,
denimos o elemento eTλ

∈ FSn como

eTλ
=



σ∈RTλ



τ∈CTλ

sgn(τ )στ,

Pode-se provar que o elemento eTλ
é um idempotente essencial, isto é, e2Tλ

= aeTλ
, onde

a = n!
dλ

∈ F . Agora, como a ∈ F temos que eTλ
e

eTλ
a

geram o mesmo ideal à esquerda, isto

é, FSneTλ
= FSn

eTλ
a
.

Exemplo 2.1.15. Considere a tabela T(2,1) abaixo e calculemos o idempotente essencial eT(2,1)

associado.

T(2,1) =
1 3
2

.

Temos que, RT(2,1)
= S2(13) = {1, (13)} e CT(21)

= S2(1, 2) = {1, (12)}. Assim,

eT(2,1)
= 1 + (13)− (12)− (13)(12) = 1 + (13)− (12)− (123).

Dada uma partição λ ⊢ n, o grupo simétrico Sn age sobre conjunto das tabelas de Young
do tipo λ da seguinte maneira: se σ ∈ Sn e Tλ = Dλ (aij) então σTλ = Dλ (σ (aij)).

Exemplo 2.1.16. Considere a tabela T(4,2,1) abaixo e σ = (15462), então

T(4,2,1) =
1 4 5 7
3 6
2

, σT(4,2,1) =
5 6 4 7
3 2
1

Agora, veremos que duas tabelas de Young do mesmo tipo geram ideais minimais à
esquerda isomorfos.

Armamos que se λ ⊢ n e σ ∈ Sn, então eσTλ
= σeTλ

σ−1. De fato, considerando
{b1, . . . , br} ⊆ {a1, . . . , ak} e η = (b1 . . . br) um r-ciclo em Sk então (σ (b1) . . . σ (br)) =
σησ−1. Assim,

Sk (σ (a1) , . . . , σ (ak)) = σSk (a1, . . . , a1) σ
−1.
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Com isso, RσTλ
= σRTλ

σ−1 e CσTλ
= σCTλ

σ−1, logo

σeTλ
σ−1 = σ






ρ∈RTλ



τ∈CTλ

(sgn τ )ρτ



 σ−1 =






ρ∈RTλ

σρσ−1










τ∈CTλ


sgn στσ−1


στσ−1





=






ρ′∈σRTλ
σ−1

ρ′










τ ′∈σCTλ
σ−1

(sgn τ ′) τ ′





=






ρ′∈RσTλ

ρ′










τ ′∈CσTλ

(sgn τ ′) τ ′





=


ρ′∈RσTλ



τ ′∈CσTλ

(sgn τ ′) ρ′τ ′

= eσTλ
.

Segue que, se Tλ e T ∗
λ são duas tabelas do mesmo tipo então T ∗

λ = σTλ, para algum
σ ∈ Sn, o que implica eT ∗

λ
= eσTλ

= σeTλ
σ−1. Portanto

FSneT ∗

λ
= FSnσeTλ

σ−1 = FSneTλ
σ−1.

Assim, a função
ϕ : FSneTλ

−→ FSneT ∗

λ

a −→ aσ−1

determina um isomorsmo de FSn-módulos entre FSneTλ
e FSneT ∗

λ
. Pode-se provar também

que FSneTλ
é um ideal à esquerda minimal de FSn. Com isso, temos o seguinte resultado.

Proposição 2.1.17. Para qualquer tabela de Young Tλ do tipo λ ⊢ n, o elemento eTλ
é um

idempotente essencial minimal de FSn e FSneTλ
é um ideal à esquerda minimal de FSn com

caracter χλ. Se Tλ e T ∗
λ são tabelas de Young do mesmo tipo então eTλ

e eT ∗

λ
são conjugados

em FSn através de algum σ ∈ Sn. Além disso, σeTλ
σ−1 = eσTλ

.

Obtemos também uma decomposição para os ideais bilaterais minimais Iλ que aparecem
na decomposição de FSn.

Proposição 2.1.18. Seja Iλ o ideal bilateral minimal de FSn correspondente à partição
λ ⊢ n. Então

Iλ =


Tλ

FSneTλ
,

onde a soma percorre todas as tabelas de Young do tipo λ. Ainda, se T1, . . . , Tdλ são todas
as tabelas standard do tipo λ, então

Iλ = +̇
dλ
i=1FSneTi

.

2.2 O cocaracter de uma PI-álgebra

Na Seção 1.3, vimos a importância do espaço Pn, dos polinômios multinineares de grau n,
para uma PI-álgebra A. Em particular, o espaço Pn(A) possibilita o estudo do crescimento
das identidades polinomiais de A conforme n cresce.
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Vamos agora xar o inteiro n e estudar o espaço Pn(A) visto como Sn-módulo. Inici-
almente, perceba que existe um isomorsmo de espaços vetoriais entre Pn e FSn. De fato,
considere ϕ denida por

ϕ : FSn −→ Pn

σ∈Sn
ασσ −→



σ∈Sn
ασxσ(1) · · · xσ(n)

Este isomorsmo torna Pn um Sn-módulo. Onde a ação à esquerda de Sn em Pn é dada pela
permutação das variáveis de um polinômio. Isto é, se f (x1, . . . , xn) ∈ Pn e σ ∈ Sn temos
que

σ · f (x1, . . . , xn) = f

xσ(1), . . . , xσ(n)


.

Considere uma PI-álgebra A e Id(A) o T-ideal das identidades. Sabemos que, dado
f(x1, . . . , xn) ∈ Id(A), temos f(g1, . . . , gn) ∈ Id(A), para g1, . . . , gn ∈ F ⟨X⟩. Assim, se f é
uma identidade multilinear de A, o polinômio σ · f é também uma identidade multilinear de
A. Isto é, Pn ∩ Id(A) é um Sn-módulo à esquerda de Pn. Portanto

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)

tem uma estrutura de Sn-módulo à esquerda.
Perceba que, para se obter uma decomposição de FSn em termos de ideais bilaterais

associados às partições λ ⊢ n, utilizamos o fato de F ser um corpo algebricamente fechado.
Assim, uma decomposição desse tipo para o Sn-módulo Pn(A) só faz sentido com as deter-
minadas hipóteses sobre F . Contudo em [14], é provado que a sequência de codimensões de
uma F -álgebra A pode ser considerada, sem perda de generalidade, sobre um corpo alge-
bricamente fechado, que não haverá alteração. Segue que, pela teoria de representações de
Sn, podemos considerar o Sn-caracter associado a Pn(A).

Defnição 2.2.1. Para n ≥ 1, o Sn-caracter de Pn(A) é chamado o n-ésimo cocaracter de
A e é denotado por χn(A), cuja a decomposição em caracteres irredutíveis é dado por

χn(A) =


λ⊢n

mλχλ,

onde χλ é o Sn-caracter irredutível associado à λ ⊢ n e mλ a sua respectiva multiplicidade.
Em termos de variedades, se V = var(A), denimos o n-ésimo cocaracter associado a V

por χn(V) = χn(A).

Como vimos na seção anterior a álgebra de grupo FSn pode ser decomposta em ideais
bilaterais minimais da seguinte forma

FSn =


λ⊢n

Iλ.

Por outro lado, se T denota o conjunto de todas as tabelas standard do tipo λ, pela Proposição
2.1.18, cada Iλ se decompõe como

Iλ =


Tλ

FSneTλ
= ∔T∈T FSneT .

Agrupando os módulos isomorfos e chamando Mλ = FSneTλ
, temos que Iλ ∼= dλMλ.

Portanto,
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FSn
∼=



λ⊢n

(dλMλ) .

Lembrando que Pn ∩ Id(A) é um Sn-submódulo de Pn, temos

Pn
∼= J ⊕ (Pn ∩ Id(A)),

nde J ∼= Pn(A), com isso, temos o lema abaixo provado.

Lema 2.2.2. Se dλ denota o grau do caracter associado a λ em FSn e χn(A) =


λ⊢n mλχλ

o n-ésimo cocaracter de A, então mλ ≤ dλ.

O teorema abaixo fornece uma condição necessária e suciente para que a multiplicidade
mλ no n-ésimo cocaracter de A seja diferente de zero.

Teorema 2.2.3. Seja A uma PI-álgebra com n-ésimo cocaracter χn(A). Para uma partição
µ ⊢ n, a multiplicidade mµ é igual a zero se, e somente se, para qualquer tabela de Young
Tµ do tipo µ e qualquer polinômio multilinear f = f (x1, . . . , xn), temos eTµ

f ≡ 0.

Demonstração: Fixando µ ⊢ n temos IµPn(A) como

IµPn(A) ∼= Iµ




λ⊢n

mλMλ



=


λ⊢n

mλIµMλ.

Agora, mµ = 0 se, e só se, IµPn(A) = {0}. De fato, como IµMλ ⊆ IµIλ segue que
IµMλ = {0} se µ ̸= λ. Portanto, IµPn(A) ∼= mµIµMµ. Uma vez que eTµ

∈ Iµ, eTµ
∈ Mµ e

e2Tµ
̸= 0 temos que IµMµ ̸= {0} e assim IµPn(A) = {0} se, e somente se, mµ = 0.
Por outro lado, temos claramente que IµPn(A) = {0} se, e somente se, IµPn ⊆ Pn∩Id(A),

ou seja, se e somente se





Tµ

FSneTµ



Pn ⊆ Pn ∩ Id(A).

Por sua vez, isso acontece se, e somente se, eTµ
f ∈ Id(A) para todo f ∈ Pn e toda tabela

Tµ do tipo µ. O que naliza a prova.
■

Exemplo 2.2.4. Se A é uma álgebra comutativa e unitária, então pelo Exemplo 1.4.2, cn(A) =
1. Vamos ver que, o único caracter irredutível que aparece em χn(A) é χ(n). De fato, considere
a partição (n) ⊢ n, o polinômio f = f (x1, . . . , xn) = x1 · · · xn e a tabela

T(n) = 1 2 · · · n

Temos que eT(n)
f =



σ∈Sn
xσ(1) · · · xσ(n) não é uma identidade de A. Portanto, m(n) ≥ 1.

Além disso, pelo item 2 do Exemplo 2.1.12, temos que d(n) = 1. Assim,

1 = cn(A) =


λ⊢n

mλdλ ≥ m(n)d(n) = m(n) ≥ 1

Logo, m(n) = 1 e χn(A) = χ(n).
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Considere a álgebra de Grassmann G . Vimos no Teorema 1.4.7 que Id(G) = ⟨[x1, x2, x2]⟩T
e cn(G) = 2n−1. Vamos provar no lema abaixo que as multiplicidades associadas às partições
(k, 1n−k) são não nulas em χn(G).

Lema 2.2.5. Seja G a álgebra de Grassmann e λ = (k, 1n−k) ⊢ n, então para cada k =
1, . . . , n temos mλ ̸= 0.

Demonstração: Pelo Teorema 2.2.3, basta exibir uma tabela de Young do tipo λ = (k, 1n−k)
e um polinômio multilinear f tal que eTλ

f ̸≡ 0. Considere a tabela abaixo

T(k,1n−k) =

1 2 · · · k
k+1
...
n

e o polinômio f = f (x1, . . . , xn) = x1 · · · xn. Temos que, RTλ
= Sk(1, . . . , k) e CTλ

=
Sn−k+1(1, k + 1, . . . , n− 1, n). Assim,

eTλ
f =






σ∈RTλ

σ










τ∈CTλ

(sgn τ )τ



 x1 · · · xn

=




σ∈Sk

σ






τ∈Sn−k+1(1,k+1,...,n−1,n)

(sgn τ )xτ(1)x2 · · · xkxτ(k+1) · · · xτ(n)



 .

Vamos agora substituir x1, . . . , xn por x̄1, . . . , x̄n, respectivamente, onde

x̄1 = e1, x̄k+1 = e2, . . . , x̄n = en−k+1

x̄2 = en−k+2en−k+3, x̄3 = en−k+4en−k+5, . . . , x̄k = en+k−2en+k−1.

Note que x̄2, x̄3, . . . , x̄k ∈ G(0) e x̄1, x̄k+1, . . . , x̄n ∈ G(1). Portanto x̄2, x̄3, . . . , x̄k são
elementos centrais e x̄1, x̄k+1, . . . , x̄n são elementos que anti-comutam. Desta forma, obtemos

eTλ
f (x̄1, . . . , x̄n) =




σ∈Sk

σ



x̄2 · · · x̄k

  

(∗)






τ∈Sn−k+1(1,k+1,...,n−1,n)

sgn(τ )x̄τ(1)x̄τ(k+1) · · · x̄τ(n)





  

(∗∗)

.

Note que (∗) é igual a k!x̄2 · · · x̄k e (∗∗) é igual a (n−k+1)!x̄1x̄k+1 · · · x̄n. Segue então
que

eTλ
f (x̄1, . . . , x̄n) = (n− k + 1)!k!x̄2 · · · x̄kx̄1x̄k+1 · · · x̄n

= (n− k + 1)!k!x̄1x̄k+1 · · · x̄nx̄2 · · · x̄k

= (n− k + 1)!k!e1e2 · · · en−k+1en−k+2en−k+3 · · · en+k−2en+k−1 ̸= 0.

■

O teorema abaixo fornece o cálculo do n-ésimo cocaracter de G .
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Teorema 2.2.6. O n-ésimo cocaracter da álgebra de Grassmann G é dado por

χn(G) =

n

k=1

χ(k,1n−k).

Demonstração: Pelo item 3 do Exemplo 2.1.12, temos

d(k,1n−k) =


n− 1
k − 1



,

e como mλ ≤ dλ temos

cn(G) =


λ⊢n

mλχλ(1) =


λ⊢n

mλdλ ≥

n

k=1

d(k,1n−1).

Assim, desde que cn(G) = 2n−1 e

n

k=1

d(k,1n−1) =

n

k=1


n− 1
k − 1



= 2n−1

segue que

χn(G) =

n

k=1

χ
λ(k,1n−k) .

■

Perceba que, de forma geral, a estrutura de Sn-módulo de Pn(A) não fornece uma maneira
efetiva de calcular as multiplicidades no n-ésimo cocaracter de uma PI-álgebra A. Vamos
ver mais um exemplo de cálculo de multiplicidades, agora para um n xo.

Exemplo 2.2.7. Considere a álgebra M1 abaixo e n = 3

M1 =











a b c
0 0 d
0 0 a



 | a, b, c, d ∈ F






.

Temos que,
χ3(M1) = m(3)χ(3) +m(2,1)χ(2,1) +m(13)χ(13).

Veja que se m(3) e m(13) forem diferentes de zero, então devem ser 1, pela limitação do
grau do caracter associado. Vamos ver que, de fato m(3) = 1 = m(13).

Para a partição (3) considere a tabela

T(3) = 1 2 3

e o polinômio f = f(x1, x2, x3) = x1x2x3. Temos que RT(3)
= S3 e CT(3)

= {1}. Assim,

eT(3)
f =



σ∈S3

xσ(1)xσ(2)xσ(3).

Tomando xi = e11 + e33, para i = 1, 2, 3, temos

eT(3)
f(e11 + e33, e11 + e33, e11 + e33) = 6(e11 + e33) ̸= 0.
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Portanto, m(3) = 1.
Para a partição (13), considere a tabela

T(13) =
1
2
3

e o polinômio f = f(x1, x2, x3) = x1x2x3. Temos que RT(13)
= {1} e CT(13)

= S3. Assim,

eT(13)
f =



τ∈S3

(sgnτ )xτ(1)xτ(2)xτ(3) = St3(x1, x2, x3).

Tomando x1 = e11 + e33, x2 = e12 e x3 = e23, temos

eT(13)
f(e11 + e33, e12, e23) = 2e13 ̸= 0.

Portanto, m(13) = 1.
Para a partição (2, 1), considere a tabela

T(2,1) =
1 3
2

e o polinômio f = f(x1, x2, x3) = x1x2x3. Pelo Exemplo 2.1.15, temos

eT(2,1)
= 1− (12) + (13)− (123).

Assim,
eT(2,1)

f = x1x2x3 − x2x1x3 + x3x2x1 − x2x3x1.

Tomando x1 = e11 + e33, x2 = e12 e x3 = e23 temos

eT(2,1)
f(e11 + e33, e23, e12) = e13 ̸= 0.

Portanto, m(2,1) ̸= 0. Pela fórmula do gancho d(2,1) = 2 e assim, m(2,1) ∈ {1, 2}.

2.3 Representações de GLm

Na seção anterior vimos que a ação de Sn sobre Pn(A) possibilita escrever o n-ésimo
cocaracter de uma PI-álgebra como

χn(A) =


λ⊢n

mλχλ,

onde χλ é o Sn-caracter associado a partição λ e mλ sua respectiva multiplicidade. No
entanto, dada uma PI-álgebra, obter o cálculo efetivo de suas multiplicidades não é uma
tarefa fácil, por exemplo, em 2.2.7, não foi possível dizer se m(2,1) era 1 ou 2. Nessa seção
apresentaremos a teoria de GLm-módulos e a relacionaremos à PI-Teoria. Veremos que um
determinado GLm-módulo fornece o cálculo das multiplicidades mλ em χn(A). Para mais
detalhes e para as demonstrações aqui não provadas, sugerimos a referência [7] que, na Seção
12.4 contempla a teoria detalhada.
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Defnição 2.3.1. Seja ϕ : GLm(F ) → GLs(F ) uma representação do grupo GLm(F ), para
algum s ∈ N. Dizemos que a representação ϕ é polinomial se cada entrada de ϕ(g) é um
polinômio envolvendo as entradas de g ∈ GLm(F ). Uma representação polinomial ϕ é dita
homogênea de grau d se as entradas de ϕ(g) forem polinômios homogêneos de grau d nas
entradas de g ∈ GLm(F ).

Dizemos que um GLm(F )-módulo é polinomial (homogêneo) se a representação corres-
pondente for polinomial (homogênea).

Nessa seção, estamos interessados em GLm(F )-módulos polinomiais, por isso, chamare-
mos simplesmente GLm(F )-módulos, quando estes forem polinomiais. Além disso, F denota
um corpo de característica zero e escreveremos GLm(F ) simplesmente como GLm.

Denote por Um o F -espaço vetorial gerado por x1, . . . , xm, Fm := F ⟨x1, · · · , xm⟩ a
álgebra livre, livremente gerada por x1, . . . , xm e F n

m o subespaço dos polinômios homogêneos
de grau n em Fm. Podemos identicar Fm como sendo um subespaço de F ⟨X⟩.

O grupo GLm
∼= GL (Um) age naturalmente à esquerda no espaço Um e essa ação pode

ser estendida para o espaço Fm da seguinte forma: dado um monômio xi1 · · · xil ∈ Fm e
g ∈ GLm

g (xi1 · · · xil) := g(xi1) · · · g(xil).

Com essa ação, Fm é um GLm-módulo à esquerda. Note que, GLm age sobre o subespaço
F n
m, tornando-o um GLm-módulo. Além disso, dada uma PI-álgebra A, f ∈ Id(A) e g ∈ GLm

temos
gf(x1, . . . , xn) = f(g(x1), . . . , g(xn)) ≡ 0,

o que torna Fm∩ Id(A) invariante sob a ação de GLm. O mesmo acontece se considerarmos
o subespaço F n

m. Assim, temos o seguinte resultado:

Proposição 2.3.2. A componente homogênea de grau n, F n
m é um GLm-módulo e

Fm =


n≥0

F n
m.

E, para cada T -ideal T ⊂ F ⟨X⟩, temos que Fm ∩ T e F n
m ∩ T são GLm-submódulos de Fm.

Também é possível mostrar que cada GLm-submódulo W ⊂ Fm é soma direta das com-
ponentes homogêneas W ∩ F n

m.

Teorema 2.3.3. Os GLm-módulos e os Sn-módulos se relacionam da seguinte maneira:

1. Quaisquer GLm-módulos irredutíveis de grau n ≥ 0 estão (a menos de isomorsmo)
em correspondência biunívoca com as partições λ ⊢ n. Denota-se por Wm(λ) o GLm-
módulo irredutível associado a λ.

2. Seja λ uma partição de n. O GLm-módulo Wm(λ) é isomorfo a um submódulo de F n
m.

O GLm-módulo F n
m admite decomposição

F n
m
∼=



dλWm(λ)

em que dλ é a dimensão do Sn-módulo irredutível associado a partição λ cuja altura
no diagrama de Young associado não é maior que m.
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Dada uma partição λ = (λ1, . . . ,λk) ⊢ n, denimos hi(λ) como a quantidade de boxes
na i-ésima coluna de Dλ, isto é, a altura da i-ésima coluna em Dλ. Denimos o polinômio
sλ em Fm por

sλ = sλ

x1, . . . , xhi(λ)


=

λ1

i=1

Sthi(λ)


x1, . . . , xhi(λ)


,

onde Sthi(λ)


x1, . . . , xhi(λ)


é o polinômio standard de grau hi(λ).

O resultado abaixo fornece um método de gerar os GLm-submódulos de F n
m, bem como

uma condição sob os submódulos irredutíveis via os geradores. Além disso, dene um impor-
tante polinômio na PI-Teoria, o chamado vetor de altura máxima.

Teorema 2.3.4. ([7] Teorema 12.4.12) Seja λ = (λ1, · · · ,λk) ⊢ n cuja a altura no diagrama
de Young associado não ultrapasse m e sλ o polinômio acima. As seguintes armações são
verdadeiras:

1. O elemento sλ gera um GLm-módulo irredutível isomorfo a Wm(λ).

2. Cada GLm-módulo irredutível W ⊂ F n
m, com W ≃ Wm(λ), é gerado por um elemento

não nulo da forma

fλ

x1, · · · , xhi(λ)


= sλ


x1, · · · , xhi(λ)






σ∈Sn

ασσ



,

onde ασ ∈ F e a ação à direita de Sn é dada por

xi1 · · · xinσ := xiσ(1)
· · · xiσ(n)

.

Chamamos o elemento fλ de vetor de altura máxima de W . A menos de constante
multiplicativa, fλ é único e está contido no espaço unidimensional dos elementos multi-
homogêneos de multigrau (λ1, . . . ,λk) em W .

3. Se dois GLm-submódulos W ′, W ′′ de F n
m são isomorfos a Wm(λ), com f ′ e f ′′ os

vetores de altura máxima, respectivamente, então cada aplicação ϕα : f ′ → αf ′′, para
cada α ∈ F,α ̸= 0, pode ser estendido unicamente a um isomorsmo de GLm-módulos.
Cada isomorsmo W ′ ≃ W ′′ é obtido desta maneira.

A ação à direita denida no item 2 do teorema acima permuta os lugares das variáveis.
Com isso, se f é uma identidade multilinear de A e σ ∈ Sn, não é verdade que fσ ∈ Id(A).
Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.5. Já sabemos que o polinômio f = [x1, x2]x3x4 é identidade para a álgebra
M4 denida no Teorema 1.4.9. Considere a permutação σ = (23), temos

fσ = [x1, x2]x3x4σ = x1x3x2x4 − x2x3x1x4

Tome x1 = e11, x2 = e12, x3 = e11 e x4 = e23, então f(e11, e12, e11, e23)σ = e13 ̸= 0.

Exemplo 2.3.6. Seja m ≥ 2 e λ = (2, 1). Sabemos, pela fórmula do gancho, que dλ = 2 em
FSn. Pelo teorema 2.3.3, Wm(λ) participa da decomposição de F 3

m com multiplicidade 2. O
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vetor de altura máxima sλ gera um GLm-módulo irredutível W ′ isomorfo a Wm(λ), e é dado
por

f1 = sλ = St2(x1, x2)x1 = [x1, x2]x1.

Agora, tome σ = (13). Temos

f2 = sλσ = −x1[x1, x2].

O GLm-módulo W ′′ gerado por f2 é isomorfo a Wm(λ). Desde que, f1 e f2 são únicos, a
menos de constante multiplicativa, e são linearmente independentes, obtemos W ′∩W ′′ = {0}
e então W ′ ⊕W ′′ é uma soma direta. Logo, W ′ e W ′′ participam da decomposição de F 3

m.
Como todos os GLm-isomorsmos de W ′ e W ′′ são dados por f1 −→ αf2, para α ̸= 0,

temos que W ∼= Wm(λ) está contido em W ′ ⊕W ′′. Portanto, o vetor de altura máxima w de
W é dado por w = βf1 + γf2, (β, γ) ̸= (0, 0).

Pelo item 2 do Teorema 2.3.3, a multiplicidade de Wm(λ) em F n
m é igual a dimensão

dλ do Sn-módulo irredutível correspondente a partição λ em FSn. Então cada submódulo
W ∼= Wm(λ) está contido em uma soma direta de dλ cópias de Wm(λ). A pergunta agora é
como determinar esses dλ vetores de altura máxima.

Antes de apresentarmos o resultado que fornece os dλ vetores de altura máxima, vamos
denir a chamada tabela inicial T̃ como a tabela de Young do tipo λ cujos elementos 1, . . . , n
são colocados de forma crescente de cima para baixo, coluna a coluna. É claro que, dada
uma tabela de Young T do tipo λ, existe uma única permutação que transforma T̃ em T .

Proposição 2.3.7. ([7] Proposição 12.4.14) Seja λ ⊢ n e Wm(λ) ⊂ F n
m, então o vetor de altura

máxima fλ de Wm(λ) pode ser expresso unicamente como combinação linear de polinômios
fσ
Tλ

= sλσ
−1, onde Tλ é uma tabela standard e σ é a única permutação que transforma Tλ

em T̃ .

O resultado acima fornece um método de obter os geradores de cada Wm(λ) a partir
do vetor de altura máxima associado à tabela inicial T̃ , observando a sua transformação em
tabelas standard via a ação de Sn.

Como as tabelas standard do tipo λ são dadas a partir do diagrama de λ, escrevemos fσ
Tλ

simplesmente como fσ
λ ou fTλ

.

Exemplo 2.3.8. Para a partição (2, 1) temos as tabelas standard

T id
(2,1) =

1 3
2

T
(23)
(2,1) =

1 2
3

.

Cujo os vetores de altura máxima são respectivamente

f id
(2,1) = [x1, x2]x1(id) = x1x2x1 − x2x1x1

f
(23)
(2,1) = [x1, x2]x1(23) = x1x1x2 − x2x1x1.

Como vimos anteriormente, GLm-submódulos isomorfos são precisamente obtidos por uma
combinação linear de seus vetores de altura máxima. Para expressarmos os isomorfos dife-
rentes devemos obter uma combinação linearmente independente. Assim:

Corolário 2.3.9. Se A é uma PI-álgebra, então para n ≥ m, o espaço

F n
m(A) =

F n
m

F n
m ∩ Id(A)
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é um um GLm-módulo e as multiplicidades mλ em F n
m(A)

∼=


mλWm(λ) são dados pela
quantidade máxima de vetores de altura máxima linearmente independente módulo Id(A).
Além disso, mλ ̸= 0 se, e somente se, fTλ

/∈ Id(A), para alguma tabela de Young Tλ.

O próximo resultado é muito parecido com um existente entre Sn-módulos.

Teorema 2.3.10. Sejam f1 e f2 ∈ F n
m. Então f2 é consequência de f1 se, e somente se,

f2 ∈ GLmf1.

Como consequência, temos o seguinte corolário:

Corolário 2.3.11. Dado Wm(λ) um GLm-submódulo irredutível e f (x1, . . . , xm) ∈ Wm(λ),
então a linearização de f pertence a Wm(λ).

O resultado a seguir caracteriza os Sn-módulos irredutíveis por meio de GLm-módulos
irredutíveis de grau n.

Teorema 2.3.12. ([7] Proposição 12.4.18) Sejam m ≥ n,λ ⊢ n e Wm(λ) ⊂ Fm. Então
o conjunto Wm(λ) ∩ Pn de todos os polinômios multilineares nas primeiras n variáveis em
Wm(λ) é um Sn-submódulo de Pn isomorfo a FSneTλ

. Além disso, todo Sn-submódulo
irredutível de Pn pode ser obtido desta maneira.

Finalmente, o resultado mais importante dessa seção, possibilita calcular as multiplicida-
des mλ no n-ésimo cocaracter de uma PI-álgebra.

Teorema 2.3.13. Seja A uma PI-álgebra com

χn(A) =


λ⊢n

mλχλ

seu n-ésimo cocaracter. Se

F n
m(A) =

F n
m

F n
m ∩ Id(A)

∼=


mλWm(λ),

então mλ = mλ, para todo λ ⊢ n tal que h(λ) ≤ m.

O Teorema abaixo resume o que foi apresentado ao longo dessa seção acerca das multi-
plicidades mλ e tem um papel bastante importante na PI-Teoria.

Teorema 2.3.14. Sejam A uma PI-álgebra,

χn(A) =


λ⊢n

mλχλ e ψn(A) =


λ ⊢ n
h(λ) ≤ m

mλψλ,

o n-ésimo cocaracter de A e o GLm-caracter de F n
m(A), respectivamente. Então, são válidas

as armações abaixo:

• mλ = mλ, para todo λ ⊢ n tal que h(λ) ≤ m;

• mλ ̸= 0 se, e somente se, existe uma tabela de Young Tλ tal que fTλ
/∈ Id(A);

• mλ é igual ao número máximo de vetores de altura máxima fTλ
linearmente indepen-

dente módulo Id(A).
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Exemplo 2.3.15. Retornamos ao Exemplo 2.2.7 am de determinar o valor da multiplicidade
m(2,1). No Exemplo 2.3.8, explicitamos os vetores de altura máxima associados a partição
(2, 1), são eles:

f1 = f id
(2,1) = [x1, x2]x1(id) = x1x2x1 − x2x1x1

f2 = f
(23)
(2,1) = [x1, x2]x1(23) = x1x1x2 − x2x1x1.

Armamos que f1 e f2 são linearmente independentes módulo Id(A). De fato, considere

αf1 + βf2 = 0 mod Id(A).

Então, tomando x1 = e11 e x2 = e12 temos βf2 = βe12 = 0, e portanto β = 0. Para
x1 = e33 e x2 = e13 temos αf1 = −αe13 = 0, portanto α = 0. Assim, f1 e f2 são linearmente
independente módulo Id(A) e, pelo Teorema 2.3.14, temos m(2,1) = 2.
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Capítulo 3

Multiplicidades limitadas por 1

O objetivo desse capítulo é fornecer uma nova demonstração para o resultado de Ananin
e Kemer [2] de 1976. No texto original, os autores mostraram a Proposição 1.3.15, sendo
ainda útil para nossa prova. O caminho diferente é a utilização imediata das consequências
dadas nessa proposição a partir de álgebras que tivessem como T -ideal essas consequências.
Utilizamos então o resultado de Giambruno e La Mattina [9] que fornecia tais álgebras e seus
respectivos cocaracteres. Com os cocaracteres dados, buscamos limitar as multiplicidades de
forma a obter o resultado.

3.1 Variedades distributivas

A partir de agora, chamaremos V simplesmente de variedade, deixando implícito que V é
gerado por alguma F -álgebra A.

Proposição 3.1.1. Sejam U e V duas variedades, então

Id(U ∩ V) = Id(U) + Id(V).

Demonstração: É claro que U ∩ V ⊂ U e U ∩ V ⊂ V . Assim, Id(U) ⊂ Id(U ∩ V) e
Id(V) ⊂ Id(U ∩ V). Segue que, Id(U) + Id(V) ⊆ Id(U ∩ V).

Considere W uma variedade que tem como T-ideal Id(U) + Id(V) e A ∈ W . Então
Id(U)+Id(V) ⊂ Id(A). Com isso, Id(U) ⊂ Id(A) e Id(V) ⊂ Id(A). Segue que, A ∈ U ∩V
e portanto Id(U ∩ V) ⊆ Id(U) + Id(V), o que garante o resultado.

■

Dadas duas variedades U e V , denimos U∪V como sendo a menor variedade que contém
U e V . A proposição abaixo, mostra que se tomarmos a soma direta das álgebras que geram
as variedade U e V , então as identidades de U ∪ V coincidem com as da soma direta das
álgebras geradoras.

Proposição 3.1.2. Sejam U e V duas variedades, então

Id(U ∪ V) = Id(U) ∩ Id(V).

Demonstração: Como U ,V ⊂ U ∪ V , temos Id(U ∪ V) ⊆ Id(U) ∩ Id(V). Por outro lado,
U ∪ V é a menor variedade que contém U e V , e portanto Id(U ∪ V) é o maior T-ideal que
contém Id(U) e Id(V). Logo, Id(U ∪ V) = Id(U) ∩ Id(V).

■
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Considere A e B duas álgebras com U = var(A), V = var(B) e W = var(A⊕B), pelo
Lema 1.3.3 e pela Proposição 3.1.2,

Id(W) = Id(U) ∩ Id(V) = Id(U ∪ V).

Dada uma variedade L, dizemos que W é uma subvariedade de L se W é uma varie-
dade contida em L. Olhando para subvariedade de uma variedade, faz sentido querer obter
condições para que uma distribuição, como ocorre na teoria de conjuntos, aconteça quando
olhamos para a menor variedade contendo (U ∩ V) e W . O resultado abaixo fornece uma
inclusão em relação a isso.

Proposição 3.1.3. Sejam U , V e W subvariedades de uma variedade L, então

(U ∩ V) ∪W ⊆ (U ∪W) ∩ (V ∪W).

Demonstração: Considere U = var(A), V = var(B), W = var(C), então

(U ∩ V) ∪W = (var(A) ∩ var(B)) ∪ var(C).

Desde que A está isomorcamente imerso em A ⊕ C , pelo item 3 do Lema 1.3.2, temos
Id(A⊕ C) ⊂ Id(A) e assim var(A) ⊆ var(A⊕ C). Analogamente, var(B) ⊆ var(B ⊕ C).
Assim,

(var(A) ∩ var(B)) ⊆ (var(A⊕ C) ∩ var(B ⊕ C)).

Agora, pelo mesmo argumento, var(C) ⊆ (var(A⊕ C) ∩ var(B ⊕ C)) e portanto

(var(A) ∩ var(B)) ∪ var(C) ⊆ (var(A⊕ C) ∩ var(B ⊕ C)).

Assim,
(U ∩ V) ∪W ⊆ (U ∪W) ∩ (V ∪W).

■

Em termos de identidades, temos Id((U ∪W) ∩ (V ∪W)) ⊆ Id((U ∩ V) ∪W). Usando
as Proposições 3.1.1 e 3.1.2, temos

Id((U ∪W) ∩ (V ∪W)) = (Id(U) + Id(V)) ∩ Id(W),

Id((U ∩ V) ∪W) = (Id(U) ∩ Id(W)) + (Id(V) ∩ Id(W)).

Isto é,

(Id(U) + Id(V)) ∩ Id(W) ⊆ (Id(U) ∩ Id(W)) + (Id(V) ∩ Id(W)).

Assim, a Proposição 3.1.3 pode ser escrita, em termos de T-ideais, da seguinte forma:

Proposição 3.1.4. Seja L uma variedade e Q, S, T T-ideais quaisquer contendo Id(L), então
vale

(Q ∩ T ) + (S ∩ T ) ⊆ (Q + S) ∩ T.

O exemplo a seguir mostra que a inclusão contrária, na expressão acima, não necessari-
amente acontece.
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Exemplo 3.1.5. Considere a álgebra M4 do Exemplo 1.4.9 e L = var(M4). Sabemos que
Id(L) = ⟨[x1, x2]x3x4⟩T . Considere Q, S, T ⊇ Id(L) da seguinte forma

Q = ⟨[x1, x2]x3x4, [x
2
1, x2]x1⟩T

S = ⟨[x1, x2]x3x4, [x
3
1, x2]⟩T

T = ⟨[x1, x2]x3x4, x
2
1[x1, x2]⟩T .

Agora, é possível provar que os polinômios [x2
1, x2]x1 e x2

1[x1, x2] não são consequência um
do outro. O mesmo ocorre para os polinômios [x3

1, x2] e x2
1[x1, x2]. Assim,

Q ∩ T + S ∩ T = Id(L).

Além disso, Q + S = ⟨[x1, x2]x3x4, [x
2
1, x2]x1, [x

3
1, x2]⟩T e como x2

1[x1, x2] = [x3
1, x2] −

[x2
1, x2]x1, temos T ⊆ Q + S e portanto (Q ∩ T ) + (S ∩ T ) ⊊ (Q + S) ∩ T .

O Exemplo acima motiva a seguinte denição:

Defnição 3.1.6. Seja L uma variedade. Dizemos que L é distributiva se para quaisquer
subvariedades U ,V e W de L tivermos

(U ∩ V) ∪W = (U ∪W) ∩ (V ∪W).

Em termos de T-ideais, L é distributiva se para quaisquer T-ideais Q, S, T contendo Id(L)
vale

(Q + S) ∩ T = (Q ∩ T ) + (S ∩ T ).

Exemplo 3.1.7. Pelo Exemplo 1.4.9, a álgebra M4 não gera uma variedade distributiva.

3.2 Distributividade e multiplicidades

Em 1976, Ananin e Kemer [2] caracterizaram variedades distributivas via identidades
polinomiais, a partir do seguinte teorema:

Teorema 3.2.1. Seja L uma variedade, então L é distributiva se, e somente se, existem
α, β ∈ F não simultaneamente nulos tais que

α[x1, x2]x2 + βx2[x1, x2] ∈ Id(L).

Exemplo 3.2.2. É claro que a variedade das álgebras comutativas é distributiva.

Exemplo 3.2.3. A álgebra de Grassmann G tem como identidade o polinômio [x1, x2, x3]. Em
particular, [x1, x2, x1] = [x1, x2]x1 − x1[x1, x2] é também uma identidade de G e portanto, G
gera uma variedade distributiva.

Variedades distributivas possuem uma relação com as multiplicidades que aparecem no
n-ésimo cocaracter associado. O teorema abaixo explicita essa relação.

Teorema 3.2.4. Sejam V uma variedade e

χn(V) =


λ⊢n

mλχλ

seu n-ésimo cocaracter. Então, V é distributiva se, e somente se, mλ ≤ 1 para cada λ ⊢ n e
n ≥ 1.
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Demonstração: SeQ é um T-ideal de F ⟨X⟩, sabemos queQ está completamente determinado
pelos espaços Q ∩ Pn, n ≥ 1. Assim, V é distributiva se, e somente se,

(Q ∩ Pn + S ∩ Pn) ∩ (T ∩ Pn) = (Q ∩ T ) ∩ Pn + (S ∩ T ) ∩ Pn, n ≥ 1

para quaisquer T-ideais Q, S, T contendo I = Id(V). Desde que Q∩Pn é um Sn-submódulo
de Pn, temos

Pn = (I ∩ Pn)⊕W1 ⊕ · · ·⊕Wk,

onde W1, . . . ,Wk são Sn-módulos irredutíveis.
Assim,

Pn(V) ∼= W1 ⊕ · · ·⊕Wk.

Agora, suponha, sem perda de generalidade, queW1
∼= W2 como Sn-módulos, então é possível

achar W ⊆ W1 ⊕W2 tal que W ∼= W1 e W ∩W1 = W ∩W2 = {0}. Considere Q, S, T os
T-ideais gerados por I +W1, I +W2, e I +W , respectivamente. Então

(Q ∩ Pn + S ∩ Pn) ∩ (T ∩ Pn) = T ∩ Pn = I ∩ Pn ⊕W,

(Q ∩ T ) ∩ Pn + (S ∩ T ) ∩ Pn = W1 ∩W +W2 ∩W + I ∩ Pn = I ∩ Pn.

Isto é, (Q ∩ Pn + S ∩ Pn) ∩ (T ∩ Pn) ̸= (Q ∩ T ) ∩ Pn + (S ∩ T ) ∩ Pn, o que contradiz a
distributividade de V . Logo, mλ ≤ 1.

Reciprocamente, se mλ ≤ 1 para todo λ ⊢ n, então W1, . . . ,Wk , como acima, são dois a
dois não isomorfos e cada Sn-submódulo de Pn contendo I ∩ Pn deve ser do tipo

(I ∩ Pn)⊕Wi1 ⊕ · · ·⊕Wip ,

para algum subconjunto {i1, . . . , ip} ⊆ {1, . . . , k}. Agora, considere os T-ideais Q, S, T ⊇ I ,
então

Q ∩ Pn = (I ∩ Pn)⊕Wi1 ⊕ · · ·⊕Wia ,

S ∩ Pn = (I ∩ Pn)⊕Wj1 ⊕ · · ·⊕Wjb ,

T ∩ Pn = (I ∩ Pn)⊕Wl1 ⊕ · · ·⊕Wlc .

Se denotarmos A = {i1, . . . , ia} , B = {j1, . . . , jb} e C = {l1, . . . , lc}, então

(Q ∩ T ) ∩ Pn = (I ∩ Pn)⊕i∈A∩C Wi,

(S ∩ T ) ∩ Pn = (I ∩ Pn)⊕i∈B∩C Wi

e
(Q ∩ Pn + S ∩ Pn) ∩ (T ∩ Pn) = (I ∩ Pn)⊕i∈(A∪B)∩C Wi.

Assim, desde que, (A ∪ B) ∩ C = (A ∩ C) ∪ (B ∩ C), temos

(Q ∩ T ) ∩ Pn + (S ∩ T ) ∩ Pn = (Q ∩ T ) ∩ Pn + (S ∩ T ) ∩ Pn,

o que completa a demonstração.
■

Exemplo 3.2.5. Já sabemos que a variedade gerada pela álgebra de Grassmann G é distri-
butiva. Mas, além disso, no Teorema 2.2.6 expressamos χn(G) como

χn(G) =

n

k=1

χ(k,1n−k),

o que condiz com o resultado acima.
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Vimos também que a variedade gerada pela álgebra M4 não é distributiva. De fato,
provaremos que a multiplicidade m(n−1,1) = 2 , para cada n ≥ 4.

Proposição 3.2.6. Considere a F -álgebra M4

M4 =











a b c
0 0 d
0 0 0



 | a, b, c, d ∈ F






.

Então, para n ≥ 4, temos

χn(M4) = χ(n) + 2χ(n−1,1) + χ(n−2,2) + χ(n−2,1,1).

Demonstração: Pelo Teorema 1.4.9 já sabemos que cn(M4) = n(n− 1). Além disso

χ(n)(1) + 2χ(n−1,1)(1) + χ(n−2,2)(1) + χ(n−2,1,1)(1) = 1 + 2n(n− 1) +
n(n− 3)

2

+
(n− 2)(n− 1)

2
= n(n− 1).

Assim, só precisamos ver que m(n−1,1) ≥ 2 e que as multiplicidades m(n), m(n−1,1), m(n−2,2)

e m(n−2,1,1) são não nulas. Para m(n−1,1) considere as tabelas

T (n) =
1 2 · · · n− 1
n

T (n−1) =
1 2 · · · n− 2 n

n− 1
.

Seus vetores de altura máxima são, respectivamente,

fT (n) = [x1, x2]x
n−2
1 (2 · · ·n)

= xn−1
1 x2 − x2x

n−1
1

fT (n−1) = [x1, x2]x
n−2
1 (2 · · ·n− 1)

= xn−2
1 x2x1 − x2x

n−1
1 .

Os vetores fT (n) e fT (n−1) não são identidades, para ver isso, considere x1 = e11 + e23 e
x2 = e12, com isso fT (n) = e12 e fT (n−1) = e13. Agora, vamos provar que tais vetores de altura
máxima são linearmente independente módulo Id(M4). Para isso, considere

αfT (n) + βfT (n−1) = 0 mod (Id(M4)).

Fazendo x1 = e11 e x2 = e12, obtemos α = 0. Fazendo x1 = e11 + e23 e x2 = e12, obtemos
β = 0. Assim, m(n−1,1) ≥ 2.

Associado a (n) temos um único vetor de altura máxima f(n). Como M4 não é nilpotente,
temos f(n) /∈ Id(A) e assim m(n) ≥ 1. Para m(n−2,2), considere a tabela

1 2 . . . n− 2
n− 1 n

cujo vetor de altura máxima é

f(n−2,2) = [x1, x2]
2xn−4

1 (235 · · ·n− 3 n− 1)(46 · · ·n− 2 n)

= x1x1x
n−4
1 x2x2 − x1x2x

n−4
1 x2x1 − x2x1x

n−4
1 x1x2 + x2x2x

n−4
1 x1x1.
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Fazendo x1 = e11 e x2 = e12 + e23, obtemos f(n−2,2) = e13 e portanto f(n−2,2) /∈ Id(M4) e
então m(n−2,2) ≥ 1. Finalmente, para m(n−2,1,1), considere a tabela

1 2 . . . n− 2
n− 1
n

cujo vetor de altura máxima é

f(n−2,1,1) = St3(x1, x2, x3)x
n−3
1 (24 · · ·n− 3 n− 1)(35 · · ·n− 2 n)

=


σ∈S3

sgn(σ)xσ(1)x
n−3
1 xσ(2)xσ(3).

Fazendo x1 = e11, x2 = e12 e x3 = e23, obtemos f(n−2,1,1) = e13. Portanto, f(n−2,1,1) /∈ Id(A)
e então m(n−2,1,1) ≥ 1. Como queríamos provar.

■

Observação 3.2.7. Usando as ideias da proposição anterior, podemos mostrar que

χn(M5) = χ(n) + 2χ(n−1,1) + χ(n−2,2) + χ(n−2,1,1).

Com isso, pelo Teorema 3.2.4, M4 e M5 não geram variedades distributivas. O cálculo de
tais cocaracteres se deve a Giambruno e La Mattina e pode ser encontrado em [9].

3.3 Multiplicidades e identidades

Os Teoremas 3.2.1 e 3.2.4 fornecem uma caracterização para PI-álgebras cujas multiplici-
dades são limitadas por 1 via identidades polinomiais. O objetivo dessa seção é apresentar
uma prova para tal caracterização sem que façamos uso de distributividade e das equivalên-
cias apresentadas acima.

Comecemos considerando B ∈ var(A), temos que Pn ∩ Id(A) ⊂ Pn ∩ Id(B), assim
podemos imergir o espaço Pn(B) em Pn(A). A partir do que comentamos no segundo capítulo,
se

χn(A) =


λ⊢n

mλχλ e χn(B) =


λ⊢n

m̃λχλ

denotam os cocaracteres de A e B , respectivamente, então as multiplicidades em χn(A)
controlam as em χn(B), isto é m̃λ ≤ mλ, para cada λ ⊢ n e n ≥ 1.

Abaixo, vamos apresentar alguns lemas importantes.

Lema 3.3.1. Se A é uma álgebra satisfazendo [x1, x2]x2, então o cocaracter de A é dado por

χn(A) = m(n)χ(n) +m(n−1,1)χ(n−1,1) +m(n−2,2)χ(n−2,2) +m(n−2,1,1)χ(n−2,1,1),

onde mλ ∈ {0, 1}, para λ ∈ {(n), (n− 1, 1), (n− 2, 2), (n− 2, 1, 1)} e n ≥ 4.

Demonstração: Pelo Corolário 1.3.16, [x1, x2]x3x4 ∈ Id(A), logo A ∈ var(M4). Assim,
pela Proposição 3.2.6, os possíveis caracteres irredutíveis com multiplicidade não nula que
aparecem em χn(A) são χ(n), χ(n−1,1), χ(n−2,2) e χ(n−2,1,1). E, como as multiplicidades em
χn(A) são controladas pelas de χn(M4), basta vericarmos m(n−1,1) ≤ 1 em χn(A). Note
que, todas as tabelas standard do tipo (n− 1, 1) são da forma:
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T (i) =
1 2 · · · i− 1 i+ 1 · · · n
i

com i = 2, . . . , n. Agora, xado i, veja que a única permutação que transforma T̃ em T (i) é
σ = (2 i i − 1 · · · 3) e assim σ−1 = (23 · · · i − 1 i). Assim, os vetores de altura máxima são
todos da forma

fT (i) = [x1, x2] x
n−2
1 σ

= x1x2x
n−2
1 − x2x

n−1
1 (23 · · · i)

= xi−1
1 x2x

n−i
1 − x2x

n−1
1 .

Desde que, [x1, x2] x1 é identidade de A, temos x1x2x1 ≡ x2x1x1. Assim,

fT (i) = xi−1
1 x2x

n−i
1 − x2x

n−1
1 ≡ x2x

n−1
1 − x2x

n−1
1 = 0.

Para i = 2, . . . , n− 1. Portanto, m(n−1,1) ≤ 1.
■

Observação 3.3.2. De forma similar, pelo Corolário 1.3.17, se A satisfaz x2[x1, x2], então
A ∈ var(M5) e pela Observação 3.2.7 podemos usar um raciocínio análogo para ver que toda
multiplicidade em χn(A) é limitada por 1.

Lema 3.3.3. Se A satisfaz a identidade [x1, x2, x2], então as multiplicidades de χn(A) são
limitadas por 1.

Demonstração: Basta ver que, pelo Lema 1.3.10, A ∈ var(G). Mas, pela Proposição 2.2.6,
temos as multiplicidades de G limitadas por 1, do qual segue o resultado.

■

Lema 3.3.4. Se A satisfaz [x1, x
2
2], então, para n ≥ 4, as multiplicidades em χn(A) são

limitadas por 1.

Demonstração: Pelo Exemplo 1.4.5, temos cn(A) ≤ 1 para n ≥ 5. Assim, só precisamos
vericar para n = 4, isto é, devemos mostrar que os vetores de altura máxima associados às
partições (2, 2), (2, 1, 1) e (3, 1), módulo [x1, x

2
2], são no máximo 1. As tabelas standard do

tipo (2,2) são

T1 =
1 3
2 4

T2 =
1 2
3 4

e os vetores de altura máxima associados são

f1 = [x1, x2][x1, x2]

= x1x2x1x2 − x1x2x2x1 − x2x1x1x2 + x2x1x2x1,

f2 = [x1, x2][x1, x2](23)

= x1x1x2x2 − x1x2x2x1 − x2x1x1x2 + x2x2x1x1.

Pela identidade [x2
1, x2] temos x1x1x2 ≡ x2x1x1. É fácil ver que f2 ≡ 0 e portanto m(2,2) ≤ 1.

As tabelas standard do tipo (3, 1) são

T1 =
1 3 4
2

T2 =
1 2 4
3

T3 =
1 2 3
4
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e os vetores de altura máxima associados são

f1 = [x1, x2]x1x1 = x1x2x1x1 − x2x1x1x1

≡ x1x2x1x1 − x1x1x2x1,

f2 = [x1, x2]x1x1(23) = x1x1x2x1 − x1x2x1x1

= −f1,

f3 = [x1, x2]x1x1(243) = x1x1x2x1 − x2x1x1x1

≡ x2x1x1x1 − x2x1x1x1 ≡ 0

e portanto m(3,1) ≤ 1.
As tabelas standard do tipo (2, 1, 1) são

T1 =
1 4
2
3

T2 =
1 3
2
4

T3 =
1 2
3
4

.

Para vermos que os vetores de altura máxima associados às tabelas acima são linearmente
dependentes, considere a relação x1x2x3 − x2x1x3 ≡ x2x3x1 − x3x1x2 fornecida pela linea-
rização da identidade [x2

1, x2]. Segue que,

f1 = St3(x1, x2, x3)x1

= x1x2x3x1 − x1x3x2x1 − x2x1x3x1 − x3x2x1x1 + x3x1x2x1 + x2x3x1x1

≡ x1x2x3x1 − x3x2x1x1 − 2x1x3x2x1 + 2x2x3x1x1

f2 = x1x3x1x2 − x1x2x1x3 − x2x3x1x1 − x3x1x1x2 + x3x2x1x1 + x2x1x1x3

≡ x1x3x1x2 − x1x2x1x3

≡ x1x2x3x1 − x1x1x3x2

≡ x1x2x3x1 − x3x2x1x1

f3 = x1x1x2x3 − x1x1x3x2 − x2x1x1x3 − x3x1x2x1 + x3x1x1x2 + x2x1x3x1

≡ x2x1x3x1 − x3x1x2x1

≡ x1x3x2x1 − x2x3x1x1.

Com isso, obtemos f1 ≡ f2 − 2f3. Agora, pelo Lema 1.3.7, [x1, x2x3x4] é identidade de A,
assim f2 ≡ −f3 e portanto m(2,1,1) ≤ 1.

■

Finalmente, podemos apresentar uma nova demonstração para o resultado de Ananin e
Kemer, como segue abaixo.

Teorema 3.3.5. Se V é uma variedade gerada por uma PI-álgebra e

χn(V) =


λ⊢n

mλχλ

é seu n-ésimo cocaracter. Então, para cada λ ⊢ n e n ≥ 1, mλ ≤ 1 se, e somente se, existem
α, β ∈ F não simultaneamente nulos tais que

α[x1, x2]x2 + βx1[x1, x2] ∈ Id(V).
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Demonstração: Suponha mλ ≤ 1, para todo λ ⊢ n e n ≥ 1. Em particular, para (2, 1) ⊢ 3
vimos no Exemplo 2.3.8 que os vetores de altura máxima são

f1 = [x1, x2]x1

f2 = [x2
1, x2] = x1[x1, x2] + [x1, x2]x1.

Note que, se f1 ≡ 0 o resultado se torna válido tomando α = 1 e β = 0. Se f2 ≡ 0 então
basta tomar α = 1 e β = 1. Como m(2,1) ≤ 1, o caso em que f1 e f2 não são identidades
fornece a existência de α′ e β ′ não nulos tais que

α′f1 + β ′f2 ≡ 0,

isto é,

α′x1[x1, x2] + β ′(x1[x1, x2] + [x1, x2]x1) = α[x1, x2]x1 + βx1[x1, x2] ≡ 0

para α = α′ + β ′ e β = β ′. Desde de que, a expressão acima é identidade, podemos trocar
x1 por x2 e obter o que queríamos.

Reciprocamente, suponha que V satisfaz uma identidade do tipo α[x1, x2]x2+βx2[x1, x2],
com α e β não simultaneamente nulos. Para n = 1 o resultado é válido desde que o espaço
tem dimensão 1. Para n = 2 os caracteres associados a FS2

∼= P2 são χ(2) e χ(12) que
possuem multiplicidades 1, o que fornece o resultado a Pn(A). Para n = 3, as partições
(3) e (13) possuem um único vetor de altura máxima associado. A partição (2, 1), por outro
lado, possui dois vetores de altura máxima, f1 e f2 denidos acima. Suponha, sem perda de
generalidade que β ̸= 0. Então

x1[x1, x2] ≡ γ[x1, x2]x1

onde γ = −α
β
. Assim, módulo Id(A), f2 = γf1 + f1 = (γ + 1)f1 e portanto m(2,1) ≤ 1.

Considere n ≥ 4, vamos considerar quatro casos e mostrar que em todos, as multiplicida-
des mλ são limitadas por 1.

Para β = 0, temos [x1, x2]x2 ∈ Id(V) e assim V ⊂ var(M4). Logo, pelo Lema 3.3.1,
cada mλ ≤ 1. Se α = 0, então a Observação 3.3.2 fornece o resultado. Quando α = −β ,
então [x1, x2, x2] ∈ Id(V) e, pelo Lema 3.3.3, vale o resultado. O caso em que α = β

nos fornece [x1, x
2
2] ∈ Id(V) e, pelo Lema 3.3.4, o resultado é válido. Finalmente, quando

α, β,α + β,α − β ̸= 0, pela Proposição 1.3.15 e Exemplo 1.4.4, cn(A) ≤ 1 e portanto segue
o resultado.

■

3.4 Considerações fnais

Resultados que caracterizam multiplicidades limitadas por 1 via identidades polinomiais
foram trabalhados em diferentes contextos, em particular, considerando álgebras munidas de
estruturas adicionais, o que evidencia a relevância desse tipo de problema. O objetivo dessa
seção é apresentar, brevemente, o resultado de Ananin e Kemer nos contextos estudados em
álgebras com involução e superálgebras [10], álgebras graduadas [13], ∗-superálgebras [21] e
(G, ∗)-álgebras [5].

Defnição 3.4.1. Uma aplicação linear ∗ : A −→ A sobre uma álgebra A é dito uma involução
se satisfaz
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1. (ab)∗ = b∗a∗;

2. (a∗)∗ = a,

para todos a, b ∈ A.

Uma álgebra A munida de uma involução ∗ será chamada de álgebra com involução ou
uma ∗-álgebra. Note que ∗ é um antiautomorsmo de ordem no máximo 2. É bastante
conhecido que se A é uma ∗-álgebra, então podemos escrever A = A+ ∔ A−, onde A+ =
{a ∈ A | a∗ = a} é o subespaço dos elementos simétricos e A− = {a ∈ A | a∗ = −a} é o
subespaço dos elementos antissimétricos.

Defnição 3.4.2. Dizemos que uma álgebra é uma superálgebra se existem dois subespaços
vetoriais A0 e A1 tais que A = A0 ∔ A1,

A0A0 + A1A1 ⊆ A0 e A0A1 + A1A0 ⊆ A1.

Os subespaços A0 e A1 são chamados, respectivamente, componente par e componente ímpar.

Se considerarmos uma superálgebra A = A0 ∔ A1 e, para cada a = a0 + a1, tal que
a0 ∈ A0 e a1 ∈ A1, então φ : A −→ A0 ∔ A1, denido por a → a0 − a1, é um automorsmo
de ordem no máximo 2 de A. Por outro lado, se φ um automorsmo de ordem no máximo 2
de A então A = A0 ∔ A1 é uma superálgebra, onde

A0 = {a ∈ A | φ(a) = a} e A1 = {a ∈ A | φ(a) = −a}.

Dizemos que A é uma φ-álgebra se A é uma álgebra munida de um automorsmo ou um
antiautomorsmo φ de ordem no máximo 2. Assim, qualquer superálgebra ou qualquer álgebra
com involução, será uma φ-álgebra. Se A é uma φ-álgebra, então podemos escrever A =
A+

φ ∔ A−
φ , onde A+

φ = {a ∈ A | aφ = a} e A−
φ = {a ∈ A | aφ = −a}.

Considere F ⟨Y ∪ Z⟩ a φ-álgebra livre livremente gerada por Y = {y1, y2, . . .} e Z =
{z1, z2, . . .}. Os elementos de F ⟨Y ∪ Z⟩ são chamados de φ-polinômios.

Defnição 3.4.3. Um φ-polinômio f(y1, . . . , ym, z1, . . . , zn) ∈ F ⟨Y ∪ Z⟩ é uma φ-identidade
para uma φ-álgebra A se f(a1, . . . , am, b1, . . . , bn) = 0, para todos a1, . . . , am ∈ A+

φ e
b1, . . . , bn ∈ A−

φ .

O conjunto Idφ(A) de todas as φ-identidades de uma φ-álgebra A é um Tφ-ideal de
F ⟨Y ∪ Z⟩, ou seja, é um ideal invariante sob todos os endomorsmos de F ⟨Y ∪ Z⟩ que
comutam com φ. Quando F é um corpo de característica zero, é possível mostrar que Idφ(A)
é gerado por suas φ-identidades multilineares. Consideramos assim, P φ

n o espaço vetorial
dos φ-polinômios multilineares de grau n e

P φ
n (A) =

P φ
n

P φ
n ∩ Idφ(A)

.

Denimos a n-ésima φ-codimensão de A como sendo cφn = dimFP
φ
n (A).

É possível mostrar que o grupo hiperoctaedral Hn = Z2 ≀ Sn, denido como o produto
entrelaçado de Z2 e Sn, age sobre P φ

n . Além disso, o espaço P φ
n ∩Id

φ(A) é invariante por essa
ação, então P φ

n (A) é um Hn-módulo. É bastante conhecido que os Hn-caracteres possuem
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uma relação biunívoca com as bipartições (λ, µ), onde λ ⊢ r e µ ⊢ n−r, r = 0, . . . , n. Sendo
assim, se χλ,µ denota o Hn-caracter irredutível associado à (λ, µ), então

χφ
n(A) =

n

r=0



λ ⊢ r
µ ⊢ n− r

mλ,µχλ,µ,

onde mλ,µ é a respectiva multiplicidade. Chamamos χφ
n(A) de o n-ésimo φ-cocaracter de

A. Quando tratarmos de ∗-álgebras, vamos denotar χφ
n(A) como sendo χ∗

n(A) e chamá-lo de
n-ésimo ∗-cocaracter de A. No caso de superálgebras, denotaremos χφ

n(A) por χ
Z2
n (A) e o

chamamos o n-ésimo cocaracter graduado de A.
Em [10], Giambruno e Mishchenko, caracterizaram φ-variedades cujas multiplicidades

mλ,µ são limitadas por 1 via identidades polinomiais, como pode ser visto nos dois resultados
abaixo.

Teorema 3.4.4. Seja A uma ∗-álgebra e

χ∗
n(A) =

n

r=0



λ ⊢ r
µ ⊢ n− r

mλ,µχλ,µ

seu n-ésimo ∗-cocaracter. Então mλ,µ ≤ 1, para cada bipartição (λ, µ) ⊢ n, se, e somente
se, A satisfaz pelo menos uma das seguintes identidades

y1 ◦ z2 ≡ 0

[y1, z2] ≡ 0

y1z2 ≡ 0.

Teorema 3.4.5. Seja A uma superálgebra e

χZ2
n (A) =

n

r=0



λ ⊢ r
µ ⊢ n− r

mλ,µχλ,µ

seu n-ésimo cocaracter graduado. Então mλ,µ ≤ 1, para cada bipartição (λ, µ) ⊢ n, se, e
somente se, A satisfaz as identidades

αy1z2 + βz2y1 e γy1[y1, y2] + δ[y1, y2]y1,

onde α, β, γ, δ ∈ F com (α, β) ̸= (0, 0) e (γ, δ) ̸= (0, 0).

Acerca da relação de distributividade, os autores mostraram a equivalência no caso gra-
duado e exibiram um contra exemplo no caso munido de involução.

A estrutura de superálgebra motiva a denição de uma álgebra graduada por um grupo
qualquer, como veremos abaixo. Nesse contexto, Giambruno, Polcino e Valenti, estenderam
o resultado de Ananin e Kemer, como veremos adiante. Para isso, considere G um grupo
qualquer.

Defnição 3.4.6. Dizemos que uma álgebra A é G-graduada, se existem subespaços vetoriais
Ag, g ∈ G, chamadas componentes homogêneas de A, tais que A =



g∈G

Ag e AgAh ⊆ Agh,

para todo g, h ∈ G. Além disso, dizemos que um elemento a ∈ Agi é homogêneo de grau gi.
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Perceba que, quando G = Z2, temos que A é nada mais que uma superálgebra. Com isso,
o estudo das álgebras G-graduadas generaliza o estudo de superálgebras. Considere a partir
de agora, G um grupo nito e F ⟨X,G⟩ a álgebra livre G-graduada, livremente gerada por
X =



g∈G

Xg , onde Xg = {x1,g, x2,g, . . .}. Os elementos de F ⟨X⟩ são ditos G-polinômios.

Defnição 3.4.7. Dizemos que um G-polinômio f(x1,gi1
, . . . , xn,gin

) ∈ F ⟨X,G⟩ é uma G-
identidade de uma álgebra G-graduada A se f(a1,gi1 , . . . an,gin ) = 0, para todo a1,gi1 ∈
Ag1 , . . . , an,gin ∈ Agn .

O conjunto IdG(A) de todas as identidades G-graduadas de uma álgebra G-graduada
A é um TG-ideal, ou seja, é invariante sob todos os endomorsmos graduados de F ⟨X,G⟩.
De forma similar aos casos já apresentados, é possível mostrar que IdG(A) é gerado por
suas identidades G-graduadas multilineares. Assim, consideramos PG

n o espaço vetorial dos
polinômios G-graduados de grau n. O grupo G ≀ Sn formado pelo produto entrelaçado de G
e Sn age sob PG

n e deixa PG
n ∩ IdG(A) invariante. Assim, quando G é abeliano de ordem t,

é conhecido que

PG
n (A) =

PG
n

PG
n ∩ IdG(A)

é um G ≀ Sn-módulo cujo o G ≀ Sn-caracter χG
n é descrito em termos das multipartições de n,

isto é, se n = n1+ · · ·+nt, ni ≥ 0, 1 ≤ i ≤ t, considere ⟨λ⟩ = (λ(1), . . . ,λ(t)), a sequência
de partições λ(i) ⊢ ni, e escreva ⟨λ⟩ ⊢ n. Então

χG
n =



⟨λ⟩⊢n

k⟨λ⟩χ⟨λ⟩,

onde χ⟨λ⟩ é o G ≀ Sn-caracter irredutível correspondente a ⟨λ⟩ e k⟨λ⟩ sua respectiva multipli-
cidade.

A partir disso, em 2017, Giambruno, Polcino e Valenti [13], forneceram uma caracterização
do tipo Ananin e Kemer para o contexto de álgebras G-graduadas. Os autores mostraram
que:

Teorema 3.4.8. Se G é um grupo abeliano e A uma álgebra G-graduada com

χG
n =



⟨λ⟩⊢n

k⟨λ⟩χ⟨λ⟩.

Então, para cada ⟨λ⟩ ⊢ ⟨n⟩, m⟨λ⟩ ≤ 1, se, e somente se, A satisfaz as identidades graduadas

αx1,g1 [x1,g1 , x2,g1 ] + β[x1,g1 , x2,g1 ]x1,g1 ≡ 0

γx1,gx2,h + δx2,hx1,g ≡ 0,

onde g1 = 1, g e h são quaisquer elementos em G e os escalares α, β, γ, δ são tais que
(α, β) ̸= (0, 0) e (γ, δ) ̸= (0, 0).

Neste contexto os autores ainda mostraram que as multiplicidades k⟨λ⟩ são limitadas por
1 se, e somente se, A gera uma variedade G-graduada distributiva.

Uma outra estrutura é estudada quando consideramos uma álgebra graduada munida de
uma involução que preserva as componentes homogêneas. Com esse objetivo, denimos as
chamadas (G, ∗)-álgebras. Veremos que, nesse contexto, a caracterização de Ananin e Kemer
também possui êxito.
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Defnição 3.4.9. Uma involução ∗ sobre uma álgebra G-graduada A é dita uma involução
graduada se ∗ preserva as componentes homogêneas de G, isto é, (Ag)

∗ = Ag , para todo
g ∈ G. Uma álgebra G-graduada munida de uma involução graduada ∗, é dita uma (G, ∗)-
álgebra.

Se ∗ é uma involução graduada sobre A, então podemos decompor A como

A =


g∈G

(A+
g ∔ A−

g ),

onde A+
g = {a ∈ A | a∗ = a} é a componente homogênea simétrica de grau g e A−

g = {a ∈
A | a∗ = −a} é a componente homogênea antissimétrica de grau g. Vamos considerar a partir
de agora G um grupo abeliano de ordem t. Consideremos, para cada g ∈ G, Y =



g∈G

Yg e

Z =


g∈G

Zg , onde Yg = {y1,g, y2,g, . . .} é o conjunto das variáveis homogêneas simétricas de

grau g e Zg = {z1,g, z2,g, . . .} é o conjunto das variáveis homogêneas antissimétricas de grau
g. Seja F = F ⟨Y ∪ Z | G⟩ a (G, ∗)-álgebra livre, livremente gerada por Y ∪ Z , cujo os
elementos são chamados (G, ∗)-polinômios.

Defnição 3.4.10. Seja f = f(y1,1, . . . , yi1,1, z1,1, . . . , zj1,1, . . . , y1,gt , . . . , yit,gt , z1,gt , . . . , zjt,gt) ∈
F um (G, ∗)-polinômio, dizemos que f é uma (G, ∗)-identidade polinomial de uma (G, ∗)-
álgebra A se

f(a+1,1, . . . , a
+
i1,1

, a−1,1, . . . , a
−
j1,1

, . . . , a+1,gt , . . . , a
+
it,gt

, a−1,gt , . . . , a
−
jt,gt

) = 0

para todos a+1,1, . . . , a
+
i1,1

∈ A+
1 , a

−
1,1, . . . , a

−
j1,1

∈ A−
1 , . . . , a

+
1,gt , . . . , a

+
it,gt

∈ A+
gt , a

−
1,gt , . . . , a

−
jt,gt

∈
A−

gt .

O conjunto Id(G,∗)(A) das (G, ∗)-identidades de A, é um T(G,∗)-ideal de F invariante sob
todos os endomorsmos de F que preservam a graduação e comutam com a involução. É pos-
sível mostrar que Id(G,∗)(A) é totalmente determinado pelas (G, ∗)-identidades multilineares.
Assim, considere

P (G,∗)
n = spanF{wσ(1) · · ·wσ(n) | σ ∈ Sn, wi ∈ {yi,g, zi,g, g ∈ G}}

o espaço dos (G, ∗)-polinômios multilineares de grau n. É possível mostrar que o grupo
(G×Z2)≀Sn, o produto entrelaçado de G×Z2 e Sn, age sobre P

(G,∗)
n e deixa P (G,∗)

n ∩Id(G,∗)(A)
invariante. Assim, o espaço

P (G,∗)
n (A) =

P
(G,∗)
n

P
(G,∗)
n ∩ Id(G,∗)(A)

é um (G×Z2) ≀Sn-módulo. Assim, pela teoria de representações de (G×Z2) ≀Sn, existe uma
relação biunívoca entre os (G×Z2) ≀Sn-caracteres irredutíveis e as multipartições ⟨λ⟩ ⊢ ⟨n⟩,
onde n = n1+ · · ·+n2t, ⟨n⟩ = (n1, . . . , n2t) e ⟨λ⟩ = (λ(1), . . . ,λ(2t)), com λ(i) ⊢ ni. Assim,
o caracter associado a P

(G,∗)
n (A) se decompõe como

χ(G,∗)
n =



⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩,
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onde χ⟨λ⟩ é o (G × Z2) ≀ Sn-caracter irredutível associado a ⟨λ⟩ e m⟨λ⟩ sua respectiva
multiplicidade.

Quando o grupo G = Z2, temos que A é dita uma ∗-superálgebra. Sendo assim, a
estrutura de (G, ∗)-álgebras generaliza o estudo das ∗-superálgebras. Em 2020, Martino
[21] forneceu uma caracterização das ∗-superálgebras que possuem as suas multiplicidades
limitadas por 1.

Teorema 3.4.11. Seja A uma ∗-superálgebra com

χ(Z2,∗)
n (A) =



⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩.

Então, para cada ⟨λ⟩ ⊢ ⟨n⟩ e n ≥ 1, m⟨λ⟩ ≤ 1 se, e somente se, A satisfaz a identidade

αz1,0[z1,0, z2,0] + β[z1,0, z2,0]z1,0 ≡ 0

com α, β constantes não simultaneamente nulas, e pelo menos uma identidade de cada item
abaixo

1) y1,0y1,1 ≡ 0, ou y1,0 ◦ y1,1 ou [y1,0, y1,1].

2) y1,0z1,1 ≡ 0, ou y1,0 ◦ z1,1 ou [y1,0, z1,1].

3) z1,0y1,1 ≡ 0, ou z1,0 ◦ y1,1 ou [z1,0, y1,1].

4) z1,0z1,1 ≡ 0, ou z1,0 ◦ z1,1 ou [z1,0, z1,1].

5) y1,1z1,1 ≡ 0, ou y1,1 ◦ z1,1 ou [y1,1, z1,1].

6) y1,0z1,0 ≡ 0, ou y1,0 ◦ z1,0 ou [y1,0, z1,0].

Perceba que se A for uma ∗-superálgebra com graduação trivial, isto é, A = A ∔ {0},
então a relação de distributividade nesse contexto também não é preservada, isso devido ao
mostrado por Giambruno e Mishchenko em [10].

Recentemente, dos Santos, Vieira e Vieira [5], forneceram uma caracterização do tipo
Ananin e Kemer para (G, ∗)-álgebras. Os autores mostraram o seguinte resultado:

Teorema 3.4.12. Seja G = {g1 = 1, g2 . . . , gt} um grupo abeliano nito de ordem t com

χ(G,∗)
n =



⟨λ⟩⊢⟨n⟩

m⟨λ⟩χ⟨λ⟩.

Então, para cada ⟨λ⟩ ⊢ ⟨n⟩ e n ≥ 1, m⟨λ⟩ ≤ 1 se, e somente se, A satisfaz pelo menos uma
identidade de cada item abaixo
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1) y1,1z2,1 + γ1z2,1y1,1 ≡ 0;
2) y1,1y2,g2 + γ2y2,g2y1,1 ≡ 0;
3) y1,1z2,g2 + γ3z2,g2y1,1 ≡ 0;
...

...
...

...
2k − 2) y1,1y2,gk + γ2k−2y2,gky1,1 ≡ 0;
2k − 1) y1,1z2,gk + γ2k−1z2,gky1,1 ≡ 0;
2k) z1,1y2,g2 + γ2ky2,g2z1,1 ≡ 0;
2k + 1) z1,1z2,g2 + γ2k+1z2,g2z1,1 ≡ 0;
...

...
...

...
4k − 4) z1,1y2,gk + γ4k−4y2,gkz1,1 ≡ 0;
4k − 3) z1,1z2,gk + γ4k−3z2,gkz1,1 ≡ 0;
4k − 2) y1,g2z2,g2 + γ4k−2z2,g2y1,g2 ≡ 0;
4k − 1) y1,g2y2,g3 + γ4k−1y2,g3y1,g2 ≡ 0;
4k) y1,g2z2,g3 + γ4kz2,g3y1,g2 ≡ 0;
...

...
...

...
6k − 5) y1,g2y2,gk + γ6k−5y2,gky1,g2 ≡ 0;
6k − 6) y1,g2z2,gk + γ6k−6z2,gky1,g2 ≡ 0;
...

...
...

...
2k2 − k) y1,gkz2,gk + γ2k2−kz2,gky1,gk ≡ 0;

onde γi ∈ {0, 1,−1} para 1 ≤ i ≤ 2k2 − k.

A partir desta exposição, esperamos ter mostrado a relevância de caracterizações do tipo
introduzido por Ananin e Kemer. Percebemos que, com o passar dos estudos, condições ne-
cessárias e sucientes para se ter multiplicidades limitadas por 1 via identidades polinomiais
não se restringia à clássica visão de distributividade apontada inicialmente por Ananin e
Kemer. Ainda assim, este tipo de caracterização é comumente atacado sempre que conside-
ramos estudar PI-Teoria, seja adicionando estruturas ou em classes especícas de álgebras
associativas.
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