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Resumo

Uma variedade £ é dita distributiva se (W NU)UW = (VUW) N (U UW) para quaisquer
subvariedades V,U, W de L. Em 1976, Ananin e Kemer classificaram variedades de alge-
bras distributivas a partir de uma certa identidade polinomial da variedade. A relacao de
distributividade segue se, e somente se, as multiplicidades no n-ésimo cocaracter associado
sao limitadas por 1. Com isso, classificar variedades cujas multiplicidades sao limitadas por
1 é equivalente a exigir uma certa identidade polinomial satisfeita pela variedade. Ao longo
dos Uultimos anos, a classe de dlgebras que satisfazem tal propriedade tem sido estudada
em diferentes contextos. Nosso objetivo principal é fornecer uma demonstracdo original do
resultado de Ananin e Kemer.

Palavras-chave: identidades; distributividade; cocaracter; multiplicidades.



Abstract

A variety L is distributive if (W NU)UW = VUW)N (U UW), for any subvarieties
V,U, VW of L. In 1976, Ananin and Kemer classified distributive varieties of algebras based
on a specific polynomial identity of the variety. The distributivity relation follows if, and only
if, the multiplicities in the associated n-th cocharacter are bounded by 1. Thus, classifying
varieties with multiplicities bounded by 1 is equivalent to require a specific polynomial
identity satisfied by the variety. In the recent years, the class of algebras satisfying this
property has been studied in differents contexts. Our main goal is to provide an original proof
of Ananin and Kemer’s result.

Keywords: identities; distributivity; cocharacter; multiplicities.
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Introducao

Sejam F' um corpo de caracteristica zero, X = {1, x2,...} um conjunto enumerdvel de
varidveis nao comutativas e denote por F'(X) a algebra livre associativa gerada por X sobre
F. Dizemos que um polindmio f(xy,...,x,) € F(X) é uma identidade polinomial para uma
algebra associativa A se f(ay,...,a,) = 0, para quaisquer ay,...,a, € A e denotamos
f =0em A Se existe uma identidade polinomial ndo nula para A, entdo dizemos que
A é uma Pl-algebra. Por exemplo, qualquer dlgebra comutativa C' é uma Pl-dlgebra, visto
que C' satisfaz o polinémio [z, 23] := x1x9 — x2x1. Além disso, verifica-se que as dlgebras
nilpotentes também sao exemplos de Pl-algebras, bem como as dlgebras de dimenséao finita
e, em particular, as algebras de matrizes triangulares superiores UT,(F'). Um exemplo de
Pl-algebra de dimenséo infinita é a dlgebra de Grassmann G, definida por

g = <1,€1,€2, e ’ €ie; = _€j€i>-

E possivel mostrar que o polindmio [z, s, z3] = [[x1, T3], 23] é uma identidade polinomial
para esta algebra.

A teoria de dlgebras com identidades polinomiais, como conhecemos hoje, teve seu inicio
na década de 50. Destacam-se, por exemplo, os trabalhos de I. Kaplansky [16] e Amitsur e
Levitzki [1]. Atualmente a Pl-Teoria é uma drea em constante desenvolvimento.

Denotemos por Id(A) o conjunto de todas as identidades polinomiais de uma 4lgebra
A. Temos que, Id(A) é um T-ideal de F(X), ou seja, é um ideal invariante sob todos os
endomorfismos da dlgebra livre. A fim de descrever completamente as identidades de A,
surge a sequinte pergunta: é possivel determinar um conjunto finito que gere Id(A) como
T-ideal? Em 1950, Specht conjecturou que, quando F' é um corpo de caracteristica zero,
entdo a resposta é afirmativa. Uma prova para a conjectura de Specht foi dada por Kemer
[19] em 1987. No entanto, a demonstracdo dada ndo fornece um método construtivo de
determinar tal base. Na verdade, isso é um problema de pesquisa na Pl-teoria. Para ilustrar
a dificuldade desse problema, considere as dlgebras de matrizes n x n. Sabemos que para
n =2, Id(Ms(F')) é gerado por dois polindmios, enquanto para n > 3, ndo é conhecido um
conjunto gerador de Id(M,(F)).

Visto que, determinar o conjunto de geradores de Id(A) ndo é uma tarefa facil, podemos
nos perguntar se certos tipos de polindmios fornecem informacoes para as identidades de A.
Neste sentido, utilizamos o chamado processo de multilinearizagdo, que nos permite escrever
qualquer polindmio como consequéncia de polindmios multilineares. Com isso, é possivel
mostrar que Id(A) é gerado por uma quantidade finita de polindmios multilineares. Sendo
assim, o espaco P, dos polindmios multilineares de grau n, torna-se de suma importancia.
Além disso, o espaco

(P, N Id(A)) + (P, N Td(A)) + ...+ (PN Id(A) + -,
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onde + denota a soma direta como espacos vetoriais, descreve completamente o T-ideal de A.
Observando isso, em 1976, Regev propds estudar o crescimento das identidades polinomiais
introduzindo a chamada sequéncia de codimensées, que consiste na sequéncia {c,(A4)}n>1,

onde
P,

n

P,NId(A)

De forma intuitiva, observe que essa sequéncia mede o crescimento das identidades de
A. Note que, se essa sequéncia cresce de forma exponencial hd um indicativo de que existem
muitas ndo identidades de A e, portanto, poucas identidades de A. Por outro lado, se
essa sequéncia tem um crescimento lento, indica que A possui poucas ndo identidades. O
estudo sobre tal comportamento assintético fot iniciado por Regev [23], que mostrou que a
sequéncia de codimensoes de uma Pl-dlgebra é sempre limitada exponencialmente, isto é,
existem a, a > 0 tais que ¢,(A) < aa™

Considerando o espaco dos polindmios multilineares, vemos que, existe uma acao natural
do grupo simétrico S,, sobre P, dada simplesmente pela permutacao de suas respectivas
varidveis. Com isso, o espaco P, torna-se um S,,-médulo. Desde que P,NId(A) é invariante
sob esta acao, temos que

cn(A) = dimF< >, n > 1.

J— Pn

- P,NId(A)

tem estrutura de .S,,-mddulo a esquerda e, como a caracteristica de F' é zero, pela teoria de
representacoes de S, podemos escrever o caracter de P,(A) como

Xn(A) =) maxa,

AFn

Fu(A)

onde A\ é uma particao de n, x) é o S,,-caracter irredutivel associado a A e m, é a respectiva
multiplicidade. Chamamos x,,(A) de o n-ésimo cocaracter de A.

E sempre interessante que objetos que possuam um mesmo tipo de informagao possam
ser estudados sob as mesmas perspectivas. Por isso, definimos V = war(A), a variedade
gerada por A, como a classe de todas as dlgebras que satisfazem as identidades de A e
escrevemos Id(V) = Id(A) e ¢, (V) = ¢,(A). Em 1983, Berele e Regev [3] mostraram que se
YV é uma variedade nao trivial, entdo as multiplicidades mj sao limitadas polinomialmente,
isto é, existe C' > 0 e t inteiro ndo negativo com my < Cn' para cada A\Fnen > 0.

Uma maneira bastante usual de estudar Pl-dlgebras é através da caracterizacdo de vari-
edades via exclusdo ou inclusdo de uma determinada algebra da variedade. Dizemos que a
sequéncia de codimensdes é limitada polinomialmente se existem uma constante a e um nu-
mero inteiro ndo negativo k tal que c,(A) < an®, para n arbitrariamente grande. O resultado
abaixo é bastante conhecido e caracteriza variedades de crescimento polinomial.

Teorema 0.0.1. V possui crescimento polinomial se, e somente se, G, UTy ¢ V.

A caracterizacdo acima fot dada por Kemer [18] e, de forma geral, caracterizacdes desse
tipo sdo ditas caracterizacdes do tipo Kemer. No contexto de dlgebras munidas de estruturas
adicionais, trabalhos nesse sentido sdo apresentados em [11], [12] [8] [22] e [25]

Existem também caracterizacoes envolvendo exclusdo de algebras da variedade, identi-
dades e também multiplicidades. Como os resultados abaixo, que podem ser consultados em
[14].

Teorema 0.0.2. G ¢ V se, e somente se, V satisfaz alguma identidade standard, isto é, uma
identidade do tipo Sti(zq,...,x) = Z SGN(0)To(1)Ta(2) - To(k)-
oESK
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Teorema 0.0.3. Seja V uma variedade com x,(V) = Zm)‘XA seu n-ésimo cocaracter. Sao

) AFn
equivalentes

i) Existe K > 0 tal que my < K, YV AFn e todon > 0.

i) UTLy(F) ¢ V;
i) f(z,x2) = Z b2l =0 em V.
i=0

Em relacao ao contexto ordindrio, temos, a partir dos teoremas acima e do Teorema de
Kemer, uma caracterizacdo de variedades de crescimento polinomial via identidades polino-
miats:

Teorema 0.0.4. V tem crescimento polinomial se, e somente se, V satisfaz identidades do

n
: ] n—i
tipo f(xy,22) = g aryriry e Stip(xy,. .. 1) = E SGN(0)Te(1)To(2) * * * To(k)-
=0 ocESk
Ainda no intuito de fornecer relacées entre variedades e identidades polinomiais, Ananin
e Kemer se interessaram no caso particular das variedades distributivas. Dizemos que uma
variedade L é distributiva se, para quaisquer subvariedades V, U, W de L, tivermos

YVNU)UW=VUW)N(UUW).

Ananin e Kemer [2], forneceram uma caracterizagdo das variedades distributivas via iden-
tidades polinomiais:

Teorema 0.0.5. V ¢é distributiva se, e somente se, existem «, 5 € F ndo simultaneamente
nulas tais que afzy, zo]z1 + Bx1[z1, 22] € Id(V).

Por outro lado, é possivel mostrar que uma variedade é distributiva se, e somente se, as
multipliciddades no n-ésimo cocaracter associado sdo limitadas por 1, como pode ser visto em
[14]. Como consequéncia, temos uma caracterizacdo das variedades cujo n-ésimo cocaracter
associado possui as multiplicidades limitadas por 1:

Teorema 0.0.6. Seja V uma variedade e

Xno}) = Z maxXa

AFn

seu n-ésimo cocaracter. Entao, para cada AFnen >1, temos my < 1 se, e somente se,
existem constantes «, f € F' ndo simultaneamente nulas tais que

alxy, xolwy + Brq[T1, 2] € IdA(V).

Vale mencionar que caracterizacoes desse tipo, que envolvam multiplicidades limitadas
por 1 e identidades da variedade, tem sido empregadas a diversos contextos na Pl-Teoria,
como nos casos de x-dlgebras e superdlgebras [10], dlgebras graduadas [13], x-superdlgebras
[21] e, mais recentemente, dlgebras com involucdo grupo graduada [5]. Ainda nesse contexto,
a depender do tipo de estrutura nao existe a caracterizacdo via distributividade. Os trabalhos
mencionados anteriormente exemplificam quando hd essa tripla relacdo e quando ndo hd, em
seus determinados contextos.
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Visto que a relacao de distributividade ndo necessariamente se estende a caracterizacoes
com limitacdo por 1 das multiplicidades, temos por objetivo apresentar uma nova demonstracao
para o problema de Ananin e Kemer, no contexto ordindrio. Mais especificamente, queremos
relacionar limitacao das multiplicidades com identidades da variedade sem que haja mencao
da relagao distributiva da variedade. Para esse objetivo, vamos separar esse texto em trés
caplitulos:

No Capltulo 1 apresentaremos as definicdes iniciais, bem como os cldssicos resultados
da Pl-teoria, a fim de que seja um passo introdutério para a leitura. Em particular, veremos
que as identidades de uma éalgebra podem ser adquiridas como uma certa combinacao de
determinados tipos de polindmios, diremos que esse tal polindmio é consequéncia destes. Uma
parte bastante importante e presente neste capitulo, serd entender algumas consequéncias
de certas identidades, as quais serao necessdrias para a demonstracao do resultado principal
deste texto.

No Capltulo 2, apresentaremos uma introducao as representacgoes de S, e estudaremos
a estrutura de S,-médulo do espaco P,(A). Definiremos o n-ésimo cocaracter de uma
Pl-algebra e veremos que, na pratica, a acao de S, ndo é suficiente para determinar as
multiplicidades my em x,,(A). Assim, recorremos a teoria de representacdes do grupo linear
geral GL,,, afim de exibir um método efetivo para calcular tais multiplicidades.

Finalmente, o Caplitulo 3 ird apresentar os conceitos acerca de variedades distributivas e
apresentar a caracterizacao de Ananin e Kemer. Provaremos a relacdo entre distributividade e
multiplicidades limitadas por 1 e, por fim, apresentaremos uma caracterizacdo original do re-
sultado de Ananin e Kemer na qual relactonaremos identidades polinomiais a multiplicidades
limitadas por 1.
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Capitulo 1
Pl-Algebras

O objetivo deste capitulo é fornecer uma base para o estudo inicial de Pl-Teoria, apresentando
as principais definicdes e exemplos.

1.1 Preliminares

Nessa secao, serdo mencionados alguns conceitos acerca de representacoes de grupos
finitos, sem que haja demonstracoes. Para o leitor interessado em compreender melhor a
teoria, sugerimos a referéncia [15].

O conjunto de todas bijecoes do conjunto n = {1,2,...,n} é um grupo com a operacao
composicao. Tal grupo possui n! elementos, é chamado o grupo simétrico de grau n e denotado
por S,. Note que, para n > 3, S,, ¢ um grupo nao abeliano. Um elemento de .S,, é dito uma
permutacdo e uma forma de representar as permutacées no grupo S, é utilizando a notacdo
em ciclos: escreva

o= (i;- i),

onde iy,...,4, € N, 0(iy) = i9,...,0(i,_1) = ir,0(i,) = i1 e, para k € n/{i1,... i},
o(k) = k. Nesse caso, dizemos que o é um r-ciclo de comprimento r. Um 2-ciclo serd dito
uma transposicdo. E claro que uma permutacao de S, é um produto de ciclos e que qualquer
permutacao pode ser escrita como produtos de transposicdes. Além disso, diremos que dois
ciclos sdo disjuntos se eles ndo movem elementos em comum. Dizemos que uma permutacao
é par se ela pode ser escrita como um produto de um ndmero par de transposigoes. Um
importante subgrupo de S,,, denotado por A, é formado pelo conjunto das permutacdes pares
de S,. Chamamos A,, o grupo alternado de grau n.

O conjunto GL,(F) das matrizes invertiveis de ordem n com coeficientes em um corpo
F é um grupo com a operacao multiplicacao. Dado um F-espaco vetorial V/, se denotarmos
GL(V') o conjunto de todas transformagoes lineares invertiveis de V, entdo GL(V) é um
grupo com a operagao composicdo. Fixada uma base de V/, é possivel mostrar que G L, (F')

e GL(V') sdo grupos isomorfos.

Definigao 1.1.1. Seja G um grupo finito e V' um F-espaco vetorial. Dizemos que um homo-
morfismo ¢ : G — GL(V') é uma representagdo de GG. A dimensdo do espaco V' serd dito
o grau de ¢.

Podemos estudar uma representacdo pelo ponto de vista matricial, isto é, considerando
GL,(F), ao invés de GL(V). Note que todo grupo possui uma representacao de grau
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arbitrdrio, bastando considerar o homomorfismo ¢(g) = I, para todo g € G, onde I, é a
matriz identidade. Claramente, o homomorfismo ¢ : G — F* dado por ¢(g) = 1, para
todo g € G, é um exemplo de representacdo de grau 1 de um grupo G, a qual denominamos
representacdo trivial de G.

Exemplo 1.1.2. Sejam C3 = {1, 9,9*} um grupo ciclico gerado por um elemento g de ordem
3eu=e3 uma raiz primitiva da unidade. Entdo

@ : 03 — GL2(<C>
(v 0
g 0 1
é uma representacdo ndo trivial de grau 2 de Cj.

Recorde-se que uma acao de um grupo G' num conjunto X é uma fungao que associa
cada par (g,z) a um elemento g -z em X, de forma que 1-z=x e (g192) - * = g1 - (92 - ).
Perceba que o grupo S,, age sobre n de modo natural: se o € S, entdo

o-i=o0(1).

Considere uma acdo de G sobre um espaco vetorial V, isto é, g - v estd definido para
todo par (g,v) € G x V. Com isso, 0 mapa ¢ : G — GL(V') definido por g — ¢(g) = ¢y,
onde ¢,(v) = g-v, é uma representacao de G. Reciprocamente, se ¢ : G — GL(V') é uma
representagdo de G, temos definida uma acdo de G sobre V' dada por g - v = ¢4(v). Com
isso, obtemos uma correspondéncia entre agoes de GG sobre V' e representacoes de G.

Definigao 1.1.3. Seja G um grupo e F' um corpo. Considere F'G o espaco vetorial livremente
gerado por G sobre F, cujos elementos sdo da forma

Zagg, com oy € I,

geG

onde oy # 0 apenas para finitos elementos de G. As operagdes de soma e multiplicacdo sdo
definidas naturalmente em F'G, o que o torna um anel. Chamamos F'G o anel de grupo de
G. Ha também definido uma multiplicacao natural por escalares de F' em F'G, o que torna
F'G, como veremos na proxima secdo, uma algebra.

A acao de G sobre V' pode ser estendida a uma acdo F'G sobre V. Para ver isso, considere

Zagg € FG ev eV, entao
geG

(Z Qgg) - v = Zag(g - v).

gelG gelG

Definigao 1.1.4. Dizemos que um espaco vetorial V' é um F'G-mddulo se, para cada g € GG
e v € V, estd definida uma multiplicacdo g - v que satisfaz as condicdes abaixo.

1. g-veV,
2. (gh)-v=yg-(h-v);
3. 1-v=nu;
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4 g- () = Ag-v);
5. 9-v+w)=g-v+g-w,
paratodo he G,weVeleF.

Com isso, 0 espaco vetorial V' associado a representacao ¢ de G' é um F'G-médulo, o qual
diremos ser o FG-médulo correspondente & representacdo ¢. E possivel mostrar que existe
uma correspondéncia biunivoca entre os F'G-moédulos de dimensdo n e as representagoes
de grau n de G. Além disso, dizemos que uma representacdo ¢ irredutivel se o F'G-mddulo
associado é simples, isto é, seus Unicos subespacos invariantes sob a acao de GG sdo os triviais.
Uma representacao é dita redutivel se nao é irredutivel. O importante teorema abaixo diz
que toda representacdao é completamente redutivel.

Teorema 1.1.5. (Maschke) Se G é um grupo finito e F' um corpo de caracter(stica zero, entdo
todo F'G-mddulo é escrito como soma direta de seus F'G-submddulos simples.

Para que possamos distinguir representagoes com a mesma informacao, definimos o con-
ceito abaixo.

Definigao 1.1.6. Duas representagoes ¢ : G — GL(Vi) e ¢ : G — GL(V,) de G sao
equivalentes se existir uma transformacdo linear bijetiva T : V; — V5 tal que ¢, = T~ 1¢,T,
para todo g € G.

O importante teorema abaixo diz como contar a quantidade de representacdes irredutiveis
nao equivalentes, sua demonstracdo pode ser consultada em [15].

Teorema 1.1.7. O nUmero total de representacdes irredutiveis ndo equivalentes de um grupo
finito G sobre um corpo algebricamente fechado e de caracteristica zero é igual ao niimero
de classes de conjugacao de G.

Definigao 1.1.8. Um conjunto {V,...,Vi} de representantes de F'G-mddulos simples nao
isomorfos é chamado um conjunto completo de F'G-mddulos simples. Perceba que k é a
quantidade de classes de conjugagao de G.

Se {Vi,...,Vi} é um conjunto completo de F'G-médulos simples, entdo F'G se escreve
como

onde n; > 1, para todo 1 <7 < k. O simbolo = denota um isomorfismo de F'G-mddulos, que
nada mais é do que, uma bijecao F'-linear entre dois F'G-mddulos. De forma geral, se M é
um F'G-mddulo, podemos mostrar que M se decompde como

M = Vl(sl) @ P Vk(Sk)‘
Chamamos s; > 0 a multiplicidade do F'G-mddulo V; em M, para cada 1 <i < k.

Definicdo 1.1.9. Definimos o caracter de uma representacdo ¢ : G — GL,(F) como a
fungdo x, : G — F definida por x,(g) = tr(y¢,), onde g € G e tr(p,) denota o trago da
matriz ¢,.



Capitulo 1. PI-Algebras 16

Um caracter de G, é o caracter de alguma representacdo de G, o grau do caracter é
o grau da representacdo correspondente e o caracter é dito irredutivel se a representacao
for irredutivel. Perceba que ¢(1) = I,, para qualquer representacdo de grau n. Assim,
X,(1) =n que é o grau da representagao .

Se consideramos ¢ e ¢ representacoes equivalentes de (5, entdo existe uma transformagao
bijetiva T, tal que ¢, = T~'¢,T, para todo g € G. Entdo

tr(vy) = tr(T*1¢gT) = tr(Tﬁl)tr(qﬁg)tr(T) = tr(¢y),

isto é, representacdes equivalentes possuem o mesmo caracter. Assim, a definicdo abaixo faz
sentido.

Definigao 1.1.10. Dois caracteres de um grupo G sao ditos equivalentes se suas represen-
tacoes sao equivalentes.

1

Considere g e h elementos conjugados de G, isto é, g = xhx™", para algum z € G, entdo

X(9) = tr(pg) = tr(pena—1) = tr(pepnpe—1) = tr(en) = x(h).

Com isso, elementos conjugados de GG possuem o mesmo caracter. Assim, sob as hipoteses
do Teorema 1.1.7, temos que, a quantidade de caracteres irredutiveis ndo equivalentes de G
é exatamente a quantidade de classes de conjugacao de G.

Estudar a teoria de representacoes no contexto geral ndo é o foco desse trabalho. En-
tretanto, as representacoes do grupo S, tem uma forte ligacdo com a Pl-Teoria, por isso,
dedicaremos o Capitulo 2 para estudar as representacdes de S, com mais detalhes. Além
disso, as representacdes do grupo GL,,(F'), também abordadas no Capitulo 2, fornecerdo
ferramentas para a demonstracdo do teorema principal dessa dissertacao.

1.2 Definicoes e exemplos

Definigao 1.2.1. Dizemos que um espaco vetorial A, sobre um corpo F, é uma F'-algebra se
A possui uma aplicacdo bilinear - : A x A — A.

Na definicdo acima, a aplicacdo - serd dita produto ou multiplicacdo. Para simplificar a
notagdo, omitiremos o - e, quando estiver claro o corpo em questdo, chamaremos A simples-
mente de algebra.

Uma base para uma dlgebra A é uma base de A como espaco vetorial e a cardinalidade
de uma base é dita a dimensao de A. Dizemos que S C A gera a dlgebra A se todo elemento
de A pode ser escrito como combinacdo linear de produtos de elementos de S e nesse caso
denotamos A = (S). Uma subalgebra de A é um subespaco vetorial fechado para o produto
de A. Um ideal (a esquerda, a direita, bilateral) da algebra A é um ideal (a esquerda, a
direita, bilateral) do anel A que também é um subespaco vetorial de A. Finalmente, dizemos
que uma algebra A é simples se A é simples como anel, isto é, A% # {0} e A nao possui
ideatis bilaterais préprios.

O espaco vetorial das matrizes M, (F') de ordem n, com coeficientes em F' é uma algebra
com o produto usual de matrizes. A dimensdo de M,(F) é n® e uma base ¢ dada pelas
matrizes elementares {e;;|1 <1i,j < n}. O espaco vetorial UT,,(F") das matrizes trianqulares
superiores n X n é uma subdlgebra de M,,(F). O conjunto das matrizes que possui apenas
a Ultima coluna eventualmente ndo nula em M, (F') forma um ideal a esquerda de M, (F).
O conjunto das matrizes que possui apenas a primeira coluna eventualmente nao nula forma
um ideal & direita de M, (F). E possivel provar que a algebra M, (F) ndo possui ideias
bilaterais préprios e portanto é uma dlgebra simples.
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Definigao 1.2.2. Seja A uma dlgebra. Dizemos que A é

1. unitdria, se existe 1 € A tal que la = a = al, para todo a € A;

2. associativa, se a(bc) = (ab)c, para todos, a,b,c € A;

3. comutativa, se ab = ba, para todos, a,b € A;

4. nilpotente, se existe m natural tal que ay - --a,, = 0, para todos ay,...,a, € A,

5. nil de (ndice limitado, se existe n tal que a™ = 0, para todo a € A.

Note que, uma algebra associativa nada mais é do que um espaco vetorial que tem uma
estrutura de anel e que o escalar se comporte bem ao produto, ou seja, a(a - b) = (ac) - b =
a - (ab) para todos a,b,c € A e a € F. Todas as algebras nesse texto serdo associativas
sobre um corpo F' de caracter(stica zero.

Exemplo 1.2.3. O anel de grupo F'G definido em 1.1.3 é uma algebra associativa de dimensao
|Gl

Seja X = {x1,,...} um conjunto enumerdvel de varidveis. Dizemos que uma palavra
em X é um termo do tipo z;,z;, - - - x;,, obtido por uma colagem finita de elementos de X.
Denote por F(X) o espaco vetorial formado por todas as palavras de X. Uma palavra de
X serd dito um mondmio de F'(X), enquanto um elemento de F'(X) serd dito um polindmio.
Dados dois monbmios x;,x;, - - - i, € xj,Tj, - -x; de F(X), definimos o seu produto da
seguinte forma:

k

LizLijg *+ Ly, * LjyLjy =" Tjy = Tjy Ly *** Ly Ljy g+ ** Ty

Podemos estender esse produto distributivamente aos polindmios em F(X), fornecendo para
F(X) uma estrutura de F-4lgebra. Chamaremos F'(X) a dlgebra livre, livremente gerada
por X, ou simplesmente a dlgebra de polinémios em varidveis ndo comutativas. Dizemos que
o grau de um monémio u = x;,x;, - - - ;,, denotado por deg u, é o comprimento da palavra
u, isto é, deg u = k. Definimos também o grau de um mondmio em relagao a varidvel z;
como sendo o nimero de vezes que a varidvel x; aparece no monomio u, o qual denotamos
por deg, u. Por fim, o grau de um polinémio f = f(x1,...,2,) serd o maior dentre os graus
dos monomios de f.

Exemplo 1.2.4. Na élgebra F/(X), considere o ideal I = (z;x; + z;x; | i,j > 1). A dlgebra
G = F(X)/I é chamada de dlgebra de Grassmann. Denotando e; = x; + I temos

g = <1,€1,62, e ’ €ie; = —6]‘61‘).

Como a caracteristica de F' ¢ zero, temos ¢? = 0, para todo 7 > 0. Além disso, dada uma
permutacao o € S, temos

€o(i1)Co(iz) * " Col(in) = Sgn(U)eil €iy ** Cips

onde sgn(o) é o sinal da permutagdo o. Dessa forma, B = {e;,e;, - --€;, | 11 <ia < -+ <
in € n > 0} é um conjunto gerador de G como espaco vetorial. Na verdade, B é uma
base para G. De fato, suponha que h = >" 9 =0, &y € F, g; € B, i =1,...,n, é
formado por uma quantidade minima de coeficientes «; ndo nulos. Assim, certamente haverd
g; € g;, com i # j em que algum e, aparece em g; e ndo aparece em g;. Sem perda de
generalidade, suponha que e, aparece em g; e ndo aparece em go, entdo exg; = 0 e portanto
n 7 . .. ~
exh =), a;g; = 0 é um elemento com uma quantidade menor de coeficientes ndo nulos.
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Definicdo 1.2.5. Sejam A uma algebra e f € F(X) um polindmio. Dizemos que f é uma
identidade polinomial de A se f(ai,as,...,a,) = 0 para quaisquer aj,as,...,,a, € A
Neste caso escrevemos f = 0 em A. Quando A admite alguma identidade polinomial nédo
nula, dizemos que A é uma Pl-algebra.

Exemplo 1.2.6. Se A é uma algebra nilpotente, entdo existe um inteiro ndo negativo m tal
que A™ = {0} e, portanto, o polindbmio x1xs - - -z, é uma identidade de A.

Exemplo 1.2.7. Se A é uma algebra nil de (ndice n, entdo 2™ é uma identidade de A.

Exemplo 1.2.8. Se A é uma dlgebra comutativa, entdo o polindmio [xy, 23] := z129 — oz €
uma identidade de A.

O polinémio [zy,x5] é dito o comutador de peso 2 entre as varidveis x; e xo. De forma
indutiva, definimos o comutador de peso k£ > 2 por

(1, 29, ..., xk] = [[T1, 29, . ., Tp_1], k).
As sequintes relacdes sdo facilmente verificadas:
1. [x1, x2] = —[xe, z1] (anticomutatividade);
2. [x1 + xo, 3] = [71, 3] + [22, 23] (linearidade);
3. [x1, T2, x3] + [T2, T3, 1] + [3, 21, 22] = 0 (identidade de Jacobi).

Exemplo 1.2.9. A dlgebra de Grassmann G é uma Pl-dlgebra. Inicialmente, vamos definir
dois subespacos importantes de G:

G0 — spanp{e; ey - ey | 1 <ty <ipg < -+ <ig, e k>0}e
g = spanp{e; e, i,y | 1 <0y <dp < --- <lgpyq e k> 0}
Note que, G = Gy + G1 e, além disso,
GG L gWg® c g o gOGM 4 gMHGO c g,

Isso nos diz que G ¢ uma subdlgebra de G. E possivel mostrar também que G ¢ o centro
de G. Considere wy,wy € GW, temos wywy = —wqwy. Com isso, veremos que o comutador
de quaisquer dois elementos de G pertencem ao centro. Sejam a = ag+ay, b =by+ by € G,
entao

[CL, b] = [CLO + az, b() + bl] = [(Io, bg] + [CL(), bl] + [al, bo] + [CLl, bl] = [(11, bl] = 2(11b1 € g(o)
Assim, o polinémio [z1, z2, x3] é uma identidade de G.

Exemplo 1.2.10. A dlgebra Ms(F') é uma Pl-algebra. De fato, o polindmio caracteristico
associado a uma matriz D € My(F') é da forma

2® — tr(D)x + det(D).
Para D = [A, B] temos, por Cayley-Hamilton,
(A, B — tr([A, B)A, B] + det([4, B)I =0

Como [A, B] tem traco nulo, entdo [A, B]* é um mdltiplo da identidade e portanto comuta
com qualquer matriz de My(F'). Assim, [[z1, z2)?, x3] = 0 em My(F).
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Exemplo 1.2.11. Como My(F') é uma Pl-dlgebra, entdo UT,(F') também Pl-dlgebra. Além
disso, UTy(F') satisfaz também o polinémio [z1, xs][x3, x4]. Para ver isso, note que [A, B] é
uma matriz trianqular estritamente superior e o produto de duas matrizes desse tipo é nulo.

De forma geral, o polindmio [z1,zs][x3, 24 - [T2n—1, T2,] é identidade para a é4lgebra
UT,(F).

Um polindmio bastante relevante para a Pl-Teoria é o chamado polinémio standard de
grau n > 2, definido como

Stp(x1,...,2,) = Z 5gN(0)Te(1)To(2) * * * To(n)-
O'ESn
E possivel mostrar que My (F) satisfaz o polindmio standard de grau 4. De forma geral, o
polindmio standard de grau 2n é sempre identidade para M, (F"). Esse resultado é conhecido
como o Teorema de Amitsur-Levitzki e pode ser consultado em [1].

Definigao 1.2.12. Dizemos que um polinémio f = f(x1,...,x,) € F(X) é linear na varidvel
x; se essa varidvel aparece com grau 1 em cada monomio de f. Se todos os monomios de
f tem o mesmo grau, entdo f é dito homogéneo. Se, em cada mondmio de f a varidvel z;
aparece com o mesmo grau entdo dizemos que f é homogéneo na varidvel x;. No caso em
que f é homogéneo em todas suas varidveis, f é chamado de multthomogéneo. Por fim, um
polindmio é chamado multilinear se f é multthomogéneo e linear em todas as suas varidveis.

Observe que se f(x1,...,x,) € F(X), podemos escrever
f= Z f(ila“-»in)?
11,0050 >0
onde f(1in) & 3 soma de todos os mondmios de f onde dengf =i paratodo j=1,...,n.
Os polindmios fU1-+i) que ndo sdo nulos serdo chamados de componentes homogéneas
de f e (iy,...,4,) serd dito o multigrau de f@=)  Um polindmio é multilinear se for
multthomogéneo de multigrau (1,...,1).

Exemplo 1.2.13. O polindmio z; o x5 := x129 + 2921, chamado produto de Jordan de x; e
X9, € multilinear de grau 2.

Exemplo 1.2.14. O polindmio standard de grau n também é multilinear. De forma geral, um
polindmio multilinear de grau n se escreve da forma

Z AsTg(1) " Lo(n),

O'ESn
com a, € F.
Definicao 1.2.15. Seja f = f(z1,.-.,Zn,Y1,.--,Ym) um polindmio linear nas varidveis
Z1,...,%,. Dizemos que f é alternado nas varidveis xi,...,x, se para quaisquer 1 <

t < j <mn, fsetorna o polinbmio nulo quando substitu{imos x; no lugar de x;. Um polindmio
que é alternado em todas as suas varidveis é chamado simplesmente de polinomio alternado.

Pela linearidade de f nas varidveis x1,...,xz,, temos que f é alternado nas varidveis
T1y,...,Tp SE€

f@a, ooy Xy T, Y1y Ym) = — (X1, T T T YT e Ym)

Perceba que se char(F') # 2, entdo tomando ¢ € S, e escrevendo o como um produto
de transposicdes, temos que se f é alternado nas varidveis z1, ..., x,, entao

f(xa(1)7 <oy La(n)y Y1y - - - >ym> - Sgn(o)f(xh ey Ty Yty - - 7ym)
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Exemplo 1.2.16. O polindmio standard é um exemplo de polindmio alternado, enquanto o
produto de jordan é um exemplo de polinémio ndo alternado.

A proposicdo abaixo diz que para verificarmos que um polindmio multilinear é identidade
para uma certa algebra, basta que seja verificado nos elementos da uma base.

Proposicao 1.2.17. Seja B um conjunto gerador de uma dlgebra A, como espaco vetorial.
Se f é um polindmio multilinear que se anula em B, entdo f é uma identidade de A.

Demonstracdo: Seja {b;}icz um conjunto gerador de A sobre F' e consideremos ay, ..., a, €
A. Podemos escrever

a; = Z@ubi, sy ln = Z@mbz‘
onde aj; € F. Como f é multilinear, temos que

f(al, Ce ,an) = f(z Oéh‘bz', .. ,Zambz) = Zalil s Oy, f(bl, .. ,bn) = O,

0

o que nos da f=0em A

[ |

Observe que se f = f(x1,...,Zn,Y1,---,Ym) € um polindmio multilinear e alternado
nas varidveis xy,...,T, € ai,...,a, sao elementos linearmente dependentes em A, entdo
flay, ... an,b1,...,by) =0, para quaisquer by, ..., b,. Para ver isto, considere, sem perda

n
de generalidade, a; = Z%% Entao
i=2

f(al,...,an,bl,...,bm) = f(Zaiai,...an,bl,...,bm) = Zozif(ai,...,an,bl,...,bm),
i=2 1=2

como f é alternado em z,...,x,, temos o resultado.
Com isso, temos o resultado abaixo, que diz que toda dlgebra de dimensao finita é uma
Pl-algebra.

Corolario 1.2.18. Seja A uma algebra de dimensédo n, entdo St,.;1 =0 em A.

Por outro lado, o exemplo abaixo mostra que existem Pl-dlgebras de dimensao infinita
que ndo satisfazem uma identidade standard.

Exemplo 1.2.19. Considere G a algebra de Grassmann, entdo G ndo satisfaz nenhum polind-
mio standard. De fato, desde que ey(1)€s(2) - - - €x(n) = sgn(o)eres - - - €y, temos

Stn(e1,e2,...,e,) =nlejes---e, #0.
1.3 T-ideais e variedades

Dizemos que um ideal I de F(X) é um T-ideal se I é invariante sob os endomorfismos
de F(X), isto é, ¢(I) C I, onde ¢ é um endomorfismo da dlgebra livre.

Considere o conjunto Id(A) formado por todas as identidades de uma dlgebra A. Temos
que, Id(A) é um T-ideal de F(X). Em suma, se f(z1,...,z,) é uma identidade de A, entdo
hif(g1,---,gn)he é também uma identidade de A, para quaisquer hy, ho, g1,...,9, € F(X).
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Perceba que a estrutura de Id(A) permite construir infinitas identidades a partir de uma
identidade dada.

E bastante comum chamar Id(A) simplesmente de o T-ideal de 4, isso se dé pelo sequinte
fato:

Proposicdo 1.3.1. Seja I um T-ideal de F(X), entdo [ = Id(F(X)/I).

Demonstragdo: Seja A= F(X)/l e f(xy,...,x,) €1 Seay+1,...,a,+1 € A, considere
o endomorfismo ¢ da algebra livre, tal que ¢(z;) = a;. Segue que

flay+1,...5a,+1)= f(ar,...,a,) + I = &(f(z1,...,2,)) + L.

Como I é T-ideal, temos f € Id(A). agora, suponha que f = f(z1,...,,2,) € Id(A), isto
é, flxy,....,xn)+ 1= f(x1+1I,...,2,+1)=1logo f €I
[
O lema abaixo pode ser facilmente mostrado e apresenta propriedades de T-ideais.

Lema 1.3.2. Se A é uma F-algebra, temos que

1. Se B é subdlgebra de A, entdo Id(A) C Id(B);

2. Se I é ideal de A, entdo Id(A) C Id(A/I);

3. Se B é uma F-édlgebra isomorficamente imersa em A, entdo Id(A) C Id(B).
Lema 1.3.3. Sejam A e B duas F-dalgebras, entdo Id(A & B) = Id(A) N I1d(B).

Demonstragao: Primeiramente, observe que ab = 0, para todo a € A e b € B, j& que a soma
A @ B ¢é direta como élgebra. Logo, se f = f(x1,...,x,) € F(X), entao

f(a1+b17'~-)an+bn):f(ala"'7an>+f<b1a"'7bn)7
para todos a; € Aeb, € B,i=1,...,n Assim, se f € Id(A& B) temos

f(al,...,an) - _f<blv-~-7bn)/~

S

-~

€A eB

Desde que, AN B = {0}, temos f € Id(A)NId(B). Reciprocamente, se f € Id(A)NId(B),
entao
f(a1 —|—b1,...,an—|—bn) = f(al,...,an) —|—f<b1,,bn) = O,

para todos a; € Aeb, € B,i=1,...,n. Assim, f € [d(A® B).
[
Visto a estrutura de T-ideal de Id(A), queremos saber se todas as identidades de A
podem ser obtidas a partir de especificas identidades. Isso nos motiva a dizer que um T-ideal
I é gerado, como T-ideal, por um conjunto S C F(X) se todo elemento de I pode ser escrito
como uma F'-combinagao linear de elementos da sequinte forma:

hlf(gla S 7gn)h27

onde os polindmios hq, ho, g1,...,9, € F(X) e f € S. Nesse caso, escrevemos I = (S)r.

Em 1950, Specht conjecturou que sobre um corpo de caracteristica zero todo T-ideal I é
finitamente gerado. Esta conjectura foi provada em 1987 por Kemer, a demonstracao desse
fato pode ser encontrada em [17].
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Definicdo 1.3.4. Sejam f,g € F(X). Dizemos que f é consequéncia de g se f € (g)r e
denotamos g ~» f. Se f ndo é consequéncia de g, escrevemos g ¥~ f.

Exemplo 1.3.5. E facil ver que [z, 5] ~ [T1,...,2,), para n > 2.

Exemplo 1.3.6. Como St3(z1,x2,x3) = x1[Ta, T3] — Ta|x1, T3] + 23]21, T2, temos [z, z3] ~
Stg(.Tl,l’g,l’g).

Lema 1.3.7. Se o polindmio [z, 73] é identidade para alguma dlgebra A, entdo os polinémios
(21, a3, [21, Wo]wawams, ®1[Ta, T3]Tas, W122[w3, Talws, T1T2w3[T 4, W]
também sdo identidades de A.

Demonstragdo: Note que, mddulo Id(A),

Assim,
(21, (2324 + l‘2)2] = |21, X3w4T0] + [T1, ToT3T4]
(21, (xo3 + $4)2] = [21, mow324] + [21, T47273]
(21, (422 + $3)2] = (1, T4T0x3] + (1, T3T4T2).
Como
(21, (T324 + 22)°] + [21, (w225 + 24)°] — [21, (2422 + 23)*] = O,
temos

(1, xox3my] = 0.

Para finalizar, perceba que, [zy, 2] = [z, 2]y + [y, z]. Assim, seque que,

0 = (@1, Tow324T5) = To|T1, T3x4s] + (1, To]w37 475

= [xb <752]«T3$4CU57

0 = [z12223, (T4, T5]] = 12792324, T5] — [T4, T5] 017273

= ZE1$25E3[ZE47 l’5]7

0 = [z122]x3, T4, 5] = [T122, T5][23, 4] + T122[[T3, T4, T5]
= 1122[[3, T4, T3]
= $1$2[$3, =’E4]905 — T1T2T5 [9537 $4]

= $1$2[l’3,$4]$57

0 = (22, 212324%5] = [Xg, T123)Tax5 + T123]X2, T4T5)
= [z9, x1|x3245 + 1[0, T3 TY45

= Il[l’g, $3]JI4I5.

[

O resultado abaixo exemplifica a importancia das componentes multthomogéneas defini-

das na secao anterior. Ele diz que qualquer identidade polinomial é consequéncia de uma
quantidade finita de polindmios multthomogéneos [14].
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Teorema 1.3.8. Sejam F' um corpo de caracter{stica zero e f uma identidade de uma dlgebra
A. Entdo, toda componente multihomogénea de f é uma identidade de A.

Com isso, a proposicao abaixo fornece uma restricdo aos polindmios em F(X) que sdo
suficientes para determinar todo um T-ideal.

Proposicao 1.3.9. (/74] Teorema 1.3.7) Seja f uma identidade de A de grau k. Entdo A
satisfaz uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k.

Esse resultado é conhecido como Processo de Multilineariza¢do. Sua prova é construtivel
e permite que obtenhamos uma identidade multilinear de grau menor ou iqual a k a partir de
f. Com isso, e devido ao teorema anterior, temos estabelecido que identidades polinomiais
sao consequéncias de identidades multilineares.

Para exemplificar esse processo, considere o polindmio f(xy,23) = [1,xa, x2]. Observe
que f nao é linear na varidvel x,. Escreva

h(x1, 29, x3) = f(x1, 29 + x3) — f(21,22) — f(21,23)
[x17$2+x37x2+x3] [x17$27x2] - ['I17'T37I3}
= [[z1, 2] + |21, 3], X2 + 23] — [1, T2, T2] — |21, X3, T3]
[xl)x27x3] [$17$3,w2].
Temos [x1, Tg, To| ~ [x1, T, x3] + [71, 3, T3], cOMO queriamos.

Lema 1.3.10. O polinémio [z1, x2, 22| tem como consequéncia [x1, T, T3]

Demonstracdo: Seja I = ([x1, x2, x2])7, pelo comentado acima, [x1, 29, 23] = —|[x1, T3, T9]
mod I, assim

[‘T17I27x3] == _[I17‘/I"37'T2] - [x:;,xl,fﬂg] = _[x37'r27x1] - [x17x37$2] - [x17x27$3]'

Segue que, [x1, 9, 3] = —2[x1, X9, 23] € portanto [xy, Ta, o] ~ [x1, 29, x3].
[ |
E facil ver que [T1, Tg, T3] ~ [x1, 29, 5] € assim, pelo lema anterior, A satisfaz [z, zo, 1]
se, e somente se, A satisfaz [x1, x5, x3).

Definigao 1.3.11. Seja f = f(z1,...,Zn, Y1, .-, Ym) € F(X), um polindmio linear nas
varidveis 1, ..., x,. Definimos o operador de alternancia A,, ., nasvaridveis z1,...,z,,
como sendo o polindmio

Al'l,---,xnf = Z Sgn(o-)f(xa‘ﬂ% s 7'T0'(n)7 Yty - 7ym)

UESn

Exemplo 1.3.12. O operador de alterndncia de f = x1x5 nas varidveis xy,zo é

Ay 2, 0109 = E sgn(0)Te(1)To(2) = T122 — Ty = [T1, Ta).
gESs

De forma geral, para n > 2,

Axl,...,xnxl T = Stn(mla cee 7xn)~
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Lema 1.3.13. Seja A uma algebrae f = Z sTa(1) " * To(n) Uma identidade multilinear de
O’ESn

grau n de A. Se Z o, # Z a,, entdo St, =0 em A.

UeAn O'ESn/An

Demonstragao: Se f = Z QoTo(1) " - To(n) € Uma identidade de A, entdo o operador de

O'ESn
alternancia A,, . ., f nas varidveis z1,...,x, é uma identidade de A. Note que,
Aa;1 ..... :vnf = Aan ..... Tn § UgTqs(1 E ao 21, ZnLa(l) " La(n)-
O'Esn O'ESn
Ou seja, alternar f nas varidveis xy,...,x, ¢ 0 mesmo que alternar os monémios de f nas
variaveis x1, ..., x,. Assim,

Ax17.,,7xnl‘0(1) ©To(n) = Z Sgn(T)$T(g(1)) © Tr(o(n))

TESY

= Z Sgn Sgn )$TU(1) © Tro(n)
’TGSn

= Z sgn(0)sgn(oT)Tro1) -+ Tro(n)
TESY

= sgn(o) Z SgN(0T)Tro(1) "+ * Tro(n)

TOESH

= sgn(o)St,(z1,...,Tp).

Seque que, para o € A, sgn(o) =1 e ayAq,.. 2, = 0sSt,. Como Z oy # Z oy,
UeAn O'ESn/An
temos A,, .. f = aSt,(x1,...,x,), com a # 0. Logo, St,(z1,...,2,) = 0.
[ |

Exemplo 1.3.14. Se f = [z, xo][r3, x4] — x1[wo, x3]x4 = 0 em A entdo Sty(z1, 2, x3,24) €
Id(A). De fato, basta observar que as permutagdes associadas aos mondémios de f sao (12),
(23), (34), (12)(34) e depois aplicar o resultado acima para a2y = —1, aa3) = 1, a3y = —1
€ (¥(12)(34) = 1.

Através do que fol apresentado acima vamos mostrar um resultado bastante importante
para o teorema principal dessa dissertacao.

Proposicao 1.3.15. Se uma algebra A satisfaz um polindmio da forma axy, xo|xe+pBxe[r1, 22),
coma#0, 8#0, a+8#0, a—p#0, entdo A satisfaz as identidades

[$1,1’2]$3$4, $1[$27$3]$4, $1I2[$37l‘4]-

Demonstragdo: Inicialmente, veja que, as linearizacoes de [z1,x2|xe e de ma[zy,xs] sdo,
respectivamente, [x1, Za]xs + [T1, T3]x2 € xo[xy, 23] + x3[21, 25]. Assim, mddulo Id(A),

a([z1, xolws + [21, x3)22) + B(22]21, 3] + 23[771, 22]) = 0. (1.1)
Segue que

(Ck -+ ﬁ)([%l, l‘g]%g + [3?1, 263]1’2 + $2[Q?1, 1’3] + LL’3[1’1, SL’Q]) = B([QZl, .T,’Q]l'g + [.Tl, SL’3]LL’2)+

axg[zy, 23] + x3[T1, 22)).  (1.2)
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Note que
(a+ B)([x1, x2)xs + [x1, X3) e + X2[T1, 3] + X3[T1, X)) = (v + B) |21, T2 © 23].
Assim, podemos reescrever (1.2) como
(v + B)[x1, 22 0 x3] = B([x1, T] T3 + X1, 3] T2) + v(Wa[71, T3] + T3[T71, X2)).

Somando e subtraindo a([z1, za]xs + [z1, T3]x2) + B(X2[T1, 23] + T3[71, 22]) dO lado direito,
e usando (1.1), obtemos

(a+ B)[x1,x2 0 x3] = (B — ) ([x1, 22]xs + 21, 23|22 — T3]21, T3] — Ta[T1, 23])

= (8 — a)([x1, 2, T3] + [71, X3, T2]).

Logo,
(1, 9 0 23] = a([xy, v, T3] + [21, 23, 72]) (1.3)
onde a = B+ . As duas relacoes abaixo sao imediatas de (1.1).
(21, 2o)ws + [T1, 3]y = b(22[T1, 23] + T3[X1, 22)) (1.4)
TolT1, T3] + w31, 2] = (X1, 2] T3 + 21, T3]X2) (15)
onde b = g ec= 4. Usando (1.3), obtemos

(124, X9 © 3] = a([r124, T2, T3] + [X124, T3, T2))
= Qa([:pl, Tol[x4, x3]) + [T1, T3)[T4, T2] + ax1([24, T2, T3] + [T4, T3, T2])
([$1,I2,$3] [I1,$3,$2])
= 2a([wy, zo][wa, 23] + [21, 23][24, T2]) + @1 [T4, T2 0 W3] + (71, T2 0 T3]24
[ [

= 2a([x1, za][xg, 3] + |21, T3][T4, T2]) + (X124, T2 0 4],
do qual, seque que
(21, 3|3, 4] + [T1, T4][23, 23] = 0. (1.6)
Usando (1.3) e (1.6), obtemos

(21, 3 0 (z324)] = a([[21, T2]x3, 4] + [[T1, T374], 22))

= a([z1, o, k3] + [x1, T3, 2] )t + az([x1, T2, 4] + [71, T4, T3])
+ a([z1, z3][T4, T2] + |73, 2] [71, 24])
(1, X2 0 3]y + w3]X1, T2 © T4]

= [11, 29 0 (x324)] + 2(x3[21, T2] T4 — [T3, 1] [22, T4]).

Assim,
[1, xo][x3, x4]) = x1[22, 23] 74. (1.7)

Agora, pelo Exemplo 1.3.14, temos St4(x1, x2, z3,24) = 0. Com isso, usando (1.6) e (1.7), é
facil verificar que

0 = Sty(w1, T2, k3, 24) = |11, Ta][T3, 4] = X1 [0, T3]T4. (1.8)
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Multiplicando (1.4) por z4 a direita e usando (1.8), obtemos

0= [I1,$2]$3$4 + [1'1, 1’3]1E2[E4

= [z1, To]T a3 + [T1, T3] T 40

—[171, 354]562%3 - [551,174]133552

= —2[xq, z4]a273.
O que nos da
(1, 2]x3rs = 0. (1.9)
De forma analoga, multiplicando x4 a esquerda em (1.5), obtemos
12323, 4] = 0. (1.10)

Como quer{amos.
[

Corolario 1.3.16. Se A satisfaz [x1, 23]z, isto é, 0 caso em que 5 = 0, na proposicao acima,
entdo A satisfaz [z1, xe]z3zs € X1[T0, T3] 4.

Demonstragao: Veja que na prova da proposicao anterior, (1.8) sé depende de (1.3), enquanto
(1.9) sé depende de (1.8) e (1.4).
[
Analogamente, temos o sequinte resultado.

Corolério 1.3.17. Se A satisfaz xq[z1, x5, entdo A satisfaz xyxs]xs, 4] € x1[29, 23)24.

Veremos mais abaixo que dlgebras comutativas nao nilpotentes possuem o mesmo T-ideal.
No entanto, desde que a dimensdo dessas dlgebras podem ser diferentes, percebemos ndo
haver uma nocdo de isomorfismo entre elas (isto é, uma bijecdo entre anéis que preserva
linearidade). Com isso, dlgebras ndo isomorfas podem ser estudadas de um mesmo ponto
de vista em Pl-Teoria. Ainda mais, os polindmios satisfeitos por uma determinada algebra
dialogam com a estrutura da d4lgebra, como pode ser visto no caso do polindmio [z, 2],
que s6 é identidade para algebras comutativas. Nesse contexto, podemos fixar uma algebra
A, observar seu T-ideal Id(A) e nos perguntarmos: quais algebras satisfazem todas as
identidades de A?

Definigao 1.3.18. Seja A uma F'-dlgebra. Denotamos por V = var(A) a classe de todas as
F-algebras que satisfazem todas as identidades de A e dizemos que V é a variedade gerada
por A. Perceba que, em termos de identidades

B € var(A) < Id(A) C Id(B).

Denotamos Id(V) = Id(A).
O caso em que A e B geram a mesma variedade, isto é, Id(A) = Id(B), dizemos que A
é Pl-equivalente a B e denotamos A ~p; B.

Os Teoremas de Birkhoff-Poincaré-Witt e Witt, ndo enunciados aqui, fornecem uma base
para F'(X). A proposicao abaixo, nos dd uma forma de escrever os polindmios multilineares
de F(X). Mais informacoes podem ser encontradas em [7].
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Proposicao 1.3.19. Qualquer polinémio multilinear de grau n pode ser escrito como uma
combinacao linear de polindmios do tipo

Tiy o Ty [T, ... ,xj%]/---lxll, x|
VvV Vv
Cc1 Ct

onde i; < --- < g4, 0s comutadores cy, ..., c; de pesos arbitrdrios, tais que ZZ=1 S = n.

Exemplo 1.3.20. Se A é uma élgebra comutativa e unitdria, entdo, Id(A) é gerado, como
T-ideal, por [z, z5]. De A ser comutativa, temos [z1, z5] = 0 em A, ou seja, I = ([z1,x2])r C
Id(A). Por outro lado, considere f € Id(A), a qual, pela Observacao 1.3.9, podemos supor
multilinear. Pela Proposicao 1.3.19 e pelo Exemplo 1.3.5 podemos escrever

f=axy -z, (modI).

Tomando uma avaliacdo x; = 1, para ¢ = 1,...,n em f, obtemos f = al. Como f é uma
identidade de A, temos que av = 0, ou seja, f € I. Portanto, Id(A) = ([x1, z2]) 7.

A variedade V das dlgebras comutativas com unidade é totalmente determinada pelo
polindmio [z1, 2], isto é B € V <= [z, 9] € Id(B).

1.4 A sequéncia de codimensoes

Na secao anterior, vimos que as identidades polinomiais de uma algebras sao consequén-
clas de uma quantidade finita de identidades multilineares. Dessa forma, faz-se importante
definir o espaco vetorial

P, = spanp{x,q) - Towm) | 0 € Sy},

dos polindmios multilineares de grau n. Temos que, o T-ideal de uma Pl-dlgebra é comple-
tamente determinado por

(PLNId(A))+ (PoNId(A)+ -+ (P.NId(A)+---

Assim, a dimensao de P, N Id(A) nos fornece, de certa forma, o crescimento das identidades
da algebra A, conforme n cresce.

De forma geral, determinar o T-ideal de uma dlgebra A nao é uma tarefa facil. Para
exemplificar isso, considere a dlgebra M, (F"). Drensky mostrou em [6] que o T-ideal de
My (F) é dado por {Sty, [[z1,72]?, z3])7. Contudo, para n > 3, o T-ideal de M, (F) ainda
nao é conhecido.

Para atacar esse problema de uma nova forma, em 1972, Regev [23] introduziu a chamada
sequéncia de codimensdes, via 0 espaco quociente

~P,nIdA)) T

Definigao 1.4.1. A n-ésima codimensao de A é definida por

Bu(A)

co(A) = dimp P,(A).

Além disso, se V = var(A) definimos ¢,(V) = ¢,(A), n > 1, a n-ésima codimensdo da
variedade V.
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Observe que A é uma Pl-algebra se, e somente se, dimp P, (A) < n!, para algum n.

Exemplo 1.4.2. Seja A uma élgebra comutativa e unitdria. Do Exemplo 13.20, Id(A) =
([x1, z2))r e {z1- - x,} é uma base de P, médulo P,NId(A). Desse modo, ¢,(A) = 1, para
todo n > 1.

Exemplo 1.4.3. Se A é uma algebra nilpotente de (ndice m entdo, qualquer mondmio de P,
contendo pelo menos m varidveis é uma identidade de A. Assim sendo, ¢,,(A) = 0, para todo
n > m. Note que, se A é uma Pl-4lgebra nao nilpotente, entdo ¢, (A) # 0 para n > 1.

Exemplo 1.4.4. Se A é uma dlgebra satisfazendo as identidades [x1, za|x3xs, T1[T2, x3)T4 €
T1xo]r324), entdo ¢,(A) < 1, para cada n > 4. Note que, médulo o T-ideal gerado por tais
identidades, qualquer polindmio multilinear de grau n > 4 se reduz a x5 - - - T,

Exemplo 1.4.5. Se A é uma dlgebra satisfazendo [z, 23], entdo, usando o Lema 1.3.7, ¢, (A) <
1, paran > 5.

A proposicao abaixo compara sequéncias de codimensdes via dlgebras numa variedade.
Proposicao 1.4.6.

1. Se B € var(A) entdo ¢,(B) < ¢,(A), para todo n > 1.

2. Se Id(A) C Id(B) e, para todo n > 0, ¢,(A) = ¢,(B) entdo A ~p; B.
Demonstracao:

1. Se B € war(A) entdo Id(A) C Id(B), logo (P, N Id(A)) C (P, N Id(B)), o que
garante ¢,(B) < ¢,(A), para cada n > 1.

2. Temos, (P, NId(A)) C (P,N1d(B)) e assim P,(B) C P,(A). Como ¢,(A) = c,(B)
entdo P,(B) = P,(A).

[
Em 1973, Krakowski e Regev [20] determinaram o T-ideal da algebra de Grassmann e
exibiram sua sequéncia de codimensoes.

Teorema 1.4.7. Seja G a Grassmann de dimensdo infinita. Entdo, Id(G) = ([z1, 2, x3))1 €
co(G) = 2771, para todo n > 1.

P,.NI
1d(G), portanto I C Id(G). Com isso, observamos que

Demonstracdo: Sejam I = ([xq, 29, 23]} € P,(I) = - Pelo Exemplo 1.2.9, [z1, g, 23] €

cn(G) < dimp P, (I).

Para a igualdade, considere g € P,. Pela Proposicao 1.3.19, mddulo I, g é combinacao linear
de elementos da forma:

Liy = L, [leﬂxh] T [xj2m717xj27n]7
onde i1 < -++ < iy, 7+ 2m = n. Também podemos supor j1 < J2, ..., Jom—1 < Jom. Além
disso, observe que, para todos a,b,c,d € F(X), temos satisfeitas as seguintes relagées:

1. la,b,[c,d]] = [a,b][c,d] — [e,d][a, b];
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2. [a,c][b,d] = —[a,b][c,d] + [ab, c,d] + [ac,b,d] — [a,b,d]c — |a, c,d]b.

Isto é, médulo I, comutadores de peso 2 comutam e as varidveis nesses produtos podem
ser trocadas de lugar a menos de sinais. Com isso, podemos considerar

J1<J2<7J3<...<jom-

Existem entdo, 2"~ elementos da forma desejada e assim, uma base de P,(I) tem no
maximo 2"~ ! elementos. Isto &,

cn(G) < dimp P, (1) < 2771

Vamos ver que tais elementos sdo linearmente independentes modulo Id(G).
Para isso, tome

h = Zasxil © Ty [mjlv'rjé] T [xj2m717xj2m] =0 mod Id<g)7

ses

onde S consiste em todas as n-uplas (i1,...,%,j1,-..,jom) Satisfazendo iy < -+ < i,
J1 < Jo < j3 < --- < Jom er+2m =n. Suponha por absurdo que exista um coeficiente
ay ndo nulo, onde s = (i1,... 9, J1, -y Jomr) €5, 11 < -+ <, 7' +2m' =n, j; < jo <
Js < -+ < joms, com §" escolhido de forma que a quantidade de elementos {ji, ..., Jom } S€ja
a menor possivel. Considere a avaliagdo z;, = ---=x;, = 1 e x;, = ¢, onde 1 <1 < 2m/.
Obtemos

2m/ocs/€1 ce e Comt .

Desde que h =0, devemos ter aoy = 0, uma contradicdo. Segue que
2" < ,(G) < dimp Py (1) < 2",
0 que resulta ¢,(G) = 2" ! e Id(G) = ([x1, T2, x3]) 7. |

Observagdo 1.4.8. Pelo Lema 1.3.10, se uma algebra A admite a identidade [z1, x5, 2] entdo
A € var(G) e, pela Proposicao 1.4.6, ¢,(A) < ¢,(G), para cada n > 1.

Teorema 1.4.9. Considere a dlgebra M, abaixo,

My = | a,b,c,d € F

o O 2
o oo
S a0

Vamos ver que Id(My) = ([z1, x2|xsx4)r € que ¢, (My) =n(n — 1), paran > 4.

Demonstracao: E facil ver que o polindmio [z, zs]asxy é identidade para My e que M,
nao possui identidades multilineares de grau menor que 4. Considere I = ([x1, za]x3x4)7.
A identidade [z, zs]z3z4 significa que, médulo I, qualquer polindmio multilinear em pelo
menos 4 varidveis tem sempre as primeiras posicoes ordenadas e as duas Ultimas livres. Com
isso, f € P, se reduz a

n
f = Z Oé,;j(l,’il e l’z‘n72l’il’j (mod I)
i,j=1,
i#j
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Assim, ¢, (My) < n(n —1). Vamos ver que para cada i,j = 1,...,n, i # j, os mondmios
Ti, -+ X, ,x;x; sdo linearmente independentes médulo Id(M,). Considere

f= Z Q% - T, iy =00 (mod Id(My)).
ij=1
ij#j

Agora, fixe l,] e tome Tjy = " = T4, o, = €11, Tj = €12 € Tj = €23. Como €11€12€23 = €13
e f = a;,e13 =0 temos o;; = 0. Variando a escolha de 1, j, teremos «; ; = 0, para cada

ij=1,...nei#j.
Com isso, mostramos que ¢, (My) = n(n—1) e Id(My) = ([x1, x2]xs24)7, COMO queriamos.
[

O teorema abaixo seque de forma completamente similar ao que fot apresentado acima.

Teorema 1.4.10. Considere a dlgebra M5 abaixo,

0
Ms = 0
0

o O 2

b
cllabec,deF
d

Entdo Id(Ms) = (z123]x3, 24]) 7 € ¢(M5) = n(n — 1), para n > 4.

Os dois teoremas acima sao de autoria de Giambruno e La Mattina e podem ser vistos
em [9].
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Capitulo 2

O calculo das multiplicidades

O objetivo desse capitulo é apresentar uma ferramenta efetiva para o calculo das multi-
pliciddades que aparecem no n-ésimo cocaracter de uma dada Pl-dlgebra.

2.1 Representacoes de 5,

Nesta secdo estudaremos as representacdes do grupo simétrico S, através da teoria de-
senvolvida por Alfred Young. Essa teoria é de grande importancia no estudo de Pl-dlgebras
e pode ser vista com mais detalhes em [24].

Seja n > 1 um inteiro, uma particdo A de m é uma sequéncia finita de inteiros A =
(A1,...,A) talque Ay > -~ > X\, >0e > | \; =n. Escrevemos A - n.

Exemplo 211. A= (4,1, 1) F6e p=(52,1,1) - 9.
Observagao 2.1.2. Quando A; = -+ - = A\j1j_1 escrevemos A = (A, ..., A1, )\{, Aigj s Ak)-

Lembre-se que, dada uma permutacdo a € S,, a pode ser escrita unicamente como
produto de ciclos disjuntos, a menos da ordem dos fatores. Assim, se a € S, e a =
(@11 -+ -agn,) - (ap...a.,) é uma decomposicdo em ciclos disjuntos com Ay > Ay > -+ >
A dizemos que (A, Xa,...,\.) é a estrutura ciclica de a. E fato que, duas permutacées
em S, sdo conjugadas se, e somente se, possuem a mesma estrutura ciclica. Isto é, as clas-
ses de conjugacdo de .S, sdo caracterizadas por suas estruturas ciclicas. Assim, a particao
A = (A, A, ..., \,) determina unicamente a classe de conjugacao de . Temos entdo uma
relacao biunivoca entre as particoes de n e as classes de conjugacao de .S,,. Agora, desde
que o numero de S,-caracteres irredutiveis é igual ao nimero de classes de conjugacao de
Sp, 0s caracteres irredutiveis de S,, podem ser indexados por particdes de n.

Em suma, ao considerarmos F' um corpo de caracteristica zero e algebricamente fechado,
a algebra de grupo F'S,, tem uma decomposicdo dada por

FS, =@ L= M, (F),

AFn AFn

onde I, é um ideal bilateral minimal e d) é a dimensdo de I,. Para mais detalhes, consulte
o Caplitulo 2 de [4].

Dada uma particao A = (Aq,...,\,) F n, associamos um diagrama que consiste de A\;
boxes na primeira linha, A2 boxes na segunda linha, e assim por diante. Dizemos que esse é
o diagrama de Young associado a A e denotamos D).
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Exemplo 2.1.3. Para A = (4,2,1) -7 e p=(2,1) I 3 temos

Dado um diagrama de Young do tipo A F n, chamaremos de altura de \ a quantidade de
boxes na primeira coluna de D). Denotaremos a altura de A por h(\). Perceba que a altura
é simplesmente a quantidade de fatores que aparecem na particdo .

Para uma particdo A - n consideramos X' = (A}, ..., \)) F n, onde A, é a quantidade de
boxes na coluna i de A\. Dizemos que )\ é a particao conjugada de \. Perceba que as linhas
do diagrama D,/ consiste nas colunas de D,.

Exemplo 2.1.4. Para A = (4,2,1) temos X' = (3,2,1,1) e

_DA/ -

Assim, h(A) =3 e h(XN) =4.

Uma tabela de Young T é um preenchimento dos boxes de D, com os inteiros 1,2, ..., n.
Podemos também escrever Ty = D, (a;;), onde a;; é o inteiro localizado na linha i e coluna
Jj, isto é no box (7, 7).

Exemplo 2.1.5. Para A = (2,1) temos as tabelas T como

173 [172] [273]
T = Ty =15 Ty =
[2]7] [372] [3]7]
T, =5 Ty == Ty =5

sdo todas as tabelas do tipo A. Perceba que a quantidade de tabelas do tipo A = n é nl.

Definigao 2.1.6. Uma tabela T do tipo A F n é dita standard se os inteiros 1,...,n sdo
colocados de forma crescente de cima para baixo e da esquerda para a direita.

Exemplo 2.1.7. As tabelas 77 e T5 acima sao standard enquanto as demais ndo sao.

O grau dos S,,-caracteres irredutiveis estao associados as tabelas standard, como podemos
ver no teorema abaixo [24].

Teorema 2.1.8. Seja ¢, a representacao irredutivel associada a A, entdo seu grau dy é
exatamente a quantidade de tabelas standard do tipo A.

Definigao 2.1.9. Seja D, um diagrama do tipo A - n. Definimos o gancho do box (7, j) como
sendo a soma da quantidade de boxes a direita de (4,j) com a quantidade de boxes abaixo
de (4, j) mais 1. Denotamos o gancho de (i, j) por hy;.

Exemplo 2.1.10. Para A = (4,2,1) - 7, preenchemos cada box com o seu respectivo gancho.

6T4]2]7]
Dy=|3]1
1
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O célculo explicito de dy é a conhecida Férmula do Gancho, que serd apresentada a
seguir e que pode ser consultada em [24] Teorema 2.3.21.

Teorema 2.1.11. (Férmula do Gancho). Seja A = n e Dy o diagrama de Young associado.
Entdo

n!
dy =
Hi,j hij
onde h;; é o gancho do box (i, j).
Exemplo 2.1.12.
1. Pelo Exemplo 2.1.10,
7!
dazn =535 =%

2. Para A = (n), temos

Dwm=[1T1-—T117,

n!
iy = — 1.
™ n—1)--2-1

3. Para A = (k,1"7%) temos

D(]%lnfk) -

e entao, seque que

n! (n—1)! n—1
W = k=i =R k=Dl —1— (k= 1)} ( b1 ) |

Dado A F n vamos definir importantes subgrupos de S,, definidos a partir de uma tabela
de Young 7).

Definigao 2.1.13. Se A = (A\y,...,A\.) F n, o subgrupo estabilizador-linha de uma tabela
de Young T é dado pelo subgrupo de S,

RT)\ - S)\l (a117a127 s 7a1>\1) X X S}\r (a'f'17a’f'27 s 7a7')\r)

onde Sy, (a1, @iz, - - ., a;y,) denota o grupo simétrico agindo sobre os inteiros a;1, @z, - . . , Gy,
O subgrupo estabilizador-coluna é dado por

OT/\ = S/\/l (alh asy, - - - 7a)\'11) X X S)\’S (al)\la A2)y5 - - - 7a)\’5)\1)
onde N = (\},...,\,) é a particdo conjugada de .

Note que Ry, permuta os elementos nas linhas de T\ e Cr, permuta os elementos nas
colunas de T).
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Exemplo 2.1.14. Considere a particao (4,2,1) e a tabela

T14]5](7]
T2y =|31]6
2

Temos RT)\ = 34(1,4, 5, 7) X SQ(S, 6) X 51(2) e CTA = 53(1,3, 2) X 52(4,6) X Sl<5) X 51(7)

Nosso objetivo agora é definir um elemento em F'S,, que gere os ideais minimais a
esquerda de F'S,. Para isso, fixemos uma particdo A = n e uma tabela de Young Tj,
definimos o elemento e, € F'S,, como

er, = Z Z sgn(T)oT,

O'ERT)\ TGCT)\

. ; SRS L2
Pode-se provar que o elemento e, é um idempotente essencial, isto é, e7, = aer,, onde

! € . Iy .
a=g €F. Agora, como a € F' temos que ep, e % geram o mesmo ideal a esquerda, isto

; er
e, FSneT)\ = FSnTA

Exemplo 2.1.15. Considere a tabela T} ;) abaixo e calculemos o idempotente essencial €T
associado.

73]
IAEa

Temos que, Rr, ) = 52(13) = {1,(13)} e Cr,,, = 52(1,2) = {1,(12)}. Assim,

Tio) =

ety = 1+ (13) — (12) — (13)(12) = 1+ (13) — (12) — (123).

Dada uma particao A = n, o grupo simétrico S,, age sobre conjunto das tabelas de Young
do tipo A da seguinte maneira: se o € S, e Ty = D, (a;;) entdo o1y = D, (o (ai;)).

Exemplo 2.1.16. Considere a tabela T(41) abaixo e o = (15462), entdo

114]5]7] 5[674]7]
Tupy =36 v 0Tupy =32
2 1

Agora, veremos que duas tabelas de Young do mesmo tipo geram ideais minimais a
esquerda isomorfos.

Afirmamos que se A = n e o € S, entdo e,p, = aeTxo_l. De fato, considerando
{b1,...,b,} C {ay,...,a} en = (by...b.) um r—ciclo em Sy entdo (o (by)...0 (b)) =
ono~t. Assim,

S (o(ay),...,o(ar)) = oSk (al,...,a1)0 "
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Com isso, Ryr, = cRr,0™' e Cor, = 0Cr,07 %, logo

oep,o =0 E E (sgnt)pr | o7t = E opo? g (senoro™!)oro™!
pERT)\ TECT)\ pERT)\ TECT)\
- ) smn
pIGURT)\O'_l T'€0Cr, 0~ 1
= (sgnt’) 7’
P ERUT)\ T'eC, oT
= (sgnt')

P GRUTA T ECC’T}\
= €Ty -

Seque que, se Ty e T} sdo duas tabelas do mesmo tipo entdo 75 = o7}, para algum
o € Sy, 0 que implica ery = e,r, = oep,0~". Portanto

FSneT* = FS,oer,0 " = FSyero -1

Assim, a funcao
¢ : FSneT)\ — FSneT;f

a+— ao !

determina um isomorfismo de F'S,,-médulos entre F'Syep, e FSneT;. Pode-se provar também
que F'S,er, é um ideal a esquerda minimal de F'S,. Com isso, temos o sequinte resultado.

Proposicao 2.1.17. Para qualquer tabela de Young 7 do tipo A - n, o elemento e, é um
idempotente essencial minimal de F'S,, e F'Sy,er, é um ideal a esquerda minimal de F'S,, com
caracter x». Se Ty e Ty sdo tabelas de Young do mesmo tipo entdo ez, e ery sao conjugados
em F'S,, através de algum o € S,,. Além disso, aeTAa_l = €, .

Obtemos também uma decomposicdo para os ideais bilaterais minimais I que aparecem
na decomposicao de F'S,,.

Proposicao 2.1.18. Seja I, o ideal bilateral minimal de F'S,, correspondente a particao

A Fn. Entao
[/\ = Z FSneT,\7
Ty
onde a soma percorre todas as tabelas de Young do tipo A. Ainda, se T,...,T};, sao todas

as tabelas standard do tipo A, entao

2.2 O cocaracter de uma Pl-algebra

Na Secdo 1.3, vimos a importancia do espaco P,, dos polindmios multinineares de grau n,
para uma Pl-dlgebra A. Em particular, o espaco P,(A) possibilita o estudo do crescimento
das identidades polinomiais de A conforme n cresce.
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Vamos agora fixar o inteiro n e estudar o espago P,(A) visto como S,-médulo. Inici-
almente, perceba que existe um isomorfismo de espacos vetoriais entre P, e F'S,. De fato,
considere ¢ definida por

¢ FS, — P,
ZJESn Qg0 ZUESn AoTo(1) """ Lo(n)

Este isomorfismo torna P, um S,-médulo. Onde a acdo a esquerda de .S,, em P, é dada pela
permutacao das varidveis de um polindémio. Isto é, se f(z1,...,x,) € P, e 0 € S,, temos
que

o-f(xy,...,zn)=f (xg(l),...,xa(n)) .

Considere uma Pl-dlgebra A e Id(A) o T-ideal das identidades. Sabemos que, dado
flzy,...,x,) € Id(A), temos f(g1,...,9n) € Id(A), para g1,...,9, € F(X). Assim, se f é
uma identidade multilinear de A, o polindmio o - f é também uma identidade multilinear de
A. Isto é, P, N Id(A) é um S,-médulo a esquerda de P,. Portanto

P

Fuld) = 55 1d(A)

tem uma estrutura de S,,-mddulo a esquerda.

Perceba que, para se obter uma decomposicdao de F'S,, em termos de ideais bilaterais
associados as particoes A F n, utilizamos o fato de F' ser um corpo algebricamente fechado.
Assim, uma decomposicao desse tipo para o S,-mddulo P,(A) sé faz sentido com as deter-
minadas hipdteses sobre F. Contudo em [14], é provado que a sequéncia de codimensdes de
uma F-algebra A pode ser considerada, sem perda de generalidade, sobre um corpo alge-
bricamente fechado, que ndo haverd alteracdo. Seque que, pela teoria de representacdes de
Sy, podemos considerar o S,-caracter associado a P, (A).

Defini¢do 2.2.1. Para n > 1, o S,,-caracter de P,(A) é chamado o n-ésimo cocaracter de
A e é denotado por x,,(A), cuja a decomposicdo em caracteres irredutiveis é dado por

Xn(A) = Z MAXA

AFn

onde x\ é o S,-caracter irredutivel associado a A = n e m) a sua respectiva multiplicidade.
Em termos de variedades, se V = var(A), definimos o n-ésimo cocaracter associado a V

por Xn(v) = Xn(A)

Como vimos na secao anterior a algebra de grupo F'S,, pode ser decomposta em ideais
bilaterais minimais da seguinte forma

FS, = @IA.

AFn

Por outro lado, se T denota o conjunto de todas as tabelas standard do tipo A, pela Proposicao
2.1.18, cada I, se decompde como

I)\ = Z FSneTA = ‘i‘TeTFSneT.

Ty

Agrupando os mdédulos isomorfos e chamando M, = FS,er,, temos que Iy = d\M,.
Portanto,
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FS, = ().

AFn
Lembrando que P, N Id(A) é um S,-submédulo de P,, temos

P,=J& (P,NI1dA)),
nde J = P, (A), com isso, temos o lema abaixo provado.

Lema 2.2.2. Se d, denota o grau do caracter associado a A em F'S,, e xn(A) = >y, MaXa
0 n-ésimo cocaracter de A, entdo my < d,.

O teorema abaixo fornece uma condicao necessdria e suficiente para que a multiplicidade
my no n-ésimo cocaracter de A seja diferente de zero.

Teorema 2.2.3. Seja A uma Pl-algebra com n-ésimo cocaracter x,(A). Para uma particdo
p = n, a multiplicidade m,, é igual a zero se, e somente se, para qualquer tabela de Young
T}, do tipo p e qualquer polinémio multilinear f = f (x1,...,xy), temos eg, f = 0.

Demonstragdo: Fixando p = n temos I, P, (A) como

L,P,(A) =1, (EB m,\M,\> = P maL M,
Arn
Agora, m, = 0 se, e s6 se, [,P,(A) = {0}. De fato, como I, My C I,I\ seque que
I, M, = {0} se u # X Portanto, 1,P,(A) = m,I, M, Uma vez que eg, € I, e, € M,, e
ez, # 0 temos que I, M, # {0} e assim [, P,(A) = {0} se, e somente se, m,, = 0.
Por outro lado, temos claramente que I, P,(A) = {0} se, e somente se, I, P, C P,NId(A),
ou seja, se e somente se

> FSyer, | P, € PN Id(A).
Ty

Por sua vez, isso acontece se, e somente se, eTMf € Id(A) para todo f € P, e toda tabela
T, do tipo p. O que finaliza a prova.
|

Exemplo 2.2.4. Se A é uma é4lgebra comutativa e unitaria, entdo pelo Exemplo 1.4.2, ¢, (A) =
1. Vamos ver que, o Unico caracter irredutivel que aparece em x,,(A) é x(n). De fato, considere
a particao (n) = n, o polinémio f = f(xy1,...,x,) =21 ---x, € a tabela

Tw=[1]2] - |n]

Temos que eT(n)f = ZUESn To(1) "+ To(n) NA0 é uma identidade de A. Portanto, m,) > 1.
Além disso, pelo item 2 do Exemplo 2.1.12, temos que d,) = 1. Assim,

1=c(A) = Zm,\d,\ > M) = M) 2> 1
AFn

LOgO, Mmp) = Le Xn(A) = X(n)-
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Considere a algebra de Grassmann G. Vimos no Teorema 1.4.7 que 1d(G) = ([x1, 2, z2]) 1
e ¢,(G) = 2""1. Vamos provar no lema abaixo que as multiplicidades associadas as particoes
(k,1"7%) sdo nao nulas em x,(G).

Lema 2.2.5. Seja G a 4lgebra de Grassmann e A = (k,1"7%)  n, entdo para cada k =
1,...,n temos my # 0.

Demonstragdo: Pelo Teorema 2.2.3, basta exibir uma tabela de Young do tipo A = (k, 1"7%)
e um polinomio multilinear f tal que eq, f # 0. Considere a tabela abaixo

1 2 | | k |
k+1
T(k71n—k) -
n
e o polindmio f = f(xy,...,2,) = x1---x,. Temos que, Ry, = Sp(1,...,k) e Cp, =

Sp—kr1(Lk+1,...,n—1,n). Assim,

er, f = Z o Z (sgn7)T | 212

U’GRTA TECT/\

= (Z U) Z (Sgn 7)1’7(1)1'2 XL r(k+1) T Tr(n)
TESn—k+l(

€Sk 1,k+1,...,n—1,n)
Vamos agora substituir x4, ...,x, por Zi,...,Z,, respectivamente, onde
Ty =€1,Tkt1 = €2, .., Tn = Cp_f+1
Ty = €n—k+2€n—k+3, T3 = €n—k+4€n—k+5,- -+ Tk = €ntk—26ntk—1-
Note que Z9,Z3,...,Tf € G e X1, Thily---, Ty € GW. Portanto Zs, T3, ..., T SA0
elementos centrais e Z1, Tg41, - . -, T Sa0 elementos que anti-comutam. Desta forma, obtemos

en (T1,...,%n) = (Z U) Ty T Z SgN(T)Tr(1)Tr(e41) * * * Tr(n)

oES TESn_k+1(1,k+1,...7n—1,n)

N

-~

Note que (%) é igual a k!Zy--- T e (xx) é igual a (n —k+1)!Z1Zx41 - - - T, Segue entdo
que

en f(Z1, .., Tp) = (n—k+ D)klZy - - 2T Tppr - - - Ty

=n—k+ )T 1Tk Ty Tp

= (n —k+ 1)!]€!€1€2 tenkt1€n—k42€n— k43" ntk—2€nik—1 7 0.

O teorema abaixo fornece o calculo do n-ésimo cocaracter de G.
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Teorema 2.2.6. O n-ésimo cocaracter da algebra de Grassmann G é dado por

Xa(G) =) Xgein-»)-
h=1

Demonstragao: Pelo item 3 do Exemplo 2.1.12, temos

n—1
d(k,l"*k) - ( l{/’ N 1 ) 5
e como my < dy temos

cn(9) = ZmAXA(l) = ZmAdA > Zd(mn*l)-
1

AFn AFn k=

Assim, desde que ¢,(G) =2""1 e

segue que

3

Xn(G) = X(kan—Fk)

[

Perceba que, de forma geral, a estrutura de S,,-médulo de P,,(A) ndo fornece uma maneira

efetiva de calcular as multiplicidades no n-ésimo cocaracter de uma Pl-dlgebra A. Vamos
ver mais um exemplo de cdlculo de multiplicidades, agora para um n fixo.

Exemplo 2.2.7. Considere a algebra M, abaixo e n =3

M,y = | a,b,c,d € F

o O
e QO

b
0
0

Temos que,
X3(M1) = me)X@) + menXen + mas)xas)-

Veja que se m(3) e m(s) forem diferentes de zero, entdo devem ser 1, pela limitagdo do
grau do caracter associado. Vamos ver que, de fato m3) = 1 = m3).
Para a particdo (3) considere a tabela

T =

e o polindmio f = f(xy,z2,x3) = x1293. Temos que Ry, = S3e Cr, = {1}. Assim,

€1y f = Z To(1)To(2)To(3)-

oc€Ss3

Tomando x; = e11 + e33, para i = 1,2, 3, temos

et f(e11 + €33, e11 + ez, €11 + e33) = 6(enn + e33) # 0.
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Portanto, m3) = 1.
Para a particdo (1), considere a tabela

1
T(13) — 2
3

e o polindmio f = f(xy, z2,x3) = x1293. Temos que Ry, = {1} e Cr,p) = S3. Assim,

€15, f = Z(sgnT)xT(l)xT(g)xT(g,) = St3(x1, 2, x3).
TES3

Tomando x1 = e11 + €33, 79 = €12 € T3 = €33, temos
€T(13)f(€11 + €33, €12, €23) = 2e13 # 0.

Portanto, ms) = 1.
Para a particdo (2,1), considere a tabela

73]
2

Tion) =

e o polindmio f = f(xy, z2,x3) = x12973. Pelo Exemplo 2.1.15, temos
€1y =1 — (12) + (13) — (123).
Assim,
eT(zyl)f = T1X9T3 — To2X1T3 + T3LoX1 — ToX3Xq.

Tomando T1 = €11 + €33, L9 = €12 € T3 = €23 temos

6T<2,1)f(€11 + €33, €23, 612) =e3 # 0.

Portanto, m 21y # 0. Pela férmula do gancho d(s1) = 2 e assim, m 1) € {1,2}.
2.3 Representacoes de GL,,

Na secao anterior vimos que a agao de S,, sobre P,(A) possibilita escrever o n-ésimo
cocaracter de uma Pl-dlgebra como

Xn(A) = Z MxX A,

AFn

onde x» é o S,-caracter associado a particdo A e m, sua respectiva multiplicidade. No
entanto, dada uma Pl-algebra, obter o cdlculo efetivo de suas multipliciddades nao é uma
tarefa facil, por exemplo, em 2.2.7, nao foi possivel dizer se m;) era 1 ou 2. Nessa se¢ao
apresentaremos a teoria de GL,,-mddulos e a relacionaremos a Pl-Teoria. Veremos que um
determinado G'L,,-mddulo fornece o célculo das multiplicidades my em x,(A). Para mais
detalhes e para as demonstracées aqui ndo provadas, sugerimos a referéncia [7] que, na Secédo
12.4 contempla a teoria detalhada.
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Definigao 2.3.1. Seja ¢ : GL,,(F) — GL4(F) uma representacdo do grupo GL,,(F), para
algum s € N. Dizemos que a representacdo ¢ é polinomial se cada entrada de ¢(g) é um
polinémio envolvendo as entradas de g € GL,,(F'). Uma representacao polinomial ¢ é dita
homogénea de grau d se as entradas de ¢(g) forem polinémios homogéneos de grau d nas
entradas de g € GL,,(F).

Dizemos que um G L,,(F)-médulo é polinomial (homogéneo) se a representacao corres-
pondente for polinomial (homogénea).

Nessa secdo, estamos interessados em G L,,(F)-mddulos polinomiats, por isso, chamare-
mos simplesmente G'L,,(F')-modulos, quando estes forem polinomiais. Além disso, F' denota
um corpo de caracteristica zero e escreveremos G L,,(F') simplesmente como G L,,.

Denote por U, o F-espaco vetorial gerado por xi,...,&m, Fp, = F{xy, -+ ,z,) a
algebra livre, livremente gerada por zy, ..., z,, e F" o subespaco dos polinémios homogéneos
de grau n em F,,. Podemos identificar F},, como sendo um subespaco de F(X).

O grupo GL,, =2 GL (U,,) age naturalmente a esquerda no espaco U, e essa acdo pode
ser estendida para o espaco F), da sequinte forma: dado um mondémio z;, ---x;, € F,, e
geGL,

g (xiy - wy) = g(xiy) - g(x,).

Com essa agao, £, é um G'L,,-médulo a esquerda. Note que, GL,,, age sobre o subespaco
FE tornando-o um GL,,-mddulo. Além disso, dada uma Pl-élgebra A, f € Id(A) e g € GL,,
temos

gf(xla cee 756”) = f(g(x1)7 cee ,g(xn)) = 07

o que torna F,,, N Id(A) invariante sob a acao de GL,,. O mesmo acontece se considerarmos
o subespaco F. Assim, temos o sequinte resultado:

Proposicao 2.3.2. A componente homogénea de grau n, " é um GL,,-mddulo e

F.=@PF;

n>0

E, para cada T-ideal T' C F(X), temos que F,,, NT e F" NT sdo GL,,-submddulos de F,,.

Também é possivel mostrar que cada GL,,-submédulo W C F,,, é soma direta das com-
ponentes homogéneas W N F.

Teorema 2.3.3. Os G L,,-mddulos e os S,-mddulos se relaclonam da seguinte maneira:

1. Quaisquer GL,,-mddulos irredutiveis de grau n > 0 estao (a menos de isomorfismo)
em correspondéncia biunivoca com as partices A - n. Denota-se por W,,(A) o GL,,-
modulo irredutivel associado a A.

2. Seja A uma particao de n. O GL,,-médulo W;,,(\) é isomorfo a um submédulo de F.
O GL,,-médulo F” admite decomposicao

Fp =) daW(N)

em que dy é a dimensao do S,-mddulo irredutivel associado a particdo A cuja altura
no diagrama de Young associado ndo é maior que m.
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Dada uma particdo A = (Aq,...,Ax) F n, definimos h;(A) como a quantidade de boxes
na i-ésima coluna de D), isto é, a altura da i-ésima coluna em D,. Definimos o polindmio
sy em I, por

A1
Sx = Sx (*%17 s 7xhi()\)) = H Sthz()\) (xla s axhi()\)> )
=1

onde Stn,n) (21, ..., Tn,n)) € 0 polindmio standard de grau h;(A).

O resultado abaixo fornece um método de gerar os GL,,-submddulos de F), bem como
uma condicdo sob os submddulos irredutiveis via os geradores. Além disso, define um impor-
tante polindmio na Pl-Teoria, o chamado vetor de altura méxima.

Teorema 2.3.4. ([7] Teorema 12.4.12) Seja A = (A1, -+, A\x) F n cuja a altura no diagrama
de Young associado nao ultrapasse m e sy o polindmio acima. As sequintes afirmacées sdo
verdadeiras:

1. O elemento s, gera um GL,,-médulo irredutivel isomorfo a W, ().

2. Cada GL,,-moédulo irredutivel W C F}, com W ~ W,,,(\), é gerado por um elemento
nao nulo da forma

f)\ (Ila e 7'rhi()\)) = Sx (‘/I“l" o thi()\)) (Z a00> )

O'ESn

onde a, € F' e a acado a direita de S, é dada por

Liy * " X4,0 1= Ty Ty

o) o(n)

Chamamos o elemento f, de vetor de altura maxima de W. A menos de constante
multiplicativa, fy é Unico e estd contido no espaco unidimensional dos elementos multi-
homogéneos de multigrau (A, ..., A\x) em W.

3. Se dois GL,,-submédulos W', W” de F” sao isomorfos a W,,(A), com f" e f” os
vetores de altura mdxima, respectivamente, entdo cada aplicacao ¢, : f* — af”, para
cada a € F,« # 0, pode ser estendido unicamente a um isomorfismo de G L,,-mddulos.
Cada isomorfismo W’ ~ W" é obtido desta maneira.

A acdo a direita definida no item 2 do teorema acima permuta os lugares das varidveis.
Com isso, se f é uma identidade multilinear de A e o € S, ndo é verdade que fo € Id(A).
Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 2.3.5. ]J& sabemos que o polindmio f = [z, xs|zsz, é identidade para a dlgebra
M, definida no Teorema 1.4.9. Considere a permutagdo o = (23), temos

fo =[x, xa|x3040 = T1237274 — Tox3T174
Tome T1 = €11, T9g = €12, T3 = €11 € T4 = €93, entao f(@ll, 612,611,623)0' = €13 7é 0.

Exemplo 2.3.6. Sejam > 2 e A = (2,1). Sabemos, pela formula do gancho, que d) = 2 em
FS,. Pelo teorema 233, W,,(\) participa da decomposicdo de F3 com multiplicidade 2. O
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vetor de altura méxima s, gera um G L,,-médulo irredutivel W’ isomorfo a W,,,(\), e é dado
por
fi = sy = Sta(w1, 22) 21 = [11, W] 21

Agora, tome o = (13). Temos
fo = sa0 = —x1[x1, 23]

O GL,,-médulo W" gerado por fs é isomorfo a W,,,(A). Desde que, f; e fo sdo Unicos, a
menos de constante multiplicativa, e sdo linearmente independentes, obtemos W/NW" = {0}
e entdo W’ & W é uma soma direta. Logo, W' e W” participam da decomposicao de F3.

Como todos os G L,,-isomorfismos de W’ e W” sdo dados por f; — afs, para a # 0,
temos que W = W,,,(\) estd contido em W’ @ W”. Portanto, o vetor de altura maxima w de

W é dado por w = Bf1 +~vfa (B,7) # (0,0).

Pelo item 2 do Teorema 2.3.3, a multiplicidade de W,,(\) em F é igual a dimenséo
dy do S,-modulo irredutivel correspondente a particdao A em F'S,. Entdo cada submddulo
W = W,,(\) estd contido em uma soma direta de d) cdpias de W,,,(A). A pergunta agora é
como determinar esses d, vetores de altura maxima.

Antes de apresentarmos o resultado que fornece os dy vetores de altura maxima, vamos
definir a chamada tabela inicial T' como a tabela de Young do tipo A cujos elementos 1,...,n
sao colocados de forma crescente de cima para baixo, coluna a coluna. E claro que, dada
uma tabela de Young T do tipo A, existe uma Unica permutacdo que transforma 7" em T.

Proposicao 2.3.7. (/7] Proposi¢do 12.4.14) Seja A = n e W,,(\) C F, entdo o vetor de altura
maxima fy de W,,(\) pode ser expresso unicamente como combinacdo linear de polindmios
7, = syo~!, onde Ty é uma tabela standard e ¢ ¢ a Unica permutacdo que transforma T)

em T.

O resultado acima fornece um método de obter os geradores de cada W,,(\) a partir
do vetor de altura méxima associado a tabela iniclal T, observando a sua transformacdo em
tabelas standard via a acdo de S,,.

Como as tabelas standard do tipo A sdo dadas a partir do diagrama de A, escrevemos f7,
simplesmente como f{ ou fr,.

Exemplo 2.3.8. Para a particdo (2,1) temos as tabelas standard

Z. 713
Ty = |

@23 |1 2|
5 T(2,1) =3 )

Cujo os vetores de altura maxima sdo respectivamente

id .
f(2,1) = [z1, Ta]21(id) = 717271 — T2T1 71
o) = 23) =
f(2,1) = 21, 22]21(23) = 212125 — 27121
Como vimos anteriormente, G L,,,-submddulos isomorfos sdo precisamente obtidos por uma
combinacdo linear de seus vetores de altura maxima. Para expressarmos os isomorfos dife-

rentes devemos obter uma combinacao linearmente independente. Assim:
Corolario 2.3.9. Se A é uma Pl-dlgebra, entdo para n > m, o espaco

Fn
Fn A — m
m(4) FrnId(A)
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é um um GL,,-médulo e as multiplicidades my em F(A) = > m \W,,(\) sdo dados pela
quantidade maxima de vetores de altura médxima linearmente independente médulo Id(A).
Além disso, Ty # 0 se, e somente se, fr, ¢ Id(A), para alguma tabela de Young 7.

O préximo resultado é muito parecido com um existente entre S,,-médulos.

Teorema 2.3.10. Sejam f; e fo € F. Entao fy é consequéncia de f; se, e somente se,
f2 € GL, f1.

Como consequéncia, temos o sequinte coroldrio:

Corolério 2.3.11. Dado W,,(A) um GL,,-submédulo irredutivel e f(z1,...,2y,) € Wi (A),
entdo a linearizagdo de f pertence a W, ().

O resultado a sequir caracteriza os S,-mddulos irredutiveis por meio de G'L,,-médulos
irredutiveis de grau n.

Teorema 2.3.12. ([7] Proposigdo 12.4.18) Sejam m > n,A F n e W,,(\) C F,. Entéo
o conjunto W,,(A) N P, de todos os polindmios multilineares nas primeiras n varidveis em
Win(A) é um S,-submédulo de P, isomorfo a FSyer,. Além disso, todo S,-submédulo
irredutivel de P, pode ser obtido desta maneira.

Finalmente, o resultado mais importante dessa secao, possibilita calcular as multiplicida-
des my no n-ésimo cocaracter de uma Pl-algebra.

Teorema 2.3.13. Seja A uma Pl-dlgebra com

Xn(A) = Z MAX

AFn

seu n-ésimo cocaracter. Se

Fn
Fi(A)= —" >N

entdo my = m,, para todo A - n tal que h(\) < m.

O Teorema abaixo resume o que foi apresentado ao longo dessa secdo acerca das multi-
plicidades m, e tem um papel bastante importante na Pl-Teoria.

Teorema 2.3.14. Sejam A uma Pl-dlgebra,
Xn(A) =) maxa e Gu(A) = >

AFn AbEn
h(A) <m

o n-ésimo cocaracter de A e o GL,,-caracter de F'(A), respectivamente. Entao, sdo vélidas
as afirmacoes abaixo:

e m, = My, para todo A - n tal que h(A) < m;
e T, # 0 se, e somente se, existe uma tabela de Young 7} tal que fr, ¢ Id(A);

e M) é igual ao nimero maximo de vetores de altura maxima fr, linearmente indepen-
dente médulo Id(A).
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Exemplo 2.3.15. Retornamos ao Exemplo 2.2.7 afim de determinar o valor da multiplicidade
my2,1). No Exemplo 2.3.8, explicitamos os vetores de altura maxima associados a particao
(2,1), sdo eles:
Ji= f(?,l) = [21, zo21(id) = 12271 — T2T1 71
fo= fgﬁ)) = [z1, 22|71(23) = x120109 — T 7.
Afirmamos que f1 e fo sdo linearmente independentes médulo Id(A). De fato, considere
Oéfl + ﬁfg =0 mod Id(A)
Entdo, tomando x; = €11 e x5 = e1p temos [Bfy = Pejs = 0, e portanto § = 0. Para

r1 = e33 € Tg = €13 temos af; = —aey3 = 0, portanto a = 0. Assim, fi e fo sdo linearmente
independente médulo Id(A) e, pelo Teorema 2.3.14, temos m21) = 2.
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Capitulo 3

Multiplicidades limitadas por 1

O objetivo desse capitulo é fornecer uma nova demonstracao para o resultado de Ananin
e Kemer [2] de 1976. No texto original, os autores mostraram a Proposicao 1.3.15, sendo
ainda Util para nossa prova. O caminho diferente é a utilizacdo imediata das consequéncias
dadas nessa proposicao a partir de dlgebras que tivessem como 7'-ideal essas consequéncias.
Utilizamos entdo o resultado de Giambruno e La Mattina [9] que fornecia tais dlgebras e seus
respectivos cocaracteres. Com os cocaracteres dados, buscamos limitar as multiplicidades de
forma a obter o resultado.

3.1 Variedades distributivas

A partir de agora, chamaremos V simplesmente de variedade, deixando implicito que V é
gerado por alguma F-dlgebra A.

Proposicao 3.1.1. Sejam U e V duas variedades, entao
IdUNY) =I1dU) + 1d(V).

Demonstracdo: E claro que YNV C U e UNYV C V. Assim, IdU) C IdUNYV) e
Id(V) C Id({U N'V). Seque que, Id(U) + Id(V) C IdU N V).

Considere YW uma variedade que tem como T-ideal Id(U) + Id(V) e A € W. Entdo
Id(U)+1d(V) C Id(A). Comisso, Id(U) C Id(A) e Id(V) C Id(A). Seque que, A e UNYV
e portanto Id(U N'V) C Id(U) + Id(V), o que garante o resultado.

[

Dadas duas variedades U e V, definimos &/ UV como sendo a menor variedade que contém
U e V. A proposicao abaixo, mostra que se tomarmos a soma direta das algebras que geram
as variedade U e V, entdo as identidades de ¢/ UV coincidem com as da soma direta das
algebras geradoras.

Proposicao 3.1.2. Sejam U e V duas variedades, entao
IdUUY) = 1dU) N Id(V).

Demonstragdo: Como U,V C U UV, temos Id(U UV) C Id(U) N Id(V). Por outro lado,
U UV é a menor variedade que contém U e V, e portanto Id(U UV) é o maior T-ideal que
contém Id(U) e Id(V). Logo, IdU UV) = IdU) N Id(V).

[
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Considere A e B duas élgebras com U = var(A), V = var(B) e W = var(A & B), pelo
Lema 1.3.3 e pela Proposicao 3.1.2,

IAW) = IdU) N 1d(V) = IdU U V).

Dada uma variedade L, dizemos que W é uma subvariedade de L se VW é uma varie-
dade contida em L. Olhando para subvariedade de uma variedade, faz sentido querer obter
condicoes para que uma distribuicao, como ocorre na teoria de conjuntos, aconteca quando
olhamos para a menor variedade contendo (U N'V) e W. O resultado abaixo fornece uma
inclusdo em relacdo a isso.

Proposigao 3.1.3. Sejam U, V e W subvariedades de uma variedade L, entdo
UNWVYUW S UUW)N(VUW).
Demonstragdo: Considere U = var(A), V =var(B), W = var(C), entdo
UNV)UW = (var(A) Nwvar(B)) Uvar(C).

Desde que A estd isomorficamente imerso em A @ C, pelo item 3 do Lema 1.3.2, temos
Id(A® C) C Id(A) e assim var(A) Cvar(A @ C). Analogamente, var(B) C var(B & C).
Assim,

(var(A) Nwar(B)) C (var(A® C) Nwvar(B & C)).

Agora, pelo mesmo argumento, var(C) C (var(A & C) Nwvar(B & C)) e portanto
(var(A) Nwar(B)) Uvar(C) C (var(A & C) Nvar(B & C)).

Assim,
UNV)UW S UUW)N(VUW).

|
Em termos de identidades, temos Id((U/ UW) N (VUW)) C Id((U N V) UW). Usando
as Proposicoes 3.1.1 e 3.1.2, temos

IA(UUW) N (VUW)) = (IdU) + 1d(V)) N IdW),
IA(UNV)UW) = (IdU) N IdOW)) + (Id(V) N TdW)).

Isto é,
(Id(U) + 1d(V)) N IdW) C (IdU) N Id(W)) + (Id(V) N Id(W)).
Assim, a Proposicdo 3.1.3 pode ser escrita, em termos de T-ideais, da seguinte forma:

Proposicdo 3.1.4. Seja £ uma variedade e @, S, T T-ideais quaisquer contendo Id(L), entdo

vale
Q@NTY+(SNT)C(Q@+S)NT.

O exemplo a sequir mostra que a inclusao contrdria, na expressdo acima, ndo necessari-
amente acontece.
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Exemplo 3.1.5. Considere a algebra My do Exemplo 149 e £ = var(M,). Sabemos que
Id(L) = ([z1, xo]z3z4)r. Considere @, S, T 2 Id(L) da seguinte forma

Q= <[$1,$2]$3$4; [xixz]%l):r
S = ([151,1'2]%'33347 [13?,3?2]>T

T = <[$1,$2]$3$4,$%[$1,9€2]>T'

Agora, é possivel provar que os polindmios |22, z5)z1 e 2%[x1, z5] Ndo sdo consequéncia um
do outro. O mesmo ocorre para os polindmios [23, 5] e 23]z, x5]. Assim,

QNT+SNT =1d(L).

Além disso, Q + S = ([w1, To]zawy, [23, o)xy, [23, 25))7 € como iy, xs] = |23, 1] —
(22, x9]xq, temos T C Q + S e portanto (QNT)+(SNT)C (Q+S)NT.

O Exemplo acima motiva a seguinte definicdo:

Definicao 3.1.6. Seja £ uma variedade. Dizemos que L é distributiva se para quaisquer
subvariedades U,V e W de L tivermos

UNV)UW=UUW)N(VUW).

Em termos de T-ideais, £ é distributiva se para quaisquer T-ideais @, S, T contendo Id(L)
vale

Q+S)NT=(Q@NT)+(SNT).

Exemplo 3.1.7. Pelo Exemplo 1.4.9, a dlgebra M, nao gera uma variedade distributiva.
3.2 Distributividade e multiplicidades

Em 1976, Ananin e Kemer [2] caracterizaram variedades distributivas via identidades
polinomiais, a partir do sequinte teorema:

Teorema 3.2.1. Seja £ uma variedade, entdo £ é distributiva se, e somente se, existem
a, f € F nado simultaneamente nulos tais que

alxy, xolre + Bag|xy, 20] € Id(L).
Exemplo 3.2.2. E claro que a variedade das 4lgebras comutativas é distributiva.

Exemplo 3.2.3. A dlgebra de Grassmann G tem como identidade o polinémio [xy, z2, 23]. Em
particular, [z1, 2, 1] = [21, x2]z1 — x1[T1, 2] é também uma identidade de G e portanto, G
gera uma variedade distributiva.

Variedades distributivas possuem uma relacao com as multiplicidades que aparecem no
n-ésimo cocaracter associado. O teorema abaixo explicita essa relacdo.

Teorema 3.2.4. Sejam V uma variedade e
Xn(v) = Zm)\XA
AFn

seu n-ésimo cocaracter. Entao, V é distributiva se, e somente se, my < 1 para cada AFne
n > 1.
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Demonstracdo: Se () é um T-ideal de F'(X'), sabemos que () estd completamente determinado
pelos espacos @ N P,, n > 1. Assim, V é distributiva se, e somente se,

Q@NP,+SNP)N(TNPE,)=@Q@NT)NP,+(SNT)NP,, n>1

para quaisquer T-ideais @, S, T contendo I = Id(V). Desde que QN P, é um S,,-submddulo
de P,, temos
P,=(INPFP)dW & B Wy,

onde Wy, ..., W, sdo S,-mddulos irredutiveis.
Assim,
PWV)=W, @& Wy

Agora, suponha, sem perda de generalidade, que W; = W5 como S,,-médulos, entao é possivel
achar W C Wy @ Wy tal que W 2 Wy e WN W, =W NW,={0}. Considere Q,S,T os
T-ideais gerados por I + Wy, I + W5, e I + W, respectivamente. Entao

Q@NP,+SNP)N(TNE)=TNP,=1INFP, oW,
@Q@NT)NP,+(SNTYNP,=WinW+WoNnW+INP,=1INP,.
Isto 6, (QN P, +SNP,)N(TNPE,)#(QNT)NP,+(SNT)N P,, o que contradiz a
distributividade de V. Logo, my < 1.

Reciprocamente, se my < 1 para todo A - n, entdo Wy, ..., Wy, como acima, sdo dois a
dois ndo isomorfos e cada S,-submdédulo de P, contendo I N P, deve ser do tipo

(INnP)oW, & ---aW,

p)

para algum subconjunto {i1,...,4,} € {1,...,k}. Agora, considere os T-ideais ), S,T D I,

entao
QNP,=(INP,)eW,®---aW,,

SNP,=INPF,)eW, & ---&W,,
TNP,=(INPk)eW,d - dW,.
Se denotarmos A = {i1,...,ia},B ={j1,-.-, 5} e C ={ly,...,l.}, entdo

(QﬂT>mPn: (Iﬂpn)@ieAﬂCWiu
(SNT)NP, =(INP,) Bicpnc Wi
QNP +SNP)N(TNP,) =INP,) DiccauBync Wi.
Assim, desde que, (AUB)NC =(ANC)U(BNC), temos
Q@NTYNP,+(SNT)NP,=Q@NT)NP,+(SNT)NP,,

0 que completa a demonstracao.
[

Exemplo 3.2.5. J& sabemos que a variedade gerada pela algebra de Grassmann G é distri-
butiva. Mas, além disso, no Teorema 2.2.6 expressamos x,(G) como

Xa(G) = Xpan-s):
k=1

o que condiz com o resultado acima.
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Vimos também que a variedade gerada pela dlgebra My nao é distributiva. De fato,
provaremos que a multiplicidade m,—11) = 2, para cada n > 4.

Proposicao 3.2.6. Considere a F-dlgebra M,

M, =

o O 2
o o o

c
d]|abc,deF
0

Entdo, para n > 4, temos

Xn(Ms) = Xn) + 2X(n-1,1) T X(n—2,2) + X(n—2,1,1)-

Demonstracdo: Pelo Teorema 1.4.9 j& sabemos que ¢, (M) = n(n — 1). Além disso

n(n — 3)
2

=n(n—1).

X(n)(l) + 2X(n71,1)(1) + X(n72,2)(1) + X(n—2,1,1)(1) =1+2nn—-1)+
n—2)(n-—1
MUELILES

Assim, sO precisamos ver que m,—1,1) = 2 e que as multiplicidades m,), Mpm_1,1), Mn-2,2)
e M(p—2,1,1) Sa0 nao nulas. Para m,—_1,1) considere as tabelas

1 2|~-|n—1|Tm4h: 1 2|~.|n—2|n[

T —
n n—1

Seus vetores de altura mdxima sdo, respectivamente,

frow = [1, 2]2}72(2- - - )
=2} twy — o2} !
Jrom-1n = [xl’xz]x?_z@ com—1)

= x’f_2a:2x1 — xgx?_l

Os vetores frm) e frm-1 ndo sao identidades, para ver isso, considere x; = e + eo3 €
Ty = €12, COM (SSO frm) = €12 € fpm—1) = e13. Agora, vamos provar que tais vetores de altura
mdaxima sdo linearmente independente mdodulo Id(My). Para isso, considere

afrmy + Bfrem-ny =0 mod (Id(My)).

Fazendo 1 = ej; e z9 = eqa, obtemos aw = 0. Fazendo x1 = ej; + €23 € 13 = €12, obtemos
B =0. Assim, m—1,1) > 2.

Associado a (n) temos um Unico vetor de altura mdxima f(,). Como My nédo é nilpotente,
temos fn) ¢ Id(A) e assim m,) > 1. Para m,_2,9), considere a tabela

1 2 ...|n—2|
n—11|n

cujo vetor de altura maxima é

fin22) = [x1, 2?27 *(235- - n—3n—1)(46---n — 2 n)

= a:l:ztlx’f_4$2x2 - 931:E2x’f_4$2x1 - xzzlx’f_4$1:v2 + zgxga:’l‘_4x1x1.
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Fazendo z; = €11 e 3 = €12 + eg3, obtemos f(,_29) = €13 e portanto f,—29) & Id(M,) e
entdo m,—29) > 1. Finalmente, para my,_2 1), considere a tabela

1 [2].. [n-2]
n—1
n

cujo vetor de altura mdxima é
fon—211) = St3(x1, 02, 23)27 (24 n—3n—1)(35---n—2n)
= D sg(0) oy} Lo Tats).

oES3
Fazendo @1 = e11, x2 = €12 e T3 = eg3, obtemos f(,_21,1) = e13. Portanto, f,,_211) ¢ 1d(A)

e entdo m,—21,1) = 1. Como querlamos provar.
|

Observacao 3.2.7. Usando as ideias da proposicdo anterior, podemos mostrar que

Xn(Ms) = X(n) + 2X(n-1,1) T X(n—2,2) + X(n—2,1,1)-

Com isso, pelo Teorema 3.2.4, M, e Ms5 nao geram variedades distributivas. O cdlculo de
tals cocaracteres se deve a Giambruno e La Mattina e pode ser encontrado em [9].

3.3 Multiplicidades e identidades

Os Teoremas 3.2.1 e 3.2.4 fornecem uma caracterizacao para Pl-algebras cujas multiplici-
dades sdo limitadas por 1 via identidades polinomiais. O objetivo dessa secdo é apresentar
uma prova para tal caracterizacdo sem que facamos uso de distributividade e das equivalén-
clas apresentadas acima.

Comecemos considerando B € war(A), temos que P, N Id(A) C P, N Id(B), assim
podemos imergir o espaco P, (B) em P,(A). A partir do que comentamos no sequndo capitulo,

Xa(A) = maxa e xa(B) =Y riaxa

AFn AFn
denotam os cocaracteres de A e B, respectivamente, entdo as multiplicidades em x,(A)
controlam as em x,(B), isto é my < m,, para cada A\Fnen > 1
Abaixo, vamos apresentar alguns lemas importantes.

Lema 3.3.1. Se A é uma élgebra satisfazendo [z1, 5]z, entdo o cocaracter de A é dado por

Xn(A) = M@y X @) + Mm-11)X(n-1,1) + Mn-22)X(n-22) T M(n-2,11)X (n—2,1,1)
onde my € {0,1}, para A € {(n),(n —1,1),(n —2,2),(n —2,1,1)} en > 4.

Demonstragdo: Pelo Corolario 1.3.16, [z, zo|xszy € Id(A), logo A € var(My). Assim,
pela Proposicdo 3.2.6, os possiveis caracteres irredutiveis com multipliciddade ndo nula que
aparecem em x,(A) sdo X(n)s X(n—-1,1) X(n—2,2) € X(n—2,1,1). £, como as multiplicidades em
Xn(A) sdo controladas pelas de x, (M), basta verificarmos m,—1,1) < 1 em x,(A). Note
que, todas as tabelas standard do tipo (n — 1,1) sdo da forma:
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7 _| L 2| |i—1]i+1]| - [n]

i
com i = 2,...,n. Agora, fixado 7, veja que a Unica permutacao que transforma 7" em T ¢
o=(2ii—1---3) eassimo ! =(23---i—114). Assim, os vetores de altura mdxima sdo
todos da forma 72

froy = [z1, 2] 210
= 2129272 — 2927 H(23 - - 4)
S Y

Desde que, [z1, 2] z1 é identidade de A, temos zyz921 = zoz21. Assim,

i—1 n—i n—1 _ n—1 n—1
froy = a] won] ™" — xox] T = xox]T T — a2 = 0.
Para = 2,...,n — 1. Portanto, m@,—1;) < 1.

Observacao 3.3.2. De forma similar, pelo Corolario 1.3.17, se A satisfaz xs[x1, 23], entdo
A € var(Ms) e pela Observacao 3.2.7 podemos usar um raciocinio analogo para ver que toda
multiplicidade em x,(A) é limitada por 1.

Lema 3.3.3. Se A satisfaz a identidade [z1, x2, x|, entdo as multiplicidades de x,,(A) sdo
limitadas por 1.

Demonstracdo: Basta ver que, pelo Lema 1.3.10, A € var(G). Mas, pela Proposicao 2.2.6,
temos as multiplicidades de G limitadas por 1, do qual segue o resultado.
[

Lema 3.3.4. Se A satisfaz [r1,22], entdo, para n > 4, as multiplicidades em x,(A) sao
limitadas por 1.

Demonstracdo: Pelo Exemplo 145, temos ¢,(A) < 1 para n > 5. Assim, sé precisamos
verificar para n = 4, isto é, devemos mostrar que os vetores de altura maxima associados as
particdes (2,2), (2,1,1) e (3,1), médulo [xy, 23], sdo no mdximo 1. As tabelas standard do
tipo (2,2) sao

173 1712
h==13 =577

e os vetores de altura méxima associados sdo

fi = 21, za][21, 2]

= T1T2X1%2 — T1T2X2T1 — T2X1X1To + ToT1T2X1,
fo = [x1, x2][21, 2] (23)

= T1T12T2%2 — T1T2X2T1 — T2X1X1To + LoT2Z127.

Pela identidade [22, 5] temos 217179 = To117;. E f4cil ver que fo = 0 e portanto myp9) < 1.
As tabelas standard do tipo (3,1) sao

1[3[4] T[2]4] 172]3]

T1:2 T, = 15 =
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e os vetores de altura méxima associados sdo

fi= [iﬁl,xz]ﬂclxl = T1X2X1T1 — T2T1T127
= T1TX1T1 — T1T1T2T1,

fo = [x1, 2]x121(23) = 21212971 — X1 TRT1 T4
= —f1

fs = [z1, x2)x121(243) = 21212001 — ToT T Ty

= Tox1 L1017 — Xox121x1 = 0

e portanto m31) < 1.
As tabelas standard do tipo (2,1,1) séo

14 ]3] 112
T1:2 TQZZ T3:3
3 4 4

Para vermos que os vetores de altura madxima associados as tabelas acima sdo linearmente
dependentes, considere a relacdo x1wox3 — Tox1x3 = Xow3x1 — X3T1x2 fornecida pela linea-
rizacdo da identidade [x%,z5]. Segue que,

fi = Sts(x1, 22, x3) 11

= X1X9X3T1 — T1T3T2T1 — T2T1T3T1 — T3T2T1T1 + T3X1XT2X1 + LoX3T17q

T1X2X3T1 — X3X2X1L1 — 21’1%3(1)21‘1 + 2.7)21’3.7)1([‘1

Ja = T1T371Ty — T1T2T1T3 — TaT3T1 T — T3T1T1Tg + T3T2X1T1 + T2T1T123
= T1X3X1T2 — T1T2X1X3
= L1X2X3XL1 — T1X1T3T2

= T1X2X3Xx1 — T3XL2X1X1

f3 = 21212203 — T1T1T3T2 — ToT1T1T3 — T3T1T2T1 + T3T1T1T + ToT1T3T1
= ToX1X3T1 — T3XT1T2T1
= T1X3X2X1 — XX3XL1Xq.
Com isso, obtemos f1 = fo — 2f5. Agora, pelo Lema 1.37, [z, zox374] é identidade de A,
assim fo, = — f3 e portanto mz11) < 1.
[ |

Finalmente, podemos apresentar uma nova demonstracdo para o resultado de Ananin e
Kemer, como segue abaixo.

Teorema 3.3.5. Se V é uma variedade gerada por uma Pl-dlgebra e

Xn(v) = Z maxXa

AFn

é seu n-ésimo cocaracter. Entdo, para cada AFnen > 1, my <1 se, e somente se, existem
a, € F ndo simultaneamente nulos tais que

alxy, xolxe + Bry|xy, 22] € Id(V).
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Demonstracdo: Suponha my < 1, para todo A = n e n > 1. Em particular, para (2,1) - 3
vimos no Exemplo 2.3.8 que os vetores de altura maxima sdo

fi= [$1,IE2]!E1

fo = [23, 20) = 21 [m1, 2] + [0, T0) 21

Note que, se f; = 0 o resultado se torna vélido tomando a =1e 8 =0. Se fy = 0 entdo
basta tomar « = 1 e f = 1. Como my21) < 1, 0 caso em que f; e fo ndo sdo identidades
fornece a existéncia de o’ e 3’ ndo nulos tais que

dfi+p =0,
isto é,
O/$1[1’1, xz] + ﬁl(xl[xl,@] + [I17962]1’1) = Of[xhl‘z]l‘l + 5131[1’1@2] =0

para a = o + ' e f = . Desde de que, a expressdo acima é identidade, podemos trocar
X1 por x2 e obter o que querlamos.

Reciprocamente, suponha que V satisfaz uma identidade do tipo axy, z3|xe + Sxa]zy, 2],
com « e 8 ndo simultaneamente nulos. Para n =1 o resultado é vélido desde que o espaco
tem dimensao 1. Para n = 2 os caracteres associados a F'Sy = P, sdao x(2) e x(2) que
possuem multiplicidades 1, o que fornece o resultado a P,(A). Para n = 3, as particoes
(3) e (13) possuem um Unico vetor de altura maxima associado. A particdo (2,1), por outro
lado, possut dois vetores de altura maxima, f; e fo definidos acima. Suponha, sem perda de
generalidade que 3 # 0. Entdo

ZC1[$1,332] = ”7[1’1,$2]151

onde 7 = . Assim, mdédulo Id(A), fo=~fi + fi = (v +1)f1 e portanto mzq) < 1.

Considere n > 4, vamos considerar quatro casos e mostrar que em todos, as multiplicida-
des m, sao limitadas por 1.

Para 8 = 0, temos [z1,z3]xe € Id(V) e assim V C wvar(My). Logo, pelo Lema 3.3.1,
cada my < 1. Se a = 0, entdo a Observacao 3.3.2 fornece o resultado. Quando a@ = —§,
entao [x1, 9, x0] € Id(V) e, pelo Lema 333, vale o resultado. O caso em que a =
nos fornece [xy, 23] € Id(V) e, pelo Lema 33.4, o resultado é valido. Finalmente, quando
a,f,a+ [,a— [ #0, pela Proposicdo 1.3.15 e Exemplo 1.4.4, ¢,,(A) < 1 e portanto seque
o resultado.

[

3.4 Consideragoes finais

Resultados que caracterizam multiplicidades limitadas por 1 via identidades polinomiais
foram trabalhados em diferentes contextos, em particular, considerando dlgebras munidas de
estruturas adicionais, o que evidencia a relevancia desse tipo de problema. O objetivo dessa
secdo é apresentar, brevemente, o resultado de Ananin e Kemer nos contextos estudados em
algebras com involucao e superalgebras [10] dlgebras graduadas [13], *-superalgebras [21] e
(G, x)-algebras [5].

Definigao 3.4.1. Uma aplicacéo linear x : A — A sobre uma dalgebra A é dito uma involugdo
se satisfaz
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1. (ab)* = b*a*;
2. (a*)* =q,
para todos a,b € A.

Uma éalgebra A munida de uma involucdo * serd chamada de dlgebra com involucao ou
uma *-dlgebra. Note que % é um antiautomorfismo de ordem no méximo 2. E bastante
conhecido que se A é uma *-dlgebra, entdo podemos escrever A = AT + A~, onde A" =
{a € A | a* = a} é o subespaco dos elementos simétricos e A~ ={a € A |a* = —a} éo
subespaco dos elementos antissimétricos.

Definigao 3.4.2. Dizemos que uma &lgebra é uma superdlgebra se existem dois subespacos
vetoriais Ag e A; tais que A = Ay + Ay,

AOA() + AlAl Q AO e A()Al + AlA() g Al.
Os subespacos Aj e A; sao chamados, respectivamente, componente par e componente {(mpar.

Se considerarmos uma superdlgebra A = Ag + Ay e, para cada a = ag + aq, tal que
ag € Ag e a; € Ay, entdo ¢ : A — Ay + Ay, definido por a — ag — a1, é um automorfismo
de ordem no mdximo 2 de A. Por outro lado, se ¢ um automorfismo de ordem no mdximo 2
de A entdo A = Ay + Ay é uma superdlgebra, onde

Ag={a€ A|lpla)=a} e Ay ={a€ A| p(a) =—a}.

Dizemos que A é uma p-algebra se A é uma algebra munida de um automorfismo ou um
antiautomorfismo ¢ de ordem no mdximo 2. Assim, qualquer superalgebra ou qualquer dlgebra
com involucdo, serd uma @-algebra. Se A é uma ¢-dlgebra, entdo podemos escrever A =
AT+ A7, onde AT ={acAla?=a}e A ={a€ Al a®=—a}

Considere F(Y U Z) a p-algebra livre livremente gerada por Y = {y1,42,...} € Z =
{z1,z9,...}. Os elementos de F(Y U Z) sao chamados de -polindmios.

Definicdo 3.4.3. Um @-polindmio f(y1,- -\ Ym,21,---,2n) € F(Y UZ) é uma p-identidade
para uma @-dlgebra A se f(ay,...,am,b1,...,b,) = 0, para todos ay,...,a, € A;j e
bi,...,b, eA;.

O conjunto Id¥?(A) de todas as y-identidades de uma ¢-algebra A é um T-ideal de
F({Y U Z), ou seja, é um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F(Y U Z) que
comutam com ¢. Quando F' é um corpo de caracteristica zero, é possivel mostrar que Id*(A)
é gerado por suas ¢-identidades multilineares. Consideramos assim, P¥ o espaco vetorial
dos ¢-polindmios multilineares de grau n e

by

B = 57 1d#(A)’

Definimos a n-ésima ¢-codimenséo de A como sendo ¢ = dimpP¢(A).
E possivel mostrar que o grupo hiperoctaedral H,, = Zs ! S,, definido como o produto

entrelacado de Zs e S,,, age sobre P?. Além disso, o espaco PYNId#(A) é invariante por essa
acdo, entao P?(A) é um H,-mddulo. E bastante conhecido que os H,-caracteres possuem
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uma relacdo biunivoca com as biparticoes (A, u), onde A\Frepubn—r,r=0,...,n Sendo
assim, se x», denota o H,-caracter irredutivel associado a (A, 1), entdo

n

Xﬁ(A) = Z Z m)\,,uX)\,,ua

r=0 AT
pkEn—r

onde my , é a respectiva multiplicidade. Chamamos x¥(A) de o n-ésimo p-cocaracter de
A. Quando tratarmos de *-algebras, vamos denotar x¥(A) como sendo x5 (A) e chama-lo de
n-ésimo x-cocaracter de A. No caso de superdlgebras, denotaremos y?(A) por xZ2(A) e o
chamamos o n-ésimo cocaracter graduado de A.

Em [10], Giambruno e Mishchenko, caracterizaram ¢-variedades cujas multiplicidades
my,, sao limitadas por 1 via identidades polinomiais, como pode ser visto nos dois resultados
abaixo.

Teorema 3.4.4. Seja A uma x-dlgebra e

n

X;(A) = Z Z M X\ u

r=0 A7
pkEn—r

seu n-ésimo *-cocaracter. Entdo my, < 1, para cada biparticdo (A, ) - n, se, e somente
se, A satisfaz pelo menos uma das seguintes identidades

Y1029 =0
[ylsz] =0
Y122 = 0.

Teorema 3.4.5. Seja A uma superdlgebra e

n

X%Q (A) = Z Z M u X\ u

r=0 AbEr
ukEn—r

seu n-ésimo cocaracter graduado. Entdo m,, < 1, para cada bipartigdo (A, p) - n, se, e
somente se, A satisfaz as identidades

ayrzo + B2yt e yylyy, vl + 0[yr, velur,
onde «, 3,7,6 € F com (a, ) # (0,0) e (v,0) # (0,0).

Acerca da relacao de distributividade, os autores mostraram a equivaléncia no caso gra-
duado e exibiram um contra exemplo no caso munido de involucao.

A estrutura de superdlgebra motiva a definicdo de uma dlgebra graduada por um grupo
qualquer, como veremos abaixo. Nesse contexto, Giambruno, Polcino e Valenti, estenderam
o resultado de Ananin e Kemer, como veremos adiante. Para isso, considere G um grupo
qualquer.

Definicao 3.4.6. Dizemos que uma dlgebra A é G-graduada, se existem subespacos vetoriais
Ay, g € G, chamadas componentes homogéneas de A, tais que A = @Ag e AjA, C Ay,

geG
para todo g, h € G. Além disso, dizemos que um elemento a € A,, é homogéneo de grau g;.
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Perceba que, quando G = Z,, temos que A é nada mais que uma superdlgebra. Com isso,
o estudo das dlgebras G-graduadas generaliza o estudo de superdlgebras. Considere a partir
de agora, G um grupo finito e F(X,G) a dlgebra livre G-graduada, livremente gerada por
X = U X9, onde X9 = {z1,4,2,,...}. Os elementos de F'(X) sao ditos G-polindmios.

geG

Definicdo 3.4.7. Dizemos que um G-polindmio f(z14, ;... Tng, ) € F(X,G) é uma G-
identidade de uma &lgebra G-graduada A se f(aig, ;.- ang, ) = 0, para todo a, €
Agiyon o ng, € Ag,.

O conjunto Id%(A) de todas as identidades G-graduadas de uma dlgebra G-graduada
A é um Tg-ideal, ou seja, é invariante sob todos os endomorfismos graduados de F(X,G).
De forma similar aos casos j& apresentados, é possivel mostrar que Id“(A) é gerado por
suas identidades G-graduadas multilineares. Assim, consideramos PY o espaco vetorial dos
polindmios G-graduados de grau n. O grupo G S,, formado pelo produto entrelacado de GG
e S, age sob PY e deixa PY N Id“(A) invariante. Assim, quando G é abeliano de ordem ¢,
é conhecido que

55

~ PENId9(A)

é um G S,-mddulo cujo o G1.S,-caracter x& é descrito em termos das multiparticoes de n,
isto é,sen=mny+---+n,n; >0, 1 <i <t considere (A\) = (A(1),...,A(t)), a sequéncia
de particdes A(i) - n;, e escreva (A) - n. Entao

X5 = Z kooXx oy
(A)Fn

Py (4)

onde x(x é 0 Gl S,-caracter irredutivel correspondente a () e k(y sua respectiva multipli-
cidade.

A partir disso, em 2017, Giambruno, Polcino e Valenti [13] forneceram uma caracterizacao
do tipo Ananin e Kemer para o contexto de dlgebras G-graduadas. Os autores mostraram
que:

Teorema 3.4.8. Se G é um grupo abeliano e A uma dlgebra G-graduada com
XS = kpyxo-
(A)Fn

Entdo, para cada () = (n), mpy < 1, se, e somente se, A satisfaz as identidades graduadas

a1 g, (1,9, T2g,) + B[T1,g,, Targ |T1,9 =0

VL1 gTop + 0L p 1,4 = 0,

onde g1 = 1, g e h sao quaisquer elementos em GG e os escalares «, 3,7,0 sdo tais que

(@, B) # (0,0) e (v,0) # (0,0).

Neste contexto os autores ainda mostraram que as multiplicidades k() sao limitadas por
1 se, e somente se, A gera uma variedade G-graduada distributiva.

Uma outra estrutura é estudada quando consideramos uma algebra graduada munida de
uma involucdo que preserva as componentes homogéneas. Com esse objetivo, definimos as
chamadas (G, *)-algebras. Veremos que, nesse contexto, a caracterizacao de Ananin e Kemer
também possut éxito.
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Definicao 3.4.9. Uma involucdo * sobre uma dlgebra G-graduada A ¢ dita uma involugdo
graduada se * preserva as componentes homogéneas de G, isto é, (A,)* = A,, para todo
g € G. Uma élgebra G-graduada munida de uma involucdo graduada x*, é dita uma (G, *)-
dlgebra.

Se * é uma involucdo graduada sobre A, entdo podemos decompor A como

A=EAf+4;).

geG

onde AT ={a € A|a* =a} éa componente homogénea simétrica de grau g e Ay = {a €

A | a* = —a} é a componente homogénea antissimétrica de grau g. Vamos considerar a partir

de agora G um grupo abeliano de ordem ¢. Consideremos, para cada g € G, Y = UY;, e
geG

Z = UZ!J' onde Yy = {y1,4, %24, ...} é 0 conjunto das varidveis homogéneas simétricas de

gelG
grau g e Z, = {214, 224, .-} € 0 conjunto das varidveis homogéneas antissimétricas de grau

g. Seja F = F(Y UZ | G) a (G, *)-algebra livre, livremente gerada por Y U Z, cujo os
elementos sdo chamados (G, *)-polindmios.

Deﬁnigéo 3410 Seja f = f<?/1717 PN ’yi1717 2’171, e 7Zj1,17 e ,ngt, . ’yiugt? Zl,gt’ Ce 7th,gt) -
F um (G, *)-polinémio, dizemos que f é uma (G, x)-identidade polinomial de uma (G, *)-
algebra A se

+ + - — + + - - _
f(aL17 e O QY e Qe QY g A O ’ajt,gt) =0
+ + + - - - + + + - -
paratodos ajy,...,a; 1 € A7, ayq,...,a; 1 € AT, a) . a; , € AT Ay, a5, €

A;t.

O conjunto Id“*)(A) das (G, *)-identidades de A, é um T(q.)-ideal de F invariante sob
todos os endomorfismos de F que preservam a graduacdo e comutam com a involucdo. E pos-
stvel mostrar que 1d@*)(A) é totalmente determinado pelas (G, *)-identidades multilineares.
Assim, considere

PTEG7*) = SpanF{wa(l) T Wo(n) | OIS Sna w; € {yi,gv Zigs 9 € G}}

0 espaco dos (G, *)-polindmios multilineares de grau n. E possivel mostrar que o grupo
(GXZ3)1S,, 0 produto entrelacado de G'xZy e S,,, age sobre P e deixa P{* NId(¢)(A)
invariante. Assim, o espaco

P(Gv*)
quG’*)(fD = G -

é um (G X Z3)1S,-mddulo. Assim, pela teoria de representagdes de (G x Z3)1S,, existe uma
relacdo biunivoca entre os (G X Z2)1.S,-caracteres irredutiveis e as multipartigdes () = (n),
onde n =ny+---+ng, (n) = (ny,...,n9) e (A) = (A(1),...,A(2t)), com A(i) F n;. Assim,

. G, .
0 caracter associado a P} *)(A) se decompde como

XN =" mayxos
)
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onde xy € o (G X Zjy) ! Sp-caracter irredutivel associado a () e my sua respectiva
multiplicidade.

Quando o grupo G = Z,, temos que A é dita uma x-superdlgebra. Sendo assim, a
estrutura de (G, *)-dlgebras generaliza o estudo das *-superdlgebras. Em 2020, Martino
[21] forneceu uma caracterizacao das *-superdlgebras que possuem as suas multiplicidades
limitadas por 1.

Teorema 3.4.11. Seja A uma *-superdlgebra com

X2 (A) = Z MOYX () -
(A (n)

Entéo, para cada (A) = (n) e n > 1, mg) < 1 se, e somente se, A satisfaz a identidade

az10(21,0, 22,0 + Blz1,0, 22,0]210 =0

com «, 3 constantes ndo simultaneamente nulas, e pelo menos uma identidade de cada item
abaixo

1) y1,0911 =0, 0U Y100 Y11 OU [Y1,0,Y1,1)-
2) Y1,0%1,1 = 0, ou Y1,0 © 21,1 OU [y1,0721,ﬂ-
3) 21,0Y11 = 0, ou 21,0 © Y1,1 OU [51,073/1,1]
4) 210211 =0, 0u 2190 211 OU [210, 21.1).
5) y1,121,1 =0, 0u Y11 0 21,1 OU [91,1721,1]
6) y1,021,0 = 0, 0U Y10 © 21,0 OU [Y1,0, Z1,0]-

Perceba que se A for uma x-superdlgebra com graduacdo trivial, isto é, A = A + {0},
entdo a relagao de distributividade nesse contexto também nao é preservada, isso devido ao
mostrado por Giambruno e Mishchenko em [10].

Recentemente, dos Santos, Vieira e Vieira [5], forneceram uma caracterizagdo do tipo
Ananin e Kemer para (G, *)-dlgebras. Os autores mostraram o sequinte resultado:

Teorema 3.4.12. Seja G ={g1 =1,92...,¢:} um grupo abeliano finito de ordem ¢ com
X =3 mpyxoy-
(MH(n)

Entéo, para cada (\) = (n) e n > 1, myy < 1 se, e somente se, A satisfaz pelo menos uma
identidade de cada item abaixo
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1) Y11%2,1 + 71221911 = 0;
2) Y1,1Y2,90 + V2Y2,6,Y1,1 = 0
3) Y1,1%2,9; T V322,9,Y1,1 = 0
2k — 2) Y1,1Y2,9;, T V2k—2Y2,9.Y1,1 = 0
2k — 1) Y1122, T V2k-122,Y11 = 0;
Zk) 21,1Y2,g0 T V2kY2,9,%1,1 = 0
2k + 1) 21,172,go + VY2k+122,g2%1,1 = O’
4k —4)  z211Y2,9, T Vak-aY2,0. 71,1 = 0;
4k — 3) 2171Z279k + 74]43—322,9]@21,1 = 0,
Ak — 2) Y1,9222,g0 + Vak—222,g5Y1,9 = 0;
Ak — 1> Y1,92Y2,95 T Vak—1Y2,93Y1,g5 = 0
4k) yl:92227g3 + 74kz2,ggy1,g2 = 0,
6k —5)  Y1pY20 T Vek-5Y2.0Y1e = 0
6k — 6) Yl,g2 72,95 T Vok—622,g, Y19 = 0;
2k* — k) Ylgn 22,0 T V2k2—k22,0,U1,9,. = 05

onde v; € {0,1,—1} para 1 <i < 2k* — k.

A partir desta exposicao, esperamos ter mostrado a relevancia de caracterizacoes do tipo
introduzido por Ananin e Kemer. Percebemos que, com o passar dos estudos, condicoes ne-
cessdrias e suficientes para se ter multiplicidades limitadas por 1 via identidades polinomiais
ndo se restringia a cldssica visdo de distributividade apontada inicialmente por Ananin e
Kemer. Ainda assim, este tipo de caracterizacdo é comumente atacado sempre que conside-
ramos estudar Pl-Teoria, seja adicionando estruturas ou em classes especificas de algebras
associativas.
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