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Apresentacao

A proposta inicial deste trabalho era estudar o modelo de Heisenberg estatica e dina-
micamente (1) com técnicas recentes de simulagao. O desafio era ao mesmo tempo uma
oportunidade de aprender técnicas e conceitos do métier através de uma linha de pesquisa
fundamental e com tradi¢ao. Eventualmente o trabalho poderia ser ampliado através de

novas frentes de investigacao.

As disciplinas cursadas ao longo do Mestrado foram quatro obrigatérias (mecéanica
cléssica, eletromagnetismo, mecanica quantica e mecanica estatistica) e quatro optati-
vas (modelagem quantitativa em Biologia tedrica, espectroscopia laser, estado sélido e

métodos de simulagao).

Apés cursar as disciplinas obrigatérias de pds-graduacao iniciamos o estudo da parte
estatica do modelo com o algoritmo de Metropolis nao-vetorizado. Optei pela utilizagao
de cadernos de laboratoério que servem como registro detalhado dos procedimentos e do-
cumento da pesquisa (2). Cada um deles foi dividido em: prazos, notas, arranjo experi-

mental, pesquisa de apoio, dados, resultados, reflexdes e contatos.

Logo depois dos primeiros resultados o Prof. Bismarck me ensinou os rudimentos da
técnica jackknife, que seria essencial na obtencao de expoentes criticos sem um vicio de
primeira ordem ou mais. Nesta fase também foi feito o estudo esmerado da bibliografia
pertinente a simulacdo Monte Carlo a partir de um guia de Landau e Binder (3). Foram

compreendidos vérios conceitos e técnicas de interesse.

Dentre os artigos pesquisados, um revelou-se de importancia especial na investigacao
estdtica: o trabalho de Chen e Landau (4) chamado “O comportamento critico estatico
de modelos tridimensionais de Heisenberg: um estudo de Monte Carlo de alta resolucao”.

Nao seria exagero afirmar que este foi a linha mestra da primeira etapa.

Foi realizado entao um planejamento de todo o projeto baseado em técnicas de geren-
ciamento de projetos (5). Muitas alteragoes foram feitas na histéria do trabalho, em boa
medida provocadas por um reviravolta na investigacao dinamica do modelo. O esqueleto

do projeto foi estabelecido.



Enquanto o algoritmo de Metropolis rodava para todos os tamanhos de rede escolhi-
dos, construi rotinas para os algoritmos de Metropolis, Super-relaxacao e Wolff vetoriza-
dos. Estes seriam candidatos a aumentar o nimero de medidas independentes por tempo

computacional e melhorar a estatistica.

Estudei um guia de Fortran 90 (6) para programar bem na linguagem de interesse.
Isto aprimorou a qualidade da programacao, a otimizacao de implementacoes e a corre¢ao
de erros. Além disso aprendi a usar comandos para posterior vetorizacao pelo compilador

(7, 8) e bandeiras (flags) para otimizar a compilagao.

Também foram usados programas comerciais em atividades paralelas a simulagao. Um
destaque especial é dado ao Mathematica, utilizado na elaboracao de graficos, na obtencao
de expressoes algébricas de cumulantes e de matrizes de rotagao para o método Wolff, para
alguns calculos e para verificagao independente de resultados numéricos obtidos no Fortran
90.

Verifiquei a possibilidade de paralelizar os cédigos Fortran adicionalmente a veto-
rizacao. Estudei entao a linguagem OpenMP, mas a partir de discussoes com colegas de
laboratério e com o Prof. Dr. Anderson Barbosa conclui que a paralelizacao trivial com
as diferentes replicatas rodando ao mesmo tempo era superior a uma paralelizagdo no

codigo.

Algum tempo foi gasto na obtencao de expressoes adequadas para uma implementagao
de multi-histogramas de tltima geracao. Muitas sutilezas estiveram envolvidas neste

processo, mas o resultado foi positivo.

Durante a analise dos dados estaticos percebi que ao invés de simplesmente usar o
jackknife para obter as grandezas basicas sem viés, esta técnica poderia ser utilizada
globalmente na obtengao das quantidades de interesse como os expoentes criticos e a
temperatura de transicao do modelo. Essa estratégia inédita permite maior seguranca
nas determinagoes. Infelizmente a precisao nao foi maior por nao ter usado tamanhos de

rede comparaveis ou maiores que os de Chen e Landau.

Ao iniciar o estudo dinamico, pouco antes do fim da anélise estatica, notei que nao
havia convergéncia das correlacoes temporais dos diferentes métodos. Descobri também
que os estudos de difusao de spins do mesmo modelo, na versao unidimensional (9-12),
eram conflitantes em funcao do tempo de simulacao. O Prof. Bismarck fez a ponte entre
os dois fenomenos e chamou a minha atencao para a qualidade desta questao, a saber: a

discordancia entre as interpretagoes de difusao anomala podia ter sua raiz nos préprios



algoritmos de dinamica de spins. A partir daif investi tempo no exame deste problema.

Foi encontrado um padrao interessante para comparacao dos resultados de um sistema
cadtico. Klemm e Luban encontraram expressoes analiticas para a correlacao spin-spin de
um sistema exato de quatro spins, que avalizaram os métodos e serviram como parametro

para a estatistica.

Os resultados da investigacao dinamica foram levados a Conference on Computational
Physics 2010 na Noruega e ao VII Encontro Regional da Sociedade Brasileira de Fisica
em Minas Gerais. Os trabalhos estaticos e dinamicos serao submetidos a uma analise de
mérito e se necessario devidamente completados para posterior apreciacao da comunidade

cientifica também em forma de artigo.

Durante a parte final deste trabalho o laboratorio recebeu os intercambistas de Mo-
cambique Elias Machava e Sipho Uaeca. Nesta ocasiao tive a oportunidade de co-orienta-
los em sistemas de equagoes diferenciais e simulacao Monte Carlo para uso posterior em

Quimica e Ciéncias Contabeis.

Minha expectativa é que esta dissertacao sirva como uma referéncia de métodos para
pesquisadores e estudantes, destaque a importancia dos resultados obtidos e permita sua
reprodutibilidade. Além disso espero que este trabalho demonstre a banca examinadora
meu dominio de ferramentas de simulacao e de Fisica e capacidade de execucgao de pesquisa

fundamentada suficientes para a obtencao do grau de Mestre.



Resumo

Estudamos a energia, a magnetizacao e cumulantes na regiao de transicao de fase
do modelo de Heisenberg tridimensional isotrépico por Monte Carlo, usando o algoritmo
de Metropolis. Na temperatura critica 7. implementamos os algoritmos vetorizados de
Metropolis, Metropolis hibridizado com Super-relaxacao e de Wolff segundo a prescrigao
de Chen et al. (4). Escolhemos Metropolis:Super-relaxagao 1:4 por ser o de maior nimero
medidas independentes por segundo. Implementamos a técnica de multi-histogramas
otimizada de Bereau e Swendsen (13) para esse estudo. Obtivemos por escala de tamanho
finito os expoentes criticos « = —0,0709+0, 0099, 3 = 0, 349940, 0076, v = 1, 388040, 060
ev = 0,6903+0, 0034, o inverso da temperatura critica K, = 0,6931440, 00032 (com kg =
1), e o parametro universal cumulante de Binder para a rede infinita na temperatura critica
Usp = 0,62178 +0,00049 por meio de uma estratégia envolvendo o uso de jackknife para
minimizar o vicio. Os expoentes concordam com determinagoes experimentais, tedricas e
simulacionais da literatura. Examinamos também as autocorrelagoes temporais de energia
e de spin em redes unidimensionais (um sistema exato unidimensional L = 4 e um cadtico
L = 18), obtidas pelos métodos Runge-Kutta, Preditor-Corretor, Suzuki-Trotter e Forest-
Ruth otimizado, todos de quarta ordem. Verificamos que o uso de precisao quadrupla,
com passos da ordem de 107¢, amostras da ordem de N = 10°, e cadeias de spin longas
pode ser suficiente para elucidar se esta difusao de spins é anomala ou nao. As diferentes
implementagoes dos algoritmos podem corresponder a diferentes operadores temporais no
caso caotico.



Abstract

We studied the energy, the magnetization and cumulants of the three-dimesional iso-
tropic Heisenberg model in the phase transition region by using Metropolis algorithm.
In order to study the critical temperature we implemented the vectorized Metropolis,
hybrid Metropolis and Wolff (the latter one as prescribed by Chen et al (4)). We chose
Metropolis:Overrelaxation 1:4 for its fastest independent measurements yield. We imple-
mented Bereau and Swendsen’s optimized multi-histogram technique (13) for this study.
We obtained through finite size scaling the critical exponents o« = —0,0709 + 0, 0099,
6 =0,3499 £ 0,0076, v = 1,3880 £ 0,0066 and v = 0,6903 + 0, 0034, the inverse critical
temperature K. = 0,69314 4+ 0,00032, and the universal parameter Binder cumulant for
an infinite lattice at critical temperature Uz = 0,62178 0, 00049 by means of a strategy
involving jackknife to reduce bias. These exponents agree with experimental, theoreti-
cal and simulational determinations from literature. We also investigated energy and
spin time autocorrelations in unidimensional lattices (an integrable L = 4 system and a
non-integrable L = 18 system), by integration with fourth order Runge-Kutta, Predictor-
Corrector, Suzuki-Trotter and optimized Forest-Ruth methods. We found that the use of
quad precision, an integration step of approximately 107% N = 10° sampling, and long
spin chains may be sufficient to discriminate between an expected and an anomalous spin
diffusion. Besides, each algorithm implementation may correspond to a different time
operator for the non-integrable system.
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1 Introducao

Neste capitulo iremos discorrer sobre o modelo de Heisenberg e a simulacao, e faremos
a ponte entre esses assuntos e a presente investigacao. Esperamos que ela apresente o
objeto deste estudo de propriedades estaticas e dinamicas e de forma panoramica o modo

de investigacao utilizado.

1.1 O modelo de Heisenberg

O ferromagnetismo é um fendémeno coletivo, que requer campos internos muito altos.
A interacao eletrostatica permite que se alcance tais campos, dando origem a interacao

de troca, que desempenha um papel essencial neste tipo de magnetismo.

Vamos mostrar a seguir a origem desta interacao a partir da discussao de Dresselhaus

(16). Consideremos a seguinte hamiltoniana de dois elétrons interagentes:

2 2 7e? Ze? e?
2m  2m 1 T |7“1 —7“2’

(1.1)

onde 7; é o vetor posicao do elétron ¢ em relacao ao ntcleo, r; e p; sao a distancia radial
do nicleo e o momento linear do elétron 7, m é a massa de cada elétron, e é a carga do

elétron e Z é a carga nuclear. Definimos tambem

2 Z€2

H, - PL_Z¢
2m 1

2 ZeQ

n, = B _Z¢
2m T9

O 1ultimo termo ida Equacao 1.1 expressa a interacao coulombiana entre os dois
elétrons e a designaremos por Vis. A energia de Coulomb (5 pode ser encontrada
aproximadamente através da teoria da perturbacao, usando-se como funcgoes de onda

nao-perturbadas os estados das hamiltonianas H; e Hsy, que chamamos respectivamente
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de 11(71) e ¥o(75). Ela pode ser aproximada por
2
Cra = [ U303 = (P ) (12)
Em relacao a funcao de onda dos dois elétrons, o Principio de Exclusao de Pauli
requer que ela seja antissimétrica sob a troca das duas particulas. Ela pode ser simétrica
na funcao espacial e antissimétrica na funcao de spin ou vice-versa. O valor esperado da
energia do sistema serd diferente dependendo se no calculo de V5 usamos fungoes espaciais
simétricas ou antissimétricas. A origem dessa diferenca pode ser explicitada por

2

/Wﬁ( D5 (7o) £45 (P) 05 (71) o= (11 (7)o (Fa) 401 (7)) tha (71) | dP 1 dPry = Crat i

|7“ T2|
(1.3)
O termo Ji5, chamado de energia de troca, é definido por
D= [ s (1.4)

Se usamos o sinal positivo nas fungoes de onda na Equacao 1.3 a fungao de onda usada

¢ a simétrica, caso contrario antissimétrica.

A energia de troca Jio € igual a Jo;. Se ela for positiva a funcao de onda com parte
espacial antissimétrica tem energia menor. Nesse caso os spins estao alinhados, o spin

total é s = 1 e o material é ferromagnético. Se negativa, s = 0.

Podemos escrever
g = §1 —|— 52,
de maneira que
S2= (S, +8,)- (S1+S,) =52+ 82+25 -5,
uma vez que os operadores S, e S, comutam porque os elétrons sao localizados. O tultimo

termo da equagéo anterior pode Ser expresso por
251 : gg = S(S —+ 1) — 81(81 + 1) — 82(82 -+ 1) = 1/2

para o tripleto (fungao espacial simétrica), onde s = 1, s; = 1/2 e s, = 1/2 sado o spin
total, o spin da particula 1 e o spin da particula 2 neste caso, respectivamente. Para o
singleto (func@o espacial antissimétrica) s = 0, s; = 1/2, s, = 1/2 e conseqiientemente
temos

25, - S, = —3/2.
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Assim,

1 L
5 725 S =21,

positiva para o tripleto e negativa para o singleto. O valor esperado de Vj5 pode dessa
maneira ser escrito como

1

1 L R
<‘/12> =AFE = C12 - <§ + 251 : 52) J12 - 012 — (5) J12 — 251 . SQJlg. (15)

O tltimo termo da Equagao 1.5 é chamado de hamiltoniana de Heisenberg.

O modelo de Heisenberg em que estamos interessados é o ferromagnético isotrépico
H=-7) S-S (1.6)
(i.7)

onde o spin g; tem simetria O(3). A energia de troca J deve ser positiva para interagoes

ferromagnéticas. Por simplicidade fazemos J igual a unidade.

A familia de modelos de Heisenberg sao importantes no estudo de compostos como o
niquel, o ferro e o EuO (15) e tem permitido uma compreensao considerdvel da transigao
de fase magnética (17). Além disso acredita-se que ele é o modelo mais adequado para
os precursores nao dopados dos cupratos, onde se descobriu supercondutividade a altas

temperaturas (18).

1.2 Simulacao

A simulacao pode ser definida como a “imitagao de alguma coisa real, o estado das
coisas ou processo” (19). Sua utilidade é a de reproduzir uma situagao realista, estudar
condicoes alternativas, examinar o efeito de variaveis que poderiam ou nao ser ajustadas
fisicamente, pesquisar situacoes perigosas ou inviaveis de se reproduzir, ou investigar

situagoes que simplesmente nao existam fisicamente.

Na simulagao computacional o estudo do modelo é feito com o auxilio de computado-
res, e é uma ferramenta importante nas ciéncias. Ela permite aos fisicos inventar novos
modelos e estudé-los sem grandes simplificacoes. Em algumas circunstancias fornece as
bases tedricas para experimentos, e em outras ela fornece os dados para a exploracao

tedrica.
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1.3 Algumas consideracoes

Neste trabalho usaremos a simulagao computacional como meio de estudo do modelo
de Heisenberg ferromagnético isotréopico. Para essa finalidade tomaremos algumas medi-
das. Garantiremos a qualidade dos sorteios de niimeros e de spins, exploraremos a regiao
de transicao de fase do modelo de Heisenberg isotrépico tridimensional, e obteremos os
expoentes criticos e o parametro critico universal U;; de uma rede cubica simples de uma
maneira segura e minimizando vicios através da técnica estatistica jackknife. Estudare-
mos também a correlagao dinamica de uma rede de spins unidimensional, que é mais facil

de ser estudada, e discutiremos a relacao destes resultados com a difusao de spins.



2 0Objetivos

2.1 Objetivo geral

Investigar propriedades estaticas e dinamicas do modelo de spins Heisenberg isotrépico

através de técnicas modernas de simulacao.

2.2 Objetivos especificos

e Garantir o uso de bons geradores de niimeros aleatérios para Monte Carlo;

e Garantir o eficiente sorteio de spins;

e Explorar o modelo na regiao de transicao;

e Implementar o algoritmo de multi-histogramas otimizado;

e Determinar a temperatura critica e o expoente critico ¥ com o minimo de vicio;

e Escolher o algoritmo vetorizado Metropolis, Metropolis hibrido ou Wolff para ex-

plorar o modelo na temperatura critica;
e Determinar os expoentes criticos «, 3, e v com o minimo de vicio;
e Determinar os parametros ¢, e ¢(0) do calor especifico com o minimo de vicio;
e Determinar o parametro universal U; com o minimo de vicio;
e Estabelecer os métodos de dinamica de spins a serem usados;
e Examinar o efeito de variaveis sobre a dinamica de um sistema integravel;

e Examinar a convergéncia para uma solucao analitica com o aumento do tamanho

da amostra em um sistema exato;
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e Examinar o efeito de variaveis sobre a dinamica de um sistema nao-integravel;
e Examinar a dinamica de uma amostra em um sistema cadtico com diferentes métodos;

e Investigar a origem das diferencas entre diferentes trajetérias em um sistema nao-

integravel.



3 Sorteros de numeros e spins

O sorteio é importante tanto no estudo da termodinamica como da dinamica de spins
do modelo de Heisenberg. Ele foi usado nos algoritmos de Monte Carlo e para gerar
configuragoes da rede, seja através do sorteio de niimeros ou de vetores tridimensionais

que representavam spins classicos.

Existem testes proprios para cada tipo de sorteio, a fim de que seja assegurada a
qualidade do algoritmo e de sua implementacao, e a eliminagao de uma poss’ivel causa de
erro sistematico. Neste capitulo apresentamos os testes aplicados e seus resultados, que

servem como alicerce para os experimentos seguintes.

3.1 Sorteio de nuimeros

Usualmente os nimeros sorteados sao obtidos deterministicamente, por geradores de
nimeros aleatérios (RNG) que permitem a uniformidade do sorteio, a minimizacao da
correlagao entre os numeros gerados e um periodo longo até que a seqiiéncia dos niimeros
gerados se repita (3). A qualidade da aleatoriedade destes nimeros pode comprometer

com facilidade experimentos computacionais.

Escolhemos para nossas simulagoes trés RNG: os geradores ran e ran2 para o algoritmo
Metropolis seriado, e o ranl para os demais algoritmos (20, 21). Os dois primeiros foram
combinados visando-se a redugao da correlacao entre os nimeros gerados. O tultimo é

ideal para cédigos vetorizados.

Os testes objetivaram a verificacao da qualidade das implementagoes, uma vez que
os algoritmos em si ja haviam sido atestados pela literatura. Os testes usados foram o
de parking lot, uniformidade, noise sphere e a bateria de testes da National Institute of

Standards and Technology (NIST).
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3.1.1 ran

O RNG ran é um algoritmo seriado rapido para Fortran 90 em que se combina o RNG
minimo de Park e Miller (20) com uma seqiiéncia de deslocamentos de bits proposta por

Marsaglia (21). Seu perfodo é de cerca de 3,1 x 10'8.

3.1.1.1 Parking lot

Neste teste os nimeros gerados foram agrupados aos pares, na seqiiéncia em que foram
gerados. Circulos de raio fixo eram desenhados nas coordenadas dadas por eses pares.
Através da figura resultante pode-se estudar se havia padroes subjacentes aos geradores

que poderiam invalida-los.

Os numeros aleatérios de cada um dos métodos foram gerados em Fortran 90 e as

respectivas figuras foram produzidas no Mathematica.

Apesar de ser qualitativo na forma que foi utilizado aqui, é facil de ser implementado

e interpretado.
A inclusdo deste teste segue uma recomendagao do livro de Landau e Binder (3).

A Figura 1 mostra o resultado do teste parking lot realizado com 5000 pontos. Apa-
rentemente os pontos nao formam nenhuma estrutura, o que corrobora a boa qualidade

do gerador.

3.1.1.2 Uniformidade

E esperado que os nimeros sorteados por estes métodos tenham uma distribuicao

uniforme entre zero e um. Com isso, os testes de uniformidade podem recomendar ou nao

os RNGs.

Nos testes de uniformidade aplicados dividiu-se as regioes estudadas em partes iguais
e avaliou-se visualmente a uniformidade da distribuicao. Essas regioes foram o intervalo
[0, 1] para seqiliéncias individuais, ou o quadrado [0, 1] x [0, 1] para seqiiéncias de pares de

nimeros gerados.

Em dois casos realizou-se o teste do x* de Pearson (22). A estatistica usada neste

teste chama-se y? e assume-se em geral que ela segue a distribuicao de mesmo nome.

Em casos em que ajusta-se uma distribuicao a dados experimentais, no nosso caso a
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uniforme, o x? é calculado como

2 (0 — B
voy oA
onde O; e F; sao as freqiiéncias observadas e esperadas, respectivamente, e n é o nimero
de partes estudadas. Quanto maior o x2, pior é a concordancia entre os dados observados
e os esperados. Avaliamos a qualidade do ajuste a partir da probabilidade de se obter
um Y2 tao grande quanto o observado (23). Esta probabilidade é o valor p. Para um
distribuicao x? da estatistica, ele é calculado de

= en) = g [T

em que a = g/2 (g é o nimero de graus de liberdade dos dados), z = x?/2, e I'(a) é a

funcao gama, dada por

['(a) :/ e ‘1 dt.
0

Nestes testes de uniformidade escolhemos o nivel de significancia, isto é, o valor p

minimo para que a hipotese de uniformidade dos dados seja aceita, de 0,01.

Os numeros foram obtidos de implementacoes em Fortran 90 e o restante do teste de

uniformidade foi implementado e realizado no Mathematica.

O teste de uniformidade é quantitativo e facil de ser implementado, apesar de exigir
cuidados na sua interpretacao. Este teste de uniformidade também segue recomendagao

de Landau e Binder (3).

A uniformidade dos sorteios pelo RNG ran pode ser percebida visualmente na Figura
2. A contagem em cada caixa do histograma estd muito proxima de 5000, a média

esperada.

O valor x? correspondente foi de 14,82, e o valor p foi de 0,0958. Por ser maior
que 0,01, este valor p foi considerado aceitavel. A distribuicao deste sorteio é portanto

uniforme, como era desejado.

Também foi realizado o histograma de pares de numeros sorteados por ran, que é
apresentado na Figura 3. A contagem de cada caixa parece estar préoxima a 250, o valor

médio esperado.

O x? desta distribuicao foi de 92,88, e seu valor p foi de 0,6542, novamente um valor
aceitavel por ser acima de 0,01. A distribuicao de pares de sorteios de ran é tomada como

uniforme.
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Figura 1: Parking lot de 5000 sorteios do RNG ran.
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Figura 2: Histograma de 50000 sorteios do RNG ran.
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Figura 3: Histograma de 25000 sorteios de pares do RNG ran.
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3.1.1.3 Noise sphere

Neste teste triplas sao formadas de trés sorteios de niimeros aleatorios e transformados

da seguinte forma:

0 = 2nmr (3.1)
¢ = 7r (3.2)
ro= \r (3.3)

Sao desenhados pontos nas novas coordenadas esféricas. Se sao detectadas estruturas
além do agrupamento em torno do eixo z com o fator sin ¢, os ntimeros gerados podem

nao ser aleatérios.

Os nimeros foram obtidos de geradores em Fortran 90 e seu diagrama foi gerado no

Mathematica.

A semelhanca do teste parking lot, o teste é facil de ser implementado e interpretado,

apesar de sua motivacao nao ser evidente. O teste pode ser encontrado no sitio Math World
(24).

A Figura 4 mostra o grafico de noise sphere com 5000 e 10000 pontos. Nao foi notada
nenhuma estrutura em particular em qualquer um destes graficos, a menos do acimulo

esperado em torno do eixo z. Esses graficos reforcam a ideia de que ran é um bom RNG.

3.1.1.4 Bateria de testes do NIST

A bateria de testes do NIST para “geradores de niimeros aleatorios e pseudoaleatorios
para aplicagoes criptograficas” (25) redne quinze testes que investigam tipos diferentes de
nao-aleatoriedade em seqiiéncias binarias. Alguns dos testes podem ser decompostos em

um conjunto de sub-testes. Os testes principais sao:

1. O Teste da Freqiiéncia (Monobit): verifica se o nimero de zeros e uns sao apro-
ximadamente os mesmos que em uma seqiiéncia aleatéria. Todos os demais testes

dependem do sucesso neste;

2. O Teste da Freqiiéncia em um Bloco: verifica se a propor¢ao de uns em um bloco

de M bits é aproximadamente M /2. Para M = 1 o teste degenera para o anterior;

3. O Teste de Corridas: testa se o numero de corridas de zeros e uns de diferentes
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Figura 4: Noise sphere de 5000 (acima) e 10000 (abaixo) sorteios do RNG ran.
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10.

11.

12.

13.

14.

tamanhos é o esperado para uma seqiiéncia ao acaso. A corrida é uma seqiiéncia

ininterrupta de bits idénticos;

O Teste para a Maior-Corrida-de-Uns em um Bloco: determina se o comprimento
da maior corrida de uns na seqiiéncia testada é consistente com a de uma seqiiéncia

aleatéria;

O Teste de Rank de Matriz Bindria: avalia a dependéncia linear de sub-seqiiéncias da

seqiiéncia original. Focaliza-se o rank de sub-matrizes disjuntas de toda a seqiiéncia;

O Teste (Espectral) da Transformada de Fourier Discreta: detecta periodicidades

na seqiiencia que indicam desvios da hipdtese de aleatoriedade;

O Teste de Casamento de Molde sem Sobreposicao: o foco é o nimero de ocorréncias
de sequiéncias pré-especificadas de m bits. Se a seqiiéncia alvo nao é encontrada,

move-se um bit. Se sim, inicia-se a busca apds a seqiiéncia localizada;

O Teste de Casamento de Molde com Sobreposicao: semelhante ao anterior, mas no

caso de encontrar-se o alvo, a busca continua uma posi¢ao adiante;

O Teste “Estatistico Universal” de Maurer: verifica-se se a seqiiéncia pode ser ex-
pressa em um numero significativamente menor de bits sem perda de informagao.

Se sim, ela nao é considerada aleatoria;

O Teste de Complexidade Linear: testa o tamanho de um linear feedback shift

register (LFSR). Mede-se se a seqiiéncia é suficientemente complexa;

O Teste Seriado: determina se a freqiiéncia de todos os padroes de m bits en-
contrados com sobreposicao de busca corresponde a esperada para uma seqiiéncia

aleatéria;

O Teste de Entropia Aproximada: compara-se a freqiiéncia de sobreposicao blocos

de m e m + 1 bits com a esperada para uma seqiiéncia aleatoria;

O Teste de Somas Cumulativas: avalia se o maximo da soma cumulativa da seqiiéncia

com os zeros transformados em -1 é compativel com a de uma seqiiéncia aleatoria;

O Teste de Excursoes Aleatorias: mede o nimero de ciclos que tém K visitas a cada
uma das somas cumulativas entre -4 e 4. O ciclo é uma seqiiéncia de -1 (no lugar

de 0) e 1 que comeca e termina em uma soma cumulativa nula;
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15. O Teste Variante de Excursoes Aleatdrias: mede o nimero de visitas da soma cu-
mulativa da seqiiéncia de -1 (no lugar de 0) e 1 a cada um dos valores entre -9 e
9.

O Teste Espectral nao estava funcionando adequadamente e por isso nao o utilizamos.

O sucesso da bateria de testes foi avaliado por dois critérios: se o histograma dos
valores p era uniforme e se a proporcao de resultados para cada teste estava dentro do

intervalo de confianca.

A seqiiéncia binaria testada foi gerada aplicando-se o teste se o numero gerado era

maior que 0,5, atribuindo-se o algarismo zero ou um de acordo com este resultado.

Foram usadas 10 amostras de 10% algarismos cada, o bitstream foi de 10° algarismos,
m = 10° no teste da Freqiiéncia em um Bloco, m = 9 no Casamento de Molde sem e
com Sobreposicao, m = 10 na Entropia Aproximada, M = 500 na Complexidade Linear,

e m = 16 no Seriado.
No teste do RNG ran, as sementes usadas eram negativas.

As proporgoes de 185 testes realizados foram aprovados, e dois foram reprovados
(casamento de molde com sobreposi¢ao e um sem reposicao), com o nivel de significancia
a = 0,01. Tendo em vista a baixa quantidade de reprovacgoes, que é esperada, o resultado

foi tido como satisfatoério.

Todos os testes de uniformidade tiveram valores p acima de 0,0001 (nivel de signi-
ficancia dentro da proposta do NIST para este teste), sendo também favoraveis a boa

qualidade de ran.

3.1.2 ran?2

O RNG ran2 é réapido, mas mais lento que o ran. Ele combina dois geradores con-
gruenciais e retorna um numero de uma lista misturada de sorteios. Press et al. (20)
garantem um sorteio perfeito dentro dos limites de precisao de ponto flutuante. O algo-

ritmo é seriado.

3.1.2.1 Parking lot

Nao distinguimos nenhum padrao subjacente as estruturas do parking lot, o que é um

indicador da boa qualidade de ran2.
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3.1.2.2 Uniformidade

Todas as contagens das dez caixas do histograma simples foram muito proximas de
5000, que é a média esperada.

As contagens das caixas de pares de sorteios foram préximas de 250, a média esperada.

Estes resultados sustentam a nogao de que ran2 é um bom RNG.

3.1.2.3 Noise sphere

No teste de noise sphere com o RNG ran2, nao percebemos nenhuma estrutura além

da esperada em torno do eixo z. Isso indica que ran2 é um bom RNG.

3.1.2.4 Bateria de testes do NIST

Para ran2, a = 0,01 no estudo do valor p de cada teste, e @ = 0,001 no estudo das
proporcoes aprovadas. Como no ran foram usadas no ran2 10 amostras de 10® algarismos
cada, o bitstream foi de 10° algarismos, m = 10° no teste da Freqiiéncia em um Bloco,
m = 9 no Casamento de Molde sem e com Sobreposicao, m = 10 na Entropia Aproximada,

M = 500 na Complexidade Linear, e m = 16 no Seriado.
Quatro dos 187 testes aplicados nao passaram no teste de proporcao.
Todos os testes se mostraram com os valores p uniformemente distribuidos.

Concluimos desta bateria de testes que ran2 é um bom RNG.

3.1.3 ranl

O RNG ranl apresentado é um algoritmo paralelizado em que cada elemento do vetor
a ser sorteado possui inicializagoes do espaco de estados diferentes. Ele combina trés
geradores rapidos: dois congruenciais e uma seqiéncia de deslocamentos de Marsaglia.
Da mesma forma que ran2, Press et al. (21) garantem que os sorteios sao perfeitos dentro

da precisao de ponto flutuante.

3.1.3.1 Parking lot

Nos testes parking lot para os dois tipos de seqiiéncias os pontos nao parecem ter

nenhuma estrutura subjacente. Isso indica a boa qualidade do RNG rani.
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Tabela 1: Valores de x? e p para a distribuicao uniforme de trés amostras com 50000
sorteios simples por ranl cada, divididos em dez caixas.

Sorteio
Amostra Seriado Em paralelo
x? Valorp x? Valorp
1 8,51 0,4829 9,71 0,3742
2 6,07 0,7332 13,7 0,1349

3 4,33 08885 12,3 0,1977

Tabela 2: Valores de x? e p para a distribuicao uniforme de trés amostras com 25000
pares de sorteios por ranl cada, divididos em dez caixas.

Sorteio
Amostra Seriado Em paralelo
x? Valorp x? Valorp
1 99,2 0,4750 108 0,2479
2 82,4 0,8854 97,6 0,5191

3 86,5 0,8097 108 0,2562

3.1.3.2 Uniformidade

Tanto para a seqiiéncia seriada como para a em paralelo os histogramas de sorteio

simples parecem uniformes, As contagens das caixas estao em torno da média esperada

de 5000.

A Tabela 1 mostra os valores de 2 e do valor p para trés amostras com 50000 dados.

Nenhum destes valores p foi menor que 0,01.

Os histogramas de pares de sorteios também pareceram uniformes, com contagens em

torno do valor esperado de 250.

Os valores de y? e de p para trés amostras com 25000 pares de dados cada sao

mostrados na Tabela 2. Nenhum dos valores p foi menor que 0,01.

Todos esses resultados apoiam a hipdtese que ran! é um bom RNG.

3.1.3.3 Noise sphere

O noise sphere das seqiiéncias seriada e em paralelo nao revelou nenhuma estrutura

além da esperada para ntimeros aleatorios. Isso esta de acordo com um RNG de qualidade.
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3.1.3.4 Bateria de testes do NIST

No teste de ranl estudou-se a aleatoriedade entre os nimeros gerados em paralelo.
Aqui n = 10° e o bitstream foi de 100. Com essas condicoes foi possivel apenas realizar
quatro testes: Frequéncia, Freqiiéncia em um Bloco, Corridas e Somas Cumulativas. Para

fins de conferéncia, testou-se ran em condi¢oes andlogas.

Todos os testes de proporcao com trés vetores de 10° sorteios obtido por rani foram
satisfatorios, mas em relacao ao teste de uniformidade s6 passaram para Freqiiéncia em
um Bloco. Esses mesmos resultados se repetiram quando esperou-se 1000 sorteios de
vetores a partir de uma semente ja usada antes da coleta de dados, ou ao usar-se ran

nestas mesmas condigoes.

O fato de seqiiéncias geradas em paralelo apds 1000 rodadas terem apresentado o
mesmo resultado indica que nao se trata de um problema com a fase inicial de sorteios.
Dado que o ran havia sido amplamente aprovado por essa bateria e que quando em
situacao semelhante ao ranl também nao foi aprovado, o problema deve ser peculiar ao
uso deste tipo de amostra. Provavelmente encontramos uma falha neste programa, que

pode estar associada ao tamanho reduzido da seqiiéncia binaria.

A bateria de testes do NIST mostrou-se inconclusiva. Devido aos resultados dos

demais testes assumimos que a implementagao de ranl ¢é adequada.

3.2 Sorteio de spin

Necessitamos obter spins aleatérios uniformemente distribuidos em uma esfera unitaria
para escolhermos configuracoes iniciais de spins e para atualizd-los em um processo es-
tocastico. Um algoritmo de sorteio de spins adequado aos nossos fins é rapido e compativel

com a estratégia de programacao.

Testamos quatro algoritmos bésicos: o Trivial, o Tradicional, o de Marsaglia e o de

Cook (a designagao ¢ nossa).

A escolha do algoritmo foi o da média mais rapida de 10 medidas, com o sorteio de

108 spins por medida. O RNG usado foi o ran.
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3.2.1 Trivial

O algoritmo Trivial (3) é o mais intuitivo deles. Ele consiste no sorteio de um spin
inscrito e no centro de um cubo, na selecao dos spins no interior da maior esfera que
pode ser inscrita no cubo (com um conseqiiente descarte de 48% dos spins sorteados),
e na posterior normalizacao do spin. Nao sao usadas fungoes trigonométricas. Ele é

apresentado a seguir no Algoritmo 1.

Algoritmo 1 Sorteio Trivial
maxsqnorm < 0.5 x 0.5. {Norma ao quadrado maxima do spin antes da renorma-
lizagao. }
sqnorm « 2. {Quadrado da norma escolhido maior que maxsqnorm para iniciar escolha
do spin.}
while sqnorm > maxsqnorm do {Escolha do spin}
1 —1r—20,5.
To «— 1 —0,5.
x3 «— 1 —0.5
sqnorm «— x3 + x5 + 3.
end while
norm <« ,/sqnorm. {Calculo da norma.}
invnorm « 1/norm. {Célculo da inversa da norma.}
{Renormalizacao do spin}
Sy «— X1 X Invnorm.
S, < Ty X Invnorm.

Y
S, <+ T3 X invnorm.

A Figura 5 mostra os sorteios de 100, 1000 e 5000 pontos pelo método Trivial sobre a
esfera unitaria. Sao mostrados dois pontos de vista: um mais equatorial e outro em um dos
polos. Aparentemente a distribuicao dos pontos sorteados é uniforme, independentemente

da latitude, como desejado.

3.2.2 Tradicional

O algoritmo Tradicional exige somente duas escolhas de niimeros aleatorios r sem des-

cartar pontos. Sao usadas fungoes trigonométricas. O Algoritmo 2 mostra sua estrutura.

Algoritmo 2 Sorteio Tradicional
s, «— 2r — 1.
Ngy < /1 — 2. {Norma do componente do spin no plano zy.}
¢ = 27r.
Sp = Mgy COS(@).
Sy = Mgy sin(e).
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Os pontos pareceram estar uniformemente distribuidos na esfera, independentemente

da latitude, de acordo com o esperado de um bom sorteio de vetores 3D.

3.2.3 Marsaglia

Este algoritmo desenvolvido por Marsaglia (26) nao usa fungoes trigonométricas, mas
descarta alguns pontos. Dois nimeros aleatorios sao escolhidos por tentativa. Ele é

mostrado no Algoritmo 3.

Algoritmo 3 Sorteio Marsaglia
sqsum <« 2.
while sqsum > 1 do
1, +— 1 —2r.
Ty «— 1 —2r.
sqsum «— x? + z2.
end while
sqrtaux < /1 — sqsum.
{Escolha do spin.}
Sz +— 2x18qrtaux.
Sy < 2wosqrtaux.
5, < 1 — 2sgsum.

O sorteio Marsaglia também se mostrou uniforme sobre a esfera unitaria, sem nenhuma
dependéncia da distribuicao com a latitude. Com isso concluimos que seu sorteio de

vetores é adequado.

3.2.4 Cook

O algoritmo de Cook é uma extensao de um método de von Neumann para sortear
pontos em uma esfera unitaria. Nao usa fungoes trigonométricas, mas descarta pontos e
realiza quatro escolhas de ntimeros aleatorios por tentativa. Ele é apresentado no Algo-

ritmo 4.

Das mesma maneira que os demais sorteios, o sorteio Cook apresentou-se uniforme-

mente distribuido na esfera unitaria, e conseqiientemente de boa qualidade.
Os sorteios foram cronometrados, e o resultado é mostrado na Tabela 3.

O método mais rapido foi o Marsaglia, que apesar de descartar alguns pontos faz so-
mente dois sorteios. Além disso nao usa fungoes trigonométricas, que pode retardar bas-
tante algoritmos. A consideracao deste algoritmo permitiu-nos uma economia no tempo

de sorteios seriados de cerca de 15%.
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Figura 5: 100 (a esquerda), 1000 (no meio) e 5000 (a direita) sorteios de spins do tipo
Trivial seriado pelo RNG ran. As linhas mostram diferentes perspectivas dos sorteios.

Algoritmo 4 Sorteio Cook

sqsum «— 2
while sqgsum > 1 do

To«— 1 —2r.

Ty «— 1—2r.

To«— 1 —2r.

T3 «— 1 —2r.

sgsum «— at(z) + a2 + 235 + x§
end while
invsqsum «— 1/sqsum.
Sy — 2(x1w3 + xoT9)inVSgsum.
Sy « 2(z2x3 — Toxq )invsgsum.

s, < (3 + 22 — z3 — x3)invsqsum.

Tabela 3: Tempo de 108 sorteios seriados pelos métodos Trivial, Tradicional, Marsaglia e

Cook.

Sorteio Tempo (s)
Trivial 30,09 +0,15
Tradicional 45,25+ 0,15
Marsaglia 25,58 0, 28
Cook 84,96 + 0,49
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3.2.5 Vetorizacao do sorteio de spins

Implementamos o algoritmo de Marsaglia em versoes vetorizadas, de maneira que o
sorteio nao se tornasse um gargalo para o desempenho de algoritmos vetorizados. Estas
versoes foram a recursiva e em loop. O Algoritmo 5 mostra em linhas gerais a primeira

alternativa.

Algoritmo 5 Sorteio Marsaglia vetorizado recursivo.
Sorteie vetor v; com n elementos entre zero e um.
Sorteie vetor v, com n elementos entre zero e um.
(U 1-— 2U1.

Vo < 1-— 21)2.
Calcule soma dos quadrados de vy e vy (sqsum) elemento a elemento.
Crie méscara logica em que elementos sao resultado de sqsum >= 1.
Conte n, valores verdadeiros da mascara.
if algum elemento da méscara é verdadeiro then
Crie vetores my e msy, ambos com n, elementos.
Chame recursivamente Sorteio Marsaglia vetorizado recursivo, com vy «<— my e vy «—
me na rotina chamada.
Faca vy «<— m; onde a mascara é verdadeira.
Faca vy «<— ms onde a mascara é verdadeira.
Destrua vetores my e ma.

end if

No Algoritmo 6 apresentamos a versao Marsaglia vetorizada em loop.

A escolha do sorteio vetorizado de spins foi pela média mais rapida de cinco medidas
para cada tipo de sorteio. Cada medida consistiu de 1000 chamadas & implementagao
escolhida, gerando-se em cada chamada uma matriz de 323 spins aleatérios com 3 compo-
nentes cada um. Em cada etapa da compilagao do teste foram usadas as opcoes -03, que
realiza uma analise de dependéncia de dados agressiva, e -xP, que realiza a compilagao

especifica para alguns processadores Intel e outras otimizacoes.

Verificamos também a qualidade dos sorteios seriado e em paralelo pelo algoritmo
Marsaglia vetorial, com o uso do RNG rani. Os sorteios seriados de Marsaglia vetorial
aparentaram ser uniformemente distribuidos de qualquer dos pontos de vista usados, e

como consequiéncia de boa qualidade.

Como nas situagoes anteriores, a distribui¢ao dos spins sorteados em paralelo aparen-

tam ser uniformes e de boa qualidade.

O algoritmo vetorial mais rapido foi o recursivo, sendo 1,81 vezes mais rapido que o

loop.
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Algoritmo 6 Sorteio Marsaglia vetorizado em loop.
Sorteie vetor v; com n elementos entre zero e um.
Sorteie vetor vy com n elementos entre zero e um.

v — 1 — 2vy.
Vo 1-— 2’(}2.
loop
Calcule soma dos quadrados de vy e vy elemento a elemento sqsum.
Crie méascara logica em que elementos sao resultado de sqsum >= 1.
if algum elemento da méscara é verdadeiro. then
Conte n, valores verdadeiros da méscara.
Crie vetores my e mo, ambos com n, elementos.
Sorteie vetor m; com n, elementos entre zero e um.
Sorteie vetor msy com n, elementos entre zero e um.
mq <— 1-— 2m1.
moy «— 1-— 2m2.
Faca v; < my onde a mascara é verdadeira.
Faca vy <— my onde a mascara ¢ verdadeira.
Destrua vetores m; e ma.
else
Saia do loop.
end if
end loop

Vimos assim que o melhor algoritmo de sorteio de spins é o Marsaglia. Ele funciona
adequadamente tanto em sua versao seriada com na vetorial. O sorteio vetorial mais

rapido ¢é o recursivo.
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4 Termodinamica do modelo de
Heisenberg 3D

Neste capitulo abordaremos a investigacao termodinamica do modelo estudado na

regiao da transicao de fase.

4.1 Transicao de fases

O estudo de transicao de fases é relevante para muitas disciplinas e em muitas dreas
da Fisica. A transicao de fase é caracterizada pela transformacao de um sistema termo-
dinamico de uma fase ou estado para outro (27). Sao alguns de seus objetos de estudo
os fluidos, materiais magnéticos, supercondutores e superfluidos. Elas ocorrem devido a

interagoes de um nimero grande de particulas.

Segundo a classificacao moderna, a transicao de fase de primeira ordem ocorre quando
ela envolve um calor latente, como na fusao da agua. As transicoes de segunda ordem,
também chamadas de transi¢oes continuas, possuem uma divergéncia na susceptibili-
dade, um comprimento de correlacao infinito e um decaimento das correlagoes com lei

de poténcia. Um exemplo é a transi¢ao ferromagnética.

A transicao de fase pode ser caracterizada por uma quantidade nao-nula abaixo da
temperatura critica e zero acima dela: o parametro de ordem. Ele varia com t? nas
proximidades da T., onde t = (T, — T)/T. (17), e T é a temperatura do sistema. No
caso em que a magnetizacao é o parametro de ordem, como o nosso, ela pode ter a forma
m = Bt?. Na pratica é comum serem necessarios termos de correcao de forma que m
pode ser escrita como

m = Bot? {1+ B(t)" + ...}, (4.1)

com x > 0.

Os experimentos indicam a existéncia de classes de universalidade, que ainda precisam
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ser provadas rigorosamente. Esses expoentes sdo importantes porque as correlagoes de
extremo longo alcance nao ocorrem fora da temperatura critica e os expoentes obedecem

a certas relagoes que transcendem um sistema em particular.

De acordo com a hipodtese de universalidade, os expoentes criticos e as fungoes de
escala dependem apenas de algumas propriedades globais, como a dimensionalidade, o

alcance das interagoes e a simetria do parametro de ordem (15).

As formas de escala das quantidades termodinamicas calor especifico ¢, magnetizagao

m e susceptibilidade x para t — 0 sao

¢ R caolt) + LYC(tLY) (4.2)
m ~ LML), (4.3)
x ~ LYX(tLV). (4.4)

Pode-se definir outro expoente critico d na 7T, como:
m ~ DHY. (4.5)

onde H é o campo magnético.

Tais expoentes criticos ja foram determinados em diferentes sistemas que sao bem
descritos pelo modelo de Heisenberg. Determinagoes experimentais recentes sao mostradas

na Tabela 4.1.

Vérias relagoes para os expoentes criticos foram propostas. Uma dessas relagoes é a
de escala, a + 203 4+~ = 2, para modelos tedricos e a+ 23+ v < 2 em experimentos, cujos

resultados conduzem a conjectura da igualdade.

A hipétese de escala estéatica tem como conseq” uéncia a igualdade na relagao de escala,
e a predigoes novas sobre a equagao de estado na vizinhanga da 7,.. Ela assume que certas

funcoes termodinamicas sao fungoes homogeéneas de seus argumentos.

Os modelos tedricos sao pertinentes porque cada um deles produz um conjunto de ex-
poentes criticos independentemente da 7,.. Os modelos de Ising e de Heisenberg parecem
espelhar até um dado momento resultados de sistemas fluidos e magnéticos, respectiva-
mente. Um dos primeiros objetivos na investigagao de expoentes criticos é encontrar os
modelos tedricos adequados e entender que caracteristicas do modelo sao relevantes nesse

estudo.

A investigacao de expoentes criticos dos modelos nao tratdaveis analiticamente tem sido
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Tabela 4: Determinacoes experimentais recentes de expoentes criticos da classe de univer-
salidade de Heisenberg. As citagoes anteriores a 2003 foram encontradas por Campostrini

et al. (15).
Citagao Ano Material y 16 )

(28) 1980 Ni 0,354 £ 0,014
(29) 1981 Fe 0,367 & 0,005
(30) 1995 Ni 1,345£0,010 0,395+0,010 4,35=£0,06
(31) 1995 GdyBrC 1,392 £0,008 0,365+0,005 4,80=£0,25
(31) 1995 Gd,IC 1,370+ 0,008 0,375+ 0,008 4,68+ 0,25
(32) 1999 T1;Mn, O 1,31 +£0,05 0,444+0,05 4,65+0,15
(33) 2000 La(),gQCao’lgMnOg 0, 383 + 0, 009
(34) 2000 Lagg5CagosMnOs 1,39+ 0,05 0,36 £0,07 4,75+0,15
(35) 2000 Gd(0001) 0,376 £ 0,015
(36) 2000 GdyCuOy 1,324+ 0,02 0,34£0,01
(37) 2000 CsoPdao(liq) 1,42 40,05
(37) 2000  CsoPda(sol) 1,40 40,08
(38) 2001 GdS 0,38 0,02
(39) 2001 CrO, 1,43£0,01 0,371 £0,005
(39) 2001 CrO, 1,43+£0,01 0,371 £0,005
(40) 2001  LagsCag2MnO; 1,45 0,36
(41) 2008  Pro73Cap27MnO; 1,36 £ 0,02 0,36 0,02 4,81 4+0,02
(42) 2009 EU8G316G630 O, 356 = O, 3
(43) 2009 La0782Ca0718Mn03 1,38 0,37 4,8
(43) 2009 La07810a0719M7’L03 1,34 0,38 4,8
(43) 2009 LagsoCag.a0MnOs 1,38 0,37 48
(44) 2009 CdCrySy 1,44 £0,02 0,334+0,04 5,384+0,01
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propulsionada pelo advento de computadores e de algoritmos convenientes. A simulagao
computacional por Monte Carlo tem permitido um resultado quantitativo melhor para

uma variedade de fenomenos em diversas condigoes. Ela sera abordada na proxima segao.

4.2 Monte Carlo

Uma das técnicas mais usadas na Fisica é a simulacao Monte Carlo, que pode ser
conjugada com métodos tedricos. Ela se baseia na amostragem aleatoéria e em geral seu
uso € conjugado com o de geradores de nimeros pseudo-aletérios. Essa designagao abrange
uma diversidade de métodos que via de regra seguem o padrao mostrado no Algoritmo 7
(45).

Algoritmo 7 Padrao geral de um método Monte Carlo
Define-se um dominio das entradas possiveis.
Gera-se entradas aleatoriamente a partir de um distribuicao de probabilidade do
dominio.
Realiza-se um procedimento deterministico das entradas sorteadas.
Agrega-se os resultados obtidos em um tnico resultado.

Para o estudo de transicao de fases ou de propriedades dinamicas precisamos gerar
amostras de onde obtemos as grandezas de interesse (energia, correlagoes etc.). Se esco-

lhemos o ensemble candnico, a probabilidade de cada estado é dada por:

pi = w, (4.6)

onde § = 1/(kgT), Z = Zf\il exp(—(F;) é a funcdo partigdo e M é o nimero de confi-

guragoes possiveis.

Uma estratégia possivel para gerar uma seqiiéncia de estados com a distribuicao de-
sejada é a realizacao de um processo estocdstico tal que a p; seja sua distribuicao esta-
cionaria.

No processo estocéstico o sistema segue uma regra probabilistica para evoluir. Um

estado pode levar a uma série de outros estados, cada um com uma probabilidade diferente,

que pode depender dos estados assumidos anteriormente.

Um caso particular é a cadeia de Markov, que é um processo estocastico em que o
estado atual s6 depende do estado imediatamente anterior. Ele é definido pelo espaco de
estados e das taxas ou probabilidades de transi¢ao (46). Ele pode ser usado para obter-

mos a amostra de estados que desejamos, ao chegarmos na distribuicao de probabilidade
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desejada partindo de um distribuicao inicial.

Consideremos um espago de N estados discretos, p(t) é o vetor distribuigdo de pro-
babilidade de N elementos, e a matriz de transicao T, em que cada elemento 7;; indica
a probabilidade de transi¢ao do estado j para o estado i. A probabilidade p(t + 1) serd
dada por

pt+1) = Tp(R).

Dessa maneira, partindo do tempo inicial ¢ = 0, a distribuicao de probabilidade no

tempo n sera

Para a distribuicao estaciondria, esperamos que
Tpest = Pest

de maneira que p,4; € 0 autovetor da matriz de transicao T com autovalor 1. A distribuicao
estaciondaria é uinica se o processo for ergédico: se de um estado qualquer pudermos chegar

a qualquer outro em um numero finito de transigoes.

Para alcancarmos a distribuicao desejada, escolhemos as probabilidades de transicao

tais que obedecam a condicao de balanco detalhado
Tijp; = Tjipi- (4.7)
Sob essa condic¢ao, temos que no tempo t + 1
N
pi(t+1) = ZTMU@@)
i=1

N
= Z Ti;pi(t) (via Equacao 4.7)
i=1

N

isto é, alcancamos uma distribuigao estacionaria.

Para simular estados no ensemble canonico, que é nosso caso, podemos definir

T;; = min[l, exp(—FAE)]
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onde § = (kgT)™', AE = E; — E; e E é a energia do estado. Essa defini¢ao é a base
do algoritmo de Metropolis. Outros algoritmos possiveis sao o Metropolis hibrido, onde
o Metropolis é combinado com a Super-relaxacao, a qual reduz a correlacao entre estados
consecutivos, e o Wolff, que se baseia no teorema de Fortuin-Kastelein (3, 47, 48). Todos

esses algoritmos sao descritos no capitulo Termodinamica do modelo de Heisenberg 3D.
A Tabela 4.2 elenca expoentes criticos determinados por simulacao e teoricamente.

Utilizamos o método Monte Carlo para gerar uma amostra de configuracoes em dada
temperatura e estimar a energia e a magnetizacao. Destas calculamos as grandezas de

interesse.

A configuracao é uma rede cubica simples L x L x L de spins cléssicos, representados

por vetores tridimensionais unitarios.

O tamanho de rede L é um numero par de sitios em uma aresta. Ele foi escolhido
desta forma para possibilitar a vantagem computacional em dividir-se a rede em duas sub-
redes. Os tamanhos L foram escolhidos também de maneira que tivéssemos pelo menos
cinco pares (L, L' = 2L) entre os tamanhos de rede escolhidos para a determinacao do
cumulante de Binder na temperatura critica para a rede infinita U, que é um parametro

universal.

Implementamos trés algoritmos Monte Carlo: o de Metropolis (em versao seriada e
vetorizada), a Super-relaxagao (OQverrelazation) combinada com Metropolis, e o de Wollff,

que serao apresentados no decorrer do texto.

4.3 Metropolis

O algoritmo de Metropolis é o modo mais comum e um dos mais simples de gerar
configuracoes em dada temperatura. No entanto a energia e a magnetizacao podem exibir

uma correlacao significativa mesmo em medidas distantes de muitos passos de Monte

Carlo.
Seu desenho geral é apresentado no Algoritmo 8.

A unidade de “tempo” usada é o passo Monte Carlo (MCS), onde 1 MCS corresponde &
atualizacao de L x L x L spins da rede. Em todos os algoritmos Metropolis implementados

cada sitio é visitado uma tnica vez por MCS.

No algoritmo Metropolis seriado, usado na investigacao inicial, os spins sao armaze-



4.8 Metropolis

30

Tabela 5: Determinagoes simulacionais e tedricas recentes de expoentes criticos da classe
de universalidade de Heisenberg. As citagoes anteriores a 2003 foram encontradas por
Campostrini et al. (15). MC: Monte Carlo. HT: série de alta temperatura. FT: métodos
field-theory . SFM: método scaling-field. RG: grupo de renormalizagao. CRG: grupo de
renormalizagao continuo.

Citagao Ano Método 0 v I}
(15) 2002 MC+HT 1,3960 £ 0,0009 0,7112 + 0,0005 0,3689 + 0,0003
(18) 2009 MC 0,707 £ 0,006
(15) 2002 MC 1,3957 £0,0022 0,7113 £0,0011 0,3691 £ 0,0006
(49) 2000 MC 1,393 £ 0,004 0,710 +£0,002  0,3685 £ 0,0011
(50) 2000 MC 1,3909 £ 0,0030 0,6949 £ 0,0038 0, 3535 £ 0,0030
(51) 1996 MC 1,396 £0,003  0,7128 £0,0014 0,3711 +£ 0,0009

(52-54) 1993 MC 1,389 £ 0,014 0,704 £+ 0,006 0,362 + 0,003
(55) 1991 MC 1,390 £ 0,023 0,706 £+ 0,009 0,364 £ 0,005
(56) 1997 HT sc 1,406 £ 0,003 0,716 0,002  0,3710 £ 0,0013
(56) 1997 HT bcc 1,402 £ 0,003 0,71440,002  0,3700 £ 0,0013
(57) 1993 HT 1,40 £0,01 0,712 4+ 0,010 0,368 + 0, 006
(58) 2005 FT 1,378 £ 0,037 0,709 £+ 0,030 0,359+ 0,013
(59) 2001 FTd=3exp 1,3882+0,0010 0,7062+0,0007 0,3655=0,0005
(60) 1998 FTd=3exp 1,3895+0,0050 0,7073 40,0035 0,3662+0,0025
(61) 1991 FTd=3exp 1,3926+£0,0013 0,7096 =+ 0,0008
(62) 1977 FT d=3exp 1,386 £ 0,004 0,705+ 0,003  0,3645 % 0,0025
(63) 2007 FT e-exp 1,234 £ 0,005 0,325 4+ 0,002
(60) 1998 FT e-exp 1,382 £0,009 0,7045+£0,0055 0,3655=+£0,0035
(64) 1998 FT e-exp 1,39 0,708 0,367
(65) 2000 FT (d— 2)-expi 0,695 £+ 0,010
(66) 2010 RG 1,363 £ 0,008 0,69 £+ 0,02
(67) 1984 SFM 1,40 £0,03 0,715 4+ 0,020 0,373+ 0,011
(68) 2001 CRG 0,74 0,37
(69) 2001 CRG 1,374 0,704 0,369
(70) 1996 CRG 1,465 0,747 0,388
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Algoritmo 8 Metropolis
Defina configuracgao inicial do sistema.
loop
Calcule a energia inicial E; da configuracao.
Escolha um sitio.
Sorteie um novo spin para esse sitio.
Calcule a nova energia Ey da configuragao.
if AE=E; — E; <0 then
Troque estado antigo pelo novo.
else
if exp(—SAE) > r then
Nao troque o spin antigo pelo novo.
else
Troque o spin antigo pelo novo.
end if
end if
end loop

nados em uma matriz spin n x 3. Esta matriz é dividida em duas sub-redes em que
os primeiros vizinhos de um sitio pertencem a outra sub-rede. A Figura 6 mostra as

sub-redes na rede quadrada representada por spin.
A configuracao inicial é obtida sorteando-se sequencialmente um spin para cada sitio.

No céalculo da diferenca de energia entre configuracoes basta calcular a diferenca entre
as energias do sitio visitado antes e apds a escolha de um spin alternativo. A funcao

EnergiaSitio determina a energia associada a um dado spin e seus vizinhos.

Para otimizar o calculo da diferenca de energia entre configuracoes os vizinhos de cada

sitio foram tabelados.

O Algoritmo 9 mostra o algoritmo geral para um MCS, e em seguida alguns requisitos

necessarios a ele sao apresentados.

O algoritmo de identificacao de sub-redes é mostrado no Algoritmo 10. A funcao
IndiceSitio calcula o indice correspondente as coordenadas (i, j, k) e é dada pela férmula
i+ (j—1)Ly,+ (k—1)L,L,.

O indice dos vizinhos a um sitio é feito com o uso das fung¢oes mais e menos sobre a
coordenada desejada em IndiceSitio. Essas funcoes garantem a condi¢ao de contorno
periédica tornando-as iguais a 1 ao acrescentar-se 1 a uma coordenada L ou iguais a L ao

subtrair-se 1 a uma coordenada 1, respectivamente.



diferente.
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Algoritmo 9 Metropolis Seriado
for rede = 0 to 1 do
for sitio = 1, n do
atualiza < falso.
if subrede(sitio) = rede then
for componente = 1 to 3 do
si(componente) < spin(sitio, componente).
end for
{Identificacdo de vizinhos.}
direita «— viz(sitio, 1).
esquerda <« viz(sitio, 2).
frente « viz(sitio, 3).
tras «— viz(sitio, 4).
cima « viz(sitio, 5).
baixo « viz(sitio, 6).
for componente = 1 to 3 do
Svi-(1, componente) = spin(direita, componente).
(2, componente) = spin(esquerda, componente).
Sviz(3, componente) = spin(frente, componente).
Svi-(4, componente) = spin(trds, componente).
(5, ) (
) (

Sviz

componente) = spin(cima, componente).
Svi»(6, componente) = spin(baixo, componente).
end for
E; < EnergiaSitio(s;, Syiz)-
Sorteie spin alternativo sy.
E¢ < EnergiaSitio(sy, Syiz)-
{Verifica se spin é atualizado ou nao.}
if £y < E;. then
atualiza < verdadeiro.
else if r < exp[—f((E; — E;)]. then
atualiza < verdadeiro.
end if
if atualiza é verdadeiro then
energia « energia —FE; + E;. {Atualiza energia total.}
for componente = 1 até 3 do {Atualiza magnetizagao total.}

Sviz

magnetiza¢ao(componente) o magnetiza¢ao(componente) -
s;(componente) + sy(componente).
end for

for componente = 1 até 3 do {Atualiza sitio. }
spin(sitio, componente) < s¢(componente).
end for
end if
end if
end for
end for
{Normaliza magnetiza¢ao.} magnetizacdo = magnetizacao/n
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Algoritmo 10 Identificacao de sitios das sub-redes.
fork=1to L, do
for j=1to L, do
fori=1to L, do
sitio= IndiceSitio(i, j, k).
if médulo(i +j + k, 2) = 1 then
subrede(sitio) = 1.
else
subrede(sitio) = 0.
end if
end for
end for
end for

4.4 Exploracao inicial

Passamos agora a exploracao inicial das quantidades de interesse, com a energia, a
magnetizagao e cumulantes. Usamos nestes casos uma faixa de temperatura ampla, que

incluia a regiao de transicao de fase.

A energia F é calculada a partir da Hamiltoniana do modelo na rede, apds a atua-
lizagao de estado pelo método escolhido. A energia obtida nao é dividida pelo nimero de

spins para processamentos posteriores.

No célculo vetorizado de E era realizado o produto simultaneo elemento a elemento
da matriz de spins com ela mesma deslocada de um sitio em um dos sentidos para cada

direcao possivel, somava-se esses produtos e todos os elementos resultantes vetorialmente.

A Figura 7 mostra a dependéncia da energia com a temperatura para diferentes ta-
manhos de rede. As diversas curvas parecem convergir rapidamente com o aumento de

L. Nota-se também o aumento da inclinacao da curva proximo a temperatura critica

T.~1,4.

O comportamento da energia e da magnetizagao com a temperatura concordaram pelo
menos qualitativamente com o resultado de Watson et al. (1). As barras de erro foram no
entanto bem pequenas, em contraste com a observacao daquele trabalho para a regiao de
transicao. Provavelmente isso se deve ao poder computacional atual, ja que o algoritmo

usado é basicamente o mesmo: o Metropolis seriado.

A magnetizacao m é obtida somando-se todos os componentes dos spins separada-
mente e calculando-se o médulo deste vetor soma dividido pelo nimero de spins. A

implementacao vetorizada consiste na soma de todos os componentes dos spins primei-
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Figura 7: Energia por spin e em fungao da temperatura para diferentes redes. O algoritmo
de atualizacao foi o Metropolis seriado.
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ramente na linha, depois na coluna e na profundidade da rede, de maneira que a soma
resultante era um vetor de trés elementos. O modulo m também foi calculado vetorial-

mente.

A magnetizacao diminui com a temperatura de maneira mais acentuada com o maior
tamanho de rede, como se vé na Figura 8. Para as redes maiores m aproxima-se mais de

zero para temperaturas altas.

Os cumulantes calculados na exploragao inicial foram o calor especifico ¢, a susceptibi-
lidade x, Us, Uy, o cumulante de Binder U,p, e os cumulantes Dy, Dk, e Dg,. Algumas
delas foram expandidas em termos de médias termodinamicas das poténcias da energia e
da magnetizacao através do programa Mathematica, e algumas derivadas também foram
obtidas desta maneira. Dentre as derivadas apresentadas, somente a derivada da suscep-

tibilidade foi usada neste trabalho. As demais derivadas sdo mostradas como referéncia.

O calor especifico foi calculado de

1 2 2
¢ = s (B?) — (B)Y), (48)

No comportamento de ¢ com a temperatura (Figura 9) observa-se melhor o aumento
da derivada da energia com a temperatura préoximo a T.. O calor especifico ¢ parece se

comportar como uma lei de poténcia com prefatores diferentes antes e depois da transicao.

O calor especifico, mostrado na Figura 9 apresenta picos que sao mais acentuados e
deslocados para a esquerda para redes maiores em relacao as redes menores. Eles sao

localizados préoximos a T..

A expressao para a susceptibilidade magnética é
X = 7 ((m*) = (m)?), (4.9)

O pico de susceptibilidade apresenta um aumento mais acentuado com o tamanho
de rede que o calor especifico, como pode ser visto na Figura 10. Os picos também se
apresentam nas vizinhancas de T,, e sao deslocados para a esquerda com o tamanho de

rede.

Apresentamos agora o comportamento dos demais cumulantes com a temperatura.
Estes sao de interesse especial para a obtencao da temperatura critica T, e do parametro

universal Ujp.
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Figura 8: Magnetizagao por spin m em fungao da temperatura para diferentes redes. O
algoritmo de atualizacao foi o Metropolis seriado.
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Figura 9: Calor especifico ¢ em funcao da temperatura para diferentes redes. As barras
de erro nao sao mostradas por serem muito menores que os simbolos. O algoritmo de
atualizagao foi o Metropolis seriado.
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Figura 10: Susceptibilidade x em funcao da temperatura para diferentes redes. As barras
de erro nao sao mostradas por serem muito menores que os simbolos. O algoritmo de

atualizagao foi o Metropolis seriado.



4.4 Ezploracao inicial 40

O cumulante Uz é dado por

Us

(4.10)

Na Figura 11 vemos como o cumulante Uz possui um minimo cada vez mais abrupto
com o aumento do tamanho de rede, em torno de T, &~ 1,4. Aparentemente o minimo de

Us; converge para um valor em particular.

O cumulante U, é definido como

U 3((m — (m))*)* = ((m — (m))*)
4 3(m?2)2
6(m)* — 12(m)*(m?) + 3(m*)* + 4(m)(m?) — (m*)

- ST} , (4.11)

A Figura 12 mostra o cumulante Uy, que também parece ter um minimo mais abrupto
com o tamanho de rede como o Us. No entanto apds o minimo o seu comportamento nao
é facilmente identificavel. Nao notamos nenhum padrao em particular nesta regiao, onde

0s erros sao muito maiores que em outros lugares.

O cumulante de Binder, muito til em investigacoes de transigao de fase, é obtido de
U, tornando (m) = 0, o que é esperado na T,. Sua expressao final torna-se

(m*)

Up=1——F——5
4B 3<m2>27

(4.12)
A Figura 13 mostra o comportamento de curvas de Usp com diferentes tamanhos de

rede.

O cumulante de Binder Usp teve o comportamento esperado, com cruzamentos de

diferentes tamanhos de rede na regiao de transicao de fase, e decrescente.

O cumulante Dy, ¢ definido como:

O{(m — (m))?)
D oT
= LBy m)? — 20m) (Em) — (E) (m) + (Em2). (1.13)

O cumulante Dy, apresenta um maximo e um minimo préximos a transicao de fase.
A principio qualquer um deles poderia ser usado para a determinacao de 7., uma vez que

ambos parecem convergir para uma Unica temperatura com o aumento do tamanho de
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Figura 11: Cumulante U3 em funcao da temperatura para diferentes redes. O algoritmo
de atualizacao foi o Metropolis seriado.
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Figura 12: Cumulante U, em funcao da temperatura para diferentes redes. O algoritmo
de atualizacao foi o Metropolis seriado.
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Figura 13: Cumulante de Binder U, em fung¢ao da temperatura para diferentes redes. O
algoritmo de atualizacao foi o Metropolis seriado.
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rede.

O cumulante Dy, é expresso como

o{(m — (m}))*)

D = aT
= (1/T*)(3(Em)(2(m)* — (m?)) — 3(m)(Em?) —
(E)(6(m)° — 6(m)(m?) + (m?)) + (Em?)), (4.14)

O cumulante Dg, tem um comportamento semelhante ao Dp,, mas os extremos pos-
suem uma faixa mais ampla de temperaturas. Novamente, qualquer um deles poderia, a

principio, ser usado na determinacao da 7.

O cumulante D, ¢ definido como

D = I(((m — (m))*) = 3((m — (m))*)?)
v oT
= (1/T*)(=2(12(m)*(Em) — 6(m)*(Em?) + 3(m?*)(Em?) + 2(Em)(m?®) +

2(m)(=6(Em)(m?) + (Em?))) + (E)(6(4(m)" — 6(m)*(m?) + (m®)?) +
8(m)(m?) — (m*)) + (Em™)). (4.15)

O comportamento do cumulante Dy, é caracterizado por um minimo que desloca-se
para a esquerda e aumenta com o aumento do tamanho da rede, cercado por dois maximos

largos. A melhor escolha para encontrar-se T, parece ser através do minimo.

Foi interessante o conhecimento prévio de como os cumulantes se comportavam, como
uma maneira de examinar a qualidade de suas implementacoes e para servir de base para

explicacao de eventuais resultados envolvendo-os.

As derivadas destes cumulante em relagao a temperatura sao:

dc 2EY(T + (E)) — (2T + 3(E)){(E?) + (E?)

oT ~ 371 : (4.16)
g—; = 1/T3((T + 2(E))(m)? — 2(m)(Em) — (T + (E))(m?) + (Em?)), (4.17)
% = ((MMEm?) + 3(m)2(Em)(m?) — (Em)(m2)(m?) + (E)(m)((m)*(m?) —

2(m)*(m?) + (m?)(m?)) — (m)*(2(Em)(m?) + (Em?)) + (m)(—(Em*)(m®) +
(M) (Em?)))/(T*(m)*((m)* — (m*))?), (4.18)
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Figura 14: Cumulante Dy, em fun¢ao da temperatura para diferentes redes. O algoritmo
de atualizacao foi o Metropolis seriado.
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Figura 15: Cumulante Dy, em fun¢ao da temperatura para diferentes redes. O algoritmo
de atualizacao foi o Metropolis seriado.
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Figura 16: Cumulante Dy, em fun¢ao da temperatura para diferentes redes. O algoritmo
de atualizacao foi o Metropolis seriado.
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% = 1/(37%(m*)*)(24(m)*(Em)(m?) — 12(m)"(Em?) + 12(m)*(m*)(Em®) +
4lm)(=2(Em?)(m®) + (m*)(=6(Em)(m?) + (Em®))) + (E)(m?)(=12(m)" +
12(m)*(m?) — (m")) + 2(Em?)(m") + (m®)(4(Em)(m®) — (EmY))),  (4.19)
ag;B = —(((B)(m?) = 2(Em?))(m") + (m*)(Em"))/(3T*(m*)?), (4.20)

8DK2 4 2 2 2 2 2 2 2

S = YTUE)@m) — (m?) +2(E)*(=3(m)* + (m?)) — 2(E) (2T (m)* -
4my(Em) — T(m?) + (Em?)) — 2((Em)?* + (m)(—2T(Em) + (E*m)) +
T{(Em?)) + (E*m?)), (4.21)

8DK3 4 2 2 2 2

7 = YT (6{m)*(=2T{Em) + (E"m)) — 3(E*m)(m?) + 6(Em)(T (m?) — (Em?)) +
3(m)(4(Em)? + 2T(Em?) — (E*m?)) + 2(E)*(12(m)® — 9(m)(m?) + (m®)) —
(E?)(6(m)® — 6(m)(m?) + (m?)) + 2(E)(6(T(m)* — 3(m)*(Em) +
(Em)(m?) + (m)(=T(m?) + (Em?))) + T(m®) — (Em?)) — 2T(Em?) +
(E*m?)), (4.22)

DD T (B G m) — 6m)m?) + (%)) + 8{m){m?) — (m)) -

2(E)*(60(m)* — 72(m)*(m?) + 9(m*)* + 12(m)(m?) — (m*)) —

2(E) (24T (m)* — 96(m)*(Em) + 6(m?)(T(m?) — 2(Em?)) + 36(m)*(=T (m?) +
(Em?)) — 8(Em)(m®) + 8(m)((Em)(m?) + T(m®) — (Em?)) — T(m") +
(Em")) —2(12(m)*(=2T(Em) + (E*m)) — 12(Em)*(m?) + 3(Em?*)* +
6(m)*(6(Em)* + 2T(Em®) — (E*m?)) + 3(m®)(—2T(Em?) +

(E*m?)) + 2(E*m)(m®) + 4 Em)(=T(m®) + (Em®)) + 2(m) (=2(3(E*m) (m?) +
6(Em)(=T(m?) + (Em?)) + T(Em®)) + (E*m®)) + T(Em")) + (E*m*)). (4.23)

4.5 Jackknaife

Esta técnica é fundamental para o nosso trabalho estatico, uma vez que gracas a ela
desenvolvemos um plano de obtencao de expoentes criticos mais preciso que o descrito
anteriormente (4). Ela consiste, em linhas gerais, na determinagdo da estimativa de
interesse excluindo uma ou mais observagoes por vez, e recalculando a estimativa deste

novo conjunto de dados. Ha com isso a redugao do vicio associado a medida.
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A discussdo adiante segue de perto o artigo de Miller (71). Seja Yi,...,Y, uma
amostra de variaveis aleatérias independentes com mesma distribuicao. Seja 0 o estimador
do parametro # baseado em toda a amostra anterior, de tamanho n. Seja 0_; o estimador
correspondente baseado na amostra de tamanho (g—1)h onde o i-ésimo grupo de tamanho

h foi excluido. Definamos entao
Oi=g0—(g—1)0_; (i=1,....9).

Podemos agora definir com clareza um estimador que elimina o vicio de ordem 1/n:

g

Xg:ézz 0 — ( g—l);Zéi. (4.24)

=1

QI»—

E esperado que a estatistica

V96 —9)
Vi DL (0 - 02

tenha uma distribuicao ¢ (72) com g—1 graus de liberdade e seja uma estatistica essencial

para a estimativa robusta de intervalo de confianca. Considerando que a distribuigao ¢
possua variancia v /(v —2), com v sendo o nimero de graus de liberdade, e as propriedades

do desvio padrao, deduzimos que

I g—1 1 - ). _ )2
“9—*/9_3 9(9—1%21(02 0) (4.25)

Realizamos jackknife sobre jackknife, na expectativa de reduzir o vicio além da ordem

1/n. Esta segunda estratégia foi utilizada quando da medida de grandezas diretamente
na T,.

4.6 Estratégia

Foram realizadas inicialmente cinco simulagoes para cada tamanho de rede e em vinte
temperaturas entre 1,2 e 1,8. Os dados de energia e magnetizacao foram usados em grupos
excluindos-se uma simulacao por vez e com todas juntas, na construcao de histogramas e

calculo das energias livres.

A temperatura critica e o expoente critico foram determinados em um mesmo pro-

cesso, descrito no Algoritmo 11.
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Algoritmo 11 Determinacao da T, e de v.

Estime v de cumulantes V.

Estime T, de onde v é igual para diferentes cumulantes.

loop
Calcule v de cumulantes V na estimativa de 7T, mais recente.
Calcule T, de x, Us, Uy, Dg,, Dk, e D, simultaneamente usando v mais recente.
if Erro relativo de T, e de v sao menores que a tolerancia then

Saia do loop.

end if

end loop

Escreva T, e v em arquivo.

Os valores finais de T, e de v e seus erros foram obtidos por jackknife.

O cumulante U5 obtido pelos métodos 2 e 3 usou os mesmos grupos de dados usados
na determinacao acima. Também usou-se jackknife em primeira ordem para sua deter-

minacao e do seu erro.

Em cada valor de T, obtido de cada grupo realizou-se seis simulacoes, cujos dados
foram novamente usados em grupos excluindo-se uma simulagao por vez e com todas
juntas. Calculou-se em cada um desses novos grupos para cada tamanho de rede o calor
especifico, a susceptibilidade e a magnetizagao, de onde obtivemos os expoentes «, (e ¥
e a quantidade Uy (terceiro método) preliminar. Através da aplicagao de dois jackknives

consecutivos obtivemos o valor final destes parametros.

4.7 Multi-histogramas

O método de multi-histogramas (weighted histogram analysis method ou WHAM)
permite a combinagao de muitas simulagoes para calcular propriedades termodinamicas
como fungoes continuas sobre uma faixa ampla de temperatura ou outras varidveis (13).
Espera-se que esse método seja mais preciso que o uso de um nico histograma. Descreve-
remos este método conforme sua apresentagao em (13). Mostramos inicialmente a origem
do método de histograma simples e em seguida apresentaremos o método com mais de

um histograma.

Seja H(F) a contagem de configuracoes com energia F, e N'(E) o ntimero de ocorréncias
de energia F em uma simulagdo com peso de Boltzmann exp(—(FE). A média de uma

grandeza termodinamica Q(FE) é dada por
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2 QE)N(E)
2LN(E)

Sabendo-se que N'(E,T) < H(E)exp(—fFE), temos que

(Q(Th)) =

z|Z

% = eXP[—(ﬁz - 51)EL

de maneira que

S, QUEIN(E) expl (B — 51)E]
(Q(Tr) = S NE) expl—(0h — 61) B (4.26)
L QUEYH(E) exp(— E)
S, H(E) oxp(— ) E] (4.27)

Assim temos a estimativa da quantidade (Q)) a uma temperatura T3 a partir de uma

simulagao feita a temperatura 7T}

A funcao partigao é dada por

Z =Y W(E)exp(-BE),

E
onde F é a energia, W é a densidade de estados e § = 1/kgT. A energia livre é dada por

o
5
Consideremos os histogramas H, (E) obtidos em (3,, onde n indica uma simulagao e

varia de um a R. A melhor estimativa para a probabilidade nao-normalizada da energia

E a temperatura inversa ( segundo as equagoes WHAM é

Zn 1gn Hn(E) eXp(_ﬁE)
Zm le leXp( ﬁmE_fm)’

onde g, = 27, + 1 é uma medida da independéncia das energias da n-ésima simulagao

P(E, ) = (4.28)

Monte Carlo, N,, é o numero de dados na simulacao m, 7,, é o tempo de relaxacgao, e os

parametros de energia livre f,, = —(FF((,) sao determinados da equagao transcendental

e/ =3 " P(E,p). (4.29)

As médias termodinamicas (Q(E, m)) para uma temperatura arbitraria sdo calculadas
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de
o Z?:l QiP(Ea ﬁl)

onde o indice ¢ identifica o intervalo de energia a que corresponde a medida e n é o nimero

(4.30)

total de intervalos. O denominador foi usado para corrigir imprecisoes numéricas, apesar

de teoricamente seu valor ser unitario.

4.7.1 Determinacao das energias livres f

Nesta tarefa podemos trabalhar com a diferenca entre os parametros de energia livre,
uma vez que eles sao determinados a menos de uma constante aditiva. Comecemos o
desenvolvimento do calculo destas diferencas para o caso simples de dois histogramas a

0; e Bir1 expandindo a Equagao 4.29 com a substituicao da Equagao 4.28

ofi — Z [glei(E> + 9;31Hz'+1(E)] exp(—3;F) (4.31)
— Nig; " exp(=3iE — fi) + Nitagiyh exp(=Bi1 B — fi)
que pode ser reescrita como
1= Z — 9; ( _)1+ gl+1 +1( ) 7 (432)
T Nig;y ™ + Ni+1gi+1 exp(—AﬂiE - Afz)

onde AB; = Biv1 — B e Af; = fix1 — fi- Nos referiremos a esta expressao como a equagao

de Bennett.

Existe uma assimetria em 4.31. Podemos trocar os indices i e ¢ + 1 para obtermos

1= Z 9 "Hi(E) + g, Hi1(E)

. 4.33
Nig; ' exp(=ABE + Af;) + Nij1g; s (4.33)

E

Tanto a equacao 4.32 como a 4.33 levam a mesma solucao, mas o comportamento
numeérico é diferente. Se tomarmos por exemplo lim N; — 0 a primeira equagao retorna

uma estimativa para A f;, enquanto a segunda nao resulta em informacao relevante.

E sempre possivel obter estimativas de A f; de ambas as expressoes, que servem como

intervalo para a determinacao de Af; pelo método de busca de raiz mais adequado.

Podemos incluir explicitamente ¢ histogramas vizinhos como na equagao 4.31, e che-
garmos a sua respectiva equagao de Bennett 4.32. Esse procedimento quando usado itera-
tivamente permite-nos chegar a um método eficiente de encontrarmos os A f; do conjunto

total de equacoes dos histogramas de interesse.

Definimos A fi(n’q) como o Af; apdés a n-ésima iteracao com ¢ vizinhos de cada lado
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do par original. Quando ¢ =0, A fi(o,o) é obtido da equagao de Bennett 4.32.

A equagao de Bennett correspondente a ¢ vizinhos é

Yonciiy 9n Ha(E)
1= a9 . 4.34
; Zgquq N, gml exp[(ﬁi - ﬁm)E + fl - fm] ( )

Subentende-se nesta equacao que a soma ¢é truncada quandoi—¢q < lout+1+¢q > R.

Facamos a seguir

i+1+q

UE) = Y Nugo expl(Bi — Bu) E+ fi — ful. (4.35)

m=it—q

que é o denominador da equacao 4.34, a qual se torna

2+1+q Hn E
1= 2o 69(’;3> ( ). (4.36)

E

Na implementacao encontramos a raiz do logaritmo da Equacao 4.36.

Fixemos todas as diferencas Af,, com m # i em seus valores antigos {A f01d|m #i}.
Para m < i, fi — fin = Sor Old cesem > i+ 1, figg = fm= -0 i1 f,?ld Para
m = i temos a dlferen(;a fis1 — fi = AfPEY que queremos encontrar. A Equacao 4.35

torna-se em

i—1
Q(E) = Nigi'+ Nijagi)y expl=ABE — AfPV]+ Y Niglexp [ B; — Bu) E + Z N

m=i—q k=m
i+14q
+exp[-AfRV] xS Nygrlexp [ (5 — Bn) E + Z AfdY (4.37)
m=i+2 k=i+1

E facil calcular A fREW numericamente substituindo-se a Equacao 4.37 na Equagao

4.36.
A estratégia geral para encontrar-se os Af; é mostrada no Algoritmo 12.

E preciso atentar para dificuldades numéricas como o arithmetic overflow nas operacoes
envolvendo exponenciais. Realizamos os seguintes procedimentos para minimizar este pro-

blema:

1. Transformar o termo Z;Hf'f] g, H,(E) em exp|Qq(E)];

2. Transformar o termo ng;bl em exp(Q5");
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Algoritmo 12 Iteragao sucessiva sobre histogramas vizinhos
Af; < 0 para todo i.
for ¢ = 0 até quax do
Armazene todos os Af; em A inId.
for i =1 até R — 1 do {Loop para cada histograma.}
Encontre intervalo que contenha A f;.
Encontre raiz do logaritmo da Equacao de Bennett com ¢ vizinhos.
end for
end for

3. Manter o termo exp(—3;E) no denominador;
4. Manter o termo exp(— f;) no denominador;

5. Multiplicar exp(—«;) ao numerador e ao numerador, para evitar overflow em cada

temperatura T;;
6. Usar precisao quadrupla para evitar overflow;
7. Passar exp(Q);) para o denominador;

8. Agrupar os expoentes do denominador em um unico, para reduzir chances de over-

flow;

9. Calcular f; em loop em ¢ para usar os f mais atualizados.

O Algoritmo 13 mostra o algoritmo de determinagao das energias livres f com um
detalhamento maior no algoritmo de iteragao sucessiva sobre histogramas vizinhos (Algo-

ritmo 12).

4.7.2 Construcao de histogramas de poténcias de energia e mag-
netizacao

Para se lidar com grandezas que envolvam a magnetizagao além da energia pode-se
trabalhar com histogramas e probabilidades multidimensionais. A limitagdo de meméria
para essas operacoes demanda porém o uso de outro método. A possibilidade escolhida
por nos foi o uso conjugado da probabilidade da energia e das médias microcanonicas das
quantidades de interesse Q(E,m). Aqui, Q(E,m) = EPm?, com p e ¢ inteiros entre zero

e quatro.

As médias microcanonicas sao dadas por

Q‘ — Zt QtéEt,Ei
' Zt 5Et7Ei 7
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Algoritmo 13 Determinacao das energias livres f.
for 1 =1 até R do
Leia histogramas em cada temperatura.
Leia maior tempo de relaxacao para cada temperatura entre 75 € Ty,.
Calcule g; para todas as temperaturas T;.
end for
Calcule soma N; de histograma H;.
Calcule Q) = In(N;/g;).
Af 0.
for ¢ = 0 até ¢nar do {Gmez € 0 niimero maximo de vizinhos em cada lado do par
central de histogramas.}
Armazene Af atual em AfV?; {Estado do vizinho "antigo”.}
iter < O.
loop {Loop de iteragao.}
iter « iter + 1. )
Armazene Af atual em A f1?; {Estado da iteracao ”"antiga”.}
for i =1 até R — 1 do {Loop para cada Af; avaliado}
Ache intervalo que contenha A f; considerando-se ¢ vizinhos.
Determine Af; a partir do logaritmo da funcao de Bennett com ¢ vizinhos.
end for
Calcule erro relativo maximo entre Af e AfVa,
if Erro relativo for menor que tolerancia then {Se verdadeiro, determinar-se-& f
com todos os vizinhos em uma tnica iteracao.}

Armazene Af atual em A ftv. {Estado com todos os vizinhos, a ser determi-
nado.}
for i =1 até R — 1 do {Loop para cada Af; avaliado}
Ache intervalo que contenha A fl-tv considerando-se todos os vizinhos.
Determine A fztv a partir do logaritmo da funcao de Bennett considerando-se
todos os vizinhos.
end for
Calcule erro relativo maximo entre Af e AftV,
if Erro relativo for menor que tolerancia then
Saia do loop de vizinhos.
end if
end if
if iter > itermax then
Saia do programa.
end if
end loop
end for
Ji =0
fori=1até R—1do
firr — fi+ AV
end for
Imprima f em arquivo
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onde o indice 7 corresponde ao i-ésimo intervalo do histograma, ¢ identifica o dado, e dg, g,
¢ um se I} esta localizado no intervalo do histograma representado por E; e zero em caso

contrario.

Testamos a convergeéncia do pico de susceptibilidade e seu erro com diferentes niimeros
de intervalos dos histogramas com L = 32 para decidirmos pelo melhor valor. Os tama-
nhos usados foram 10000, 30000, 50000 e 100000 intervalos. Os métodos usados para
localizacao destes picos ja foram mencionados anteriormente. A estimativa e o erro foram

feitos por jackknife.

4.7.3 Testes da implementacao

A seguir apresentamos graficos que permitem avaliar se a implementacao foi bem-

sucedida.

A Figura 17 mostra uma boa concordancia entre a distribuicao da probabilidade da
energia obtida diretamente de simulagoes a diferentes temperaturas na regiao da transicao

de fase, e a obtida com multi-histogramas.

A susceptibilidade obtida diretamente das simulacoes concordou bem com a oriunda

da técnica de multi-histogramas.

O multi-histograma pareceu corresponder bem ao cumulante Uyg, que tem um com-
portamento distinto dos demais cumulantes. Houve uma boa concordancia entre os dife-
rentes dados na regiao de transicao, e uma continuidade dos dados de simulagao com o

U,p obtido por multi-histogramas.

Conseguimos implementar adequadamente a técnica de multi-histogramas, que foi
muito importante para a obtencao precisa de grandezas de interesse. A qualidade da
implementagao foi vista através do casamento de suas curvas com os dados simulacionais,
tanto de grandezas que envolviam extremos como a susceptibilidade como a quantidade
sem picos Uyp. O casamento das distribuicoes de probabilidade do multi-histograma e

simulacional revelou uma consisténcia interna da implementacao.

4.8 Localizacao de picos

Durante o processamento das curvas geradas por multi-histogramas fez-se necessaria
a localizac@o das coordenadas do extremo (maximo ou minimo) de grandezas de interesse.

Usamos duas estratégias: a localizagao de extremos pelo método de Brent, e a localizagao
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Figura 17: Probabilidade p em funcao da energia calculada diretamente das simulacoes
(cruz) e por multi-histogramas (linha) para a rede L = 32, a temperaturas 7" = 1,2
(acima), 1,44 (no meio) e 1,53 (abaixo). O algoritmo de atualiza¢do foi o Metropolis
seriado.
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da raiz da derivada da grandeza de interesse pelo método Pégaso (73).

4.8.0.1 Brent

O método Brent (20) usa a golden search (20) nas situagoes em que a funcao se
comporta de modo anomalo, e encontra o minimo de uma parabola ajustada na regiao
de interesse quando a funcao é aproximadamente parabdlica. A implementacao mostrada
em Press et al. (20) (i) administra varidveis para evitar avaliacoes de funcdo na troca
dos métodos, (ii) atenta para o fim da execugao quando f é avaliada préxima ao erro de
arredondamento, e (iii) detecta com robustez quando a fungao coopera ou nao para uma

busca otimizada do extremo.

4.8.0.2 Pégaso

O método Pégaso (73) é usado para o encontro de uma raiz de uma funcdo, e aqui
foi usado para localizar o zero da derivada da susceptibilidade. E esperado que esta raiz
corresponda ao extremo da susuceptibilidade, que nao se mostrou passivel de exame pelo

método Brent. O Pégaso é superior ao método da secante e ao da regula falsi.

Semelhantemente a outros baseados na aproximagao linear, ele converge recorrente-

mente por

f(xx)

Tpt1 = T — f(ﬂik) — f(xkfl

)<.’17k—.’£k_1),l€:1,2,3,...

Os pontos [zy_1, f(xk_1)] € [Tk, f(zx)] que definem a reta usada para obter zx, ;1 sao
escolhidos de maneira a f;_; e fi tenham sempre sinais opostos garantindo que a raiz
esteja no intervalo [xy_1,x]. O valor fr_; é sempre reduzido de maneira que evite a

retencao de um dos pontos como na requla falsi.

4.9 Modelagem de dados

A modelagem de dados é importante para condensar dados e para interpolagao (20).

O ajuste pode ser feito por um conjunto de fungoes convenientes ou fornecidos pela teoria.

Em geral minimiza-se uma funcao figura de mérito, que freqiientemente ¢ o x2, dado

em uma forma geral por

XQEZN(yi—y(:ci;al,...,am)>2’ (4.38)

g;
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onde N é o nimero de dados, y; é o valor da variavel dependente do dado ¢, y é a funcao

que se quer ajustar, a; é o parametro j da funcao y, e 0; ¢ o desvio padrao de y;.

Na regressao linear a funcdo y é igual a y(z;;a,b) = a + bz, onde a é o coeficiente
linear e b é o coeficiente angular. A determinacao dos coeficientes que minimizam o y? é
feita pela resolucao do sistema de equagoes em que a derivada parcial da figura de mérito

em relacao a cada parametro ¢ igualada a zero.

As féormulas da regressao linear simples apresentadas foram obtidas de Press et al.
(20), e as demais foram deduzidas e checadas por nés. Abordaremos a seguir as diferentes

regressoes lineares implementadas.

4.9.1 Regressao linear simples

Na regressao linear simples uma tinica reta é ajustada ao conjunto de dados. O x? é
al yi —a—bx 2
2 i W %
a,b) = - 4.39
vlon =3 (M=) (4.39)

Temos as derivadas parciais dadas por

% Yy —a— b
ob — o? '

Fazendo S = > 1/02, S, = Y. wifo?, Sy = D 4i/0?, Spw = Y. 22/02 € Sy =

S" xy;/0? e igualando as derivadas parciais a zero, obtemos o seguinte sistema:

aS+0S, = 5,
aSy +bS;; = Sy

A solucao é dada por

A
0 — SeaSy=5:Smy
b
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Os erros de a e b sao dados por

—N—
Q 9
SRCEESNSS
ol
> o
| >

4.9.2 Regressao linear multipla com coeficiente linear compar-
tilhado

Nesta regressao varios conjuntos de dados, que supostamente tém comportamento
linear com mesmo coeficiente linear e coeficientes angulares diferentes, sao ajustados si-

multaneamente. O y? usado neste caso é

2
2 _ Yij — Z/z'(ﬂfj; a,bz')
X Z Z { o0 : (4.42)
i

onde o indice i corresponde ao conjunto de dados e o j corresponde ao j-ésimo dado do

conjunto.

Resolvendo o sistema de derivadas do x? em relacdo aos parametros a e b; iguais a

zero, obtivemos
S'L'

S xT
a — ZZ Séw
(5%)
s-5, G
St —aSl
b, = =
! St

com S =375 1/0%, Sy =323 yii/0, Si = 32 x/08, Sy = D0 wyi5/0% € Sy =
2 2
> 7/

Os erros sao dados por

1

(E) R {(E) - (s
onde S =3 1/0% e Su = S —>,(S:)%/S,

2
Oa
2

Op

4.9.3 Regressao linear miiltipla com coeficiente angular compar-
tilhado

Neste tipo de regressao os diferentes conjuntos de dados tém diferentes coeficientes

lineares e compartilham o mesmo coeficiente angular. O x? é dado por

ey sl w43
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onde o indice i corresponde ao conjunto de dados e o j corresponde ao j-ésimo dado do

conjunto.

Os parametros obtidos apds a minimizacao do x? foram

Si—bSE,
a; = ysi
s? Sk
b — Say—2>2; —45
= 5,

7 S; 2
onde Sy - Zj yij/o-i?ﬁ Sfm - Zz Zj :E?/O‘% ¢ Sﬂﬂy = Zz Zj xjyij/azzjv € Sb = S$$_Zz ( i) .
Os erros sao dados por
2 1 1 (Si)2S%, (52)*
Ou; = (Zz ?) + S_g { [Zz (512 ] - [ZZ (Si)3i|}
1\2
Ug - Sig [SM o Zz @] .

4.10 Expoente critico v e temperatura critica T,

O expoente critico v e a temperatura critica T, foram obtidos iterativamente entre si,

até convergirem dentro de certa tolerancia.

O expoente critico v foi extraido do coeficiente angular das regressoes dos cumulantes
V contra o logaritmo da dimensao linear da rede. Os cumulantes sao definidos a partir
de

w . O(m") L —(Em") + (E)(m")
[m"] = In 5T =In T :
Sao eles:

Vi = 4[m?] — 3[m*], (4.44)
Va = 2[m?] — [mY], (4.45)
Vs = 3[m?] — 2[m?], (4.46)
Vi= M, (4.47)
v, = Aml —fm] > ] (4.48)
Vs = 2[m] — [m?]. (4.49)

A temperatura critica foi determinada a partir do coeficiente linear comum aos cu-
mulantes x, Us, Uy, Dg,, Dk,, € Dk, através de regressao linear multipla com coeficiente
linear compartilhado com a abcissa L=/, A Figura 18 mostra uma regressio miltipla

dos cumulantes V' usada na determinagao de v na 7T,. Nela estao incluidos os dados de
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todas as simulagoes.

Os cumulantes V' na Figura 18 parecem bem alinhados, com regressoes bem ajus-
tadas. Nao se nota um desvio dos dados das redes menores. O inverso do expoente v
foi determinado com o menor erro sem o descarte de redes menores, e seu valor foi de

1/v = 1,4778 & 0, 0043.

As regressoes simultaneas com os cumulantes V' sao semelhantes as do artigo de Chen
et al.(4), e os V' s@o bem ajustados pelas retas. Isso confirma que o método esté funcio-

nando para a obtencao direta de v e indireta de T, e demais expoentes criticos.

A regressao multipla com todos os dados usada na determinagao do inverso da tem-

peratura critica K. é mostrada na Figura 19.

Os cumulantes na Figura 19 parecem bem ajustados pelas regressoes. No cumulante
Dy, os dados das redes menores parecem se desviar mais da respectiva regressao. O
valor de K, com menor erro foi obtido incluindo-se todos os tamanhos de rede e foi de
0,69314 £+ 0,00032.

As regressoes simultaneas com x, Us, Uy, Dk, , Dk, € Dg, parecem de 6tima qualidade.
O gréfico no entanto nao correponde ao de Chen et al. (4) porque a ordem das regressoes
nao é a mesma. Uma possivel explicagao é a escolha diferente de maximos ou minimos

para esta determinacao.

4.11 Escolha do algoritmo para simulacao na T,

Na transicao de fase ocorre um aumento da correlacao entre medidas consecutivas, o
que diminui o nimero de dados independentes. O uso de algoritmos que diminuam essa

correlacao e que sejam mais rapidos ¢ muito desejada.

No intuito de aumentar a eficiéncia do algoritmo Monte Carlo e tendo em vista a ne-
cessidade de se trabalhar nas condicoes especiais da temperatura critica, implementamos
trés algoritmos vetorizados: o Metropolis, o Metropolis hibrido com Super-relaxacao, e o
Wolff. Mostramos cada um deles a seguir, e como se sucedeu a escolha do algoritmo mais

adequado.
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Figura 18: Determinacao do inverso do expoente critico v a partir dos cumulantes V; a
Vs na temperatura critica 7, da amostra. A rede L = 4 néao foi considerada aqui. Nao
houve exclusao de simulagao.
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Figura 19: Determinacao do inverso da temperatura critica T, a partir da temperatura
inversa K do pico da susceptibilidade x e dos cumulantes Us, Uy, Dg,, Dg, € Dg,. A
rede L = 4 nao foi considerada aqui. Nao houve exclusao de simulacao.
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4.11.1 Metropolis vetorizado

No algoritmo Metropolis vetorizado fez-se uso de um sorteio vetorizado de ntimeros
aleatorios e de spins. Foi mais adequado trabalhar diretamente com a rede cubica por-
que os comandos para a vetorizacao permitiam atualizar os spins sem indexacoes inter-

mediarias ou tabelamento de vizinhos.

Aqui se faz notar a vantagem de dividir-se a rede em duas sub-redes intercaladas. Tal
vantagem consiste na execucao do teste de Metropolis simultaneamente em n /2 sitios por

vez porque nenhuma mudanca de spin em uma sub-rede produz efeito colateral.

O Algoritmo 14 exibe o procedimento geral usado, e o Algoritmo 15 mostra a atu-
alizacao vetorizada de spins em uma sub-rede qualquer. A variavel légica atualizag&o
agora tem dimensoes L X L X L, r passa a ser um vetor de nimeros aleatérios indepen-
dentes com n elementos, e a matriz subrede passa a ser logica. Note a compactagao e a

legibilidade deste algoritmo em relacao a sua versao seriada.

Algoritmo 14 Metropolis vetorizado.
atualizagao < falso.
Sorteie 7 como uma matriz L x L X L.
Sorteie uma rede alternativa de spins L X L x L
Realize Metropolis vetorizado onde sub-rede é verdadeira.
Realize Metropolis vetorizado onde sub-rede ¢ falsa.

O passo de Metropolis vetorizado para a sub-rede é mostrado no Algoritmo 15. O
calculo das energias dos sitios da sub-rede é feito vetorialmente somando-se as matrizes
spin deslocadas de um sitio nas seis diregoes, realizando-se o produto escalar desta soma

com a matriz spin nao deslocada e selecionando-se os sitios da sub-rede.

Algoritmo 15 Metropolis vetorizado na sub-rede.
Calcule a energia inicial E; nos sitios da sub-rede selecionada.
Calcule a energia alternativa E; nos sitios da sub-rede selecionada, com seus spins
trocados pelos correpondentes da rede alternativa.
Calcule a diferenga entre as matrizes energia alternativa e inicial AFE.
atualizagdo < (AF < 0) nas posi¢oes da sub-rede selecionada.
Aplique exp(—fAFE) em cada elemento da matriz AFE.
atualizacao < (atualizagdo OU (r < novo AFE)) nas posigoes da sub-rede selecionada.
Mude spin da rede original muda para o da rede alternativa onde atualizacao é verda-
deira.

A identificacao das sub-redes é feita vetorialmente a partir de um cubo 2 x 2 x 2

devidamente dividido em sub-redes, e com duplicacoes do cubo dos passos anteriores nos
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quadrantes restantes até alcancar-se o tamanho desejado.

4.11.2 Super-relaxacao

A Super-relaxacao (3, 74, 75) por si s6 nao realiza a amostragem de configuragoes a
uma dada temperatura. Seu papel é reduzir a correlacao entre configuragoes consecutivas,
o que aumenta o nimero de medidas independentes e com isso melhora a estatistica. Neste
procedimento nao ha mudanca de energia do sistema: cada spin em cada sub-rede é girado
de 180 graus em torno da soma normalizada de spins de seus vizinhos (i.e. o campo efetivo
H normalizado do spin). A Figura 20 ilustra a precessdo de um spin em torno de um

campo efetivo local.
A Super-relaxagao é aplicada vetorialmente em cada sub-rede, consecutivamente.

O procedimento em cada sub-rede é mostrado no Algoritmo 16.

Algoritmo 16 Super-relaxagao vetorizada na sub-rede.
Calcule vetorialmente a soma dos spins vizinhos de cada sitio da sub-rede selecionada.
Torne a soma de spins vizinhos unitéria.
Calcule vetorialmente a matriz de rotagao para cada sitio da sub-rede selecionada.
Multiplique vetorialmente cada spin da sub-rede selecionada por sua matriz de rotacao.

A matriz de rotacao para cada spin R é dada por

2H? -1 2H,H, 2H,H.,
R=| 2H,H, 2H2-1 2H,H,
2H,H, 2H,H, 2H2—1

onde H, é o componente o do campo efetivo H normalizado sentido pelo sitio. Ela foi
obtida a partir da expressao para rotacao de um angulo qualquer em torno de um eixo

arbitrdrio mostrada em (76), usando como angulo de rotagao 7 radianos.

4.11.3 Wolff

O algoritmo de Wolff é muito eficiente em reduzir o aumento do tempo de relaxacao
préoximo a temperatura critica (critical slowing down) de modelos ferromagnéticos de
spin (77), o que implica no aumento de medidas independentes. No algoritmo inicial de
Swendsen e Wang (78) para o modelo de Potts os sitios sdo unidos por ligagoes formando

clusters. A atualizacao é feita pela escolha aleatéria de um estado para cada cluster. Wolft
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Figura 20: Precessao de um spin S em torno de um campo efetivo local H. Modificado

de (14).
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sugeriu o crescimento de um unico cluster a partir de um sitio aleatorio, com posterior

mudanca de estado. Para spins continuos ele introduziu variaveis Ising.

Chen, Landau e Ferrenberg (4) propuseram uma atualizagdo de spins baseada no
método de Wolff, cujo desenho é apresentado no Algoritmo 17. S¥ é a decomposigio do

1-ésimo spin S sobre o eixo k.

Algoritmo 17 Esquema geral de Wolff
loop
Escolha aleatoriamente um sistema de coordenadas ortogonal.
Decomponha os spins no novo sistema de coordenadas.
for i = 1 até rep do
Escolha um sitio aleatério
Construa um cluster para cada eixo ativando ligagoes entre os sitios com probabi-

lidade

pE _ 1-— exp(—QQSfS]’?) se SFSK >0
u 0 nos demais casos
Inverta todos os componentes dos respectivos clusters.

end for
end loop

O desenho da implementacao vetorizada é mostrado no Algoritmo 18. A variavel
légica cluster tem a dimensao da rede de spins e informa se uma componente de um

spin qualquer pertence a um cluster.

Algoritmo 18 Wolff vetorizado
Escolha sistema de coordenadas ortogonal aleatorio.
Decomponha spins no novo sistema de coordenadas.
for i = 1 to 2 do {Repita escolha de sitio e crescimento de cluster duas vezes.}

cluster «— falso.
Sorteie vetorialmente trés sitios ao acaso com reposicao, um para cada componente.

Designe elementos de cluster respectivos como verdadeiros.
Cresca clusters vetorialmente.
if i =1 then

Armazene clusters atuais em uma varidvel auxiliar.

end if
Inverta componentes pertencentes aos clusters vetorialmente.

end for

A subsegoes seguintes explicitam alguns passos deste algoritmo.
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4.11.3.1 Escolha de sistema de coordenadas aleatorio

Os eixos da nova coordenada equivalem as colunas de uma matriz de rotacao aleatoria.
Esta pode ser obtida usando o método de Arvo (79), que foi sintetizado por ele da seguinte
forma: “Para gerar rotagoes aleatorias uniformemente distribuidas de uma esfera unitaria,
primeiro realize uma rotacao aleatoria em torno do eixo vertical, entao rode o polo norte

para uma posicao aleatoria.”

O Algoritmo 19 mostra os passos necessarios para se obter tal matriz. O vetor v é o
vetor unitario na direcao zp, onde z é o azimute e p é um ponto aleatorio na superficie

da esfera unitéria.

Algoritmo 19 Como encontrar uma matriz de rotacao aleatoria M.
Encontre uma matriz de rotagao aleatoria no plano R.

Encontre a matriz de Householder H =1 - 2 vv’.
M=-HR.

A matriz R é obtida de

1y O
R = -y 1 0 )
0 0 1

onde o par (z1,%;) corresponde as coordenadas de um ponto aleatdrio sobre uma circun-
feréncia. Foram cogitados dois métodos para sortear-se este ponto (80): um que chamamos

de trivial, e outro denominado Cook. No sorteio trivial este par é dado por
ry = cos(a)
y1 = sin(«)

O angulo « ¢ sorteado uniformemente entre zero e 27.

O sorteio Cook é feito sorteando-se dois niimeros a; e a, de uma distribuicao uniforme

no intervalo (-1,1), rejeitando-se pares em que a? + a3 > 1. Os pares sao obtidos com

coordenadas
P ai—a3
! af+a;
. 2aia2
G v

O sorteio do vetor unitario aleatério pode ser feito por qualquer um dos métodos
apresentados anteriormente. Note que ao usarmos o método de Arvo na forma como é

apresentado o polo norte vai para o vetor oposto ao pretendido, que também é aleatorio.
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A matriz H é dada neste caso por

2

_ b p1p2
p3—1 p3 p3—1 P
2
— p1p2 5}
H p3—1 1+ ps—1 P2
N P2 b3

Se for necessaria uma transparéncia maior na execugao da rotagao e se quiser levar
o polo norte literalmente ao ponto sorteado na esfera, faz-se inicialmente a reflexao de
p para —p e depois multiplica-se esta matriz de Householder pela matriz de rotacao no
plano. Esta matriz H’ obtida por nds é mostrada como um resultado complementar. Nao

ha diferenca do ponto de vista computacional ou fisico usar-se H’ no lugar de H.

2
P Dip2.
patl P38 p3+1 ) p1
g pP1p2 _ p3
H p3+1 L+ p3+1 D2
b1 b2 Ps3

O método para a rotagao aleatoria R foi definido através da verificagao da distribuicao
uniforme e do menor tempo de execugao dentre as alternativas Trivial e Cook. A tomada

de tempo corresponde a média de cinco séries de 107 sorteios cada.

4.11.3.2 Crescimento de clusters

O crescimento vetorial dos clusters é o cerne do algoritmo vetorizado de Wolff. O

Algoritmo 20 mostra as linhas gerais de como ele foi implementado.

Algoritmo 20 Crescimento vetorizado de clusters

Crie matrizes légicas L x L x L , uma para cada dire¢ao de visita (cima, baixo, direita,
esquerda, frente, tras).
Torne matrizes das diregoes visitadas falsas inicialmente.
loop
Armazene cluster atual em uma variavel auxiliar.
Cresca vetorialmente o cluster visitando seus vizinhos em cada uma das direcoes por
vez.
if cluster é igual ao armazenado na variavel auxiliar then
Saia do loop.
end if
end loop

O Algoritmo 21 detalha o passo de crescimento direcional do cluster.
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Algoritmo 21 Crescimento de clusters em uma direcao arbitraria
Crie méscara logica m de sitios a serem visitados.
m <« (cluster é falso) E (diregdo visitada é falsa) E (cluster no sitio que visita é
verdadeiro).
Contar sitios a serem visitados no passo na variavel c.
Crie vetor f para armazenar situagao futura dos sitios a serem visitados, com dimensao
c.

Crie vetor probabilidade de inversao de componente p, com dimensao c.

Crie vetor produto de componente entre sitios visitantes e visitados, com dimensao c.
Calcule o produto entre as componentes estudadas dos sitios visitante e visitado.
Calcule a probabilidade de inversao dada por 1 — exp(—2p/T') se p é maior que zero, e
é zero caso contrario.

Crie vetor de nuimeros aleatorios r com dimensao c.

Sorteie r com numeros entre zero e um.

fe—r<p.

Destrua vetores r e p.

Atualize cluster com f nas posi¢oes correspondentes.

Destrua f.

Faca a matriz da direcao visitada verdadeira no sitio da matriz visitada.

4.11.4 Comparacao entre os algoritmos

Para a escolha do melhor algoritmo para a simulagao na T, fizemos simulacgoes a di-
ferentes temperaturas (L = 4) com as trés alternativas: Metropolis, Metropolis hibrido e
Wolff. As curvas de energia com a temperatura dos tres métodos sobrepuseram-se perfei-
tamente, com forma semelhante a mostrada na Figura 7. Os algoritmos de Metropolis,

Super-relaxacao e Wolff vetorizado foram implementados com sucesso.

A escolha do método de atualizagao de spins foi a do que tinha a maior razao de me-

didas independentes por tempo computacional, determinada por jackknife (veja adiante).

O numero de medidas independentes é dado por n = 27 + 1, onde 7 é o tempo de

relaxacao, o maior tomado da energia ou da magnetizacao.

O tempo de relaxacdo linear da energia 7p foi calculado da regressdo linear (veja
adiante) dos primeiros valores da func¢do autocorrelagao temporal normalizada da energia

¢pr em um grafico mono-log. Essa fungao é calculada como

onde A é a grandeza de interesse.

O tempo de relaxacao linear da magnetizacao 7, parecia ser mais curto que 7 de

modo que a regressao linear dos primeiros valores da autocorrelagao nao ser o método
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Tabela 6: Nimero de medidas independentes por segundo de diferentes combinagoes de
atualizagao de spins. K. =0,69247, L. = 32.

Métodos Medida/s
Wolff Metropolis Super-relaxacao

0 1 0 0,17 + 0,003
0 1 1 0,58 + 0,03
0 1 2 0,71 40,03
0 1 4 1,0£0,2
0 1 8 0,7+0,3
0 2 1 0,42 + 0,01
0 4 1 0,4+0,1
0 1 16 0,5+0,2
1 0 0 0,331+ 0,004

mais adequado. 7,; foi determinado entao por integracao de ¢, até momento em que
a medida fosse mais confidavel. Isto foi verificado por inspecao visual de 1), em funcao de
MCS.

Esta integragao foi feita somando-se as correlagoes até o MCS final e multiplicando-se
a soma pelo intervalo de coleta de dados em MCS, por serem os dados em nimero reduzido

e restritivos quanto ao uso de integracoes mais sofisticadas.

Foram descartados 10° MCS de cada simulacao para o calculo do tempo de realaxacao

linear 7 e para a obtencao das demais grandezas.

A comparagao entre os métodos Monte Carlo foi feita para o maior L(= 32), onde o

critical slowing down é esperado ser maior.

O ntmero de medidas independentes realizadas por segundo para diferentes com-

binacoes destes métodos é mostrado na Tabela 4.11.4.

O método mais eficiente foi a combinacao do método Metropolis:Super-relaxagao 1:4,
que foi adotada para as simulagoes seguintes. O método Wolff foi duas vezes mais eficiente

que o Metropolis, mas nao mostrou um desempenho relativo favoravel.

4.12 Expoentes criticos o, 3 e 7y

O expoente critico a foi obtido através da relagao de hiperescala

2—a=dv (4.50)
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Outra relagao de hiperescala ttil é

2—a =28+~ (4.51)

A razao «/v foi obtido a partir de

a 2
=2 _4q 4.52
- (4.52)

v

O valor estimado do expoente critico a foi de —0,0301 £ 0, 0058.
A Figura 21 mostra a regressao linear do calor especifico em funcao de L.

Como esperado da equagao 4.2, o ajuste foi razodvel, com os primeiros pontos (redes

maiores) mais alinhados que os demais e com inclinacao diferente.

O expoente critico 3 foi obtido da regressao linear do logaritmo da magnetizagao em

fungao do logaritmo de L. A Figura 23 ilustra essa obtengao.

Ha um 6timo alinhamento dos dados da Figura 23. O valor de 3 com menor erro foi

obtido sem exclusao de nenhuma rede, e foi de 0, 3430 £ 0, 0072.

O expoente v foi obtido da inclinacao da regressao linear x[7.(L)] (susceptibilidade
méxima para a rede de dimensao linear L) ou x(7.) (medido diretamente na temperatura

critica para cada tamanho de rede) contra In L.
A Figura 25 mostra as regressoes destas duas susceptibilidades.

Os ajustes das x mostrados na Figura 25 foram muito bons. Os valores de v obtidos
na 7, e dos picos foram 1,353 £ 0,012 e 1,3633 4+ 0, 0051, respectivamente. O valor final
de v foi de 1,3616 £ 0,0047, obtido da combinagao dada por

> wiQ;

Qi = & (4.53)
w; = % (4.54)

onde () é o valor combinado, (); sao os valores a serem combinados, e o; é o desvio padrao
da medida @);.

Nao houve exclusao de redes nesta determinagao.

Ao final destas determinagoes, verificamos a relacao de hiperescala. A Tabela 4.12

mostra esses resultados.

Os membros da hiperescala tém valores bastante concordantes.
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(},84 0.86 0,88 0.9 0,92 0,94 0,96 0,98 1
w
L
Figura 21: Calor especifico ¢ em funcdo do tamanho da rede L®”, com /v = —0, 0495.

Nao houve exclusao de simulacao.

Tabela 7: Membros da relagao de hiperescala, com expoentes criticos obtidos neste tra-
balho.

Membro Valor

2 —« 2,03+£0,01
dv 2,034+0,01
28+~  2,04+0,02
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Figura 22: Colapso das curvas do calor especifico ¢ com diferentes L usando o expoente
critico @ = —0,0709 £ 0,0099 deste trabalho e os parametros ¢, = 5,70 +0,12 e C(0) =
—4,89 40,11 obtidos por Chen et al. (4).
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Inm

Figura 23: Logaritmo da magnetizacao m em fung¢ao do logaritmo do tamanho da rede
L. Nao houve exclusao de simulagao.
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Figura 24: Colapso das curvas da magnetizacao m com diferentes L usando o expoente
critico = 0,3499 £ 0, 0076 deste trabalho.
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Iny

) -

Figura 25: Logaritmo da susceptibilidade x na temperatura critica T (circulo) ou méxima
obtida por multi-histogramas (quadrado) em funcao do logaritmo do tamanho da rede L.
Nao houve exclusao de simulagao.



4.12 Ezpoentes criticos o, B ey 79

0,{}4 T T | 1 I

1
|
I

T T

=j

0.03|- A

z
0,02

X

0,01

200

(oL

Figura 26: Colapso das curvas de susceptibilidade y com diferentes L usando o expoente
critico v = 1, 3880 + 0,0066 deste trabalho.
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Tabela 8: Valores do parametro universal Uj; obtido na 7T, dos cruzamentos de Up e da
inclinacao maxima de Uyp

Método Ulp

1. 0,6219 40,0022
Inclinacao maxima  0,5694 £+ 0, 0017
Cruzamento 0,62178 £ 0, 00050

4.13 Parametro universal ZB

O parametro universal U} pode ser obtido do coeficiente linear do cumulante de Binder

de trés maneiras:

1. Do valor de Uyp(L) medido diretamente na Tp;
2. Do valor de Uyp(L) onde a sua inclina¢do com a temperatura é maxima;

3. Do valor de Uyp(L) onde a temperatura inversa é

—w v b= —1
Keross(L,b) = K. + gL {m}

onde L é o tamanho da menor rede cujo Uyp se cruza, b é a razao entre dos tamanhos
de redes envolvidas no cruzamento (L'/L) e w é uma corregao ao expoente de escala
de tamanho finito. A escolha dos tamanhos de rede foi feita de modo que houvesse

cinco cruzamentos com b = 2.

A regressao linear foi feita com o Uyp escolhido em funcdo de L~=1/¥.

Essas regressoes sao mostradas na Figura 27.

As regressoes de Uup na T, e dos cruzamentos foram de qualidade razoavel e com
boa concordancia visual de Ujz. Os dados obtidos da inclinagao méxima tinham uma

dispersao maior e o Ujy obtido por esse método foi muito distinto dos demais.
A Tabela 4.13 mostra os diferentes valores obtidos para este parametro universal.

Os valores Ujy obtidos de simulacoes na 7, e de cruzamentos de Uyp tém boa con-
cordancia. O valor de Uz combinado destes dois métodos foi de 0,62178 £ 0,00049.

Obtivemos também o parametro universal U], que nao foi obtido em (4). De maneira
semelhante ao trabalho de Ferrenberg e Landau com o modelo de Ising tridimensional (81),

o Ujp obtido pela derivada maxima de Uyp foi muito menor que os obtidos pelos demais
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Figura 27: Cumulante de Binder U,z na temperatura critica T, (circulo), obtida por
cruzamentos do cumulante entre redes diferentes (quadrado) ou na inclina¢ao méxima em
funcdo do tamanho da rede L~'/¥ (diamante). Nao houve exclusdo de simulacdo.
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Tabela 9: Temperatura e expoentes criticos obtidos de trabalho semelhante realizado por
Chen et al. (4) e neste trabalho. O indice (1) indica os expoentes obtidos do v sem
exclusao de redes, e o indice (2) indica os expoentes obtidos do v com exclusao da rede
L=4

Quantidade Chen et al. Este trabalho (1)  Este trabalho (2)
K. 0,693035 + 0,000037 0,69314 £ 0,00032 0,69314 £ 0,00032
0,7036 £ 0,0023 0,6767 £ 0,0020 0,6903 £ 0,0034
—0,1108 £0,0069  —0,0301 +£0,0058 —0,0709 <+ 0,0099
0,3616 40,0031  0,3430 +0,0072  0,3499 =+ 0,0076
1,3896 £ 0,0070 1,3616 £ 0,0047 1, 3880 £ 0, 0066

= QLo )

métodos, que concordaram entre si. Segundo eles, esse comportamento nao era inesperado

devido a natureza do cumulante quando L — oc.
A Tabela 4.13 mostra a temperatura e os expoentes criticos obtidos e os da literatura.

Os valores da temperatura e dos expoentes criticos obtidos em nosso trabalho estao
préximos dos obtidos por Chen et al. (Tabela 4.13). A K. concorda estatisticamente com
a obtida anteriormente, mas os demais expoentes nao. Acreditamos que nossos expoentes
foram bem determinados, com o uso de regressoes especiais e de convergéncia entre v e
T., e da técnica jackknife que pode ter eliminado vicios das quantidades nao-lineares de
ordem maior que 1/n. Os membros da relagdo de hiperescala atestam a qualidade dos
expoentes, a menos de que o expoente « foi obtido internamente usando-se essa relacao.
Esses fatos podem apontar para uma superioridade do nosso método sobre o de Chen et

al., mesmo eles tendo usado redes maiores que as nossas.

E preciso considerar que o valor de 1/v sem exclusdao de redes é significativamente
diferente do obtido excluindo-se a rede L = 4. A rede menor pode estar contribuindo com
um erro sistematico para esse expoente, que esta envolvido na determinacao dos demais.
Ao usarmos o v obtido com a exclusao da rede L = 4 os expoentes aproximam-se dos
obtidos em (4). O expoente [§ passa a ser compativel estatisticamente com o valor de

Chen et al., mas os demais nao.

Os expoentes criticos 3 e 7 calculados com v obtido com L,j;, = 8 concordam bem
com o0s expoentes criticos experimentais mostrados na Tabela 4.1. O mesmo expoente
7 tem boa concordancia com os expoentes tedricos e simulacionais mostrados na Tabela
4.2, enquanto os expoentes (3 e v obtidos na mesma circunstancia concordam com estes
dados, mas estao mais préximos dos menores valores tabelados. Esta diferenca pode ser

devida a um nao-uso de técnicas de reducao de vicio nos expoentes da literatura obtidos
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por simulagao.

A minimizacao dos erros ao incluir-se todos os tamanhos de rede indica que a exclusao
das redes menores pode ser desfavoravel do ponto de vista estatistico, e que nem todas
as grandezas podem sofrer erros sistematicos com tamanhos menores de rede. E possivel
também que eventuais desvios sistematicos sejam tao reprodutiveis que isso nao implique

em um erro de precisao, mas de exatidao.
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5 Dinamica do modelo de
Heisenberg 1D

Apresentamos aqui a segunda parte de nossa investigacao do modelo de Heisenberg,
que é complementar ao estudo termodinamico. Aqui trabalhamos com redes unidimen-
sionais com contorno peridédico, ou anéis de spins, uma vez que a dinamica de redes

tridimensionais apresenta complicacoes desnecessarias para nossa finalidade aqui.

5.1 Difusao de spins

A difusao de spins desempenha um papel importante em experimentos dinamicos
como na Ressonancia Magnética Nuclear e na Ressonancia Paramagnética Eletronica (9)
e ¢ uma das motivagoes para as simulacoes de dinamica realizadas por nés. Iremos mostrar
a seguir a origem dessa fenomenologia e como medi-la. A apresentacao inicial segue de

perto o livro de Forster (82).

—

Consideremos particulas ¢ com spins S; que interagem por uma forca independente

da velocidade ou do spin. Definamos o operador magnetizacao como
M(F t) = 2uSio(F — 7i(t)). (5.1)

onde p é o momento magnético de spin de cada particula.

Vamos estudar a evolucao temporal do sistema quando M # 0 em um ponto, e nula
nas demais, de forma a facilitar o estudo de como o spin se difunde. Da equacao 5.1
obtemos as (trés) equagoes de continuidade:

OM(7,t)

e V- jMEED — (5.2)

. ~ Ao
com M*® sendo a componente @ da magnetizacao e 7" a corrente de M®. Para resolver-

mos a Equacdo 5.2 precisamos encontrar um nexo entre M e 3. Como a magnetizacao
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tende a um estado de equilibrio, propomos a Equacao constitutiva 5.3.
<5’M°‘(F’ t)> = —Dﬁ(MO‘(F’ t)> (53)

em que (...) representa uma média termodinamica.
O coeficiente de transporte D é chamado de coeficiente de difusao de spin e é positivo.
Se substituirmos a Equagao 5.3 na Equagao 5.2, chegamos a Equacao de difusao 5.4

(M (7,1))

T DV?(M(7,t)) = 0. (5.4)

A Equacao 5.4 pode ser resolvida com uma Transformada de Fourier no espago seguida

da Transformada de Laplace no tempo
(M(F,w)) = / dte’™! / dFe =TT (M (7, 1)). (5.5)
0

A solucao para a Equagao 5.4 é
i

_ m<1\2(§,t =0)). (5.6)

(M(7,w))

Aplicando a Transformada Inversa de Laplace no tempo na Equacao 5.6, obtemos

(M(q.1)) = e P7(M(,0)). (5.7)

A Transformada Inversa de Fourier no espaco da Equacao 5.7 sera um produto de
d termos, um para cada dimensao do sistema, da Transformada Inversa de Fourier para
cada componente de ¢. Vamos resolve-la para um dos componentes que chamaremos por
simplicidade de g. A Transformada Inversa de uma funcio gaussiana e como a nossa
é

Flle)(g) = \/% /_ T et eiongy, (5.8)

Podemos completar o quadrado do expoente fazendo az?+iqr = A?4+2AB+B*—B? =
(A+ B)? — B?, o que resulta em A = y/a e B =iq/(2y/a). Fazendo 2/ = A + B, temos

que dr’ = \/adzx e a Equagao 5.8 torna-se em

Fe ) = o | [ S (59)
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A integral entre colchetes é calculada como

& 12 & 12 o 12 1/2
/ e " da = {{/ e " d;z:’} [/ eV dy'}}
/ / e(x2+y2)da:dy}

2 00 2 ) 1/2
/ / / e” rdrd@}

o Jo Jo

O resultado da Transformada de Fourier da Equacao 5.9 é

2 1 —a2/(4a
F e ](g) = /g1, (5.10)

Fazendo a = Dt chegamos a solucao
(M(z,t)) = ——~. (5.11)

A funcao correlacao é diretamente relacionada a medidas experimentais de espalha-
mento, que pode informar, dentre outras coisas, a difusao de spins a partir do espalha-
mento magnético de néutrons. Essa funcao tem varias propriedades, como a simetria sob
reversao temporal, positividade, teoremas de dissipagao-flutuacao, relagoes de Kramers-
Kronig que expressam causalidade, relagoes de Kubo que ligam os coeficientes de trans-

porte as fungdes correlagao e a regra da soma (82).

Vamos definir a fungao correlacao para a magnetizacao

C(7,t) = (M(F,t) - M(0,0)). (5.12)

Se momentaneamente eliminarmos as média termodinamicas da Equacao de difusao
5.4, fizermos o produto escalar pela direita com M (0,0) e enfim retomarmos a média
termodinamica, concluiremos que

[% - DVQ] C(r,t) = 0. (5.13)
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Sua solucao é analoga a da difusao da magnetizacao, de forma que ela exibe uma
cauda em lei de poténcia com
C(0,1) o t~% (5.14)

onde ag = d/2. A verificagdo da difusdo de spins obtida pode ser feita através da ob-
servacao ou nao deste tipo de decaimento. Quando a autocorrelagao tem outro tipo de

comportamento é dito quer a difusao é anomala.

5.2 Difusao anomala de spins

A existéncia de uma difusao andémala de spins tem sido motivo de controvérsias con-

sideraveis (9-12, 83, 84), a partir de simulagoes da dinamica de spins.

Miiller (9) em 1988 verificou para redes de dimensionalidades d iguais a 1, 2 ou 3 que
os expoentes caracteristicos a4 diferem significativamente dos valores previstos d/2. Em
uma dimensao a diferenca era substancial, enquanto que para redes bi ou tridimensionais

ela era mais sutil.

Gerling e Landau (10), em simula¢oes bem mais longas que a de Miiller, redes uni-
dimensionais bem maiores, mas amostras menores, tiveram resultados concordantes com
os de Miiller para mesmos periodos de simulacao. No entanto eles observaram um com-
portamento assintético consistente com um decaimento nao anomalo, apesar deles nao
excluirem a possibilidade de um ay = a; maior que 1/2. Eles também viram que a au-
tocorrelagao energia-energia aproxima-se do expoente esperado mais rapidamente que a
autocorrelagao spin-spin. Algumas conclusoes deste trabalho sao a necessidade de um
esforgo computacional substancial e a crenca de que nao hé difusao anomala para as redes

de dimensoes d =1, 2 e 3.

Na réplica ao trabalho de Gerling e Landau, Miiller (11) reconhece que sua estimativa
de a; foi de certa forma alta, mas nao acredita em uma evidéncia significativa para a
difusao simples de spins. Ele alega que nao se pode notar um comportamento assintético
da autocorrelacao spin-spin muito tempo depois do comportamento observado para a
autocorrelacio energia-energia. Mais ainda, a tendéncia de curvatura apds ¢t > 100.J !

estd dentro do ruido observado.

Em um trabalho mais extenso, Gerling e Landau (12) confirmam a difusdo cléssica

de spins com uma aproximacao lenta ao decaimento apresentado na Equacao 5.14.

Nesses trabalhos ¢é preciso atentarmos para o uso de integradores de movimento em
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um sistema nao-integravel de spins, que pode ter sua confiabilidade limitada para tempos
mais curtos que os utilizados nestes trabalhos. Em nossa pesquisa sera levantada essa

questao.

Mostraremos a seguir origem das equacoes de movimento, as quais regem a dinamica

de spins a ser simulada.

5.3 Equacoes de movimento

As expressoes das dinamicas sao obtidas a partir da representacao de Heisenberg

0A

=5 (5.15)

. i
At = £, A +
que no caso do componente o do spin S; (S¢), que nao depende explicitamente do tempo.

Sp = %[H, 5. (5.16)

No nosso estudo, a hamiltoniana H é dada pela Equacao 1.6. Substituindo-a na

Equacao 5.16, obtemos
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de modo que

Il

Si=—J8 x> 8 (5.17)

(i.9)
Essa equacao pode ser integrada por varios métodos, como o Runge-Kutta e métodos
simpléticos. A integragao numeérica é susceptivel a problemas de estabilidade numérica,
truncamentos e poder computacional, especialmente quando lidamos com sistemas nao-

integraveis. Usamos sem perda de generalidade J = 1.

5.4 Integradores das equacoes de movimento

Os métodos aqui apresentados permitiram o estudo da dinamica de spins. Todos eles
sao de quarta ordem e realizados em redes lineares de 4 ou 18 spins, com precisoes simples,
dupla ou quadrupla, e diferentes passos de integragao dt. Sao eles: o Runge-Kutta (RK4),
o Preditor-Corretor (PC4), e os métodos simpléticos Suzuki-Trotter (ST4) e o Forest-Ruth
otimizado (OFR).

Todos estes experimentos foram realizados a temperatura infinita, o que equivale
dizer que todos os possiveis estados iniciais tém igual probabilidade de ocorréncia. As

configuragoes iniciais sao sorteios aleatérios de todos os spins da rede.

O RKA4 pode ser encontrado no Wikipedia (85). O PC4 e o ST4 podem ser encontrados
em Krench et al. (86), e o OFR ¢ descrito por Omelyan et. al (87) e corrigido por nés

(veja a seguir).

5.4.1 Runge-Kutta de quarta ordem

No método RK4 a equagdo de movimento quando escrita na forma y' = f(y), com

yo = y(0) é resolvida por (85)

Yn+1 = Yn + %h (]{31 + 2]{52 + 2k‘3 + k4)
tn+1 = tn + h

onde

ko= f(tn yn)

ky = f(ta+ 3h,yn + $hk:)
ks = f(tn+ %hayn + %hké)
ky = f(tn+ h,yn + hks)
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A proxima estimativa é produto de h e de uma estimativa de inclinacao. Essa esti-
mativa é a média ponderada das inclinagbes no comego do intervalo (peso 1), no meio do
intervalo estimando y por k; (peso 2), novamente no meio, usando ko (peso 2), e no fim

do intervalo, estimando y por k3 (peso 1).

5.4.2 Preditor-Corretor de quarta ordem

No PC4 precisamos dos estados dos quatro instantes mais recentes, o que pode ser ob-
tido no inicio rodando-se RK4 para tempos negativos. O passo preditor Adam-Bashforth
é

ot
y(t+0t) = y(t) + 5 [55f (y(t)) =59 (y(t — 6t)) + 37 (y(¢ = 20t)) — 9f(y(t — 301))]. (5.18)

O passo corretor Adams-Moulton é

y(t+dt) =y(t) + %[W(y(t +0t)) + 19f (y(t)) = 5f (y(t — ot)) + f(y(t — 26t))]. (5.19)

5.4.3 Meétodos simpléticos

Nos métodos nao-simpléticos RK4 e PC4 ocorre um actimulo rapido de erros de trun-
camento na integracao de equagoes de movimento, e as solugoes produzidas por estes

métodos nao sdo reversiveis no tempo(87).

Foi proposto um método em que a propagacao era conduzida com base na decom-
posicao exponencial. Com isso torna-se possivel a construcao de algoritmos simpléticos e

reversiveis no tempo, além de simples e explicito.

A dinamica do spin pode ser visualizada como uma precessao de Larmor do spin S
em torno de um eixo efetivo w que é dependente do tempo. Nesse método dividimos a
rede em sub-redes em que a precessao de um spin é em torno de um campo local w de
spins vizinhos que estao todos localizados na outra sub-rede. A rotagao, expressa pelo

A+B)t

exponencial e , pode ser reescrita como

5
e(A+B)t — H 6piA6t/2€piB6t€piA6t/2. (520)
i=1
onde p; sao constantes e dt é o passo de integracao.

Essa é uma decomposicao de quarta ordem.

A variavel A se refere a uma das sub-redes, e B a outra. Podemos agrupar variaveis
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de maneira a chegarmos a onze termos de rotagao alternada entre as sub-redes.

Descreveremos a seguir os dois métodos simpléticos usados: o ST4 e o OFR.

5.4.3.1 Suzuki-Trotter

No método de quarta ordem Suzuki-Trotter (ST4), que é bastante conhecido, os co-
eficientes a Equacdo 5.20 sdo: p1 = py = py = ps = p = 1/(4 —4Y3) e p3 = 1 — 4p
(86).

5.4.3.2 Forest-Ruth otimizado

Espera-se que o OFR seja 6timo entre todos os possiveis integradores por decom-
posigao de quarta ordem com divisdo tnica do operador de Liouville (87). Portanto, ele

deve ser mais eficiente que o ST4 ou que o método original de Forest-Ruth (87).
A expansao pode ser feita neste caso como

3 5 7 _ _ _
e(ATB)+Cat?+Cst°+0(t7) _ BEt L A(1=2M)1/2  Bxt f ANt o B(1=2(x+E))t AN  Bxt  A(1 2)\)t/2€B§t’

(5.21)
onde C3 cancela truncamentos de terceira ordem e Cy5 minimiza o truncamento de quinta

ordem. C3 é dado por

Cs = a(&§, A, )[4, [A, Bl + 5(€ A x)[B, [A, B,

onde [, | é o comutador entre dois operadores e
alE, N\ x) = —i + 22y + § (5.22)
Y 24 4’ '
B(E N x) = L + Ax(1 26) + ¢ _¢ (5.23)

Cs é dado por

Cs = m [Aa [Aa [A7 [Aa B]m + 72[147 [Av [37 [Av B]H] + VS[Ba [Aa [A’ [Av B]m +
74[37 [B> [B> [A> Bm] + '75[B7 [B’ [A’ [A’ BHH + VG[Aa [Bv [Bv [Av B]]H? (5.24)



5.4 Integradores das equacoes de movimento 92
com
7 A2y (1 &
- A2 )2 = 2
T OE60 ¢ 12 (2 ) 192° (5:25)
L A1 A x ¢ £
= — X (=_2 A _S) S 2
TR0 2 <12 6 TAXNTN T TE) T (5.26)
1 o (1A A AL ¢ £ &
= - S\ ST D A [ R 2
7360 X<6 6 3 3 2) 18w (5:27)
_ 1 X X X x§ ¢ o x&¢ ¢ ¢ &
R X(m 6 12 272 T2 TeT 2T
&£ e ¢
I T 2
24 12 247 (5.28)
. 1 I A1 x 2 2 X, x§& 5§ 2
T 120 X[6 2(6+2 Xk 5+£) 672 6 "¢
GRS
. T 5.29
16 * 48 8’ (5:29)
1 1A 22 X X626
Y= T30 " "(12_2Jr g Tty Ty )T
§ & &
6 + = (5.30)
Devemos portanto resolver o sistema de equagoes
al§ A x) = 0,
ﬂ(&? )\7 X) = 07
(€A x) = min(global).
com
v(ﬁ,A,x)z\/712+7§+7§+%%+7§+7§-
Das equacoes para « e (3, obtém-se
AN — 8A% £ 1 /2X (=1 + 8\ — 2472 + 24)\3
) = VLTS -2 ) (5.31)
12\ — 963 + 96\
1
EN) = 6—4A2X. (5.32)
O resultado da literatura para &, A e £ é
= 40, 1720865590295143F + 00 (5.33)
A = —0,9156203075515678E — 01 (5.34)
x = —0,1616217622107222F + 00. (5.35)

Recalculamos estas constantes através da golden search em Fortran (20) e do Mathema-
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tica. As novas constantes sao mostradas no capitulo Resultados.

5.5 Grandezas dinamicas

Estudamos a dinamica de spins principalmente pela correlagao energia-energia e spin-
spin para todos os vizinhos. Fizemos investigacoes das correlacoes individuais assim como

de uma amostra de correlacoes.

Verificamos também o efeito de pertubacoes no estado inicial sobre as correlacoes

dinamicas.

Comparamos o resultado da auto-correlagao spin-spin do sistema integravel (L = 4)

com sua solucao analitica.

5.5.1 Correlagao energia-energia

A correlagao energia-energia (FE;(to)E;(t)) foi calculada determinando-se a Hamilto-
niana para cada sitio em t5 = 0 e em t e calculou-se a média do produto do vetor energia

em ty com o vetor energia em t deslocado n sitios a direita e a esquerda.

A Hamiltoniana do sitio é o produto escalar do spin do sitio com a soma de seus spins

vizinhos.

Podemos expressar esta correlacao como

(Ei(to)Ex(1)) = ([Si(to) - D_(S(to)][Si(8) - Y _(S; (1)),

(i) (i5)

onde sumy;; representa uma soma sobre os primeiros vizinhos j do sitio .

5.5.2 Correlagao spin-spin

A correlagao spin-spin (S(ty)-S(t)) foi calculada determinando-se a média do produto

escalar da rede em ¢y com a rede em ¢.

5.5.3 Solucgao analitica

A solucgao analitica da correlagao spin-spin a temperatura infinita para L = 4 é apre-

sentada por Klemm e Luban (88). As integragdes foram realizadas pelo método de inte-
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Tabela 10: Parametros &, A e x usados no método OFR na literatura e calculados neste
trabalho. A tolerancia usada na obtencao dos parametros calculados por nds é em torno
de 10716,

Parametro Omelyan (87) Este trabalho
§ +0,1720865590295143 +0,171769920830100170852271820100736
A -0,9156203075515678E-01  -8.648206099077544181945498927338507E-02
X -0,1616217622107222 -0.170582763313274728512636638438501

gracao de quarta ordem de polinémios cibicos (20). A defini¢ao da fungao de Heaviside

usada na expressao desta solu¢ao pode ser encontrada no Wikipedia (89).

5.6 Parametros do método OFR

O parametro A foi obtido pela minimizacao da fungao v(£(A), A, x(A)) pelo método de
Brent. Os demais parametros £ e y foram calculados a partir de A. Seus valores, assim

como os valores da literatura (87) sdo mostrados na Tabela 5.6.
O aumento da precisdo foi de 3,1 x 10~ vezes.

Obtivemos um valor mais preciso para os parametros £, A e x do método OFR. A
melhora de desempenho, apesar de pequena, pode ter sido importante nos estudos do

sistema nao-integravel.

5.7 Sistema integravel

Escolhemos como sistema integravel a rede L = 4 (88), da qual ji foi obtida a au-
tocorrelagao temporal spin-spin a temperatura infinita. Com isso dispinhamos de um

padrao contra o qual pudemos comparar nossos dados experimentais.

5.7.1 Autocorrelacoes tipicas de um sistema integravel

De inicio mostramos a exploracao inicial das autocorrelagoes de energia e de spin do
sistema integravel. A Figura 28 mostra estas autocorrelagoes de trés configuracoes iniciais

diferentes.

Percebe-se que a autocorrelacao de energia tem formato senoidal nas trés trajetorias,

e a de spin tem certa regularidade, com um comportamento mais complexo.

O sistema integravel parece apresentar um comportamento periddico, notavel tanto
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Figura 28: Autocorrelacdo da energia (acima) e de spin (abaixo) para cadeia de spins
L = 4 a partir de diferentes configuragoes iniciais.
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pela autocorrelacao de energia como de spin.

5.7.2 Efeito de variaveis sobre dinamica de um sistema integravel

Mostramos na Figura 29 dinamicas de uma mesma configuracao inicial obtidas com

diferentes métodos de integracao, passos de integragao e precisoes (dupla e quadrupla).
Todas essas correlagoes coincidiram.
Algumas dinamicas realizadas com precisao simples nao tiveram essa coincidéncia.

As trajetérias do sistema integravel nao dependeram do passo, do método de inte-
gragao ou da precisao ser dupla ou quadrupla. Nesse tipo de sistema eventuais diferencas
numéricas entre esses procedimentos nao sao capazes de alterar drasticamente a dinamica
da rede. Houve problemas no uso da precisao simples e do passo de integracao da ordem
de 5 x 1078, que devem estar relacionados a instabilidades numéricas e a um erro local de

truncamento, respectivamente.

A concordancia entre os diferentes métodos para o sistema integravel contribui para

estabelecermos os diferentes métodos como configveis.

5.7.3 Convergéncia de dindmica para a solucao exata

Apés a verificagao de que os métodos e passos de integracao para o sistema integravel
sao equivalentes, usamos o método mais rapido com precisao dupla e o menor passo de
integracao para gerar uma grande amostra de autocorrelagoes. As autocorrelagoes médias
destas amostras sao mostradas na Figura 30, juntamente com a autocorrelacao média de

spins esperada.

Nota-se a convergéncia das autocorrelagoes médias de spin para a curva tedrica com
o aumento do tamanho da amostra. A concordancia entre experimento e teoria é muito

boa a partir de N = 10°,

A autocorrelacao de energia também parece convergir para uma curva com o aumento
da amostra. As curvas para N = 10% e N = 107 parecem muito préximas de uma curva

limite. Nao dispomos da expressao para esta autocorrelagao.

A Figura 31 mostra o erro das autocorrelagbes médias de spin em relagdo a curva

tedrica.

Os erros parecem ser inversamente proporcionais a raiz de N: com uma amostra de
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Figura 29: Autocorrelacdo da energia (acima) e de spin (abaixo) para cadeia de spins
L = 4. As autocorrelagoes para os diferentes métodos e passos de integracao partem da
mesma configuracao inicial e coincidem. As precisoes usadas foram a dupla e a quadrupla.
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Figura 30: Média de 103, 105 e 107 autocorrelagoes da energia (acima) e de spin (abaixo)
para a cadeia de spins L = 4. No gréafico de spins ha também a autocorrelagao tedrica.
Método usado foi 0 RK4 com passo de integracao de 1 x 1072,
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Figura 31: Erro da média de 10%, 10° e 10" autocorrelacoes de spin em relacido a sua
autocorrelacao tedrica, para a cadeia de spins L = 4.
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10® os erros concentram-se em 0,01, com N = 10° os erros ficam em torno de 0,001, e com
N = 107 os erros sao aproximadamente de 0,0001. Os erros com N = 10° j& aparentam

ser muito pequenos.

A convergéncia da autocorrelacao média de spin para a curva tedrica leva-nos a esta-
belecer com confianca os métodos de dinamica implementados, e nos fornece uma noc¢ao
do tamanho de amostra necessario para se obter a precisao desejada. Aparentemente

amostras com N = 10° aproximam-se significativamente do resultado almejado.

5.8 Sistema nao-integravel

A rede de spins no limite termodinamico L. — oo é um sistema nao-integravel. O
estudo desse sistema pode ser iniciado com uma rede modelo menor que também seja

nao-integravel.

Uma rede que foi bem caracterizada como nao-integravel foi L = 18 (90). O tama-
nho reduzido desta rede permite a simulacao de amostras grandes, e com isso uma boa

estatistica. Ela serd o objeto de estudo nesta secao.

5.8.1 Autocorrelagoes tipicas de um sistema nao-integravel

Apresentamos na Figura 32 a exploracao inicial das trajetérias do sistema nao-integravel.

Tanto as autocorrelagoes de energia como de spin parecem erraticas. Apds um mo-

mento inicial as autocorrelacoes parecem permanecer nestes casos entre 0,5 e -0,5.

5.8.2 Efeito de variaveis sobre dinamica de um sistema nao-
integravel

Estudamos a seguir o efeito do passo de integracao, da precisao, do método e da

implementagao sobre as trajetérias do sistema nao-integravel.

5.8.2.1 Efeito do passo

Investigamos o efeito dos passos de integracao de 1072 a 1077 para cada um dos

métodos e precisoes usados.

A Figura 33 mostra o este efeito quando do uso do método RK4.
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Figura 32: Autocorrelacao da energia (acima) e de spin (abaixo) para a cadeia de spins
L = 18 a partir de diferentes configuracoes iniciais.
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Figura 33: Autocorrelagao de energia (direita) e de spin (esquerda) com precisoes dupla
(acima) e quadrupla (abaixo) para a cadeia L = 18, com diferentes passos de integracao
a partir de mesma configuracao inicial. Método usado foi o RK4.
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Notamos que tanto para a autocorrelagao de energia e de spin as trajetérias parecem
se separar mais tarde quanto menor é o passo de integracao e quanto maior é a precisao

usada. A autocorrelagao de energia e de spin parecem separar-se na mesma 0casiao.

Para o PC4, um método de integracao com fundamentos distintos do RK4, a anélise
foi semelhante. Quanto menor o passo de integracao e quanto maior a precisao, mais tarde
a trajetoria se separou das demais. As correlacoes de energia e spin pareceram separar-se

nos mesmos tempos.
Como esperado, o sistema nao-integravel L. = 18 apresentou autocorrelagoes erraticas.

Os resultados do método ST4 mostraram a mesma tendéncia observada anteriormente.
As trajetorias se separaram em geral mais tarde quanto menor o passo de integragao e

maior a precisio. Mas na precisao dupla os passos 107* a 1076 separaram-se juntos de

1077,
As trajetérias de energia e de spin pareceram separar-se a0 mesmo tempo.

Para o método OFR, no caso da precisao dupla, as trajetérias separaram-se quase que
na ordem inversa que os demais. Na precisao quadrupla, as trajetorias de passos menores
separaram-se mais cedo, e em seguida as demais separaram-se na ordem decrescente de

tamanho de passo.

Neste caso o passo menor divergiu dos demais mais cedo. Sugerimos duas explicagoes:
a de que no passo menor o erro de truncamento acumulado foi maior ou que uma impre-

cisao maior dos passos 1072 a 1075 (menores que o passo 10~7) foi a causa deste fenomeno.

As trajetérias de energia e spin pareceram separar-se a0 mesmo tempo.

5.8.2.2 Efeito da precisao
Passamos agora a investigacao do efeito da precisao sobre a dinamica de spins. A
Figura 34 ilustra essa influéncia em uma integracao com passo pequeno.

As trajetorias de autocorrelacao de energia e spin com diferentes precisoes separam-se
ao mesmo tempo e cedo, se comparado as separacoes com passos de mesma ordem dentro

de uma mesma precisao (Figura 33).
A Figura 35 mostra com mais evidéncia o efeito da precisao em cada método.

Em todos os métodos, ao usar-se passos pequenos, a primeira separagao ocorre entre

as diferentes precisoes. Em seguida separam-se os passos da precisao dupla, e mais adiante
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Figura 34: Autocorrelagdo de energia (acima) e de spin (abaixo) para a cadeia L = 18,
com precisoes dupla e quadrupla, a partir de mesma configuragao inicial. Método RK4.
Passo de integracao de 1 x 1077,
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Figura 35: Autocorrelacao de spin com precisoes dupla e quadrupla para a cadeia L = 18,
com os métodos RK4 (acima, a esquerda), PC4 (acima a direita), ST4 (abaixo, & esquerda)
e OFR (abaixo, a direita), a partir de mesma configuracao inicial. Os passos de integragao
usados foram de 1 x 1078 e 1 x 1077,
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os da precisao quadrupla. As separacoes mas tardias ocorrem com RK4 e PC4.

A separacao antecipada entre diferentes precisoes se comparadas a diferentes passos
indica que estabilidade numérica é mais importante que o erro de truncamento. O resul-
tado mostra também que nao é suficiente que duas trajetorias concordem até certo ponto
para considerar-se esse trecho confidvel, e indica a relevancia em se usar a maior precisao
possivel e os menores passos que nao impliquem em actmulo significativo de erro no caso

nao-integravel.

Parece ser uma regra geral que as trajetérias separam-se mais tarde quanto menor o
passo de integracao e maior a precisao. Nesses casos o erro de truncamento local parece
nao ser muito significativo e o acimulo de erros é menor nessas condigoes. Assim as
configuracoes obtidas demoram a acumular diferencas significativas nas autocorrelacoes

estudadas.

5.8.2.3 Efeito do método

Comparamos na Figura 36 a separacao entre os diferentes métodos.

Os métodos RK4 com PC4, ST4 e OFR separam-se ao mesmo tempo. As separagoes

parecem simultaneas para a autocorrelacao de energia e de spin.

Os métodos RK4 e PC4 tém trajetérias que separam-se mais tarde que os métodos
simpléticos. Os primeiros métodos tém em comum a nao-conservacao da energia e a

irreversibilidade no tempo.

A diferenca de desempenho entre ST4 e OFR parece ser importante para a dinamica.

5.8.2.4 Efeito da implementacao

Verificamos se existe diferenga também entre implementagoes de um mesmo método.
O algoritmo escolhido foi o RK4, com diferentes niveis de vetorizacao. O resultado é

mostrado na Figura 37.

As trajetérias de autocorrelagao de spin de diferentes implementagoes de RK4 sob as
mesmas condicoes experimentais separam-se cedo se comparado as separacoes entre os

passos 107* e 107° dos diferentes métodos.

Houve diferenca entre diferentes implementacoes de um mesmo método, o que pode
significar que as diferencas nas autocorrelagoes sao muito sensiveis ao algoritmo imple-

mentado. Isso indica que contrariamente ao que pensavamos, cada implementacao pode
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Figura 36: Autocorrelagdo de energia (acima) e de spin (abaixo) para a cadeia L = 18,
com os diferentes métodos, a partir de mesma configuracao inicial. Passo de integragao
de 1 x 107, Precisao dupla.
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Figura 37: Autocorrelagao de spin para a cadeia L = 18 com diferentes implementacoes
do método RK4. Passo de integracao de 1 x 10~%. Precisao dupla.
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implicar em um operador temporal diferente, ao invés do método.

5.8.3 Meétodos e amostra de dinamica de um sistema nao-integravel

Comparamos entao as autocorrelacoes médias de energia e de spin de diferentes

métodos e sementes na Figura 38.

Os decaimentos das autocorrelagoes dos diferentes métodos sao bastante semelhan-
tes em linhas gerais. Em uma escala ampliada nota-se as pequenas diferencas entre os
métodos, que sao da mesma ordem que o erro das autocorrelacoes médias de spins do caso

integravel, com mesmo tamanho de amostra (Figura 31)

A diferenca entre o método RK4 com diferentes configuragoes iniciais é semelhante as

diferencas entre os métodos.

Os resultados das autocorrelacoes médias com diferentes métodos indicam que eles
tém uma concordancia compativel com o erro obtido para o caso integravel em condigoes
semelhantes. A concordancia estatistica parece ainda mais justificivel ao verificarmos
que as diferencas entre os métodos é semelhante a diferenca entre diferentes amostras de
um mesmo método. O decaimento das autocorrelagoes parece ser exponencial, mas uma
analise de difusao anomala seria mais adequada com cadeias de spins maiores, e talvez

com amostras maiores.

5.8.4 Origem das diferencas entre trajetorias

Fizemos a dinamica a partir de configuragoes levemente perturbadas de uma confi-
guracao inicial para verificar o efeito desta perturbacao e a origem das diferencas entre as

trajetorias.
A Figura 39 mostra resultados relativos a esses experimentos.

A perturbagao da ordem de 10732 radianos (préximo a tiltima casa da precisao quadrupla)
em um tnico spin parece implicar em uma separacao de trajetérias em t ~ 160J !, e uma
perturbagao semelhante da ordem de 107'® (préximo a tltima casa da precisio dupla)

parece implicar em uma separacao de trajetérias em t ~ 75J L.

Vimos finalmente que pequenas perturbagoes sao responsaveis por separagoes de tra-
jetorias cedo. O limite de confianca para autocorrelagoes com dupla precisao parece ser
em torno de 75J7!, o que estd na regiao em que (5;(0)S;(t)) nao concorda com a difusao

esperada (10). A concordancia com a difusao anémala verificada naquele trabalho pode
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Figura 38: Média de 10° autocorrelacoes de energia (acima) e de spin (abaixo) para a
cadeia L = 18, com diferentes métodos, a partir de mesmas configuragoes iniciais (RK4,
PC4, ST4, OFR) ou de configuracoes diferentes (RK4 nova semente). Passo de integragao
de 1 x 10~*. Precisao dupla.
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Figura 39: Autocorrelacao de spin para a cadeia L = 18, a partir de configuragoes com
um spin mudado de ¢ radianos. O método usado foi o RK4. Passo de integracao de
1 x 107°. Precisao quadrupla.
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ser assim um artefato da técnica. A perturbacao da ordem da tltima casa decimal da
precisao quadrupla sugere a priori uma autocorrelacao confidvel até t ~ 160J 7!, o que
deve ser suficiente nos estudos de difusao. Verifica-se a importancia de se usar a precisao

quadrupla nesses estudos.
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6 Conclusoes

Com o uso de RNG, sorteio de spins, algoritmos de atualizagao, multi-histogramas
confidveis e da técnica jackknife determinamos parametros e expoentes criticos de um
modelo classico de Heisenberg, em rede cibica simples. A maioria das quantidades aqui
apresentadas sao de 6tima qualidade, e no caso que divergem dos resultados de Chen et
al. (4) tém erros compardveis aos deles com a vantagem de terem sido obtidos com uma

técnica de correcao de vicio.

Identificamos fatores importantes que podem introduzir artefatos no estudo de di-
fusao anomala, como a precisao e o passo de integragao. Verificamos que o uso da pre-
cisao quadrupla com um passo pequeno e amostra grande podem ser suficientes para um
bom estudo de difusao de spins, concomitante ao uso de cadeias de tamanho adequado.
Vimos também que podem existir diferentes operadores temporais associados a cada im-
plementagao usada, apesar da concordancia estatistica entre os diferentes métodos nao

permitir ainda tal afirmacao.

Novos estudos com um poder computacional maior podem dirimir as dividas levan-

tadas por este trabalho.
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