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RESUMO

A proposta deste trabalho é examinar a dindmica do emaramtiaentre dois constituintes
de um sistema tripartido fechado, no sentido de que naeexasthuma perda de energia. Este
sistema € constituido por dois atomos na aproximagao dentl@s com transicdes atbmicas
iguais e um unico modo de campo numa cavidade, onde um dosaposto para interagir
no regime ressonante com o Unico modo de campo, via intedsgiynes-Cumming® inter-
esse aqui é a evolugdo do emaranhamento entre os dois atpransficado pela concorréncia
de Wootters. Seré analisada a influéncia do estado iniciehohgpo no aparecimento de bicos
na evolucdo temporal da concorréncia. Experimentalmameantificacdo de emaranhamento,
dada pela concorréncia, € dificil de se obter. Por isso, ggteasistema, sob as condi¢des ini-
ciais impostas, serdo definidos dois operadores capazesupanhar a dindmica do emaran-
hamento e diretamente mensuraveisperador de correlagddado pelo produto das inversdes
atbmicas dos atomos eaperador de Bell Serdo analisados os efeitos do estado inicial do
campo em uma combinacéo linear de dois estados de Fock sohlinémicas destes oper-
adores.



ABSTRACT

The proposal of this work is to study the bipartite entanglehbetween two constituents
of a tripartite closed system, in the sense that there is eoggnoss. The system consists
of a pair of two-level atoms with equal transitions and orecebmagnetic field mode in a
cavity, with one of the atoms interacting with the field modgJaynes-Cummingsteraction.
We study the time evolution of entanglement between the tems, quantified by Wootters’
concurrence The influence of initial state of the field in the appearantsingularities in
this time evolution is discussed. Since concurrence is tmktermine experimentally, we
define two directly measurable observables which, for tleeigp initial conditions we study,
can follow the entanglement behavior: tberrelation operatoy given by the product of the
population inversions, and tiell operator We study the effects of initial states given by
superpositions of two Fock states.



SUMARIO

INTRODUCAO 1
1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS 4
1.1 Operadordensidade. . . . . . . . .. . .. .. ... 4
1.2 Sistemas compostOS. . . . . . . . . 6
1.3 Emaranhamento. . . . . . . . . . . . . e 8
1.3.1 Medidas de emaranhamento em estados puras. . . . . .. .. .. 12
1.3.2 Emaranhamento em estadosndopuros . . . . . . ... ... ... 12
1.3.3 Negatividade. . . . . . . . .. 14
1.3.4 CoNnCorréneia . . . . . . . v v v i e 15
1.4 DesigualdadesdeBell. . . . . .. ... ... ... .. .. o 17
2 SISTEMA ATOMO-CAMPO 22
2.1 OHamiltoniano. . . . . . . . . . .. 22
211 0atomo . . . ... e 23
212 Ocampoquantizado . . . . . . . .. . .. . .. 25
2.1.3 EstadosdeFock . .. .. ... .. ... .. ..o 30
2.1.4 Ainteragdo &tomo-campo . . . . . .. ..o 31
2.1.5 O modelodeJaynes-Cummings . . . . . . . ... ... ... ... 32
3 DINAMICA DO EMARANHAMENTO EM UM SISTEMA TRIPARTITE 36
3.1 Osistematripartite. . . . . . . . . . . e 36

3.2 Adindmicado emaranhamenta . . . . . . . . . .. ... ... .. 42



Sumario

3.21 ACONCOITENCIA . . . v v v o i e e e e e e e e e e e e e e
3.2.2 Operadordecorrelagéa . . . . . . ... .. ... ... ..

3.2.3 OperadordeBell . .. ... ... ... ... .. ... ... .. ...

CONCLUSOES

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS

Vi

42

a7

52

60

62



INTRODUCAO

O emaranhamento € uma caracteristica intrinseca da MacQuintica que permite cor-
relacdo em sistemas quanticos para qual ndo existe andfggico. Isto tem sido ponto de
discusdo da Mecéanica Quantica desde os tempos de Schnodingjee Einstein, Podolsky e
Rosen B]. Atualmente, acredita-se que o emaranhamento é um regapswtante emninfor-
macao quantica computacao quanticgl].

A computacdo quantica pode ser desenvolvida com baseiperposicaajuantica e no
emaranhament®5]. A computacdo Classica usa “bits” para armazenar infodmacEstes
“bits” podem ter dois estados diferentes usualmente demaos: 0 ou 1. A computacao e
informacgdo quéanticas tém conceito analogo, o “quantum bit™qubit”. A diferenca entre o
“bit” e 0 “qubit” € que, a Mecéanica Quantica permite formamtmnacdes lineares de estados
|0) e|1), assim

@) = al0) +B|1), (1)

ondea e 3 sdo nimeros complexos, que satisfazem a condigéo de npagéadio |*+|B|% = 1.
O estado ) é um vetor num espagco vetorial complexo. Com a medic&o tprajé, = |0) (0|
ou P, = |1)(1], o qubit (1) pode resultar em 0 com probabilida@g? = (|Py|) ou 1 com

probabilidadé8|% = (y|Pi|y). Depois da medigdo o sistema estara no es@de- %

ou ‘1)’ — |51|(,U>

V(WlPy)

Outro fendbmeno que pode ser importante para a computacaonferamacao quanticas é
0 emaranhamento, que é puramente quantico. Um estado pa@gdsistemas 1 e 2 € dito
emaranhado quando for néo fatorayel) # [yn) ® |¢r), caso contario o sistema € dito dese-
maranhado.

Um exemplo de estado puro de dois sistemas 1 e 2 emaranharlestaglo de Bell

_t
V2

onde|yn) € ortonormal 1), e |yr) é ortonormal dyr)’. Observe que no estadd) (hdo

) (l4n) @ |P2) + [¢n) @ [)"), (2

pode-se afirmar o estado do sistema 1 e o estado do sistem#&2 aApedicdo no sistema 1 é
que pode-se dizer em qual estado o sistema se endgajrau [;)’. O mesmo acontece com
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o sistema 2. O estad@)(pode ser um estado de polarizacdo de dois fotons emaras)lestiado
atdmico de dois atomos emaranhados, etc.

O emaranhamento em sistemas quanticos pode deteriorawse d interacdo com outros
sistemas, chamados ambientes. A perda de emaranhamet@® sistkemas, que sao acopla-
dos a ambientes, € usualmente irreversivel. O efeito diestrdio ambiente tem dificultado
extremamente a computagao quantica, por isso, muitasipasdém sido realizadas sobre este
assunto: o emaranhamento e ambie6t8].

Sistemas atomicos sdo de particular interese neste tmalpaligue podem ser aprisionados,
localizados e postos a interagir com ambientes simplesa\adadles Opticas. Muitas investi-
gacOes séo focadas no estudo do emaranhamento de atormagiintte com um campo numa
cavidade. Esta interacdo pode ser dada pelo modelaylees-Cumminggjue é de funda-
mental interesel]0]. Este tipo de sistema pode exibir o fendmeno chamado mobiéasdo
emaranhamentd.[, 12, que € a perda abrupta de emaranhamento. Recentes exeséam
confirmado a “morte subita” do emaranhamento em outrossast§l 3, 14).

Em sistemas constituidos por atomos e cavidades, por egenyoh sisteméipartite com-
posto por dois atomos e um modo de campo numa cavidade idell gae apenas um destes
atomos interage com o campo na cavidadeJaignes-Cumming®ram estudadas a evolucao
e a transferéncia de emaranhameinfs).[Nesta referéncia foi mostrado que o emaranhamento
entre os atomos é transferido para um dos atomos e o campwidad= O estado inicial
considerado para a cavidade foi um estado de Fock. Nestioeftuusada a concorrénciad]
para examinar o emaranhamento.

Objetivo do presente trabalho é analisar a dindmica do erhanaento entre os &tomos no
sistema citado na referéncief], quantificada pelaoncorréncieapresentada por Wootteds.
Com a finalidade de acompanhar a dindmica do emaranhamemi medida experimental,
serdo definidos dois operadoresproduto das inversdes atbmicaso operador de Bel[17].
Sera analisado o efeito do estado inicial do campo em coméinénear de dois estados de
Fock na dindmica do emaranhamento.

Justifica-se a busca destes operadores no desenvolvinestédaihbalho pelo fato de que a
quantificacdo do emaranhamento é de interesse pratico ensfpadores de emaranhamento
existentes na literatura séo dificeis de serem obtidogiexpetalmente.

Este trabalho esta dividido assim: no capitljapresentam-se de maneira simplificada
algumas ferramentas importantes para o desenvolvimeste ttabalho como o operador den-
sidade e algumas de suas propriedades. Serdo tratadosnb$icptores de emaranhamento
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em estados puros que sao as entropias e para estados ndoapquantificacdo pode ser dada
pelaconcorrénciade Wootters ou pela negatividade. E ainda neste capitudoademrdado o
emaranhamento e as desigualdades de B8]l No capitulo2, apresenta-se o sistema atomo-
campo, 0 atomo na aproximacéo de dois niveis e 0 campo gadotEmn uma cavidade optica.
Posteriormente, obtém-se a interacdo entre dois niveragi¢des de um atomo com o unico
modo de campo: 0 modelo daynes-Cummingsa aproximacdo de onda girante. Apoés isso,
apresenta-se a evolucao temporal do sistema atomo-cangpoapitulo3, apresenta-se o sis-
tema tripartido, constituido por um atomo dentro de umadzaie ideal e um outro completa-
mente nao interagente com essas duas partes, a interac@omoc®m o campo na cavidade é
via Jaynes-Cumming€m seguida, obtém-se a dindmica do emaranhamento entrenogsa
dada pelaencorréncia E, a proposito de acompanhar a dindmica do emaranhamefiterd-

se dois operadores,aperador de correlacae ooperador de Bell Em seguida, analisa-se a
evolucao temporal dos valores esperados deste operadbrasrgluéncia do estado inicial do
campo em uma combinagéo linear de dois estados de Fock.

Toda a analise da dindmica do emaranhamento neste trabdiounho exclusivamente
tedrico e analitico.



1 CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Neste capitulo é discutido de maneira concisa um dos topiagsintrigantes e fascinantes
da Teoria Quantica, o emaranhamento. S&o apresentadasuéiddis algumas ferramentas
importantes no estudo do emaranhamento para o desenvoteimeste trabalho: o operador
densidade e alguns quantificadores do emaranhamento, cemirapias, a negatividade e a
concorréncia. E também seréo discutidas as desigualdad@sice 0 emaranhamento.

1.1 Operador densidade

Na Mecanica Quéantica, usa-se o espaco de Hill¥értNeste espaco, qualquer vetor pode
ser expresso em uma combinagéo linear dos vetores de algis®@a|m;) }i—123 N ortonor-
mal, senddN a dimenséo do espag@’. Estados puros neste espaco sdo tratados como se segue:
definindo um sistem& com estaddy) e expandindo este estado na base ortonofia) },
tem-se

N
W) Z_;Cil ni), (1.1)

N
ondeC; = (n;j|Y), com Zl|Ci|2 =1, sendo|Ci|2 = (y|R|y) a probabilidade de encontrar o
i=

sistema no estaday)’ = _Alv) correspondente ao projet@r= |n;) (nj|.

(WIRlY)
Define-se a matriz densidade de um estado puro, como se segue

o =)yl (1.2)

Para este operador densidade é facil verificar que ele étimmp’ = p, positivop > 0, de
traco unitério T(p) = 1 e obedece a condicao

p*=p, (1.3)

chamada de pureza. Desta ultima propriedade, pode-saigaqee seus autovalores séo 1 e 0.
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Pode-se obter o valor médio do observdd&m termos do operador densidade, assim

<O>=Tr(po). (1.4)
Para a mistura estatistica de varios estados gyms (), ..., |¥n), com probabilidadeps,
P2, - -+, Pn de cada estado ser preparado, o operador densidade € dado por
p=7> piln) (¢l com S p=1 p=>0 (1.5)
| |

Deste modo, pode-se expressar todas as predi¢cGes fisisistatna em termos ¢ sendo a
média de operadores densidage (

, pesados pela probabilidage
As propriedades do operador densidade para estados néstodestraco Tip) = 1, posi-

tivo p > 0, hermitiangd’ = p e ndo pureza

seus autovalores estédo entre 0 e 1. Para obter a densidad&ade jpuro 1.2) faz-sep; = 1
para algum na equacgéol(5). Pode-se observar que a mistura estatistica € uma geaeéai
do estado puro.

Usando o mesmo procedimento para encontrar o valor méedimddservavel para estados
puros, pode-se obter o valor médio do observ@vphra estados mistos, dado por

<O>=Tr(po). (1.7)
Portanto, o valor médio de um observavel, tem a mesma form@ para estados puros, quanto
para estados mistos.

Se um sistema for representado por um Hamiltonidnoependente do tempo ou ndo, a
evolucdo deste sistema € dada pela equagédo de Schrodumgeao sistema € puro. Para um
estado ndo-puro, faz-se a evolugcéo do operador densidldleqonsiderando este operador
densidade em tempo fixg e 0 ensemble ndo perturbado, a probabilidgdeermanece con-
stante. Ent&o a evolugéo temporal s6 depende do esgddara este caso, pode-se concluir
que num tempo qualquer, o operador densidade pode ser escrito assim

pt) = mlwi(®) (i)l (1.8)
dado quegy(t)) satisfaz a equacéo de Schrodinger

d i~
S1(©) = —=Al). (1.9)
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tem-se g _
~ I~ A
qiP =—¢H.pM), (1.10)

onde[H, p(t)] representa o comutador decom p(t). A Equacéo 1.10 é chamada equacéo
de Von Neumann que representa a dinamica do operador deesiBara- independente do
tempo, a solugdo formal da equagéo de von Neumann se esssive a

p(t) = e hH-0)p(gg)enti(t-to) (1.11)

Esta solugcédo pode ser confirmada inserindo a expredsif) fa equacdo de von Neumann
(1.10. O operadot] (t) = e"ﬁp'(t_tO), chamado de propagador, descreve a evolugdo temporal
do operador densidade de acordo com a Equalcad)(

1.2 Sistemas compostos

Esta seccéo foi desenvolvida com base em notas de aula dRAd&.Toledo de Pizdlp).

Num sistema:, composto de subsistemas, =»,...,=,, com cada subsistenig sendo
representado por um estaflfy) que pertence ao espaco de Hilbeff com dimensad\, e
base ortonorma{lni(i())}ik:o7._.,|\|k_1, 0 espaco de Hilbert associado ao sistema ®taldado
pelo produto tensorial dos espac#g, assim7”’ = 71 ® 75 R --- Q 7, com dimensao total
N1 x N2 x --- x N,. Uma base ortonormal no espaco totél pode ser definida assim

1 2 1) ,.(2
ey o n b o.nen =00 ™) o, ne1-

O estado totdly) em sZ pode ser dado pelo produto tensorial de cada subsistenma, ass

W) = |¢n) @ |Pp) ®--- @ |Pn), mas nem sempre é possivel escrever o estadq gipt@omo o

produto tensorial de estadpp). De modo geral, qualquer estadb) em.7# pode ser escrito
assim
W= Y Cupinhen?)e on)
11,12,...,In
ou pela matriz densidade

~ 1 2 1 2
b= > pi17i27~--7in;jl7jz7~-~7jn|ni(l)ni(z) ni(n”)><n§1) nﬁz)

i105min
j1:12:-0n

n(n)|.

n

Neste caso, podem-se ter estados puros ou mistos.

SejaOy um operador en¥#,. Entéo, o produto tensori@h © O, ® - - - ® On € um operador
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emJ# . A atuacdo deste operador em um vetpy em.# é dado por

(G1000 - @0)Y) = F Ciipi01n) @ Gan) @@ Gl

A extencdo de um operadéx( , atuando somente edt} para.Z, se escreve assim

R

Ok:|A1®r2®~'~®|Ak,1®ék®|’\k+1®"'®rn—1®|Ana

ondel} representa o operador identidadekpésimo espaco.

Dado um sistema constituido de dois subsistemas=5, descrito por um operador densi-
dadep que atua no espago de Hilbe#t = 74 ® 72, para saber qual o operador densidade que
descreve o subsisteni@, toma-se valor esperado gmmdo operadoél ® o, ondeél atuara
somente no subsister@a e, é o operador identidade que atuara no subsisi&gma

Partindo do valor esperado Cﬁi ® I, dado por
< 61 & I} >= Tr(©1® I}f)),
explicitando em termos da base prod{1|ln1 } obtém-se

Ti(G100p) =y <n§11>n§22>|61® sz|n§f)n§f)> =
11,12

= Y (N2 6@l n ) pin Pn?) =

i1,i2,]1,j,

~ 2) A 2
= 3 (168,50 B0 ) =

i1,i2,]1,j,

1) A 1 1). (2)~ 1) (2
= 3 (nV10un) 3 (i pIn n) =
12

i1,]1

~ 2)a14(2
= 3 (nY16un) (0|5 (02 1pIn2) InY) =
12

11,]1

=Try(6:pY), com p@ =5 (n?|p|n{?).

12

onde Ti(-) indica o trago no subsisten. E p'V representa a matriz densidade reduzida do

subsistema;.

Para obter o operador densidade do segundo subsistemanpwroékulo é feito com o
operadon] ® (32, fazendo isso, obtém-se o resultado analogo ao anterior

<h©G >=Try(6p?) com p@ =51 |pny), (1.12)

1
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onde Tp(-) indica o trago no subsisteria. E p? é definida como a matriz densidade reduzida
do subsistema,.

Usando a notagéo para as operacdes de traco parcial pasmngabtias densidades reduzi-
das explicitadas acima, tem-se

p =Tra(p) e PP =Tr(p), (1.13)
sendo que Tj(-) representa o trago parcial sobre o sistgma

Note que estes operadores sao independentes das pagshdaes de7; e .77 (e portanto
da particular base produto). As matrizes densidade redsizén propriedades em comum com
os operadores densidade complegbos sdo hermitianas, trago unitario e podem satisfazer a
condicao de pureza, [p)) = Tr((p1)?) ou ndo pureza, Tp\)) # Tr((p1))?).

Através da ndo pureza de operadores densidade reduzidessp@studar o emaranhamento
no caso de estados puros, isso sera tratado na proxima seccgéo

1.3 Emaranhamento

Nesta seccdo usa-se a decomposicdo de Schifiijtdara qualquer estado pufg) €
S ® 5, existem bases ortogona{$ni(1))} {|ni(2))} emJ# e s, tais que

¥) =Y VA en?), (1.14)

onde,/pi, chamados coeficientes de Schmidt, sdo numeros reaisvpesijue satisfazem a
condicaoy; pi = 1. A matriz densidade para este estado se escreve assim

p=lw)wl =y vemin?) @) n e n?. (1.15)
1]

Tomando o trago parcial g&sobre os subsistemas e =, tem-se

pY = Try(p Zp.ln M e pP=Try(p =Zp.|n (1.16)

ondepV e p(@ representam as matrizes densidades dos subsistaneas respectivamente.

Se o operador densidade reduzido do subsist@tafor puro, isto é,p()=(p1))2, de
acordo com a propriedade de pureza, Equata), (0!!) possui apenas um autovalor ndo nulo,
pi = 1 para algum. Nesse caso a decomposicao do vetor do esthdd)(para o sistema
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composto tem um Unico termo fatorado e esse vetor ndo € enaal@n
1 2
W) = InP)y @ n). (1.17)

A pureza dos operadores densidade reduzidos é portani@bnie a fatorabilidade de¢v), e,
consequentemente, a sua n&o pureza, igiHé£ (p1)2, de acordo com a propriedade de ndo
pureza, Equacad. (6), p')) possui autovalores @ p; < 1 para mais que urh Neste caso se
escreve vetor de estadb.{4) como a soma de termos fatorados

W)=Y vain)en?). (1.18)

Portanto, a ndo pureza dos operadores densidade redunaizasemaranhamento do vetor de
estado. O emaranhamento que existe no vetor de egfagrermite ter correlagbes quanticas,
sem analogia com as correlagdes na Mecanica Classica.

Para mostrar que estas correlagbes séo diferentes, seiderado primeiro um caso na
Mecénica Classica, sendo um anélogo classico do decairmentascata, dado por Per2g][
Imagine uma bomba, inicialmente em repouso, que explodeua® partes assimétricas, que

J

AN

& —O— O

-

J=0 NS

Figura 1.1:Uma bomba inicialmente em repouso, explode em
dois fragmentos com momentos angulares iguais e opostts. Es
figura foi retirada da referénciag1].

possuem momento anguliirejg = -J, Figural.l Um observador detecta o primeiro frag-
mento e mede
rg = sign(t.Jy), (1.19)

em uma direcéo fixa e arbitraria do vetor unitaiie sign fornece o sinal do produto escalar
entre os vetores. Da mesma forma, o segundo observadotadeteatro fragmento e mede

ry = sign(v.J), (1.20)

na direcédo fixa e arbitraria do vetor unitavie sign fornece o sinal do produto escalar entre os
vetores.

Suponha que este experimento seja repétidezes e considerando todas as medi¢des nas
direcdes fixasl e V. Sendory; ery; os resultados medidos pelos nossos observadores para a
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j-ésima bomba, cada observador pode calcular as médias
<ru>:ZrU7]—/N e <rv>:Zr\7,j/N, (1.21)
] ]

Como as direcdes df e J, sdo aleatoriamente distribuidas, as médias sdo ambas Ndas
presenca de alguma comunicagéo, os observadores podenarcatoa correlagao,

<Igly>= Zrmrv?j/N, (1.22)
]
que, em geral, ndo desaparece. Por exempld=s#, eles sempre obténg ; = —ry j, de modo
que< rgry >= —1.

Parat e V arbitrarios, a correlagédo esperadayry > pode ser encontrada como segue:
considere uma esfera unitaria, cortada por um plano eqaigterpendiculat, como mostrado
na Figural.2 Toda vez quel; tiver seu vetor acima do plano equatorial perpendiculdr a

2

u

Figura 1.2: llustracdo para obter a correlacdo classica
Cclassica Na area achurada,gry = 1 e na area ndo achurada,
rgry=-—1

temos quey ; = 1, do contrario, se o vetor estiver abaixo do plano, enige= —1. O mesmo

é obtido paral, em relacdo ao plano equatorial definido perpendicularment®essa forma

a esfera unitaria fica dividida em quatro regides referesedngulo entr@ e V. Ao repetir o
experimento muitas vezell, — o , obtém-se os resultados correlacionados com uma proba-
bilidade 2/(2m) e anti-correlacionados com uma probabilidade 2 6)/(2m). As probabil-
idades foram calculadas observando o angulo entre os pifiogdos pori e V. ComoJ; é
uniformemente distribuido, obtém-se a correlacéo classic

Na Mecanica Quantica, um exemplo que exibe correlacberedifes das correlacdes en-
contradas na Mecanica Classica, encontra-se no caso dealtisilas de spir% separadas
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espacialmente e muito longe uma da outra no estado singleto,
1
@) = NG

onde| /)1 e| 1)1 s&o os estados da particula 1, respectivamente em alguetdalie similar-

(| Dl H2—=1Hal1)2),

mente pard /), e | 1)2. Os observadores medem os observaudis e V.G,, onded; e 0

sdo vetores relativos as duas particulas, suas compomastelrecoes, y, Z Sao as matrizes
de Pauli. As dire¢des dos vetores unitaficsv séo livremente escolhidas pelos observadores.
Como antes, os resultados sdo chamaglesy, e podem ter valoresl. Os valores médios das
medidagg ery sao previstos pela Mecanica Quéantica comg >=< ry >= 0, e a correlagao
entre elas da seguinte forma

Cquantica=< fafa >= Tr[|) (Y| (U.01 ®V.062)] = —co6). (1.24)

1.0

qum’z‘n!s(a =

Cerassica |

LY e e I B I
Q 05 1.0 7 2.0 25 3.0
SS0

|
?\\\|Hn\||0\

Figura 1.3:Comparacéo entre as correlagées quanticas (linha séliday e
correlacdes classicas (linha pontilhada).

A Figura 1.3 mostra as expressoes das definicdes das correlat@3s € (1.24). Nesta
figura, pode-se observar que o emaranhamento no estadetsipgimite correlacdes mais
fortes que as correlagcdes na Mecanica Classica definida 28, (exceto nos casos onde ambas
sao iguais a 0 od-1.

Um passo importante agora sera quantificar o emaranhamamexeste nos estados puros.
As medidas do “grau de emaranhamento” dos dois subsistenaaslg 0 estado do sistema
composto é descrito por um estado plgo, podem ser definidas em termos de medidas do
“grau de nao idempoténcia” dos operadores densidade deuzAs medidas frequentemente
utilizadas para estes estados sdo medidas entrépicas.
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1.3.1 Medidas de emaranhamento em estados puros

Esta subseccéo foi desenvolvida com base em notas de aulaFkd® Ade Toledo de Piza
[19].

Para um estado bipartido e pufh14), as medidas de emaranhamento mais comuns sao:
1. Entropia de von Neumann;
S(p) = ~Tr[pWlog,pM] = — 5 pilogzpi > 0. (1.25)
|
2. Entropialinear;

S =TrpV] - Tr[(pW)? =1— Z p? > 0. (1.26)

3. Entropia “2-Rényi”;

S(pM)r= —logy(Tr[(p™M)?]) = logy (5 ) > 0. (1.27)
|

Todas estas medidas so obtidas de forma analog&(#fd). O valor de cada uma dessas me-
didas n&do depende do subsistema considerado por envolgamente os autovalorgse pelo
fato de que os dois operadores reduzidos tém os mesmoslausvaio nulos, Equacgéb. (6.
Nessas expressoes o jdgdica logaritmos na base 2. A escolha dessa base é amitigsen-
tido que diferentes bases correspondem essencialmerfezentiés escalas. A entropia de von
Neumann com logaritmo na base 2 pode ser vista como expnesdaite”. As propriedades
comuns as trés medidas sdo: o valor minimo (zero) é atingidogensidades reduzidas idem-
potentes, e portanto indica auséncia de emaranhamentac&m(.17), e o valor maximo para
o sistema de dimensao finithé atingido quand@; = % para todd, isso significa que todos os

N
: .- 1 2
estados do sistema séo igualmente populddos= \/ANIZ |ni( )> ® |ni( )>.

1.3.2 Emaranhamento em estados nao puros

Um estado ndo puro de um sistema bipartido pode ser caracterpor um operador den-
sidadep em .7 = sA4 ® #%. Diz-se que o operador densidade é ndo emaranhado quaado est
poder ser escrito de forma separaas]]|

ﬁzzmd”®d” com 3 pi =1 (1.28)
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Neste estado so existe correlacdes tipo classicas. Eatbgstde ser preparado por duas
pessoas (Alice e Bob) separadas espacialmentepgaacdes Locais e Comunicacao Classica
Para preparar o estadb.28, Alice gera nUmeros aleatérios para a amostra de distébuie
probabilidadep;, se o resultado encontrado figrAlice realiza uma operacao quantica local e
prepara o estadﬁq(l) e informa a Bob o resutado encontrado por meio de um canalderge
cacdao classico (telefone, e-mail, etc), apos receber aagens Bob através de uma operagao
guéntica local prepara o estaﬁg) .

Estados ndo puros descritos por operadores densidade a@andiados quando tais oper-
adores nao puderem ser representados de forma separaeed aparadorl.28.

Um procedimento ou critério conhecido que decida sobrearabpidade ou néo separabil-
idade de um operador densidade, usa mapas positigo® transformam operadores positivos
p > 0 em outros operadorés(p) > 0 também positivos. Um mapa positivo mais simples e
muito usado é viaperador de transposicad®’. Para um operador densidadenuma base
{|n)} ems# a operacao de transposicao pode ser definida, assim

T (Pa) = 7 ((np[n')) = (n'[pIn). (1.29)

Como o operador densidageé hermitiano positivo, a transposta é o complexo conjugado.
Portanto, a transposta de um operador densidade € um opeetkidade com 0s mesmos

autovalores.

Visto que .7 € um mapa positivo erd?’, a sua extensdoi ® 1, chamada ddrans-
posicao parciaem . = 71 ® 7%, pode transformar operadores positivos em operadores nao-
positivos P3]. O operador tansposicao parcial transforma operadotipmeim operador posi-
tivo, atuando em estados separéveis, por exemplo, a trsigpgaracial da Equacab.28),

(AL)p="S nAap)p?, (1.30)
|

como ,%(f)i(l) ) € positivo, portanto todos os autovalores(dé ® 1,)p sao positivos. Entre-
tanto, para o estado maximamente emaranhado

1S @y o @
|L»U>:\/N |ni >®|ni >7 (131)
1=
gue possui operador densidade
~ 1
= > In ) nfPn?) (1.32)
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suatransposta parciglapresenta a seguinte forma

(ZA® 1) z i) (P nf?, (1.33)

para a dimensaN = 2, sua representacao na forma matricial é

(71012)p = (1.34)

o » O O

N
©c O O k-
o O +» O
PO O O,

na base{|n0 n0 > |n0 ) \nl n0 ) \nl n1 >} Este operador possui autovalores, =

1
o = s = +3 € tls = —3. Portanto, é um operador ndo positivo, porque este apeesemt

autovalor negativo.

O critério da transposta parcial positiva de separabiéda@&dconhecido com critério de
separabilidade dPeres-Horodeckique € uma condicdo necessario e suficiente para sistema
bipartido com baixas dimensfes2 e 2 3 [24], que pode ser resumido assim

Se (71 ® 1,)p for positivo, 0 estad® é separavel e s€7; ® 1,)p for ndo
positivo, 0 estad@ é inseparavel.

Com base neste critério sera apresentado um quantificadgona@nhamento chamado de

negatividade.

1.3.3 Negatividade

A negatividade € proveniente do critério de separabilidialenatriz densidadg de um
estado bipartido puro ou misto. Para quantificar o emaraehtnentre estes subsistemas, foi
definido um quantificadoi2p] da seguinte forma

= Z i, (1.35)

sendo a soma dos moédulos dos autovalores negativaestransposta parcial e

Por exemplo, pode-se usar a negatividade para calcular caeh@anento no estado de
Werner R2], que é um estado misto de dois qubits, dado por

A 1-p~ =~
pw=" Tl +ply) | com 0<p<i, (1.36)
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ondel e |@) representam o operador identidade e o estado singleto
1
=—(/01) —|10)). 1.37
W) ﬁ(\ ) —1[10)) (1.37)
Escrevendo.36) na base padréo ordenaf@0),|01),|10),|11)}, obtém-se
1-p 0 0 0]
0 1 -2 0
P = Tpo—ep (1.38)
41 0 —2p 1+p O
0 0 0 1-p
Aplicando a transposic¢édo parcial gay, encontra-se
1-p 0 0 —2p]
R 0 1+p O 0
,%_ ® 1o = 1.39
( )Pw 0 0 1rp O (1.39)
-2p O 0O 1-p

cujos autovalores sépy = U = 3 = (1+p)/4eps = (1—3p)/4. Como 0< p< 1 a possivel
violagdo da positividade vem deste ultimo, ppra 1/3. Portanto, da definicad 35, obtém-
se a negatividade

1
N(fwz{ (O ¢ SPss (1.40)

3p—1)/4 se 1<p<l,
observe que esta fungdo cresce linearmente goRera ¥3 < p < 1 o estadg,, encontra-se
emaranhadd\(py) > 0, e para < p < 1/3 o estadg, € separavelN(p,) = 0.

Na proxima subseccéo sera apresentado outro quantificagmnaranhamento em estados
Mistos e puros, a concorréncia.

1.3.4 Concorréncia

Nesta seccao apresenta-se a concorréncia de Wodtbgrdgfinida como um quantificador
de emaranhamento em estados puros e mistos de dois qubdapala

C(p) = max{0, /A1~ VA2 = VA~ V/Aa},

as grandezaa;’s sdo os autovalores em ordem decrescente da matriz

(1.41)
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ondep* é o complexo conjugado ¢ena base padréf00),|01),|10),|11) } e 6y é a matriz de
Pauli. Para estados separav@(p) = 0 e para estados maximamente emaranh@gdos= 1.

Por exemplo, a concorréncia pode ser usada para calculaa@enamento no estado de
Werner (L.38. ApoOs encontrar os autovalores da matriqgue SdoA; = (#)2 edr=A3=
Ay = (LT")Z. Da definicdo 1.41), obtém-se a concorréncia

) {0 se 0<p
(

<1
C = =3 1.42
(Pu) 3p—1)/2 se $<p<l, (1.42)

~ . 1 A 7 P
observa-se que esta fungao cresce linearmentepcdtara 0< p < 5 0 estad@y, € separavel,

C(pw) =0, e par% < p< 1o estadg, encontra-se emaranha@@p,,) > 0.

Das Equacg6esl(40 e (1.43 pode-se concluir que
3

(1.43)
1

a negatividade multiplicada por um fator 2 é igual a concumig@para o estaday .

Se uma matriz densidade contém apenas 0s elementos ditedentero ao longo da diag-
onal principal e da anti-diagonal,

b

Z%

com Tip)=a+b+ct+d=1, (1.44)

o
I
O o o =

o O N O

wx 0

chamada de forma “normal” ou “padrao” de estado misto de glaists 26, 27], entdo a con-
corréncia pode ser facilmente obtida,

C(p) = 2max0, |z| — vad, |w| — vhbc}. (1.45)

Um caso de particular importancia, sera encontrado nansstapartido no capitul®, a
matriz densidade reduzida que representa duas partesteimajsapresenta = 0, para este

caso, a equacdo para a concorréncia torna-se

C(p) = 2max0, |z| — vad}. (1.46)

Com o intuito de comparacédo, a negatividade também foi lzaleu Aplicando a trans-



1.4 Desigualdades de Bell 17

posicao parcial eml(44), obtém-se

(A21)p= , (1.47)

N O O O

0
w*
Cc
0

O = T O
o o o N

que possui autovalorgg(b+c) £ +/(b+c) —4(bc— |w|2)] e 3[(a+d) = +/(a+d) — 4(ad—|z2)].
A violag&o da postividade s6 pode ser dos menores autosgligestd) — /(a+d) — 4(ad—|2?)]
e 3[(b+c)—/(b+c) —4(bc— |w}2)]. Portanto, pela defini¢dd @5, obtém-se a negatividade

N(p) :%max{o, - [(a+ d) — \/(a+ d)2— 4(ad - |z|2)} ,

- {(b—i— ¢)—/(b+¢)2— 4(bc— |w|2)] } (1.48)

Nestas duas ultimas subsecc¢des foi discutido de maneipéifsiada alguns quantificadores
de emaranhamento para estados bipartidos puros e mistos.

1.4 Desigualdades de Bell

As desigualdades de Bell estdo fundamentadas nas hipdelseslidadee realismq que
foram levantadas no famoso argumento de Einstein, Podelskgsen (EPR)J], que ques-
tionaram a completeza da Mecanica Quantica. Segundo reRigmosignifica que as pro-
priedades de uma particula € intrinseca e independe davabder por exemplo, a posicéo e
momento de uma particula, e que, a medicdo apenas revedgpegpaiedades. E lacalidade
significa que, as propriedades de uma particula séo loctdrdestribuidas.

Para formular as desigualdades de Bell considere, por dgepgra um sistema classico
bipartido a distribuicéo de probabilidade conjunta, damla p

p(a,blx,y) >0 com %p(a, blx,y) =1, (1.49)
a7

ondea representa o resultado de uma medicéad o resultado de uma medi¢§iioAs medicoes
X, y € seus respectivos resultadnd e a probabilidade conjunia(a, b|x,y) formam uma cor-
relacéo Pg].
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As probabilidades associadas a cada parte do sistema sEopmtad
p(ax,y) = % p(a,blxy) e p(bixy)="> p(ablxy), (1.50)
a

denominadas probabilidades marginais, onde a probaddig@a|x,y) de obtera depende da
medicaox e da escolha da medi¢c&po mesmo vale para a probabilidade margipdd|x,y).
Essa dependéncia das medi¢cOes nestes sistemas permidrieamunicagcao com velocidade
superluminal entre os sistemas. Para evitar isso, tomadsermmedicdo em um sistema indepen-
dente do outro, com esta condicdo, tem-se as probabilicaakegnaisnéo sinalizadoras

p(ajx) = % p(ablxy) e p(bly) =73 p(ablxy). (1.51)

E viavel considerar um sistema constituido de dois sistelerasminados A e B que tiveram
origem em uma mesma fonte e foram enviados para dois obseegadistantes denominados
Alice e Bob, onde Alice realiza medic¢des sobre o sistema AlerBaliza medi¢cdes no sistema
B. A influéncia das medicbes em um sistema ndo pode propagaara outro sistema com
velocidade superior a velocidade da luz, isto chamaagesalidade local Porém, isso ndo
implica na auséncia de correlagbes entre os dois sisten@shigdtese, a correlagdo entre
0s sistemas pode ter sido originada na fonte, e cada sistemega essa informacgéo, sendo
representada por um conjunto de variaveigue pode ser discreta ou continua, pesadas por
uma distribui¢c@o de probabilidaggA ) [18]. Sob esta hipotese, a probabilidade de Alice medir
a depende da medicdoe da variavel, p(ajx,A) e a probabilidade de Bob medirdepende
da medicaq e da variavel, p(bly,A). Entdo, a probabilidade conjunta pode ser escrita como

uma soma em na forma

p(a,blx,y) = ZP p(alx,A)p(bly,A) com p(A), p(ajx,A), p(bly,A) >0,  (1.52)

Y P(A) =1y plakA) =1e pbyA) =1
) a

ondep(a,b|x,y) com as medi¢Oes y e seus respectivos resultadgod e a variavell formam
uma correlagéo local. O conjunto formado |poa, b|x,y) que obedece a condi¢c&db %2 é con-
vexo com numero finito de vértices. Este conjunto é chamagmlitepo local. Este politopo

é contornado por facetas sendo que cada faceta pode sesergpda por uma equacao linear
dada por

g Cabp a,bjx,y) =
7 7Xy

ondeC?é e Sséo coeficientes. As solugdes comuns a todas as facetdazsatisas desigual-
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dades
g Cabpab|xy <SS
77Xy

tais desigualdades sdo chamadasigualdades de Belgue devem ser satisfeitas por todas
teorias locais e causais.

e Um exemplo de desigualdade de Bell

Considere o caso anterior com probabilidade conjyiéab|x,y) onde Alice pode fazer
duas medi¢Bes no sistema A denotadas pf0,1} e pode obter dois resultados possiaeis
+1 e identicamente para Bob. Para esse conjunto de medidiiies-sle o seguinte parametro

B=E(x=0,y=0)+E(x=0,y=1)+E(x=1y=0—-E(x=1y=1), (1.53)

com a notacad (x,y) = p(a= b|x,y) — p(a # b|x,y). Sob a hipétese de localidade existem
p(A), p(ajx,A) e p(bly,A) de modo que

p(a=blxy) = ZP (=1]xA)p(=1]y;A) + p(1[x, A ) p(1]y; A )], (1.54)

p(az blx,y) = ZP (=1[xA)p(1]y,A) + p(1)x, A) p(—1]y, A)]. (1.55)

Usando as relacde$.64), (1.59, E(x,y) e a condi¢do de normaliza¢dh%2), a Equacaol(.53

pode ser reescrita assim

B=2% p(A){[2p(a=—-1[x=0,A) -1 [p(b=—1y=0,A) + p(b=-1y=1,4) - 1]+
A
2p(a=—1]x=1,A) = 1][p(b=—1y=0,A) — p(b=—1y=1,A)]}, (1.56)

gue esta restrita ao intervalo
IB| < 2. (1.57)

Esta € umalesigualdade de Betlonhecida como desigualdade @gauser, Horne, Shimony e
Holt (CHSH) [29].

e A desigualdade de Bell e a Mecénica Quantica
Considere 0 observavék = Y ,alax)(ay, Alice pode fazer medigdes neste observavel e

medira= —1,1 na direcdx=0,1. E Bob pode fazer medigdes no observajet 5, b|by) (by|
e medir autovalores= —1,1 em direcoeg =0, 1. Entdo, o valor esperado Ae® I§y no estado
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p é dado por
1 1
(Ac@By) = Tr[p(Ax® By)] = Zlbglabma, bx,y) comp(a, b|x,y) = Tr[p(|ax) (ax| @ [by) (by|)]
=p(=1,-1]xy) — p(1,-1|x,y) — p(—1,1x,y) + p(L,1|x,y) =
=p(a=Dblx,y) — p(a#blx,y) = E(X,y). (1.58)

Com isso, a relacadl(53 pode ser escrita em termos dos valores esperados do operado
assim
B= <Ao®éo>+<Ao®él>+<A1®éo> — <A1®él>. (1.59)

Desta equacao pode-se escrever um operador de Bell assadadiguladadéd.(57), dado por
B=Ay®Bo+AyB1+A 0By~ A @By, (1.60)
gue escrito desta forma pode-se obter o paramgts®)(para um estado quanticB:=< B >.

Agora, supondo duas particulas de s})denominadaA eB geradas por uma fonte comum
e que estas particulas estdo maximamente emaranhadaadmssgleto

_t
V2

onde| Ta) representa o estado do spin da patieukam alguma direcdo espacial e de maneira

y-) (| 4ate) — | TalB)), (1.61)

similar tem-se 1g). A particulaA é enviada para Alice e a particlBaé enviada para Bob.
Alice pode escolher fazer medigfes nos observaveis

Ao = 6y (1.62)
A, = 6, (1.63)

onde d; e 0x sdo matrizes de Pauli. E Bob também pode escolher fazer desdipps ob-

servaveis,
~ . 1 . A
Bo = 0w = E(Ux—l-gz), (1.64)
. ~ 1 .
B1 =0y, = —(0x— 0y), 1.65
1= 0y \ﬁ< x — Oz) (1.65)

com dire¢cdes das medi¢cdes em uma inclinacdo deeAbrelacao as respectivas direcdes de
medicao de Alice conforme a Figufiad. Tomando o valor esperado do observaieb@ no
estado singletol(61), obtém-se uma violacéo da desigualdade de Bell

(B) = Tr(Bly_) (p_|) = —2v2. (1.66)
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450

\

z'

Figura 1.4:Representacéo das dire¢Ges das medicGes dos
autovalores da particul@ e da particulaB.

Como|(B)| = 21/2, para as particulas emaranhadas no estado singletoelacéo das medigoes
nao pode satisfazer uma distribuicdo de probabilidadesdo@ violacdo da desigualdade de
Bell foi encontrada experimentalmente usando pares des@&maranhado$8(]. Com isso,

o operador de Bell)(.60 pode ser uma ferramenta para detectar emaranhamento taoho es
guantico quando este for um estado singleto.

Observa-se que este operador ndo é uma ferramenta gerakpigtectar emaranhamento.
Veja que as particulas no estado tripleto
1
V2

nao violam adesiguladade de Be{lL.60), isto €,

\W1) = —=(] {aTB) +]| Tals)), (1.67)

(B) = Tr(Bly.) (Y ]) = 0. (1.68)
Para detectar o emaranhamento neste estado, pode-seeesanawvo operador na forma
B/EAO@BO+AO®§1-A]_®BO+A1®§1, (1.69)

tomando o valor esperado deste operador no estado triflé®) {em-se uma violagéo da nova
desigualdade de Beltlada por

~/

(By = Tr(B' |y, ) (g ]) =2v2. (1.70)

Este resultado esta de acordo com a referér&dp fodo estado puro de dois “qubits” viola
alguma desigualdade de Bell.
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2 SISTEMA ATOMO-CAMPO

Neste capitulo, apresenta-se uma das ferramentas imigsrara compreender a interacédo
entre dois niveis de transi¢cdes de um atomo e um campo de maxn ® modelo dgaynes-
CummingsApos isso, apresenta-se a evolugédo temporal do sistema-&@ampo.

2.1 O Hamiltoniano

A interacdo entre campos eletromagnéticos e atomos é cdmnfanddamental em dptica
quantica, que pode servir como base para tecnologias dena¢do quantica3p-35)].

Uma das interacdes importantes na Mecanica Quantica éagateentre dois niveis de um
atomo e um campo eletromagnético contido em uma cavidad=§ps]. Uma cavidade Optica
€ um arranjo de espelhos que permite a formagdo de uma orad@oestia do campa3[].
Este campo nesta cavidade € quantizado como um conjuntccii@doses harmonicos. Um
caso simples, é uma cavidade constituida por dois espellwosspe paralelos. Esta cavidade
chama-se cavidade de Fabry-Perot, Figlila Com este tipo de cavidade tem-se a dificuldade
de manter o campo preso e a dificuldade de manter a pureza dndaodbracdo. Para sanar
estas dificuldades, usam-se cavidades constituidas pelhesgurvos confocais, Figuta2
Neste tipo de cavidade o campo sera refletido para o centrééenede um maior ganho na
pureza do modo de vibracao.

Figura 2.1: Desenho es- Figura 2.2: Desenho es-
guematico da cavidade de  quematico de uma cavidade
Fabry-Perot . confocal.
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Na interacdo entre o campo dentro de uma cavidade e um atomo,exibido esquemati-
camente na Figura.3, o atomo passa a absorver fotons do campo na cavidade e tagntiém
fétons na cavidade por emisséo de radiacdo. A interacde erdtomo e o campo pode ser

Figura 2.3: Representagdo
da interacdo entre um campo
guantizado e um atomo.

descrita por um Hamiltoniano na aproximacéo de dipolo e gn@ate: o modelo ddaynes-
Cummingq10], que apresenta algumas vantagens. Ele pode ser resokatimeemte. Este
€ um modelo que descreve muito bem a interacdo atomo-caroppepfornece resultados
compativeis com resultados experimentdg39]. A interacdo delaynes-Cummingpode ser
entendida como a interagcdo de um atomo com um ambiente sinigie €, um Unico modo
de campo numa cavidade. Pois, o conceito de ambiente é moemi& considerado como um
conjunto de muitos osciladores harmonicé@] [

Para a deducdo do modelo #l/nes-Cummingsonsidera-se um atomo (por exemplo, um
atomo de hidrogénio) com o nucleo na origem do sistem de eoadhs, com cargga em um
campo eletromagnético confinado em uma cavidade com paneftitsras conforme a Figura
2.3 O Hamiltoniano para este sistema, na aproximagéao de diptjloé dado por

H = Ha+ He — ef .E, (2.1)

ondeHa e H representam os Hamiltonianos do 4tomo e do campo eletr@tiagquantizado,
respectivamentef representa o operador momento de dipolo do elétron em oetaxzélcleo
atémico, eE representa o operador campo elétrico na posicao do nucleo.

Na proxima subseccéo sera apresentado o Hamiltoniano e emtowhe dipolo do atomo.

2.1.1 O atomo

O Hamiltoniano do atombia possui uma equacéo de autovalor dada por

Hall) = Eli), (22)
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ondeE; é oi-ésimo autovalor déla e |i) é o autovetor correspondente. Estes autovetores for-
mam uma base ortonormd| = (i|j) e completd; |i)(i| = I. Definido o operador de transigéo

atdmicadij = |i)(j|, o Hamiltoniano do atomo pode ser expresso assim

Ha= Y EiGii. (2.3)

O momento de dipolef, em termos do operador de transi¢céo, pode ser escrito na form
ef =3 (ilef]j)Gij = 5 Hijaij, (2.4)
] N

ondelTjj = (i|f| j) € o elemento de matriz de transi¢éo de dipolo-elétrico. Ganje atdmico
Gij, satisfaz a relagéo de comutacéo, abaixo

Gij, 6] = Ojkbir — & O (2.5)

O atomo possui muitos niveis de energia, neste capitulo edanmo considera-se a inter-
acao de um modo do campo em ressonancia ou proximo da ressoodm a transi¢cao entre
dois niveis de energia do &tomo, que correspondem aos doisetwres 1) e | |), excitado
e fundamental, respectivamente, com autoval&es E|, Figura2.4 Este atomo com esta
aproximacao chama-se atomo de dois niveis.

Neste caso, define-se a notacao

L T G,= 0y -0, =D~ UL (26)
MV | - &, =61, = | (L], (2.7)
G- =0 =1 (2.8)

Figura 2.4: Representacio es€ 0t + 8y, = [, ondel € matriz identidade. O operadar toma
quematica do campo de frequén@ atomo no estado fundamental e eleva para estado excitado, o

cia w em ressonancia com doioperadoid_ faz a operacao inversa. Os operad@eso_ e 0;

niveis do atomo. satisfazem a algebra de sp%rdas matrizes de Pauli.
[a_,6+] = _a-Za (29)
(0,0, =206_. (2.10)

Utilizando @.6) e 6} + 6|, = I, 0 Hamiltoniano do atombla, pode ser escrito assim

A . . Ei+E Ei—E\ .
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escolhenddE, + E; = 0 e E; — E; = hw, sendow a frequéncia de transicdo atomicd e
constante de Plandkdividida por 21. O Hamiltoniandia toma a seguinte forma

Fia =

%“’ &,. (2.12)

Na proxima subsecc¢éo apresenta-se o processo de quantizacdmpo eletromagnético.

2.1.2 O campo quantizado

Esta subseccéo foi desenvolvida com base no livro de Mandlelid 42].

Para quantizar o campo eletromagnético, inicia-se com eidés classica das equacoes
de Maxwell. Estas equacBes descrevem os vetores dos catépase magnéticoE(T,t) e
B(F,t), respectivamente, ondle= R3. Considera-se o campo eletromagnético em uma cavidade
onde nao existem fontes, carga e corrente elétrica, cadarpor uma superficie refletoga
fechada 10], de volumeV. Nesta regido as equacoes de Maxwell séo

OxB(rY) = 5 5B, (2.13)
OxE(T,t) = —%ﬁ(r,t), (2.14)
B(r,t) =0, (2.15)
E(F,t)=0, (2.16)

ondec é a velocidade da luz no vacuo. A condigdo imposta pela EqQUagEb permite escrever
0 campo magnético em termos de um potencial vé(ﬁ,rt),

B(F,t) = OxA(F,t). (2.17)
Com esta equacéo e a Equacad ), pode-se escrever o campo elétrico em funcao do potencial

vetorA(F,t) e de um potencial escaldr(F,t) da seguinte forma

E(F,t)=—0®(F,t)— %,&(F’,t). (2.18)

Com as Equacdeg(17), (2.18 e usando a identidadeéx <D X 5\) =0 (D.R) — %A, pode-se
escrever as Equacoes 13 e (2.16 em termos do potencial escalar e do potencial vetor,

O20(F,t) + % [D.A(r’,t)} —0, (2.19)
Part - L ke —o[oArn s 2 orn] =0 (2.20)
T2 e S TG e '
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tem-se duas equacdes diferenciais acopladas, para réasslyp®dde-se escolher a condicao
O.A(F,t) =0, (2.21)

chamadaCalibre de Coulomimu Calibre TransversoFazendo isto, a Equacdd.19 reduz-se
a equacéao de Laplace,
[2ad(F,t) = 0, (2.22)

esta equacédo fornece um potencial escalar que propagatastaneamente. Porém, segundo
a relatividade nenhuma perturbacao eletromagnética gaepa com velocidade superior a ve-
locidade da luz. Portanto, para evitar este comportameiudisico faz-se o potencial escalar
nulo

®(r,t)=0.

Entdo, com a condicd@21) e a solugcaap(r,t) = 0, o potencial vetor satisfaz a equagéo de
onda homogénea dada por

10%.

E os camposa.17) e (2.18 tomam as seguintes formas

O2A(F,t) —

B(F,t) = OxA(F,t). (2.24)
E(F,t) = —%A(r,t). (2.25)

Para obter as equacdes dos camp(ist) e B(F,t), faz-se uma decomposicdo de Fourier
deﬂ(?’,t) em relacéo as variavexsy, z. Considerando o campo eletromagnético contido numa
cavidade na forma de um cubo de ldde volumeV = L3, impondo as condi¢ées de contorno
perioddicas sobre o potencial vetor

AF+Lst)=A(F,t) com S=-+R 4y, +2, (2.26)

esta condicao significa que o potencial vetor num ponto naced igual a potencial vetor num
ponto na face oposta. A expansao de Fourieﬁ@’et) em termos dos modos de onda plana

assume a seguinte forma

A(r,t) = (eoiv) ’ ZUR(t)éR'r, (2.27)
k

comk = 27 Ny,Ny,Nz), Ny =0,+1,4+2 ... | = X, Y,z ondegy, a constante dielétrica do vacuo, é
L IARA J ) ) PREXS] s Yy
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introduzida por conveniéncia. E a soﬁZarepresenta
K

400 4o 4o
Z kx_z—oo ky_z—oo kz_z—oo

A equacao2.27) permite a condicéo

U ¢ (t)=Uz(t). (2.28)

Da condigcao de contorn@21), pode-se obter
k.Ui(t) =0. (2.29)

A partir desta equacdo, define-se um par de vetores reaisaonaiséyy, . , que obedecem
as condicles

k. R—O e ekseks O¢ com s=12

Ao substituirﬁ(?,t) na equacao de onda homogén2238, obtém-se a equacao

1 02 kT

com expansao na ba{e""r} linearmente independente, com frequéncia angulas ck e k
o médulo dek. Pela independéncia linear é necessario que todos co&didesta expansao
sejam nulos. Sob esta condi¢cdo pode-se escrever a equegr@ocial

0 -
(dtz + vk) Uk( )=0 paratodo k. (2.31)

A solucao geral desta equacéo, de acordo com a condi¢Z®), (é dada por

—

Up(t) = e ™M o @, (2.32)

escrevend@; em termos déyq, &o, tem-se

2
C-k* = Z C—k*s_é-k*s. (233)
s=1

Ao substituir as Equac6e?.83 e (2.32 na Equacaod.27), obtém-se

1
A(F,t) = (so—v) > [cksskse'(kr ut) +cc|, (2.34)
K,s
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onde c.c. denota complexo conjugado do termo anterior. €&ad o potencial veto2(27) e
potencial escala®(r,t) = 0, os campos.18 e (2.17) tomam as seguintes formas

—

12 ‘r
E(F,t) =i (80\/) _ké[vkcksskse'( )—cc} (2.35)

(F’t)_l( L )1Z[kskxs Je(kr th)—c.c}. (2.36)
K,s

A energia do campo classico

De posse dos campc%(?’,t) e I§(F’,t) pode-se obter a energia do campo eletromagnético,
dada por43]
1 = 1
H— —/ £oB2(T,t) + —B2(F,t) | av. (2.37)
2/ Ho

Ao substituir os campo&(F,t) e B(F,t), usando as relagdes

[ % Frmav —veyg (2.38)
e
(kx &) (kxge) =Ko, (2.39)
a energia toma a seguinte forma
=25 lg, (2.40)
ks

que € uma soma sobre os modos. Para a proposta de quantipadamdtonianoH, faz-se
para cada modo a introducao de um par de variaveis canoeassyy_ e p;  definidas deste
modo

Oks = (CRS+ CES) ’ (2.41)
s = —ik (Gis— G - (2.42)

Em termos dey,_ e p;, a Equacaod.40 fica

1
H=> kzs (R, +vER,). (2.43)

Esta equacao é semelhante a energia de um sistema de agslhdomonicos independentes
de frequénciay, e massavl = 1, para cada modhk e polarizacde. O estado do campo de
radiagdo classica e especificado pelo conjunto de todasiaseia canonicagy(t) e p(t).

Em termos de variaveis candnicas, as Equac®&$(e (2.36 para os campok (F,t) e
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B(F,t), tornam-se

= _ (kr
E(F,t) = <£0V) RZ[ Vi T iPg) e kT —cc} (2.44)
1 .
B(F,t) =i 1y e kg @k el (2.45)

A quantizagao

Utilizando o método de segunda quantizagéo, que consistieatificar as varidveis canéni-
casqy, e p;, aos operedores correspondere®e ;, que obedecem as relagdes de comutacao

[qﬂs’ pr('s} Iﬁél?k'a' / (2.46)

[qﬂs’ q_k"s/] - [pRs’ pWs} =0, (2.47)

a EquacaoZ.43, em termos destes operadogese’,, toma a seguinte forma
71 A2 2452
k,s

A partir desta equacéao introduz-se os operadores nao-ros denominados operadores de
aniquilacace;_ e de criagé@%; dados por

&= \/ZlTvk (Vg i) - (2.49)
é{.s: \/levk (Vi — Py - (2.50)
As relagdes de comutacao erdrg éé{s seguem das Equacoes46) e (2.47):
s 8l | = B e (2.51)
A, 804] = [a{s a{s] —0. (2.52)

Usando as relac6eg.49 e (2.50 as equacdes para 0s camﬁiﬁ,t) e é(?,t) podem ser
escritas em termos dos operad(nﬁgﬁgs,

~ ﬁVk
Ery =Y <_280V)
K,s

NIl

[iaﬁszksé (kr-wt) 4 hel, (2.53)
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Bry=y ( h )% g (kx &) 07 s he| (2.54)

ks 2v&V
onde h.c. denota hermitiano conjugado do termo anterior.
Energia do campo quantizado

Usando as Equacoe®.49, (2.50 e a relacdo de comutacdgl), o operador Hamiltoni-
ano .48, em termos deys eé{s, Se escreve assim

A o oa 1
A=Y u (agsaw 5) | (2.55)
k,s

Esta equacao representa o Hamiltoniano do campo eletrétiegquantizado, ondag;e &
representam os operadores de criacdo e aniquilacéo ds,fgt@a frequéncia de oscilagéo do
campo eh € a constante de Planbldividida por 21. A contribuigéoz—k»séﬁvk para a energia,
chama-se contribuicdo de ponto zero.

Para o campo de um Unico modo na cavidade o Hamilton2us&)(do campo eletromag-
nético reduz-se para
- 1
H =hv (ﬁ+ é) com ri=4a'a (2.56)

Na proxima subsecc¢éo serédo apresentados os autoestadasteasergias do Hamiltoni-
ano do campo eletromagnético.

2.1.3 Estados de Fock

Considera-se o campo de um modo de vibragdo com frequéeastadon). Estes estados
Iy, formam uma bas¢|n) }n—0,1,2... cOmpleta e ortonormal no espago vetorial compleo
com dimenséao infinita. Nesta subsec&o apresentam-se aquom@iedades importantes dos
estados de Fock. Para detalhes destes estados, veja aaef¢t4].

Para o hamiltonianbl = Av (ﬁ—i— %) comr = &'atem-se a equac&o de autovalor
H|n) = Enjn), (2.57)

com autoenergi&, = iv (n+3), onden=0,1,2,...

A atuacéo do operador destruig@od estaddn) e no estado do vacuo é respectivamente

an)=+nn-1) e 4]0)=0. (2.58)
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De maneira similar, tem-se o operador criagdo atuando ad@st), assim
a'ln) =vn+1jn+1). (2.59)

O estaddn) pode ser gerado, através de aplica¢des sucessivas doapgganiacdo no estado
de vacud0), da seguinte maneira

(@)"
vl

Na proxima subsecc¢éo apresenta-se a interacdo entre o @oeampo quantizado.

n) =

0). (2.60)

2.1.4 Ainteracdo atomo-campo

Conforme a equaca@ (1) a interacdo atomo-campo na aproximacao de dipolo é dada por
—ef.E, (2.61)

onde o campo elétrico, de acordo com a Equa@as3d(, na aproximacéo de dipolo para um
Gnico modo, toma a seguinte forma

1

A h 2. A -
E(0,t) = <$) (lae "t—laTe"t> g. (2.62)

O momento de dipolo dado pela Equacadal)para um atomo de dois niveis na representacao
de Heisenberg se escreve assim

ef(t) =01 0 (t) + 104 (1), (2.63)
onde
° iHat /7 op a—iHat /1 7 _ ho
ef (t) = €A/ "efe™ " com HA:7UZ. (2.64)
Usa-se a identidade
aAB . 0A B N a? ~ i~ s
¢Be ™ =B+a [A B+ [A[AB]]+- (2.65)

e apos algumas manipulacdes algébricas das Equa:68sd (2.64), obtém-se

ef(t) =015 6 e 17,6, (2.66)
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Escrevendo a interacéo de dipo®g1) em termos dos operadores do atomo e do campo na
representacao de Heisenberg, tem-se

1

A h 2 S oA A A -
—ef(t).E(t) = (zg—vv) (07, 6-e' ' + 0,4 6.4 <|ae - |aTe"t) £ =
0
R A~ Ani(wtv)t x ~ AT —i(w—V)t A Aé’(wfv)t kA ATei(erv)t
g+ 0_&e +g;,0-4a'e +9,4044a +9:0.4 ,
(2.67)
com L

. v 2 S : v 2 .

g,m = — <2ﬁ80V) ﬁTiE e giT = —I <2ﬁ80V) D_lT.E, (268)

ondeg;., representa constante de acoplamento entre o &tomo e 0 campo.

O particular interesse aqui € o caso em que a freqUiéncia mEg#Ea do atomo coincide
com o modo ressonante do campo na cavidade. A condi¢do dméessa € obtida através do
ajuste da cavidade de modo que a frequéncia de um dos modasidade coincide com o da
transicao atbmicéw = v).

No caso ressonante ou proximo da ressonamgia (), tem-sejw — v| << |w+ v|. Em
consequéncia disso, os termos proporcionas' &)t oscilam muito rapido, sendo dificeis
de serem dectectados pelos detectores 6pticos, por edtadezprezam-se 0s termos propor-
cionais ae™(@+V)t porque estes termos tém pouca contribuicéo para a evaliacgistema. A
interacéo de dipold.67), nesta aproximacao, se escreve desta forma

—ef(t).E(t) ~ ﬁ[gaa_auguma]. (2.69)

Esta aproximac¢do chama-Aproximacgao de Onda Giran{glo inglésRotating Wave Approxi-
mation(RWA), € adotada frequentemente na optica quantica. Nestacao pode-se analisar
0 seguinte, o termé_4a" corresponde ao processo de interacéo que o atomo transiiaelo
superior| 1) para o nivel inferiof |) e um f6ton € criado. Por outro lado, o segundo teémé
descreve o processo pelo qual o &tomo excita|dgaral 1), um foton é absorvido.

Na proxima subsecc¢do sera apresentado o Hamiltonianotdmsis

2.1.5 O modelo de Jaynes-Cummings

De posse da interacdo de dipo@®.g9, do Hamiltoniano do atoma2(56 e do campo
quantizado2.12), levando estes resultados na Equagat) (obtém-se o Hamiltoniano

A 1 . A A A A
Hyc = howd'a+ éﬁwaz-i—ﬁ gaa_af—i-gwma . (2.70)
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Este Hamiltoniano chama-se modelo J#g/nes-Cummingsa Aproximacdo de Onda Girante
e no regime ressonante. O primeiro termo desta equacao ége @wecampo, o segundo
representa a energia do atomo e o ultimo termo representaragéo &tomo-campo. Pode-se
observar que omitiu-se a energia de ponto zero, pois estéendoenhuma interferéncia na
evolucao do sistema.

Por simplicidade toma-se constante de acoplamgnima quantidade real que pode ser

escrita assim
g=0; =0 (2.71)

Sob esta condigéo, o Hamiltonianode/nes-Cummingsoma a seguinte forma

) 1. A
Foc = eod’a+ > fied, +ig [o_ at 4 a+a} : (2.72)

A evolucéo do sistema

Escreve-sed.72 na forma
Hyc=Ho+H, (2.73)

com
~ 1 R
Ho = hwa'a+ éﬁwaz (2.74)

representando o Hamiltoniano do atomo e do campo indeptardente e

representando o Hamiltoniano de interagéo.
O estaddy) do sistema em um tempgode ser escrito como uma combinacao linear dos
autoestadobt) ® |n), | 1) ®|n) do Hamiltoniandg da seguinte forma

W) =3 [Crat) TN +Cat)] L M], (2.76)

n

onde| T ny, representa o estado excitado do atonmeéen numero de fotons na cavidade. Uma
descricdo similar para o estafip n). Os termo<C; »(t) e C| y(t) séo coeficientes complexos,
que obedecem a condigdo de normalizagd|/C; n(t)|?+|C; n(t)|?] = 1. A evoluc&o do es-
tado|y(t)) & dada segundo a equacgédo de Schrodinger na representagéraghio, assim

RO w(t) = A O](), @77)
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Note que na condicéo de ressonancia, o Hamiltoni#ncomuta corH,
[Hi,Ho] =0, (2.78)

implica dizer qué, é uma constante no tembb(t) = H,. Em consequéncia, a Equaco7(?)
pode ser reescrita assim

0 N

o [w(U) =Hily)). (2.79)

Para obter a evolucéo dos coeficientesyag)), substitui-se a Equaca®.76) na 2.77). Como
a interagdoZ.75 causa somente transi¢ées do tigo ® |n) <> | |) ® [n+ 1), obtém-se

%Cw(t) =0 para n=0, (2.80)
d :
aq’”(t) = —igvn+1C| n1(t), para n=1 (2.81)
d :
FCunia(t) = —igyn+1C;4(t). (2.82)

que sdo equacdes diferenciais lineares acopladas de ariondem. Destas equacdes, pode-se
obter duas equacoes diferenciais de segunda ordem

2
O Cn() + G+ 1Cy () =0, (2.83)
2
O Cona() + G+ 1Cynia() =0 (2.84)

As condig¢des iniciais impostas séo

Coalt)_ =Cin0) e Ccialt) =iV a0, (289
t= t=
C\L’rH,l(t) o = C\L’rH,l(O) e %C¢7n+1(t) o = —igvn+ 1CT,n(O)- (2.86)

Para resolver as Equaco@s83 e (2.84), supdem-se solugdes do tipo
Cin(t)=Ad?™ e Cn1(t) =B (2.87)

ondeA e B séo coeficientes complexage ¢ sédo frequéncias. Ao substituir estas solugdes nas
EquacdesZ.83 e (2.84), obtém-se

(2.88)

ondeQ, = 2gv/n+1. As condicbegp™ e ¢~ implicam em duas solugdes patag3 e duas
para @.84) respectivamente. Sabe-se que a combinacéao linear da$isslde uma equacao
diferencial linear homogénea também é solucédo. Portastgpluctes para2(83 e (2.84)
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podem ser escritas da seguinte forma
+ 80t A i S0t + 490t | it
Cin(t)=ATé2"+Ae'2" e C nu(t)=B'edz2'+Be'2" (2.89)

Impondo a condi¢io2(85, obtém-se os coeficientes". De maneira similar obtém-se os
coeficientesB* da condicdo de contorn@.86. Portanto, a solucdo geral se escreve desta

forma
C,.n(t) =C, n(0) = constante para n=0 (2.90)
Cin(t) =C; n(0) cos(%) — ijH(O)sen(%) , para n=1, (2.91)
Qnt) . Qnt
Cini1(t) =Cpnta(0) cos(%) — |CT7n(0)sen(7n) , (2.92)

ondeQ,, = 2gv/n+ 1 chama-se frequéncia de Rabirdésimo dubleto. A partir destas equagdes,
podem-se obter informacdes fisicas importantes refesertiecampo quantizado e ao atomo.
Por exemplo, emaranhamento entre o atomo e 0 campo. Sdnreai@ 0 atomo estiver no
estado excitado e o campo no estanlg tem-seC; ,(0) = 1 e todos outros coeficientes séo
nulos. Conforme esta condicdo, o estado do sistema em uno tese@screve assim

lW(t)) :cos(%) |Tn)—isen(%) |in+1). (2.93)

Observa-se que, em geral, 0 atomo e o campo encontram-sargrados e que este emaran-
hamento depende periodicamente do tempo de interacacetsdre
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3 DINAMICA DO
EMARANHAMENTO EM UM
SISTEMA TRIPARTITE

Neste capitulo, apresenta-se a dinamica do emaranhamamisiatema tripartite, que
consiste de dois atomos na aproximacao de dois niveis e wo modo de campo em uma
cavidade, onde esta cavidade interage apenas com um dossatdescrita pelo modelo de
Jaynes-Cummingsonforme a sec¢éd.1.5

O interesse aqui é a dinamica do emaranhamento entre ostdwiesa quantificada pela
concorréncia de Wootterdf]. Com a finalidade de acompanhar esta dindmica seréao definido
dois operadores, um deles ®perador de correlacdadado pelo produto das inversées atémi-
cas, e 0 outro operador éoperador de Bel[17]. Sera analisado o comportamento da concor-
réncia e dos valores esperados dos operadores sob ditecem@icdes iniciais do estado do
campo. Observa-se que, para o campo inicialmente no estaéoolf, o valor esperado do op-
erador de correlacéao reflete a dinamica do emaranhamenmtamPoara uma combinacdao linear
de dois estados de Fockpperador de correlacaméo reflete a dindmica do emaranhamento.
J& ooperador de Belteflete a dindmica do emaranhamento para o estado de vacsppata
um estado de Fock ou uma combinagéo linear de dois estadaskeddperador de Belh&o

reflete a dindmica do emaranhamento.

3.1 O sistema tripartite

Aqui sera considerado o sistema fisico proposto na refer§h], que é um sistema tri-
partido composto por dois &tomése B na aproximacgéo de dois niveis e um Unico modo de
campo numa cavidade ide@lcomo mostra a Figura.1

O atomoB permanece completamente livre, sem nenhuma interagcdo omyd@do campo
na cavidad€& nem com o atomé. SO existe interacdo entre o campo na cavidadeo atomo
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Atomo A Atomo B

Cavidade C

Figura 3.1:Representacédo esquematica do sistema
tripartite, dois atomosA e B e um Unico modo de
campo na cavidad€.

A. Considerando as transicfes atdmicas dos at#rmB iguais e o atom@ em ressonancia
(w = v) com o unico modo do campo na cavidade, o Hamiltoniano paratensa pode ser
escrito assim

Hiotal = %w On + %‘"a;mwafm hg (a;\aua:a), (3.1)
sendo constituido pelos Hamiltonianos dos atom@sB na aproximagéao de dois niveis, pelo
Hamiltoniano do campo e pela interacdo Jdgnes-Cummingsntre 0 atomoA e 0 campo.
% é o operador inversdo atébmicd,” e 6" sdo os operadores abaixamento e levantamento,
respectivamentey’ e 8 séo os operadores de criacéo e aniquilacdo de fotgmeresenta a

constante de acoplamento entre o atgx®o campo.

Na referéncial5], foram analisadas a evolucéo e transferéncia de emaramamntre as
partes, considerando o campo inicialmente no estado de|Rpelos dois &tomos inicialmente
no estado emaranhado

|Watomog = €0sa| Ta) ® | le) +sem| [a) ®| Tg), (3.2)

sendoa um fator angular.

Neste trabalho sera considerado o estado do campo como unténegao linear de dois
estados de Fock, dado por

|Wcampg = cosy|n) +seryjm), com m#n, (3.3)

sendoy um fator angular e serd mantido os dois atomos no estado enaa@ 8.2). Veja
que o estado inicigh) pode ser recuperado fazenge- %T j=0,+1,+2 .... O objetivo de
considerar o estado do campo em uma combinacéo linear éarglia influéncia na dinamica
do emaranhamento entre os atomos.



3.1 O sistema tripartite 38

O estado inicial total do sistema é dado pelo produto tealsdos estados3(2) e (3.3
|@(0)) = |Lpétomo§ ® |4lcampc)- (3.4)

e A evolugéo temporal

Escreve-se o Hamiltonian8.0) como a soma

onde
~ hw . hw .. ~F A
Ho = 70§+70§+ﬁwaTa (3.6)

representa o Hamiltoniano livre dos atomos e do campo e
Hi = hg (a;a* + 63@) (3.7)

representa o Hamiltoniano da interagdo entre o amo campo. O termo de interagdo, causa
transicdes dos tipos

[ Ta) @[ 1e)®|P) < | 1a) ® ][ l8) ®|p+ 1), (3.8)
[ la) @[ Te)®|p) <+ | Ta)® | TB)®|p—1), com p=nm (3.9)

Sendo que os estadp$t n), | Lt m), [ 1L n), [1Lm), [Ln+1), L m+l), [Hhn-1) e
| 11 m— 1) sdo autoestados do Hamiltoniafdg O estaddy(t)) do sistema total em um tempo

t pode ser escrito como uma combinacao linear destes estados,

(1)) = Cr.Ln(®)] T 1)+ Cn®)] 1110) +Cpnga ()] LN+ 1) +Crppa(t) 10— 1)+

+Ch m®[ LM +Cpam®] LT M) +C | 1 ()] L M+1) +Cp g1 ()| 1T M- 1),
(3.10)

ondeC; (t) sdo coeficientes complexos, que satisfazem a condig&o ehalimacady | [C(t)|? =
1. O estado3.10 satisfaz a equacao de Schrodinger, novamente na refaedere interacao

o w(t) = A O]w(). 311)

ComoHg comuta cont;,
[Hi,Ho] =0, (3.12)

H é constante no tempo. Em consequéncia disso a Equadapreduz-se para

2 w(t) = A0, 319
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Ao substituir| ¢(t)) na equacio de Schroding@(3, obtém-se
GO 1)+ G0 4170+ ima 0144041 +C a0 T10= 1+
+Crym®) 1L M) +Cpp ()] M) +C) | mya ()] L M+ 1) +Cp g1 (D) M mM—1) | =

=hg [CT,¢,n(t)| Hn+Dvn+1+C O[T n=1vVn+Cp npa () T n)vn+ 1+

+C 2 T MVN+Cy  m(t)] L m+1)vVm+1+C 4 m(t)[ T m—1)/m+
d

+Cl ma O T mMVmM+1+C e ()] 4T m)y/m|  com C...(t>zac...(t). (3.14)

Igualando os respectivos coeficientes obtém-se as segeqiacdes diferenciais de primeira
ordem acopladas,

Ci1n(t) = —igVn+1C | ni1(t), Ci m(t) = —igvVm+1C| | mia(t),
Cpn(t) = —igy/NCi 4 n-1(t), Cprm(t) = —igymCi 4 m1(t), (3.15)
Cpinta(t) = —igvn+1C;y | n(t), Cpimia(t) = —igvm+1Cy | m(t),
Ci.n-1(t) = —igVNCy1n(t), Crrma(t) = —igymC ¢ m(®).

Destas equacdes obtém-se as equagdes lineares homogéregartia ordem

Crn(t) + %N+ 1)Cp n(t) =0, Cim(t) +g*(M+1)Cp m(t) =0,  (3.16)
é¢,¢,n(t) + gz(n)cimn(t) = 07 é¢,T,m(t) + gz(m)cimm(t) - 07 (3-17)
Clinia(®) +g?(N+21)C na(t) =0, Cp mpa(t) +@*(M+1)C\ mia(t) =0, (3.18)
Citn1(t) +g%(MCi1n1(t) =0 Ciim1(t) + 02 (MCr1m1(t) =0, (3.19)
com condig¢des iniciais impostas pelas Equac8e8 € (3.19 que sao
Ciun(t)| =cosycosa e Ciin(t)|  =—igvn+1C | n1(0), (3.20)
t=0 t=0
(3.21)
Citn(t)| =cosysena e Cian)| =—igyNCiin1(0),  (3.22)
t=0 t=0
Ciina()] =0 e Ciinat)|  =—igvn+1Cs n(0), (3.23)
t=0 t=0
Ciin-1(t)] =0 e Cirnat)| =—igynCy1n(0), (3.24)
t=0 t=0
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Ci1m(t) _ =senycosa e Ci1m(t) = —igvm+1C | m:1(0),  (3.25)
Ciim(t) _ =senysena e Cprm(t) = —igymC 1 m_1(0),  (3.26)
Cimra(t) o 0 e Cpima(t) o —igv/m—+1C; | m(0), (3.27)
Crym-1(t) =0 e Cram-1(t) T —igy/MC, 1 m(0).  (3.28)

Para obter as solu¢des das Equac8e(-(3.19 supdem-se solucdes da forma

C(t)=Ae% comp=nmel=t,p [1p |lp+1t1tp-1 (3.29)

Das Equactes3(16-(3.19 obtém-se

% =+9Vp+1 e ¢, =+9/p (3.30)

A solucéo geral para cada equacao diferencial homogéngg-(3.19 é dada pela seguinte
combinacéo linear

Ct) =A% AR (3.31)

Das condicdes de contorn8.20-(3.28 obtém-se os (:oeficient@!%?+ e A". Os coeficientes
ndo-nulos parap(0)) dado pela Equaga®d) tomam a seguinte forma

Qpt
C;,1.p(t) = cosa Cosycos<7p) ,

Qp_1t
C1,p(t) =sena Cosycos(pTl) ,

: Qpt
Ci,l,pJFl(t) = —| cosa COSVSGI’](TP) ,

Cipp-1(t) = —isena cosysen( ) , (3.32)

sendoQ, = 29v/p+1, p=n,m, a frequéncia de Rabi do-ésimo dubleto. Estes coeficientes
dependem das condi¢des iniciais, dos fatores anguéaeg, do niumero de fétons e m na
cavidade e da constante de acoplamento

e A matriz densidade

Para obter informag&o do sistema atdmico, sera usada ardatrsidade reduzida, dada
pelo traco parcial sobre o campo. Com a condjgdem| > 2, esta matriz densidade se escreve
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assim
n+1
ﬁAB<t>=Trcampo[|w<t>><w<t>|} = 3 (MwO) o)+ (3.33)
n=n-1
m+1
+ 0y (me ) (@t)|m). (3.34)
m=m-1
Escrevend@ag (t) na forma matricial, tem-se
a 0 0 0
O b zO0
Ops (t) = , 3.3
Pas (t) 07 c o (3.35)
_O 00 d_

na base padraf 1), 1), 41),| 44)}, sendaz* o conjugado complexo dg onde os termos
a, b, ¢, d ezsao dados por

a=[Cyyn11(t)P+ICy s mea(t)]* = [sena cosy sen(gty/n)|*+
+|sena seny sen(gty/m)|?,
b=[Ct . n(t)|?+|Cs .m(t)|? = |cosa cosy cos(gtv/n+ 1)|%+
+|cosa seny sengtvm+1) 2,
¢ = [Cp1n(t)]2+|C1.m(t)|2 = |sena cosy cos(gty/n)|>+
+|sena seny cos(gty/m)|?,
d=[Cp1n-1(t)?+|Cyrm1(t)? = |cosa cosy sen(gty/n+ 1)+
+|cosa seny sengty/m+1)|2,
2=Cp n(t)Cl 4 n(t) +Cs | m(t) C} 4+ m(t)| =Sena cosa [cos’ y cos(gty/n) cos(gty/n+ 1)+
+serf y cos(gty/m) cos(gty/m+1)].
(3.36)

Na base padréo os termos da diagonapglgt), a, b, c e d representam as populagdes e os
termos cruzadoge z* representam as coeréncias. Como os atolne8 formam um sistema
qubit-qubit o emaranhamento entre eles podera ser quadtfianto pela concorréncia quanto

pela negatividade.
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3.2 A dinamica do emaranhamento

Nas subseccdes posteriores sera analisada a dinamica tiimbaraento entre 0s atomos
A e B, via concorréncia, subsec¢dd?.1 operador de correlacdo, subsecgéd.2e de um
operador de Bell, subsec¢c8®.3 sob diferentes condi¢des iniciais do estado do campo.

3.2.1 A concorréncia

Para a matriz densidag®g de acordo com a subsecc@B.4 a concorréncia entre 0s
atomos assume a seguinte forma

CPrs) = 2max{o,|z| —\/@}, (3.37)

onde os coeficientes sdo dados pela Equa8®f)( Para a condicatz| > v/ad o sistema
encontra-se emaranhamento. Pafa v/ad o sistema encontra-se desemaranhado. A seguir
sera analisado o emaranhamento e desemaranhamento dos &tbra influéncia do estado
inicial do campo. Substituindo os coeficientds3g na Equacao3.37), obtém-se

C(pas) =2 max{ 0,|sena cosar cos’ y coggty/n+ 1) coggty/n)+
+sena cosa serf y cog(gtv/m+ 1) cog(gty/m)|—

— { {| sena cosy ser(gty/n)|?+ | sena senyser(gt\/ﬁ)ﬂ X

1
X [\ cosa cosy ser(gtv/n+1)|?+ | cosar seny ser{gty/m-+ 1)\2] }2} (3.38)

Para obter a concorréncia entre 0os 4tomos com o campo méani& no estadm), faz-se

y = 0 na expresséo acima, que resume-se
C(pas)| =2 max{O, |sena cosa coggtvn+ 1) coggty/n)|—

— |sena ser(gty/n)|| cosa sen(gtv/n+ 1)|}. (3.39)

Para os parametras = 3711/4 [corresponde aos atomos inicialmente no estado singleto
%(\ ) —]11))]ey= %, n=1 m=4 [corresponde ao campo inicialmente em combinacéo
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Iinear%(\l} + |4))] a Equacaogd.38 pode ser escrita assim
N 1
C(pas) = max{o, §| cogv/2gt) coggt) + cogv/5gt) cog 2gt)|—

— %{ [ser?(gt) + ser‘?(th)} [ser?(\fth) + ser‘?(\/ggt)} } % } (3.40)

Para os valores dos parametms- 371/4 [corresponde aos 4&tomos inicialmente no estado
singleto%(| 1)) —141))1en=1[corresponde ao campo inicialmente no estdloa Equacéo
(3.39 da concorréncia resume-se para

C(pue) —max{ 0, cosv2qt) cosan)] - |seriv2qt|serfgn)] | (3.41)

A evolucéo das Equacde3.4l) e (3.40 é representada no grafico da Fig@ra

19
084 |

ool | »

CA B

4B .
0,44

&

02

Figura 3.2: Evolugdo da concorréncia para os parametros+i, a = 37",
y = 0 (linha pontilhada) e m=4, n=1, a = 37" ey = 7 (linha solida) em

o0<gt<2m

Na Figura3.2 a linha soélida representa a concorrén8id() sob a influéncia do campo no
estado inicial%(M) +11)). Alinha pontilhada representa a concorrén8id ) sob a influéncia
do campo no estado inicigl).

Observa-se que o emaranhamento € maximeo €nd e apos um tempb> 0, 0 emaran-
hamento cai abruptamente a zero. Esta perda de emaranbachamia-se “morte subita”
[45. Os dois atomos permanecem desemaranhados por um cemalotde tempo, depois
0 emaranhamento retorna parcialmente para os dois atorsas.atontece tanto pard.40
quanto para3.41).

Veja que para a concorréncid.41) representada pela linha pontilhada existem intervalos
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de tempo onde os 4tomos estdo desemarani@@as) = 0, ou seja,
|cog(V2gt) cog(gt)| < [ser(v/2gt)|| ser(gt)], (3.42)

guando o médulo das coeréncias € menor que a raiz quadradadit@dos modulos das
populacdes.

Para o estado do sistema total10, sob a mesmas condig¢des iniciais da Equagasl),
0 estado do sistema num tempgualquer toma a seguinte forma

(1)) =5 [~cos(v2at) | 11.3)+ costgn| 1.3)+isen(v2gt) | 11 2) ~isertan) 11 0)].

(3.43)
Analisando o emaranhamento no estado t@al3 as conclusbes sao diferentes em relacao
a andlise feita do emaranhamento entre os atoms dado pelard@nrcia, veja que de acordo
com a condi¢@o3.42) existem pontos especificos onde n&o existe emaranha@gnig) =0

dados por . .
jmT jmo .
= == =1
gt 2\/— ou gt 2 9 J 737 57
O estado do sistema egh= 1\7 é dado por

\w<t>>=}[cos<2f2)m> (-1 |u2>—|sen( f)mm} (3.44)

e paragt = I o estado do sistema é

W(R) = = [—cos(‘f") 14 1>+isen<1f ) [ 142)+i[ 1 0>] (3.45)

De acordo com os estadd3.44 e (3.45 o emaranhamento encontra-se distribuido entre os

atomos e o campo, ou seja, 0s estados dos atomos e do campmleaoger escritos de forma
fatorada. Tomando o trago sobre o campo, observa-se deatoesinp g que nado existe
emaranhamento entre os atomos. Porém, ao tomar o tragcocsatymoA ou sobre o atomo
B, observa-se o campo emaranhado com um dos atomos. Istaéntifelo estado tripartite
maximamente emaranhado @eeenberger-Horne-Zeilingesu estado GHZ,

%ﬂ T1T213) + [ d1l2la))

quando analisa-se o estado total vé-se o emaranhamemtouddki entre as partes. Porém, ao

|WeHz) =

tomar o traco sobre uma das partes

12 = Tra(|orz) (Wowe]) = 5 (| 1112} Ttz |+ Jaka) (b )
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€ possivel vé que as outras duas ficam desemaranhadas.

Vejatambém que o grafico da concorréncia apresenta bicasestps ndo foram analisados
na referéncial5]. Aqui sera dada uma explicacao simples para isso. De acora equacao
da concorréncia para o estado inicial do carfipo

C(pue) = max{ 0, cosv2qt) cosan) - |seriv2qt|serfgn) | (340
existe emaranhamento entre os atomos quando
|cog(V2gt) cog(gt)| > | ser(v/2gt)|| ser(gt)].

Neste caso, bicos aparecem nos instantes onde concoreéréediferenciavel, isso acontence
quando tem-seser(+/2gt)| ou|ser(gt)| nulos, ou seja, quando

jmTo. .
gt=—,]=212,3,... ou gt=jmj=123,....
V2

Observe-se que os pontos (1) e (3) correspondgm:aj—\/g comj=1ej=2respectivamente,
enguanto o ponto (2) correspondgta= jrtcom|j = 1.

A o 1
Para a concorréncia no estado inicial do ca 1) +|4)),
2

C(Pns) = max{o, %| cogv/2gt) coggt) + cogv/5gt) cog 2gt)|—

—%{ [ser?(gt) + ser‘?(th)} [seﬁ(\@gt) + ser‘?(\/ggt)} }% }, (3.47)

existe emaranhamento entre os atomos quando

| cog v/2gt) cog gt) +cogv/5gt) cog 2gt)| > { {ser?(gt) +ser?(29t)} {ser‘?(\/ﬁgt) + ser?(\/égt)} } ’ ,

neste caso (veja no grafico, linha solida) aparecem bicogup® primeiro termo entre colchete
anula-se, isso acontece para

gt=jm, j=12,....
Na Figura3.2, o ponto (4) correspondeja= 1.

A Equacgéo 8.38 param=5,n=1 e para os mesmos valoresyle a usados em3.47)
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toma a seguinte forma
R 1
Clfre) = max{o, 2 cos{v/2gt) cos(gt) + cos(v/Bgt) cos{v/Bgt)| -

—%{ {ser‘?(gt) + ser‘?(\/ﬁgt)} {ser?(\fth) + ser‘?(\@gt)} }% } (3.48)

gue tem sua evolugédo temporal exibida na Figgita Observa-se que n&o aparecem bicos,

porque ndo é possivel anular o primeiro ou segundo terme eolithetes na equacao acima.

0,8

0,64

AB

0.4

0,29

Figura 3.3: Evolugdo da concorréncia para os parametros=nd, n= 1,
a=Fey=TemO<gt<2m

Depois destas andlises gréficas do aparecimento dos biwts;sp descrever analitica-
mente as equacdes das concorrén@a38( e (3.39 e concluir o seguinte. Pa&(pag) > 0,

Equacgao3d.39, os bicos aparecem quando um dos terfsesa ser(gty/n)| ou|cosa ser(gty/n+1)]
€ nulo, o que acontece nos pontos

jmTo . jmo .
t=—,]=212,... OU Qt=——=,)=12,...
g NG J g N J

para qualquen > 1.

ParaC(pas) > 0, Equacéo3d.38), os bicos aparecem quando anula-se um dos dois colchetes

{| sena cosy ser(gty/n)| 4 | sena seny ser(gty/m) |2]

ou
[| cosa cosy ser{gty/n+ 1)|>+ | cosa seny ser(gtv/m+ 1) |2} .

Como o primeiro e o segundo colchetes contém somas de sengpsadcado, 0 primeiro



3.2 A dindmica do emaranhamento 47

colchete é nulo quando os senos forem nulos simultaneanEsdeacontece em

jm 2 1
t=—, ]=1,2,... para m=qgn, n->1 , In—m| > 2.
gt= 5 =12 p qn, qeQ, [n—m[>
De maneira similar o segundo colchete anula-se em
gt= in . j=1,2,... para m+1=qg*n+1), qeQ? |n—m/>2
vn+1

Para uma combinacéo diferenterdem onde néo é possivel anular nenhum dos colchetes, ndo

€ possivel ter bicos.

Na Figura3.2, observa-se ainda que para tempos proximos=d€® a combinacéo linear
no estado do campo contribui para o adiantamento da morita glibha sdélida) do emaran-
hamento entre os atomos.

Em seguida sera definido um operador de correlacdo, comoalleecendo o estado inicial
emaranhado dos atomos, sera possivel acompanhar a dirdfn@oezaranhamento entre eles.

3.2.2 Operador de correlagao

A quantificacdo do emaranhamento em sistemas quanticoié dkf se obter experimen-
talmente. Por exemplo, para quantificar o emaranhamen®a&nétomos dada pela concorrén-
cia descrita na sec¢ao anterior, & necessario determiaes ts elementos da matriz densidade
através de uma tomografia de estadlg.[ Nesta seccéo sera definido wperador de corre-
lacdoque € mais acessivel experimentalmente. Com este opgraddn estado atdémico inicial
|Watomog Eduacaod.2), € possivel obter informagdes da dinamica do mesmo. O dpedea
correlacao € definido assim

(1 0 0 0
0 -1 0 0
~A ~B
® 68 = : 3.49
7 ®0; 0 0 10 (3.49)
00 0 1

na base padrédo, ondg' e 62 sdo as inversbes atdmicas dos atoos B. Para analisar a
dinamica do estado atdmico toma-se o valor esparadd.d8 €m pg, dado por

LConjunto dos nimeros racionais
2
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a 0 0 0
0O b -z 0
(05 ©05) =Tr (Pa 0y ® 07) =Tr =(a—b—c+d), (3.50)
0O -z —c O
0 O 0O d

esta equacao s6 apresenta dependéncia dos termos da bipgpoéactes) d@as: a, b,
e d dados pela EquacaB.86. Veja que somente com esta equacao nao pode-se obter infor-
magcéo do emaranhamento entre os dois atomos, pois estd@equEccontém os terma® zx

responsaveis pelo o emarahamento.

Substituindo os coeficientes da Equacaé(), obtém-se

(62 ® 68) =|sena cosy sen(gty/n)|>+ |sena seny sen(gty/m)|?—

— |cosa cosy cos(gtv/n+1)|2— | cosa seny sen(gty/m+1)|?—
— |sena cosy cos(gty/n) |2 — | sena seny cos(gty/m)|?+
+ |cosa cosy sen(gtv/n+1)|? + | cosa seny sen(gtv/m+1)|2, (3.51)

Para obter o valor esperado do operador de correlagéo sdln@nizia do campo inicial-

mente no estadm), faz-sey = 0 na equagéo acima, que resume-se a

(62 ® 68) =|sena sen(gty/n)|?> — |cosa cos(gtv/n+ 1)|?—
— |sena cos(gty/n)|>+ | cosa sengtv/n—+1)|2. (3.52)

e Andlise da dindmica do operador de correlacdo e da concorré&m

Para valores dos parametms= 371/4 [corresponde aos atomos no estado singleto
%(\ M =11))] ey=0,n=0 [corresponde ao campo no estado de vdEip o estado
do sistema [Equacad(10], a concorréncia3.39 e valor esperado do operador de correlacéo

(3.52 num tempdad qualquer, sé&o respectivamente

() = %2 [—cos(gt)| 14.0) +| 11 0)+iser(gt)] 44 1)]. (3.53)
Cag = max{0, |coggt)}, (3.54)
(62 ® 68) = —cog(gt). (3.55)

A evolugédo temporal das Equac68s5) e (3.55 é exibida na Figur8.4.
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-0,5

14

Figura 3.4: Evolucédo do valor esperado do operador de correlacédo (linha
sdlida) e concorréncia (linha pontilhada) para os paranostrn=0, a =
3m/dey=0em0< gt < 27

Observa-se que, egt = jmT, j = 0,2,..., onde a concorréncia € maxirtgpag) = 1 nos
pontos (1) e (5) na figura, o estado do sistema é

() = %

ou seja, 0s atomos estdo no estado singleto e 0 campo no dstadouo. Engt = j11, | =

[0 —[1h]®]0), (3.56)

1,3,..., onde a concorréncia € maxima no ponto (3), o estado do sist@mico encontra-se
no estado tripleto e o campo no estado de vacuo

1

[w(t) fz“ M+ 110 ®]0). (3.57)

Quandogt = jm1/2, j = 1,3,..., a concorréncia é nuld(pag) = 0 nos pontos (2) e (4) o
estado do sistema é
1 . i—1
t) = — 0)+i(=1)z|]l1)]f. 3.58
W) =lhe[I10+i-D7 |11 (3.58)

Neste caso o emaranhamento entre os atgxnmB foi transferido para o atomB e o campo.

Observe no grafico que nao ha intervalos de tempos onde arcémcia € nula. Aqui ha
somente intantes periodicos onde anula-se a concorr@uga diferente do que acontece nas
Figuras3.2 e 3.3 e na referénciad7]. Esta referéncia mostra que para 0s atomos inicialmente
no estado de Werner e o campo no est@pdependendo da mistura no estado pode haver

intervalos de tempos onde a concorréncia é nula .

Analisando a concorrénci8.64) e o valor esperado do operador de correlaggab?),
observa-se que a concorréncga54) é maximaC(pag) =1 emgt= jm, j =0,1,2,... e O
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valor esperado é miniméd, @ 62) = —1. Neste caso, 0 emaranhamente encontra-se dis-
tribuido entre os atomos com mostram as Equac®e$)(e (3.57). Para a concorréncia nula
C(pag) =0 emgt = %T j=1,3,5,..., 0 valor esperado é nul@; © 62) = 0. Neste caso

0s atomos estdo desemaranhados, o emaranhamento fatidmphra o atom8 e o campo,
conforme a Equaca®(’8.

Em suma, tem-se, para o estado inicial atdmico consideradoampo inicialmente no
estado de vacuo, neste sistema existe apenas uma excit@g@gtd contida no sistema atdémico.
Emgt = jmro valor esperado do operador de correlacéo é setagre 6°) = —1, a excitacdo
encontra-se totalmente entre os &tomos, neste caso,maiatémico encontra-se emaranhado
no singleto parg = 0,2, ... ou tripleto paraj = 1,3,... . E quando o valor esperado deste
operador for nulo(d7 ® 62) = 0 emgt = %T a excitacao foi transferida do atomopara
0 campo na cavidade, neste caso 0s atomos encontram-sead@sieatos para= 0,1,....
Portanto, este operador sob a condigdo inicial do campotad@®), reflete a dindmica do
emaranhamento.

Para valores dos parametnos- 1 [corresponde ao campo no estadlg e a = 37" [cor-
responde aos atomos no estado singt%q 1) —|1)))] as expressdes para a concorréncia
(3.39 e o valor esperado do operador de correlaad®? sao respectivamente

C(pne) = maX{O, |cog(v/2gt) cos(gt)| — | ser(v/2gt)|| ser(gt) |} ) (3.59)

(67 ®06y) = —% [cos(zgt) + coqzxfzgt)} : (3.60)

Cas 05 :
Ao B ST N :
<o;®0,> ' Do A ;
T \ T 7 < T T .T
1 3 \4\/ 5 6

/gt

-0,5]

=

14

Figura 3.5:Evolugdo do valor esperado do operador de correlagdo (linha
sdlida) e concorréncia (linha pontilhada) para os paranostrn=1, a =
3m/dey=0em0< gt < 27

Na Figura3.5, observe que, quando o valor esperado do operador de ¢diwetgpositivo
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ou nulo{G2 ® 62) > 0, a concorréncia € nu@(pas) = 0, ou seja, ndo existe emaranhamento
no sistema. Por outro lado, quando o sistema encontra-gaenaaoC(pas) > 0, 0 valor es-
perado do operador de correlacdo é negdiiox 2) < 0. Com o valor esperado do operador
de correlagcéo pode-se conhecer se 0 sistema encontra-sneaao ou Nao, para 0 campo na
cavidade inicilamente no estafp.

Paraa = 37" [corresponde aos atomos no estado sing{%{@ m—=It))ley=74n=
1, m= 4 [corresponde a0 campo em Superposicao Iir%&tl) + |4))] as expressdes para a
concorréncia3.38 e o valor esperado do operador de correladd.d sédo dadas por

C(P)ae = max{o, % | cogv/2gt) coggt) + cog v/5gt) cog 2gt)|—

—%{ {ser?(gt) + ser?(th)} {ser?(\fth) + ser‘?(\/ggt)} } % }, (3.61)

(62 ® 68) = —% [coith) + cog4gt) + cog2v/2gt) + cos(2\/§gt)] . (3.62)

A evolucéo temporal destas equacdes € exibida na F&jéra

17-

AB \
4 B 057
<o,® c, >

-0,5+

14

Figura 3.6: Evolugdo do valor esperado do op-
erador de correlagdo (linha sdélida) e concorréncia
(linha pontilhada) para os parametros, a1, m=4
a=3mn/dey=m/4em0< gt < 27

Observa-se, para um tempo- 0, quando o valor esperado do operador de correlagéo é
positivo (62 ® 62) > 0, a concorréncia é nuld(pag) = 0, isto é, os atomos encontram-se
desemaranhados. Porém, em intervalos de tempos onde @sprado do operador de corre-
lagéo é negativéd,  62) < 0, tanto tem-se concorréncia posit®gas ) > 0, isto é, o sistema
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encontra-se emaranhado, quanto tem-se também concamétaC(pas) = O, isto €, 0 &tomos
encontram-se desemaranhados. Portanto, com o estado po tacmlmente em combinacao
linear de dois estados de Fock, o valor esperado do operadoorcelacdo néo reflete bem

a dindmica do emaranhamento. Porque, com ele, pode-seiofoienacdo parcial sobre a
dinamica do emaranhamento, pois nos intervalos de templzsasvalores déd, @ 62) sdo
positivos, pode-se afirmar que o sistema encontra-se dememaalo. Porém, no intervalos de
tempos onde os valorééy'  ¢2) séo negativos, ndo pode-se afirmar que sistema encontra-se
emaranhado.

Na proxima subseccéo sera apresentado a evolugédo tempoalod esperado de um op-
erador de Bell considerando o campo no estaj@u em uma superposic¢ao linear gus +

seny|m).

3.2.3 Operador de Bell

Nesta subseccéo utiliza-se um operador de Bell, conheadwm mperador de Clauser,
Horne, Shimony e Holt (CHSHPP), descrito na sec¢é&b.4, dado por

B = 6y ® Gy, + 6y ® 0y + 05 @ Gy — 6, ® 0, (3.63)

onde(})ﬁz € a componente do spin da particAlanas direcdesx( z) de maneira similar tem-se

68, com
A 1 . A
Oy = E(Ux-i-az)a (3.64)
n 1 . A
Oy = ﬁ((fx— 0). (3.65)

Supondo que os dois atomos séo enviados para dois obsersa@mominados Alice e Bob que
estdo muito distantes um do outro. Alice pode fazer a esclabanedi¢cdes sobre os atonfos
nas direcdes e z. E Bob pode também fazer a escolha das medi¢des sobre oss&omeas
direcbes< eZ, Figural.4.

Usando as relac6e8.65 e (3.64) e apos algumas manipulacdes algébricas simples é pos-
sivel escrever o operador de B&l§3), assim

1 0 0

1]

. 0 -1 1 0
B=+2 , (3.66)

0 1 -10

1 0 0 1
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na base padrao.

Para acompanhar a dinamica do emaranhamento no sistemeatéma-se o valor esper-
ado do operador de BelB(66 em pag, dado por

a 0 0 a
. A 0 —-b+z b-z O
B(t)) =Tr B :\/éTr —
(B(t)) (Pas(t)B) 0 7#-c Z—c 0
d 0 0O d
=V2(a—b—c+d+z+7), (3.67)

0s termosa, b, ¢, d e z sdo dados pela Equaca®.36, sendoz® o conjugado complexo de

z. Observa-se que esta equacéo é diferente do valor esgéradoé?), porque além do fator
V2, também encontram-se presentes 0s temras que sdo responsaveis pelo emaranhamento
entre os &tomos.

Substituindo os coeficiente8.86 na Equacao3.67), obtém-se o valor esperado do oper-
ador de Bell em um tempioqualquer, com a condic¢ao inicial de interesseytos+ seny|m),

(B(t)) :\/5{ cogy serf a serf(gty/n) +serf y serf a serf(gty/m)+

+serfycos a serf(gty/m+ 1) +cos y cos a serf(gtv/n+1)—
—serfycog a cog(gty/m+1) — cog y co a cos(gty/n+1)—
—serfyserfa cog(gty/m) —cos y serf a cos(gty/n)+

+2 cog y cosa sena coggtv/n+ 1) coggty/n)+

+2 serfy cosa sena coggty/m) coggty/m+ 1) } (3.68)

Para obter o valor esperado do operador de Bell considemndmpo inicialmente no estado
de Fock|n), faz-sey = 0 na equacao acima, que fica assim

(B(t)) =v2{serf a serf(gty/n) + cos a serf(gty/n+1)—
—cog a cof(gtv/n+ 1) —serf(a) cos(gty/n)+
+2 cosa coggtvn+ 1) sena coggty/n)}. (3.69)

e A analise das dinamicas do valor esperado do operador de Betla concorréncia e
do estado|y(t))

Para os parametres= 371/4 [corresponde aos atomos no estado sing\-%(q)ﬁ) —[1I))]
e y=0,n= 0 [corresponde ao campo no estado de v4bijoo estado do sistema, Equacéo
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(3.10, a concorréncia3.39 e o valor esperado do operador de BaIbQ num tempa qual-
quer, sdo respectivamente

() = %2 [~ cos(gt)| 11.0) +| 11 0)+iser(gt)] 11 1)]. (3.70)
C(paa) = max{0, |coggt)|} (3.71)

e
(B(t)) = —%2{1+2cos{gt) +cos(29t)}. (3.72)

A evolucéo temporal do valor eperado do operador de Bé8) e da concorréncié(71) é
exibida na Figur®.7. Observe que, inicialmente, a desigualdade de Bell & vagl&it))| > 2

0,75

0,500 (p45)

025

R A
gt

Figura 3.7:Evolucéo do valor esperado do operador de Bell (linha sdliela
concorréncia (linha pontilhada) para os parametros=m, o = 3r1/4ey=0
em0< gt <2m

depois deixa de violar por um periodo de tempo, tornandolani@vamente.

Emgt= %T j=1,3,5,...,aconcorréncia € nula(pag) = 0 e ndo violando a desigualdade
de Bell |(B)| = 0, o estado do sistema neste instantg@)) = | 1) ® %ﬂ 10)+ i(—l)j;21| i}
1)), observe que o atomB encontra-se emaranhado com o campo, enquanto 0 doesta
no estado fundamental. Este estado corresponde aos pé@hteg4) na Figura3.7 onde a
concorrénci&(pag) € nula.

Paragt=jm, j =1,3,5,..., a concorréncia € maxin@(pag) = 1, porém, néo violando a
desigualdade de Bel{B(t))| = 0. O estado correspondente a este instange(®) = %ﬂ N
)+| 41)) ®1]0). Neste instante os atomése B encontram-se emaranhados no estado tripleto



3.2 A dindmica do emaranhamento 55

e 0 campo no estado de vacuo, isto €, 0 emaranhamento rewaalois atomos, porém, nao
violando a desigualdade de BEIB(t))| =0, veja o ponto (3) na Figut7onde a concorréncia

é méX|m£(ﬁAB> =1.

Quando o valor esperado do operador de Bell atinge o valoimeéaXB)| = 2v/2 em
gt=jmcomj=0,2,4,..., que corresponde aos pontos (1) e (5) onde a concorréncizigama
C(pas) = 1, 0 estado total correspondentéyét)) = %ﬂ 1) —] 41)) ®|0). Neste instante
0S atomosA e B estdo maximamente emaranhados no estado singleto e o canegtado de

Vacuo.

Para os valores dos parametms= 371/4 [corresponde aos atomos no estado singleto
%(\ M —=11)))]ey=0,n=1[corresponde ao campo no estadlg, o valor esperado do
operador de Bell3.69 e concorréncia3.39 num tempd sao respectivamente

(B(t)) = — \/72 { cog2gt) + cog2v/2gt) + 2 coggt) coggtv/2) } : (3.73)
Cpas) = max{o, |cogv/2gt) cos(gt)| — | ser(v/2gt)|| ser(gt) |} . (3.74)

A evolucdo do valor esperado do operador de B&I® e da concorréncieB(74) é exibida na
Figura3.8

254

[<B(t)>}>2 :
HEVE

I<B(p|<2

§E0S0C(p)

L oF02s
05

Figura 3.8:Evolugéo do valor esperado do operador de Bell (linha sgliela
concorréncia (linha pontilhada) para os parametros=i, a = 3rr/4ey=0
em0< gt <2m

Na Figura3.8oberva-se que em instantes 0, a esquerda da linha vertical a concorréncia
é positivaC(pag) > 0 e ocorre violacdo da desigualdade de Bell. Entretanta, ipatantes a
direita da linha vertical a concorréncia pode ser pos@iya.s ) > 0, mas ndo ocorre violagao
da desigualdade de Bell.
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Para calculos posteriores pode ser encontrado violacdesigualdade de Bell em algum
gt > 2711, nesta regido, ocorre uma violacao da desigualdade de Beihpa da violagdo max-
ima, | (B(t))| = 2v/2 , quando a concorréncia é préxima do valor max@ns ) = 1. Por outro
lado, em alguns instantes onde a concorréncia aproxima-saldr maximoC(pag) = 1 ndo
implica em uma violacdo da desigualdade de Bell.

Para os valores dos parametoos- 37" [corresponde aos atomos no estado singleto
\%(\ M —=|1))ley= 4, n=1,m=4][corresponde ao campo em superposi¢éo Ii%(alrl} +
|4))], o valor esperado do operador de Bd&Ig9 e a concorréncia3(39 num tempot séo
respectivamente

(B(t)) =— ? { cog2gt) + cog2v/2gt) + cog2v/5gt)+

+2coggt) cogv'2gt) + 2 cog2gt) cos(\/ggt)}, (3.75)

C(Pag) = max{o, %\ cog \@gt) coqgt) + cog \/ggt) cog2gt)|—

— %{ {ser?(gt) + ser‘?(th)} {ser?(\fth) + ser‘?(\/ggt)} } % } (3.76)

As dinamicas do valor esperado do operador de Bell§ e da concorréncia3(76 sao
exibidas na Figur8.9. Nesta figura pode-se observar que tes0, a esquerda da linha vertical,

rl
2541

[<B(t)>]>2
0,75

<B(0pl<2

F0.50C(p,5)

10,25
054 |

Figura 3.9:Evolugéo do valor esperado do operador de Bell (linha sgliela
concorréncia (linha pontilhada) para os parametros-ri, m= 4, o = 371/4
ey=rm/4dem0< gt<2m

a concorréncia € positi& pag) > 0 e ocorre violagao da desigualdade de Bell. Por outro lado,
para instantes a direita da linha vertical, a concorréngiasitivaC(pag) > 0, mas nao ocorre
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violacdo da desigualdade de Bell.

Novamente, tomando calculos posteriores, pode-se obguneiocorre violagdo da de-
sigualdade de Bell em algugt > 271. Nesta regido ocorre violacdo da desigualdade Bell,
n&o tdo proxima dB(t))| = 2v/2, como no caso anterior. Por outro lado, em instantes onde a
concorréncia aproxima-se do valor maxii¢pas ) = 1, ndo tem-se violagdo da desigualdade
de Bell.

Em suma, para o valor esperado do operador de Bell descl#&pgaacao3.69, foi visto
que é possivel violagédo da desigualdade de Bell para o esitagleto, enquanto para o estado
tripleto ndo ocorre violagdo desta desigualdade de Belkke®u-se também que a existéncia
do emaranhamento n&o € condicéo suficiente para violar gudédade de Bell.

e Deteccéo do estado tripleto

Para detectar o emaranhamento no estado tripleto, usaperador de Bell descrito pela
Equacédo1.69, dado por

7y —0; ® 0, + 06, ® 067, (3.77)

(3.78)

o + +» O
o + = O

1

Para estudar a dindmica do emaranhamento no sistema atiommaese o valor esperado
do operador de Bel3(78 empxg dado por

—-a 0 0 a
A ) O b+z b+z O
B'(t)) = Tr tB) =v2Tr -
(B(t)) (Pag(t)B) 0 74c Z4c 0

d 0 o —d

=V2(—a+b+c—d+z+7), (3.79)

sendoz' o conjugado complexo de os termos, b, ¢, d e zsdo dados pela Equacid®36).
Substituindo a Equaca®.86 na Equacdo3.79, obtém-se o valor esperado do operador de
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Bell
(B/(t)) :\/i{ —cog yserfa serf(gty/n) —serfy serf a serf(gty/m)-+

—serfycog a serf(gtv/m+1) — cos y cos a serf(gty/n+ 1)+
+serfycog a cos(gtvm+1) 4+ cos y cos a cos(gtv/n+ 1)+
+serfyserfa cog(gty/m) +cos y serf a cos(gty/n)+

+2 cog ycosar sem coggty/n+ 1) coggty/n)+

+2 serfy cosa sena coggty/m) coggty/m+ 1) } (3.80)

Para obter o valor esperado do operador de Bell considemndmpo no estado de Fock
In), faz-sey = 0 na equagéo acima, que fica assim

(B'(t)) :\/5{ —serfa serf(gty/n) —cos a serf(gty/n+ 1)+
+cog a cog(gtvn+ 1) + serf a cog(gty/n)+
+ 2 cosa sena coggty/n) coggtvn+1) } (3.81)

Como foi visto anteriormente, o operador de B8II7Q né&o reflete a dindmica do emaran-
hamento para as condi¢des iniciais do can%q 1) +1|4)) e |1), aqui sera analisado somente
0 caso em que a desigualdade de Bell reflete bem o emaranioamerseja, considerando o

campo inicialmente no estado de vacuo.

Para os parametres= 371/4 [corresponde aos atomos no estado sing\-%(q)ﬁ) —[1I))]
ey =0,n=0 [corresponde ao campo no estado de vab}ipo valor esperado do operador de
Bell (3.81) e a concorréncia3(39 num tempd qualquer sdo, respectivamente,

(B(t)) = ?{l—ZCOE{gt) +cogq2¢gt)}, (3.82)

C(pas) = max{0,|coggt)|}. (3.83)

A dinamica do valor esperado do novo operador de Be83) e da concorréncia3(83 é
exibida na Figur&.10

Emgt=jm, j =1,3,5,..., ocorre a violagdo maxima da desigualdade de EBilt))| =
2v/2, o estado total correspondente a este instang(tg) = %U T4+ 1)) ®|0). Neste
instante, os &tomos e B estdo maximamente emaranhados no estado tri@lﬁﬂo?@ﬂ M)
e 0 campo no estado de vad@®. Isto corresponde ao ponto (3) onde a concorréncia é maxima
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2,5+

0,75

VO,SOC(pAB)

r0.25

0,54
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0 1 @ 3 4 @5 6
gt

Figura 3.10:Evolucéo do valor esperado do novo operador de Bell (linha
sélida) e concorréncia (linha pontilhada) para os paranostrn=0, o =
3n/dey=0em0< gt < 2.

C(pne) = 1.

Quandogt = %T j=1,3,..., ndo ocorre violagafB'(t))| = 0, o emaranhamento entre 0s
atomos € nul€(pag) = 0 e 0 estado total correpondente a este instajgté) = | |) ® %ﬂ )
0)+i| J 1)). Neste instante o atont® estd emaranhado com a cavidade, enquanto o &omo
esta no estado fundamental. Isto corresponde aos ponteg42)onde a concorréncia é nula

C(pas) =0.

Emgt=jm j =0,2,..., ndo ocorre violacdo da desigualdade de B]éi(t)} =0,ea
concorréncia € maxima(pag) = 1, 0 estado total correspondentéyét)) = %ﬂ =4
)) ®10). Neste instante os atomése B encontram-se emaranhados no estado sin@g«tpﬂ
)—| 1)) e cavidade no estado de vadOp, o emaranhamento retornou aos atomos, porém, ndo
violando esta desigualdade de aé]ﬁ%’(t)ﬂ = 0. Este instante corresponde aos pontos (1) e (5)
onde a concorréncia € maxir6ép,s) = 1. Observe que, neste instante, existe emaranhamento
entre 0s atomos, porém nao ocorrendo a violacdo da desigigadie Bell para o operad[éf(t).

Em suma, o operador de Bé](t) (3.63 detectou emaranhamento no estado singleto e ndo
detectou o estado tripleto. J& o operador de @é{lﬂ) (3.77) foi capaz de detectar emaran-
hamento no estado tripleto e ndo detectou no estado singittiio, para detectar emaran-
hamento é preciso construir um operador adequado para stadi econformed1].
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CONCLUSOES

Para o sistema tripartido considerado, constituido pa& @oimos e um modo de campo em
uma cavidade, onde os dois atomos inicialmente no estagletire o campo inicialmente em
uma combinacdao linear de dois estados de Fock, foi analsat@émica do emaranhamento
entre os dois atomos quantificada pela concorréncia de ¥Yso@bservou-se que a expressao
da concorréncia para o estado de Fspkparan > 1, apresenta bicos devido ao anulamento de
alguns termos desta expresséao, para o estado do campoialem uma combinagéo linear
cosy|n) 4+ seny|m) o aparecimento dos bicos depende da combinacaceae

Definiram-se dois operadores correspondentes a obsesyawgerador de correlacéde
o operador de Bellque podem ser capazes de refletir 0 emaranhamento numaanesgieli-

mental.

Foi verificada a dindmica doperador de correlagdocom campo na cavidade inicialmente
no estado de Fock), tanto para o campo no estado de vacuo, comompard este operador
reflete bem a dindmica do emaranhamento entre os atomos.o Ratado inicial do campo
em uma combinacéo linear de dois estados de Fock, este opeémireflete bem a dindmica
do emaranhamento, fornecendo apenas uma informagéolsmiora a dindmica do emaran-

hamento.

Para a dindmica doperador de Beltom a campo na cavidade no estado de vacuo, ocorre
violacdo maxima para o estado singleto e para o estadottripf® ocorre violagdo. Para o
estado de Focln) comn > 1 e para uma combinacéo linear de dois estados de Fock, este op
erador também néo reflete a dindmica do emaranhamento, @xist@ncia do emaranhamento
nao é suficiente para ter uma violagédo da desigualdade de Bell

Para detectar o emaranhamento no estado tripleto foi defimdnovooperador de Bell
com ele foi capaz de violar maximamente a desigualdade dip&al este estado, com o campo
inicialmente no estado de vacuo, porém, com este novo opende ocorre violagcdo para o
estado singleto.

Finalmente, pode-se concluir que a dindmica do emaranhapemnbora possa ser espel-
hada em observaveis, a escolha desses observaveis depeia&anmodelo em questdo e
ainda das condi¢des iniciais do campo.
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O modelo que foi analisado é simples, de maneira que esteggodsstante explorado.
Futuramente, pode ser feita a analise das dinamicas darcéncia e do operador de correlacéo
param—n=2em—n= 1. E também podem ser investigadas estas dinamicas compedigsi
no sistema.
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