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Resumo

A resolucao de sistemas de equagoes diferenciais parciais tem um pa-
pel importante na simulacao computacional de problemas em engenharia.
Diversos métodos numéricos foram desenvolvidos ao longo de décadas para
resolver tais sistemas. Embora ja existam hoje métodos considerados estaveis
e precisos, os métodos mais tradicionalmente utilizados ainda exigem muito
trabalho humano, principalmente no que refere-se a geracao de malhas, que
sao um bloco de construcao para tais métodos.

Com o advento de novos métodos onde malhas nao sao necessarias, in-
tensas pesquisas tém sido desenvolvidas na tentativa de torna-los aplicaveis
a todo tipo de problemas, buscando sempre maior precisao e velocidade nas
simulagoes sem a necessidade da interven¢ao humana no processo.

Nesta dissertacao é apresentado e avaliado um dos primeiros métodos
sem malha, criado inicialmente para simulacoes de dinamica dos fluidos,
conhecido como Hidrodinamica de Particulas Suavizadas, mas que hoje é
aplicado em diversos problemas de engenharia. Este método é aplicado na
resolucao das esquacoes de Maxwell, tornando assim possivel sua aplicacao a
problemas de eletromagnetismo. Aspectos como a ordem de consisténcia ou
a forma de imposicao de condig¢oes de contorno sao discutidas e um algoritmo
computacional paralelo é proposto.

A fim de validar a formulacao do método, sao apresentados resultados de
testes de execucao feitos a partir de uma implementacao computacional que

utiliza processamento paralelo. A eficiéncia da paralelizacao para o método



i

proposto ¢é avaliada a fim de atestar sua capacidade de solucao rapida para
problemas de grande escala. Finalmente, sao mostradas também algumas
dificuldades que surgem quando escolhe-se este método para simulagoes de

propagacao de ondas eletromagnéticas.



Abstract

The solution of partial differential equations has an important role in the
computational simulation of engineering problems. Many numerical methods
to solve such kind of problems were developed through decades. Although
there exist precise and stable methods nowadays, the traditional methods
still require a lot of human effort, specially in what refers to mesh generation.
Meshes are a building block for such traditional methods.

With the advent of new methods where meshes are no longer necessary,
intensive research have being developed as a tentative of making them ap-
plicable to any kind of problems, always trying to reach better precision and
speed on simulations without human interaction in the process.

In this work it is presented and studied one of the first meshless methods
which is known as Smoothed Particle Hydrodynamics. This method was
created for the simulation of fluid hydrodynamics but it is now also used for
other kind of engineering problems. Relevant aspects of the method such as
the consistency order or the imposition of boundary conditions are discussed
and a computacional parallel algorithm is proposed.

In order to validate the method’s formulation, the results obtained for
simple problems using a parallel computacional implementation are pre-
sented. The efficiency of the parallelization of the method is verified to
attest its capacity for fast solution of large scale problems. Finally, it is also
pointed out some difficulties that arise when using the Smoothed Particle

Hydrodynamics.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Motivacao

Fenomenos fisicos que podem ser descritos através de equagoes diferenci-
ais parciais (EDPs) s@o tipicamente simulados em computadores através de
métodos numéricos. Tais métodos sao usados para modelar fenomenos fisicos
de interesse, como a dinamica dos fluidos, conduc¢ao de calor, deformagao de
materiais ou problemas de eletromagnetismo como a propagacao de ondas
e calculo de campos estaticos ou quase-estaticos, entre muitos outros. A
dinamica dos fluidos é usada por exemplo para solucao de problemas de as-
trofisica (Gingold & Monaghan 1977), testes simulados em tineis de vento,
estudo de escoamento de fluidos, etc. O estudo da propagacao de ondas é de
interesse no estudo de antenas, enquanto o calculo de problemas estaticos e
quase-estaticos é de interesse por exemplo no estudo de méaquinas elétricas e
outros dispositivos eletromagnéticos.

A busca de novos métodos e o aperfeicoamento dos métodos ja existentes
tem sido alvo de pesquisas nas mais diversas areas. Embora as aplicacgoes

sejam as mais variadas, a constante evolucao destes métodos tem aumentado
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sua aplicabilidade a problemas cada vez mais complexos. Alguns métodos
hoje consagrados sao baseados em malhas, como o método de elementos fini-
tos (FEM - finite element method), método das diferencas finitas (FDM -
finite difference method), entre outros. Ja os métodos sem malha tém gan-
hado importancia apenas nos ultimos anos, como ¢ o caso da hidrodinamica
de particulas suavizadas (SPH - smoothed particle hydrodynamics)(Gingold
& Monaghan 1977), o método de Galerkin livre de elementos (EFG - element
free Galerkin)(Belytschko, Lu & Gu 1994), entre outros. O FEM e o FDM
sao considerados métodos tradicionais por ja possuirem uma vasta gama de
trabalhos publicados e se encontrarem hoje em um estagio de maturidade,
sendo aplicados para grande parte dos problemas de engenharia.

Recentemente, métodos menos tradicionais que sao usados para solugao
de problemas especificos, como o SPH, tém ganhado notoriedade. Suas carac-
teristicas especificas garantem a obtencao de melhores resultados, de forma
mais automatica e se aproveitando melhor de novas tecnologias, favorecendo,
por exemplo, o processamento paralelo em computadores com processadores
de multiplos niicleos ou naqueles com multiplos processadores.

O método SPH tem como vantagem sobre os métodos com malha o fato
de que nao é preciso a geracao de uma malha de elementos para se realizar
os célculos. A geracao de malhas de forma totalmente automatica é hoje
motivacao de pesquisas intensas e representam um gargalo na utilizagao dos
métodos tradicionais como o FEM, especialmente para problemas tridimen-

sionais com geometria complexa.
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1.2 Métodos com Malha

Nos métodos com malha, como o FEM, o FDM, e o método de volumes
finitos (FDM - finite volume method), o dominio continuo ¢é dividido em
pequenos subdominios discretizados, através de um processo de construcao
da malha. Uma malha é definida como o conjunto dos espagos abertos ou
intersecoes entre as vertentes de uma rede formada por nds conectados de
uma forma pré-definida. Esta malha, que no FEM ¢é definida pelos elemen-
tos (tridangulos, por exemplo), no FDM pelo grid, e pelas células no FVM,
prové um certo relacionamento entre os nés, que é a base da formulacao
dos métodos numéricos tradicionais com malhas. Baseado numa malha pré-
definida apropriadamente, as equagoes governantes podem ser convertidas
para um conjunto de equacoes algébricas com parametros nodais para as
variaveis de campo.

Atualmente os métodos de malha sao a opcao de escolha na resolugao
de problemas de engenharia. Apesar de seu sucesso, este métodos sofrem
com dificuldades oriundas do uso das malhas. Especificamente, problemas
que envolvam superficies livres, contornos deformaveis e interfaces méveis,
como por exemplo em problemas de hidrodinamica que envolvem explosoes
e altas velocidades. Além disso, existem ainda os problemas com geometria
complexa, onde a geracao de uma malha com qualidade ¢ dificil e consome
tempo.

Em métodos numéricos com malhas, a construcao destas é um pré-
requisito para as simulagoes. A construcao de um grid regular para dominios
irregulares, como ocorre no FDM, nunca foi uma tarefa facil e exige tipica-
mente transformacoes matematicas tao complexas que podem ser ainda mais
custosas do que a resolucao do problema numérico em si. Ja no FEM, é

a geracao da malha que é um gargalo, especialmente para problemas tridi-
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mensionais com geometrias complexas. Além disso, o tratamento para trans-
formacgoes extremamente grandes consome muito tempo e adiciona impre-
cisao numérica a solucao.

O FEM tem sido largamente utilizado para solucao de problemas em
engenharia, envolvendo deformacao de materiais, escoamento de fluidos ou
calculo de campo eletromagnético. Além disso, este método ja possui um
grande nimero de pacotes comercialmente disponiveis e em alto grau de
desenvolvimento. Porém, como ja foi dito, a criacao de uma malha é um pré-
requisito no FEM. Usualmente, um analista gasta a maior parte de seu tempo
na criagao da malha e isto se torna o componente de custo majoritario num
projeto de simulagao, uma vez que o custo de processamento computacional
decai rapidamente. O ideal seria que o processo de geracao de malhas fosse
totalmente automadtico, feito por um algoritmo eficiente, sem intervencao
humana. Embora ja existam tais algoritmos, eles sao totalmente robustos
apenas para problemas de até duas dimensoes, falhando para algumas geo-
metrias tridimensionais.

Ja o FDM, embora também j4 seja usado em um grande niimero de proble-
mas, sofre com o fato de que ele necessita de uma malha de nés regularmente
distribuidos. Por isso grandes esforgos tém sido feitos na tentativa de relaxar
esta necessidade, mas este é um trabalho que ainda estd em andamento.

As dificuldades relacionadas ao FEM revelam a origem dos problemas: a
necessidade de se utilizar elementos, que sao blocos de construcao do FEM.

A idéia de se eliminar a necessidade deles nasceu, entao, naturalmente.
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1.3 Métodos sem Malha

Nos métodos sem malha (MFree - mesh free), o sistema de equagoes go-
vernantes de um determinado fenomeno é resolvido sem a utilizacao de uma
malha, ou seja, sem impor qualquer conectividade ou relagao entre os nés
para a solugao deste sistema. Ao invés disso, € utilizado um conjunto de nés
distribuidos arbitrariamente sobre o dominio do problema e em suas bordas,
de forma a representa-lo (nao discretiza-lo). Tais métodos tém sido o foco
principal de pesquisas em direcao a uma nova geracao de métodos computa-
cionais mais efetivos e para problemas mais complexos. O histérico, o desen-
volvimento, a teoria a aplicacoes dos métodos ja existentes foram mostrados
em monografias e artigos de revisao, como em (V.P.Nguyen, Rabczuk, Bor-
das & Duflot 2008), onde além de uma revisao, aspectos computacionais das
implementagoes destes métodos sao discutidos. Um histérico e uma revisao
mais completos podem ser vistos em (Liu & Liu 2010).

Ja existem varios métodos sem malha, como o EFG, o método Petrov-
Galerkin local sem malha (MLPG - meshless local Petrov-Galerkin) (Atluri
& Zhu 1998), o método de interpolagao por pontos (PIM - point interpolation
method), o SPH, o método de particulas com reproducao de nicleo (RKPM -
reproducing kernel particle method) que é um SPH melhorado, entre outros.

Para que um método seja considerado um método sem malha, o minimo
que se exige do mesmo é que nao seja necessaria a criacao de uma malha,
pelo menos nao para a interpolacao das variaveis de campo. Idealmente,
espera-se que nenhum tipo de malha seja necessario em nenhum processo
destes métodos. Mas a realidade é que os métodos sem malha atuais nao sao
realmente ideais. No EFG, por exemplo, existe a necessidade de células de
fundo para integracao das matrizes derivadas a partir da forma fraca sobre

o dominio do problema. Ja o MLPG exige a criacao de células de fundo
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para efetuar integracoes locais. Ja os métodos de particulas, como o SPH
e o RKPM, exigem a predefinicao dos volumes ou massas das particulas,
além da necessidade de distribuir as particulas sobre o dominio. Um outro
problema relacionado aos métodos de particulas é a imposicao de condigoes
de contorno, que é mais dificil nestes métodos.

Os métodos sem malha tem grande potencial para resolver as dificuldades
relacionadas aos métodos com malhas. Nestes métodos nao é necessario
prover a priori nenhum tipo de informacao de conectividade dos nés, per-
mitindo uma flexibilidade para adicao ou remocao de particulas ou nés sem-
pre que necessario. Além disso, o refinamento de particulas/nés é feito de
forma eficiente para problemas 2D ou 3D, incluindo problemas de andlise
estatica ou dinamica, lineares ou nao-lineares.

Gragas a eliminagao da necessidade de criagao de malhas, e gragas ao fato
de que os nés podem ser gerados de forma totalmente automatica, o tempo
que um analista gastaria na geracao de malhas é economizado, resultando
em custos e tempo significativamente menores na modelagem e projetos de
simulacao (Liu 2003).

Tanto em métodos com malha como em métodos sem malha, o processo
de simulacao funciona a principio de forma semelhante. A figura 1.1 ilustra o
processo de simulagao do FEM e o compara com o processo para os métodos
sem malha. Os métodos divergem no estagio de criacao de malhas e sua
diferenca fundamental é na forma como sao construidas as funcoes de forma.
Enquanto no FEM estas funcoes sao construidas a partir dos elementos, nos
métodos MFree elas sao construidas para cada né e podem ser diferentes de

acordo com a posicao deste né ou por outras caracteristicas locais.
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(Geragéo da geometria>

Geragao da Malha de Distribuicao de nés ou
Elementos particulas sobre o dominio
Criacao da fungao de forma Criagao da fungao de forma
baseada nos elementos baseada nos ndés ou particulas
Constréi equagdes do Constréi equagdes do sistema
sistema para os elementos para os nos ou particulas

Resolugao utilizando
aproximagoes.

Figura 1.1: Etapas na resolucao de problemas usando métodos numéricos.
1.4 Histérico do SPH

O método de Hidrodinamica de Particulas suavizadas pode ser conside-
rado como o mais antigo método moderno de particulas livre de malhas. Ele
é considerado um método verdadeiramente livre de malhas, pois nao precisa
nem sequer de malhas auxiliares para realizar integracoes, como ocorre em
outros métodos. Originalmente utilizado para aplicacoes de escala continua,
foi inventado para solucao de problemas tridimensionais de astrofisica no

espago aberto, uma vez que o movimento coletivo das estrelas é semelhante
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ao movimento das particulas de um liquido ou um gas, e pode ser modelado
pelas equacoes hidrodinamicas Newtonianas classicas.

O SPH tem vérias vantagens sobre os métodos numéricos tradicionais.
As superficies livres, interface de materiais e contornos em movimento sao
tracados de forma natural durante a simulacao. Além disso o SPH nao pre-
cisa de utilizar qualquer tipo de grid ou malha, possibilitando o correto trata-
mento de grandes deformagoes, uma vez que nao existe conectividade pré-
definida entre os nés. Finalmente, o método tem facil implementacao e é
mais natural desenvolver modelos tridimensionais com ele.

Muitas pesquisas foram desenvolvidas no sentido de apurar a precisao,
estabilidade e convergéncia do método. Nos tultimos anos, diferentes modi-
ficacoes ou correcoes foram apresentados para melhorar sua precisao. Chen
e outros propuseram o método SPH corretivo (CSPM - Corrective Smoothed
Particle Method) (Chen, Beraun & Carney 1999) que melhora a precisao
da simulacao dentro do dominio e préximo as bordas. Liu e outros ainda
fizeram melhorias no CSPM, melhorando sua performance na consisténcia
de particulas, dando origem a um Método de Particulas Finitas (FPM -
Finite Particle Method) (Liu & Liu 2006). Outras modificagoes notaveis ou
corregoes, incluem o Moving Least Square Particle Hydrodynamics (MLSPH)
(GA 1999, GA 2000), o RKPM (Liu & Zhang 1995), e muitas outras abor-
dagens de restauracao de consisténcia de particulas. Além destas evolugoes,
Belytschko e seus colegas conduziram uma série de anélises de estabilidade e
convergencia para métodos sem malha, e algumas técnicas e anélises podem
ser aplicados ao SPH (Belytschko, Krongauz, Dolbow & Gerlach 1998, Be-
lytschko, Guo, W.K.Liu & Xiao 2000).

Embora historicamente o SPH tenha sido concebido para resolucao de

problemas envolvendo mecanica de sélidos e (principalmente) fluidos, alguns
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trabalhos também tentaram utilizar o método para solucao de problemas
de eletromagnetismo (Ala, Francomano, Tortorici, Toscano & Viola 2006a).

Este trabalho é o ponto de partida desta dissertacgao.

1.5 Objetivos

O objeto de estudo desta pesquisa € a avaliacao da possibilidade de uti-
lizagdo do método SPH na resolucao de problemas de eletromagnetismo.
Pretende-se fazer uma analise profunda sobre este método, incluindo a anélise
de sua consisténcia, formas de imposicao de condi¢oes contorno e identi-
ficacao dos seus pontos negativos e positivos quando comparado a métodos
com malha.

Tendo em vista que o principal avanco nas unidades de processamento
central de computadores (CPU - central processing unit) atuais é o aumento
no numero de nicleos de processamento (Bischof, Mey, Terboven & Sarholz
2007), pretende-se também estudar e avaliar a capacidade do método de
se beneficiar desta tecnologia a fim de se acelerar as simulacoes através de

processamento paralelo.



Capitulo 2

Hidrodinamica de Particulas

Suavizadas

O método de hidrodinamica de particulas suavizadas (SPH - smoothed
particle hydrodynamics) foi desenvolvido simultaneamente por (Lucy 1977) e
(Gingold & Monaghan 1977) como um método para resolugao de problemas
da astrofisica que eram modelados como um problema de hidrodinamica.
Posteriormente o método foi generalizado para resolucao de problemas de
valor inicial de natureza nao hidrodinamica. Tal método foi denominado
Interpolagao por Particulas Suavizadas (SPI - smothed particle interpolation)
(Laguna 1995). Nessa nova abordagem o SPH passou a ser visto estritamente
como um esquema de interpolagao, o que veio a permitir posteriormente sua
aplicagao nos mais diversos tipos de problemas.

Neste capitulo sera mostrada a formulacao SPI, as idéias basicas de seu
funcionamento e como é feita uma aproximacao do SPI para fungoes. Muitas
vezes o SPI sera referenciado como SPH, tendo em vista que o primeiro
método é apenas uma generalizacao do segundo e que sua base de funciona-

mento é a mesma. Desta forma da-se o devido crédito a pesquisa realizada

10
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em (Lucy 1977) e (Gingold & Monaghan 1977), onde o método foi de fato

desenvolvido.

2.1 Representacao Integral de uma Funcao

O SPH ¢ baseado na representagao integral de uma funcao u qualquer,

definida por:

u(z) = / T u(€)5(E — a)de (2.1)

onde x representa o ponto onde a fun¢ao u estd sendo avaliada (indepen-
dentemente do nimero de dimensdes) e ¢ é a fungdo delta de Dirac definida

por:

e com propriedade:

2.1.1 Aproximacao da Representacao Integral

A representacao integral mostrada na equagao (2.1) é exata, porém nao
pode ser representada exatamente por um algoritmo numérico devido a in-
capacidade de representacao do conceito matematico de infinitude. A repre-
sentagao exata precisa ser entao substituida por uma aproximacgao que possa
ser calculada por um algoritmo numérico. Em (Gingold & Monaghan 1977)

e (Lucy 1977), esta aproximagao é expressa por:
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W (z) = /Q (€)W (€ — x.h)de (2.4)

onde u”(z) representa uma aproximagio da funcio u(x), W(x — & h) é
chamada de funcao nucleo, peso ou funcao de suavizacao e h é chamado
de comprimento ou raio de suavizacao do SPH. O raio de suavizagao h define
o dominio de suporte compacto {2 que é referenciado no SPH como dominio
de influéncia ou dominio de suavizacgao. E possivel mostrar que a aproxi-
magao mostrada na equagao (2.4) tem precisao de segunda ordem, ou seja,
u(x) = u(x) + O(h?) (Laguna 1995).

O procedimento de aproximacao na equagao (2.4) pode ser usado também
para calcular derivadas espaciais nas posicoes das particulas. Assim, para

calcular o gradiente da funcao u temos que resolver:

Vu'(z) = /Q Vu(&)W (€ — z, h)dE (2.5)

Apés algumas manipulacoes e utilizando-se o teorema da divergéncia, a

equagao (2.5) leva a equagao:

Vu''(z) = /Fu(g)W(f —x,h)ndl — /Qu(f)VW(ﬁ —x, h)d¢ (2.6)

onde I' é a interface (superficie ou borda) da regiao 2.
A funcao W é escolhida de maneira a ter um suporte local, ou seja, ela é
nao nula apenas em uma regiao limitada. Se este suporte local for interior a

(2, entao a integral de superficie em (2.6) se anula, e obtemos:

Vu''(z) = —/Qu(g)VW(g —x,h)d¢ (2.7)

onde Vu é o gradiente da fungao u.
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A equagao (2.7) é simplesmente a afirmacao de que a derivada da apro-
ximacao da funcgao é igual a aproximagao da derivada da mesma, ou seja,
que V (u"(z)) = (Vu(z))". Da mesma forma, ndo é dificil mostrar que,
para uma fungao vetorial v(z) a aproximagao de seu divergente é dada por

(V-v(z))" = V-v"(z), ou seja:

(V- v()" = /ﬂ V(€)- VIV(E — x, h)de (2.8)

A aproximacao para derivadas de segunda ordem pode ser obtida através
das propriedades (V - v(z))" = V- v'(z) e V (u(z)) = (Vau(z))" discutidas

acima.

2.1.2 Propriedades da Funcao Peso

Comparando-se a representacao exata na equacao (2.1) com a aproxima-
¢ao na equagao (2.4) nota-se que a fungao nicleo tem como papel fazer uma
aproximagao da fun¢do § em um dominio finito. Esta é uma condigdo que
deve ser imposta sobre a funcao peso, referenciada como propriedade Delta
de Dirac. Para que ela desempenhe bem seu papel e para que a aproximacao
na equagao (2.4) seja convergente deve-se satisfazer este e alguns critérios

béasicos (Gingold & Monaghan 1982). Em suma, cinco critérios devem ser

satisfeitos:
W (& —x,h) > 0 sobre () Positividade
W (& —x,h) =0 fora de Suporte Compacto
JoW (€ —z,h)d =1 Unicidade
W é monotonica decrescente Decaimento
W —x,h)pg—9 Delta de Dirac

A positividade, embora nao seja necessaria do ponto de vista matematico,

¢ importante para garantir a representacao de alguns fenémenos fisicos de
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forma consistente (ou estavel). Em problemas de dinamica dos fluidos, por
exemplo, a densidade nao poderia ser jamais negativa, mas nao teriamos
garantias disso sem esta propriedade. Existem outras versoes do SPH onde
esta propriedade nao precisa ser imposta, como no Reproducing Kernel Par-
ticle Method (RKPM) (Liu & Zhang 1995), que garante uma reprodugao de
maior ordem da fun¢ao e suas derivadas.

O Suporte Compacto é importante no SPH porque permite que a apro-
ximacgao seja gerada a partir de informacao local. Com informagao local, é
possivel por exemplo distribuir o processamento (como serd visto) de forma
eficiente entre diversos processadores ou nicleos de processamento, se eles
estiverem disponiveis.

A unicidade garante a consisténcia C° da representacao integral de uma
fungao continua, mostrada na equacao (2.1), mas é importante notar que
nao garante a consisténcia de ordem C° da forma discreta aproximada, como
serd mostrado posteriormente na secao 2.3, onde é feita uma discussao sobre
o que é a ordem de consisténcia e como impor a mesma para o SPH.

A condicao de decaimento também nao é uma exigéncia matematica
para convergéncia, mas é imposta para determinar que a influéncia que uma
particula exerce sobre outras sempre diminui quando aumenta-se a distancia

entre elas.

2.1.3 Escolha da Funcao Peso

Existem muitas possiveis escolhas para a funcao peso que satisfazem as
condi¢oes mostradas em 2.1.2. A maioria das funcoes de peso em métodos
MFree sao funcgoes em “forma de chapéu”, como a spline cibica mostrada na

figura 2.3. Algumas das mais freqiientemente usadas serao mostradas aqui.
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A funcao peso spline cubica:

2 _4d’ +4d’
W(z; —x) =W(d) = 4 - Ad + 4d” — %ES
0

A funcao peso spline quadrdtica:

| 1—e6d’+8d —3d"
d
0

Nas equacdes (2.9) e (2.10), o valor de d é definido por:

g lrr—af
dw dw

para d< %
para 3 < d <1 (2.9)

para d>1

para d < 1
B (2.10)

para d > 1
(2.11)

onde r é a distancia entre x e xz, e dy esta diretamente relacionado ao raio

de suavizacao h. Esta relagao direta é definida por:

dW:O[h

(2.12)

onde « é uma constante referenciada como fator de escala. A escolha desse

fator pode variar de acordo com a funcao nicleo sendo utilizada. Valores

tipicos para este fator estao na faixa de 2 a 5, dependendo da funcao nicleo

sendo utilizada e da densidade de particulas no dominio. Na pratica, dy

define o tamanho da regiao de influéncia de um no sobre seus vizinhos.

Outra opgao para fungao peso é a gaussiana (Laguna 1995):

1 6_(%)2 para

0 para

>3 ==

<«
(2.13)

>«
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onde r = |zy — x| é a distancia e d = 1,2,3 denota o nimero de dimensoes
do problema.

As fungoes peso nas equagoes (2.9) e (2.10) tém a vantagem de serem
computacionalmente mais leves e facilmente calculadas quando comparadas
a (2.13), pois esta ultima precisa de um fator de escala maior, tipicamente
a ~ 5 (Laguna 1995). A vantagem da gaussiana é que ela é suave até uma
ordem infinita de derivadas, enquanto as duas primeiras sao suaves até um

nimero finito de derivacoes, como mostra a figura 2.1.

-2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1.9 2
r'h

Figura 2.1: Spline ciibica e suas derivadas de primeira e segunda ordem com
a = 2. (Liu 2003)

2.2 Aproximacao por Particulas

Para discretizar a equacao (2.4) é usada uma quadratura nodal conhecida

como aproximagao por particulas. A integracao é substituida por uma soma
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sobre um conjunto de particulas espalhadas no dominio. A equacao é rees-

crita como:

u(x) = Z W (x; — x, h)u(z;)w; (2.14)

onde z; é a posicao da particula j, h é o raio de suavizagao definido para a
posicao x e w; ¢ uma medida do dominio de suporte da particula j ou volume

desta particula, definido por:

(2.15)

A figura 2.2 ilustra uma distribuicao de particulas em um dominio €.
A regiao de raio ah em torno da particula na posicao x contém o conjunto
de particulas denominado como particulas vizinhas mais préoximas ou NNP
(nearest-neighboring particles). O somatério em 2.14 é sobre este conjunto
de particulas e N é, portanto, o numero de particulas vizinhas a posicao x.
Assim fica claro que quanto maior for o raio de suavizacao ou o fator de
escala, maior o nimero de termos naquela soma e portanto maior é o custo
computacional na aproximagao.

As particulas podem ser espalhadas de forma uniforme ou nao uniforme
sobre o domfnio. E por isso que é importante ressaltar que na equagao (2.14)
cada particula pode (e muitas vezes deve) ter valores diferentes para o raio
de suavizacao. Uma distribuicdo nao uniforme de particulas permite que
se aumente a concentracao das particulas em areas criticas, onde existem
grandes variagoes na funcao sendo aproximada.

A aproximagao por particulas é uma aproximagao para equagao (2.4) e

portanto esta é a segunda aproximacao que fazemos no SPH. Quando esta
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Figura 2.2: Aproximagao por particulas no SPH

aproximagcao ¢ usada, o erro de integracao gerado pela discretizacao depende
da distribuicao das particulas. O menor erro é obtido com uma distribuigao

uniforme das particulas. Neste caso, o erro € para uma derivada de ordem n

e=0 (h‘" (%)2> (2.16)

onde Ax é a distancia entre as particulas. Levando também em conta o

¢ dado por :

erro da aproximacao da representagao integral conclui-se que o erro do SPH
é dado por h? + h™"(Az/h)?. Em (Laguna 1995) é mostrado que o erro
de aproximagao da formulagao do SPH tem a mesma ordem do FD usando
uma distribui¢ao uniforme de particulas e o erro absoluto de aproximacao
sera exatamente o mesmo se para cada ponto do grid de FD criarmos trés

particulas do SPH.
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2.3 Consisténcia no SPH

A ordem de consisténcia de uma aproximacao de uma func¢ao é uma im-
portante medida de quao bem um método pode aproximar fungoes. Um
método é dito de consisténcia C° se pode reproduzir com exatiddo uma
funcao constante, consisténcia C! se pode reproduzir um polinémio de grau
um, consisténcia C? se pode reproduzir um polindmio de grau dois, e assim
por diante. Quanto maior for a ordem de consisténcia, mais robusta sera a
aproximacao em questao.

Nesta secao é apresentada uma discussao sobre a imposicao de con-
sisténcia no SPH. Primeiramente é necessario observar que foram feitas duas
aproximacoes. A primeira é a utilizagao de uma funcao Kernel para aproxi-
mar a funcao Delta de Dirac, na representacao integral da funcao. A segunda
é na aproximacao por particulas, ou seja, na etapa de integracao. A imposicao

de consisténcia serd avaliada separadamente para cada um destes casos.

2.3.1 Consisténcia na Representagao Integral

A aproximacao do SPH ¢ dada pela equagao (2.4). Para que esta aproxi-
macao tenha consisténcia de ordem zero é necessario que ela reproduza uma

constante c. Portanto queremos u" = c. Substituindo em (2.4) obtém-se:

uz)'=c = [, W(E -z he)dE=c
= cJ,W(E—az,h)dé=c (2.17)
= [ W -z h)dE=1
Na equac@o em (2.17) temos uma condigao que ja haviamos exigido como

caracteristica da funcao niucleo na secao 2.1.2. Portanto, a aproximagao que

use como funcao nicleo qualquer uma das fungoes mostradas na secao 2.1.3
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tem consisténcia de ordem zero (C?).
Para impor a consisténcia C*, a aproximacao SPH deverd ser capaz de
reproduzir uma funcéo linear u(z) = ¢y + c;z. Novamente substituindo na

equagao (2.4):

w@) =co+ar = [+ adW(E—z,h)dE=co+cax
= o JoWIE—a h)d
+c1 JoEW(E — 2, h)dE = co + crx (2.18)
fQ W(—x,h)dé =1
JoEW(E — 2, h)dE ==

A primeira imposicdo na equacdo (2.18) é a mesma imposta na
equagao (2.17) e que ja é satisfeita pela fungao nicleo. Ainda é preciso garan-
tir que a segunda imposigao na equacgao (2.18) seja satisfeita. Multiplicando

a equagao (2.17) por z obtém-se:

/QxW(f —x,h)d¢ =z (2.19)

Agora, subtraindo da segunda condi¢ao imposta na equacao (2.18) a

equagao (2.19) obtém-se:

Jo (€ =2)W (& =z, h)de =0 (2.20)

A equagao (2.20) mostra que o primeiro momento da funcao nticleo deve
se anular. Para que tal condicao seja satisfeita, é necessario que a funcao
nicleo seja simétrica em torno da origem, ou seja, ela deve ser par. Pela
figura 2.3 percebe-se claramente que esta condigao é satisfeita. Portanto
a funcao tem consisténcia de primeira ordem no interior do dominio. No

entanto, perto dos contornos da regiao €2 isso nao ocorre. Nos contornos, a
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funcao nucleo é truncada e vale 0, deixando portanto de ser uma funcgao par,

como ilustrado na figura 2.4.

7 T
raio de suavizagdo 0.1
raio de suavizagdo 0.2
6 raio de suavizag&o 0.3 [
5 L .
(=}
o]
£ 4t i
2
o]
©
S 3t ,
<
>
2 L .
1 - -
O FERE o Il s N
-1 -0.5 0 0.5 1

Posicéo
Figura 2.3: Spline cibica 1D para diferentes raios de suavizacao com a = 2.

Uma das maneiras de contornar o problema é redefinindo a fungao ntcleo
de forma que o truncamento nao implique em uma funcao nao par. Uma
das maneiras de fazé-lo é através do Reproducing Kernel Particle Method
(RKPM) (Liu & Zhang 1995). No entanto, optou-se aqui pela utilizagao de
outro método, que além de garantir a consisténcia C! para a representacao
integral, ird também garantir a consisténcia de primeira ordem na aproxima-

¢ao por particulas, como serd mostrado na préxima secao.

2.3.2 Consisténcia na aproximacao por particulas

Pelo que foi visto até aqui, viu-se que a forma integral do SPH com uma
J
funcao nticleo convencional tem consisténcia C' no interior da regido. Esta

consisténcia é chamada de consisténcia nticleo ou de aproximacao e esta rela-
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Boundary

Figura 2.4: Funcao nicleo préxima ao contorno do problema. (Liu 2003)

cionada com a aproximagao integral continua do SPH. Satisfazer uma deter-
minada consisténcia nicleo nao implica necessariamente que a aproximacao
por particulas correspondente também satisfara a condi¢ao de consisténcia
discretizada. Esta discrepancia entre a aproximacao por particulas e a apro-
ximagao continua é denominada inconsisténcia de particula.

Quando utiliza-se a aproximacao por particulas com uma distribuicao
nao uniforme de particulas, a consisténcia de primeira ordem é quebrada
para regides no interior do dominio €2, longe do contorno. As condigoes de

consisténcia em (2.17) e (2.20) em sua forma discretizada sao:

Z Wi(x; —x, h)w; =1 (2.21)
Z (xj —x)W(x; —z,h)w; =0 (2.22)

A inconsisténcia das particulas é uma manifestacao da discrepancia entre
estas equagoes espaciais discretizadas e as aproximagoes na forma continua

correspondentes.
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Embora a fungao niicleo (na forma continua) seja par, a avaliacao desta
funcao em pontos diferentemente espacados leva a uma aproximacao dis-
cretizada que nao é par, devido a contribuicao desbalanceada das particulas
nas somas, como mostra a figura 2.5. Com isto, a condi¢ao na equagao (2.22)
nao ¢ satisfeita. Nas regioes proximas ao contorno, mesmo para distribuicoes
uniformes de particulas, o lado esquerdo da equagao (2.21) é menor do que
1 e o lado esquerdo da equagao (2.22) nao serd nulo, gracas ao truncamento
da fungao nicleo nas bordas (veja figura 2.4). Assim o método SPH néo tera
consisténcia C° ou C' na aproximacao por particulas. Este problema ¢ a

causa direta para baixa precisao associada ao SPH original.

25
spline discretizada
y (n&o uniforme)
ol \ — — —spline continua
(=]
‘8 15¢
c
2
)
k=l
&
s
051
0% . ©
-1 -0.5 0 0.5 1

Posicédo

Figura 2.5: Inconsisténcia na aproximagao por particulas nao uniforme.

Além dos problemas apontados nos paragrafos anteriores, é preciso
também escolher de forma coerente o raio de suavizacao h em funcao da
distribuicao de particulas no dominio. Em um dominio unidimensional e
usando uma spline cubica, com distribuicao uniforme das particulas, o SPH
terd consisténcia C° uma vez que a equagao (2.21) sera satisfeita. Mas nao

serd qualquer escolha de h que ird satisfazer tal condicdo. Se o raio h for
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muito pequeno em relagao ao espacamento, por exemplo, corre-se o risco de
que uma particula nao tenha nenhuma particula em sua vizinhanca, fazendo
assim com que a fungao nicleo discretizada seja representada em apenas um
ponto, resultando em uma funcao nicleo discretizada descontinua.

De forma geral, a inconsisténcia de particulas é originada a partir da
discrepancia entre a aproximacao nucleo do SPH e sua aproximacao discreta.
Particulas préximas a fronteira, irregularmente distribuidas e a variacao do
raio de suavizacao sao fatores que podem levar a inconsisténcia da aproxi-

magcao por particulas do SPH original.

2.3.3 Imposicao de Consisténcia

Para restaurar a consisténcia na aproximacao por particulas, diferentes
métodos foram propostos. As abordagens mais recentes usualmente envolvem
algum tipo de normalizagao ou a reconstrucao da funcao de aproximagao. A
reconstrugao da fungao nicleo pelo RKPM leva a uma fungao Kernel negativa
em alguns pontos da vizinhancga, fazendo com que a propriedade positividade
(veja 2.1.2) nao seja obtida.

Baseados na expansao em série de Taylor da aproximacao de uma funcgao
no SPH, (Chen et al. 1999) desenvolveram o método Corrective Smoothed
Particle Method (CSPM). A aproximacao kernel (ou representagao integral)
corrigida é obtida a partir da expansao em série de Taylor em torno da posicao
de uma particula 7. Ao invés de fazer a expansao em torno de uma posi¢ao
de uma particula, sera feita aqui a expansao em torno de uma posicao x
qualquer do dominio 2. Em uma dimensao esta expansao é dada por:

(5 B x)Q "

w(é) = u(x) + (£ — 2)u'(x) + S U (x)+ ... (2.23)
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Multiplicando os dois lados da equacao (2.23) pela func¢ao nucleo W e

integrando sobre todo o dominio:

Ju@QW(E = h)dE = u(z) [W(E —2,h)dé+

(2.24)
u'(z) [(§—2)W(—a,h)dE+ ...

Agora, se todos os termos envolvendo qualquer derivada de w na
equagao (2.24) forem omitidos, obtemos uma aproximagao para a fungao

u(§) na posigao x:

Ju@WI(E — =, h)dg

A aproximagao expressa na equagao (2.25) tem consisténcia C! no interior

u(z) = (2.25)

da regiao €2 e também em regioes préximas a fronteira. De fato, comparando
as equagoes (2.4) e (2.25) observa-se que para regioes no interior do dominio
as aproximagoes kernel do SPH original e do CSPM sao idénticas, devido a
condicao de unicidade imposta na funcao ntcleo.

A aproximacgao por particula correspondente para uma fun¢do u(x) em
uma particula ¢ pode ser obtida usando uma soma sobre as particulas vizinhas

para cada termo da equagao (2.25), resultando em

S u(x) W (s — X4, ha)w

Uh(Xz) =
Z;\;l W(Xj — X, hi)wj

(2.26)

onde N ¢é o nimero de particulas no conjunto NNP da particula i e h; é raio
de suavizagao definido para esta mesma particula. Usando a equagao (2.25)
pode-se também obter uma aproximacao para a derivada de uma fungao,

seguindo procedimento analogo ao mostrado em 2.1, obtendo-se:
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J (&) — u(x:)[VW(§ — x4, hy)dE
f [5 - fi]VW(f - Iy, hz‘)df

A aproximacao por particulas correspondente a equagao (2.27) é dada por:

Vu(z;)" = (2.27)

) lula) = (@) [VW (2 — @i hi)w;

J

SV g — W (s — m4, ho)w;

J

Vu(z)" =

(2.28)

As equacoes de aproximacao do CSPM para derivadas também tém con-
. 't N . d d Cl .-~ . 't . . t A . CO .« ~
sisténcia de ordem para regides interiores e consisténcia para regioes
proximas ao contorno.
Uma outra abordagem mostrada em (Liu & Liu 2006) tem a vantagem de
ter consisténcia C'!' também nas bordas. Ela também é baseada na expansao
em séries de Taylor de uma funcao em torno de um ponto x;. Esta expansao

para uma funcao multidimensional é dada por:

(x* = x) (X" = x7)
2!

u(r) = u(x;) + (X% — xF)ua(x:) + Ua (X)) + ... (2.29)

onde u, ¢é a derivada da funcao u em relacao a uma coordenada « e onde «
e v sao coordenadas dimensionais variando entre 1 e d, sendo d o nimero de
dimensoes.

Seguindo os mesmos passos do CSPM, ou seja, multiplicando ambos os
lados por uma funcao nicleo e omitindo suas derivadas de duas ou mais

ordens, obtém-se:

Ju@W (€ —xi, hy)dE = u(x;) [ W(E — x4, hy)dé+

(2.30)
U (%) [ (6% = xF)W(§ — x4, hy)dE
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Ju(©)Wp(& — x4, hi)dE = u(x;) [ Wp(E — xq, hy)dé+
U (%) [ (€% = xF)Wps(§ — x4, hi)d§

Aqui, § é um indice de dimensao repetido de 1 até d. As equagoes (2.30)

(2.31)

(2.31) s@o na verdade d + 1 equagdes de um sistema com d + 1 varidveis

e
(f(x;) e f(xi)a). Resolvendo o sistema, obtém-se:

J (e d5 J e - q> Wi(€)de
fu df f fa_x <€)d€ (2.32)

J <£a—x-> Wi(€)de

szﬁ df S Wi g(§)d¢

S Wi(&)de Ju(&W;(€)de

b S Wip(&)de [ (&% —x¢)Wip(&)dE (2,33
JWi€)ds [ (§* —x7)W;(§)d€
S Wip(&)ds [ (> —x)Wip(§)dE

As aproximagoes por particulas correspondentes sao dadas por:

‘ SN u(z)Wil)w;, 37 (% — x)Wilx;)w,
SN ul)Wiglaew; 307 (2% = x0)Wig(w))w;
I S Wiy S (a7 — X0 Wila)e
S Wis(zw; 327 (2% = x0)Wip(5)w;

(2.34)

U; =

> Wil )w; S ) Wila;)w

wo = > Wislzj)w; D20 (aF —x0)Wig(a))w; (2.35)
S¥ Wilzj)w; 7 (28 — x0)Wi(z))w
S Wis(zjw; 327 (28 — X)W p())w;

Nas equagoes (2.32) a (2.35), u; = u(x;), Wi(§) = W(§ — x;, h;) (funcado
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nicleo centralizada em x;) e Wy; = W(x; — x;, h;).
Nas equagoes (2.30) e (2.31) apenas as derivadas de ordem maior ou igual
a dois sao omitidas, enquanto no CSPM as derivadas de qualquer ordem eram

omitidas. Este é o motivo pelo qual estas aproximacoes tem consisténcia C?

(Liu & Liu 2006).



Capitulo 3

SPH para Problemas de

Eletromagnetismo

O SPH pode ser aplicado na resolugao de problemas do eletromagnetismo.
Neste capitulo, as equagoes corrigidas mostradas na secao 2.3.3 sao aplicadas
as equacoes de Maxwell para solucao de problemas dependentes do tempo,
conforme sugerido por (Ala, Francomano, Tortorici, Toscano & Viola 2006b).
Estas equacoes sao modificadas para que seja aplicado o método de camadas
perfeitamente casadas (PML - perfectly matching layers), tornando possivel
a imposicao de condigoes de contorno absorventes. Em seguida, uma breve
discussao sobre a imposicao de condigoes de contorno de Dirichlet também é
feita, onde apresenta-se um sistema de equagoes que deve ser resolvido para

imposicao destas condigoes.

29
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3.1 SPH aplicado a Problemas de
Propagacao

Por ser um método pensado inicialmente para resolucao de problemas
de hidrodinamica, espera-se que o SPH também tenha bons resultados na
resolucao de problemas dinamicos no eletromagnetismo. Nesta secao a apro-
ximacao do SPH serd usada para obter uma forma de aproximar as derivadas
espaciais nas equacoes de Maxwell dependentes do tempo.

Serda mostrada aqui a aplicacao do SPH com as alteragoes do CSPM,
mostradas na secao 2.3.3, para resolucao das equacoes de Maxwell depen-
dentes do tempo para ondas TMz. Estas equacoes tem derivadas espaciais e
temporais. O SPH serd usado para aproximar as derivadas espaciais enquanto

um esquema leap-frog serda usado para solucao das derivadas temporais.

3.1.1 Equacgoes de Maxwell Dependentes do Tempo

Considere as equacgoes de Maxwell dependentes do tempo, em um meio

isotropico, nao dispersivo, e sem correntes, definidas por:

OF 1

— H 1
ot eoerv % (3.1)
0H 1
— = - VX FE 3.2
ot o Ly ( )

onde E e H sdo os campos vetoriais elétrico e magnético, €y e jio sao a
permissividade e a permeabilidade do vécuo, e €, e pu, sao a permissividade
e a permeabilidade relativas do meio de propagagao respectivamente.

Por simplicidade, neste trabalho serao consideradas as equacgoes de

Maxwell dependentes do tempo em trés dimensoes no modo TMz, ou seja, o
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campo magnético tem componente z = 0 e o campo elétrico tem componentes

x=0ey=0. Assim, as equagoes se tornam:

oE. 1 (0H, OH,
ot eoer < oz y ) (3:3)
0H, 1 OF,

= —_— 3-4
ot foftr Oy (3:4)
0H, 1 OE.

3.1.2 Aplicando o SPH nas Equacoes de Maxwell

Inicialmente, considere um dominio de interesse ) qualquer. Para aplicar
o CSPM ¢é preciso espalhar sobre este dominio um conjunto de particulas
onde serao feitas as aproximacgoes do método. As derivadas das componentes
dos campos elétrico e magnético nas equagoes (3.3) a (3.5) serao substituidas
entao por suas aproximagoes no CSPM feitas a partir das particulas dis-

tribuidas. Estas aproximacoes sao:

" Al x;) — H, ()W (%) w;
(8[’[5;&)) _ Zg=12(§\z((;j - )Zz;;/i)(z/j;; j)w; (3.6)
(T5) = B

" N xX;) — E(x)) Wi (%) w;
(5) - S

" il x;) — E(x;))Wi (X )w:
<8E5;XZ)) _ Z]=§§;Zl((;j - iZ)(W/fj(I:;,)yi]J) J (3‘9)
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onde x; ¢ a posicao da particula i e W, ¢ a funcao nicleo centralizada na
posicao da particula i derivada em relagao a x (respectivamente para j e y) e
N é o conjunto de indices das particulas vizinhas de i. Agora, reescrevendo
as equagoes de Maxwell utilizando as novas aproximacoes, obtém-se uma

maneira de aproximar estes campos nas posicoes das particulas:

o S (x5 — X)) Wia(x))w;
B ]=1 (Zz(xj H,(x 2>)Wi,y(xj>wj> (3.10)
ZJ 1 (%5 = %) Wiy (%) w;
D i1

OFE.(x;) <Z§V 1 (Hy(xj) = Hy(x:)) Wi o (%) w;

0H, _ 1 j= (ﬁz( ) Ez(xi))WLy(Xj)wj (3.11)
ot Hopbr D000 (%5 — %) Wiy (%5)wj

0H, _ 1 Zj:l (5( X;) — E.(x:))Wi o (X)) w; (3.12)
ot ot Y (X5 — X)W 2 (X )w;

Pelas equagoes (3.10) a (3.12) percebe-se que existem duas fungoes sendo
aproximadas: o campo elétrico, com componente unica E, e o campo
magnético com componentes H, e H,. Nas equagoes também fica claro a
interdependéncia entre estes campos, umas vez que a variacao temporal do
campo elétrico esta relacionada a derivada espacial do campo magnético, e

vice-versa.

3.1.3 Resolvendo as Derivadas Temporais

Para obter o esquema final utiliza-se uma aproximacao por diferencas cen-
tralizadas para as derivadas temporais. Desta maneira, quando computam-se
as equagoes intervalares é necessario introduzir relagoes na posigao espacial
mutua entre as componentes do campo elétrico e magnético: as componentes

de H devem estar localizadas entre as componentes do campo E no espago e



CAPITULO 3. SPH PARA PROBLEMAS DE ELETROMAGNETISMO 33

no tempo. Para satisfazer esta condicao, as particulas serao entao divididas
em dois grupos distintos: o grupo das particulas elétricas e o das particulas
magnéticas. As particulas do primeiro grupo devem guardar apenas os valo-
res nodais referentes as componentes do campo magnético e as do segundo,

do campo elétrico. O esquema final fica assim:

B k) = BN R+ o (Zj:l e T
€0€r 2o (X5 = x)Wia(x5)w;
_Zj=1 (}]IV;(XJ) - H;Z(Xi))M,y(Xj)wj) (3.13)
2 jm (3 = X)Wy (%))
Hy(x) = Hp(x)
N B ) — BT (e VW (0 ws
B At Zj:l (EZN (XJ) Ez ( z))VVZ,y( J) J (314)
Holr Zj:l (x5 = %) Wiy (x;)w;
) — Hx)
N "3 ) — BT (e VI (s
s (EzN () — Bz * (%)) Wia (%)) (3.15)
Hoptr Do (% = X)W (x))w;

Repare que nas equagoes (3.13) a (3.15) o grupo de particulas vizinhas
a ser considerado nos somatoérios nao é mais o NNP, mas sim um NNP de
particulas que nao sejam do mesmo grupo da particula ¢ onde a aproximacao
esta sendo calculada. Em outras palavras, apenas particulas elétricas po-
dem ser consideradas vizinhas de uma particula magnética e vice-versa. A
figura 3.1 ilustra este esquema.

O passo de tempo na integracao temporal das equagoes (3.13) a (3.15)
estd sujeito as condigdes de estabilidade de Courant-Friedrichs-Levy (CFL)
(Taflove & Hagness 2000). Esta condigao exige que o passo de tempo seja pro-

porcional a menor resolucao espacial, que na formulacao SPH é representado



CAPITULO 3. SPH PARA PROBLEMAS DE ELETROMAGNETISMO 34

6 O
@

O XOXX?S
xOQOXO X

Figura 3.1: Distribuicao nao uniforme de particulas no SPEM

pelo menor raio de suavizagdo (Liu & Liu 2003). Assim, a condigao de

estabilidade CFL no SPEM pode ser escrita como:

V2eAt

hmm

S =

<1 (3.16)

onde ¢ é a velocidade da luz e h,,;, é o menor raio de suavizagao e At é o
passo de tempo.

O procedimento mostrado aqui para aplicagao do CSPM pode ser facil-
mente estendido a outras equagoes do eletromagnetismo. De fato, vamos
fazer pequenas alteragbes nas equagoes para acoplar o método PML nas

proximas segoes.

3.1.4 Condicoes de Contorno no SPEM

A resolucao das equagoes diferenciais mostradas na secao 3.1 fornecem
um esquema para calcular a variacao do campo no interior de um dominio €2.
Porém é necessario ainda investigar a correta forma de se impor as condigoes
de contorno. Uma dificuldade encontrada neste aspecto é que as funcoes
de forma do SPH nao satisfazem a propriedade do delta de Kronecker e,
portanto, a imposicao de condi¢oes de contorno de Dirichlet exige a utilizacao
de métodos especificos.

Se nenhuma condigao de contorno em especial for determinada sobre as
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particulas e nao houver nenhuma particula em uma determinada direcao a
partir do contorno, as ondas incidentes serao refletidas como se um condutor
perfeito envolvesse este (Ala et al. 2006a).

Nesta secao sao apresentados os tratamentos para imposicao de condig¢oes
de contorno de Dirichlet e condigoes de contorno absorventes, estas tltimas

utilizando o método PML.

Condicoes de Contorno de Dirichlet

A imposicao de condigbes de contorno de Dirichlet passa pela fixacao do
valor do campo no contorno do problema. Infelizmente o SPH nao satisfaz a
propriedade do delta de Kronecker, ou seja, o valor do campo nao pode ser
definido sobre uma particula a partir apenas do parametro nodal da mesma.
Assim, impor um valor de campo sobre um conjunto de particulas envolve a
resolucao de um sistema linear. Na secao 3.1.5 é mostrado o sistema linear

que deve-se resolver para impor os campos sobre as particulas.

Condigoes de Contorno Absorventes

A imposicao de condi¢oes de contorno absorventes pode ser feita através
do bem conhecido método das camadas perfeitamente casadas (PML-
perfectly matching layers). Este método foi introduzido em (Berenger 1994)
como um método para simular problemas de espaco livre. Ele é baseado na
definicao de um meio onde ondas incidentes sao gradativamente absorvidas
pelo meio, evitando assim reflexdes esprrias.

O método PML sera aplicado aqui para tratar as equagoes (3.3) a (3.5).
Quando trata-se de ondas no modo TMz, como ¢é o caso, a componente F,
do campo elétrico ¢ quebrada em duas novas componentes £, e E, no meio

PML. Neste meio, as equacoes (3.3) a (3.5) se tornam:
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EOagt”JraxEm = % (3.17)
eoaaE;y+ayEzy = —8;; - (3.18)
uoagx—Fa;Hx = —a(Ewa—ZEzy) (3.19)
uo%JrJ;Hy _ W (3.20)

onde os varios o e ¢* sao condutividades elétrica e magnética respectiva-
mente.

Neste sistema de equacoes, se 0, = 0, entao as duas primeira equacoes
podem ser unificadas em uma tnica e o meio PML se reduz a um meio usual.
Além disso, se 0, = 0, = 0} = 0, = 0 este sistema se reduz as equagoes (3.3)
a (3.5).

E importante ressaltar que se o, = o, = 0 o meio PML sera capaz
de absorver apenas onda plana propagando no eixo x mas nao uma que se
propaga no eixo y, e analogamente para o, = o, = 0. Estas propriedades dos

meios PML (0,,0%,0,0) e (0,0,0,, O'Z) tem uma relagao proxima com outra:

== (3.21)

Se esta propriedade é satisfeita para os meios citados, entao nas interfaces
entre o vacuo e o meio, normais respectivamente a x e y, estes dois meios nao
ativam nenhuma reflexdo de ondas eletromagnéticas (Berenger 1994). Estes
meios sao a base do PML.

O dominio computacional pode agora ser cercado por meios absorventes
de acordo com a dire¢ao das ondas incidentes. A figura 3.2 (Berenger 1994)

ilustra todos os possiveis meios PML e em que situacoes cada tipo de meio
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deve ser usado.

* *
PML (O, , 9x; , Oyz, Oya) ‘ Pl‘ﬁafoxz-":zroyzro;z)

B2

PML (0, 0, Sy2, Oy2)

B1

Outgoing Waves

. pm‘(OKZ‘G;ZIOIO}

BML(Ox,, Ox1,0,0)

*
pm(ol Onoyi'OYI)

* * .
PML (Gx;, Ox1, Oy . Oy, } PML(Oxz.OQz.Oy“OJL)

Perfect conductor

Figura 3.2: Meios PML para absorcao de ondas incidentes para todas as
possiveis diregoes de propagagao. (Berenger 1994)

A uma distancia p de qualquer interface entre o vacuo e o meio PML a

magnitude da componente de campo é dada por:

w<p) _ w(o)ef(acos(H)/eoc)p (322)

onde 6 é o angulo de incidéncia em relacao a interface, e o pode ser o, ou o,,.
Apés cruzar a camada PML, a onda é refletida pela condicao de condutor
perfeito no fim do dominio e entao, depois de um segundo cruzamento, ela
pode voltar ao dominio computacional. Assim, para uma borda de espessura

0, um fator de reflexao aparente pode ser definido por:
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R(§) = e~ 2ocos(0)/c00)5 (3.23)

A equagao (3.23) nos mostra que a reflexdo é uma fungao do produto
6. Em implementagoes do PML para o FDTD, utilizam-se algumas poucas
células na borda PML. No SPEM serao usadas também algumas particulas
de profundidade nestas bordas. Repare que na borda PML pode-se usar uma
distribuicao uniforme de particulas sem que o mesmo aconteca no interior do
dominio de interesse 2. Para particulas mais distantes da fronteira entre
o vacuo e o meio PML, utilizam-se valores gradativamente maiores de o.
Assim, a condutividade cresce, partindo de zero na interface entre a camada
PML e o interior do dominio, e chegando até um valor maximo o, no limite
da borda PML com a regiao exterior.

Escolheu-se aqui utilizar a fun¢ao proposta em (Berenger 1994) para de-

terminar os valores de o. Eles sao definidos pela seguinte equacao:

o(p) = om (g)" (3.24)

onde p é a distancia até a fronteira entre os meios, § é a grossura do meio
absorvente e n ¢ um inteiro (usualmente usa-se 3 ou 4).

O valor de 0, (condutividade maxima) deve ser escolhido de acordo com
o valor maximo de reflexao desejado. Para a condutividade definida pela

equagao (3.24), o fator de reflexdo é definido por:

R(©) = e~ (2/(n+1))(omd/eoc) (3.25)

Considerando um angulo de incidéncia nulo, e definindo como reflexao dese-
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jada a precisao numeérica 1, obtém-se o valor de o,,:

In(y)(n + 1)egc
20

(3.26)

Om = —

A partir das equagoes (3.17) a (3.20) pode-se seguir os mesmos passos
mostrados na secao 3.1.2 para se obter um meio PML no SPEM. O esquema

final obtido é:

N
a1 1l A - HM(x )W (X5 )w;
Ez;r2(Xi> = FE. 2(Xi) + t ( Z]\?_l y( ]) ’ ( J) !
€or 2;’:1 (x; — X)) Wi 2 (x)w;
N
L HM(x )W (X5 )w;
_ Z]\?l y( ) ) ( J) J sz(xl)> (327)
Zj:l (xj — xi) Wi o (x)w;
n+l n—1 At Zjvzl H3 (%) Wiy (x)w;
By 2 (xi) = Ezy (%) — N
€oer \ D_imy (x5 — %) Wiy (x5)w;
_ Zjvzl H3 (xi) Wiy (x))w;

— oy (X 3.28
S (5 = xi) Wiy (3w ( )> 2%

H'"(x3) = H'(x;)—

- %Hﬁxi)) (3.29)

X
Hn+1 X; = X;) +
Y ( ) y( ) Lo [ Zj\; (XJ —Xi)sz(XJ>w]
N n+i
. Ez 2 X WZE Xj)Wj
_Z)]{l ( ) ) ( J) J —O'ZH;}(XZ‘) (330)
D=1 (X5 = i) Wi (x))w;
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3.1.5 A falta da Propriedade do Delta de Kronecker
no SPH

No SPH os parametros nodais sao diferentes dos valores aproximados das
fungoes na posicao dos nés, ou seja, vale a desigualdade u(x;) # u”(z;). Isso
acontece porque, em geral, as fungoes de forma nao possuem a propriedade
do delta de Kronecker, ou seja, em geral existem nds i e j (i # j) tais que
W(x; — x;,h)w; # 0. A falta da propriedade do delta de Kronecker traz
como conseqiiéncia a dificuldade da imposicao de valores para fungoes sobre
as particulas.

Considere a aproximacao por particulas usada no SPEM, definida pela
equacao (3.29). Repare que do lado esquerdo desta equagao temos o valor da
fungao H™! na posigao da particulai. Assim, quando utiliza-se esta equacao,
deseja-se impor sobre a particula ¢ o valor do campo, mas na memoria do
computador é guardado apenas o valor do parametro nodal. E necessdrio
calcular de alguma forma o valor que se deve guardar para o parametro
nodal da particula ¢ e também para os parametros nodais de suas vizinhas,
de forma que o somatdério mostrado na equagao (2.14) resulte no campo que
deseja-se impor sobre a particula i. Generalizando o raciocinio, deseja-se
impor sobre uma particula ¢ um valor de campo f; . Logo, a igualdade

mostrada na equagao (2.14) precisa ser valida para este valor:

fi= Z Wz — x;, h)u(z;)w; (3.31)

O conjunto N de particulas vizinhas a particula ¢ inclui a prépria particula



CAPITULO 3. SPH PARA PROBLEMAS DE ELETROMAGNETISMO 41

i. Explicitando o termo envolvendo u(x;) na equagao (3.31) obtém-se:
N
fi = Z W(LUJ — Ty, h)u(xj)wj <
J

N

fi = u(x)Wi(x; — x;, h)w; + Z Wi(x; — x;, h)u(zjw;, <=
J#1

Zj\;z _W(Ij — Ty, h)“(%')wj fi

) T e e W —an B

(3.32)

A equagao (3.32) permite calcular qual o valor do parametro nodal para
a particula ¢ quando o valor f; que desejamos impor para o campo na posi¢ao
desta particula é conhecido. E possivel seguir o mesmo raciocinio utilizado

acima para impor o campo desejado sobre cada particula do dominio:

g Wy — @ h)ulay)w, h
ulwn) = W0, ) W0, e
B Zj\;n —W(x; — zp, h)u(x;)w; f
ulzn) = W (0, h)wn WO n, 83

O sistema de equagoes mostrado em (3.33) pode ser escrito na seguinte
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forma matricial:

0 —Wiawy —Wisws -+ —Wihw, Uy
—Waiw; 0 —Wasws -+ —=Wapw, Uz n
| Wy —Wipwy —Wigws -+ 0 ][ U]
fl(Wllwl)il Uq
Wosws )t u
+ ﬁ(?z) =] (3.34)
fn(Wnnwn>71 Up,

onde u; = u(x;) e W;; = W(z; — x4, h).
Denominando a matriz principal em (3.34) como A, o vetor de parametros

nodais como @ e o vetor de constantes como b, temos:

+ —
Au—T1+b=0 <+—
+

(A-DNu+b=0 (3.35)

onde I é a matriz identidade. Assim, para resolver o sistema linear é preciso
calcular a inversa da matriz A — I. Observando esta matriz vé-se que seus
elementos sao constantes ao longo das iteracoes, uma vez que as particulas
nao se movem. Nao existe garantia, porém, de que a matriz seja simétrica.
Para que isto se verificasse, seria necessario que a igualdade w; = w,,_; valesse
para qualquer i entre 1 e n. Finalmente, observa-se que a matriz A — I é
uma matriz esparsa, pois apenas quando ¢ e j sao particulas vizinhas temos

Wi; # 0. Tipicamente, para problemas pouco complexos, é possivel chegar
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facilmente a uma quantidade de nés da ordem de 10* com uma quantidade
de nés vizinhos variando entre 10 e 50. Portanto, temos linhas com O(10%)
colunas com 10 a 50 colunas nao nulas.

Sem resolver o sistema matricial em (3.35) nao é possivel impor condigoes
de Dirichlet nao homogéneas sobre particulas ou impor ondas incidentes so-
bre as particulas de forma coerente. Até mesmo para atualizar os valores
dos parametros nodais das particulas utilizando as equagoes (3.27) a (3.30) é
necessario resolvé-lo. A boa noticia é que a matriz A — I s6 precisa ser inver-
tida uma tunica vez para todas as iteracoes, ja que seus elementos nao variam
ao longo das mesmas. Esta necessidade, porém, nao foi abordada na maio-
ria dos artigos envolvendo o SPH para solucao de problemas de eletromag-
netismo, como em (Ala et al. 2006a), (Ala, Francomano, Tortorici, Toscano

& Viola 2007), dentre outros.

3.2 Detalhes Computacionais

O esquema mostrado na se¢ao anterior serve como base para um algoritmo
de célculo do campo em uma regiao do espago. Nesta secao serao apresen-
tados detalhes computacionais da implementacao do método, incluindo uma
breve discussao sobres as estrutura de dados a serem utilizadas na imple-
mentacao e como tornar o algoritmo paralelo, aproveitando assim os varios

ntcleos presentes em um unico processador.

3.2.1 Algoritmo para o SPEM

No SPEM, a atualizacao das particulas magnéticas s6 pode ser feita
quando a atualizagao em todas as particulas elétricas estiverem concluidas.

De fato, pelas equagoes (3.27) a (3.30) a interdependéncia entre estas atual-
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algoritmo 3.1 Atualiza os campos elétricos e magnéticos do SPEM

Entradas: Conjunto das particulas elétricas S¥, e o das magnéticas S,
distribuidos com condicoes iniciais impostas e com condutividades o e o*
definidas.

Saidas: O campo F nas posicoes das particulas de S e o H nas posicoes
das particulas de S apés k iteracoes.
t<=0
At < CFL(S¥, sH)
para it =1: k faga

nk <« length(SF)
nH < length(SH)
para i =1:nkF faca
Atualiza o campo E da particula i de ST usando (3.27) e (3.28)
fim para
para:=1:nH faga
Atualiza o campo H da particula ¢ de S¥ usando (3.29) e (3.30)
fim para
t<=t+ At
fim para

izacoes é explicitadas nos indices das iteragoes.

O algoritmo 3.1 mostra os passos do algoritmo do SPEM. Nele, a funcao
CFL calcula o passo de tempo do algoritmo como sendo proporcional ao
menor raio de suavizagao h dentre todas as particulas elétricas ou magnéticas.

Um dos principais gargalos computacionais do SPEM é a busca por
particulas vizinhas. No SPH, como as particulas se movimentam em um
dominio, esta busca é efetuada em cada iteragao, enquanto no SPEM a busca
por particulas vizinhas sé precisa ser feita uma tnica vez, numa etapa de pré-
processamento, uma vez que as particulas sao apenas distribuidas no dominio
e sua posicao nao varia nas iteragoes. De qualquer maneira é necesséario uti-
lizar um artificio eficiente para fazer a busca por particulas vizinhas.

Em (Roy 1995) a proposta é utilizar uma grade de células quadradas de

raio ah. Cada célula tem oito células vizinhas, numeradas sequencialmente,
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de forma que se uma particula estiver um uma determinada célula, uma de
suas particulas vizinhas devera estar em uma das oito vizinhas ou na célula
desta mesma particula.

Outra opcao interessante para se fazer a busca por vizinhos é a utilizacao
de arvores de busca multi-dimensionais (kdtrees). Este tipo de estrutura
de dados ja possui implementagoes em diversas bibliotecas, como a CGAL

(CGAL 2010).

3.2.2 Algoritmo SPEM paralelo

Uma das grandes vantagens dos métodos sem malha como o SPEM ¢é o
fato de que nao é preciso impor regras na distribuicao das particulas. A
Unica restricao, no caso do SPEM, é que cada particula tenha ao menos um
nimero minimo de vizinhos.

Como a atualizacao de particulas de um mesmo tipo nao depende das
demais particulas deste mesmo tipo, sua atualizacao pode ser feita de forma
totalmente independente. A restricao imposta pelo SPEM, como visto no
algoritom 3.1, é que todas as atualizacoes em particulas elétricas tenham
sido feitas antes do inicio da atualizagao das particulas magnéticas. Assim,
uma boa estratégia de divisao de processamento no SPEM seria distribuir
particulas de um mesmo tipo igualmente para os processadores (ou nicleos de
processamento) de forma a atualiza-las em paralelo. O diagrama na figura 3.3
ilustra o fluxo de execugao do SPEM paralelo.

A forma como as particulas sao distribuidas entre os nucleos de processa-
mento afeta o desempenho do algoritmo paralelo. Uma distribuicao sequen-
cial de particulas entre processadores nao resulta em uma boa distribuicao de
carga entre os mesmos. A titulo de exemplo, considere um dominio quadrado

com particulas distribuidas uniformemente. Se dividimos o processamento
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| Initialize nodes |

la
|‘

Update Electric Update Electric eoeo Update Electric
Field Thread 1 Field Thread 2 Field Thread N

{ ! }

Update Magnetic Update Magnetic coe Update Magnetic
Field Thread 1 Field Thread 2 Field Thread N

Join Threads

Figura 3.3: Fluxo de execu¢ao do SPEM paralelo. (Fonseca et al. 2008)

destas particulas entre dois processadores de forma sequencial, como ilustrado
na figura 3.4, o balanceamento seria ideal, mas isso nao aconteceria se hou-
vessem trés processadores. Isso se explica pelo fato de que no SPEM exis-
tem menos particulas vizinhas para aquelas particulas proximas as bordas,
levando assim a um menor custo computacional no calculo da aproximacao

por particulas.

Figura 3.4: Exemplo de distribuicao de particulas sequencial para 2 ntcleos
de processamento

Uma forma de evitar este problema é fazer uma distribuicao alternada de

particulas, como mostrado na figura 3.5. Uma distribuicao aleatéria, como
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ilustrado na figura 3.6, também é uma alternativa interessante. No entanto,
para equilibrar a carga entre os processadores da forma totalmente uniforme é
preciso pré-calcular o nimero de vizinhos de cada particula e entao distribuir
as particulas de mesmo “peso” igualmente entre os processadores, alocando
as threads de execucao para processamento de particulas de mesmo peso de

forma aleatéria entre os processadores, como ilustrado na figura 3.7.

Figura 3.5: Exemplo de distribuicao de particulas para 4 nicleos de proces-
samento de forma alternada. Os indices indicam o numero identificador do
processador.

0,123 |4,5,6,7|8]9/|10,1M1]12|13|14 |15 |a

5|5 13|11, 0|12 4| 8 14|10, 9| 2|6 | 1]7|3|b

3 |1 tr/3/0}j0}j0}0}|2,2|1]2]|2|1]3)|3]|cC

a - ID da particula p - indice aleatério € - ID Thread (¢ =mod(b,4))

Figura 3.6: Exemplo de distribuicao de particulas para 4 nicleos de forma
aleatéria.
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0,12 |3|4 5|6 |7 8|9 /|10]11]12]13 |14 15
4 /16|16 4 8 | 8 |16|16 |16 |16 4 (16 /16| 8 | 8 | 4
0|3 |10|15y 4 |5 |13 |14)4 1, 2|6 |7 |89 11 12
4 14,4, 48| 8|8|8])16|16|16|16| 16| 16| 16| 16
1,23 |]02|0|1,3}y3|4 1|62 ,5|0)|7
1,230 g2|0|1,3§3|]0|1}2]2,1]0)3

a,c - ID Particula b,d - NUmero de vizinhos
f-1D Thread (f = mod(e,4) )

e - Indice aleatorio

o

o O

o

Figura 3.7: Exemplo de distribuicao de particulas para 4 nicleos, separando

as particulas por niimeros de vizinhos.



Capitulo 4

Testes e Resultados

4.1 Implementacao

O SPEM foi implementado utilizando a linguagem C++. Cada particula
é um objeto da classe de particulas e possui parametros de raio de suavizacao
h, posicao da particula, tipo da particula e valores do campo na posicao da
particula, que podem ser do campo elétrico ou magnético dependendo do
tipo.

A forma como as particulas sao distribuidas pode variar dependendo do
problema sendo resolvido. Na maioria dos problemas optou-se pela dis-
tribuicao uniforme das particulas, onde a consisténcia C' é garantida no
interior e nas bordas do problema. Uma comparacao entre os resultados
obtidos para distribui¢oes uniformes e nao uniformes também é mostrada.

Os valores iniciais dos campos nas posicoes das particulas também deve
ser definido de acordo com o problema que se pretende resolver. Nos pro-
blemas propostos neste trabalho, os campos inicialmente sao nulos. O al-
goritmo 3.1 foi implementado para atualizar os campos nas particulas e a

funcao nucleo utilizada foi a spline cibica mostrada na equagao (2.9). Como

49
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apenas derivadas de primeira ordem sao usadas na formulacao do SPEM, o
fato da funcao nao ter derivadas suaves de ordem superior a 3 nao impactara
na solucao obtida.

A implementacao é paralela e a atualizacao dos campos é feita sepa-
radamente em cada processador. Uma das opgoes para se fazer uma imple-
mentagao paralela é a API OpenMP (Ope n.d.), amplamente utilizada por
ser facil de se utilizar e exigir poucas modificagoes no cédigo sequencial. Uma
alternativa é a biblioteca C++ BOOST Thread Library (BOO 2009), desen-
volvida para encapsulamento orientado a objetos de threads de execucao.
Para aqueles acostumados ao paradigma de orientagao a objetos, esta iltima
opcao serd mais familiar e facil de usar. Embora a OpenMP também seja
facil de se utilizar, ela exige suporte nativo do compilador a sua API, o que
nem sempre esta disponivel. Nas implementacoes paralelas deste trabalho
optou-se pela utilizacao da BOOST.

Neste capitulo serao mostrados os problemas usados para validacao dos

modelos computacionais do SPEM e os resultados obtidos serao discutidos.

4.2 Problema de Propagacao 1D

Embora a formulacao apresentada nos capitulos anteriores seja aplicada
as equacoes de Maxwell para ondas TMz, é sempre uma boa idéia avaliar o
desempenho de um método aplicado inicialmente a um problema 1D. Sendo
assim, a primeira implementagao considerada foi para solu¢ao de um pro-
blema unidimensional, onde o campo elétrico possui componente tUnica F, e
o magnético componente tinica H,, com dire¢cao de propagacao ao longo do

eixo z. Aplicando estas consideracgoes as equacoes de Maxwell, obtém-se:
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0F, 1 0H,
= ——— 4.1
ot €0 0z ( )
0H, 1 OF,
=—— 4.2
ot 1o 0z (42)

Aplicando-se passos similares aos mostrados no capitulo 3.1 para on-
das TMz, obtém-se um esquema para atualizacao dos campos parecido com
aquele mostrado nas equagoes (3.13) a (3.15).

O dominio € considerado ¢ o intervalo [0, 7]. Nas bordas é imposta uma
condicao de Dirichlet nula, ou seja, £, = 0. Como foi visto na secao 3.1.4,
para impor esta condicao no SPEM basta nao colocar nenhuma particula
além do dominio 2. No centro do dominio, é imposta uma fonte de campo
E senoidal. O problema posto resume-se a propagacao da onda em uma

dimensao no vacuo. Assim, a solucao analitica para o campo E, é dada por:

E, = Epcos(w(t — zy/o€o)) (4.3)

onde w ¢ a frequéncia da fonte, t é o tempo de propagacao (ou de simulagao),
z é a posicao e E,o é a amplitude da onda. Para avaliacao, é usada uma
frequéncia f = 1.8 x 10°Hz.

Para esta simulacao em 1D, as particulas sao dispostas uniformemente
ao longo do eixo z dentro do dominio €2, formando uma linha, e o campo
nas particulas é inicialmente nulo. As particulas do tipo E e as do tipo H
sao intercaladas, de forma a garantir que cada particula de cada um destes
tipos possua particulas vizinhas do tipo “oposto”. O pulso senoidal é definido
como fonte na particula (do tipo E) central para simular a fonte de campo

elétrico. A figura abaixo ilustra a disposicao das particulas.
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Fonte

v

OXOXOX@XOXOXO
O Particula E < Particula H

Figura 4.1: Definicao do problema 1D com fonte na particula central.

Inicialmente impoe-se campo nulo sobre todas as particulas. O campo F
sobre a particula central é definido em funcao do tempo de simulagao ¢ como
E(t) = sin(27 ft).

Para efetuar-se a simulagao é preciso escolher o raio de suavizagao a ser
usado. Esta escolha deve levar em conta o comprimento da onda a ser simu-
lada. Conforme citado na segao 2.2, o erro de aproximagao no SPH ¢é da
mesma ordem do erro de aproximacao do FD. Escolheu-se utilizar nesta
simulacao um raio de suavizacdo h = 3 x 107®m, o que representa cerca
de 40 particulas elétricas por comprimento de onda. A distancia entre as
particulas é definida em funcao do raio de suavizacao de forma a se garantir
que cada particula tenha 8 vizinhas, conforme sugerido em (Laguna 1995),
sendo assim definida por dr = 1.66 x 1073m. O passo de tempo escolhido
foi dt = 5h x 10710 e estd de acordo com a condicaio CFL mostrada na in-
equacao (3.16). A comparacdo entre a solugao analitica e a aproximagao
pelo SPEM para o problema 1D no instante ¢ = 4.75 x 107? é mostrada na
figura 4.2. Os valores do campo E em cada particula sao mostrados como
quadrados preenchidos nesta figura.

No intervalo z = (0.5,1.5) o erro médio obtido para o valor do campo
elétrico é menor que 1072, Olhando para o gréifico da figura 4.2 com uma
aproximacao suficientemente grande é possivel perceber um pequeno desloca-

mento da onda simulada. A figura 4.3 mostra uma aproximacao deste grafico
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15 T T
- - - Solugdo Numérica
—— Solugédo Analitica

‘\

Campo Elétrico

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6
Posicao

Figura 4.2: Comparacao entre aproximacao do SPH e solucao analitica no
instante t=4.75ns.

onde este pequeno deslocamento fica visivel. A diferenca observada é causada
por um erro de dispersao na simulacao, similar a aquele que observa-se nas
simulagoes do FDTD quando um ntmero insuficiente de particulas é usado
na simulagao, onde a velocidade numérica de fase das ondas é diferente da
velocidade da luz. O erro relativo médio no comprimento da onda para esta
simulacao é inferior a 0.1%.

Pode-se observar que as aproximacoes do SPH funcionam suficientemente
bem para simulacoes em 1D com os parametros h e dr utilizados. No entanto,
pequenas variacoes nos valores destes parametros sao suficientes para alterar
sensivelmente os resultados. Utilizando-se o parametro dr = 1.9746 x 1073,
por exemplo, ainda obtém-se 8 vizinhos para cada particula, porém a variacao
no valor da rela¢ao h/dr é grande o suficiente para se obter o erro observado
na figura 4.4.

Determinar os parametros ideais para a simulagao, neste caso, foi um
trabalho de teste e erro, assim como em (Ala et al. 2007). O valor ideal para

a relagado h/dr obtido aqui para um problema em 1D foi aproximadamente
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Figura 4.3: Comparagao entre aproximagao do SPH e solugao analitica vista
com ampliagao.

1.82. Este valor nao esta de acordo com a relacao sugerida naquele artigo
para problemas em 2D, onde sugere-se 0.53 < h/dr < 0.63.

Mesmo mantendo-se a relagao ideal entre h e dr, é importante observar
que dr deve sempre ser proporcional ao comprimento da onda sendo simulada.
Sabendo que no FD utiliza-se tipicamente de 10 a 20 nés por comprimento
de onda (Taflove & Hagness 2000), uma primeira tentativa seria utilizar uma
distribuicao com 20 particulas por comprimento de onda. A figura 4.5 mostra
o resultado obtido com esta distribuicao.

Pelo resultado obtido observa-se que esta densidade de particulas é insu-
ficiente para garantir uma boa aproximagao, mesmo quando a rela¢ao dr/h
é a ideal. De fato, os varios testes executados para este problema mostram
que sao necessarias cerca de 40 particulas para se obter resultados tao bons
quanto os mostrados na figura 4.2, o que representa uma densidade pelo

menos 2 vezes maior que a exigida no FDTD.
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Figura 4.4: Aproximagao do SPH com rela¢ao h/dr alterada comparada a
solugao analitica.

4.3 Pulso 2D

O proximo passo para validacao do método é a solucao de um problema
em 2D. Inicialmente, sera considerado um problema que nao envolva a im-
posicao de condicoes de contorno absorventes, a fim de evitar que possiveis
erros gerados pela imposicao destas condigoes de contorno reflitam em erros
numéricos nao relacionados ao SPEM.

Considere um dominio cilindrico com as seguintes condicoes iniciais:

[

EZO(x7y) = I-

33

5
OF¢(x,y)
= = 0 (4.4)
Ezt(xrayr) - 0

onde 1o = 0.1m é o raio da regiao de interesse e r é a distancia do ponto (x,y)
até o ponto central (xg,yo) = (0.1,0.1), (z,,y,) representa as coordenadas de

qualquer ponto a uma distancia ry do ponto central e I é uma constante.
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Figura 4.5: Aproximacao do SPH com 20 particulas por comprimento de
onda e h/dr ~ 1.82

O problema definido pelas equagoes (4.4) tem solugao analitica definida

por:

- 82 Jof”r/ro 08 ( Onl ) (4.5)
B3J1(Bn) T0v/€r€oflo
onde Jy e J; sao as funcoes de Bessel do primeiro tipo e de primeira e segunda
ordem, respectivamente, (3, sao os zeros positivos de Jy(/3), enquanto €, €,
e fip sdo os parametros constitutivos do meio (e, = 10 ).

A partir dos testes realizados para o problemas em 1D, viu-se que uma
boa relagao entre os parametros h e dr é h/dr ~ 1.82. Para simulagdes em
2D, no entanto, esta relacdo deve ser alterada. Agora é testada a funcao
ntcleo spline cibica para a qual, conforme verificado em (Ala et al. 2007),
o fator de escala @ = 4 é uma boa escolha e a relagado h/dr deve estar no
intervalo [0.0,0.8]. Utilizou-se h = 0.04 (1/8 do comprimento de onda) e
dr = h/4 = 0.01, o que vai de acordo com o sugerido naquele artigo.

O resultado mostrado na figura 4.6 indica que o comportamento obtido
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Figura 4.6: Comparagao entre aproximacao do SPH e solucao analitica.

para a onda é o mesmo da solucao analitica. A figura 4.7 mostra o erro
percentual ao longo de uma linha radial partindo do centro do dominio.
O erro percentual médio obtido é da ordem de 5%. Uma das principais
razoes para este indice de erro é que, com os valores escolhidos para h e para
distancia entre as particulas para este exemplo, nao se impos a consisténcia da
primeira ordem, o que leva as pequenas perturbagoes observadas na solucao.
Além disso, excepcionalmente nesta simulagao, a atualizacdo dos campos é
feita utilizando a formulacao original do SPH, onde nao impoe-se consisténcia

nas bordas.

4.4 Guia de Onda em 2D

Outro problema considerado em 2D foi o problema que envolve um guia
de onda formado por placas condutivas paralelas infinitas. Neste problema

sao consideradas duas placas paralelas ao eixo y, com uma placa sobre a linha
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Figura 4.7: Erro percentual na aproximacao ao longo da linha radial paralela
ao eixo y.

x = 0 e a outra sobre a linha x = [ = 0.5m. Ambas sao limitadas a esquerda
pela linha em y = Om e sao ilimitadas a direita. Uma onda plana incidente
sem inclinagao é forcada a esquerda da regiao, na posi¢ao da linha = = Om.

Para impor a onda plana incidente, utilizou-se o fato de que o algoritmo do
SPEM atualiza primeiro o campo E e depois o campo H em cada iteracao.
Assim, ao longo da linha situada em x = 0 define-se o valor do campo F
de acordo com a fungao f(t) que define o valor deste campo e o tempo de
simulacao . Uma vez que o campo F é definido sobre todas estas particulas ao
longo desta linha, o préprio algoritmo atualiza o campo H na meia-iteracao
subsequente de acordo com a variacdo do campo F. A fonte de onda é
forgada, nesta simula¢do, com amplitude Ey = 0.2V/m e freqiiéncia 1.2fc,
onde fc é a freqiiéncia de corte do modo T M.

Para truncar o dominio, a condicao de absorcao ¢é imposta na linha

x =1 = 0.4m com uma camada PML de grossura 0.1m, como mostrado na
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figura 4.8. Adicionalmente, foram impostas condi¢oes naturais nos limites
definidos pelas placas condutivas. De fato, no SPEM, este tipo de imposicao
nem precisa ser feita, uma vez que quando nenhuma condigao ¢ imposta sobre
as particulas nas bordas, o comportamento obtido é equivalente a se impor

um condutor perfeito além daquela borda, conforme discutido no capitulo 3.

x4

Linha de Fonte
bt

3JuUaAI0S(Y epewed

Figura 4.8: Guia de onda formado por placas paralelas infinitas.

Nesta simulacao os parametros h e dr foram escolhidos de forma a se obter
uma densidade de 80 particulas por comprimento de onda, enquanto o passo
de tempo foi escolhido de forma a respeitar a condicao CFL. A figura 4.9
mostra a comparacao entre as solugoes analitica e a solucao numérica obtida
apos 4320 iteragoes, correspondente ao tempo de simulagao t = 4.1ns, ao
longo da linha x = 0.244m. O erro médio calculado, desconsiderando os
resultados na borda absorvente, foi de 0.39%. A figura 4.10 mostra uma foto

da simulagao computacional neste mesmo instante.
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Figura 4.9: Comparacao entre as solugoes numérica e analitica para o prob-
lema do guia de ondas em t=4.10ns

Figura 4.10: Foto da simulagao do guia de ondas no instante t = 4.1ns.
4.5 Problemas onde nao foram obtidos bons
resultados

Um outro problema que tentou-se resolver com a utilizagao do método
foi a propagacao de uma onda plana no espaco livre. A onda considerada
tem incidéncia com angulo 0 em relagao ao eixo y+ e tem frequéncia 3.6 X
10°. Para simular este problema, utilizou-se um dominio quadrado com lado
0.5m e com imposi¢ao de condicoes de contorno absorventes em todas as
diregoes. A onda plana incidente foi inserida no dominio de simulacao através
de uma linha de particulas do tipo E dispostas paralelamente ao eixo z,
dentro da regiao de simulacao, junto a borda PML. Na figura 4.11 é mostrada

a distribuicao de particulas para este problema. Nesta figura, as particulas
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em azul sao da borda absorvente, as particulas vermelhas sao as particulas
onde impoe-se a onda incidente e as particulas verdes sao as particulas onde

serao feitas as aproximagoes normais do SPEM.

Figura 4.11: Distribuicao de particulas no problema de propagacgao de onda
plana no espaco livre.

Na solucao deste problema foi observado um problema grave em todas
as simulagoes. Olhando para a figura 4.12, que mostra uma foto de um
corte da regiao de simulagao na iteracao 600, vé-se que um conjunto de
particulas parece ter valores inconsistentes para o campo F, enquanto outras
possuem valores consistentes com a onda incidente. De fato, o que ocorre é
que observam-se linhas onde a amplitude da componente E tem valor igual ao
da onda incidente, interpostas por outras onde esta amplitude esta comple-
tamente errada. Os valores obtidos para o campo E em duas linhas paralelas
ao eixo y (y = 0.2 e y = 0.202) sdo comparados na figura 4.13.

Muitos testes foram realizados na tentativa de se obter melhores resulta-
dos. A relacao h/dr foi testada para diversos valores no intervalo [0.362, 2.81],
obtendo-se sempre resultados iguais ou piores aos relatados aqui. Variou-se

também a quantidade de particulas por comprimento de onda, sem que se
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Figura 4.12: Foto da simulagao de propagacao da onda plana na iteracao
600, t = 4,578 x 1071%.
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Figura 4.13: Comparacao entre duas linhas paralelas para o problema da
onda plana.

observasse qualquer melhora no problema relatado.

Uma das possiveis causas para este problema ¢ a forma como a onda
incidente foi imposta nesta simulacao. Nos artigos relacionados ao SPEM nao
¢é discutida qual a maneira correta de se impor ondas incidentes planas como
a que foi imposta neste problema. Outra possivel causa é que a faixa onde a
relacao entre h e dr é ideal é tao estreita que nao pode ser identificada nestes
testes. Ao contrério do sugerido em (Ala et al. 2007), o intervalo [0.382, 0.386]

pode nao ser o ideal para a relacdo h/dr para este tipo de simulagao.
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4.6 Eficiéncia da Implementacao Paralela

Para atestar o ganho de velocidade na implementacao paralela foi uti-
lizado o problema da guia de onda proposto na secao 4.4. Computadores
pessoais comuns com processadores dual-core e quad-core foram usados para
testar a implementacao paralela. A tabela 4.1 mostra os speedups obtidos
nesta implementacao, quando comparada a uma implementacao puramente
seqiencial.

Esta implementacao usa particulas uniformemente distribuidas com in-
dexacao seqiiencial das mesmas, ou seja, cada particula ao longo de uma
linha estd associada a um indice que é uma unidade maior (ou menor) do
que o indice da particula imediatamente ao seu lado. Gragas a estas simpli-
ficagoes, a abordagem de distribui¢ao alternada das particulas (AD), onde
o processamento local delas é distribuido entre os processadores de forma
alternada a partir dos indices das mesmas (veja segao 3.2.2), pode ser usada
e esta abordagem ¢é 6tima do ponto de vista de distribuicao de carga entre

os processadores. Os speedups obtidos sao mostrados na tabela 4.1.

Tabela 4.1: Speedup para implementacao paralela

Numero de Nicleos | speedup
1 1
2 1.95
4 3.73

Em vérias simulagoes feitas usando a distribuigao de carga aleatéria (RD),
onde o processamento de cada particula é atribuido aleatoriamente a um dos
processadores e um niumero igual de particulas é atribuido a cada proces-
sador (veja também na segdo 3.2.2), o tempo extra gasto por esta abor-

dagem em relacao & AD (que é 6tima para este problema) foi sempre inferior
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a 3%. Isso mostra que a distribuicao aleatéria de particulas entre as threads
¢ uma boa solucao quando o caso 6timo nao for conhecido ou quando o
pré-processamento de particulas nao for vantajoso ou viavel.

Os valores obtidos para o speedup com o SPEM mostram que este método
possui um alto grau de paralelismo. Se o crescimento do speedup continuar
linear, conforme indicam os resultados para 2 e 4 processadores, em uma
maquina com 8 ntcleos este seria de aproximadamente 7.5, e em um super-

computador com 300 nicleos seria de aproximadamente 279.



Capitulo 5

Conclusoes e Trabalhos Futuros

Um estudo detalhado sobre o método de Hidrodinamica de Particulas
suavizadas foi apresentado. O método foi aplicado as equagoes de Maxwell
dependentes do tempo e um algoritmo para simulacoes de eletromagnetismo
foi apresentado. O método PML é acoplado ao SPH e usado para impor
condicoes de contorno absorventes. O algoritmo foi implementado e testado
para alguns problemas simples em 1D em 2D.

Nos testes feitos com problemas em 1D, ficou claro que o bom funciona-
mento do SPEM depende sensivelmente da relagao entre os parametros h e
dr. L4, o valor ideal obtido para esta relagao foi dr/h = 0.55. Além disso, foi
visto também que a quantidade de nds necessarios depende do comprimento
de onda da onda incidente, assim como acontece no método FDTD. Porém,
para que se obtivesse resultados tao bons quanto os do FDTD, foi necessaria
uma densidade duas vezes maior de particulas, com 40 particulas de um
mesmo tipo por comprimento de onda. Um ponto de dificuldade resultante
destas relagoes é que com distribui¢coes nao uniformes de particulas, onde o

espacamento dr entre estas é variavel, a estreita faixa onde a relacao dr/h

65
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é capaz de retornar bons resultados forca uma particula a ter vizinhos com
espacamento compativel ao seu parametro de suavizacao. A titulo de exem-
plo, se existir uma particula com raio de suavizacao h = 0.1, suas particulas
vizinhas devem ter um espacamento que nao varie muito de dr = 55 x 1073m
pois, em caso contrario, o resultado obtido tende a se degradar. Esta con-
sequéncia é totalmente indesejavel, uma vez que uma das grandes vanta-
gens atribuidas ao método seria a liberdade na distribuicao das particulas no
dominio computacional, sem a necessidade de qualquer pré-processamento.

Nos testes em 2D, novos problemas foram observados. A relacao entre
dr e h se torna ainda mais limitada e resultados inesperados sao tipicamente
encontrados. Mesmo com os valores sugeridos em (Ala et al. 2007), onde
varios testes foram executados a fim de encontrar a relacao ideal, erros de
aproximacao puderam ser encontrados em linhas intercaladas da regiao de
simulacao, como mostrado no teste da secao 4.5.

Duas hipéteses sao levantadas para os problemas encontrados. A primeira
¢ a de que a abordagem utilizada na imposicao da onda incidente seja ruim
para problemas com bordas PML absorventes proximas a linha de imposicao
do campo. Uma outra abordagem, conhecida como Campo total / Campo
propagado (Taflove & Hagness 2000) (Total field/Scattered field ou TF /SF)
pode ser usada para impor a onda incidente de forma mais completa, onde
o campo H (e nao somente o E) também é imposto sobre as particulas. Tal
abordagem baseia-se na utilizacao de um grid FDTD em 1D auxiliar, que é
disposto no sentido de propagacao da onda, de onde os valores dos campos
H e F incidentes podem ser lidos. A onda incidente é imposta de forma facil
neste grid auxiliar. Uma desvantagem da abordagem é que a precisao dos
calculos fica limitada pela precisao da simulacao de propagacao de onda em

1D no grid FDTD auxiliar. A segunda possibilidade levantada é a de que
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faixa onde a relacao entre h e dr é a ideal seja tao estreita que os testes realiza-
dos nao foram suficientes para identifica-la. Neste caso, uma possivel solucao
é obter uma relaxacao da relacao entre h e dr. Uma maneira de se relaxar
esta relacao é aumentar a ordem de consisténcia das simulacoes, omitindo-
se apenas as derivadas de ordens maiores ou iguais a 3 nas equagoes (2.30)
e (2.31), e entao reformular as aproximagoes do SPH, de forma semelhante
ao desenvolvimento feito na secao 2.3.3.

Aspectos computacionais foram abordados e quatro estratégias de parale-
lizacao e distribuicao de carga entre processadores foram propostas. Os resul-
tados obtidos mostram que o método tem grande capacidade de se aproveitar
de multiplos nicleos de processamento, obtendo um speedup de 1.96 para
computadores com processadores de 2 nicleos.

Embora alguns artigos tenham sido publicados com a aplicagao do SPH as
equagoes de Maxwell, nenhum deles chama atencao ao fato de que o método
nao possui a propriedade do delta de Kronecker e, portanto, a atualizacao dos
campos nas particulas passa pela resolucao de um sistema linear, conforme
mostrado na secao 3.1.5. Porém, tal sistema linear é esparso e sua matriz
caracteristica so precisa ser invertida uma tnica vez para todas as iteracgoes
durante uma simulacao.

De forma geral, o método demonstrou nao ter um bom potencial para
aplicagao em problemas do eletromagnetismo, e sua formulacao ainda parece
precisar de um amadurecimento, de forma a se obter maior liberdade na dis-
tribuicao de particulas e na escolha de parametros de simulacao. Além disso,
a grande densidade de particulas necessaria para se obter bons resultados,
deixa as simulagoes do SPEM “pesadas”quando comparadas as de métodos
tradicionais com malhas. Os bons speedups obtidos para processamento par-

alelo podem ser uma boa maneira de contornar o problema do ponto de vista
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do tempo de processamento da simulagao, mas nao contornam o problema
de consumo de memoria, que tende a ser alto em funcao do grande nimero

de particulas.

5.1 Trabalhos futuros

A reducao dos erros de aproximacao para o método pode ser obtida
através da utilizacao de ordens de consisténcia superiores a C'. A utilizacio
pratica do método para problemas tridimensionais e com o uso de computa-
dores com multiplos processadores ou mesmo com o uso de processadores
graficos, que possuem usualmente centenas de nicleos de processamento,
podem resultar numa aplicabilidade do método a problemas bem mais com-
plexos do que os apresentados aqui.

Em (Pimenta, Mendes, Mesquita & Pereira 2007) o método SPH é usado
para resolver um problema de hidrodinamica onde cada particula era afetada
por um campo elétrico. O fato das particulas do SPH representarem uma
entidade fisica pode ser usado para solucao de outros problemas que envolvam
eletromagnetismo, dinamica de fluidos ou outros sistemas de engenharia em
uma unica simulacao e representacao do problema de interesse, como por
exemplo o estudo do comportamento de particulas em suspensao em filtros
eletrostaticos de particulas.

Outro trabalho de interesse é o de comparar o método SPH a demais
métodos sem malha, ou mesmo comparéa-lo com métodos baseados em mal-
has. E possivel também investigar quais as possibilidades de se integrar o
método a outros métodos sem malha, de forma a se aproveitar as carac-
teristicas positivas do SPH, como por exemplo a sua adaptabilidade a pro-

blemas com geometrias complexas e variantes no tempo.
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A aproximacao do SPH pode ser usada para fazer aproximacoes locais na
resolugao do sistema matricial do método de Galerkin sem elementos (EFG
- element free Galerkin). O EFG, desenvolvido em (Belytschko et al. 1994),
é baseado na construcao de um sistema matricial, assim como no método
de elementos finitos, porém com algumas variacoes: utiliza o métodos dos
minimos quadrados méveis (MLS - moving least square) para construcao das
funcoes de forma; usa a forma fraca e o método de Galerkin para desenvolver
o sistema de equagoes discretizado que aproxima o problema original; utiliza
uma malha de fundo para efetuar a integracao necessaria para o calculo das
matrizes do sistema.

A maneira como o MEF define as funcgoes de forma é baseada na malha de
elementos e feita de forma simples. No EFG, ao invés de elementos, utiliza-
se um conjunto de nods espalhados pelo dominio e suas fronteiras. O MLS é
utilizado para aproximar a solucao do problema sobre um ponto de interesse.
Para isso utilizam-se os parametros nodais sobre os nés definidos no dominio
de suporte.

A proposta aqui é a de utilizar o SPH no lugar do MLS para fazer esta
aproximacao. Com a definicao das funcoes de forma do SPH em maos, pode-
se utiliza-las nas equacoes do EFG em substituicao as funcoes de forma do
MLS. Para calcular as integrais envolvidas deve-se utilizar algum método
de integracao, como por exemplo uma quadratura de Gauss. Neste caso,
serd necessaria a criacao de uma malha de células para efetuar o calculo das

integrais.
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5.2 Producao bibliografica durante o periodo
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e Miguel L. Mendes ; PIMENTA, Luciano C. A. ; MESQUITA, Renato C. ;
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CEM2008, 2008, Brighton, UK. Anais do CEM2008, 2008. p. 164-165.
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E. J. . Parallel Programming for Mesh Free Methods. In: The 13th In-
ternational IGTE Symposium on Numerical Field Calculation in Electrical
Engineering, 2008, Graz. The 13th International IGTE Symposium on Nu-
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262-267.
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