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Resumo

Esta dissertagdo de mestrado apresenta, em maiores detalhes, dois métodos bastante
utilizados na atualidade para a execucdo de calculos de volumes de so6lidos irregulares:

o método de blocos e sub-blocos e 0 método de integracdo vetorial.

Inicialmente, discute-se formas para o calculo de analitico de volumes, apresenta-se
suas deficiéncias para o tratamento de solidos irregulares e propde-se o uso de métodos
numéricos. Separadamente, estuda-se estes métodos, apresentando, de forma completa,
o funcionamento de cada um deles, focalizando-se nas semelhancgas e diferencas e dos
mesmos. Apresenta-se exemplos visuais de regides bidimensionais irregulares que
possibilitam discussdes sobre a estabilidade e o comportamento dos erros frente a
translagoes, convexidade e ndo-convexidade. A seguir, calcula-se areas de regides
representadas por fungdes, das quais sabe-se o valor exato, através dos dois métodos,
apresentando, visualmente, a composicdo dos vetores e dos blocos e demonstrando

analiticamente os calculos feitos para estas areas.

Insere-se um novo conceito de integracdo vetorial gaussiana, que faz uso da técnica de
integracdo vetorial aprimorada pela quadratura de Gauss. Apresenta-se descri¢des

detalhadas sobre o funcionamento da quadratura e juncao dos métodos.

Faz-se estudos comparativos dos métodos utilizando-se so6lidos regulares (cilindro e
cone) e irregulares, sendo que um dos irregulares foi construido, passo a passo, pela
diferenca de solidos regulares conhecidos. Utilizou-se programas existentes no mercado
baseados nos métodos apresentados para a avaliagdo de erros e tempos de execucdo.

Apresenta-se graficos e tabelas que expressam os resultados obtidos.

Apo6s uma breve discussao sobre a qualidade das informacdes coletadas, apresenta-se as
conclusdes e comentarios finais e introduz-se de forma bastante sucinta, uma das
tecnologias emergentes mais promissoras para o tratamento do problema de calculo de
volume de solidos irregulares. O desenvolvimento dos algoritmos matematicos e da
tecnologia computacional permitird que tais avangos tecnoldgicos alcancem produtos

tecnologicamente adequados para o uso industria mineral.
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Abstract

This master’s dissertation presents in greater level of details two of the most used
methods for performing volume calculation for irregular solids: the blocks and sub-

blocks method and the vector integration method.

It starts by discussing forms for the analytical calculation of volumes, presents its
deficiencies for treating irregular solids and proposes the use of numerical methods.
Separately these methods are studied and their theoretical background is presented in a
complete manner denoting their similarities and differences. Visual examples of
irregular bi-dimensional regions are discussed in the light of stability and behaviour of
the volumetric errors in situations of translation, convexity and non-convexity.
Subsequently, area calculations are performed using the two distinct methods, in regions
represented by pre-determined functions whose analytical values are known. The vector
and blocks pattern is visually presented and the analytical calculation for these areas is

demonstrated.

The new concept of gaussian vector integration is introduced where the technology of
vector integration is enhanced by the Gauss quadrature technique. Detailed descriptions
about the gaussian technique and about the conjunction of the two methods are

presented.

Comparative studies of the methods using regular solids (cylinder and cone) and
irregular solids are executed. One of the irregular solids was created step by step by the
difference of known regular solids. Computer software available in the market was used
to perform the calculation for each of the methods and the error and time of execution
was measured for each case. Graphics and tables with the results that were obtained are

presented.

A brief discussion concerning the importance of the basic information available in real
cases is made followed by the conclusions and final comments. A very brief comment is
provided on new promising emerging technologies for the calculation of volumes of

irregular solids.
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The on going development of mathematical algorithms and computer technology will
make these technological advances available for products suitable to the mineral

industry.



Capitulo 1

Introducao

O célculo de volumes de soélidos irregulares nas atividades de geologia e engenharia de
minas ¢ de fundamental importancia técnica e econOmica para a quantificacdo do
potencial das diversas jazidas minerais. Ao longo do tempo, as técnicas de quantifica¢do
de volume e por conseguinte, da massa dos corpos minerais, evoluiram das técnicas
manuais feitas por aproximacdes das areas de influéncia, para técnicas computacionais
que utilizam todo o poder de processamento dos modernos computadores digitais ou

estacdes graficas de trabalho.

As atividades para a quantificacdo de volume de sdlidos irregulares em projetos e
operacdes de exploracdo geoldgica e lavras de minas sdo importantes, fundamentais e
corriqueiras. Neste trabalho, desenvolvemos os fundamentos necessarios as
entendimento das técnicas disponiveis para esta atividade e exemplificamos uma
situagdo realista, na qual devemos quantificar volumes, massas e¢ qualidades ndo apenas
de um, mas de varios corpos geologicos mineralizados (minério) ou nao (estéril). Neste
texto, serdo apresentadas figuras e explicagdes que ilustram bem as dificuldades e as

solucoes através dos métodos estudados.

Com a crescente necessidade de verificacdo dos recursos e reservas minerais, condi¢ido
muitas vezes sine qua non na obtencdo de aportes de capital para a viabilizagdo da
implantacdo/expansdo destes empreendimentos, cresce a necessidade da utilizagdo de
técnicas que possam assegurar a obtengdo de resultados com margens de erro
mensuraveis e aceitaveis pela industria e pela sociedade. E fato que em muitos paises, e
com certeza no Brasil, o bem mineral ¢ patrimonio da nagdo e, por conseguinte, de

todos os cidaddos.



Capitulo 2
Objetivo

Esta dissertacdo tem por objetivo, comparar dois algoritmos numéricos diferentes,
implementados em dois programas de computador distintos, que sdo utilizados em
empresas de mineragdo para o calculo de volume de so6lidos, dos quais acredita-se ¢

assume-se conhecer a forma.



Capitulo 3

Conceituac¢ao do problema

Neste trabalho apresenta-se a conceituagdo téorica do problema da quantificacdo de
volume através de dois métodos alternativos. O primeiro faz uso de modelos de blocos e
sub-blocos (método dos blocos e sub-blocos ou técnica de blocos/sub-blocos) ¢ o

segundo de vetores ou agulhas (método vetorial ou técnica de integragdo vetorial).

Em ambos os métodos, inicia-se o algoritmo de aproximagdo criando-se um
paralelepipedo que contenha todo o so6lido a ser estudado. O método dos blocos e sub-
blocos divide este paralelepipedo maior em parelepipedos menores de dimensoes
definidas, denominados blocos e subdivide-os para garantir a aderéncia volumétrica nas
fronteiras do sélido, quando necessario, em paralelepipedos ainda menores, os quais sdo
denominados sub-blocos. O método vetorial divide divide este paralelepipedo maior em
parelepipedos menores de dimensdes definidas equivalentes aos blocos do primeiro
método, sendo que a aderéncia volumétrica nas fronteiras do solido ¢ obtida pela técnica

de uso dos vetores. Estuda-se estes casos com maiores detalhes a seguir.

No caso dos blocos e sub-blocos (Lynx, 1992), apds a blocagem e sub-blocagem,
considera-se que, estando o centroide do elemento paralepipédico contido nas
superficies envoltorias que definem o so6lido, o mesmo adquire as propriedades fisicas
daquele, passando a ser considerado como constituido do mesmo material do sélido. A
técnica de sub-blocos ¢ utilizada apenas nas regides de fronteira, para examinar a
questdo do volume com maior precisdo, sendo que esses possuem volume igual a uma
fracdo do bloco primario. O somatdério dos volumes das unidades paralepipédicas

fornecera o volume do solido.

No caso do método vetorial, as areas das bases superior e inferior do paralelepipedo
maior sdo divididas, com o mesmo padrido, em retingulos de dimensdes iguais e os
paralelepipedos (prismas) gerados pela conexdo entre as bases citadas determinam
volumes de influéncia. Cada um desses possui um vetor passando em seu centro, de

uma base a outra, que aproxima o volume do solido contido no paralelepipedo



baseando-se no tamanho do vetor dentro do solido (Houlding, 1994); (Houlding, 1997);
(Gemcom, 2002). O somatorio destes varios volumes fornece o volume aproximado, o
qual pode-se comparar com o volume analitico ¢ com o volume obtido a partir da
técnica de blocos e sub-blocos. O termo “analitico” refere-se a um resultado encontrado

através de calculos para os quais ndo se utilizam métodos numéricos.

3.1. Conceituacao de Erro

Pode-se definir erro, nas situagdes do texto, como a diferenca entre algum valor
encontrado e o valor analitico para o mesmo calculo, seja uma diferenga absoluta ou
percentual. Define-se erro absoluto como o valor absoluto da diferenga entre o valor
analitico e o valor aproximado. Define-se erro percentual como a razdo entre o erro

absoluto e o valor analitico em moédulo multiplicando-se o resultado por 100.

Como exemplo, seja o célculo analitico de uma grandeza qualquer representado pela
variavel x=15. Seja, agora, outras variaveis, a=10, b=18 e ¢=15,1, que representam o
resultado de algum célculo que determina uma aproximacao para o valor da varidvel x.

Para estas variaveis, tem-se que os erros absolutos e percentuais sao:

ABSOLUTOS PERCENTUAIS

(a) 115-10|=5 5/]15)=1/3=33,3%

(b) |15-18|=3 3/]15) = 1/5=20,0%

() 115-15,1]=0,1, 0,1/15/=1/150 = 0,667%

Utiliza-se os erros, principalmente percentuais, no decorrer de todo o texto.

3.2. Calculo de Volume Analitico

Qualquer soélido, como o apresentado na figura 3-1, seja ele regular ou irregular,

existente no espaco, pode ter seu volume analitico expresso pela formula

V=[dx.dy.dz (Piskunov, 1977)



Utiliza-se o plano vertical (Leste-Oeste) em destaque na Figura 3-1, localizado na
regido central do solido, em figuras bidimensionais mais adiante. O paralelepipedo
citado encontra-se representado na figura que, como foi dito, engloba todo o sélido e
subdividir-se-ia de maneiras diferentes, dependendo do método aplicado. O volume

definido anteriormente pode ser melhor descrito, de acordo com (Lethold, 1994), como

n

V= lim Y AV = [[[dV = [[f(xy)dA,
S

Al =0 i=1 R

sendo S a regido de integracdo e dV os paralelepipedos infinitesimais, que representam o
solido. No caso da terceira formula, R representa o dominio de integragdo, dA os
retangulos infinitesimais, que representam a malha, e f{x,y) a funcdo que determina a
terceira dimensdo do sélido. A medida que a norma da maior parti¢do diminue, o
numero 7 de paralelepipedos 4,V, que representam o sélido, aumenta para compensar a
diminui¢do de suas dimensdes, melhorando a precisdo. Quando esta mesma norma
tende a zero (]|4|] — 0), tem-se que os paralelepipedos tendem a tornar-se pontos, o
nimero n tende a infinito e o somatdrio converge para o volume analitico do solido,
definido pelas formulas acima. No contexto desta disserta¢do, pode-se definir a norma

de um conjunto de parti¢gdes como o valor do modulo do maior elemento deste conjunto.

ELEV (2)

Figura 3-1: Sdlido irregular em perspectiva.



Em situacdes praticas, para o calculo de volumes de corpos mineralizados deve-se
utilizar métodos numéricos, pois ndo ¢ viavel utilizar-se formulas matematicas
complexas, no dia-a-dia. A impossibilidade de utilizar-se os métodos de integracio
tradicionais para o calculo de quaisquer volumes deve-se ao fato de que, na maioria das
vezes, ndo se tem uma funcdo que define o s6lido com perfeigcdo. Poder-se-ia criar uma
funcdo aproximada através de métodos de interpolagdo ou por uma jungdo diferenciavel
de polindmios (splines), porém o grau de dificuldade seria extremamente alto, dado que
teriamos uma fungdo f: R>—>R, ¢ o resultado seria, da mesma forma, apenas uma
aproximacao. O argumento final para a utilizacdo de métodos numéricos ¢ que mesmo
que se obtivesse boas fungdes que representem os sélidos irregulares, ndo existem

métodos analiticos disponiveis que resolvam todos os tipos de integrais.

3.3. Calculo de Volume Aproximado

Apresenta-se, nesta secdo, as técnicas numéricas utilizadas atualmente.
Subseqiientemente, desenvolve-se um estudo de caso especifico, comparando-se os
erros de estimagcdo do volume obtido com a técnica de blocos/sub-blocos ¢ com a
técnica de integracdo vetorial. A figura 3-2 representa um bloco diagrama de um pacote
mineralizado composto por diferentes solidos geologicos, do qual o solido da figura 3-1

faz parte, sendo aquele de cor vermelha, localizado no centro do conjunto de soélidos.



Figura 3-2: Bloco diagrama de um pacote mineralizado.

Mostra-se 0 mesmo plano vertical (Leste-Oeste) em destaque na Figura 3-1, localizado
na regido central do solido, na figura 3-2 sobre um diferente ponto de visada. Apresenta-
se, na figura 3-3, uma ilustracdo da intersecdo de todos os solidos geologicos com este

plano Leste-Oeste.

Essas ilustragcdes permitem visualizar, de diferentes formas, uma mesma regido a ser
estudada. Dependendo do método aplicado para o calculo do volume desejado e de
acordo com as necessidades de momento, as visualizagdes podem variar dentre as

apresentadas.



Figura 3-3: Se¢o geoldgica em um plano leste-oeste.

O célculo de volume de diferentes solidos geoldgicos, bem como a importancia da

avaliacdo e calculo dos erros dos métodos disponiveis, sdo objetos do estudo a seguir.

3.3.1. Calculo do Volume por Blocos e Sub-Blocos

O calculo do volume através da técnica de blocos/sub-blocos baseia-se na discretizagdo
do solido em unidades paralelepipédicas que, ao terem seus volumes somados,
aproximam o volume real do sélido. A geometria destes solidos e as formulas que o
envolvem encontram-se apresentadas nas figuras 3-4 e 3-5, respectivamente. Em
qualquer caso, o somatorio dos volumes de cada unidade representard o volume
aproximado do sélido em estudo. Portanto, o volume V" do so6lido aproximado sera igual
a

V = ZVI. , sendo v; o volume de cada bloco ou sub-bloco.
i=1



Cubo

Vv = g

i
A, = 6a 5
d = L 1 a 1

Figura 3-4: Célculo do volume do cubo.

Paralelepipedo
V = abe

N b i ‘~

5 = 2{ab + ac "
d = l-"lu“ + b+ ¢f . o

Figura 3-5: Calculo do volume do paralelepipedo.

A figura 3-6 representa a secdo transversal leste-oeste do solido irregular, mostrado na

figura 3-1, subdividido em blocos e sub-blocos.

Figura 3-6: Se¢ao transversal leste-oeste com blocos e sub-blocos.
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No caso da figura 3-6, os blocos maiores, chamados de blocos primarios, tém a
dimensdao de S5mx5mx5m e os sub-blocos ImxImx2,5m. Obtem-se a resolucao de
volume dos so6lidos geologicos nas suas fronteiras por paralelepipedos de 2,5m’ cada.
Nao se pode observar esta ultima dimensao por visualizar-se apenas um plano de corte,
ocultando a terceira dimensao. Pode-se observar a afirmacgdo feita de que a técnica de
sub-blocagem ¢ aplicada somente na fronteira, evitando a subdivisdo para os casos em
que o bloco esteja totalmente contido no so6lido. Isso reduz significativamente o tempo
de execugdo algoritmo. A resolucdo de volume ou resolugdo volumétrica, é exatamente
esta subdivisdo dos sub-blocos que permite com que o volume aproxime-se a0 maximo
do real. Quanto menor ¢ o volume de cada sub-bloco, maior ¢ a resolug@o de volume ou
resolug¢do volumétrica, porque a malha torna-se mais densa e o numero de sub-blocos

aumenta.

Na figura 3-7, pode-se visualizar uma parte do modelo dos sd6lidos com o mesmo nivel
de resolugdo volumétrica da figura 3-6, sendo que as cores correspondem as diferentes

estruturas geologicas ou litologias.

Figura 3-7: Tronco do sélido representado por blocos e sub blocos em perspectiva.
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Na figura 3-7 observa-se, a representacdo tridimensional por blocos e sub-blocos, do
mesmo soélido, apresentado anteriormente e percebe-se a riqueza de detalhes da
aproximacdo feita, conseqliéncia do nivel de resolucdo volumétrica adotada. A
resolugdo volumétrica tem relacdo direta com com o volume do sélido calculado pelo
método e conseqilientemente coma margem de erro do calculo. Quanto menores forem
os blocos e sub-blocos, espera-se que maior seja a precisao dos resultados, mas, em
compensagdo, maior sera o tempo de execucdo do algoritmo. Tratando-se de algoritmos,
ha sempre a necessidade de encontrar-se o ponto ideal entre a precisdo ¢ o tempo de

execucdo. Isso varia caso a caso, ndo sendo possivel determinar um valor padrao ideal.

Um outro exemplo de visualizagdo com o método de blocos/sub-blocos ¢ apresentado

na figura 3-8.
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Figura 3-8: Se¢do vertical mostrando blocos e sub-blocos.
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3.3.2. Calculo do Volume pelo Método de Integracao Vetorial

O célculo do volume através da técnica de integragdo vetorial baseia-se na integragao de
volume das regides de influéncia de cada vetor que intersecta o so6lido, que, ao terem
seus volumes somados, aproximam o volume total. A seguir, tem-se a representacdo de
um cubo contendo um solido, no qual aplica-se visualmente o método descrito. Como
foi dito, este cubo seria o grande paralelepipedo que deve conter todo o so6lido. Os
vetores apresentados dividem o cubo em quatro volumes de influéncia, sendo que a area
de uma secdo reta perpendicular aos vetores subdivide-se em quatro partes iguais. Os
vetores passam pelo centro destas areas. As partes em azul escuro representam a
proporcao dos vetores que esta contida no solido (¢; / ¢), enquanto as partes em azul

claro representam a propor¢do complementar (/ - ¢;/ ¢).

: :
1
/(/
~ -

\ -
L~ ™ Biocos

Figura 3-9: Representacdo grafica dos vetores ou agulhas.
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Para o calculo do volume do sélido, aplica-se a formula
n

V= Zcixai ou V= Zvi , sendo
i=1

¢; = Comprimento de cada interseccio vetorial
a; = Area representativa de cada vetor

vi = Volume de cada interseccio = a; x ¢;

A figura abaixo mostra, como exemplo, um vetor com sua area de influéncia a e

comprimento c:

> ‘=

a=b*h P

Figura 3-10: Representagdo do processo de calculo vetorial

Na figura 3-10, calcula-se, facilmente, a area de influéncia a do vetor representado.
Utiliza-se essa para o calculo do volume do paralelepipedo apresentado, que aproxima o
volume analitico desta subdivisdo do so6lido. Em resumo, o volume do soélido inteiro é
calculado da seguinte maneira: toma-se o menor paralelepipedo possivel que contenha o
solido. Divide-se a base deste mesmo paralelepipedo em areas retangulares iguais, como
aquela apresentada na figura 3-10. Em seguida, toma-se um vetor perpendicular ao
centro de cada uma destas areas, atravessando todo o paralelepipedo, calculando a
distancia percorrida por essa dentro do solido. Esta distancia multiplicada pela area de
influéncia dard uma aproximacdo para o volume do solido contido na mesma regido.
Repetindo-se este calculo para todas as areas de influéncia ¢ somando-se os volumes

obtidos, tem-se o resultado desejado.
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Define-se como densidade de vetores ou fator de integragdo uma grandeza que varia de
acordo com a quantidade de areas de influéncia obtidas pela divisdo do paralelepipedo
inicial. O numero de vetores a se utilizar € igual a esta quantidade de areas de
influéncia. O proprio nome ja deixa claro que quanto maior for a densidade de vetores,
maior sera a quantidade de vetores ou areas de influéncia. Assim, analisando-se o
problema a luz da densidade de vetores, chamada comumente de fator de integracdo
(Gemcom, 2002), percebe-se que a precisdo do calculo de volume dos sélidos tende a

aumentar com o aumento do fator de integragao.

A figura 3-11 representa a se¢do transversal leste-oeste no solido irregular mostrado na
figura 3-1, representando nos blocos o percentual do material do s6lido contido em cada
bloco, percentual este obtido pelo método de integracdo vetorial. As regides nas quais
seus vetores representativos ndo interceptaram o solido ndo foram apresentadas. Por

isso, as areas retangulares destacadas formam juntas uma regido irregular.
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Figura 3-11: Secdo transversal leste-oeste representando o percentual de
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material contido em cada bloco

Como dito, a precisdo no calculo de volumes depende do nivel de integragdo vetorial
utilizado. Se o s6lido acima fosse dividido em um numero maior de partes, ter-se-ia, na

maioria dos casos, uma aproximag¢ao melhor para o seu volume.
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Capitulo 4

Estudo Comparativo Teorico

Nesta se¢do, compara-se os métodos discutidos neste texto. Para possibilitar esta
comparagdo, utiliza-se solidos cujos volumes sdo conhecidos analiticamente.
Inicialmente, apresenta-se exemplos bidimensionais tomando a resolucdo dos vetores

igual a resoluc@o dos sub-blocos. Isto significa que a largura desses sera igual.

A figura 4-1 apresenta, para efeito comparativo, duas aproximagdes com resolucdes
diferentes para a integracdo vetorial em uma mesma area dada. No caso do célculo de
volume, a aproximacdo far-se-ia por paralelepipedos ao invés de retdngulos, como

discutiu-se anteriormente.

- fo—
T iy
Pl =
4 -
=
I"‘-a.____—--f/ \I | T— T
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( ” o ;
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b L}li
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[— — L

Figura 4-1: Representacdo grafica da densidade de vetores.

Percebe-se, facilmente, que, no caso da figura a esquerda, grandes areas ocupadas sdo
desconsideradas, enquanto outras areas sdo equivocadamente consideradas. Isso resulta
em erros que podem ou ndo se compensar. Na figura a direita, ocorrem os mesmos
problemas, mas, como pode ser visto, com erros em menor escala. A vantagem de se
aumentar o fator de integragdo ¢ exatamente esta: com a diminui¢do dos erros em cada
retangulo (ou paralelepipedo), o desvio padrdo também diminui, fazendo com que o
valor final da area aproximada (ou volume aproximado) torne-se cada vez mais proximo
do real. Percebe-se que o mesmo problema ocorre para os blocos/sub-blocos. O estudo a

seguir sera importante para determinar qual dos dois métodos resulta em erros menores.
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Visto que o termo foi citado, cabe aqui uma breve explicacdo sobre “desvio padrdo”.
Ele ¢ uma medida que s6 pode assumir valores ndo negativos e quanto maior for, maior
sera a dispersdo dos dados em relacdo a média do valor da varidvel. Algumas
propriedades do desvio padrdo, que resultam imediatamente da definigdo, sdo:

e o0 desvio padrio ¢ sempre ndo negativo e sera tanto maior, quanto mais
variabilidade houver entre os dados;

e se o desvio padrao € igual a 0, entdo ndo existe variabilidade, isto €, os dados sdo
todos iguais.

O desvio padrio (S ou DP) define-se como a raiz quadrada da média do quadrado dos
desvios:

(X ; —)_()Z =x,: ¢é o desvio da média (diferenca entre cada uma das cotagdes e a média
da amostra).

N: ¢é o numero de casos ou de participantes da experiéncia.

4.1. Regioes de Fronteiras Irregulares

Blocos e Sub-blocos

AL

b R IR A R A M A i W ) I + Centroides contidos no sdlido

i I I I I I e \r i = (;entrﬁides nio-contidos no salido
bl P 00 e ol I W ] 0 Area considerada pelo método

|
P
A
[~
i
1 AN
N Wl 1
~J
\i — Parte interna da agulha
= 0| — Parte externa da agulha
r' I 0 Area considerada pelo método
1
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Figura 4-2: Area por blocos/sub-blocos e integragio vetorial.
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A figura 4-2 apresenta a comparacdo sugerida para os métodos de blocos/sub-blocos e
integragao vetorial. Na figura 4-3, encontram-se destacadas somente as 4areas
inexistentes consideradas e as existentes desconsideradas da fronteira do sélido, regido

na qual ocorrem os erros de aproximacao.

Blocos e Sub-blocos

Area inexistente considerada
pelo método

Area existente desconsiderada
pelo metodo

%ﬁﬂj

Integracio vetorial

Area inexistente considerada
pelo metodo

Area existente desconsiderada
pelo meétodo

MEJ?

Figura 4-3: Erros de aproximagdo nos métodos.

As regides marcadas em azul contabilizam areas inexistentes no so6lido, enquanto as
marcadas em cinza ndo sdo contabilizadas, mesmo estando presentes no solido. Este

fato ndo permite o célculo exato das areas e volumes dos sélidos.

Analisando a figura 4-3, percebe-se, visualmente, que os erros de aproximagao parecem

ser menores no método de integragdo vetorial, para este caso. Isso ndo implica que o
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erro total serd menor, pois as areas consideradas a mais podem ser compensadas pelas

areas desconsideradas.

Apesar de os sub-blocos possuirem a mesma largura dos vetores, o comprimento dos
mesmos ¢ fixo, enquanto os vetores podem assumir qualquer valor real nesta mesma
dimensdo. Isso torna o método de blocos/sub-blocos inferior neste aspecto, pois, em
alguns momentos, pode ocorrer de 3 sub-blocos serem insuficientes e 4 serem uma
quantidade exagerada, para aproximar uma area qualquer. Como um sub-bloco no nosso
estudo ¢ a menor unidade volumétrica para este método, o centrdide do quarto sub-
bloco determinara se esse sera incluido ou ndo no calculo do volume. Com os vetores, ja
se pode obter o mesmo volume de 3 sub-blocos, acrescido de uma fracdo do quarto,

dependendo da disposi¢do da curva.

Quanto mais irregular for o solido, mais imprevisiveis serdo as aproximacgdes pelos
métodos. Apresenta-se, a seguir, algumas regides ampliadas com aproximacdes de suas
areas pelos dois métodos. As figuras também podem ser interpretadas como planos de
corte de um solido tridimensional. O método de blocos/sub-blocos sera representado,
considerando a ampliagdo, por uma pilha de sub-blocos € o método de integragdo
vetorial por um vetor de mesma largura. As cores e simbolos seguem o mesmo padrédo

da figura 4-2.

Percebe-se, na figura 4-4, que as duas aproximagdes foram ruins, excluindo uma parte
consideravel do so6lido, mas os sub-blocos determinaram um resultado pior pelas razdes
discutidas anteriormente. No calculo de volumes, os erros também sdo deste tipo. A
unica diferenga € que as aproximagdes ocorrem também na terceira dimensao,
aumentando o erro absoluto. Na figura 4-5, ocorre um erro da mesma espécie, mas,
agora, ambos os métodos estdo considerando uma 4rea superior a verdadeira, dada a
forma irregular do sé6lido neste trecho. Mais uma vez, o método de integragdo vetorial

mostrou-se superior, pelos mesmos motivos ja discutidos.
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Blocos e Sub-hlocos

Integracio vetorial

Figura 4-4: Estudo comparativo de aproximacao para a area 1.

Blocos e Sub-blocos

adl

Integracio vetorial

o~

Figura 4-5: Estudo comparativo de aproximagdo para a area 2.
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As figuras 4-6 e 4-7 comparam a atuagdo dos métodos quando a regido sofre pequenas
alteragdes. Neste caso, a figura 4-7 apresenta a mesma regido da figura 4-6, mas com
uma leve translagdo para a direita. Percebe-se, no caso da figura 4-6, que a area
calculada pelos sub-blocos determinou um resultado melhor, pois a 4rea considerada
erroneamente compensou a area existente desconsiderada. Ja na figura 4-7, com uma
pequena variagdo no comprimento do sélido, em relagdo a figura anterior, obteve-se um
resultado totalmente oposto. Desta vez, uma grande regido foi desconsiderada, sem
haver outra suficiente para compensar, determinando um erro superior ao do caso
anterior. No método de integracdo vetorial, o erro permaneceu constante, apesar da

variagdo na figura, o que mostra uma estabilidade maior deste método para este caso.

Conclui-se, desta comparagdo, que o método de blocos/sub-blocos determina resultados
com uma incerteza maior, pois esse depende exclusivamente da avaliagdo dos
centroides, que € uma unidade discreta, considerando as pilhas de sub-blocos. Em outras
palavras, tendo-se sub-blocos cubicos com dimensdes de lcm, seus centrdides
encontram-se a esta mesma distdncia dos centroides vizinhos, formando uma rede na
qual pontos espalhados determinam o volume aproximado do sélido. Como ja foi
discutido, os vetores possuem uma terceira dimensdo real (€ IR), no caso da
aproximacao de volume. Isso faz com que, estatisticamente, o resultado se torne melhor,
pois as fronteiras dos paralelepipedos considerados pelo método certamente
interceptardo a fronteira do soélido, fato que pode ndo ocorrer no outro método. A
palavra rede se aplica como uma tradug¢do do termo grid do inglés. Refere-se a um

conjunto de malhas justapostas.



=21 -

Blocos e Sub-blocos

Integracio vetorial

Figura 4-6: Estudo comparativo de aproximagdo para a area 3.

Blocos e Sub-blocos

Integracio vetorial

Figura 4-7: Estudo comparativo de aproximagao para a area 3 transladada.
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No caso de regides ndo-convexas, os mesmos problemas ocorrem, podendo até atingir

escalas maiores de erro conforme apresenta-se nos exemplos abaixo:

Blocos e Sub-hlocos

Integrracéo vetorial

L~

Figura 4-8: Estudo comparativo de aproximacao para a area 4.

Blocos e Sub-blocos
L”

Integracéo vetorial
|~

Figura 4-9: Estudo comparativo de aproximacao para a area 4 transladada.
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A figura 4-9 ¢ uma pequena translacdo da figura 4-8 para a direita. Percebe-se que
ocorreu o mesmo tipo de erro das figuras 4-6 e 4-7. Novamente, o erro na integragao
vetorial manteve-se constante, enquanto os sub-blocos computaram uma area maior na
figura 4-8 e outra menor na 4-9. A razdo pela qual as regides nao-convexas possuem,
em média, erros maiores que as convexas ¢, simplesmente, o fato de que este tipo de
solido geralmente possui uma regido de fronteira maior. Como ja se discutiu, os erros de

aproximacao ocorrem unicamente nas fronteiras.

Vale observar que erros no método de integragdo vetorial, como os apresentados nas
figuras acima, sempre manter-se-d0 constantes quando a figura for transladada na
mesma dire¢do dos vetores portanto apresenta-se a seguir, um estudo comparativo para

0 caso em que tem-se uma pequena variagdo na dire¢ao perpendicular aos vetores.

Blocos e Sub-blocos

Integracéio vetorial

Figura 4-10: Estudo comparativo de aproximagdo para a area 5.
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Blocos e Sub-blocos

Integracio vetorial

/S

Figura 4-11: Estudo comparativo de aproximagao para a area 5 transladada.

4.2. Regioes de Fronteiras Regulares

Estuda-se, agora, regides regulares, cujas areas conhece-se analiticamente. Desta forma,
pode-se obter valores numéricos para os erros de aproximacdo dos métodos. Para
simplificar o entendimento ¢ a comparacao das regides, mantem-se o intervalo [-1,1]

para todos os testes.

Tomando-se, inicialmente, a regido definida pela fungdo constante f(x)= 3, nota-se, pela
figuras 4-12 e 4-13 que o método de integracdo vetorial determina sempre o resultado
exato, independente do numero de vetores, enquanto o método de blocos/sub-blocos

pode cometer erros, dependendo das dimensées dos blocos.

Na figura 4-12, determina-se blocos quadrados de dimensdo 1. N@o houve sub-
blocagem, pois todos os blocos estdo inteiramente contidos na regido. Caso ocorresse,
os blocos seriam divididos em 4 partes iguais, o que implica em um nivel 2 de sub-
blocagem. No mesmo exemplo, tratado por integragdo vetorial, tem-se um nivel de

integracdo 2, ou seja, 2 vetores para cada subdivisdo de tamanho 1 do intervalo.
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Percebe-se que toma-se o tamanho dos blocos (1° caso) e das subdivisdes (2° caso)
como o0 mesmo para facilitar as comparagdes, ou seja, o intervalo (ou area) de influéncia
dos vetores ¢ igual ao intervalo (ou area) da base dos sub-blocos. Isso serd constante em

todos os exemplos.

Blocos e Sub-blocos Integracio vetorial
A A
1 1 1 1

Figura 4-12: Estudo comparativo de aproximacao para a funcdo f{x)=3 no intervalo [-1,1] para

blocos de tamanho 1x1 e nivel 2 de resolugéo.

A soma das areas dos blocos ¢ a soma das areas de influéncia dos vetores determinam o
resultado exato para a area da regido definida pela fun¢do. Abaixo, algumas variaveis
sdo definidas para se evitar repetigdes. Utiliza-se dessas nas varias comparagoes

executadas.

R=2x3=6.

R representa a area analitica da regido. Neste caso, tem-se que a regido é definida por

um retangulo de dimensodes 2 e 3.
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B=(6x 1)+ (0x %) =6.

B representa a area encontrada pelo método de blocos/sub-blocos. Tem-se, no total, 6

blocos quadrados de 4rea 1 e nenhum sub-blocos de area Va.

I=4x(2x3)=6.

I representa a area encontrada pelo método de integragcdo vetorial. No caso, sdo 4

vetores de comprimento igual a 3 que definem areas de influéncia iguais.

Blocos e Sub-blocos Integracio vetorial
A F 3
3 3
1 1 B} 1

Figura 4-13: Estudo comparativo de aproximacao para a funcdo f{x)=3 no intervalo [-1,1] para

blocos de tamanho 2/3 x 2/3 e nivel 3 de resolugéo.

Na figura 4-13, determinou-se blocos quadrados de dimensdo /. Neste caso, tomou-se
um nivel 3 de sub-blocagem, ou seja, cada bloco é dividido em 32 partes iguais.

Conclui-se que a area de cada sub-bloco é de (*/3)? : 9 = */s,.



-27 -

Na integrag@o vetorial, dividiu-se o intervalo [-1,1] em 3 partes iguais e aplicou-se o
método com um nivel 3 de integragdo, ou seja, 3 vetores por divisdo e portanto 9 vetores
no total ou seja 32 vetores.

Tem-se os seguintes resultados:

A=2x3=6
B= (12 x */o) + (18 x */31) = 6,22
1=9x(/x3)=6

No exemplo das figuras 4-12 e 4-13, o método de blocos/sub-blocos demonstrou uma
certa instabilidade, pois espera-se um resultado melhor ou igual quando aumenta-se a
resolucdo, mas ocorreu o contrario. Um estudo mais profundo poderia mostrar que, com
a diminuicdo do tamanho dos blocos, a regido aproximada tende a verdadeira. Pode-se
pensar que, no limite, os blocos tendem a ser pontos e a area seria exata. Acontece que,
na pratica, ndo se atinge este limite e precisa-se de um método com a maior estabilidade
possivel. Em outras palavras, para aplicar-se o método de blocos/sub-blocos, deve-se
utilizar blocos suficientemente pequenos, caso contrdrio pouco podera ser afirmado

sobre o tamanho do erro cometido.

As comparacgdes seguintes seguirdo o mesmo padrido, ocultando, assim, detalhes ja

apresentados. Agora, analisa-se a funcdo f(x)= x+1.
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Blocos e Sub-blocos Integracdo vetorial
A A

[ e e B R R
g == — = = === =

A

Figura 4-14: Estudo comparativo de aproximagao para a fungao f{x)=x+1/ no intervalo [-1,1]

para blocos de tamanho 1x1 e nivel 2 de resolucao.
Resultados:

R=(2x2):2=2
B=(1x1)+(6x%)=25
1= Yo x [ f(-a) + £(-"a) + £ 1) + £C/a) 1= Vo x [ Vat g+ 0t 7/y] =2

Blocos e Sub-blocos Integracio vetorial
A A
2 2 —
* b 7£7
A

- = — = == — =

Figura 4-15: Estudo comparativo de aproximagao para a fungao f{x)=x+/ no intervalo [-1,1]

para blocos de tamanho 2/3 x 2/3 e nivel 3 de resolugao.
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Resultados:

R=(2x2):2=2
B=(3 x /o) + (18 x */g;) = 2,22
1=/ x [ f(-"/o) + £(-*/5) + f(-*/o) + £(-/5) + £(0) + £/5) + £(*/) + (/o) + £(*/) 1 =

=2ox [ Yo+ o+ o+ o+ 1+ ot Blo+ Bly+ /5 1=2

Nota-se que método de blocos/sub-blocos apresentou um resultado melhor, quando o
tamanho dos blocos e sub-blocos diminuiu, o que ¢ de se esperar para a maioria dos
casos. O método de integracao vetorial, novamente, determinou o resultado exato da
area. Pode parecer que as regides foram arranjadas de forma que isso fosse possivel,
mas para qualquer fungdo constante ou linear e qualquer intervalo de avaliacdo, a area
encontrada sera exata para este método.

Para provar isso, basta perceber que, dado um vetor, esse possui um intervalo de
influéncia, pensando no caso bidimensional. A regido limitada no intervalo representa

um trapézio e sua area ¢ igual a area calculada pelo método de integragdo vetorial.

Desta forma, os proximos exemplos serdo de fungdes ndo-lineares. O primeiro exemplo

desta classe sera a funcao f(x)= x>+ 1.

Blocos e Sub-blocos Integracio vetorial

/
N

|
[
\
|

- = —— ===

R R R

Figura 4-16: Estudo comparativo de aproximagao para a funcao f{x)=x?+1 no intervalo [-1,1]

para blocos de tamanho 1x1 e nivel 2 de resolucéo.



-30 -
Resultados:

1
R= j(x2 +1)dx="23=2,67
-1

B=Q2x1)+(2x%)=25
[ =Y%x [ (/) + -1 + 101+ 1C1) 1= x [ Phie+ he + e+ 6] = 2,62

Blocos e Sub-blocos Integracdo vetorial

! 1 | N /
SNCETTAE R 7tk
HEsE - s

Figura 4-17: Estudo comparativo de aproximagao para a fun¢ao f{x)=x?+1 no intervalo [-1,1]

para blocos de tamanho 2/3 x 2/3 e nivel 3 de resolugao.

1
R= j(x2 +1)dx="2/3=2,67
-1

B=(3 x /o) + (26 x */s;) = 2,62
1 ="2/g x [ £(-"15) + £(-*/9) + £(-"/o) + (-*/o) + £(0) + /o) + (/o) + (o) + £(*/5) ] =
=2/ox [ 1,79+ 1,44 + 1,20+ 1,05+ 1+ 1,05+ 1,20+ 1,44+ 1,79 ] = 2,65

Trata-se, agora, uma fun¢do que ¢ a jun¢do de algumas fungdes lineares e quadraticas.

Sera a ultima comparacao partindo de fun¢des bidimensionais simples.

f(x=  x+t1, sex <-%
3x + 2, se X € [-%2,0]
X2 - 13/6x+2, sex€(0,2/3]

14 2
-x2+ /3X-5/3, se x> /3.
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Blocos e Sub-blocos Integracdo vetorial

>
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/ i

R R T R e R,
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Figura 4-18: Estudo comparativo de aproximacao para a fun¢ao f{x) no intervalo [-1,1] para

blocos de tamanho 1x1 e nivel 2 de resolugéo.
Resultados:
-1/2

I (x+1)dx + T(3x+2)dx+2j‘3(x2-1%x+2)dx+j(-x2+1%x-%)dXZ

-172 0

=
I

= 1/8 + 5/8 + 77/81 + 41/81 = 2,21
B=(1x 1)+ (6x %) =25

[ =Y%x [ (/) + 1) + 10/ + 1Cl) 1=Yex [ Vat+ s+ 1,52+ 1,271 =2,15

Blocos e Sub-hlocos Integraciio vetorial
; INCT-1-17 % —————— s
AN N /|
- TN |
/- el :
tor :

Figura 4-19: Estudo comparativo de aproximagdo para a fungao f{x) no intervalo [-1,1] para

blocos de tamanho 2/3 x 2/3 e nivel 3 de resolugdo.
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Resultados:

-172

[ e+ D+ j).(3x+2)dx+2f(x2—l%x+2)dx+j.(—x2+1%x—%)dXZ

-172 0 2/3

=
I

= g+ s+ g+ P = 2,21
B=(2x )+ (29 x /s1)=2,32

1 =% x [ £(-30) + £(-%5) + £(-*/o) + £(-*/5) + £(0) + £(/o) + £(*/o) + £(%/o) + £(%/0) ] =
=%ox [0,11+0,33+0,67+ 1,33+2+ 1,57+ 1,23+ 1+ 1,69 1=2,20

Dobrando o nivel de integragdo e sub-blocagem, teriamos os seguintes resultados:

-12

R= [ (x+Ddx+ jl(3x+2)dx+T(x2—1%x+2)dx+j.(—xz+1%x—%)dx=
-1 2/3

-1/2 0
= Yg+35+ g+ Bl =221
B=(2x ")+ (112x '/51)=2,27
I =" x [ f(-"g) + f(-"11g) + (- /1) + £(-" /1) + £(-"hrs) + £(-"/15) + £(->/15) +
f(-"/18) + f(-'118) + £('/18) + £C/1g) + £C/g) + £ /1g) + £C1g) + (/1) + £ 15)
+1(°/15) ] = 2,20

Para regides regulares, mesmo com jungdes de polindomios diferentes, o método de
integragdo vetorial parece determinar resultados melhores, mas restam duvidas sobre o
seu comportamento frente a regides irregulares. Neste ultimo exemplo, percebe-se a
idéia ja exposta de que o método de blocos/sub-blocos converge para o valor exato, mas
ndo se tem seguranga sobre o resultado a menos que se tome um numero
suficientemente grande de divisdes. Assim como na teoria de integracdo, se um solido ¢
representado por blocos e sub-blocos, o volume desses vai diminuindo e,
consequentemente, a quantidade vai aumentando, tem-se que, no limite, o somatoério do

volume dos blocos e sub-blocos e resultara no volume exato do solido.

Apo6s todos estes testes, torna-se sugestivo concluir que, dentre as duas opgdes, o
método de integracdo vetorial determina melhores resultados em termos de precisio.
Vale lembrar que os vetores e sub-blocos das comparagdes possuem mesma largura.
Apo6s algumas comparagdes tridimensionais, far-se-4 um estudo comparativo também

entre os tempos de execugdo dos dois algoritmos.
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Capitulo 5

Aprimoramento do Método de Integraciao Vetorial

Apresenta-se, agora, uma adaptacdo feita no método de integracdo vetorial, visando a
minimiza¢do dos erros de aproximacao do volume. A este aprimoramento da-se o nome
de integracdo vetorial gaussiana. Este método pode ser aplicado as situagdes ja expostas,
mas espera-se um aproveitamento maior para o caso de soélidos (ou regides) irregulares,

como em situacdes reais de mineracao.

Para tornar possivel a comparacdo dos métodos anteriomente apresentados, utiliza-se
programas, existentes no mercado, que se baseiem nestes métodos. Ocorre que existem
programas que, além do método puro de integracdo vetorial, utilizam-se deste
aprimoramento. A integracdo vetorial gaussiana, como o proprio nome sugere, faz uso
da quadratura de Gauss, por isso cabe uma explicagdo detalhada sobre seu

funcionamento.

5.1. Método da Quadratura de Gauss

5.1.1. Apresentaciao e Demonstracao

O método da quadratura de Gauss ¢é utilizado para o calculo de integrais de fungdes
polinomiais n-dimensionais (Civil.pt, 2004). Dada qualquer fungdo deste tipo, pode-se
determinar a integral analitica pela simples avalia¢do de alguns pontos. Como exemplo,

toma-se um polindémio de grau 5:

f(X) = co + c1X + Cox2 + €3x* + cax” Fesx 5.1

A primitiva deste polindmio ¢ dada por

I f(x) dx I (co+ c1x + cox? + ¢3x3 + ¢cgx” +esx’) dx =

= cox + ox’ 4 ex’ yoext L oex’  ex’ L (5.2)
2 3 4 5 6




-34 -

Avaliando esta primitiva no intervalo [-1,1], encontra-se o seguinte resultado para esta

integral:

2c
[= 2c0+Ocl+Tz+Oc3+ ZSC“ + 0cs - (5.3)

O objetivo da quadratura de Gauss ¢ encontrar o valor desta integral / simplesmente

avaliando a fun¢@o em alguns pontos.

Ainda para o mesmo exemplo, toma-se
J= W1 f(Pl) + Wz f(Pz) + W3 f(P3), (54)

sendo P; os pontos escolhidos no dominio e W; pesos correspondentes. Estes valores
ainda nao foram definidos, mas a equagdo (5.4) ¢ a base da quadratura de Gauss. No

decorrer deste capitulo, o entendimento desta tornar-se-a mais claro.

Aplicando a fun¢do em cada P; da equagdo (5.4) e organizando as varidveis, chega-se a

seguinte igualdade:

J= (WiH+Wy+Ws) co +
(W1 P1+W, Po+Ws P3) ¢ +
(W, P/ +W, P>+ W5 PiY) ¢, + (5.5)
(W, P>+W, Po*+W; P3Y) ¢3 +
(W1 Py +W, Py +W; P3*) ¢y +
(W1 P>+ W, P +W; Py) s
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Fazendo J=I e igualando os valores que multiplicam os coeficientes da fungdo

polinomial, encontra-se um sistema com as seguintes equagoes:

W, +W, +W; =2
W, P +W, P, +W3P; =0

W, P2 +W, P, +W3 Pi* = 2/3

W, PP +W, P, +W3 P3P = 0 (5.6)

W, P H+W, P 4w, Pyt =2/5
W, P15 +W, st +W;5 P35 =0

Resolvendo este sistema, chega-se aos valores de W; e P;. Substituindo estes valores na

equacdo (5.4), chega-se ao valor analitico da integral com simples avaliacdes da fungdo.
5 8 5
J=1= 5f(-3/5)+ 5f(0)+ 5f(3/5). 5.7

Percebe-se que este resultado ¢ valido para qualquer fungdo polinomial de grau menor
ou igual a 5, pois a demonstragdo ndo especificou os coeficientes, que podem inclusive
ser zero. As constantes #; e os pontos P; a serem avaliados variam de acordo com o
grau do polinémio (5.1) e sdo tabelados para o intervalo [-1,1]. Caso a fungdo seja de
grau superior a 5 ou ndo seja polinomial, a féormula (5.7) determinara apenas uma
aproximacao por um polindmio de grau 5. Quanto mais proéxima a fungdo estiver do tipo
(5.1), melhor sera a aproximagdo. No item 5.3.1, esclarecer-se-4 o processo de

adaptag@o para um intervalo diferente de [-1,1].

A demonstragdo para o caso de uma aproximacdo de grau diferente de 5 segue os

mesmo passos. Todas as consideragdes feitas sdo validas também nestes outros casos.

Com base na estruturagdo da quadratura de Gauss, pode-se concluir que, com a
avaliacdo de n pontos pré-estabelecidos, pode-se obter a integral analitica de um

polindmio de grau p=2n-1. Percebe-se, entdo, que p é sempre um numero impar e,
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conseqiientemente, para obter a integral analitica de um polindmio de grau par, deve-se

tomar n pontos de forma que p se torne um valor impar superior ao grau do polinémio.

5.1.2. Tratamento n-dimensional

Para o calculo de integrais n-dimensionais, o resultado generalizado € o seguinte

(Civil.pt, 2004):

j...jf(x1 e X ) =Y W W, f(P s B) (5.8)
n:  dimensdo da fungdo;
W;:  constantes para cada integracao;

P;: coordenadas que formam os ponto.

5.1.3. Adaptacao do Intervalo

Na maioria dos casos, ndo se utiliza o0 método no intervalo tabelado [-1,1]. Desta forma,
necessita-se de uma adaptacdo dos pontos e pesos tabelados que possibilite a aplicagdo
do método da quadratura de Gauss para estes casos (Campos, 2001). Quando pretende-
se calcular uma integral em um intervalo diferente de [-1,1], basta adaptar os pesos e
aplicar uma tranformag@o que redistribui os pontos no novo intervalo [-a,a]. Nao se
necessita de um intervalo da forma [a,b], pois qualquer regido pode ser mapeada

somente com intervalos da forma [-a,a].

Agora, o problema ¢ determinar os valores dos pesos A4;, e das abscissas ¢, i=1,...,n, as

quais se encontram no intervalo [-1,1], para utiliza-los na férmula

T Sy = [F(Odt =1, = AF(t)+...+ 4,F(1,), (5.9)

ou seja,

1, =Y AF({), (5.10)
i=1
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de modo que a mesma seja analitica para os polindmios de grau menor ou igual a 2n-1.
Fazendo
F(t)=t"k=0,1,..2n-1,
e sabendo que
; 0, k impar
j tdt = { par
’ 2/(k +1),k par
entdo, impondo que (5.10) seja analitica para a integra¢do de F(#) acima, ¢ obtido o
seguinte sistema de equagdes ndo lineares de ordem 2n:
A +..+4, =2
Aty +..+A4¢, =0
At .+ A =2/3

n-n

2n-1 2n-1
A7+ 4+A4t7 =0

cuja solucdo fornece os n pesos A; € as n abscissas # desejados. A necessidade de
resolver este sistema nao linear pode ser evitada usando um processo alternativo.

Inicialmente, sejam os polindmios de Legendre definidos pela formula de recorréncia:

@n+D)xL, ()~ (n=DL, ,(x)

L,(x)= (5.11)
n
com Lo(x)=1¢ L;(x)=x.
Os polindmios de Legendre possuem as seguintes propriedades basicas:
L()=1eL,(-1)=(-1)",n=0,1,2...¢
1
j L, (x)0, (x)dx=0,n> k, (5.12)
-1

sendo QOi(x) um polindmio qualquer de grau k < n. Chama-se a integral (5.12) de
produto escalar das fungdes L,(x) e Oi(x). Duas fungdes sdo ditas ortogonais se seu

produto escalar for nulo, portanto, L,(x) e Ox(x) sdo ortogonais. Além disso,

=0,sen=k

jl L, (0L, (x)de Dsomet
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Uma outra propriedade ¢ que as equacdes algébricas L,(x)= 0 possuem n raizes reais
distintas pertencentes ao intervalo (-1,1). Considera-se, agora, os polindmios F(¢)=
tkLn(t), k=0,1,...,n-1, onde L,(¢) € um polinémio de Legendre de grau n. Desde que Fi(¢)

seja de grau menor ou igual a 2n-1, entdo (5.9) ¢é exata, ou seja,
1 n
[fL, @)t =) AL, (1), k=01,..n—1.
-1 i=1

Devido a ortogonalidade dos polindmios de Legendre com qualquer polindmio de grau

menor que o de Legendre, mostrado em (5.12), tem-se que

1
J.tkLn (t)dt=0, n > k, e portanto,
-1

DAL L,(t)=0,k=0]1..n-1.
i=l1

Esta expressdo sera verdadeira para qualquer valor de 4,, se L,(#;)= 0 para todo i. Assim,
para obter uma maior exatiddo na formula de quadratura (5.10) ¢ suficiente que ¢, i=
1,2,....,n, sejam zeros do polindmio de Legendre de grau n. Sendo conhecidas as
abscissas #;, entdo o sistema nao linear se reduz a um sistema linear de ordem #, cuja

solugdo fornece os pesos 4;, i=1,2,...,x:

11 1 - 1][4] [2
tl t2 z} tn A2 0
A S ;|| 4, |=]2/3

_tlnfl t;kl t;l*l . t:71 | _Al | i ]

No entanto, os pesos 4; podem ser obtidos facilmente pela expressdo abaixo, conforme

(Press, Teukolsky, Vetterling & Flannery, 1992),

A4, = > 2 L
A=, (1)

=12,...,m, (5.13)

onde L’n(ti) ¢ a derivada de Ln(x) na abscissa ti.
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5.2. Junc¢ao dos Métodos

Apo6s a apresentacdo detalhada do método de integracdo vetorial e da quadratura de

Gauss, unifica-se os métodos.

Para se calcular o volume de so6lidos pelo método da quadratura de Gauss, de acordo
com grau da aproximacao, faz-se necessaria a avaliacdo de alguns pontos especificos e
tabelados, como foi mencionado anteriormente. Sendo assim, os vetores fardo este
papel, ou seja, cada ponto a ser avaliado corresponde a um vetor atravessando o solido.
Passando, como parametro para a quadratura, a avaliagdo dos pontos corretos, essa se

encarrega de determinar uma aproximagao para o seu volume.

Um soélido qualquer, como o apresentado na figura 5-1, por um plano de corte, terd as
avaliacdes dos pontos feitas por vetores, nos locais pré-determinados. Com o
comprimento dos vetores e os pesos tabelados, obtem-se uma aproximacdo de grau n

para a integral (n =35 e 7, para as visualiza¢des abaixo).

Agulhas para uma Agulhas para uma
aproximacao de grau 5 aproximacao de grau 7

S
r , \

-3/5 0 3/5 0,86 -034 0 0,34 0,86

Figura 5-1: Distribui¢do bidimensional de vetores para a integragdo vetorial gaussiana.

Visualizando a mesma regido por um plano de corte horizontal e perpendicular a
visualizacdo da figura 5-1 pode-se observar a distribuicdo tridimensional dos vetores. A

figura 5-2 ilustra esta distribuicdo para os mesmos graus de aproximagdo acima.
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Agulhas para uma Agl_thaS~para uma

aproximagao de grau 5 aproximagao de grau 7

L] L) L] L]
L] L] L]

L] * L] L]
L] L] L]

L] L] L] L]
L] L] L]

L] L) L] L]

Figura 5-2: Distribui¢do tridimensional de vetores para a integracao vetorial gaussiana.

Vale reforcar a idéia de que a integral de uma fun¢@o polinomial de qualquer grau pode
ser obtida analiticamente pela quadratura de Gauss, desde que sejam tomados corretos o
numero de vetores, os pontos a serem avaliados e os pesos para cada um deles. Segue

uma tabela de pontos e pesos adequados, x; e g; para a quadratura de Gauss até grau 4:

no|t x; G;
1|1 0 2
2 1] -05773503 1
2 | 0,5773503 1
1| -0,7745967 | 0,5555556
3|2 0 0,8588889
3 7745967 | 0,5555556
1| -0,8611363 | 0,3478548
4 | 2| -0,3399810 | 0,6521455
3 0,3399810 0,6521455
4| 0,8611363 | 0,3478548

Tabela 5-1: Pontos e pesos para a quadratura de Gauss. (if.br, 2004)

O método de da quadratura de Gauss ndo deve ser comparado diretamente com o de
blocos e sub-blocos, pois utiliza-se de rede irregular de vetores, ¢ ndo de rede regular

gaussiana de pontos como € o caso deste.
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Capitulo 6

Calculos Comparativos

Para se realizar um estudo comparativo com dados reais, ndo se pode utilizar
unicamente regides simples conhecidas pela matematica, porém sua praticidade didatica
e exemplificativa € inconteste. Por outro lado, a utilidade principal de algoritmos
numéricos € justamente no calculo de volumes irregulares desconhecidos e desprovidos
de fungdes matematicas a representd-los. Desta forma, inicia-se o estudo estudo
comparativo com o calculo de volume de sélidos regulares e depois, compara-se os
métodos através de exemplos reais de regides irregulares. Inicialmente, utiliza-se um
solido geoldgico, cujo volume € conhecido (figura 3-1). Posteriormente, toma-se um
solido irregular, cujo volume ¢ analiticamente conhecido, por tratar-se da diferenca de

solidos regulares.

Utilizou-se um Pentium 4, com frequéncia de 1,6 GHz e 512MB de memoria volatil e
acesso randdmico, para processamento dos testes. Escolheu-se os softwares Gems 5.1
(Windows) e Microlynx 4.39 (DOS) para o calculo dos volumes pelos métodos de

integracao vetorial e blocos/sub-blocos, respectivamente.

Os tempos de processamento computacional foram rigorosamente registrados para que a
analise dos resultados também considere os ganhos potenciais de um método em relagéo
ao outro no que se refere ao desempenho dos processos de calculo computacional.
Foram obtidos e registrados graficos comparativos, tabelas e relatorios de

processamento, que subsidiardo as conclusdes apresentadas.

Os tempos obtidos sdo validos para os respectivos algoritmos implementados nos

respectivos programas utilizados neste computador, nao podendo ser gereralizados.

6.1. Solidos Regulares

Aplica-se os dois métodos, blocos/sub-blocos e integracao vetorial simples, inicialmente

no calculo do volume de solidos primitivos basicos: um cilindro reto e um cone reto. O
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método de integracdo vetorial gaussiana também participara das comparagdes no item
6.3. Posteriormente, avalia-se os erros obtidos. Utiliza-se sub-blocos que variardo, em
quantidade, de 1 a 12 por direcdo, ou seja, de 1x1x1 até 12x12x12 = 1728 sub-blocos

por bloco, ou de 12 até 122 = 144 vetores por bloco.

O cilindro reto da figura 7-1 possui raio da base igual a 100m e altura igual a 100m.

Tem-se, portanto, tomando ©t = 3,141592, o volume V do cilindro:

V'=3,141592 x 100% x 100 = 3.141.592m°.

AST (X}

Figura 6-1: Cilindro reto.
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Apresentamos a seguir a formulacdo envolvida para o cilindro reto genérico:

Area da base
A =zR’
Area total
=g
) A_LZZ.',II.R.(h+R)
Area lateral
A =2nRh
Volume
bhase circular Vv=ntR'h

Figura 6-2: Cilindro reto, areas e volume.

Para que seja simples o entendimento, quando for citado o termo “resolu¢do”, entende-
se como o numero de vetores ou sub-blocos que dividem cada dimensao de cada célula
da base do soélido. Por exemplo, se divide-se a base do solido em células de tamanho
10x10, tem-se blocos de volume 10x10x10. Se a resolugdo ¢ 2, entdo serdo 2x2x2=8
sub-blocos por bloco e 2x2=4 vetores por célula, para o caso da integracdo vetorial. Se a

resolugdo € 5, entdo serdo 5x5x5=125 sub-blocos por bloco e 5x5=25 vetores por célula.

O solido da figura 6-1 foi graficamente inserido, com as dimensodes apresentadas, nos
dois programas utilizados para as comparagdes. Para o método de integrag¢do vetorial,
definiu-se uma malha com células de dimensdes SmX5m, enquanto para o método de
blocos/sub-blocos definiu-se blocos de dimensdes SmX5mX5m. A tabela 6-1, a seguir,
apresenta o resultado do estudo comparativo do volume do cilindro calculado pelos dois
métodos, com precisdes diferentes, variando de 1 a 12, apresentando o erro percentual
em relagdo ao volume analitico. Os tempos computados referem-se a execucdo dos
métodos nos programas utilizados, os quais possuem implementagdes distintas e rodam

em plataformas diferentes, o que faz com que os resultados de tempo ndo dependam
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somente dos métodos em si, porém, mesmo com estas consideragdes, pode-se extrair
informacdes sobre a estabilidade e convergéncia dos distintos métodos. Os graficos, a

seguir, representam os resultados apresentados na tabela 6-1.

ERROS PERCENTUAIS E TEMPOS DE EXECUGAO NO CALCULO DE VOLUME DO CILINDRO PARA
BLOCOS DE DIMENSOES 5mX5mX5m.
. INTEGRAGAO VETORIAL BLOCOS
RESOLUGAO
ERRO (%) TEMPO (min.) ERRO (%) TEMPO (min.)
1 0.00586 0.02 0.00846 0.62
2 0.00009 0.03 0.00051 7.00
3 0.00002 0.10 0.00281 12.50
4 0.00054 0.17 0.00009 32.00
5 0.00083 0.27 0.00057 56.00
6 0.00058 0.37 0.00011 92.40
7 0.00039 0.48 0.00091 143.20
8 0.00070 0.63 0.00034 212.00
9 0.00040 0.82 0.00032 298.00
10 0.00055 1.07 0.00010 413.20
11 0.00064 1.20 0.00034 546.80
12 0.00042 1.43 0.00001 716.70
99 0.00038 97.92 - -
Tabela 6-1: Estudo comparativo de tempo e erro para o cilindro.
800.00
700.00 f
= 600.00 /
E 500.00
8 400.00 Integrag&o
E 300.00 +Vetgria(i:
~ 200.00 —=— Blocos
100.00
0.00 —m
1 3 5 7 9 11
RESOLUCAO

Grafico 6-1: Comparagdo entre os tempos de execugdo para o cilindro.
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0.01000
0.00800
S 0.00600 -
0 \ —
—e— Integragao
% 0.00400 Vetorial
0.00200 /\ —s— Blocos
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Grafico 6-2: Comparagdo entre os erros percentuais para o cilindro.

Utilizou-se a resolu¢do de nivel 99, na tabela, para o método de integracdo vetorial, para
comparar o crescimento do tempo de execugdo dos métodos e mostrar que o erro
estabiliza-se em determinado ponto. Nao incluiu-se este dado nos graficos. Percebe-se,
pelos tempos apresentados, que seria invidvel calcular o volume por blocos/sub-blocos
com uma resolugdo como essa. O tempo de execugao do método de integracao vetorial é
inferior ao do método de blocos/sub-blocos, mas os erros percentuais ficaram bem

proximos e a convergéncia foi satisfatoria para ambos os métodos.

O cone reto, a seguir, possui raio da base igual a 100m. e altura igual a 100m., portanto

seu volume ¢ igual a 1.047.197m3. Tem-se, portanto, tomando © = 3,141592, o volume

V do cone:

_3,141592x 1% x1
3

14 =1.047.592m’.
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Figura 6-3: Cone reto.

Apresentamos a seguir a formulagdo envolvida para o cone reto genérico:

Area da base
&
A, =1R’
Area total
g
" A, =nR.(g+R)
Area lateral
A =nRg
Volume
2
V= nR*h
3

Figura 6-4: Cone reto, areas e volume.
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A tabela 6-2 apresenta um estudo comparativo com a mesma estrutura do estudo feito

para a tabela 6-1 e os gréficos 6-3 e 6-4 ilustram os dados dessa.

ERROS PERCENTUAIS E TEMPOS DE EXECUGAQ NO CALCULO DE VOLUME DO CONE PARA BLOCOS DE
DIMENSOES 5mX5mX5m.
5 INTEGRAGAO VETORIAL BLOCOS
RESOLUCAO
ERRO (%) TEMPO (min.) ERRO (%) TEMPO (min.)
1 0.00004 0.02 0.00697 0.33
2 0.00003 0.03 0.03658 2.50
3 0.00005 0.08 0.04385 5.50
4 0.00005 0.15 0.03480 9.90
5 0.00005 0.23 0.04022 19.30
6 0.00005 0.35 0.03429 30.10
7 0.00005 0.48 0.03858 49.50
8 0.00005 0.60 0.03421 69.50
9 0.00005 0.75 0.03756 104.50
10 0.00005 0.97 0.03416 137.00
1 0.00005 1.10 0.03693 190.00
12 0.00005 1.32 0.03406 237.00
99 0.00006 89.95 - -
Tabela 6-2: Estudo comparativo de tempo e erro para o cone.
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Grafico 6-3: Comparagdo entre os tempos de execugdo para o cone.
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Grafico 6-4: Comparagdo entre os erros percentuais para o cone.

Com estes dados, pode-se reafirmar que o método de integracao vetorial atinge um certo
ponto em que o erro estabiliza-se e a convergéncia praticamente ndo ocorre mais. A
instabilidade do método de blocos/sub-blocos, como mencionou-se anteriormente, deve-
se a compensagdo que ocorre entre volumes considerados e desconsiderados
erroneamente, 0 que ocorre muito mais neste método. O método de integracao vetorial
mostrou-se superior nas duas comparacdes. Isso reforca a idéia de que quanto mais
regular for a figura, melhor sera o resultado determinado pelo método de blocos/sub-
blocos. Vale ressaltar que este trabalho ndo questiona a eficiéncia do método de
blocos/sub-blocos, que apresenta resultados muito satisfatorios do ponto de vista

pratico.

6.2. Solido Irregular

Por sua superficie envoltoria ser fechada, composta por tridngulos adjacentes e
consecutivos, a técnica utilizada para se calcular o seu volume analitico ¢ bastante
simples. A saber, projeta-se os prismas da superficie superior até um plano de referéncia
que esteja totalmente abaixo da superficie inferior e calcula-se o volume destes prismas
e o seu somatoério (V1). Projeta-se os prismas obtidos pela projecdo dos tridngulos da

superficie inferior até o mesmo plano de referéncia e calcula-se o volume destes prismas
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e o seu somatorio (V2). O volume final analitico sera V=V1 — V2. As figuras 6-5 ¢ 6-6

ilustram a construcdo de uma superficie a partir de triangulos consecutivos e adjacentes.

Figura 6-6: Prismas a partir de superficies triangularizadas.
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Para este solido irregular, também foram feitos testes comparativos, assim como 0s
feitos para o cilindro e o cone. A seguir, estdo apresentadas as tabelas e graficos no

mesmo formato.

ERROS PERCENTUAIS E TEMPOS DE EXECUGAO NO CALCULO DE VOLUME DO SOLIDO IRREGULAR
PARA BLOCOS DE DIMENSOES 5mX5mX5m.
. INTEGRAGAO VETORIAL BLOCOS
PRECISAO
ERRO (%) TEMPO (min.) ERRO (%) TEMPO (min.)
1 0.00109 0.02 0.02338 0.20
2 0.00078 0.03 0.02618 0.62
3 0.00100 0.07 0.02670 1.25
4 0.00002 0.12 0.02667 2.27
5 0.00028 0.17 0.02615 4.00
6 0.00015 0.23 0.02662 6.57
7 0.00018 0.33 0.02662 10.17
8 0.00000 0.48 0.02645 15.50
9 0.00015 0.55 0.02662 22.00
10 0.00013 0.68 0.02685 28.00
11 0.00009 0.82 0.02665 38.00
12 0.00000 0.97 0.02687 52.00
Tabela 6-3: Estudo comparativo de tempo e erro para o solido irregular.
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Grafico 6-5: Comparagdo entre os tempos de execugdo para o sélido irregular.
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Grafico 6-6: Comparagdo entre os erros percentuais para o solido irregular.

Mais uma vez, o método de integracao vetorial mostrou-se superior nos dois aspectos
estudados denotando que essa ¢ realmente a melhor dentre as duas opgdes. A secdo 6-3
faz um estudo comparativo final, abordando os testes de uma maneira um pouco
diferente, que torna possivel uma comparagdo também em nivel da estabilidade dos

métodos quanto aos erros obtidos no caculo volumétrico.

6.3. Solido Construido por Diferencas

Para propiciar a comparagdo do célculo volumétrico obtido pelos distintos métodos,
com o valor analitico do volume de um so6lido complexo, cria-se 0 mesmo a partir de

solidos simples que se intersectam.

6.3.1. Criacao do Solido e Calculo do Volume Analitico

Constroi-se um solido através da diferenca de diversos solidos regulares. Como volume
inicial, toma-se o sélido limitado pelas fungdes z = sen(tix) + sen(ty) e z = 4, dentro dos

intervalos [-1,1] para x e y. O volume deste solido ¢ dado pela integral

I I4 — (sen(mx) + sen(ny))dydx =16.

-1-1
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Figura 6-7: Paralelepipedo interceptado inferiormente pela curva z= sen(7x) + sen(ny) .

Agora, intercepta-se esta regido por uma série de solidos, cujos volumes das intersecdes
calcula-se analiticamente. Toma-se, inicialmente, um cone, cuja intersecdo com o s6lido
da figura 6-7 da-se por um outro cone menor com raio igual a 0,5 e altura 1. Nao

menciona-se unidades de medida, por ndo ser um ponto importante nesta discussao.

~
~

[

Figura 6-8: Figura 6-7 interceptada lateralmente por um cone.
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O resultado da diferenca entre a figura 6-7 ¢ 6-8 esta apresentado na figura 6-9.

Figura 6-9: Figura 6-8 apos a retirada do cone.

Calcula-se o volume do pedaco do cone retirado da seguinte forma:
wr*h B 7x0,5% x1

3
Assim, o volume total do sélido da figura 6-9 é de (16 — 0,262) = 15,738.

=0,262.

A préxima interse¢do € com o paraboloide de equagdo z = (x+1)? + (y+1)? + 2. As
figuras seguintes apresentam o mesmo solido visto de dois pontos diferentes, para
facilitar o entendimento. O volume interceptado do paraboloide, considerando que a
equagdo z = x?+y? nos da o mesmo resultado, por ser uma simples translagdo da figura,
¢ dado pela integral

712422
I J jrdzdrd@ =1,571, sendox=r.sen@ e y=r.cos@ (Lethold, 1994).

0 0,2

Portanto, o volume do sélido da figura 6-9 ¢ igual a (15,738 — 1,571) = 14,167.
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Figura 6-10: Figura 6-9 interceptada por um paraboldide.

Apresenta-se o solido final abaixo:

Figura 6-11: Figura 6-10 apos a retirada do paraboléide.
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No passo seguinte, intercepta-se um tronco de piramide, restando outro tronco na
intersecdo. Este tronco de pirdmide tem 0,49 na base maior, 0,09 na base menor ¢ 2 de
altura. A altura total da pirdmide relacionada aos troncos é 3,5. Portanto, o volume do
tronco de piramide que foi retirado ¢ dado por
A,H A,(H-h)
3 3

=0,572-0,045 = 0,527.

Assim, o volume do sélido da figura 6-13 é (14,167 — 0,527) = 13,640.

Figura 6-12: Figura 6-11 interceptada superiormente por um tronco de piramide.

O resultado da diferenca entre os solidos ¢ apresentado na figura 6-13.
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Figura 6-13: Figura 6-12 ap6s a retirada do tronco de piramide.

Como ultimo passo, atravessa-se um cilindro que corta perpendicularmente toda a
extensdo lateral do solido atual. A intersecdo também resulta em um cilindro. Esse

possui 0,2 de raio e 2 de altura.

O volume do cilindro menor, dado pela intersecdo dos dois solidos, ¢ calculado da

seguinte forma:

m’h=0,251.

Finalmente, o volume do s6lido ap6s todas as intersegdes ¢

(13,640 — 0,251) = 13,389 unidades®.
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Figura 6-14: Figura 6-13 atravessada por um cilindro.

Figura 6-15: Figura 6-14 apos a retirada do cilindro.
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Para se comparar os métodos, previamente, define-se as resolugdes ¢ a orientacdo dos

vetores dos testes. O proximo item trata-se da forma como definiu-se estes parametros.

6.3.2. Dimensoes dos Blocos Primarios e Orientacio dos
vetores

Como mencionou-se, em segdes anteriores, a comparagdo entre os métodos, neste
estudo, definiu uma forma que os separa em niveis de resolu¢do. Relembrando, pode-se
dizer que um nivel n de resolucdo faz com que cada bloco primario dividida-se em »*
blocos, quando sub-blocado, e que cada célula, na integracdo vetorial, possua n? vetores
atravessando o sélido na terceira dimensdo. Quando a resolucdo variar diferentemente

em cada dimensao, essas serdo especificadas separadamente.

Outro aspecto importante ¢ a defini¢do da orientacdo dos vetores, o que, certamente,
influird nos volumes calculados pelo programa, pois o fator forma tem influéncia direta

nos resultados.

A escolha das dimensdes dos blocos primarios e da orientacdo dos vetores segue os

seguintes padrdes:

e Faz-se diversos testes, com diversos tamanhos diferentes para as células, com
um vetor por célula e nas diferentes orienta¢des, tabulando os percentuais de
erro em relagdo ao volume analitico, para o método de integracdo vetorial;

e Utiliza-se a melhor das 3 orientacdes, pela avaliagdo dos resultados obtidos,
considerando que o método de blocos/sub-blocos ndo depende desta informagao
e que esta orientacdo certamente serda melhor também para o método de
integracdo Gaussiana;

e Escolhe-se resolugdes que determinem erros proximos a 20%, 10%, 5% e 1%,
dando preferéncia para aquelas que se referem a células com dimensdes mais

proximas as de um quadrado.
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O passo seguinte ¢ variar o nivel de integracdo dentro de cada célula, tabulando os erros
e os tempos ¢ buscando o nivel de sub-blocagem que determine um erro préximo.

Detalhar-se-a estes procedimentos.

Espera-se que os vetores determinem um melhor resultado quando orientadas paralelas
ao eixo z (orientag@o por niveis), desde que a malha seja adequada as dimensdes de uma
secdo reta do solido. Isso se justifica pelo fato de que havera uma aderéncia dos vetores
na lateral do sélido, o que faz com que os erros ocorram apenas na terceira dimensao.

De qualquer forma, apresenta-se, a seguir, os resultados obtidos nos testes.

A tabela 6-7 apresenta o erro percentual absoluto em relacdo ao volume analitico do
solido, variando o numero de células por dimensdo (x e y) e utilizando uma orientagdo
por niveis. Toma-se o intervalo [-1,1] nas duas dimensdes, por tratar-se das dimensoes
exatas da interse¢do de um plano horizontal com o sélido em questdo. Portanto, tem-se

sempre um quadrado de lado 2 como malha para este caso.

ERRO ABSOLUTO (%)

et 2 3 4 5 6 7 8 9 10
1 | 19497 8300 10650 9228 9840 9408 9777 9462 9663 9490
2 | 0828 6636 4843  14.803 2435 1828 0004 1.079 1180 0813
3 | 0379 5970 4778 3381 3097 335 2572 2519 2900 2906
4 | 1.235 2455 3106 4782 1176 08595 0834 0.340 083 1015
§ | D445 3273 2885 0840 2807 1718 1096 1.716 0814 1227
6 | 0113 1505 2084 0325 1288 0501 0070 0.420 0082 0055
7 | 0229 1204 1725 4342 1048 0367 0265 0.558 0405 0308
§ | 0342 15828 2209 3883 1766 0841 0669 0.923 0425 0569
9 | 0119 1780 2079 3307 1070 0444 0191 0.354 0470 0366
10 | 0.070 1430 1804 0183 0892 0491 0468 0.231 0474 031

Tabela 6-4: Erros percentuais para o método de integracdo vetorial com orienta¢do por niveis.

A posicao (4,10) desta tabela, por exemplo, determina o erro para o caso em que se tem
4 células dividindo igualmente o intervalo [-1,1] em x e 10 células em y. Em outras

palavras, as células resultantes sdo retangulares, iguais e de dimensdes 0,5 e 0,2.
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Para a orientagdo paralela ao eixo y (orientagdo por colunas), ndo necessitou-se executar

tantos testes. Como o objetivo destes testes iniciais é apenas determinar a orientagdo dos

vetores ¢ o tamanho dos blocos, os erros apresentados na tabela 6-5, abaixo, sdo

suficientes para concluir a superioridade da orientagdo por niveis, para este caso.

ERRO ABSOLU TO(0)
v 1 2 3 [ 10 20 30
1 7R252 19501 188933 54933 - - -
2 10374 3116 31083 0030 - - -
4 1233 24353 3106 4782 - - -
5 - - - - - 0.586 -
10 - - - - 3316 0344 1130

Tabela 6-5: Erros percentuais para o método de integragdo vetorial com orientag@o por colunas.

Percebe-se que, para um nimero pequeno de células, os erros mostraram-se muito

instaveis, a0 mesmo tempo que foram necessarios 200 vetores para chegar proximo a

mesma precisdo de 100 vetores para a outra orientacao.

O mesmo procedimento foi tomado para a orientacdo paralela ao eixo x (orientacdo por

linhas) e os resultados encontram-se abaixo, na tabela 6-6.

ERRO ABSOLUTO(0)

. 1 2 3 6 10 20 30
1 | 79252 19501 19.090 2865 - - -
2 | 10374 5183 30794 B0 - - -
4 | 4283 0844 3575 0792 - - -
5 - - - - - DET4 -
10 - - - - 4324 0403 075D

Tabela 6-6: Erros percentuais para o método de integragdo vetorial com orientagao por linhas.

Pode-se tirar as mesmas conclusdes anteriores, apesar do resultado ter sido um pouco

mais satisfatorio.
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Percebe-se, entdo, que a melhor orientagdo dos vetores, para este caso, é por niveis,
como ja era esperado. Sendo assim, lembrando do objetivo inicial, serdo tomados os
seguintes pares da tabela 6-4: (1,1), (1,3), (3,3) e (4,5, que representam,

respectivamente, 20%, 10%, 5% e 1% aproximadamente de erro.

6.3.3. Estudo Comparativo

Definidas as dimensdes dos blocos primarios, a comparagdo desenvolve-se nos

seguintes passos, para cada malha escolhida acima:

e Encontra-se o volume do sélido para diversos niveis de integra¢do (nimero de
vetores por bloco), no método ndo aprimorado;

e Encontra-se os respectivos volumes nas mesmas condicdes para o método
aprimorado;

e Executa-se o método de blocos/sub-blocos para a mesma resolugdo
bidimensional das malhas criadas, variando os comprimentos do blocos na
terceira dimensao e o nimero de sub-blocos por bloco de forma a obter erros

proximos aos encontrados nos dois casos anteriores.

Para todos os casos, computa-se o tempo de execugdo e apresenta-se em tabelas

comparativas:

ERROS PERCENTUAIS E TEMPOS DE EXECUQAO PARA UMA MALHA PARALELA AO PLANO XY, COM
UMA UNICA CELULA DE DIMENSAO 2x2
RESO- ERRO \% BLOCOS ERRO VG BLOCOS
LUGAO ) TEMPO | TEMPO ‘ ALTURA ‘ N° SUB. o) TEMPO | TEMPO ‘ ALTURA ‘ N° SUB.
1 19.497 1s. 13s. 3.0uc 1x1x3 19.497 1s. 13s. 3.0uc 1x1x3
2 6.640 1s. 11s. 3.0uc 3x3x3 10.718 1s. 3s. 6.0uc 1x1x2
4 1.030 1s. 12s. 3.0uc 4x4x4 1.875 2s. 31s. 3.0uc 8x8x8
10 0.314 10s. 108s. 0.5uc 20x10x5 | 0.428 9s. 59s. 0.5uc 20x20x2

Tabela 6-7: Estudo comparativo de execugdes para células de dimensdo 2x2.
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ERROS PERCENTUAIS E TEMPOS DE EXECUGAO PARA UMA MALHA PARALELA AO PLANO XY, COM
CELULAS DE DIMENSAO 2x0,67

RESO- ERRO v BLOCOS ERRO VG BLOCOS

LUGAO 0 TEMPO | TEMPO ‘ ALTURA ‘ N° SUB. ) TEMPO | TEMPO ‘ ALTURA | N° SUB.
1 10.645 1s. 10s. 6.0uc 1x1x4 10.643 1s. 10s. 6.0uc 1x1x4
2 1.822 2s. 34s. 2.0uc 6x2x6 5.109 1s. 36s. 2.0uc 3x1x6
4 3.107 5s. 29s. 2.0uc 6X1x6 0.142 5s. 120s. 2.0uc 18x6x18
10 0.120 32s. 125s. 2.0uc 18x9x18 | 0.239 209s. 50s. 2.0uc 9x2x12

Tabela 6-8: Estudo comparativo de execugdes para células de dimenséo 2x0,67.

ERROS PERCENTUAIS E TEMPOS DE EXECUGAO PARA UMA MALHA PARALELA AO PLANO XY, COM
CELULAS DE DIMENSAO 0,67x0,67

RESO- ERRO \% BLOCOS ERRO VG BLOCOS

LUGAO o) TEMPO | TEMPO ’ ALTURA ‘ N° SUB. 0) TEMPO | TEMPO | ALTURA ‘ N° SUB.
1 4.780 1s. 36s. 2.0uc 1x1x6 4.780 1s. 36s. 2.0uc 1x1x6
2 0.501 4s. 71s. 1.0uc 4x4x6 0.553 4s. 71s. 1.0uc 4x4x6
4 0.179 15s. 120s. 2.0uc 6x6x18 | 0.291 15s. 82s. 2.0uc 6x6x12
10 0.045 94s. 125s. 2.0uc 6x9x18 0.037 93s. 47s. 2.0uc 2x2x12

Tabela 6-9: Estudo comparativo de execugdes para células de dimensao 0,67x0,67.

ERROS PERCENTUAIS E TEMPOS DE EXECUCAO PARA UMA MALHA PARALELA AO PLANO XY, COM
CELULAS DE DIMENSAO 0,5x0,4
RESO- ERRO v BLOCOS ERRO VG BLOCOS
LUGAO (%) | ‘ (%) ‘ ‘
TEMPO | TEMPO | ALTURA | N°SUB. TEMPO | TEMPO | ALTURA N° SUB.
1 1.176 2s. 57s. 1.5uc 1x1x7 1.176 2s. 57s. 1.5uc 1x1x7
2 0.568 8s. 59s. 0.5cu 5x4x2 0.007 8s. 81s. 0.5uc 2x2x5
4 0.007 34s. 81s. 0.5cu 2x2x5 0.015 33s. 81s. 0.5uc 2x2x5
10 0.030 210s. 1371s. 0.2cu 15x4x12| 0.015 208s. 81s. 0.5uc 2x2x5

Tabela 6-7: Estudo comparativo de execugdes para células de dimensao 0,5x0,4.

LEGENDA: [V: Método de Integra¢ao Vetorial
1IVG: Método de Integracdo Vetorial Gaussiana

uc: unidades de comprimento

Como exemplo, pela primeira linha de dados da tabela 6-10, tem-se, para uma malha
paralela ao plano XY, com células de dimensdo 0,5x0,4 ¢ um vetor por célula

(resolucdo), um erro de 1,176% pelo IV em 2s de execucdo. Nas colunas 7 e 8 tem-se
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informagdes sobre o IVG: erro e tempo, respectivamente, para a mesma resolucao.
Neste caso, tanto o erro, quanto o tempo foram os mesmo, mas pode-se perceber que
isso esta longe de ser um padrdo. Finalmente, para se atingir um erro proximo pelo
método de blocos/sub-blocos, com a mesma malha, foram necessarios blocos de altura
1,5 e 1x1x7 sub-blocos por bloco, o que significa que pode-se dividir cada bloco
primario em 1 parte na dimensdo x, 1 na dimensdo y e 7 na dimensdo z. O tempo de

execucdo foi de 57s.

Entre os dois métodos de integracdo vetorial, pode-se notar uma certa superioridade do
primeiro, na maioria dos casos. Espera-se uma superioridade do método gaussiano para
casos de solidos mais irregulares. Nota-se, em relacdo aos blocos/sub-blocos, que €
absurda a diferenca dos tempos nas execugdes apresentadas. Em poucos casos, o
método de blocos/sub-blocos apresentou resultados em tempos menores, a questdo
principal contudo e saber se existe uma resolugdo que sempre determina resultados

satisfatorios, como nos casos acima.

O restante do estudo focaliza-se na estabilidade dos métodos, dado que todos eles
atingem erros aceitaveis, mas os blocos/sub-blocos exigem a utilizagdo de resolugéo
maior e consequentemente tempos de execugdo maior. As tabelas 6-7, 6-8, 6-9 e 6-10
reforcam esta afirmacdo, pois percebe-se, em varios casos, que o aumento do numero de
sub-blocos implicou em um aumento do erro percentual, quando espera-se o oposto.
Somente com a melhora na resolu¢do pode-se ter mais confianga na precisdo dos
resultados obtidos pelo método, levando-se em consideragdo que o volume dos blocos e
sub-blocos tende a zero, fazendo com que o volume total tenda ao volume exato, como

na teoria de integracao.

Para encontrar os erros necessarios para as comparacgdes das ultimas tabelas, fez-se
dezenas de testes. A tabela 6-11 apresenta todas as execucdes feitas para o método de

blocos/sub-blocos.
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DIMENSOES DO BLOCO PRIMARIO

NUMERO DE SUB-BLOCOS

(unid. compr.) ERRO (%)

X | Y | z X | Y | z

2 2 6 1 1 2 10.40
2 2 3 1 1 3 19.50
2 2 2 3 3 3 7.10
2 2 2 4 4 3 1.60
2 2 2 4 4 4 1.00
2 2 2 5 5 2 9.20
2 2 2 5 5 3 2.80
2 2 2 5 5 4 0.22
2 2 2 5 5 5 3.50
2 2 2 8 8 8 2.20
2 2 2 10 10 10 1.60
2 2 112 8 8 5 1.40
2 2 1/2 8 10 5 0.01
2 2 112 10 8 5 1.20
2 2 1/2 10 10 2 1.40
2 2 1/2 10 10 5 0.22
2 2 1/2 20 10 5 0.23
2 2 1/2 20 20 2 0.52
2 2 1/2 20 20 5 0.16
2 213 2 3 1 6 4.80
2 2/3 2 6 1 6 2.60
2 213 2 6 1 6 2.61
2 213 2 6 2 6 1.80
2 213 2 6 2 9 0.96
2 213 2 6 2 10 1.40
2 213 2 6 2 11 0.75
2 213 2 6 2 12 0.01
2 213 2 6 3 12 0.96
2 213 2 8 3 12 0.59
2 2/3 2 9 2 12 0.22
2 2/3 2 9 3 12 0.08
2 2/3 2 10 3 12 0.44
2 2/3 2 12 3 12 0.22
2 213 2 12 4 12 0.96
2 213 2 12 5 12 0.75
2 213 2 12 6 12 0.53
2 213 2 18 6 12 0.31
2 213 2 18 6 18 0.16
2 213 2 18 9 18 0.08
213 213 1 4 6 6 0.53
0.5 0.4 2 1 1 5 1.41
0.5 0.4 2 1 2 5 0.81
0.5 0.4 2 2 1 5 0.22
0.5 0.4 2 2 2 5 0.66
0.5 0.4 1.5 1 1 4 2.53
0.5 0.4 1.5 1 1 5 2.17
0.5 0.4 1.5 1 1 6 1.41
0.5 0.4 1.5 1 1 7 1.11
05 0.4 15 1 1 8 0.01
0.5 0.4 1.5 1 2 4 0.53
05 0.4 15 2 1 4 0.53
05 0.4 15 2 2 4 081
0.5 0.4 1.5 3 3 4 0.01
0.5 0.4 1 1 1 3 0.89
0.5 0.4 1 2 2 2 1.58
0.5 0.4 1 2 2 3 0.52
05 0.4 1 3 3 2 2.20
05 0.4 1 3 3 3 0.16
05 0.4 1 6 6 2 2.00
05 0.4 1 6 6 3 0.01
05 0.4 1 9 6 2 1.95
05 0.4 1 9 9 2 1.87
05 0.4 1 9 9 3 0.08
0.5 0.4 1 10 10 2 1.73
0.5 0.4 1 15 15 2 1.87
05 0.4 1 30 30 2 1.80
13 1/3 1 2 2 3 0.07
0.2 0.2 1 2 2 2 1.95
0.2 0.2 1 2 2 3 0.23

Tabela 6-11: Execugdes do método de blocos/sub-blocos.
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Analisando-se os dados da tabela 6-11, observa-se que, em varios momentos, 0 nimero
de blocos aumenta, mas o resultado torna-se ainda mais impreciso. De certa forma, ¢
dificil fazer comparacdes em uma tabela que envolve 6 variaveis. Vale lembrar que os
valores apresentados possuem unidade de medida de comprimento, ndo sendo relevante

para este estudo a grandeza de tal unidade.

Para simplificar, reapresenta-se os mesmos dados de uma maneira diferente. Sabe-se
que a precisdo dos resultados depende, exclusivamente, das dimensdes dos sub-blocos,
considerando que a regido total mapeada seja a mesma. Sendo assim, serdo apresentadas
na tabela 6-12 apenas as dimensdes dos sub-blocos e seus respectivos volumes,
ordenando pelos ultimos. Desta forma, tornar-se muito mais simples a comparagdo, pois
as informacdes estdo condensadas em uma unica variavel. Os dados apresentados nesta
tabela estdo representados no grafico 6-7, sendo que dos volumes iguais foi tomada a

média e as duas ltimas linhas ficaram ocultas para melhorar a visualizacao.

Com estes dados, pode-se comprovar o comportamento cadtico dos erros. Ndo ha
pontos especificos para comentar, pois em todos os niveis de resolugdo percebe-se a

instabilidade do método.

Para que se torne possivel uma comparagdo da estabilidade dos métodos, apresenta-se
outros graficos (6-8 e 6-9), a partir dos dados ja obtidos, relacionando o numero total de
sub-blocos avaliados € o numero total de vetores utilizados com o erro absoluto

percentual obtido.

Limitou-se o nimero de sub-blocos em 3000 para a comparacdo dos métodos. Esta
escolha baseou-se no fato de que foram obtidos dados para até 100 vetores,
considerando uma malha com células de dimensdes 0,2x0x2. Tomando 0,2 como a
altura dos sub-blocos, chega-se a necessidade de 3000 sub-blocos para mapear todo o
solido em estudo. Esta, certamente, ndo ¢ uma comparagdo perfeita, mas, devido as
diferengas entre os métodos, ndo existem formas muito mais eficientes para se obter

pardmetros de comparagao.
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DIMENSOES DOS SUB-BLOCOS

(unid. compr.) VOLUME ERRO (%)
(unid. volume)
X | Y | Z
0.017 0.013 0.500 0.000 1.800
0.033 0.027 0.500 0.000 1.870
0.056 0.044 0.333 0.001 0.080
0.111 0.074 0.111 0.001 0.080
0.050 0.040 0.500 0.001 1.730
0.100 0.100 0.100 0.001 0.160
0.056 0.044 0.500 0.001 1.870
0.111 0.111 0.111 0.001 0.160
0.083 0.067 0.333 0.002 0.010
0.056 0.067 0.500 0.002 1.950
0.100 0.200 0.100 0.002 0.230
0.111 0.111 0.167 0.002 0.310
0.100 0.100 0.250 0.003 0.520
0.083 0.067 0.500 0.003 2.000
0.167 0.111 0.167 0.003 0.530
0.167 0.111 0.167 0.003 0.530
0.100 0.100 0.333 0.003 0.230
0.167 0.133 0.167 0.004 0.750
0.200 0.200 0.100 0.004 0.220
0.167 0.167 0.167 0.005 0.960
0.250 0.200 0.100 0.005 0.010
0.200 0.250 0.100 0.005 1.200
0.100 0.100 0.500 0.005 1.950
0.167 0.222 0.167 0.006 0.220
0.250 0.250 0.100 0.006 1.400
0.167 0.133 0.333 0.007 0.160
0.200 0.222 0.167 0.007 0.440
0.200 0.200 0.200 0.008 1.600
0.222 0.222 0.167 0.008 0.080
0.167 0.133 0.375 0.008 0.010
0.250 0.222 0.167 0.009 0.590
0.167 0.167 0.333 0.009 0.070
0.200 0.200 0.250 0.010 1.400
0.167 0.133 0.500 0.011 2.200
0.333 0.222 0.167 0.012 0.960
0.222 0.333 0.167 0.012 0.220
0.250 0.250 0.250 0.016 2.200
0.250 0.200 0.333 0.017 0.520
0.333 0.333 0.167 0.019 0.010
0.250 0.200 0.375 0.019 0.810
0.250 0.200 0.400 0.020 0.660
0.333 0.333 0.182 0.020 0.750
0.333 0.333 0.200 0.022 1.400
0.333 0.333 0.222 0.025 0.960
0.250 0.200 0.500 0.025 1.580
0.333 0.333 0.333 0.037 1.800
0.500 0.400 0.188 0.038 0.010
0.500 0.200 0.375 0.038 0.530
0.250 0.400 0.375 0.038 0.530
0.500 0.200 0.400 0.040 0.810
0.250 0.400 0.400 0.040 0.220
0.500 0.400 0.214 0.043 1.110
0.500 0.400 0.250 0.050 1.410
0.500 0.400 0.300 0.060 2.170
0.400 0.400 0.400 0.064 3.500
0.500 0.400 0.333 0.067 0.890
0.333 0.667 0.333 0.074 2.600
0.333 0.667 0.333 0.074 2.610
0.500 0.400 0.375 0.075 2.530
0.400 0.400 0.500 0.080 0.220
0.500 0.400 0.400 0.080 1.410
0.400 0.400 0.667 0.107 2.800
0.500 0.500 0.500 0.125 1.000
0.667 0.667 0.333 0.148 4.800
0.400 0.400 1.000 0.160 9.200
0.500 0.500 0.667 0.167 1.600
0.667 0.667 0.667 0.296 7.100
2.000 2.000 1.000 4.000 19.500
2.000 2.000 3.000 12.000 10.400
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Tabela 6-12: Execugdes do método de blocos/sub-blocos - simplificagao.

ERRO (%)
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Grafico 6-7: Estabilidade do método de blocos/sub-blocos (avaliando o volume).
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Grafico 6-8: Estabilidade do método de blocos/sub-blocos.
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Grafico 6-9: Estabilidade do método de integragdo vetorial.
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Analisando pela média, o erros tendem a diminuir a medida que o niimero de sub-blocos ou
vetores aumenta, mas ocorre uma certa oscilagcdo para os dois casos. Os erros nos blocos e sub-
blocos apresentam variagdes de mais de 5 pontos percentuais, em algumas passagens, enquanto
os vetores ndo chegaram a uma variagdo de 3 pontos. A partir de certo ponto, o método de
integracdo vetorial estabiliza seu erro em valores inferiores a 1% e, posteriormente, em valores
inferiores a 0,5%, fato que ndo ocorre no método de blocos/sub-blocos, que continua oscilando,

mesmo ao atingir boas resolugdes.

Ambos os métodos determinam bons resultados, mas o de blocos/sub-blocos necessita de uma

resolugc@o maior para que se tenha certeza da convergéncia.

6.4. Qualidade das Informacoes Basicas nas Situacoes Reais

Em situacgdes reais a qualidade das informagdes tem uma importancia preponderante nos
resultados obtidos pois deve-se considerar que o calculo do volume dos so6lidos depende
diretamente da qualidade das mesmas. Parametros tais como as coordenadas dos pontos
que definem os contornos dos corpos devem ser obtidas cuidadosamente aplicando-se as
melhores técnicas disponiveis, bons procedimentos de mapeamento geologico,
amostragem, analises laboratoriais ¢ armazenamento ¢ documentac¢do dos testemunhos

de sondagem devem ser adotados.

O resultado de qualquer procedimento computacional descrito nesta dissertagdo, nunca
podera ser melhor que a qualidade da informacgdo disponivel para os algoritmos de
calculo e este fator deve ser considerado com muita atengdo por todos os interessados

no assunto.
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Capitulo 7

Conclusoes e Comentarios Finais

O método de blocos/sub-blocos possui uma grande deficiéncia frente ao de integracdo
vetorial. Ele discretiza o so6lido em pontos, que tornam-se os unicos elementos
disponiveis para definicdo da posicdo das fronteiras do solido conhecido e para o
calculo de seu volume, enquanto os vetores sdo segmentos de retas que interceptam as
fronteiras do s6lido conhecido, permitindo a localizacdo exata de sua posi¢cao. Como os
pontos das extremidades dos segmentos dos vetores definem as fronteiras dos sélidos,
na maioria dos casos, apresentam melhores resultados no calculo dos volumes. Os casos
em que os blocos e sub-blocos apresentam melhores resultados, ocorrem devido a

compensagdo de erros, ou seja, quando erros positivos compensam erros negativos.

Os erros no calculo do volume de so6lidos conhecidos ocorrem em suas fronteiras. Cada
um dos métodos apresentados trata a questdo de aproximagdo da forma do sélido
conhecido de foram distinta, visando a reducdo do erro no calculo do volume. Como ja
foi mencionado, as extremidades dos vetores possuem sempre um contato com as
fronteiras dos solidos conhecidos, reforcando as afirmativas feitas no paragrafo anterior
quanto a seus melhores resultados. Face ao comportamento dos erros conclui-se que a
aplicacdo dos métodos a solidos ndo-convexos, geram erros em maior escala nas
situacdes em que os vetores sdo orientados perpendicularmente ao raio da concavidade,

pois neste tipo de sélido a regido de fronteira tende a ser maior.

Ambos os métodos convergem para o volume calculado por um método analitico, mas o
método de blocos/sub-blocos, por originar em média erros maiores, apresenta maior
incerteza no resultado, principalmente quando aplicado com baixa resolugdo. Em outras
palavras, os erros percentuais oscilam bastante quando se varia as dimensodes dos blocos
e sub-blocos. O método de integragdo vetorial também ¢é instavel, mas
comparativamente seus testes apresentaram um melhor comportamento que o método de
blocos e sub-blocos. Desconsiderando-se a instabilidade, tem-se que o método de

integracdo vetorial atinge precisdes melhores, em média, quando se utiliza a mesma
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resolucdo do método de blocos/sub-blocos, o que indica uma convergéncia maior do

método de integragdo vetorial.

Os tempos de execugdo do método de integracdo vetorial mostraram-se muito melhores
para a maioria dos testes em todos os casos apresentados, principalmente quando
aumentava-se a resolugdo. A causa principal disso €, novamente, a discretizacdo apenas
nas duas dimensdes da base dos vetores, enquanto o método de blocos/sub-blocos

discretiza as trés dimensoes do espago.

Em todos os itens analisados, o método de integracdo vetorial apresentou resultados
melhores, o que leva a inferir que esta ¢ a melhor opcao, dentre as duas, para quaisquer
casos em que se precise avaliar volumes numericamente. Sugere-se que outros trabalhos
nesta linha sejam feitos para aprofundar os estudos aqui apresentados e enriquecer o

tema com mais exemplos e situagdes praticas.

Nas situagdes, praticas de mineracdo, os erros de determinagdo de fronteiras dos corpos
geologicos tendem a ser muito maiores que os erros de quaisquer dos métodos

apresentados, sendo portanto o fator critico a ser considerado.
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Capitulo 8

Sugestoes para Trabalhos Futuros

Nesta dissertacdo, pudemos observar que os métodos apresentados para calculo de
volume compensam erros. A compensagdo de erros ¢ um tema delicado, pois envolve

toda uma problematica de analise do comportamento global e local dos erros.

Os erro global tem esperanga, ou valor esperado, igual a zero e a compensagdo de erros
sob este aspecto ndo acarreta maiores problemas, o erro local contudo, ndo possui via de
regra, esperanca zero ¢ a compensagdo dos erros pode acarretar problemas sérios sob
este ponto de vista. A solug@o para o problema acima passa pelo adensamento da rede

de informagao e sugere-se que este tema seja melhor estudado em trabalhos futuros.

Novas tecnologias para o calculo de volumes de solidos foram apresentadas e uma delas
em especial (Meshkat & Meshkat 1996) parece promissora. Esta tecnologia baseia-se
em técnicas que discretizam solidos irregulares a partir da utilizagdo de elementos
soldios primitivos basicos, tais como os tetraecdros. Os tetraedros tem tamanhos
diferentes, sendo maiores em regides de alta continuidade no interior do solido e
menores em regides irregulares. Sugere-se que esta tecnologia seja estudada em maiores

detalhes em trabalhos futuros.
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