EDUCACAO A DISTANCIA

RESOLUCAO DE PROBLEMAS
GEOMETRICOS

Marilia Costa de Faria

( ebiToraufmg )



RESOLUCAO DE PROBLEMAS GEOMETRICOS



UNIVERSIDADE FEDERAL DE MINAS GERAIS

Reitor: Clélio Campolina Diniz

Vice-Reitora: Rocksane de Carvalho Norton

Pro-Reitoria de Graduacao

Pré-Reitora: Antdnia Vitéria Soares Aranha

Pré-Reitor Adjunto: André Luiz dos Santos Cabral

Diretor do CAED: Fernando Fidalgo

Coordenador da UAB-UFMG: Wagner José Corradi Barbosa
Coordenador Adjunto UAB-UFMG: Hormindo Pereira de Souza Janior

EDITORA UFMG
Diretor: Wander Melo Miranda

Vice-Diretor: Roberto Alexandre do Carmo Said

Conselho Editorial

Wander Melo Miranda (presidente)
Flavio de Lemos Carsalade

Heloisa Maria Murgel Starling

Marcio Gomes Soares

Maria das Gragas Santa Barbara

Maria Helena Damasceno e Silva Megale
Paulo Sérgio Lacerda Beirao

Roberto Alexandre do Carmo Said



MaRriLiA CosTA DE FARIA

RESOLUCAO DE PROBLEMAS GEOMETRICOS

BeLo HorizoNTE
Epitora URMG
2009



© 2009, Marilia Costa de Faria
© 2009, Editora UFMG

2011, 12 reimpressao
Este livro ou parte dele nao pode ser reproduzido por qualquer meio sem autorizacao escrita do Editor.

Faria, Marilia Costa de.
Resolucdo de Problemas Geométricos / Marilia Costa de Faria. — Belo Hori-

F224r
zonte : Editora UFMG, 2009.
105 p. : il. (Educacdo a Distancia)

Inclui referéncias.
ISBN: 978-85-7041-781-7

1. Geometria — Problemas, exercicios etc. . Titulo. II. Série.

CDD: 516
CDU: 514(076.1)

Elaborada pela DITTI — Setor de Tratamento da Informagao
Biblioteca Universitaria da UFMG

Este livro recebeu o apoio financeiro da Secretaria de Educagao a Distancia do MEC.

COORDENACAO DE PRODUCAO DE TEXTOS DE MATEMATICA Dan Avritzer
ASSISTENCIA EDITORIAL Euclidia Macedo

EDITORACAO DE TEXTOS Maria do Carmo Leite Ribeiro
REVISAO E NORMALIZACAO Mércia Romano
REVISAO DE PROVAS Isadora Rodrigues e Renilde Silveira
PROJETO GRAFICO Eduardo Ferreira
FORMATACAO E CAPA Sérgio Luz
PRODUCAO GRAFICA Warren Marilac
IMPRESSAO Imprensa Universitaria da UFMG

EDITORA UFMG PRO-REITORIA DE GRADUACAO
Av. Antonio Carlos, 6.627 - Ala direita da Biblioteca Central - Térreo Av. Antonio Carlos, 6.627 - Reitoria - 6° andar
Campus Pampulha - 31270-901 - Belo Horizonte - MG Campus Pampulha - 31270-901 - Belo Horizonte - MG

Tel.: + 55 31 3409-4054 - Fax: + 55 31 3409-4060

Tel.: + 55 31 3409-4650 - Fax: + 55 31 3409-4768
www.ufmg.br - info@prograd.ufmg.br - educacaoadistancia@ufmg.br

www.editora.ufmg.br - editora@ufmg.br



Os Cursos de Graduac¢ido da UFMG, modalidade a distincia, foram
concebidos tendo em vista dois principios fundamentais. O primeiro
se refere 3 democratizagdo do acesso a educagio superior; o segundo
consiste na formacdo de profissionais de alto nivel, comprometidos
com o desenvolvimento do pais.

A coletinea da qual este volume faz parte visa dar suporte aos estu-
dantes desses cursos. Cada volume esta relacionado com um tema,
eleito como estruturante na matriz curricular. Ele apresenta os
conhecimentos minimos que sio considerados essenciais no estudo
do tema. Isto nio significa que o estudante deva se limitar somente
ao estudo do volume. Ao contrério, ele é o ponto de partida na busca
de um conhecimento mais amplo e aprofundado sobre o assunto.
Nessa dire¢do, cada volume apresenta uma bibliografia, com indi-
cacdo de obras impressas e virtuais que deverdo ser consultadas a
medida que se fizer necessario.

Cada volume da coletanea esta dividido em aulas, que consistem
em unidades de estudo do tema tratado. Os objetivos, apresentados
em cada inicio de aula, indicam as competéncias e habilidades que o
estudante deve adquirir ao término de seu estudo. As aulas podem
se constituir em apresentacio, reflexdes e indaga¢des tedricas, em
experimentos ou em orienta¢des para atividades a serem realizadas
pelos estudantes.

Para cada aula ou conjunto de aulas, foi elaborada uma autoavalia¢io
com o objetivo de levar o estudante a avaliar o seu progresso e a
desenvolver estratégias de metacognicdo ao se conscientizar dos
diversos aspectos envolvidos em seus processos cognitivos. Essa
autoavaliacdo auxiliard o estudante a tornar-se mais auténomo,
responsavel, critico, capaz de desenvolver sua independéncia inte-
lectual. Caso ela mostre que as competéncias e habilidades indicadas
nos objetivos ndo foram alcancadas, o aluno devera estudar com
mais afinco e aten¢io o tema proposto, reorientar seus estudos ou
buscar ajuda dos tutores, professores especialistas e colegas.

Agradecemos a todas as institui¢des que colaboraram na produgio
desta coletanea. Em particular, agradecemos as pessoas (autores,
coordenador da producio gréfica, coordenadores de redagio, dese-
nhistas, diagramadores, revisores) que dedicaram seu tempo, e
esforco na preparagio desta obra que, temos certeza, em muito
contribuird para a educagio brasileira.

Maria do Carmo Vila
Coordenadora do Centro de Apoio é Educagéo a Distdncia
UFMG
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Apresentacao

Este livro foi escrito para ser utilizado na disciplina Resolu¢io de
Problemas Geométricos, mais conhecida pelos alunos por RPG, do
curso de Licenciatura em Matemdtica, oferecido pela Universidade
Federal de Minas Gerais no 4mbito do seu programa de educagio a
distancia.

Quando convidada a escrever este livro, me vi frente a dois desafios:
escrever um texto que atendesse a especificidade do curso no qual seria
utilizado, ou seja, a distincia e, além disto, para a disciplina Resolugio
de Problemas Geométricos.

O primeiro aspecto me levou a optar por uma escrita mais informal,
mais préxima de uma aula dialogada. Assim, o contetudo da disciplina é
apresentado em Aulas e ndo em capitulos, diferente do aspecto formal
de apresenta¢io dos livros-texto que visam as disciplinas presenciais.
Os contetdos sdo entremeados por atividades no intuito de se obter
uma participa¢do mais ativa do aluno ao longo das “Aulas”.

O outro desafio, o de ser um texto para a disciplina RPG, reside na
natureza e no propdsito que essa disciplina tem na grade curricular do
curso de Licenciatura em Matematica. O propésito que ela se coloca é
evidenciado nos conteidos contemplados na sua ementa — sdo conte-
udos de Geometria Plana que, em principio, esperava-se serem do
conhecimento prévio dos alunos que ingressam na Universidade e, no
caso, nos cursos de Matematica.

Entretanto, a realidade tem se mostrado diferente, sendo significativo
o numero de alunos que chegam a Universidade com muitas lacunas na
sua formacio prévia em Matemadtica, principalmente nos contetdos
de Geometria. Assim, a oferta da disciplina RPG tem como principal
propoésito minorar essas lacunas.

Contudo, em se tratando de contetidos que os alunos “ja viram”, optou--
-se que fossem retomados sob uma abordagem diferente, no caso, por
meio da resolucio de problemas. E ai que reside o desafio: oferecer
uma disciplina dessa natureza para um curso a distincia. Até entio, a
minha experiéncia com a oferta de disciplina com essa abordagem foi
em cursos presenciais. Nestes, como escreve Tinoco (1999),

A partir dos problemas, os alunos constroem a teoria, sendo papel do
professor acompanhar as discussdes dos grupos, enriquecendo-as com
perguntas desafiadoras, e sistematizar os conteidos abordados ao final
dos trabalhos...

Cientes do bom éxito de tal abordagem, o texto foi escrito com o
desafio de se aproximar, o quanto possivel, da dindmica dos cursos
presenciais, bem entendido, para disciplinas dessa natureza.
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Assim, é que, de inicio, neste texto, propde-se ao aluno a resolucio
de cinco problemas, apresentados nas Aulas 1 e 2, os quais foram
escolhidos de forma a contemplar, em suas solu¢ées, os contetidos da
ementa da disciplina RPG.

Durante a resolugdo de cada um dos problemas, utilizo a estratégia de
remeter o aluno aos livros didaticos utilizados na escola basica, para
buscar os conceitos e resultados de Geometria necessirios a cons-
trucdo da solu¢ido em questio.

Compilando esses conceitos e resultados ao final da segunda aula, o
aluno tem a “dimensdo” dos contetidos de Geometria a serem abor-
dados no desenvolvimento da disciplina, os quais sdo distribuidos nas
seis aulas que seguem.

Cada uma destas seis aulas tem como objetivo compreender os resul-
tados que foram utilizados na resolug¢do dos cinco problemas, cons-
truindo assim a teoria.

Concluindo esta apresentacio, gostaria de agradecer ao meu mestre e
colega, Dan Avritzer, pelo convite para escrever este livro.

S6 o convite ja bastaria o agradecimento. Entretanto, quero explicitar
dois outros motivos. Primeiro, por ser em Geometria Euclidiana, um
“sonho” acalentado desde os tempos do meu curso de graduagio em
Licenciatura em Matematica, na década de 1970. E, em segundo, mas
ndo menos importante, por ter o objetivo de ser utilizado em curso de
formacio de professores de Matematica a distancia.

Gostaria ainda de agradecer a colega e amiga, dos tempos de gradu-
acdo, Vera Regina Farias e Flores, pela disponibilidade em ler parte
do texto, desde sua concep¢io, fazendo valiosas sugestdes e corre¢oes.

Agradeco as colegas e amigas Marcia Maria Fusaro Pinto e Elizié Frans
de Castro Monteiro, por suas contribui¢des na parte inicial do texto.
Aos colegas Jorge Sabatucci e Francisco Dutenhefner, agradeco pelas
preciosas listas de exercicios que utilizam na disciplina RPG do curso
presencial de Licenciatura em Matematica.

Finalmente, agradeco a minha mestra, colega e amiga, Maria Cristina
Costa Ferreira, que fez a revisdo final do texto, ainda contribuindo
com sugestdes e corre¢des.

Marilia Costa de Faria



Introducao

O melhor modo de aprender é fazer;
o pior modo de ensinar é falar.

(P. R. Halmos)*

Caro(a) aluno(a),

Em que pese que, ao longo deste texto, eu vou “falar” muito, eu
comungo do pensamento de Halmos acima citado. Sendo assim, ao
longo do texto vou convidé-lo(a), o tempo todo, a pensar junto comigo
e, portanto, vocé terd muito que fazer.

Com esse objetivo, entendo que algumas recomendag¢des se fazem
importantes. A primeira delas é sobre os “instrumentos de trabalho”
que vocé devera ter sempre a mio. Claro, vocé ja deve saber quais, em
se tratando de Geometria, mas vamos relembréi-los. Além de lapis,
borracha e papel, vocé deve ter régua graduada, régua nio graduada,
esquadros, compasso e transferidor. Use e abuse deles!!

Em segundo lugar, importa tratar de como vocé deve proceder para a
leitura do texto. Vocé deve procurar fazer todas as atividades propostas
na ordem e no momento em que sio apresentadas. Obviamente, o que
vem em um paragrafo demanda a compreensio do que foi apresentado
no paragrafo anterior.

Vamos dizer assim que, sendo a disciplina “lecionada” a distancia, o
texto pretende “suprir” a auséncia do professor. Por isso ele é escrito
como se estivéssemos “conversando” em uma sala de aula presencial.

Nesta tentativa de suprir a falta do professor, durante a leitura do
texto é importante que vocé va anotando as suas duvidas, conclu-
sbes, o que vocé achar importante. Sim, aquelas duvidas que, numa
aula presencial, vocé interromperia seu professor para apresenta-las.
Dessa forma, vocé poderd aproveitar melhor os seus encontros com o
tutor e o férum de discussdes da disciplina via internet. Ou seja, vocé
estara contribuindo fortemente para o seu melhor aproveitamento na
disciplina.

Finalmente, e nio menos importante, tenha também “por perto” livros
didaticos com conteudos de Geometria (inclusive aqueles utilizados na
escola bésica) e faga uso deles sempre que julgar necessario, principal-
mente para resolver as atividades propostas no texto.

Tente duvidar de suas “certezas” em Geometria e nio se prive de uma
“checada” nos livros. Ou melhor, “reveja e confirme, ou nio, seus

1 P.R. Halmos, matematico
estado-unidense nascido
na Hungria, em seu artigo
“The Teaching of Problem
Solving” (“O ensino
através da resolucio de
problemas”), publicado
na Revista The American
Mathematical Monthly, em
1975. Tradugdo resumida
apresentada na Revista
Método, em fevereiro de
1978.
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2 Uma das “pequenas

doses” que Halmos
apresenta ao final de seu
artigo “The Teaching of
Problem Solving”, para
resumir as suas ideias

ali expostas (HALMOS,
1978).
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conceitos”. Falando em certezas, uma muito comum entre os alunos é
de que Geometria é muito dificil. Sera?

Aqui entre nds, ndo seriam os preconceitos de Geometria, adqui-
ridos ao longo de nossa vida, escolar e cotidiana, o que fundamentaria
grande parte da dificuldade mencionada?

Ficou na davida? Transforme-a! Observe, reflita, pergunte, leia sobre
o assunto, proponha hipéteses, teste-as, avalie, discuta! Ao final da
disciplina, se vocé quiser, compartilhe comigo as suas conclusées. Pode
até ser que vocé continue pensando sobre o assunto. Por enquanto,

|n

pretendo apenas que vocé leia este texto “sem medo de ser feliz

“Boa sorte e aulas felizes para todos nés.”



Esclarecimentos ao aluno

Neste texto, AB representa um segmento de reta de extremidades A e
B e AB denota a medida desse segmento.

O simbolo 4 é usado para indicar a finaliza¢io da resolucido de uma
atividade ou da demonstracio de um resultado.






A Geometria em cinco problemas - Parte 1

OBJETIVOS

Delimitar os contetdos de Geometria que serdo objeto de estudo ao longo da
disciplina Resolucao de Problemas Geométricos (RPG).

Identificar os conteddos de Geometria utilizados na resolucdo de trés de cinco

problemas.

Vamos iniciar nosso trabalho, resolvendo cinco problemas.

Vocé verd que nio sdo “simplesmente” cinco problemas. Explico!
“Coisa” de professor!

De fato, eles tém relacido com o desafio que mencionei na Apresentacdo
deste livro, guardando, entdo, certa inten¢io na escolha deles. Eles tém
o prop6sito de contemplar nas suas resolu¢des uma gama' razoivel de
conhecimento dos contetidos de Geometria da escola bésica.

Dessa forma, pretendo que eles atendam a um objetivo maior que
é, ao final da préxima aula, concluirmos que as resolu¢ées dos cinco
problemas “escondem” todo o conteido de Geometria que serad
contemplado na disciplina RPG.

Ou seja, teremos todo o conteido de nossa disciplina em cinco
problemas! Cinco! Cinco dedos, nossa mio!

Ora, se ja teremos o conteddo, vocé pode pensar que na préxima aula
terminamos a disciplina. Errado! Ou, engano seu, espero eu! Olha ai o
professor de novo! Faz parte do desafio!

Pretendo que vocé, ao final da resolu¢io dos cinco problemas, se sinta
motivado o suficiente para rever seus conceitos e preconceitos em
Geometria Plana. E que vocé veja, em cada aula que se seguird, uma

1 Sucessio de teorias,
ideias, sensagoes...



RESOLUGAQ DE PROBLEMAS GEOMETRICOS

oportunidade de aprofundar seus conhecimentos de Geometria Plana
abordados na escola bésica.

Conto mesmo com vocé neste desafio!
Preparado(a) para comegar?
Ja pegou seu material?

Entio, olhos e mio(s) a “obra”, vamos aos nossos cinco problemas!

PROBLEMA 1

(UAB-UFMG 2009)

Uma folha de papel quadrada, ABCD, que mede 12 cm de lado, é
dobrada na reta r, como mostrado nesta figura:

A

B M C
Feita essa dobra, o ponto D sobrepde-se ao ponto N, e o ponto A

ao ponto médio M, do lado BC.

E CORRETO afirmar que, nessas condi¢ées, o segmento CE
mede

A) 7,2 cm.
B) 7,5 cm.
C) 8,0 cm.
D) 9,0 cm.

De imediato observamos que a questio compreende um enunciado e
uma figura.

18



AULA1

Se nos detivermos em cada um desses aspectos, identificamos que:
1) o enunciado contempla os seguintes objetos/conceitos geométricos:
Quadrado ABCD com lado medindo 12 cm;
Retar;
Ponto N;
Ponto médio M;
Segmento CE.

2) a figura apresenta um desenho auxiliar’ ao entendimento do
problema, representando os objetos e os aspectos abordados no seu
enunciado:

o quadrado ABCD, a reta r, os pontos E, M e N e, consequente-
mente, a identificagdo do segmento CE do qual se quer saber a
medida.

Reconhecidos os objetos geométricos envolvidos na situagio-
-problema apresentada, nosso préximo passo sera relacionar as infor-
magdes contidas no problema de modo a construir uma solugdo para a
questdo proposta.

Atendo-nos a construgdo do periodo em destaque do ultimo paragrafo,
observamos que temos ai duas ora¢des coordenadas conclusivas, ou
seja, a segunda delas exprime conclusio ou consequéncia referente a
oracao anterior.

Sendo assim, precisamos, para construir uma solu¢do para a questdo
proposta, nos deter um pouco mais na tarefa explicitada na primeira
das oragdes: relacionar as informagées contidas no problema.

Ora, considerando-se que a figura é uma representacio da situagdo--
-problema colocada, a tarefa entdo é identificar que rela¢bes, dentre
as que conhecemos, envolvem os elementos contidos no desenho -
dentre eles, o objeto em questio, o segmento CE.

Observando novamente a figura, reconhecemos nela, dentre outros
objetos geomeétricos, quadrilateros e tridngulos.

Vamos nos deter um pouco nesses tltimos, um total de trés. Primeiro,
para facilitar nosso raciocinio, identifiquemo-los.

Sejam P e Q os pontos de interse¢io da reta r com os lados AB e CD do
quadrado.

Temos, entdo, os tridangulos PBM, MCE e QNE.

Como B e C sio vértices do quadrado ABCD, sabemos que os angulos
PBM e MCE sio retos. Também é reto o angulo QNE, ja que ele foi
obtido a partir da dobra da folha, fazendo-se coincidir o ponto D com
o ponto N.

2 Neste caso, veja que

o desenho é parte
inerente ao enunciado do
problema. Sem ele seria
impossivel compreender o
problema a ser resolvido,
0 que nem sempre é o
caso de outros problemas
geométricos que ndo
apresentam figura no seu
enunciado. Nestes cabe,
entdo, ao resolvedor do
problema, construir um
desenho que represente

a situagio apresentada,
facilitando-lhe a
compreensdo do mesmo e
a busca de uma solugéo.

19
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3 Lembre-se, o desenho

é apenas um suporte

a compreensio de um
problema. Qualquer
“deducio” que venhamos
a fazer a partir de um
desenho, deve ser
verificada com base

em dados concretos.

O desenho faz parte

do nosso imaginario e,
portanto, pode nos levar a
certos equivocos.
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Logo, todos os trés tridngulos sdo retdngulos. Além disso, CE é lado de
um deles.

Assim, continuando com o nosso propésito de relacionar as infor-
magdes contidas no problema, como CE é lado (cateto) do tridngulo
retdngulo MCE, de imediato nos vem a mente o Teorema de Pitagoras.

Tentando usar esse teorema para encontrar a medida de CE, nos depa-
ramos com a necessidade de determinar o valor da hipotenusa ME e do
outro cateto MC.

Quanto a medida deste tltimo, das informag¢des contidas no problema
obtemos que ele mede 6 cm.

Atividade 1.1
Mostre que MC = 6 cm.

Resta, entdo, determinar a medida de ME.

Ou seja, a estratégia de solugdo para o problema, aplicando direta-
mente o Teorema de Pitdgoras ao tridngulo MCE, passaria por deter-
minar a medida de ME.

No entanto, analisemos mais cuidadosamente a figura, em que ja
identificamos por P o ponto de interse¢do da reta r com o lado AB do
quadrado.

Vamos observar que podemos deduzir do enunciado® do problema as
seguintes informagdes sobre os lados do tridngulo retangulo PBM: o
cateto BM mede 6 cm e PB + PM = 12.

Atividade 1.2

Justifique as afirmag6es sobre os lados do tridngulo retangulo PBM:
o cateto BM mede 6 cm e PB + PM = 12.

Com o auxilio do Teorema de Pitdgoras obteremos as medidas dos
outros lados do tridngulo PBM, o cateto PB e a hipotenusa PM.

Atividade 1.3

Calcule os valores do cateto PB e da hipotenusa PM do tridngulo
PBM.

Ora, como utilizar entdo as informacdes obtidas para o tridngulo PBM
para obter a solu¢io do problema?

Novamente nos vem a questido dos resultados que conhecemos sobre
tridangulos e agora, em particular, aqueles que possibilitam relacionar
as medidas dos lados de dois tridngulos.



AULA1

Atividade 1.4

a) Consulte livros didaticos do ensino fundamental para escrever
aqui os “resultados” que relacionam as medidas dos lados de dois
tridngulos.

b) Liste os nomes dos livros, com as respectivas paginas, que vocé
consultou para a solu¢io apresentada em (a).

Dos resultados listados na parte (a) da Atividade 1.4, provavelmente
vocé deve ter listado os “casos de semelhanca de tridangulos”.

Considerando-os, vamos reconhecer entre eles aquele que nos permite
obter a seguinte relacio entre os catetos dos tridngulos MCE e BPM:

B _mc
BM PB
Atividade 1.5

Enuncie o caso de semelhanca de tridngulos que permite concluir a
relacdo LE hwe para os tridngulos MCE e BPM.
BM PB

Assim, das informacbes obtidas anteriormente, concluiremos desta
relacdo que CE = 8 cm, e temos construida uma solu¢io* para a situ-
acdo-problema apresentada no Problema 1.

<

Resolvida a questdo, ou melhor, construida uma solugido para o
problema colocado, voltemos ao nosso propésito inicial de identificar
os conhecimentos de Geometria necessarios na construcio da soluc¢io

do Problema 1.

Analisando a referida solugdo, identificamos os seguintes objetos/
resultados geométricos:

Tridngulos;

Triangulo retangulo;

A A . * Ressalte-
Elementos de um tridngulo retangulo: catetos e hipotenusa; oo sednes
construgao, aqui
Congruéncia de segmentos; apresentada, para a
soluc¢do da questio,
Semelhanca de tridngulos; ndo é tnica, podendo,
por exemplo, partir
Teorema de Pitdgoras; da semelhanca dos
tridangulos.

Casos de semelhanca de tridngulos.

21
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PROBLEMA 2

Calcule o valor de x = m(BCD) na figura a seguir:

A B

E

Sabe-se que: AB// DE, m(ABC) =110°e m(CDE)=50°

Observemos que, como no Problema 1, aqui também o desenho é
parte inerente ao enunciado do problema. Mais do que isso, pode-se
dizer que a figura, junto com informacgdes sobre seus elementos, é o
“enunciado” da questéo.

Considerando apenas a figura, vemos que ela contempla o desenho de
uma poligonal ABCDE.

Atividade 1.6

a) Consulte os livros did4ticos para registrar aqui a definicdo de uma
poligonal.

b) Faca quatro desenhos de figuras, sendo duas poligonais e duas
nio poligonais.

<

Quais conhecimentos de Geometria sio necessirios para “ler” e
compreender as informac¢des dadas no problema?

Observemos que para identificar o objeto cujo valor se deseja saber e
as informacdes relativas aos elementos da poligonal, é utilizada uma
linguagem baseada em simbolos.

Sio elas: x = m(BCD), AB//DE, m(ABC) =110° e m(CDE) = 50°.

Atividade 1.7

Escreva, em linguagem corrente, o significado das notagées m(B CD)
e AB //DE, e da expressio m(ABC) =110°.

<

Identificamos, entdo, que o problema aborda segmentos de reta, para-
lelos e nédo paralelos, e angulos entre tais segmentos.

Consultando livros didaticos do ensino fundamental para responder a
Atividade 1.7, vocé deve ter observado que os conteidos indicados no
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ultimo pardgrafo estido relacionados com conhecimentos sobre retas
paralelas, suas transversais e dangulos formados por essas retas.

O resultado imediato que temos neste contexto é sobre os angulos
formados por retas paralelas cortadas por uma reta transversal.

Atividade 1.8

a) Relacione os resultados que vocé encontrou nos livros didaticos
relativos a Angulos formados por retas paralelas cortadas por uma
reta transversal.

b) Liste os livros consultados em que vocé obteve os resultados apre-
sentados em (a).

Com o intuito de usar esses resultados na construc¢io de uma solucio
para a questido colocada, voltemos ao desenho apresentado no

problema e tracemos as retas suportes dos segmentos de reta AB, DE
e DC.

Obtemos, entdo, a Figura 1.1 a seguir, em que sio identificados os
angulos dados no problema e aquele a ser calculado, como também
o ponto F, intersecdo das retas suportes dos segmentos AB e DC,
respectivamente.

110°

D 500

/ E

FIGURA1.1

Retomando, entdo, os resultados da Atividade 1.8 relativos a Angulos
formados por retas paralelas cortadas por uma reta transversal,
podemos concluir que m(BFC) =m(CDE) = 50°.

Atentos ao nosso objetivo, que é determinar o valor do angulo x,
observemos que, da construcio realizada, obtivemos o tridngulo BCF,
do qual x é a medida de um dos seus angulos externos.

Quais resultados conhecemos relacionando &4ngulos internos e
externos de um tridngulo?

Atividade 1.9
Consulte livros didaticos para
a) Escrever a defini¢do de angulo externo de um tridngulo.

b) Listar os resultados encontrados sobre as medidas dos angulos
externos e internos de um tridngulo.
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Desses resultados vocé pode deduzir, por exemplo, que:

i) m(CBF)=180° — m(ABC)

i) x =m(CBF) +m(BEC)

De m(ABC)=110° e m(BFC)=50°, concluimos que x =120°.

Faga, agora, a seguinte atividade.
Atividade 1.10

Dos resultados listados na Atividade 1.9, podem-se construir outras
solugdes para se obter o valor x =120°. Apresente uma delas.

<

E, ndo nos esquecendo do nosso objetivo maior, faga a seguinte ativi-

dade.
Atividade 1.11

A exemplo do que fizemos no Problema 1, identifique e liste todos os
conhecimentos de Geometria utilizados para compreensio e cons-
trucdo da solu¢io apresentada para o Problema 2.

<

PROBLEMA 3

Na figura, tem-se uma circunferéncia de B
centro O e raio r inscrita no setor circular
ABC de centro A, onde

m(CAB) = 60° e AB = 6 cm.

Calcule o valor de r. A

C

Observemos inicialmente que, neste problema, considerando-se as
informagdes contidas no seu texto, a possibilidade de a figura nio ter
sido dada nio traria prejuizo para a compreensido da questio colocada.
A figura aqui pode ser entendida como um facilitador para a compre-
ensdo mais imediata do problema.

Vamos supor que a figura nio tivesse sido dada. N3o é dificil imaginar
que tentariamos desenhar uma figura andloga a apresentada para
compreender a situa¢io-problema colocada.
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Que conhecimentos de Geometria seriam necessdrios para construir a
referida figura?

Do texto apresentado no problema, identificamos que precisariamos
conhecer os seguintes objetos geométricos:

i) circunferéncia de centro O e raio r;

ii) setor circular ABC de centro A em que m(CAB) = 60° e
AB=6cm;

iii) circunferéncia inscrita em um setor circular ABC dado.

Otimo, mas ja que temos a figura dada, vamos ao que o problema nos
pede para calcular, ou seja, o valor do raio r da circunferéncia inscrita
no setor circular dado.

A pergunta “Quais resultados conhecemos que envolvem os elementos
apresentados na situacio-problema?” se repete.

Dos objetos geométricos identificados no texto do problema, relem-
bremos que o fato de a circunferéncia de centro O e raio r estar inscrita
no setor circular ABC significa que a circunferéncia de raio r tem
pontos de tangéncia com os raios AB e AC como também com o arco
BC do referido setor circular.

Ou seja, a inscri¢do da circunferéncia no setor circular nos leva a buscar
resultados que tratam de tangente a uma circunferéncia.

Estd ai, portanto, mais uma tarefa para vocé, consultando livros dida-
ticos.

Atividade 1.12

Liste os resultados que vocé encontrou na tarefa proposta no ultimo
paragrafo. E ndo se esqueca de nomear o livro e as respectivas paginas
consultadas.

Vocé deve ter encontrado, por exemplo, que toda tangente a uma
circunferéncia é perpendicular ao raio no ponto de tangéncia.

Representando na figura este fato, temos

FIGURA 1.2
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Usando as notac¢des apresentadas no desenho, a partir dos resultados
listados na Atividade 1.12 também podemos concluir que AD = AE.

De fato essa ultima igualdade tem origem na congruéncia dos trian-
gulos retangulos AEO e ADO.

Atividade 1.13

Identifique o caso de congruéncia de tridngulos retingulos
que sustenta a afirmacdo de que os tridngulos AEO e ADO sio
congruentes.

Desta congruéncia temos entdo que, no tridngulo retingulo ADO, o
angulo DAO mede 30°.

FIGURA 1.3

Observemos que o raio r que desejamos calcular é cateto dos tridangulos
retdngulos AEO e ADO, dos quais conhecemos seus dngulos agudos.

Assim, logo pensamos em buscar entre os resultados que conhecemos
sobre tridngulos retangulos aqueles que envolvem seus catetos, hipo-
tenusa e angulos agudos.

Estamos nos referindo ao que denominamos de “rela¢des trigonomé-
tricas num tridngulo retangulo”.

Atividade 1.14

a) Enuncie os resultados sobre tridngulos retdngulos que relacionam
a hipotenusa, os catetos e os dngulos agudos.

b) Escreva as relagdes encontradas utilizando os dados do tridangulo
retangulo ADO.

Tomando por referéncia o tridngulo ADO da Figura 1.3 e considerando
o apresentado na Atividade 1.14, vocé pode observar que, para usar
qualquer uma das rela¢des encontradas, é necessédrio conhecer o outro
cateto AD ou a hipotenusa AO do tridngulo ADO.

Analisando mais atentamente a Figura 1.3, podemos observar que AD
é “parte” do raio AB do setor circular ABC.
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O que dizer de AO?

No6s podemos mostrar que os pontos A, O e F sio colineares, ou seja, o
centro O do circulo de raio r pertence ao segmento AF.

Concluimos dai, entio, que AF = AO + OF.
Assim,m =AF - &“, ou seja,@ =6-r.

Do exposto, temos que as medidas da hipotenusa e de um dos catetos
do tridngulo retdngulo ADO estio relacionadas com o raio r que
queremos calcular.

Volte as relagbes apresentadas na Atividade 1.14 (b). Vocé deve ter

entre elas a que segue:

sen 30°= ——

Assim, resolvendo esta equacio, vocé obterd que r = 2 cm.
E temos concluida a construgdo de uma solugdo para o Problema 3.

<

Agora, vocé deve ter observado que, para a constru¢io dessa solugio,
foi “crucial” considerar que os pontos A, O e F, apresentados na Figura
1.2, estdo alinhados.

Vocé ja pode ter verificado que, de fato, a afirmacéo é verdadeira, ou
nio ter verificado e a aceitado como “natural”, olhando na Figura 1.3.

E ai que reside o perigo! Como jd mencionado anteriormente, na imagi-
nacio podemos tudo.

Acompanhe a construgdo que se segue, para mostrar que 4, O e F estio
alinhados.

Como os dois circulos sdo tangentes em F, significa que tém ai tangente
comum.

Por outro lado, uma reta por um ponto de um circulo é tangente a ele
se e somente se o raio pelo ponto é perpendicular a reta.

Como areta é tangente e a perpendicular a ela por F é Ginica, ela contém
os raios dos dois circulos.

Ou seja, A, O e F sio colineares.
E istol!
<

Para “fechar” a resolu¢do do Problema 3, faca, entdo, a atividade que
segue.
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Atividade 1.15

Identifique e liste todos os conhecimentos de Geometria utilizados

para compreensio e construcdo da solucdo apresentada para o
Problema 3.

<



A Geometria em cinco problemas - Parte 2

OBJETIVOS

Delimitar os contetdos de Geometria que serdo objeto de estudo ao longo da
disciplina Resolucao de Problemas Geométricos (RPG).

Identificar os contetidos de Geometria utilizados na resolucao de dois de cinco
problemas.

Como conversamos no inicio da primeira aula, nesta aula vamos dar
continuidade a4 nossa proposta de resolu¢io dos cinco problemas
para, ao final dela, concluirmos que as resolucdes desses problemas
“escondem” todo o conteudo de Geometria que serd contemplado na
disciplina RPG.

Resolvemos trés problemas, na primeira aula!

Vamos, entio, aos dois que faltam!

PROBLEMA 4

De um ponto A, exterior a uma circunferéncia, tracam-se duas
secantes. A primeira corta a circunferéncia nos pontos B e C (B entre
A e (), e a segunda corta a circunferéncia nos pontos D e E (D entre
AeB).

O 4ngulo em A mede 30° e CE = 3BD. Calcule BD.

Vocé ja deve estar com lapis e papel tentando fazer um desenho que
represente a situa¢io colocada na questio.

Recomendo fortemente que vocé use um compasso e uma régua para
construir o seu desenho.
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' As figuras apresentadas
nas solu¢des dos
problemas 4 e 5 foram
construidas utilizando-se
0 GeoGebra, que é um
software de matematica
dinimica, especialmente
desenvolvido para
ensino de Algebra e de
Geometria. Disponivel
em: <http://www.mat.
ufmg.br/ead>.
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Para executar esta tarefa usamos nossos conhecimentos sobre os
seguintes objetos geométricos:

Ponto exterior a uma circunferéncia;
Retas secantes a uma circunferéncia;

Arcos de circunferéncia, os quais sdo referidos no texto pelo uso
N
de notagéo. O arco CE, por exemplo, é dado por CE.

Atividade 2.1

Use livros didaticos para escrever a defini¢do de

a) reta secante a uma circunferéncia;

b) arco de circunferéncia.

Facga desenhos exemplificando cada objeto definido.
Usando, entio, essas defini¢cdes e as informagdes dadas no problema,

vocé deve ter desenhado uma figura,' parecida com a seguinte, repre-
sentando a situac¢io colocada.

FIGURA 2.1

Na consulta realizada nos livros didaticos para responder a Atividade
2.1, vocé deve ter visto que os arcos de uma circunferéncia estio rela-
cionados com angulos centrais da mesma. Se necessério volte ao livro
para identificar estas relagdes.

Assim, por exemplo, vocé pode concluir que, por definicio,

A medida em graus do arco BD é a

medida do angulo central BOD. @

Vocé vai concordar comigo que, entdo, o problema estara resolvido ao

calcularmos o valor da medida do angulo central BOD.

Entdo vamos 14! Como encontrar o valor da medida de BOD, usando as
informag¢6es dadas no problema?

Considerando que é dado do problema a medida do angulo 4, é natural
que tentemos obter relacdes que envolvam as duas medidas.

Assim, voltando aos conteddos relativos a &ngulos em uma circunfe-
réncia, vamos encontrar aqueles contetidos sobre dngulos inscritos.
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Atividade 2.2

Relembre o significado de angulo inscrito numa circunferéncia,
registrando-o aqui. Faga um desenho.
Um resultado que vocé deve ter encontrado diz que

Todo dngulo inscrito em uma circunferéncia tem
a metade da medida do arco correspondente. 2

Ora, vocé ja deve estar se perguntando sobre dngulos inscritos na
circunferéncia tracada para a representacido do problema. Mais que
isto, sobre dngulos inscritos que nos auxiliem na solu¢io do problema.

Vejamos! Volte a Figura 2.1!

Tragando o segmento CD, o 4ngulo BCD é um dngulo inscrito na circun-
feréncia, e seu arco correspondente é o arco BD, do qual queremos
calcular o valor.

Veja na Figura 2.2, a seguir.

FIGURA 2.2

Dos resultados em (1) e (2), vocé conclui que
A 1 . 1
m(BCD) = E m(BOD) = E (medida do arco BD)  (3)

E, agora, vocé vai concordar comigo novamente! Para obter o valor
do arco BD, devemos, entio, calcular o valor de m(BCD), a medida do
angulo BCD.

Olhando para a ultima figura desenhada, Figura 2.2, observamos
que BCD é angulo do triangulo ACD, do qual também conhecemos a
medida do angulo em A.

Ops, a soma das medidas dos dngulos internos
de um tridngulo é 180°!

Entéo, nos resta perguntar se temos como calcular o valor de m(ADC),
o terceiro dngulo do tridngulo ACD.

O que temos sobre ADC?

Primeiro observemos que ADC é Angulo suplementar de CDE, ou seja,
m(ADC)=180° — m(CDE).
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Além disso, ainda analisando a Figura 2.2, vocé pode observar que
CDE é um angulo inscrito na circunferéncia cujo arco correspondente
é o arco CE.

Porém, sobre este arco, dos dados do problema, temos que
CE = 3BD. )

Assim, usando os resultados em (1), (2) e (5), vocé obtera que

CDE = lc()E = EB()D.
2 2

Portanto, m(ADC) = 180° —m(% BOD).
Usando (4) podemos escrever, entio, que

m(CAD) + m(ADC) + m(ACD) = 180°.
Substituindo os respectivos valores, encontramos

3 A 1 A
30° + 180° - Em(BOD) + E m(BOD) = 180°.

Resolva entio esta igualdade para obter que m(BOD) = 30°.

Logo, de (1), temos que a medida do arco BD é 30°.

A atividade seguinte vocé ja esperava!
Atividade 2.3

Identifique e liste todos os conhecimentos de Geometria utilizados

para compreensio e construc¢do da solucido apresentada para o
Problema 4.

<

PROBLEMA 5

Tracar a mediatriz de um segmento AB.

Antes de partirmos para a solucdo da situagdo-problema colocada,
vamos observar que, diferentemente dos problemas anteriores, nesta
questio a construcio de um desenho ndo é uma necessidade para auxi-
liar, dar suporte, a elaboragio de uma solucgio para o problema colocado.

De fato, a construcao da figura geométrica do objeto referido no
enunciado da questio é que ird compor a solugdo do problema.

Melhor dizendo, a solug¢ao do problema é a construciao do desenho
da figura geométrica apontada no enunciado: a mediatriz de um
segmento AB.
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Entao vamos 14!

Ah, vocé deve estar lembrando que as constru¢des geométricas como a
aqui solicitada sio realizadas apenas com o uso de régua nio graduada
e de compasso!?

Iniciando a constru¢io da solugdo, com a régua trace o segmento de
reta AB.

Mas o que é a mediatriz de AB?

Bem, aqui seria mais uma tarefa para vocé, consultando os livros dida-
ticos...

Mas, para adiantar a nossa construgio, veja aqui:

A mediatriz de um segmento AB é a reta perpendicular ao segmento pelo
seu ponto médio.

Usando o GeoGebra, vocé pode obter o seguinte desenho represen-
tando a mediatriz t de um segmento AB.

t

FIGURA 2.3

Otimo, temos clara aimagem do que queremos construir, mas, lembre--
-se, usando régua e compasso.

Observando a Figura 2.3, podemos dizer que devemos tragar uma reta
que seja perpendicular ao segmento AB e que o divida em duas partes
iguais.

Vocé ja tragou o segmento AB. Agora, usando o compasso, trace duas
circunferéncias de mesmo raio, com centros em A e B. Denomine por P
e Q os pontos de interse¢io dessas circunferéncias.

Vocé deve ter feito um desenho como o seguinte.

2 Vejano Apéndice de

Construgées Geométricas

(WAGNER, 2005).
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FIGURA 2.4

Trace aretapor Pe Q.
A reta PQ é a mediatriz de AB. Por qué?

Observe que o quadrilatero APBQ é um losango e, portanto, suas
diagonais AB e PQ sio perpendiculares e cortam-se ao meio.

Atividade 2.4

a) Por que o ponto de interse¢do da reta PQ com o segmento AB é o
ponto médio de AB?

b) Justifique a afirmacéo: “Todo losango tem diagonais perpendicu-
lares.”

Muito bem, entéo a reta tracada é a mediatriz do segmento AB.
<

Agora, observe que dado qualquer ponto P sobre a mediatriz de AB, os
tridngulos AMP e BMP sdo congruentes (Por qué?).

Sendo assim, temos que PA = PB para qualquer ponto P na mediatriz
de AB.

Ou seja, se P é um ponto na mediatriz de um segmento AB, entdo as
distincias de P aos extremos A e B do segmento s3o iguais.

Por outro lado, seja Q um ponto do plano que tem a mesma distancia
dos extremos A e B de um segmento AB.

Quer dizer, QA = QB.

Entdo o tridngulo AQB é isdsceles e, portanto, a mediana pelo vértice
Q é também a altura relativa ao lado oposto ao vértice Q, isto é, a AB.

Logo, Q pertence a reta perpendicular a AB pelo seu ponto médio, ou
seja, Q pertence a mediatriz de AB.

Temos verificado, entéo, o seguinte resultado:
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A mediatriz de um segmento é o lugar geométrico dos pontos que equi-
distam de suas extremidades.

<
E ai, temos mais uma atividade para vocé.
Atividade 2.5

Volte aos livros didaticos e registre aqui o que é um lugar geométrico.
<
Finalizando, como néo poderia ser diferente...

Atividade 2.6

Identifique e liste todos os conhecimentos de Geometria utilizados
para compreensdo e construgio da solu¢io apresentada para o
Problema 5.

<

0S CONTEUDOS DA DISCIPLINA
RESOLUCAO DE PROBLEMAS GEOMETRICOS

Conforme pretendido, facamos agora uma analise dos conhecimentos
de Geometria envolvidos nos cinco problemas resolvidos nas Aulas 1 e
2, tanto no aspecto de seus enunciados - ai incluidos os aspectos das
figuras — como também na busca e constru¢io das solugdes para as
questdes colocadas nos problemas.

Dé uma “passada de olhos” nas solucdes das atividades de 1 a 15 da
Aula 1 e das atividades de 1 a 6 da Aula 2.

O que dizer da “bagagem” de conhecimento necessaria a resolu¢io dos
cinco problemas propostos?

Vocé vai concordar comigo que nio é pouca. Certo?

Mais que isso, vocé pode observar que a Geometria envolvida nas ativi-
dades propostas ao longo da resolugido dos cinco problemas abrange
conteudos abordados ao longo de todo o ensino fundamental.

Ou seja, nés demoramos um bom tempo de nossa vida, escolar e coti-
diana, para “adquirir” os conhecimentos de Geometria contemplados
nas atividades destas duas aulas.

Na disciplina RPG nds vamos retomar uma parte desta “bagagem”, a
qual vira distribuida em seis “malas” (todas com al¢a e rodinha), assim
identificadas:

Aula 3: Congruéncia
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Aula 4: Teorema do angulo externo
Aula 5: Semelhanca

Aula 6: Dois Teoremas: Pitdgoras e Tales
Aula 7: Circunferéncia

Aula 8: Lugares geométricos

Nés temos o resto do nosso curso para abrir as referidas seis malas e
« 3 ”» “« . » .
nos “apropriar” dos “objetos” nelas contidos.

Vamos 14!



Congruéncia

OBJETIVOS

Compreender os resultados de congruéncia que foram utilizados na resolucao
dos cinco problemas apresentados nas Aulas 1 e 2.

Demonstrar alguns resultados sobre congruéncia.

Para a resolugdo dos problemas apresentados nas Aulas 1 e 2, vocé
utilizou resultados de congruéncia envolvendo segmentos, angulos,
tridngulos e quadrildteros. Entre estes, provavelmente, o que lhe é
mais familiar é o que se refere aos “trés casos” de congruéncia de trian-
gulos, normalmente identificados por LAL, ALA e LLL. N6s utilizamos
alguns deles na resolugido do Problema 3 da Aula 1.

Mas, antes de tratarmos especificamente destes casos, vejamos
quando é que dois tridngulos sdo congruentes.

De fato, esqueca temporariamente os tais casos. Agora, considere os
tridngulos ABC, DEF e GHI dados na figura a seguir.

E G

FIGURA 3.1
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O que vocé faria para decidir sobre a existéncia de congruéncia entre
os tridngulos da Figura 3.17

Atividade 3.1

Considerando os trés tridngulos dados na Figura 3.1, utilize algum
recurso para decidir se hd, entre eles, dois que sejam congruentes.
Justifique sua resposta.

Um modo de resolver se ha alguma congruéncia entre os tridngulos da
Figura 3.1 seria recorta-los e, entdo, sobrepondo um ao outro, verificar
se ha “coincidéncia completa” de um com outro.

Claro, vocé nio iria recortar o livro, mas pode ter feito uma cépia de
cada um, usando um papel transparente, e entio realizado a atividade.

Outra maneira seria vocé, usando régua e transferidor, tirar as medidas
dos lados e Angulos de cada um dos tridngulos da figura. Depois, veri-
ficar se ha algum par de tridngulos em que as medidas dos trés lados e
dos trés angulos coincidem, respectivamente.

Observe que este dltimo procedimento é equivalente ao realizado com
recorte, verificando se ha “coincidéncia completa” de um com outro.

De fato, os dois modos, citados para resolver a Atividade 3.1, “atendem”
ao que chamamos de defini¢do de congruéncia de dois tridngulos.

Definicdo 3.1

Dois tridngulos ABC e DEF sédo congruentes se for possivel estabe-
lecer uma correspondéncia biunivoca entre seus vértices de modo
que lados e dngulos correspondentes sejam congruentes.

E importante ressaltar aqui que a régua e o compasso, assim como
o computador, sdo instrumentos com precisio limitada em termos
matematicos. Em que pese a importancia da experimentacgio para se
fazer conjecturas, ou seja, “sugerir” que determinado fato possa ou
nio ser verdadeiro, s6 podemos considerar tal fato verdadeiro ou falso,
a partir de uma demonstragdo com o rigor que a Matemadtica exige.

Voltando a Atividade 3.1, vocé deve ter verificado que os tridngulos
DEF e IGH, da Figura 3.1, sdo congruentes.

A correspondéncia entre os vértices de DEF e IGH que caracteriza esta
congruéncia é dada por

Do 1
Eo G
F«+— H
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de modo que, valem, simultaneamente

I1=D IG = DE
G=EFE e IH=DF @
1=F GH = EF

Notacao

Vamos denotar por DEF = IGH para identificar que dois tridngulos,

DEF e IGH, sdo congruentes, com a correspondéncia de D com I, E
com G e F com H.

|
Atividade 3.2

A congruéncia dos dois tridngulos DEF e IGH poderia ser expressa
por DEF = GHI ? Justifique sua resposta.

|
Agora, é importante compreender bem o significado das relagdes apre-
sentadas em (1).

De fato, elas expressam a congruéncia dos dngulos e dos lados corres-
pondentes dos tridngulos DEF e IGH. Assim, por exemplo, na relacio
I = Dlemos "o angulo I é congruente ao 4ngulo D" e para IG = DE lemos
"0 segmento IG é congruente ao segmento DE".

Veja a definigio:
Definicdo 3.2

Dizemos que dois segmentos AB e CD sdo congruentes quando as
medidas de AB e de CD sio iguais. Diremos que dois d&ngulos A e B
sdo congruentes se eles tém a mesma medida.

Usando notacio, temos: AB = CD quando AB = CD e A = B quando
m(A) = m(B).

Atividade 3.3

Responda, justificando cada resposta.
a) Sdo congruentes os lados de um
(i) quadrado?
(ii) retangulo?
(iii) losango?
b) Sdo congruentes os dngulos de um
(i) quadrado?
(ii) retdngulo?
(iii) losango?
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Voltemos nossa atengdo para a congruéncia de tridngulos, enunciando
os trés casos mencionados no inicio desta aula.

1° caso: Toda correspondéncia LAL é uma congruéncia.

2° caso: Toda correspondéncia ALA é uma congruéncia.

3° caso: Toda correspondéncia LLL é uma congruéncia.
Do 1° caso temos, entdo, que:

Dados dois triangulos ABC e EFG, se AB = EF, A = E e AC = EG, entdo
ABC = EFG.

Ou seja, considerando a defini¢io de congruéncia de tridngulos, o caso
em questdo indica que:

Se dois triangulos tém ordenadamente congruentes dois lados e o dngulo
compreendido entre estes lados, entdo o lado restante e os dois dngulos
restantes também sdo ordenadamente congruentes.

Enfim, observe que o0 1° caso de congruéncia afirma que para verificar
se dois tridngulos sdo congruentes é suficiente verificar apenas trés
das seis rela¢des indicadas na defini¢do de congruéncia de tridngulos,
ou seja,

AB =EF
AB =EF, AC = EG, BC =FG (2)
AC =EG ;=

~ ~ ~

A=E C=G B-=F

A=E

Vamos supor que a afirmacio contida no 1° caso seja verdadeira.

Na resoluc¢io dos problemas propostos nas Aulas 1 e 2, nés usamos o
fato de que em um tridngulo isésceles os dngulos da base sdo “iguais”.

De fato, consideremos um tridngulo ABC em que AB = AC, ou seja,
isosceles.

FIGURA 3.2
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~

Vamos provar que B=C.

Para tanto, comparemos o tridngulo ABC com o tridngulo ACB fazendo
a correspondéncia

A A B C e CoB.

Veja na figura.

FIGURA 3.3

Comparando os dois tridngulos temos, entdo, que

AB=AC, BAC=CAB e AC=AB.

Segue, portanto, de LAL que ABC = ACB, ou seja, os tridngulos ABC e
ACB sédo congruentes.

Assim, valem todas as rela¢des entre os lados e os 4ngulos dos dois
tridngulos, conforme defini¢cio de congruéncia de tridngulos.

Consequentemente, B=C.
Temos, portanto, provada a seguinte proposi¢do:
Proposicio 3.1

Seum tridngulo éisdsceles, entdo os 4ngulos dabase sdo congruentes.

Observe que esta proposi¢io é equivalente a seguinte afirmacio:

Se dois lados de um tridngulo sdo congruentes, entdo os dngulos opostos a
estes lados sdo congruentes.

<
Consideremos o 2° caso de congruéncia de tridngulos.

Toda correspondéncia ALA é uma congruéncia.
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Em outras palavras, temos, entdo, que

~

Dados dois tridangulos ABC e EFG, se AB = EF, A =FE e B=F, entdo
ABC = EFG.

Observe que, como no 1° caso, o 2° caso de congruéncia afirma que
para verificar se dois tridngulos sdo congruentes é suficiente verificar
apenas trés das seis rela¢des indicadas na defini¢do de congruéncia de
tridngulos.

Atividade 3.4

Traduza o 2° caso de congruéncia em linguagem analoga a utilizada
em (2), em que foi representado o 1° caso.

Verifiquemos a veracidade do 2° caso de congruéncia.

Sejam ABC e EFG dois tridngulos tais que A = E, AB= EF e B=F.

B F
A°<j i j (>°E
C G

FIGURA 3.4

Queremos mostrar que ABC = EFG.

Considerando a Figura 3.4, no tridngulo ABC, tracemos uma semirreta
com origem em B e interceptando o lado AC no ponto D, tal que AD = EG.

Veja na figura que se segue.

B F

FIGURA 3.5

Comparando os tridngulos ABD e EFG, temos
AD=EG,A=E e AB=FF.
Segue, portanto, do 1° caso de congruéncia, LAL, que ABD = EFG.
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Consequentemente temos que ABD=F.

Mas, por hipétese, ABC =F.

Logo, ABD = ABC.

Segue, entdo, que a semirreta BD coincide com a semirreta BC.

Ou seja, o ponto D coincide com o ponto C.

Logo, os tridngulos ABC e ABD coincidem também.

Como vimos acima que ABD = EFG, segue que, entdo, ABC = EFG.
Concluimos, entio, que toda correspondéncia ALA é uma congruéncia.

<

E importante observar que na demonstracio do 2° caso utilizamos o
fato de que a congruéncia de tridngulos é uma relagdo de equivaléncia.
No caso, usamos a propriedade transitiva: se ABC = ABD e ABD = EFG,
entdo ABC = EFG.

Atividade 3.5

Mostre que, se em um tridngulo ABC dois 4ngulos sdo congruentes,
entdo o tridngulo é isdsceles.

Sugestio: Use uma constru¢io andloga a feita na demonstragio da
Proposicdo 3.1.

Observe que o resultado apresentado nesta atividade é equivalente a
seguinte afirmacio:

Se dois angulos de um tridngulo sdo congruentes, entdo os lados opostos a
estes dngulos sdo congruentes.

<
Vamos, entdo, ao 3° caso de congruéncia de tridngulos:
Toda correspondéncia LLL é uma congruéncia.
Em outras palavras,

Se dois tridngulos tém trés lados correspondentes congruentes, entdo os
tridngulos sdo congruentes.

Veja que, também aqui, serd suficiente verificar apenas trés das seis
relagcdes indicadas na definicdo de congruéncia de tridngulos para
concluir sobre a congruéncia de dois tridngulos dados.

Atividade 3.6

Reescreva o 3° caso de congruéncia, a exemplo do que foi feito em (2)
para o 1° caso, e na Atividade 3.4 para o 2° caso.

<
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Mostremos, agora, que a afirmacio do 3° caso de congruéncia é verda-
deira.

Para isso, considere dois tridngulos ABC e FGH tais que AB = EF,
AC=EGeBC=FG.

F
B
A
Gv
C
E

FIGURA 3.6

Inicialmente observemos que a reta suporte do lado AB do tridngulo
ABC divide o plano em dois semiplanos. Um deles contém o ponto C.

Facamos, entdo, a seguinte construcdo:

A partir da semirreta suporte de AB e no semiplano que ndo contém o
ponto C, construa um angulo de medida igual a E. Use régua e transfe-
ridor para vocé obter uma figura andloga a seguinte:

F
B
G A
C
E

Construido este angulo, no lado que nio contém o ponto B, marque
um ponto D tal que AD = EG e ligue D a B.

FIGURA 3.7

Veja na figura a seguir.
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FIGURA 3.8

Ent&o, por construcio, temos: AD =EG e DAB=E.
Como AB = EF por hipétese, segue, pelo caso LAL, que ABD = EFG.

Nés devemos, entdo, agora mostrar que os tridngulos ABD e ABC sédo
congruentes. Para isso, trace CD.

Temos que BD = FG = BC e AD = EG = AC. Entio, os tridngulos DAC e
DBC sio isésceles. Assim, sdo iguais os pares de dngulos ADC e ACD,
BDC e BCD.

Portanto, ADB= ACB.
Segue, por LAL, que ABD = ABC.

Como mostramos acima que ABD = EFG, temos o resultado que queri-
amos mostrar, ou seja, os tridngulos ABC e EFG sdo congruentes.

<

Um aspecto importante de ser observado diz respeito ao fato de que
os trés casos de congruéncia preveem que basta que sejam satisfeitas
apenas trés condi¢des de congruéncia entre os elementos de dois tridn-
gulos para se garantir a congruéncia dos tridngulos em quest3o.

Pode-se, erroneamente, deduzir dai que qualquer combinagdo de trés
das seis condi¢bes previstas na defini¢cdo de congruéncia de tridngulos
seria sempre suficiente para garantir uma congruéncia de tridngulos.

Atividade 3.7

Dé um exemplo de dois tridngulos ABC e EFG em que AB = EF, BC=FG
e C =G, mas nio se pode concluir que ABC e EFG sdo congruentes.

Observe, da Atividade 3.7, que a afirmac¢do “Toda correspondéncia
LLA é uma congruéncia” é falsa.

<
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AUTOAVALIACAO

1. Os tridngulos ABC e PQR, cada um, tém dois lados que medem 7 cm e um angulo cuja

medida é 40°. Esses tridngulos sdo congruentes? Sim ou nio? Por qué?

2. Na figura, tem-se que os tridngulos MQP e NQP sio congruentes.

P

Escreva os seis pares de partes correspondentes congruentes desses dois tridngulos.

3. Na figura, os segmentos AB e CD se cortam ao meio no ponto E.

e D

o X
o w

Mostre que os segmentos AC e BD sio congruentes.

4. Na figura abaixo, CMA é um 4ngulo reto e M é ponto médio de AB.

A
(<]

o

Mostre que CA = CB.



5. Classifique em verdadeiro (V) ou falso (F), justificando sua resposta.
() Todos os tridngulos isésceles sdo congruentes.

( ) Todos os tridangulos equildteros sdo congruentes.

( ) Todos os tridangulos retangulos sdo congruentes.

() Todos os tridngulos retangulos is6sceles sdo congruentes.

( ) Todos os tridangulos acutangulos sdo congruentes.

6. Considere um tridngulo ABC no qual a correspondéncia ABC <> ACB é uma congruéncia.
Podemos concluir que o tridngulo ABC é

(a) escaleno. (b) isésceles. (c) equilatero.

7. A figura abaixo foi copiada de um livro por uma crianga.

As medidas dos angulos indicadas sdo as medidas corretas do desenho original. Com base
nessa informacio, os tridngulos ABC e DCB sio congruentes?

Justifique sua resposta.

8. Se, no problema anterior, os 4ngulos tivessem sido indicados como na figura abaixo, os
tridngulos ABC e DCB seriam congruentes?

Justifique sua resposta.
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9. Mostre que num triangulo isésceles ABC, com base BC, a bissetriz do angulo A é perpendi-
cular a base e é mediana.

10. Dado um angulo AOB e um ponto V, construir um angulo de vértice V congruente a AOB.
Para isso utilize as seguintes etapas:
- Trace um lado do 4ngulo a ser construido, identificando seu vértice V;

- com centro no vértice O do angulo AOB, trace um arco de raio qualquer interceptando os
lados de AOB;

- identifique os pontos de interse¢do, obtidos no passo anterior, por P e Q;

- com o mesmo raio e centro no vértice V do angulo a ser construido, trace uma arco igual
ao primeiro e que intercepta o lado ji tragado em um ponto que corresponde ao ponto P do
angulo dado;

- no primeiro 4ngulo tome, com o compasso, a medida da distancia de P a Q;

- com centro em P, trace um arco de abertura igual 4 distincia obtida no passo anterior, inter-
ceptando o arco ja tracado em um ponto correspondente ao ponto Q;

- a partir do vértice V e passando pelo ponto correspondente ao ponto Q, trace o outro lado
do angulo.

- Justifique por que o angulo assim obtido é congruente ao dngulo AOB dado.



Teorema do Angulo Externo e
Teorema das Paralelas

OBJETIVOS

Demonstrar e utilizar o Teorema do Angulo Externo e o Teorema das Paralelas
para compreender e obter resultados utilizados na resolugdo dos cinco proble-
mas apresentados nas Aulas 1 e 2.

Compreender as relacoes entre lados e angulos de um triangulo.

Se retomarmos os cinco problemas das Aulas 1 e 2, veremos que alguns
dos resultados utilizados na resolu¢ao dos mesmos foram:

A soma dos 4ngulos internos de um triangulo é 180°.  (R))

Em um tridngulo, cada 4ngulo externo é a soma dos
dois 4ngulos internos nio adjacentes a ele. (R)

Se as retas r e s sdo paralelas e t é uma transversal a elas,
entdo os angulos correspondentes (ou os alternos) sdo
congruentes. (R)

Vocé ha de concordar que estes resultados sdo muito utilizados em
Geometria.

Nesta aula vocé verd que, assim como outros resultados importantes,
os resultados acima decorrem do que é chamado de “Teorema do
Angulo Externo”.

Antes de enuncia-lo, vejamos o que é um angulo externo de um tridn-
gulo ABC.

Observe a figura a seguir.
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FIGURA 4.1

Na Figura 4.1, o angulo BCD, identificado por 1, é chamado dngulo
externo do tridngulo ABC.

Observe que D é um ponto na reta suporte do lado AC do tridngulo
ABC. Assim, dizemos que se C estd entre A e D, entéo o dngulo BCD é
um angulo externo do tridngulo ABC.

Ainda usando a Figura 4.1, os angulos CAB e CBA sio chamados
angulos internos nio adjacentes ao dngulo externo BCD.

Observe que, por defini¢do, o &ngulo externo de um tridngulo é angulo
suplementar do 4ngulo adjacente a ele.

Por exemplo, no tridngulo ABC da Figura 4.1, temos o angulo ACB
adjacente ao dngulo externo BCD e m(ACB + BCD) = 180°.

Vocé pode verificar, também, que todo tridngulo tem seis angulos
externos.

Atividade 4.1

a) Faca uma “cépia” dos tridngulos da Figura 4.1 e identifique, em
cada um, os seus seis angulos externos.

b) Escolha um dos tridngulos da figura 4.1 e identifique, para cada
um de seus angulos externos, os seus dois dngulos internos nio
adjacentes.

<

Estamos, entio, prontos para enunciar o teorema que di nome a esta
aula.

Teorema do Angulo Externo

Em um tridngulo, a medida de qualquer dngulo externo é maior que
a medida de cada um dos 4ngulos internos a ele nio adjacentes.

Observe que o Teorema do Angulo Externo tem seu enunciado dife-
rente do resultado (R,) que enunciamos no inicio da aula. Volte 14 e
compare, para concluir que aquele diz muito mais do que este que
agora enunciamos.
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Mas fique tranquilo, até o final desta aula teremos construido uma
demonstragao daquele resultado R, enunciado. Por enquanto, vamos
nos deter na constru¢do de uma demonstracio do que, de fato, é
nomeado Teorema do Angulo Externo.

Para tanto, considere um tridangulo ABC. Veja (I) na Figura 4.2, a seguir.

B B

O O—>

@ (1D

FIGURA 4.2

Na semirreta suporte de AC, marque um ponto D tal que C esteja entre
Ae D, como indicado em (II) na Figura 4.2.

Considere, entio, o angulo externo BCD. Seus angulos nio adjacentes
sioAe B.

Devemos provar que m(BéD) >m(A) e m(BC'D) > m(B).

Vamos provar primeiro que m(BéD) >m(B). Para isso faca a seguinte
construcao.

Considere o ponto médio E do segmento BC. Trace a semirreta AE e
marque um ponto F tal que AE = EF.

Veja na Figura 4.3.

FIGURA 4.3

Considere os tridngulos AEB e FCE.
Temos: BE = EC, AE = EF e BEA = FEC (angulos opostos pelo vértice).
Entio, pelo caso LAL de congruéncia, BEA = CEF. Portanto, ECF =B.
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Observe, agora, que a semirreta CF divide o angulo BCD. Entio,
m(ECF) <m(BCD).

Logo, m(BC‘D) >m(B), como queriamos demonstrar.
De modo analogo, mostra-se que m(BCD) >m(A).
Atividade 4.2

Conclua a demonstracio do Teorema do Angulo Externo mostrando
que m(BCD) >m(A).

Sugestdo: Considere o ponto médio G de AC e o fato de que os
angulos externos BCD e ACJ sdo congruentes, em que J é um ponto
na semirreta BC (prolongue BC).

<
Como consequéncias imediatas deste teorema, temos:

(a) A soma das medidas de quaisquer dois dngulos internos de um
triangulo é menor do que 180°.

Acompanhe a seguinte argumentacio:

Olhando para o tridngulo ABC dado na Figura 4.1, o que esta afirmacéo
diz é que, por exemplo, m(B) +m(C) <180°.

Ora, pelo Teorema do Angulo Externo, se 6 éamedida do angulo externo
ao adngulo em C, entdo 6 > m(B).

Mas, 6 + m(é) = 180° (pois sdo suplementares).

Assim, temos m(f?) +m(é) < 9+m(é) =180°, ou seja, m(B)+m(C) < 180°.
<

(b) Todo tridngulo possui pelo menos dois 4ngulos internos agudos.

(c) Se duas retas distintas r e s sdo perpendiculares a uma terceira,
entdo r e s ndo se interceptam.

Atividade 4.3
Mostre as afirmacées em (b) e (c).
Sugestao:

Para (b) suponha que um tridngulo possua dois 4ngulos nio agudos
e tente concluir usando a afirmacio em (a).

Para (c) suponha que r e s se interceptem e tente concluir usando (b).

<
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DESIGUALDADES NOS TRIANGULOS

Outro fato muito conhecido, em se tratando de tridngulos, é:

Ao maior lado opde-se o maior dngulo e, reciprocamente, ao maior dngulo
opde-se o maior lado.

Utilizando esta afirmacio, resolva a seguinte atividade.
Atividade 4.4

a) Em um tridngulo ABC, tem-se AB=12,BC=7eAC=9.Qual éo
maior e o menor angulo de ABC?

b) Considerando os dados da figura, determine o segmento de maior
comprimento.

De modo geral, considere um tridngulo ABC em que BC < AC.

C

FIGURA 4.4

Faca a seguinte construcao:

Marque em AC um ponto D tal que CD = BC. Observe que, como BC < AC,
é sempre possivel obter o ponto D no segmento AC.
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FIGURA 4.5

O que temos com esta constru¢do?

O segmento BD divide o dngulo CBA. Portanto, temos que m(CBA) >
m(CBD).

Agora observe que CBD = CDB, pois o triangulo CDB é isésceles, por
construcao.

Além disso, CBD é angulo externo do tridngulo BDA. Ent3o, do Teorema
do dngulo externo, m(CDB) > m(DAB) =m(CAB).

Logo, dos trés tltimos paragrafos, podemos concluir que
m(CBA) > m(CBD) = m(CDB) > m(CAB), ou seja, m(CBA) > m(CAB).

Agora, observe que CBA é o angulo oposto ao lado AC, e CAB é 0 angulo
oposto ao lado BC.

Mostramos, entdo, que se dois lados de um tridngulo nio sio
congruentes, o maior angulo é oposto ao maior lado.

Por outro lado, vimos na Aula 3 (Atividade 3.5) que, se em um tridn-
gulo ABC dois angulos sdo congruentes, entdo o tridngulo possui dois
lados congruentes (é is6sceles).

Considerando o exposto, temos aqui demonstrado a seguinte propo-
sicdo:

Proposicio 4.1

Se dois lados de um tridngulo nio sdo congruentes, entio seus
angulos opostos nio sio iguais, e o maior dngulo é oposto ao maior
lado.

<
Por outro lado, pode-se também mostrar que
Proposicio 4.2

Se dois angulos de um tridngulo nio sdo congruentes, entdo os lados
que se opdem a estes dngulos tém medidas distintas, e o maior lado
op&e-se ao maior dngulo.

<
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Agora vejamos o seguinte: até aqui estamos assumindo que o tridngulo
ja foi dado, ou ainda, que o tridngulo dado realmente existe.

Pergunta: dados quaisquer trés segmentos sempre podemos cons-
truir um tridngulo cujos lados sdo congruentes aos segmentos dados?
Vejamos.

Atividade 4.5

a) Com segmentos de medidas 7 dm, 8 dm e 12 dm pode-se construir
um tridngulo? Por qué?

b) Os lados de um tridngulo podem medir 8 cm, 9 cm e 20 cm? Por
qué?

¢) Em um tridngulo, dois lados medem, respectivamente, 5 cm e 8
cm. Qual o menor valor, expresso em numeros inteiros, do terceiro
lado? E o maior?

<

Voltemos, agora, com um tridngulo ABC dado e vejamos que rela¢des

existem entre seus lados.
B

FIGURA 4.6

Facamos a seguinte construcio:

Na semirreta suporte do lado CB marque um ponto D tal que BD = BA,
como indicado na figura a seguir.

D

FIGURA 4.7
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Desta construcdo temos:
DC=DB +BC=AB +BC 1@

Como o segmento AB divide o 4ngulo DAC, entio m(DAC) = m(DAB) +
m(BAC).

Portanto, m(DAC) > m(DAB).

Como, por construgdo, o tridngulo ABD é isésceles, temos m(D) =
= m(DAB).

Logo, m(DAC) > m(D). 2)

Usando a Proposi¢do 4.2 no tridngulo ADC, obtemos
que DC > AC. 3)

Assim, combinando (1) e (3), temos AB + BC > AC.

Temos concluido, portanto, que em um tridngulo ABC dado, a soma
dos comprimentos dos lados AB e BC é maior do que o comprimento
do lado AC.

De fato, temos provado o seguinte teorema:
Teorema da Desigualdade Triangular

Em todo tridngulo, a soma dos comprimentos de dois lados é maior
do que o comprimento do terceiro lado.

|
Faca, entdo, a seguinte atividade:
Atividade 4.6

Doislados de um tridngulo isésceles medem 12 e 5, respectivamente.
Determine a medida do terceiro lado.

<

TEOREMA DAS PARALELAS

O nosso objetivo agora é obter os trés resultados apontados no inicio
desta aula, e que foram utilizados na resolu¢ido dos problemas das
Aulas1e2.

Comecemos abordando o terceiro deles:

Se as retas r e s sdo paralelas, e t é uma transversal a elas, entdo os dngulos
correspondentes (ou os alternos) sdo congruentes.

Sabemos que, por defini¢cio, duas retas sio paralelas se estio em um
mesmo plano e nio se interceptam.
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Consideremos, entio, a seguinte figura.

t

A

/B s

FIGURA 4.8

Aparentemente as retas r e s dessa figura sdo paralelas. Mas como
garantir isso, ou seja, que elas nio se interceptam?

Como as retas se prolongam infinitamente, vocé deve estar se pergun-
tando: “serd que r e s ndo poderiam se interceptar em algum ponto
bem distante de Ae de B?”

Mas, veja, do resultado que desejamos obter temos que se elas fossem
paralelas, entdo as medidas dos dngulos correspondentes, indicadas na
figura por 1 e 2, seriam iguais.

Entdo, se ha davida, suponhamos que 7 e s se interceptem em algum
ponto P longe de A e de B. Veja na figura a seguir (claro, imaginando
que P estd bem longe de A e de B).

FIGURA 4.9

Teriamos, entdo, em uma conjectura como esta, um tridngulo ABP,
do qual o 4ngulo 1 seria um angulo externo ao dngulo BAP, e 2 um
angulo interno nio adjacente a ele.

Observe que estamos denotando por 1 e 2 os angulos identificados
na figura com medidas 1 e 2, respectivamente.

Logo, pelo Teorema do Angulo Externo, teriamos m(i) > m(2), ou seja,
as medidas de 1 e 2 n&o seriam iguais como suposto na afirmacao.

Podemos concluir, entdo, do que acabamos de fazer, o seguinte resul-
tado:
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Proposicio 4.3

Sejam dadas duas retas, r e s, interceptadas por uma transversal. Se
dois 4ngulos correspondentes sdo congruentes, entio as retasr e s
sdo paralelas.

<

Mas, vocé deve estar observando que o que fizemos foi mostrar o
inverso do resultado que queremos verificar.

Vocé verd, entretanto, que a Proposi¢do 4.3, junto com o famoso
Axioma das paralelas, mais conhecido como o Quinto postulado de
Euclides, garantira o nosso resultado.

Ah, antes de enuncia-lo, volte a Atividade 4.3 e observe que, no item
(c), vocé verificou que “se duas retas distintas r e s sdo perpendiculares
a uma terceira, entio r e s ndo se interceptam”.

Convenca-se que este resultado nos garante a existéncia de retas para-
lelas. Mais do que isto, ele nos sugere como construir retas paralelas.

Acompanhe o que se segue.

Dada uma reta r e um ponto P fora dela, podemos tracar uma reta t
perpendicular a r passando por P. Em seguida, tragamos por P uma
reta s perpendicular a reta t. Entdo, pelo resultado acima, 7 e s seriam
paralelas.

<
Mas, serd que a reta s é a Unica reta paralela a reta r passando por P?

Euclides, em sua obra Os elementos, considera a resposta a essa
pergunta como afirmativa, considerando-a como um “fato” evidente, e
0 enuncia como o quinto dos seus postulados, a partir dos quais cons-
truiu a Geometria conhecida como Euclidiana.!

Entretanto, durante séculos, muitos matemdticos (por exemplo,
Legendre e Gauss) tentaram, sem sucesso, transformar o Quinto
postulado de Euclides em teorema, ou seja, prova-lo a partir de outros
resultados evidentes.

Finalmente, no século XIX, ficou provado que Euclides tinha razio,
ou seja, ndo se pode demonstrar o postulado das paralelas a partir de
outros postulados.

Temos entdo:
Axioma das paralelas

Por um ponto fora de uma reta passa uma Unica reta paralela a ela.



AULA 4

Observe que uma consequéncia imediata desse axioma é que se uma
reta u é paralela a duas outras, digamosr e s, entdo our e s sdo paralelas
ou sdo coincidentes.

) |

Retomando o nosso objetivo de demonstrar o resultado inverso da
Proposicdo 4.3, sejam r e s duas retas paralelas e seja t uma trans-
versal que interceptar e s em A e B, respectivamente. Sejam 1e 2 dois
angulos correspondentes, conforme indicado na Figura 4.8.

Suponhamos que 1 e 2 fossem diferentes. Considere a seguinte cons-
trucdo:

Trace uma reta u pelo interior do angulo 1, formando com a trans-
versal t um 4ngulo de medida iguala 2.

t
u
A/@ﬂz 4

/B s

FIGURA 4.10

Entdo, da Proposicio 4.3, u e s sdo paralelas.

Mas, entdo, temos duas retas, r e u, passando por A e paralelas a reta
s, 0 que contraria o axioma das paralelas. Logo 7 e u sdo coincidentes.

~

Portanto, r forma com a transversal t um angulo congruente a 2, ou
seja, 1= 2.

Temos entdo demonstrado o teorema como enunciado a seguir.
Teorema das Paralelas

Se as retas r e s sdo paralelas e t é uma transversal a elas, entdo os
angulos correspondentes (ou os alternos internos) sdo congruentes.

<

Finalmente, vocé, usando o Teorema das Paralelas, poderad mostrar o
resultado (R,) enunciado no inicio desta aula.

Teorema (lei angular de Tales)

A soma dos angulos internos de um triangulo é 180°.
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Para tanto, considere um tridngulo ABC e trace pelo vértice B uma reta
r paralela ao lado AC do tridngulo, como construido na figura a seguir.

B

FIGURA 4.11

Use, entdo, o Teorema das Paralelas para construir sua solucio.
|

Resolvendo a Atividade 4.8, teremos mostrados os trés resultados
enunciados no inicio desta aula.

Atividade 4.8

Mostre que, em todo tridngulo, cada dngulo externo é a soma dos
dois angulos internos nio adjacentes a ele.
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1. Na figura ao lado, se os dngulos
tém as medidas indicadas, qual é o

menor segmento?

A

2. Para cada conjunto de medidas dadas a seguir, construir um tridngulo. Se os dados
determinam dois tridngulos, construa os dois. Caso se possa construir mais de dois, ou
nenhum tridngulo, explique por qué.

a) m(M)=30° MO =2, m(O)=90°.
b) m(B)=55°, AB =5 BC=3.

¢ mM)=35 GH =6, HI =4

d AB=5 BC =3 AC =4

e) m(M)=280° MO =2, m(0)=120°.
f) DE =8, EF =3, DF =4.

g DE =4, DF =8 m(D) = 60°.

h) m()=70° m(B)=60° m(C)=>50°

3. Dois lados AB e BC de um tridngulo ABC medem respectivamente 8 cm e 21 cm. Quanto
podera medir o terceiro lado, sabendo que é multiplo de 6?

4. Determine o intervalo de variagio de x sabendo que os lados de um tridngulo sio
expressos por x + 10, 2x + 4 e 20 — 2x.

5. As medidas dos lados de um tridngulo de perimetro 14 sio expressas por numeros
inteiros. Determine as possiveis medidas desses lados.

6. O lado AB de um tridngulo ABC é expresso por um numero inteiro. Determine o seu
valor méximo sabendo que os lados AC e BC medem respectivamente 27 cm e 16 cm, e
C<A<B.
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7. Mostre que qualquer lado de um tridngulo é menor que o seu semiperimetro.
8. Mostre que cada dngulo de um tridngulo equildtero mede 60°.
9. Mostre que a soma dos dngulos agudos de um tridngulo retangulo é 90°.

10. Mostre que se dois tridngulos ABC e EFG sio tais que A = E, € = G, AB = EF, entio
os triangulos ABC e EFG sao congruentes (caso ALA ).

Sugestdo: use a Lei angular de Tales.
11. Sejam ABC e EFG dois triangulos retangulos cujos angulos retos sio A e E.

Mostre que, se alguma das condi¢ées dadas a seguir ocorrer, entdo os dois tridngulos sdo
congruentes:

a) AB=EF eC = G.
b) BC = FG e AB = EF.
) BC=FG eC = G.



Semelhanca

OBJETIVOS

Compreender o conceito de semelhanga de poligonos.

Compreender os resultados de semelhanca de triangulos que foram utilizados
na resolugdo dos cinco problemas apresentados nas Aulas 1 e 2.

Demonstrar os casos de semelhanca de triangulos.

Parece, mas nédo é! Ou é!

Retomando os conteidos de Geometria utilizados na resolu¢io dos
cinco problemas iniciais da disciplina, vamos observar que entre os
resultados estdo aqueles referentes a semelhanca de tridngulos.

Outro resultado, varias vezes utilizado, foi o famoso Teorema de
Pitagoras. Mas, o que temaver Pitdgorascom semelhancade tridangulos?
Vocé pode nio estar se lembrando, mas uma das demonstra¢des do
famoso teorema se faz utilizando semelhanca de tridngulos. Nés
veremos isso mais a frente, na nossa aula.

Antes de enunciarmos os trés casos de semelhanca de tridngulos, é
importante que tenhamos claro o conceito de semelhanga.

Para tanto, considere as figuras do quadro que se segue.
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QUADRO 5.1

Observe que “quase” todas as figuras do Quadro 5.1 sio muito
presentes no nosso cotidiano. Por exemplo, a figura A pode repre-
sentar a borda de um passeio de uma praga; a figura B, a moldura de
um espelho; a figura D, a moldura de um quadro, e as figurasem C e E,
telhados de meia-agua.

Quanto a figura F, me lembra “a vista aérea” dos barquinhos de papel
que eu fazia, quando crianca, para colocar nas enxurradas nos dias de
chuva. Talvez vocé consiga “ver” outra coisa.

Mas voltemos a nossa aula.

Geometricamente nomeando, nas figuras do Quadro 5.1, temos: em
A, circunferéncias; em B, quadrados; em D, retdngulos; em C e E, tridn-
gulos retangulos, e em F, losangos.

Pergunta: Sao semelhantes as circunferéncias em A, os quadrados em
B, os retangulos em D, os tridngulos em C e E, respectivamente, e os
losangos em F?
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Atividade 5.1

Considere as figuras A, B, C, D, E e F do Quadro 5.1. Use de algum
recurso para decidir sobre a semelhanca das circunferéncias em A,
dos quadrados em B, dos retdngulos em D, dos tridngulos em C e E,
respectivamente, e dos losangos em F. Descreva o critério que vocé
utilizou.

Mas, vejamos!

Em linguagem comum, dois objetos sdo semelhantes se tém exata-
mente a mesma forma, mas ndo necessariamente o mesmo tamanho.
Digamos, sdo parecidos!

Pensando assim, seria razodvel responder que em cada uma das figuras
A, B, C, D, E e F do Quadro 5.1, temos que as circunferéncias em A, os
quadrados em B, os retingulos em D, os tridngulos em C e E, respecti-
vamente, e os losangos em F, sdo semelhantes.

Ah, mas espera ai, vocé deve estar pensando! N6s estamos nos refe-
rindo a objetos matematicos e neste contexto semelhan¢a ndo é bem
assim.

Claro, eu vou concordar com vocé. No contexto da Matematica o
conceito de semelhanca exige mais do que a “parecenca” da nossa
percep¢io cotidiana.

Estamos, entéo, nos referindo ao conceito de semelhanca em Matema-
tica. Qual é ele?

Quando dois objetos geométricos sdo semelhantes?

O que significa em matematica ter exatamente a mesma forma, mas
ndo necessariamente o mesmo tamanho?

Quanto a esta ultima condi¢do, em relagio ao tamanho, veja que se
duas figuras geomeétricas, de mesma forma, tém também o mesmo
tamanho, elas sdo congruentes. Para esta situagio, por exemplo, nés
ja estabelecemos sobre que condi¢des dois tridngulos sdo congruentes.

Ou seja, entdo, as figuras congruentes sdo semelhantes.

Vamos, entdo, deter nossa atengdo ao caso de semelhanca entre figuras
de mesma forma, mas com tamanho diferente. Vamos considerar dois
exemplos, do cotidiano, de figuras que sdo semelhantes.

Veja o caso da imagem produzida por uma maquina fotografica nio
digital. Sabe-se que o “negativo” tem uma propor¢io padrio de 2:3,
ou seja, o tamanho do “negativo” é de 2 cm x 3 cm. J4 os tamanhos de
amplia¢do sdo padronizados por: 10 x 15 cm, 20 x 30 cm, 30 x 45 cm...

Outro exemplo é a escala utilizada numa “planta baixa” de uma casa.
Uma escala de 1:50 significa que se na planta baixa uma parede tem 5
cm de comprimento, entio ela terd 2,50 m quando construida.
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Observe que, nos dois exemplos, as medidas da fotografia — no nega-
tivo e na amplia¢do - e da parede — na planta baixa e depois de cons-
truida — sdo proporcionais.

Atividade 5.2

Considere as figuras B, C, D, E e F do Quadro 5.1. Verifique se os
lados dos quadrados em B, dos retangulos em D, dos tridngulos em C
e E, respectivamente, e dos losangos em F, sdo proporcionais.

Sugestio: Use uma régua para obter as medidas dos referidos lados.

Vocé deve ter concluido, pela Atividade 5.2, que as figurasem B, Ce F
tém os lados proporcionais, e aquelas em D e E nio tém. Seriam, entio,
as figuras em B, C e F semelhantes?

Vamos la! Considere as figuras em E.

Em que pese que elas se parecem pela forma, sio losangos, mas com
tamanhos diferentes, seriam elas semelhantes?

Olhe para os quadrados em B e os tridngulos em C. Nés podemos dizer
que eles também tém a mesma forma, mas com tamanhos diferentes.
Entretanto, observando com mais atencio a forma deles, veja que
podemos dizer “mais” do que isso, se considerarmos os dngulos corres-
pondentes dos losangos. Poderiamos dizer que os quadrados em B e
tridngulos em C tém exatamente a mesma forma.

Este aspecto, do “exatamente a mesma forma”, nés ndo detectamos
nos losangos em F, ji4 que os dngulos correspondentes dos losangos
nao sao iguais.

Dizemos, entdo, que os losangos em F ndo sido semelhantes e que os
quadrados em B e os tridngulos retangulos em C sdo semelhantes.

De fato, para os poligonos, dizer que dois destes objetos sdo semelhantes
se tém exatamente a mesma forma, mas néo necessariamente o mesmo
tamanho é equivalente a seguinte defini¢io:

Definicdo 5.1

Dois poligonos sdo semelhantes quando é possivel estabelecer uma
correspondéncia entre seus lados e angulos de modo que

- os angulos correspondentes sejam iguais;

- os pares de lados dos 4dngulos correspondentes sejam proporcio-
nais.
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Atividade 5.3
a) Mostre que todos os quadrados sio semelhantes.
b) Mostre que todos os tridngulos equildteros sio semelhantes.

c) Mostre que se dois losangos tém um angulo igual, entio eles sio
semelhantes.

<

Voltando as figuras do Quadro 5.1, observe que resta-nos decidir,
ainda, sobre a semelhanca das circunferéncias da figura A.

Atividade 5.4
Justifique a afirmacéo:

“Todas as circunferéncias sio semelhantes.”

Voltemos, agora, nossa ateng¢do para a semelhanca de tridngulos.

Na Atividade 5.3 (b), vocé mostrou que todos os tridngulos equilateros
sdo semelhantes.

E quando dois tridngulos nédo sio equilateros, como decidir se eles sdo
semelhantes?

Sim, vocé ja deve estar pensando nos “casos” de semelhanca de trian-
gulos.

Atividade 5.5

Enuncie os trés casos de semelhanca de tridngulos, normalmente
conhecidos por AA, LAL e LLL.

Vamos demonstra-los!

Para tanto, é importante que reescrevamos a Defini¢do 5.1 para o caso
particular de os poligonos serem dois tridngulos quaisquer.

Definicao 5.2

Dois tridngulos ABC e DEF sio semelhantes se é possivel estabelecer
uma correspondéncia entre seus lados e 4ngulos de modo que:

(@ ooy D>>
Il

Nl N U)
|
|
|
|
Il

e AB _AC _BC _,
DE DF EF

Observe que se k = 1, entdo temos a congruéncia dos tridngulos ABC
e DEF.

<
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Tendo em vista os casos de semelhanca enunciados na Atividade 5.5,
observe que nos casos de semelhanca de tridngulos, assim como nos
casos de congruéncia, temos que, para verificar se dois tridngulos sido
semelhantes, é suficiente verificar apenas trés (mas, cuidado, nio
quaisquer trés) das relacdes indicadas na definicdo de semelhanca de
triangulos.

Consideremos, entdo, o 1° caso de semelhanca de tridngulos.
Teorema (caso AA)

Dada uma correspondéncia ABC <> DEF entre dois triangulos, se
A=D e B =E, entio os tridngulos sio semelhantes.

Entdo, vejamos a veracidade do caso AA de semelhanca.

Para tanto, considere a seguinte figura, representando os dois trian-

gulos ABCe DEF,emque A=D e B=E.
A
D
B C
FIGURA 5.1

De imediato, nés podemos concluir que, cOmMoO a soma dos angulos
internos de um tridngulo é 180°e que A=D e B =E, entio C = F.

Ou seja, a condigdo de congruéncia entre os ngulos correspondentes
dos dois tridngulos é verificada.

Devemos, entdo, mostrar que os lados dos dois tridngulos sdo propor-
cionais.

Vocé deve concordar comigo que teremos feito isto se mostrarmos que

‘ﬁ = AC e AC = BC certo?
DE DF DF E
Mostremos que — AB AC

DE DF’

Faca a seguinte construcio:

Sejam E’ e F' dois pontos de AB e AC, respectivamente, tais que
AB’=DE e AF = DF.

Veja na figura seguinte.
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FIGURA 5.2

Entdo, pelo caso, LAL de congruéncia de tridngulos, temos que
AE’F’ = DEF.

Portanto, AE'F'=E.
Como temos que B = E, podemos concluir que AE'F'=B.
Agora, retome a Proposicdo 3.3 da Aula 3.

Observe, que, desta proposi¢io, podemos concluir que E’F’ e BC sdo
paralelos.

O que temos obtido até aqui, entio?

Veja, temos a seguinte situa¢do: um tridngulo ABC e um segmento de
reta E'F’ paralelo a base BC do tridngulo.

A

FIGURA 5.3

Parece-nos razoavel imaginar que os tridngulos ABC e AE’F’ sdo seme-
lhantes. De fato, nés ja vimos que os dngulos correspondentes sdo
congruentes. No entanto, nio é tdo simples assim verificar que os
pares de lados correspondentes sdo proporcionais.

De fato, isso é consequéncia de outro teorema, o Teorema de Tales,
envolvendo retas paralelas e duas transversais a elas.

Vamos relembra-lo.

Considere a seguinte figura, na qual estido representadas trés retas
paralelas, r, s e t, e duas retas transversais a elas, m e n.
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yd

FIGURA 5.4

Teorema de Tales

Se r, s e t sdo retas paralelas e m e n sdo duas transversais a elas,
conforme representado na Figura 5.4, entdo gg ~DE
B EF

Nés voltaremos ao Teorema de Tales, na préxima aula, para demonstra-lo.

Neste momento, tendo em vista o nosso objetivo da demonstra¢io dos
casos de semelhanca de tridngulos, vamos aceitd-lo como verdadeiro.

Voltando, entio, & nossa demonstracio do caso AA de semelhanga, na
Figura 5.2 temos que o segmento E’F’ é paralelo 4 base BC do tridngulo
ABC.

Temos, portanto, como consequéncia do Teorema de Tales, que
AB _ AC

AE  AF

Porém, da congruéncia dos tridngulos AE’F’ e DEF, temos que AE’ = DE
e AF’ = DF.

Logo, podemos concluir que A:B — i
DE DF
Falta agora mostrar que E = Z
DF EF

Atividade 5.6

Mostre que é = i

DF EF
Sugestdo: Obtenha um segmento D’F’ paralelo ao lado AC do trian-
gulo ABC da Figura 5.1 e use o Teorema de Tales.

Considerando a Atividade 5.6, temos, entdo, que também os pares
de lados dos 4ngulos correspondentes dos tridngulos ABC e DEF sédo
proporcionais, como queriamos demonstrar.

<
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Atividade 5.7

Nafigura,z@= 10 cm,B_C=8cm,A_C= 14 cm e AS = 5 cm.
A

R

C B

Determine os comprimentos dos lados RS e AR.

Vejamos o 2° caso de semelhanca de tridngulos.

Teorema (caso LAL)

Dada uma correspondéncia ABC <> DEF entre dois tridngulos, se
% — % e A = D, entio os triangulos sio semelhantes.

Considere os tridngulos ABC e DEF dados pela figura a seguir.

D
A ////Z>>\\\\\\\\\\
B cC E F

FIGURA 5.5

Faca a seguinte construcéo:
Construa um tridngulo HIJ, tal que HI = DE, H=A e [=B.

Observe na figura a seguir.

D H
A //D\ K/D\
B c E CF TJ

FIGURA 5.6
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Observe que, por construg¢io, os tridngulos ABC e HIJ sdo semelhantes
(caso AA).

Logo, =—= = —-. )

Mas, é dado que i = B:, em que, substituindo HI = DE, obtemos
- DF EF
AC (2

DF

AB
HT

De (1) e (2), temos, entdo, que HJ = DF.

Como, por construcio, H[=DE e H=A= ﬁ, concluimos do 1° caso de
congruéncia de tridngulos que DEF e HIJ sdo congruentes.

Entdo, DEF e HIJ sio semelhantes e, como vimos que ABC e HIJ sio
semelhantes, segue que ABC e DEF sdo semelhantes, como queriamos
demonstrar.

<
Finalizando os casos de semelhanca de tridngulos, temos o 3° caso.
Teorema (caso LLL)
Dada uma correspondéncia ABC <> DEF entre dois tridngulos, se
i _ s
DE DF

, entdo os tridngulos sdo semelhantes.

Atividade 5.8

Demonstre o caso LLL de semelhanca de tridngulos.

Sugestdo: Siga os seguintes passos:

1 - Construa tridngulos ABC e DEF com AB > DE.

2 - Marque G sobre AB, tal que AG = DE, e construa GH paralelo a BC.

3 - Conclua que os tridngulos ABC e AGH sio semelhantes (identi-
fique o caso).

4 - Use a semelhanca obtida e as informagdes dadas para obter que
AH = DF e que GH = EF.

5 - Conclua a semelhanca entre os tridngulos ABC e DEF.

Notacao

Usaremos a notagdo ABC ~ DEF para identificar que dois trian-
gulos, ABC e DEF, sao semelhantes, com a correspondéncia de A com
D,BcomEeCcomkF.
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Agora, retomemos a questdo de que nio sdo quaisquer trés das rela-
¢Oes indicadas na definicdo de semelhanca de tridngulos que, verifi-
cadas, sdo suficientes para garantir a semelhanca de dois tridngulos.

Retome o Exercicio 2(c) da Aula 4.

Vocé deve ter concluido que, com as informacées dadas, dngulo-lado-
-lado, constroem-se dois tridngulos, que nio sdo semelhantes. Mais
do que isso, o referido exercicio mostra, entdo, que ALL nio é caso de
semelhanca de tridngulos.

Portanto, vocé pode concluir que eles ndo sio semelhantes.
Veja, na atividade que se segue, uma situagio mais geral.
Atividade 5.9

a) Construa o tridngulo ABC sendo dados AB =a, BC =Dh e
m(A) = 0, pelas figuras

(O}

T

Sugestao:

Usando régua, compasso e transferidor, primeiro trace uma reta e
sobre ela construa, usando compasso, um segmento AB de medida a.

Construa, com vértice em A, usando o transferidor, um dngulo com

medida 6.

Com centro em B e raio igual a medida b, trace um arco de circulo
interceptando o outro lado do 4ngulo 6 construido.

Conclua a atividade.

b) Quantos tridngulos podem ser construidos com as medidas dadas?
O que podemos dizer sobre a semelhanca desses tridngulos?

c) E se a medida do lado BC fosse b = 1 cm, a que conclusées vocé
chegaria?

d) Refaga a construgio proposta em (a), usando apenas régua e
compasso.
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AUTOAVALIACAO

1. Para cada par de tridngulos, indique se sdo semelhantes ou nio, justificando sua
conclusio usando a defini¢do ou os casos de semelhanca de tridngulos.

(b) (©
60°
(e) ()
16
36
16

9

1] [
9 &
@) (h)

15 o 25
17 12| \13
24
78° 5
7
2. Considere as figuras a seguir.
D
E
B
C
F
A C A B

Construa, com régua e compasso:
a) um tridngulo semelhante a ABC, com razio de semelhanca 2.

b) um hexagono, ndo semelhante ao ABCDEF, com os mesmos adngulos que ele.



3. Na figura a seguir, a regido identificada por M representa um lago.

A

Descreva um processo pelo qual serad possivel medir a distincia entre os pontos A e B,
sabendo-se que qualquer medicdo fora do lago é possivel.

4. Na figura a seguir, tem-se que A= DBC, D=ABC e ACB=DAC.
C

D

Pode-se afirmar que ABC = DBC, ou que ABC ~ DBC ? Justifique sua resposta.

5. Na figura ao lado, estio desenhados
quadrados de lados 9, 6 e x, todos
inscritos em um dado dngulo.

Determine o valor de x.
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Dois Teoremas: Pitagoras e Tales

OBJETIVOS

Demonstrar o Teorema de Pitdgoras.

Obter as relagdes métricas em um triangulo qualquer.
Compreender e demonstrar o Teorema de Tales.

O TEOREMA DE PITAGORAS

Acredito que nio seja nenhuma novidade para vocé que o Teorema de
Pitagoras é um dos teoremas mais importantes da Geometria Plana.
Nio raro o aplicamos na resolu¢do de problemas, a exemplo do que
fizemos naqueles apresentados nas Aulas 1 e 2.

De fato, veja o seguinte problema enunciado pelos chineses em 2600
a.C., ou seja, um problema que tem mais de 4.500 anos!

“Um bambu de 32 cévados,' erguendo-se verticalmente sobre um
terreno horizontal, é quebrado num certo ponto pela for¢a do vento.
Sua extremidade vem tocar a terra a 16 cévados do seu pé. Dize, mate-
matico, a quantos cdvados do pé ele se quebrou?”?

Ora, identificando por x a distancia do pé do bambu ao ponto em que
se quebrou e por a a parte inclinada que tocou a terra, vocé pode cons-
truir um tridngulo retdngulo representando a situagdo colocada. A
hipotenusa serd a e os catetos x e aquele de 16 cévados.

Atividade 6.1

Resolva o problema acima apresentado.

1 Coévado [Do lat. cubitu.].

Antiga unidade de
medida de comprimento
equivalente a trés palmos,
ou seja, 66 cm. (cf.
Dicionéario Aurélio).

“Um problema que tem
mais de 4.500 anos”,
publicado em 1966 como
parte integrante da
colecao Cadernos MEC -
Matemdtica, apresentada
pela Campanha Nacional
de Material de Ensino
(TAVARES; JUNQUEIRA,;
BEZERRA, 1996).
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Nés utilizaremos a semelhanca de tridngulos, cujos casos vimos na
ultima aula, para deduzir o Teorema de Pitdgoras, como também
varias outras rela¢des entre os elementos de um tridngulo retangulo.

Seja ABC um tridngulo retdngulo, com o dngulo reto em A, como apre-
sentado na figura a seguir.

A

FIGURA 6.1

Conforme indicado na Figura 6.1, temos as medidas dos segmentos
dadas por: BC=a, AC=b, BD =m, DC=neAD =h, em que AD é a altura
relativa ao lado BC.

Atividade 6.2

Considerando o tridngulo retangulo ABC, conforme dado na Figura
6.1, mostre que

)& =mm_ h e conclua que h? = mn.
b h n

b) ™ = £ e conclua que ¢? = am.
c a

9 _beconcua que b? = an.
b a

Sugestdo: Identifique tridngulos semelhantes.

Da Atividade 6.2, observe que de (b) e de (c) temos
b>+c?=an+am=a(m-n)
Como m + n = a, segue, entdo, que
b*+c*=a’
Temos provado, portanto, o “nosso” teorema.
Teorema de Pitagoras

Em todo tridngulo retdngulo, o quadrado do comprimento da hipo-
tenusa é igual a soma dos quadrados dos comprimentos dos catetos.

<
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Atividade 6.3

Considere o seguinte tridngulo ABC, em que A é um angulo agudo e
CH é a altura relativa ao lado AB, de medida c.

C

A H c
a) Mostre que
a’=b>+c*-2cm
b) Mostre que esta relagio é equivalente a
a2 = b2 + - 2bc.cosA
(Lei dos cossenos)
Sugestao:

Em (a) identifique tridngulos retdngulos e use o Teorema de Pita-
goras.

Em (b) retome as rela¢des trigonométricas em um tridngulo retan-
gulo.

<

O TEOREMA DETALES

Na Aula 5, para demonstrarmos os casos de semelhanca de tridangulos
utilizamos, sem demonstrar, o Teorema de Tales, outro teorema muito
importante da Geometria Plana.
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Teorema de Tales

Se r, s e t sdo retas paralelas, e m e n sdo duas transversais a elas,
conforme representado na figura,

~o
A

FIGURA 6.2
entao, i = £
BC EF

Nosso objetivo agora é demonstra-lo.
Antes, porém, faca a seguinte atividade sobre paralelogramos.

Lembre-se de que um paralelogramo é um quadrildtero no qual os
pares de lados opostos sdo paralelos.

Atividade 6.4
Considere um paralelogramo ABCD. Mostre que:

a) Cada diagonal de ABCD decompée o paralelogramo em dois trian-
gulos congruentes.

b) Conclua que quaisquer dois lados opostos de ABCD sio congruentes.

<

Considere, agora, trés retas paralelas, r,, r, er,, determinando sobre
uma transversal t, segmentos congruentes.

2/

Veja na figura a seguir.

FIGURA 6.3
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Temos dado, entéo, que AB = BC.
Seja t, outra transversalar,, v, e r,, mas paralelaa t,.

Considere os segmentos determinados pelas retas r,, 7, e 7, sobre t,,
como mostrado na figura a seguir.

"/ o/

N\ 9}
S
W\‘

FIGURA 6.4

Observe que ABED e BCFE sio paralelogramos.
Pela Atividade 6.4, temos que AB = DE e BC = EF.
Mas, temos dado que AB = BC.

Portanto, DE = EF, ou seja, os segmentos determinados pelas retas
r,,1,er,sobret,, também sio congruentes.

Temos entdo mostrado o seguinte resultado.
Teorema 6.1

Se trés retas paralelas determinam sobre uma transversal t,
segmentos congruentes, entdo determinam segmentos congruentes
em qualquer transversal t, paralelaat,.

<

Em um contexto analogo ao colocado no Teorema 6.1, se a transversal
t, ndo fosse paralela a transversal t,, o que poderiamos afirmar sobre
os segmentos determinados pelas retasr, 7, e r, sobre t,?

A/ \o .
J N\

Veja na figura.

N\o
ek
W‘:

FIGURA 6.5
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Facamos a seguinte construgio.
Trace por A e por B, respectivamente, retas t, e t,, paralelas a t,.

Vocé obtera uma figura como a apresentada a seguir.

AN VAREEAN:

B\/W G E

z

c ! H
ARV VRV
t, 1, t, t

FIGURA 6.6

Vocé pode verificar que os angulos identificados na figura por x, y, z e
w sdo tais que

x=yez=w
Atividade 6.5
Considere a Figura 6.6.
a) Mostrequex =y e z=w.

b) Conclua que os tridngulos ABG e BCI sdo congruentes.

Segue, da Atividade 6.5 (b), que AG = BI.

Mas, por outro lado, como BIHG é um paralelogramo, da Atividade 6.3
(b) temos que BI = GH.

Logo, temos AG = GH.
Como as retas t, e t, sdo paralelas, segue do Teorema 6.1 que DE = EF.
Ou seja, podemos concluir o seguinte resultado:

Teorema 6.2

Se trés retas paralelas determinam sobre uma transversal t,
segmentos congruentes, entio determinam segmentos congruentes
em qualquer outra transversal.

<

Nés podemos reescrever o Teorema 6.2 para obter que A:B = @ =1,

BC EF
em que AB e BC sdo os segmentos congruentes determinados pela
transversal t , e DE e EF, aqueles determinados pela transversal t,.
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Observe que a diferenca crucial entre o Teorema de Tales e o que
acabamos de demonstrar é que neste ultimo as trés retas paralelas
determinam segmentos congruentes sobre a transversal t,.

Portanto, vamos a pergunta:

E se os segmentos AB e BC nido forem congruentes?
Atividade 6.6

Mostre que

a) se AB = 2 BC, entio DE = 2 EF.

b) se 5 AB = 3 BC, entio 5 DE = 3 EF.

Sugestao:

Para (b), considere um segmento de comprimento u tal que ABeBC
sejam multiplos dele, ou seja, AB = p.u e BC = q.u,comp,q € N, p#
q e g # 0. Trace paralelas pelos pontos de subdivisdo de AB e BC para,
entio, usar o Teorema 6.2.

Observe que, desta dltima atividade, obtemos o seguinte resultado:

Sejam 1, s e t retas paralelas, e m e n duas transversais a elas, conforme
representado na Figura 6.2.

Se i =k, em que k é um numero racional, entdo, também temos
DE _j

EF

Veja que, com este resultado, ampliamos a afirmac¢do contida no
Teorema 6.2 de segmentos AB e CD tais que @ = 1 para aqueles tais

BC

ue 8B _ k, em que k é um nimero racional.

q

AB . . . e
No entanto, se ﬁ naoe rac1onal, nio existird nenhum segmento que

esteja contido um numero inteiro p de vezes em AB e um ndmero
inteiro g de vezes em BC (AB e BC sdo incomensuréveis). Assim, a

. « . AB . .
demonstra¢io dada néo se aplica para o caso em que B¢ ndoé racional.

A demonstrac¢do do Teorema de Tales, para este caso, é bem mais elabo-
rada e nés ndo a faremos aqui.?

<

Agora, considere o problema de dividir em partes iguais um segmento
AB dado, usando régua e compasso.

2Veja, por exemplo,
TINOCO, 1999, p. 42-45.
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Atividade 6.7

Dado um segmento AB dividi-lo em cinco partes iguais.
Roteiro:

1- Trace o segmento AB dado.

2- Pelo ponto A trace uma semirreta AC, formando um angulo, BAC,
com o segmento AB.

3- Com um compasso, construa sobre AC segmentos de mesmo
comprimento AC, C,C,, C.C,, C,C,e C,C..

=P =28

4- Trace a reta BC, e, entdo, retas paralelas a BC, passando por C,, C,,
C, e C, que interceptardo AB nos pontos P, P,,P. e P,.

5- Conclua, usando o Teorema de Tales, que os segmentos obtidos
em AB sio congruentes.



AUTOAVALIACAO

1. Uma escada de 2,5 m de altura estd apoiada numa parede, e seu pé dista 1,5 m da
parede. Determine a altura que a escada atinge na parede, nestas condi¢des.

2. Na figura ao lado, calcular o valor de x.

C

3. Trés terrenos, A, B e C, se estendem desde a Rua R até a Rua S, como mostra a figura
abaixo.

A B C
40 m 30m 20 m
Rua S

As divisas laterais dos terrenos sio perpendiculares a Rua S. Se a frente total dos
terrenos, na Rua R, mede 120 m, determine a medida da frente de cada um dos terrenos.

4. Determine a medida do menor lado de um tridngulo retangulo, cuja hipotenusa mede
162 cm e o menor dngulo mede 30°.

Sugestdo: Faca a seguinte construgéo.

- Desenhe um tridngulo retdngulo com
angulo reto em A, conforme mostrado na A
figura.

- Trace um segmento AD, dividindo o c

angulo em A em dois angulos de modo que

BAD = 60°. 30°

B = c

- Conclua que o tridngulo BAD é equildtero e
que, portanto, o tridngulo ADC é isésceles. BC = 162 cm

- Obtenha o valor de c.
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5. Dados trés segmentos a, b € ¢, determinar o segmento x tal que a_c.
X
Sugestio: Obtenha x por constru¢io com régua e compasso.

6. Considere o seguinte tridngulo ABC, em que C é um angulo obtuso e AH é a altura
relativa ao lado BC, de medida a.

A

a) Estabeleca a rela¢io que da o quadrado de c em funcdo de a, b e m.
b) Mostre que a relacio obtida em (a) é equivalente a
a® = b2 + 2= 2bc.cosC

(Lei dos cossenos)



Circunferencia

OBJETIVOS

Compreender os resultados referentes a circunferéncia que foram utilizados na
resolucdo de problemas apresentados nas Aulas 1 e 2.

Demonstrar alguns resultados sobre circunferéncia.

Na resolugdo de alguns problemas apresentados nas Aulas 1 e 2, utili-
zamos resultados envolvendo os elementos de uma circunferéncia.
Entre eles estavam as rela¢des entre arcos e Angulos de uma circunfe-
réncia.

Iniciamos nossa aula, entdo, obtendo estas rela¢des. Para tanto, é
importante que relembremos o significado dos elementos nelas envol-
vidos.

Assim, consideremos uma circunferéncia de centro O e dois pontos A
e B, distintos, sobre ela. Por A e B tracemos uma reta, a qual, entio,
divide o plano em dois semiplanos, cada um contendo uma parte da
circunferéncia. Chamamos a cada uma dessas partes da circunferéncia
de arcos determinados pelos pontos A e B.

Veja na figura.

arco menor

B

arco maior

FIGURA 7.1
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Observe que, se A e B sdo extremos de um didmetro da circunferéncia,
temos por arcos o que denominamos semicircunferéncias.

Se AB é uma corda distinta de um didmetro, discriminamos os arcos
determinados por A e B, como arco maior e arco menor, conforme
identificados na Figura 7.1.

Por conveng¢io, vamos chamar de arco AB ao menor dos arcos determi-
nados por A e B.

Vocé deve se lembrar que, sendo O o centro da circunferéncia,
chamamos o dngulo AOB, ou seja, o dngulo com vértice no centro O e
cujos lados sdo os raios AO e OB da circunferéncia, de angulo central.

Nesta altura, devemos deixar clara a diferenca entre a “medida de um
arco de circunferéncia” e a “medida do comprimento de um arco de
circunferéncia”. Esta dltima estd relacionada com o comprimento da
circunferéncia.

Entretanto, para a medida de um arco de circunferéncia temos a
seguinte defini¢do:

Definicao 7.1

A medida de um arco AB de uma circunferéncia de centro O é a

medida, em graus, do angulo central AOB.

Observe que a medida de um arco AB de uma circunferéncia independe
do raio desta. Assim, por exemplo, em duas circunferéncias concén-
tricas, C, e C,, se 0 é um angulo central, temos os arcos correspon-
dentes AB e CD, em C, e C,, respectivamente, com a mesma medida, 6.

A Figura 7.2, a seguir, representa este exemplo.

C

C

FIGURA 7.2

Veja, vocé vai concordar que as medidas dos comprimentos dos arcos
AB e CD na Figura 7.2 sido diferentes! Lembre-se, estas medidas
dependem do raio da circunferéncia.
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Continuando a falar de &ngulos em uma circunferéncia, nos problemas
resolvidos nas Aulas 1 e 2, havia aqueles que envolviam angulos
inscritos numa circunferéncia.

Definicao 7.2

Dizemos que um angulo BAC é inscrito em uma circunferéncia se seu
vértice A é um ponto da circunferéncia e seus lados cortam a circun-
feréncia em dois pontos, B e C, distintos de A.

Na Figura 7.3 temos alguns exemplos de angulos inscritos em uma
circunferéncia.

p B
c
C
~ A
c B R
B A

FIGURA 7.3

Observe, na Figura 7.3, que os pontos B e C determinam dois arcos
sobre a circunferéncia.

Chamamos o arco BC, que ndo contém o vértice A do dngulo inscrito
BAC, de arco correspondente ao angulo inscrito.

Por outro lado, vimos que, por definicio, a medida de um arco BC é a
medida do angulo central BOC.

Entdo, é razoavel imaginarmos que seja possivel alguma rela¢io entre
um angulo ¢, inscrito em uma circunferéncia, e o angulo central 6
correspondente (via o arco correspondente ao dngulo inscrito).

Observe a Figura 7.4 a seguir.

A ’ ° A

FIGURA 7.4

Vejamos, inicialmente, a situacio particular em que um dos lados do
angulo inscrito é didmetro da circunferéncia.
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FIGURA 7.5

Observando a Figura 7.5, temos que o tridngulo AOB é isdsceles, ja que
AO = OB, raios da circunferéncia.

Temos, entdo, ABO = BAO, tendo por medida o

Como 6 ¢é a medida do 4ngulo externo do tridngulo AOB, ja vimos que
O0=o0+a.

Ou seja, o =5, em que 6 é a medida do arco correspondente ao

angulo inscrito BAC.
<

Muito bom, mas e se um dos lados do angulo inscrito ndo for um
didmetro?

Ja sabemos que, também nesse caso, a mesma relacio entre O e o é
vélida, pois a usamos para resolver os problemas das Aulas 1 e 2.

Atividade 7.1

Considere um angulo BAC inscrito em uma circunferéncia cujo
centro esta no interior do referido dngulo.

Mostre que a medida de BAC tem a metade da medida do arco corres-
pondente.

Sugestio: Trace o didmetro pelo vértice de BAC para obter dois
angulos inscritos na circunferéncia em que um dos lados é didmetro
da circunferéncia.

<

Suponhamos, entdo, agora a situa¢do em que o centro da circunfe-
réncia é exterior a um angulo nela inscrito.

A Figura 7.6, a seguir, mostra que nesta situacdo temos dois casos.
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FIGURA 7.6

Vejamos o caso apresentado em (a), na Figura 7.6.

Observe que ja temos tracado o didmetro AD, pelo vértice do dngulo
inscrito BAC.

Vocé também pode observar que podemos escrever a seguinte relagido
entre os dngulos BAC, BAD e CAD, todos eles dngulos inscritos na
circunferéncia:

BAC = BAD - CAD.

Sejam f3 a medida do 4ngulo inscrito CAD, u a medida do arco BCev a
medida do arco CD.

Do que vimos acima, como o 4ngulo BAD tem um didmetro da circun-
feréncia como um de seus lados, temos que a+ f é ametade da medida
do arco BD, ou seja,

1
o+ p= 5 (u+v).
1
Mas, certifique-se, =§v .
1 .
Logo, o= Eu, ou seja, a medida do 4ngulo inscrito BAC é a metade da
medida de seu arco correspondente.

De modo analogo, vocé pode mostrar o resultado para um angulo
inscrito como o apresentado em (b), na Figura 7.6.

Atividade 7.2

Mostre que a medida de um 4ngulo inscrito em uma circunferéncia
é a metade da medida de seu arco correspondente, para o caso (b)
apresentado na Figura 7.6.

Temos entdo demonstrado o seguinte teorema:
Teorema 7.1

A medida de um angulo inscrito em uma circunferéncia é a metade
da medida de seu arco correspondente.

<
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A Atividade seguinte decorre de imediato deste teorema e contém dois
resultados importantes envolvendo arcos de uma circunferéncia.

Atividade 7.3
Mostre que

a) todo angulo inscrito subentendendo uma semicircunferéncia é
um angulo reto.

b) dois dngulos quaisquer inscritos que compreendem os mesmos
arcos correspondentes sio congruentes.

<

Outros resultados, utilizados na resolu¢io dos problemas propostos
nas Aulas 1 e 2, envolviam secantes e tangentes a uma circunferéncia.

Sabemos que as posi¢des relativas entre uma reta e uma circunferéncia
sdo: aretando intercepta a circunferéncia ou intercepta em no maximo
dois pontos.

No caso da reta ter um Unico ponto P de contato com a circunferéncia,
dizemos que a reta é tangente a circunferéncia e que P é o ponto de
tangeéncia.

Se a intersec¢do da reta com a circunferéncia se fizer em dois pontos,
dizemos que a reta é secante a circunferéncia.

Observe que no caso da reta tangente, qualquer outro ponto da reta,
distinto de P, é exterior a circunferéncia. De fato, se Q é outro ponto
da reta tangente, entdo a distancia de Q ao centro da circunferéncia é
maior que a medida de OP, raio da circunferéncia.

t

FIGURA 7.7

Um resultado envolvendo tangente a uma circunferéncia, e que é
muito usado, é dado pelo seguinte teorema:

Teorema 7.2

Se uma reta é tangente a uma circunferéncia, entio ela é perpendi-
cular ao raio que liga o centro ao ponto de tangéncia.
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Para demonstrar esse resultado, faca a seguinte construgéo.

Trace uma circunferéncia de centro O e uma reta t tangente a ela por
um ponto P pertencente a ela. Ou seja, P pertence a reta t e também a
circunferéncia.

FIGURA 7.8

Suponha que t nio fosse perpendicular ao raio OP.

Ora, sabemos que por um ponto fora de uma reta traga-se uma unica
perpendicular a ela.

Entio, se a reta t ndo é perpendicular ao raio OP, podemos considerar
que existe uma reta perpendicular baixada do ponto O a reta t, cujo pé
é um ponto Q diferente de P.

Assim, na figura, vamos tragar um segmento do ponto O até a reta t
supondo ser o segmento perpendicular a t e identificando por Q o pé
dessa perpendicular em t.

Obtemos, dessa forma, a seguinte figura:

FIGURA 7.9

Vocé deve observar que, dessa construcio, temos que OP é a hipotenusa
do triangulo OQP.

Logo, o segmento OQ (cateto) é menor que o segmento OP (hipote-
nusa), que por sua vez é o raio da circunferéncia.
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Portanto, concluimos que Q é um ponto do interior da circunferéncia.

Veja, se P é ponto da circunferéncia e Q um ponto interior a circunfe-
réncia, é razoavel imaginarmos que a reta que passa por P e Q intercep-
taria a circunferéncia em outro ponto diferente de P.

Verifiquemos isto.
Para tanto, tome na reta t um ponto P’ tal que QP = QP".
Temos, entdo, dois tridngulos retingulos, OQP e OQP".

Como eles tém o lado OQ em comum, segue, do caso LAL de congru-
éncia, que

OQP = OQP..

Logo, OP’ = OP, que é o raio da circunferéncia, ou seja, P’ também estd
na circunferéncia.

Assim, obtemos dois pontos distintos, P e P’, na reta t e pertencentes
a circunferéncia.

Segue dai, que a reta t é secante a circunferéncia, uma contradi¢io!

Observe que a contradi¢io foi obtida ao supormos que a reta t tangente
a circunferéncia por P nio fosse perpendicular ao raio OP.

Entdo, podemos afirmar que se uma reta é tangente a uma circunfe-
réncia, entdo ela é perpendicular ao raio que liga o centro ao ponto de
tangéncia. E temos mostrado o teorema.

<

Pode-se ainda mostrar que se uma reta é perpendicular a um raio em
sua extremidade, entdo a reta é tangente a circunferéncia.!

Consideramos extremidade de um raio a sua extremidade que nio é o
centro da circunferéncia.

Faga, agora, a seguinte atividade:
Atividade 7.4

Por um ponto P externo a uma circunferéncia trace PA e PB tangentes
a circunferéncia em A e B, respectivamente. Mostre que:

a) a medida do angulo APB é igual a 180° menos a medida do arco
AB.

b) PA = PB.



AUTOAVALIACAO

1. Construa, usando régua e compasso, um tridngulo retangulo cuja hipotenusa é dada.
E este tridngulo Gnico? Justifique sua resposta.

2. Sejam AB e CD cordas distintas de uma mesma circunferéncia, que se interceptam
num ponto P. Mostre que AP.PB = CP.PD.

3. Considere a seguinte figura.

a) Se a medida do arco BD é 70° e a do arco AC é 30°, calcule a medida do 4ngulo em P.
b) Se a medida do arco BD é 126° e a do arco AC é 18°, calcule a medida do 4ngulo em P.

c) Seamedida do arco AC é 50° e a do dngulo em P é 22°, determine a medida do arco BD.

4. Considere a figura do exercicio 3.
Mostre que PA.PB = PC.PD.

Sugestio: Trace os segmentos AD e BC e mostre que os tridngulos PCB e PAD sio seme-
lhantes.

5. Dada uma circunferéncia, construa, usando régua e compasso,
a) a tangente a circunferéncia, por um ponto P pertencente a ela.

b) as tangentes a circunferéncia, por um ponto exterior a ela.

6. Dizemos que um poligono estd inscrito em uma circunferéncia se seus vértices
pertencem a circunferéncia.

Considere, entdo, um tridngulo equilatero de lado AB inscrito em uma circunferéncia de
centro O. Por A e B trage duas tangentes a circunferéncia que se cortam em um ponto M.
Calcule o angulo AMB.
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7. Mostre que todo tridngulo esta inscrito em uma circunferéncia.
Sugestao: Considere um tridngulo ABC e faca a seguinte construgao:

- Trace as mediatrizes, m e n, dos lados AB e BC, respectivamente, e obtenha o ponto P de
interse¢io de m e n.

- Considere que todo ponto de m é equidistante de A e B e que todo ponto de n é equidis-
tante de B e C, para concluir que P é um ponto equidistante dos trés vértices do tridngulo.

- Trace a circunferéncia de centro P e raio de medida igual a de PA = PB = PC.

8. Na figura, apresentada ao lado, temos uma

circunferéncia na qual
- a corda DE é paralela ao didmetro AB / \
D E
- M é ponto médio de OC / M
-OC L AB A o B
— @)
-DE=12

Determine a medida de DC.



Lugares geométricos

OBJETIVOS
Definir e compreender lugar geométrico.
Construir alguns lugares geométricos.

Comecamos nossa aula retomando a resolu¢io do Problema 5 apresen-
tado na Aula 2.

O objetivo do referido problema foi tracar a mediatriz de um segmento
AB.

Para um melhor aproveitamento do que vocé vai ler a seguir, volte a
Aula 2 e releia a construgéo 14 realizada para obtermos a mediatriz de
AB.

Entio, continuemos!

Uma pergunta que vocé deve ter se feito, ou que é importante que
se faca em relacdo a referida construcio, é “Por que usamos as duas
circunferéncias para obter a mediatriz?”

Ora, na Aula 2, ap6s o término da construcio da solugdo do problema
— vocé deve ter revisto 14 — mostramos que

A mediatriz de um segmento é o lugar geométrico dos pontos que equi-
distam de suas extremidades.

Tendo em vista esse resultado, vocé pode observar que o passo inicial
para a construcdo da mediatriz foi realizado usando da propriedade
que a caracteriza como lugar geométrico.

Vejal
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Como dois pontos determinam uma reta, a ideia foi inicialmente obter
dois pontos, P e Q, com a referida propriedade da mediatriz, qual seja,
equidistantes de A e B.

Melhor dizendo, P teria que ser um ponto cujas distancias a A e a B,
respectivamente, seriam iguais. E o mesmo teria que ocorrer para o
ponto Q, ou seja, as distancias de Q a A e a B, respectivamente, teriam
que ser iguais.

Reescrevendo, P e Q deveriam ser pontos tais que PA=PBe @ = @

Ora, entio, se considerdssemos, por exemplo, o ponto A, queriamos
obter pontos que teriam uma mesma distancia de A.

Como sabemos que os pontos de uma circunferéncia com centro A sdo
equidistantes de A, vocé deve concordar que foi razoavel que tragés-
semos a circunferéncia com centro em A.

Vocé pode observar que o que fizemos, ao considerar o ponto A como
centro da circunferéncia e a medida do segmento AB como raio, foi
tracar “o conjunto de todos os pontos que distam AB do ponto A”.

Analogamente, como P tinha que ter a mesma distancia de B, constru-
imos a circunferéncia de centro em B e raio AB.

Obtivemos assim, na intersec¢do das duas circunferéncias, os pontos
P e Q que distam AB de A e B - ou seja, sdo equidistantes de A e de B.

Depois tracamos a reta por A e B e mostramos que ela era a mediatriz
de AB.

Foi isto!

Retomemos a defini¢io de lugar geométrico.
Definicao 8.1
Lugar geométrico é um conjunto de pontos, do plano, caracterizado

por uma propriedade.

Observe que da defini¢do nés temos que uma figura é um lugar geomé-
trico se ela é um conjunto de pontos satisfazendo uma determi-
nada propriedade.

ssim, poderemos concluir que uma determinada figura é um lugar
A d 1 det da f 1
geométrico se sdo verificadas as duas condi¢des seguintes:

- qualquer ponto da figura (conjunto) tem a propriedade mencionada;

- todo ponto que tem a referida propriedade pertence a figura
(conjunto).

Voltando a resolu¢ido do Problema 5 na Aula 2, vocé observard que
verificamos as duas condi¢des para o caso da mediatriz.



AULA 8

Outro exemplo de uma figura que é lugar geométrico e que usamos na
construcido da solu¢io do referido problema é a circunferéncia.

Atividade 8.1

Mostre que a circunferéncia é o lugar geométrico dos pontos que
tém distancia r de um ponto O.

<

Na Aula 7, vocé mostrou, na Atividade 7.3 (b), que dois angulos quais-
quer inscritos numa circunferéncia, que compreendem os mesmos
arcos correspondentes, sio congruentes.

Sendo assim, vocé vai concordar comigo que dado um arco AB numa
circunferéncia, para cada ponto P de um dos arcos AB, distinto de A e
B, podemos tragar um angulo inscrito nesta circunferéncia, APB, cujo
arco correspondente é aquele arco AB. Além disso, todos estes angulos
inscritos sdo congruentes.

Veja na Figura 8.1, a seguir.

Sy
a4 V.

FIGURA 8.1

Observe que ao arco AB corresponde uma corda AB da circunferéncia.

Agora, considere dados um segmento AB e um 4ngulo ¢, como na
Figura 8.2.

FIGURA 8.2

Tendo em vista a Figura 8.1, podemos nos perguntar sobre um arco de
circunferéncia AB correspondente a um angulo inscrito de medida &
e compreendendo uma corda congruente ao segmento AB.

Por exemplo, se or = 30°.

Ora, se & é angulo inscrito numa circunferéncia, vimos na Aula 7 que
a ele corresponde um angulo central de 60°.
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Atividade 8.2

Mostre que se um angulo central de uma circunferéncia mede 60°, a
ele corresponde uma corda de medida igual ao raio da circunferéncia.

Segue entdo desta atividade que no caso de um 4ngulo inscrito ¢ = 30°,
a corda e o raio da circunferéncia tém a mesma medida.

Logo, se a corda tem a mesma medida que o segmento AB dado,
estamos nos referindo a um arco em uma circunferéncia de raio de
medida igual a AB.

Construindo, entio, esta circunferéncia, temos a situacio represen-
tada na Figura 8.3 a seguir.

P

FIGURA 8.3

Voltando a Atividade 6.3 (b), temos que qualquer outro angulo inscrito
na circunferéncia apresentada na Figura 8.3 e compreendendo o
mesmo arco AB, mede 30°.

Observe que P tem a propriedade de ser o vértice de um tridngulo APB
de base AB dada e com o 4ngulo em P medindo 30°.

Temos mostrado, entio, que qualquer ponto do arco maior AB da circun-
feréncia na Figura 8.3 tem a propriedade mencionada para P.

Por outro lado, no exercicio 7 da Autoavaliacdo da Aula 7, temos que
todo ponto P, vértice de um tridngulo APB de base AB e dngulo em P
medindo 30°, pertence a uma circunferéncia de raio de medida igual &
medida de AB (Por qué?).

Como o angulo APB esta inscrito nesta circunferéncia, segue que P
pertence ao arco maior da circunferéncia determinado pelas extremi-
dades do segmento AB.

Logo, todo ponto P, vértice de um tridngulo APB de base AB dada e
com o dngulo em P medindo 30°, pertence ao arco maior da circunfe-
réncia determinado pelas extremidades do segmento AB.

Concluimos, entdo, que o lugar geométrico dos vértices P dos tridn-
gulos APB, com base AB e com m(P)= 30°, é o arco maior da circunferéncia



AULA 8

de raio de medida igual 4 do segmento AB, arco este determinado pelas
extremidades da base AB do tridngulo.

De modo geral, dados um segmento AB e um ingulo ¢, como na
Figura 8.2, é possivel obter um arco de circunferéncia AB correspon-
dente a um angulo inscrito de medida ¢ e compreendendo uma corda
congruente ao segmento AB.

O arco dessa circunferéncia, que contém os vértices dos angulos
inscritos de medida @, chamamos de arco capaz.

Atividade 8.3

Qual seria o arco capaz se @ = 90° ? Justifique sua resposta.

Temos entéo a seguinte defini¢io:
Definicao 8.2

Dados um angulo & e um segmento AB, chama-se arco capaz do
angulo & relativo ao segmento AB o lugar geométrico dos pontos P
tais que APB = ¢

Voltemos entéo a Figura 8.2 e construamos o arco capaz do angulo &
relativo ao segmento AB.

Faca a seguinte constru¢io, usando régua e compasso:
No segmento AB, construa um 4ngulo BAX de medida igual a a.
Trace a mediatriz do segmento AB.

Vocé obterd uma figura como a que segue.

FIGURA 8.4

Trace por A uma perpendicular a AX e identifique por O a intersecio
desta reta com a mediatriz de AB.
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FIGURA 8.5

Agora, trace o arco de circunferéncia de centro em O e extremidades A
e B situado no semiplano oposto a X (relativo a AB).

FIGURA 8.6

Conclua que o arco assim obtido é o arco capaz do angulo ¢ sobre AB.

Atividade 8.4

Justifique a construgio realizada para o arco capaz do dngulo «
relativo ao segmento AB.

Vocé deve observar que se pode obter outro arco simétrico a este em
relagdo ao segmento AB, o qual terd as mesmas caracteristicas que o
construido, ou seja, também os pontos deste outro arco satisfazem a
propriedade de arco capaz do dngulo & relativo ao segmento AB.

Portanto, o referido lugar geométrico é a unido dos dois arcos de
circunferéncia que tém APB como angulo inscrito.

<
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Mas o que o arco capaz tem a ver com o nosso cotidiano?

Imagine-se comprando uma entrada para o show de um cantor que
vocé gosta muito e que vai ocorrer num estadio redondo, em que o
palco foi montado numa posi¢do andloga a uma corda de uma circun-
feréncia.

O que temos mostrado é que em qualquer posi¢io, de uma mesma
fileira circular, que vocé se sente na plateia, vocé terd o mesmo
angulo de visao.

O que vai fazer a diferenca, para vocé assistir ao show, é comprar seu
ingresso para alguma posi¢do localizada em um arco de circulo com
raio menor possivel. Ou comprar em qualquer posi¢io e levar um
binéculo.

E se o ingresso nao for de lugar marcado?

N3&o vai precisar chegar mais cedo e ficar esperando na fila para
“pegar” um lugar melhor!

Melhor saber disto, nio?

Ou mais simples, na sua aula se vocé se dispde junto com os alunos,
ou com seu professor, em circulo, qual o efeito na sua visio de todos
os alunos / do seu professor?

Finalizando, que tal uma mesa redonda?

E olho no olho!
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1. a) Trace a bissetriz de um angulo AOB.

b) Mostre que a bissetriz de um 4ngulo é o lugar geométrico dos pontos que equidistam dos
lados do angulo.

2. Determine o lugar geométrico dos centros das circunferéncias de raio R, que passam por um
ponto fixo A.

3. Determine o lugar geométrico dos centros das circunferéncias tangentes a duas circunferén-
cias concéntricas dadas.

4. Determine o lugar geométrico descrito pelo centro de um circulo de raio R, quando esse
circulo rola sobre uma reta r.

5. Determine o lugar geométrico dos centros das circunferéncias que passam por dois pontos
fixos dados.

6. Determine o lugar geométrico dos pontos equidistantes de uma reta dada.
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