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Nao hd ramo da Matemdtica, por mais abstrato que seja, que ndo possa um
dia vir a ser aplicado aos fenémenos do mundo real.

Lobachevsky
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Introducao

[Essa monografia é um estudo sobre o problema da braquistécrona que foi
proposto por Johann Bernoulli em 1696 como um desafio aos matematicos da
FEuropa.

Em seu primeiro capitulo falaremos sobre a familia Bernoulli, que ocupa um
lugar impar na histéria da matemética, com énfase em Jakob Bernoulli e Johann
Bernoulli.

No segundo capitulo serd apresentado a modelagem do problema, a solugao
publicada por Johann Bernoulli em 1696 e a solucdo trabalhada hoje em sala
de aula.



Capitulo 1

Enfoque Histoérico

1.1 Familia Bernoulli

Na histéria da ciéncia, principalmente na matemadtica, esta familia ocupa um
lugar impar pois foi a familia que produziu o maior nimero de matematicos
célebres. Fm trés geracoes teve doze matemadticos, que trabalharam com apli-
cagoes do cdlculo & mecénica e a astronomia, desempenhando um papel funda-
mental no desenvolvimento da Matemé&tica Moderna europeia.

Neste trabalho estudaremos um pouco sobre dois dos membros desta célebre
familia: Jakob Bernoulli, que por insisténcia do pai estudou teologia, ¢ Johann
Bernoulli, que estudou medicina. Ambos, porém encontraram sua verdadeira
vocagdo quando os primeiros artigos de Leibniz, entre 1684 ¢ 1686, foram publi-
cados na Acta Eruditorum. Eles aprenderam o “novo célculo”e iniciaram ampla
correspondéncia com Leibniz tornando-se seus mais importantes discipulos. Os
dois estavam entre os primeiros a perceberem a poténcia espantosa do calculo ¢
aplicaram esse instrumento em varios problemas.

1.2 Jakob Bernoulli (1654-1708)

Jakob Bernoulli foi professor de matemadtica em Basileia desde 1687 até sua
morte. Tinha interesse em séries infinitas, e, entre outras coisas, provou que a
soma dos inversos positivos é divergente, e que a soma dos inversos dos quadra-
dos é convergente, ou seja:

L 1+1+1+1+ ¢ divergente, e
- = 5Tzt é diverg ,
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© 1 1 1 1 .
n,Z::1 = (1 +ot 5 + 5 + ) é convergente

Ele também estudou muitas curvas especiais dentre elas a catendria, a trac-
triz, a lemniscata e a espiral exponencial. Propés e discutiu o problema das figu-
ras isoperimétricas (caminhos planos fechados de uma dada espécie e perimetro
fixo que alcangam uma drea méaxima) tornando-se um dos primeiros mateméticos
a trabalhar no célculo de variacoes.

Dentre suas contribuigbes a matemadtica, destacam-se também as que re-
ceberam o sobrenome da familia, sendo elas a distribuicio de Bernoulli e o
teorema de Bernoulli principio bésico da teoria de probabilidades; a equagdo
de Bernoulli trabalhada em um primeiro curso de equacoes diferenciais; os
nimeros de Bernoulli que aparecem na expansao da funcao tangente em série
de poténcias, os polindmios de Bernoulli de interesse da teoria dos nimeros ¢ a
lemniscata de Bernoulli dos cursos iniciais de célculo.

Jakob Bernoulli foi o primeiro matemaético a utilizar a palavra “integral”com
sentido ligado ao célculo na resolu¢ao do problema da curva isécrona publicada
na Acta eruditorium em 1690.

1.3 Johann Bernoulli (1667-1748)

Johann Bernoulli foi professor em Groningen, na Holanda, em 1695 e depois da
morte de Jakob, ele o sucedeu em Basileia, onde permaneceu pelo resto de sua
vida. Teve trés filhos: Nicolaus (1695-1726), Daniel (1700-1782) e Johann II
(1710-1790) e todos se tornaram matemdticos e cientistas renomados no século
XVIII.

Escreveu sobre miultiplos t6picos como fendmenos dpticos relacionados com
reflexao ¢ refragado, determinacdo das trajetdrias ortogonais de uma familia
de curvas, retificacdo de curvas e quadraturas de dreas por meio de séries,
trigonometria analitica, o cdlculo exponencial e muitos outros assuntos. Dos
seus trabalhos, um dos que ganharam maior notoriedade foi a sua contribuigao
ao problema da braquistécrona, que é o tema desta monografia.



Capitulo 2

A Braquistécrona ou a
curva de descida mais
rapida

A palavra braquistdcrona deriva das palavras gregas Brachistos, que significa
menor, e Chronos, que significa tempo, e se refere a curva que une dois pontos
A e B, pertencentes a um mesmo plano vertical, sendo que A estéd acima de
B, sobre a qual desliza uma particula submetida apenas a forca da gravidade
no menor tempo. Essa curva é chamada braquistécrona (literalmente tempo
minimo).

Figura 2.1

Determinar essa curva foi o problema proposto por Johann Bernoulli em
1696, como um desafio aos matematicos da Europa. Este problema despertou
grande interesse e foi resolvido por Newton, Leibniz e pelos Irmaos Bernoulli.

Newton encarou o problema como um desafio dirigido a ele pelos mateméticos
do continente, e o resolveu na mesma noite na qual teve conhecimento do proble-
ma. I importante salientar que nessa época Newton estava afastado do habito
de pensar em ciéncia, pois atuava como “Warden of the Mint”, um alto posto da
Casa da Moeda em Londres. Sua solugao foi publicada anonimamente e quando
Bernoulli a viu, observou ironicamente: “Eu reconhego o ledo por suas garras”.

Dos irmaos Bernoulli a solucao de Johann era mais elegante que a de Jakob
que, embora confusa e laboriosa, era mais geral. Essa situagao foi a causa do



infcio de uma amarga briga que durou vérios anos ¢ foi frequentemente travada
em linguagem grosseira, perdendo até mesmo a caracteristica de uma discussio
cientifica.

2.1 A solugao de Johann Bernoulli

Nesta se¢ao retomaremos o enunciado do problema da braquistécroma proposto
por Johann Bernoulli em 1696, para estudarmos a maneira como ele resolveu
este problema naquela época:

“Considerando um ponto P e um ponto mais abaixo P;, procura-se a
forma do fio curvo que une esses pontos no qual uma particula deslizard
sem atrito no menor tempo possivel,”

Johann Bernoulli iniciou seu raciocinio imaginando um raio de luz atraves-
sando meios de densidades diferentes, pois ao passar de um meio menos denso
para um mais denso, sua velocidade diminui, logo o raio de luz aproxima-se da
normal.

Figura 2.2

Lembrando que o tempo de todo e qualquer de percurso procurado é obtido
através da razdo entre a distancia pela velocidade (T = %), a partir da andlise
da figura 2.2 vemos que:

e A disténcia percorrida no meio superior (meio menos denso) é
d? =a® +

d1= \/Cl2+.'L‘2
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e A distancia percorrida no meio inferior (meio mais denso) é
2
ds=(c—xz)>+b?
dy = +/(c—x)2 + b2

Logo, o tempo total gasto pelo raio de luz para fazer o percurso AB é:

_ Va? +z? N V(c—1z)2 +b2
N U1 (%)

T (2.1)

onde v; e v2 sdo as velocidades com que a luz percorre os dois respctivos meios.

Bernoulli admitiu que o raio de luz fosse capaz de escolher a trajetéria de
modo a minimizar o tempo 7. Assim para encontrar o tempo minimo é necesario
encontar o ponto critico da funcdo T'(z), ou seja, o ponto no qual a primeira
derivada da fungao tempo em relagdo a x seja igual a zero:

T'(z) =0 (2.2)
De (2.1):

T N T—c
viva2 + 22 v /(c— )% + b2

T'(z) =

Fazendo T'(x) = 0, segue-se que

T N T—c
viva+ 22 wvg/(c—z)2+ b2

K

ou seja,
z c—z

nvaZ+ 22 /(- x)% + b2

(2.3)

Na figura 2.2, sena; = —£— e senay = ——=2=2—— portanto ao mini-
g , N 2 c—o)2s02 P
mizar o tempo chega-se a seguinte relagao:

sen o sen g

U1 V2
Esta equagdo é conhecida como “Lei de Snell”, uma expressao que da o
desvio angular sofrido por um raio de luz ao passar de um meio para outro
com indice de refragao diferente. Dessa forma, se tivermos mais de dois meios,
aplicando a “Lei de Snell”sucessivamente, obtém-se:

senq;  sencqp  senay  Sen oy sen a,

(0 V2 V3 V4 Un

11



Figura 2.3

Se o nimero de meios tender ao infinito, tem-se que:

sen o

=k (2.4)
v
onde k é uma constante.

Bernoulli introduziu um sistema de coordenadas, conforme figura 2.4, con-
siderando Py na origem e que a particula (assim como um raio de luz) fosse
capaz de escolher a trajetéria na qual deslizard de Py a P; no menor tempo
possivel.

; x
Pq I
|
|y
|
|
\\\ :
Bl et
P =3 £y
Figura 2.4

Se a particula possui massa m e g é a forga da gravidade, mg é a forca
dirigida para baixo exercida sobre a particula, entdo pela lei de conservagao de
energia a quantidade de trabalho realizado pela gravidade é igual ao aumento
da energia cinética, logo:

energia cinética = trabalho

12



Assim

—_ 2 —
™M mgy

v = 29y

v=1/2gy (2.5)

Da anélise geométrica, onde y(z) é a fungao cujo grafico é a curva procurada
e 8 é o angulo formado entre a tangente a curva e o eixo x, @ é o ngulo formado
entre a tangente a curva e o eixo y sendo « e /3 Angulos complementares, portanto
_ I
o + 6 =73
Logo: sena = cos 8

Lembrando que: sec§ =
cos

3 e secfS = /1 + tg 2B concluimos que:
I 1
secS  \/1+tg2p

Mas a derivada da fungéo, ', no ponto, é o coeficiente angular da reta tangente
a curva, portanto:

sena = cosfB =

1
sena = ——————
V1+tg2s
1
- VTP
(2.6)
Combinando as equagdes (2.4), (2.5), (2.6):
1
(sen a>2 _ 0+ _ 2
v 29y
Entao
1
— = (1+(y)? 2.7
gy = L+ W)y (2.7)

Como na superficie terrestre a acelaracdo da gravidade é aproximadamente
constante, pode-se assumir g como uma constante. Dessa forma escrevendo:

1 —
k22g

C,
temos, de (2.7):
c=y(1+y)?)

13



Assim Bernoulli chegou a equagao diferencial que descreve o fenémeno:

(2.8)

|

y(1+W)?) =c

Para resolver a equagao (2.8), substitui-se y’ por 77'% € separam-se a variaveis:

AV c
y)=--1
(") ;
dy_ /iy
dz VY
dr = vy dy

oy

T = / \/E dy (2.9)

Para resolver essa iltima integral, utilizaremos a seguinte a substituigao

algébrica:

2 Y (2.10)

(W) (1+u?) - (o)1 +u?)"
(1 +u?)? '

dy =

2uce
dy = ——— d
YT arere

Entéo a integral (2.9) pode ser reescrita em fungéo de u:
2u’e
r= | ———= du 2.11
’ ./(1+u2)2 ! (2.1)

Para resolver a integral (2.11) utilizaremos a técnica da substitui¢ao trigonométrica

tomando:

u=tgp .. du=se?¢ dp

14



_ 2c tg2¢ 9
m—./u—ﬁm sec @ do

t 2 2
IZQC/_g_M
J (1+1tg2¢)?
Como 1 + tg2¢ = sec? ¢, tem - se que:

_ tg 2psec? ¢

d¢

donde

m:2c/sen2¢ de

Lembrando que sen ¢ = 1_%5(2@, obtem-se:
- 2
T = 2c/——1 C(;S( ?) d¢

mzc/1~cos(2q$) de¢

z=c (qs - / cos(2¢) d¢>

1
Se2¢p=vedp="12a [cos(2¢)dp = [ cos(v)L = Lsenv+c= —2-sen2¢+c

Logo:

z=c(p— %sen 2¢)

Como Py esté na origem, a constante de integracao é zero, pois y = 0 quando
¢ = 0. Também deseja-se ter x = 0 quando ¢ = 0.

Utilizando a mesma técnica da substituicdo trigonométrica, reescrevemos a
2

U—CQ, tomando: v =tg¢ e du =sec?¢p dg:
u

equagdo (2.10), y = 11

)
vy= 1+tg2¢

c tg?¢

T osec? ¢

y=c sen’¢

15



1 — cos2¢p
y=e —5

1
Y= 50(1 — cos 2¢)

Dessa forma obtemos as equagbes paramétricas:
1 1
T =c(¢p— 7sen 20) e y= 56(1 — cos 2¢)

que podem ser reescritas:
1 1
T = 5c(2¢ —sen2¢) e y= 5(;(1 — cos 2¢)

e simplificadas, utilizando as substituicoes: a = %c e 6 = 2¢, obtendo assim:
z=a(f —send) e y=a(l—cosh)

Estas equagdes sao as equagdes paramétricas da cicléide, com ciispide (ponto
no qual a cicléide toca o eixo z) na origem.

Assim Johann descobriu que a cicléide, muito conhecida pelos mateméticos
na época, também é solugao para o seu problema da braquistrécrona. Ele entao
escreveu:

“Admiramos Huygens, com justiga, porque ele foi o primeiro a descobrir
que uma particula pesada desliza até a parte mais baixa de uma cicléide
gastando o mesmo tempo, ndo importando de onde comece. Mas vocés
(seus leitores) ficarao petrificados de surpresa com a afirmagéo de que
essa cicléide, ou tautécroma de Huygens, é também braquistécrona que
estamos procurando.” — apud Simmons (1987)

2.2 Cicléide

Na secao 2.1 vimos que a cicléide é a solugdo para o problema da braquistécrona.
Nesta secao encontraremos as equagoes paramétricas dessa curva.

Chama-se cicléide a curva tragada por um ponto da circunferéncia quando
o circulo rola, sem deslizar, sobre uma reta:

Supondo que o circulo rolante tem raio a e que ele role sobre o eixo z,
comegando de uma posi¢do em que o centro C do circulo estd na origem O
no semi-eixo positivo dos . A curva é o lugar geométrico que o ponto P da
circunferéncia percorre quando a circunferéncia rola. O angulo ¢ da figura é o
angulo varrido pelo raio C'P quando o circulo rola para uma nova posigao.

Se z e y s@o coordenadas de P, ent@o o giro do circulo implica que:

OB = arco(BP) = al

16



{wa, 2a)

------- -4 Q
‘l
fx
e o B
Figura 2.5
x=0B— AB
r=0B - PQ

r = af — asen

x = a(f — send)

y=BC - QC
Yy =a—acosf

y = a(l — cos )
Obtemos assim as equagdes paramétricas da cicléide.

2.3 Verificando a equacao diferencial

O o fenémeno da braquistécrona é descrito pela equagao (2.8) demonstrada na
secao 2.1 :

y(1+@)?) =c
(") =§—

Sabemos que a velocidade é a variagdo da posigdo em relagdo ao tempo, ou
seja:

o

ds
Tt
De (2.5):

v (2.12)



Fo : >
|
Y
s\{
I
=Py
& P(x1y2)
mg
~
Figura 2.6

Nesse problema o comprimento de arco, s, percorrido de Py = (0,0) até
P, = (z,y) por meio de uma curva representada pelo gréfico de uma fungao

y = y(z) é dada por:
z 2
§ = / 11+ (ﬂﬂ) dx (2.13)
Jo dzx

Como as varidveis aparecem implicitamente em “s”, dessa forma, a equacéo
diferencial nao pode ser resolvida diretamente.
Do Primeiro Teorema Fundamental do Célculo, (2.13) se transforma em:

s'(x) =1+ (f'(x)?) (2.14)
d d
Como s' = 22 ¢ fl(z) = ——Zi, entdao (2.14)pode ser reescrita:
dx dz
ds dy 2
dz dz

Multiplicando por dz:

@
=4/1+ m (2.15)

Combinando as equagoes (2.8) e (2.15):

ds= 1+ < -1 dz
y

18



ds = \/E dz
Y
ds =/ Zy_a dx (2.16)

assim a equagéo (2.12) pode ser reescrita como:

2a
Y

29

considerando ¢ = 2a,

dt = dx

5

Logo

dt = —
Y

Substituindo nesta 1ltima equagdo as equagbes parametricas da cicloide:

dx

H
e

= a(f —senf) dz = a(1 — cos 0)df
y =a(l - cosf) dy = asen 0do
dt = ! 241 = cos6)ds
" a(l—cosf)\ g ¢
dt = \/§ d
9
T = \/E 01
g

e T3 é o tempo necessario para a particula deslizar num fio cicloidal de Py
a Pl.

e 1 é o angulo varrido pelo raio CP quando o circulo que forma a cicléide
rola sobre o eixo z para uma nova posicao.

O tempo gasto pela particula para deslizar do ponto Py a P; depende do
raio do circulo que forma a cicléide ¢ do ponto P onde a particula chega, ou
seja independe de onde a paticula iniciard o seu deslocamento.

No ponto mais baixo da cicléide, onde 6 = 7, o tempo gasto pela particula
para deslocar de um ponto qualquer até este ponto mais baixo do fio cicloidal
é:

T=,/— 7
g

19



Apeéendice A

Informacoes adicionais

A.1 Comprimento de arco de uma curva

Figura A.1

Se dividirmos a curva em subintervalos infinitamente pequenos, os arcos
de curvas acima deles sdo quase retas. O comprimento do segmento que faz
aproximacdo para o arco acima do subintervalo [Z,—1,%,] é

(Dzp)? + (Ayn)?

A soma
ST V(B2,)7 + (Ay,)? (A1)

¢ uma aproximagdo para o comprimento da curva.

Dividindo e multiplicando (A.1) por Az,; obtemos:

V(Az,)? + (Ayn)?
5= Z Az,

20



donde:

A 2
S:Z 1+(A:‘Zn> Az,

O limite dessa soma, quando Az, — 0 ou quando n — oo fornece o compri-
mento da curva. Entdo s(z) é o comprimento dese arco.

Ly 2
S:/ 1/1-}-(%) dzx
Ja dx

Além disso, tem-se que:

(ds)? = (do)? + (dy)® . ds = /(&) + (dy)?

Dividindo a igualdade acima por dz, temos,

ds  \/(dz)?+ (dy)?  ds [da? n Ei_g_;_g_
de dz odr Vdz? o da?

ds dy? dy?
e el =1/1+-= d
dx s de2 ds * dez

integrando ambos os lados,

/ dy?
dy2
= [ 4/ =) d
] / 1+<dm> T

s"¢ a fungdo comprimento de arco do gréfico de uma funcao.
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