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RESUMO

Tradicionalmente, as estruturas de edificios sdo projetadas sob a hipdtese simplificada de
fundacdes fixas a elementos indeslocaveis, idealizados como apoio ou engaste. Neste trabalho,
propde-se um procedimento racional de analise de interacdo solo-estrutura que incorpora os
efeitos nao lineares geométricos dos porticos aos recalques do solo. Atengdo especial €
destinada as fundagdes rasas sujeitas aos recalques por adensamento. Para essa finalidade,
descrevem-se os modelos viscoelasticos de Kelvin-Voigt, Boltzmann e Zener. As analises sdo
realizadas considerando-se acoplamento iterativo que compatibiliza os deslocamentos entre os
sistemas baseados no Método dos Elementos Finitos e no Método dos Elementos de Contorno.
As equagdes do Método dos Elementos Finitos sdo resolvidas por meio do método de Newton-
Raphson. A solu¢ao fundamental de Mindlin ¢ utilizada para a descri¢ao do meio semi-infinito.
Para a representagdo do solo em modelo viscoelastico, reescrevem-se as equacdes de contorno
em termos de tensoes ¢ deslocamentos. Reformula-se o0 método dos elementos de contorno,
para se descrever os métodos de Kelvin-Voigt, Boltzmann e Zener, em termos de tensdes e
deslocamentos, considerando-se as interferéncias ocasionadas pelos efeitos de grupos entre
sapatas. Implementam-se rotinas computacionais em Matlab®. Estudam-se exemplos
hipotéticos de edificios afetados pelo adensamento. Os resultados obtidos sdo consistentes no
que tange a boa aproximacgao dos métodos viscoeldsticos e a redistribuicao esperada para os
esfor¢os nos elementos estruturais.

Palavras-Chave:  interacdo  solo-estrutura;  adensamento;  acoplamento = MEF-MEC;
viscoelasticidade; ndo-linearidade geométrica.



ABSTRACT

Traditionally, building structures are designed under the simplified assumption of fixed
foundations with immovable elements, idealized as simple or fixed supports. In this study, a
rational procedure for soil-structure interaction analysis is proposed, incorporating the
geometric nonlinear effects of frames on soil settlements. Special attention is given to shallow
foundations subject to consolidation settlements. For this purpose, the Kelvin-Voigt,
Boltzmann, and Zener viscoelastic models are described. The analyses are performed
considering iterative coupling that makes the displacements compatible between systems based
on the Finite Element Method and the Boundary Element Method. The Finite Element Method
equations are solved using the Newton-Raphson method. Mindlin's fundamental solution is
used to describe the semi-infinite medium. To represent the soil in a viscoelastic model, the
boundary equations are rewritten in terms of stresses and displacements. The Boundary Element
Method is reformulated to describe the Kelvin-Voigt, Boltzmann, and Zener methods in terms
of stresses and displacements, considering the interferences caused by group effects between
footings. Computational routines are implemented in Matlab®. Hypothetical examples of
buildings affected by consolidation are studied. The results obtained are consistent with a good
approximation of viscoelastic methods and the expected redistribution of forces in the structural
elements.

Keywords: soil-structure interaction; consolidation; FEM-BEM coupling; viscoelasticity;
geometric nonlinearity.
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CONSIDERACOES INICIAIS

1.1 MOTIVACAO

Tradicionalmente, projetos estruturais ou de fundagdes sao desenvolvidos com base
em modelos que consideram os edificios sobre apoios indeslocaveis e cuja superestrutura nao
influencia o comportamento dos solos ou cujo solo ndo influencia o comportamento da
superestrutura. Nesse processo, 0s apoios sdo totalmente restritos, em seus movimentos,
permitindo que as reagdes sejam utilizadas diretamente para o dimensionamento da fundagao.

Normalmente, o projeto de fundagdo ¢ desenvolvido de modo que as deformagdes
no solo sejam aceitaveis a obra, por causa da impossibilidade de se projetar fundagdes
perfeitamente indeslocéaveis, prevalecendo, em muitas ocasides, a experiéncia do analista. A
maior preocupacao se refere ao controle dos deslocamentos verticais, também denominado
recalque vertical. Esse movimento vertical das edificagdes pode afetar a estabilidade global, a
distribuicdo dos esforcos e a funcionalidade das estruturas. O conhecimento prévio da ordem
de grandeza dos recalques ¢ fundamental, porque possibilita a otimizacao dos projetos e orienta
decisdes sobre eventuais investigagdes geotécnicas complementares.

A Interagdo Solo-Estrutura (ISE) ¢ uma metodologia que consiste na analise da
influéncia mutua do desempenho dos solos sobre o comportamento das estruturas. As estruturas
descarregam esforcos sobre a sua fundagdo que, por sua vez, os transfere para o terreno
subjacente, causando deslocamentos. Contudo, a andlise da ISE enfrenta grandes desafios.
Virias questdes precisam ser respondidas, como, por exemplo: Quais seriam as metodologias
de analise mais indicadas para a ISE se estabelecer como pratica corrente na concepgdo dos
projetos? Quais seriam os parametros fisicos, mecanicos ou reoldgicos do solo, de modo a
representd-los na forma como eles se apresentam na natureza? Os numerosos parametros
geotécnicos poderiam ser reduzidos a outros poucos parametros equivalentes, mantendo-se

razoavel precisdo dos modelos? Existem estudos consolidados da ISE que possibilitem analises
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de desempenho das obras ao longo de sua vida 1til, incluindo deformagdes por adensamento

dos solos?

1.2 JUSTIFICATIVA

A hipétese de superestruturas sobre apoios perfeitamente indeslocaveis possibilita
a simplificagdo nos célculos e uma aproximacgdo razoavel do desempenho real de muitas
fundacdes. Nem sempre, porém, refletem, com precisdo, o verdadeiro comportamento de
algumas construcdes, uma vez que essa teoria seria rigorosamente aceita apenas para estruturas
sujeitas a recalques uniformes, negligenciando-se, entdo, outras formas de recalque ao longo de
toda a vida util da estrutura. Em casos em que sdo observados significativos valores de recalques
diferenciais ou distorcionais, a ideia de apoios indeslocaveis ndo poderia ser validada.

Conceitualmente, o recalque total de uma fundacao pode ser classificado em
uniforme, diferencial uniforme ou distorcional angular (Figura 1.1). Os dois primeiros causam
movimentos de corpo rigido — respectivamente, translacdo e rotacdo —, com possiveis impactos
no estado-limite de servigos (ELS) e na estabilidade das estruturas. Por outro lado, o recalque
distorcional causa deformacdes adicionais e, consequentemente, o acréscimo de esforcos

internos, podendo levar os elementos de um edificio a ruptura.

a) Recalque uniforme b) Recalque diferencial ¢) Recalque distorcional
uniforme angular
Figura 1.1 — Tipos de recalques.

A rigor, uma estrutura que sofre com recalques uniformes ndo apresenta danos
estruturais no estado-limite ultimo (ELU), mesmo para valores elevados de recalque.
Entretanto, na pratica, esse movimento ocorreria apenas em estruturas muito rigidas. Em
edificagdes reticuladas, essa forma de deslocamento normalmente ndo ocorre, devido as

diferengas de rigidez entre os seus elementos estruturais. Hé& alguns critérios que,
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simplificadamente, limitam o recalque total de uma estrutura, ndo se diferenciando os recalques
uniformes dos ndo uniformes. Essa limitacdo ¢, na verdade, uma maneira indireta de se
considerar os recalques diferenciais ou distorcionais, tendo-se como base o empirismo
(BURLAND et al., 1977; CEN, 2004, 2004 ¢ TEIXEIRA e GODOY, 2019).

Os recalques ainda podem ser desmembrados em imediato e no tempo. Nos casos
em que as fundacdes se apoiam diretamente em solos densos e resistentes, predominam as
deformacdes imediatas, originando-se o recalque imediato. Os recalques no tempo sao
classificados em recalques por adensamento primario e por adensamento secundario. O
primeiro ocorre pela expulsdo da dgua presente nos vazios dos solos; o segundo refere-se a
fluéncia, caso em que o solo fica sob pressodes efetivas constantes no tempo.

Na literatura, identifica-se a existéncia de varios procedimentos da ISE
contemplando os recalques imediatos. Trabalhos direcionados aos estudos da ISE abordando
fendmenos de adensamento sdo raros. O adensamento leva a um comportamento de maior
complexidade, porque podem ser considerados varios parametros; especialmente no caso de
solos saturados, de granulacao fina e baixa permeabilidade, como argilas. A presenga de agua
nos vazios dos solos argilosos influencia muito na sua resisténcia. Para argilas moles saturadas,
esse estudo torna-se ainda mais importante.

Construgdes em solos de argila mole ocorrem em todo o mundo. No Brasil, esses
solos sao encontrados em varias regides como, por exemplo, na Baixada Santista - SP, Rio de
Janeiro - RJ, Vitoria - ES, Porto Alegre - RS, Salvador - BA, Aracaju - SE, Recife - PE ¢ Belém
- PA (SANDRONI et al., 1997; PALMEIRA et al., 2001; MAFFEI et al., 2003; ALMEIDA et
al., 2008; MASSAD, 2009; DIAS, 2010; BRESSANI et al., 2011; SANTOS et al., 2018;
VIEIRA et al., 2021; e FERREIRA et al., 2022).

Um exemplo classico de construgdo erguida sobre esse tipo de solo ¢ a Torre de
Pisa, construida entre 1173 e 1372, com fundagdo superficial sobre uma camada de argila
marinha profunda, com cerca de 30 m de espessura (Figura 1.2). Numerosas intervengdes
geotécnicas foram feitas para se tentar reduzir a inclina¢dao dessa torre, desde o inicio da sua
construgdo. Antes dos trabalhos de restauracao realizados entre 1990 e 2001, a sua estrutura
apresentou inclinagdo maxima com angulo de aproximadamente 5,5 graus, em 1990. Estima-se
que, na posicdo deformada da sua estrutura, as tensdes verticais despertadas na fundacao
chegaram a alcancar quase o dobro do valor previsto para a estrutura suposta na vertical

(COLARES, 2006).
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Figura 1.2 — Torre de Pisa.
Fonte: SOARES, 2024.

Os recalques observados na capital mexicana sdo igualmente importantes. A Cidade
do México repousa sobre uma camada de argila muito mole, com mais de 30 m de espessura.
A sobrecarga no solo e o rebaixamento constante do lencol freatico decorrente das necessidades
de abastecimento da populacdo agravam os problemas de movimento da fundagdo, trazendo
inconvenientes em muitas obras € monumentos historicos da cidade (Figura 1.3). Pesquisas
apontam que, nessa cidade, a taxa de recalque do solo ¢ de cerca de 8 cm/ano, podendo chegar

a 40 cm/ano, em algumas regides (CIGNA e TAPETE, 2022).
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Figura 1.3 — Palacio de Bellas Artes na Cidade do México.
Fonte: PET CIVIL UFIJF, 2021.

Problemas de recalques nos edificios com fundagdo superficial a beira-mar na cidade
brasileira de Santos - SP foram notados logo ap6s a construcao dos primeiros edificios (Figura
1.4). Entre 1940 e 1970, essa cidade brasileira esteve em constante crescimento imobiliario,
tendo a sua orla sido praticamente toda ocupada por grandes construgdes. O problema dos
edificios inclinados resulta do acréscimo de sobrecarga nas camadas de argila mole marinha,
com cerca de 10 m de espessura, agravado pela concentracdo de bulbos de tensdes dos prédios
adjacentes. Como resultado, registros histéricos de monitoramento nessas construgdes

chegaram a indicar taxas de recalques da ordem de até 13 mm/ano (MAFFEI et al., 2003).
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Figura 1.4 — Edificios inclinados na cidade de Santos - SP.
Fonte: BLOGSPOT ORGULHO DE SER PAULSTA, 2017.

Cavalcanti et al. (2016) investigaram anomalias em um prédio construido, na
década de 1980, na regido metropolitana de Recife - PE. Sondagens nessa regido indicaram a
presenca de solo muito resistente, sobreposto a uma camada de argila siltosa, com matéria
organica, de mole a muito mole, com espessura de aproximadamente 10 m e nivel d’dgua nas
proximidades da superficie. Deslocamentos foram monitorados, ao longo de 10 anos, sem
tendéncia de estabilizacdo. Houve aumento linear do desaprumo, o que teria provocado
translacdo do centro de gravidade desse prédio e redistribuicao de cargas na sua fundacao. O
refor¢o desse edificio foi, entdo, proposto com o uso de microestacas.

Mesmo com relagdo a edificios sobre fundagdes profundas, ha relatos de
consequéncias desastrosas como, por exemplo, o do colapso do Edificio Space, de 24 andares,
na cidade de Medellin, na Colombia, que resultou na morte de 12 pessoas. Esse prédio tinha
seis torres interligadas, de alturas crescentes (Figura 1.5). A torre 6, a mais alta, sofreu
problemas estruturais e recalques que variaram de 30 a 85 mm, durante e apos a construcao.

Uma pesquisa de acompanhamento inferiu que essas falhas ocorreram devido a redistribui¢ao
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de cargas na ISE, em fun¢do do recalque excessivo de uma das estacas, fundada em solo de

natureza argilosa de média a alta plasticidade (CAICEDO et al., 2019).

Figura 1.5 — Edificio Space.
Fonte: CAICEDO et al., 2019.

Nesse contexto, pode-se afirmar que muitos desempenhos inesperados de estruturas
observados na pratica resultam da falta de compatibilidade, durante o desenvolvimento dos
projetos, quanto a integragao dos solos e das edificagdes. Normas regulamentadoras pelo mundo

inteiro ja buscam abordar esse tema.
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No Brasil, a norma NBR 6122 (ABNT, 2019) postula que projetos de fundagdes
contemplem o desempenho das obras tanto em estado limite Gltimo (ELU) quanto em estado
limite de servi¢co (ELS), considerando-se a sensibilidade das estruturas as deformagdes de
fundacdes por meio da ISE. Essa norma ainda preconiza que esses estudos sejam feitos,
obrigatoriamente, nos seguintes casos: quando a estrutura tiver mais de 55 m de altura; quando
a relagdo altura por largura (menor dimensao) for superior a quatro; quando a carga variavel for
significativa em relagdo a carga total; e quando as fundagdes ou as superestruturas forem nao-
convencionais. Juntamente com a avaliagdo da ISE, também sdao exigidos programas de
monitoramento das obras, de modo a possibilitar compara¢des com as previsdes de projeto. Os
requisitos exigidos por essa norma sdo bdsicos, pois ndo apresentam recomendagdes de
metodologias para os estudos da ISE, embora evidenciem clara preocupacao de se garantir a
seguranca ¢ o adequado funcionamento das estruturas ao longo de toda a vida util de uma obra.

A aplicacdo da ISE na concepgao dos projetos ainda ndo ¢ realidade na maioria dos
escritorios de Engenharia no Brasil, porque esse procedimento envolve, em muitos contextos,
a participagdo multidisciplinar de profissionais experientes das areas de Geologia, Engenharias
Estrutural e Geotécnica. Por vezes, exige, também, o uso de métodos sofisticados de analises
computacionais, sistemas hiperestaticos com muitos graus de liberdade e, consequentemente,
maior custo computacional. O uso de algoritmos mais robustos, sem a convic¢ao de que os
parametros de solos representam a sua realidade, tornam esse procedimento inefetivo e menos
atraente a sua pratica corrente em projetos. Métodos de menor custo computacional, mais
intuitivos e efetivos para aplicagdes emergentes da ISE, contribuiriam, substancialmente, para
a representacdo integrada dos comportamentos das fundagdes e das superestruturas na
concepcao dos projetos. Nota-se, portanto, ai, oportunidade para inimeras pesquisas no campo

da ISE.

1.3  REVISAO BIBLIOGRAFICA

Meyerhof (1953) escreveu um dos primeiros trabalhos propondo o estudo da ISE,
fundamentando-se no parametro intitulado rigidez relativa, definido pela razao entre a rigidez
da superestrutura e a rigidez do solo. A superestrutura, nesse caso, ¢ avaliada por meio de uma
viga com rigidez a flexdo equivalente a do portico, enquanto a rigidez do solo ¢ computada
conforme o seu modulo de deformabilidade. Os resultados desse estudo indicaram que quanto

maior a rigidez relativa do sistema solo-estrutura, menores seriam os recalques diferenciais.
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No Brasil, as primeiras abordagens com relagdo a ISE sdo creditadas a Chamecki
(1956), que avaliou a influéncia da rigidez dos porticos sobre a evolugdo dos recalques por meio
de um processo iterativo. A superestrutura €, inicialmente, analisada com apoios indeslocaveis
e, a partir das reagdes dos apoios, sao obtidos os recalques, que sdo impostos a superestrutura,
obtendo-se novas reagdes dos apoios. Para essas novas reacdes, os recalques sdo recalculados
e, novamente, impostos a superestrutura. Esse procedimento ¢ refeito até se obter convergéncia
dos valores das reacdes dos apoios ou dos recalques.

Poulos (1975), por sua vez, apresentou uma formulagdao baseada nos conceitos de
Algebra Matricial para estimar os recalques, considerando a influéncia da superestrutura e da
fundagdo como um conjunto unico, em temos de matrizes de rigidez da superestrutura e de
flexibilidade da fundagdo. A imposicao de forgas unitarias nas trés direcdes de cada apoio da
superestrutura permite determinar a matriz de flexibilidade da fundagao.

As pesquisas pioneiras na area da ISE, somadas aos avangos tecnoldgicos dos
computadores ¢ dos métodos numéricos, motivaram, posteriormente, contribuigdes de varios
estudiosos, como evidenciam, por exemplo, os trabalhos de Davies e Banerjee (1978), Booker
(1989), Ramalho (1990), Gusmao Filho (1995), Holanda Junior (1998), Reis (2000), Cremer et
al. (2001), Almeida (2003a), Almeida (2003b), Hall e Oliveto (2003), Chang et al. (2007),
Souza e Reis (2008), Ribeiro (2009), Silva e Coda (2012), Mohammad et al. (2013), Ai et al.
(2014), Gourvenec et al. (2014), Galvin e Romero (2014), Reis (2014), Tamayo e Awruch
(2016) e Naccache e Almeida (2017) e Rosa et al. (2018).

No campo das simula¢des numéricas, comumente tem-se empregado o Método dos
Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). O MEF ¢ ferramenta
versatil e eficiente para a solucdo de problemas da Mecanica Computacional, possibilitando a
analise de diversos problemas na area de Engenharia. Contudo, no caso da simulacao de solos,
por exemplo, o MEF pode se tornar ferramenta onerosa para o armazenamento de dados,
especialmente quanto a problemas tridimensionais, uma vez que esse método exige a
discretizagdao de todo o dominio. Para analises de problemas de dominio infinito, 0 MEC tem
se mostrado mais eficiente, devido as caracteristicas particulares das fun¢des ponderadoras que
ja contemplam o atendimento de condic¢des a grandes distancias (ALMEIDA, 2003a).

A simulacdo numérica da ISE ainda ¢ campo de pesquisa muito ativo.
Khosravifardshirazi et al. (2022) analisaram um edificio de concreto construido sobre uma laje
de fundacao combinada a um solo eléstico, aplicando aproximagao classica do MEF, utilizando

cerca de 2 milhdes de elementos sélidos para a modelagem de todo o dominio. Dhadse et al.
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(2021 e 2022), por seu turno, apresentaram metodologias de estudo da ISE com modelagem em
elementos finitos para a andlise da interface solo-estrutura, considerando os efeitos de ndo-
linearidade do solo, deslizamento e descolamento do contato.

Ha, também, um outro ramo de pesquisa no qual alguns estudiosos procuram
integrar a continuidade do sistema solo-estrutura por meio dos modelos de Winkler; um deles
¢ Loukidis (2017). A grande vantagem dessa metodologia esta na sua relativa facilidade para
implementagdes e simulagdes numéricas, uma vez que os solos sdo representados por um
modelo de molas discretas. Sua desvantagem pode ser atribuida a dificuldade de se escolher
adequadamente os parametros das molas. O modelo convencional de Winkler pode negligenciar
a interagdo entre as molas adjacentes, o que pode ocasionar erros nas analises. Em solos moles,
essa simplificacdo tende a apresentar erros ainda maiores (PAVAN et al., 2014). Para computar
a influéncia de molas vizinhas, o modelo dever ser adequadamente calibrado, de forma a
considerar as hipoteses de Mindlin (1936).

Recentemente, Siqueira et al. (2023) investigaram a influéncia da ISE utilizando
porticos com diferentes alturas. Os solos foram simulados por meio do modelo de Winkler e
por meio da discretizagdo do dominio em MEF, suposto continuo. Os resultados obtidos
indicaram maiores deslocamentos para a discretizacdo por meio de molas. Analogamente, Porto
et al. (2021) modelaram um edificio com paredes em concreto sobre uma laje de fundagao
apoiada em solo de argila mole. As analises foram realizadas variando-se as espessuras da laje
de fundagdo sobre um conjunto de molas lineares do modelo de Winkler e, com isso,
identificou-se dependéncia de rigidez das lajes de fundagdo para a redistribui¢ao dos esforgos.

Outros trabalhos relacionados a ISE abordaram o tema aplicando os métodos dos
elementos finitos e elementos de contorno de forma combinada para aproveitar as
caracteristicas de cada método. Almeida (2003a), Ribeiro et al. (2005), Silva et al. (2012), Reis
(2014), Huang e Qian (2024) e Azhir et al. (2024), por exemplo, empregaram técnicas de
acoplamento direto (ou acoplamento monolitico), escrevendo os dois métodos em um Unico
sistema de equacgdes. Godinho e Soares Jr. (2017), por seu turno, empregaram acoplamento
iterativo entre MEF e MEC, mantendo os dois sistemas de equagdes separados.

Outra abordagem de grande relevancia na area da ISE refere-se a determinacao das
propriedades fisicas dos solos para uso em modelos numéricos, conforme abordado por
Rahgooy et al. (2022). Muitos parametros dos solos sdo, normalmente, estimados por
correlagdes empiricas, o que pode gerar solugdes incertas ou imprecisas (AQUINO, 2008).

Pantelidis (2019) apresenta uma revisao de varios métodos de célculos aplicaveis para a



29

determinag¢do de moddulos eldsticos equivalentes em solos estratificados, concluindo que o
principio da superposicdo, baseado na Teoria da Elasticidade, poderia ser admitido, se
considerada a influéncia das rigidezes de sapatas. Garbellini e Laloui (2021) analisaram os
mecanismos de falhas das fundagdes em funcdo da rigidez, considerando a ISE e modelos da
Teoria da Plasticidade. Segundo eles, as pressdes no contato solo-estrutura poderiam ser
supostas como uniformes, para sapatas rigidas, independentemente das propriedades do solo.

Em solos saturados, as deformag¢des ocorrem por meio da interagdo fluido-soélido,
implicando maior complexidade para a determinagao dos parametros fisicos do solo. O aumento
das pressdes externas sobre o solo faz com que a 4gua intersticial flua entre os seus graos,
devido a ocorréncia de poro-pressdes. Com a drenagem, as poro-pressdes sdo convertidas em
pressao efetiva sobre a por¢do sélida. Em solos permedveis, esse problema ¢ praticamente
independente do tempo; no entanto, para solos de granulacdo fina, o tempo se torna
significativo. Na Mecénica dos Solos, esse fendmeno ¢ conhecido por Adensamento Primario
e a Teoria do Adensamento Unidimensional de Terzaghi (1925) ainda ¢ uma metodologia muito
utilizada para prever esse fendmeno (AN et al., 2012; XIE et al., 2016; FENG et al., 2024;
OLEK, 2019; TIAN et al., 2020; e SHI et al., 2022).

Reis (2000) destaca a importancia das analises da ISE para edificagdes sobre solos
moles e, segundo ele, pode-se atribuir um dos entraves para avangos nesse ramo de pesquisa a
complexidade de se calibrar modelos necessarios a simulagao desses problemas; especialmente,
em func¢do da grande quantidade de parametros fisicos e mecanicos. Uma abordagem alternativa
para esse tipo de problema ¢ a associacao por modelos viscoelasticos basicos. Apesar de esses
modelos ndo explicarem, satisfatoriamente, os comportamentos fisicos dos materiais, a grande
vantagem de emprega-los reside no fato de o tratamento numérico ser mais efetivo, tornando
os codigos mais gerenciais, compreensiveis e simples.

A analogia dos comportamentos dos materiais utilizando-se modelos viscoeldsticos
basicos ¢ pratica comum que vem sendo empregada, recentemente, para varios problemas da
Engenharia com relagdo a diversos materiais. Os trés modelos viscoelasticos mais utilizados,
registrados na literatura, para essa aplicacdo, sao os de Kelvin-Voigt, Boltzmann e Zener
(BECHO, 2016). A definicdo do modelo mais apropriado fica condicionada as hipoteses
admitidas e ao conhecimento dos parametros fisicos. Riobom Neto et al. (2021) aplicaram o
modelo de Boltzmann a problemas estruturais quase-estaticos. Oliveira et al. (2019), por sua

vez, utilizaram o modelo de Boltzmann para estudo do fendmeno de fluéncia em uma sec¢do de
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viaduto. Oliveira e Leonel (2017), por seu turno, aplicaram formula¢des de Boltzmann e Zener
a problemas de Mecanica da Fratura.

Nesse contexto, os solos realmente podem ser admitidos com comportamento
viscoelastico, porque apresentam um padrdao de deformacao atrasado, quando sujeitos a uma
solicitacio (VENTURINI, 1983). Gibson e Lo (1961) e Barden (1968) propuseram,
respectivamente, os modelos de Boltzmann e Kelvin-Voigt, em termos de tensdes efetivas, para
contemplar os recalques por adensamento. Reis (2000) estudou a interacao solo-estrutura em
grupo de edificios com fundagdes superficiais, em solos de argila mole, adotando o modelo de
Kelvin-Voigt. Ai et al. (2014 e 2021) utilizaram o modelo viscoelastico de Boltzmann e as
equagdes de adensamento de Biot para modelagem em fun¢do do tempo na ISE para solos
saturados. Alipour e Rajabi (2017) consideraram um substrato viscoeldstico, baseado no
modelo de Kelvin-Voigt, para descrever os comportamentos dos solos sob uma placa-sanduiche
para resolver problemas de vibragdo. Zhu et al. (2012), Wang et al. (2017) e Huang et al. (2021)
utilizaram o modelo de Kelvin-Voigt com derivadas fracionarias para descrever os
comportamentos viscoelasticos dos solos. Kacprzk et al. (2023) utilizaram modelos reoldgicos
com propriedades viscoelasticas e pléasticas para simulacao de solos argilosos.

Percebe-se, portanto, que a representacdo dos comportamentos dos solos ao longo
do tempo constitui topico atual e de relevante interesse para a solu¢do de problemas de
Engenharia. A medida que a ISE ¢ incorporada as pesquisas e s praticas de projetos, surge a
necessidade de metodologias que possibilitem estudos das estruturas sob deformacdes do solo
ao longo do tempo.

Apesar de a maioria dos trabalhos publicados até a presente data sobre a ISE abordar
mais amplamente os efeitos decorrentes dos recalques imediatos da massa de solo, nos ultimos
anos algumas pesquisas foram realizadas abordando, simultaneamente, a ISE e as deformacdes
do solo ao longo do tempo. Vlladkar et al. (1993), por exemplo, apresentaram uma formulacao
viscoelastica tridimensional em elementos finitos para estudar a interacdo solo-estrutura com
respostas dependentes do tempo para os fendmenos de adensamento e de fluéncia. Bezih et al.
(2020) avaliaram a ISE juntamente com os efeitos das deformagdes do solo a longo prazo por
meio de um modelo unidimensional de Winkler. Alexandre et al. (2022) analisaram os
comportamentos do solo e do concreto dependentes do tempo, considerando os efeitos dos
fenomenos de fluéncia, retracio e adensamento, por meio de um modelo numérico

unidimensional de elementos finitos.
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Por outro lado, a simulagdo dos comportamentos de estruturas tridimensionais sobre
solos moles, utilizando-se discretizacdo de todo o dominio ou a redugdo do problema a um
universo unidimensional, pode ndo ser viavel para rotinas de escritérios de projetos ou mesmo
nao representar, adequadamente, as verdadeiras condigdes da obra, o que confere relevancia as

pesquisas que contribuam para outras metodologias de analise.

1.4  OBJETIVOS

O presente estudo tem por objetivo geral a construcao de procedimento numérico
aplicado as andlises da Interagdo Solo-Estrutura (ISE), sendo os solos sujeitos a processos
viscoelasticos, considerando-se os efeitos de ndo linearidade geométrica das superestruturas.

Os seus objetivos especificos sao:

a) desenvolver e apresentar, explicitamente, formulacdes para elementos de
poérticos espaciais, sujeitos as condi¢des de ndo linearidade geométrica, no

ambito do Método dos Elementos Finitos;

b) desenvolver modelos viscoelasticos de Kelvin-Voigt, Boltzmann e Zener por
meio do Método dos Elementos de Contorno com solucdo fundamental de

Mindlin;

c) contribuir com procedimentos de parametrizagdo de modelos reoldgicos

aplicados a solos;

d) implementar c6digos computacionais de todas as formulag¢des desenvolvidas; e

e) aplicar ferramentas desenvolvidas para andlises da ISE em exemplos teoricos

com o uso de acoplamento interativo entre 0o MEC e o MEF.

1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO
Os capitulos desta tese estdo organizados conforme sequéncia logica de ideias,

visando facilitar a sua leitura e possibilitar melhor entendimento do assunto abordado.
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No Capitulo 1, tecem-se consideragdes introdutorias, visando-se destacar a
relevancia do tema, envolvendo abordagens relacionadas a motivagdo, as justificativas, a
revisao bibliografica, aos objetivos e a organizagao do texto.

No Capitulo 2, abordam-se os principais conceitos de analise ndo-linear geométrica
para o desenvolvimento das formulagdes explicitas do elemento de pdrtico, no ambito do MEF
(CRISFIELD, 1997 e 2000).

No Capitulo 3, apresentam-se formulagdes para a descricdo viscoelastica dos
materiais, segundo os modelos de Kelvin-Voigt, Boltzmann e Zener, e apresentam-se
correlagdes entre os métodos para os problemas de fluéncia e relaxacao.

No Capitulo 4, descrevem-se as principais técnicas e aplicagdes do Método dos
Elementos de Contorno elastico convencional (MEC), tendo-se como base, especialmente, os
trabalhos de Brebbia (1978), Brebbia et al. (1984), Brebbia e Dominguez (1992) e Becker
(1992).

No Capitulo 5, reescrevem-se as formulacdes do MEC em termos de tensdes e
deformacao no contorno, para os modelos de Kelvin-Voigt, Boltzmann e Zener.

A seguir, no Capitulo 6, apresenta-se o acoplamento iterativo do MEF/MEC para
analise da ISE para avaliacao da influéncia dos recalques por adensamento sobre a estrutura.

Finalmente, no Capitulo 7, apresentam-se as consideragdes finais.
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2

SUPERESTRUTURAS EM MEF PARA NLG

2.1  INTRODUCAO

O desenvolvimento das tecnologias de fabricacdo de novos materiais e a
necessidade crescente de otimizagdo dos projetos estruturais, aliados a aspectos econdmicos,
tem impulsionado estudos continuos das propriedades mecanicas dos materiais e dos
comportamentos globais das estruturas. Os modelos propostos tornam-se cada dia mais
sofisticados, apresentando, quase sempre, inovacdes em suas formulagdes matematicas e
incluindo a influéncia de novos e significativos fatores antes desprezados ou contornados
(AQUINO, 2008).

A construcao de edificios cada vez mais leves e esbeltos tem levado em
consideracdo efeitos ndo-lineares. A ndo-linearidade provocada pela alteragdo na configuracao
geométrica da estrutura ¢ chamada de nao-linearidade geométrica (NLG), enquanto a nao-
linearidade resultante dos efeitos inerentes a lei constitutiva do material ¢ conhecida como nao-
linearidade fisica (NLF).

A analise ndo-linear geométrica ¢ realizada sempre que os niveis de deslocamentos
ou rotacdes influenciam, significativamente, os esfor¢os internos e, consequentemente, o
equilibrio. Essa andlise ¢ realizada em teoria de segunda ordem e pode ser feita por meio de
teorias exatas, aproximadas ou adaptadas dos resultados das teorias de primeira ordem.

A maior esbeltez dos elementos estruturais resulta em obras mais susceptiveis as
deformacdes que ocorrem antes das rupturas fisicas. Essas estruturas ficam sujeitas a faixas de
solicitagdes e deformacdes acima daquelas com base nas quais ¢ possivel admitir a hipotese de
linearidade entre tensdoes e deformacdes. Como consequéncia disso, hd a necessidade da
inclusdo de efeitos ndo-lineares relacionados a aspectos construtivos dos materiais nas
formulacdes da analise estrutural (AQUINO, 2008).

Neste capitulo, apresentam-se as formula¢des nao lineares geométricas do MEF, a

partir do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). As formulagdes apresentadas possibilitaram
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a implementacdo de elementos de barra para modelagem de estruturas reticuladas em MEF no
Matlab®. Maiores detalhes podem ser encontrados em Bathe (1982), Crisfield (1997 e 2000) e
Alves Filho (2012). No final do capitulo, apresentam-se exemplos para validacdo das

formulacdes e do cédigo implementado.

2.2 FORMULACAO NAO-LINEAR GEOMETRICA

2.2.1 CINEMATICA

O elemento finito utilizado para a formulacao deste trabalho apresenta apenas dois
noés, sendo que cada um deles apresenta cinco graus de liberdade, a saber: movimentos de
translagdo ao longo dos trés eixos locais cartesianos X, y € z, mais duas rotagdes em torno dos
eixos y ¢ z (Figura 2.1). A rotagdo em torno do eixo x ¢ tratada separadamente, na Secao 2.3

deste trabalho.

% eyl V" >0 % eyZ
y N
X u, %Vl VZ? u,
Z — = G o =
Wl e W2

Figura 2.1 — Eixos locais de referéncia, curvatura e graus de liberdade para o elemento de dois
nos.
A deformagao axial de Green-Lagrange para componentes de deslocamentos (u, v

e w) em um elemento reticulado ¢ dada por:

-2l 3]
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Sabe-se que a mudanca de posi¢do de um determinado ponto (P”) da barra sujeito a
flexdo pura pode ser expressa da seguinte forma, assumindo-se a hipotese cinemadtica de

Bernoulli-Euler:

u=1uy(x)—yv' —zw’ (2.2)

em que u,v e w sdo as componentes de deslocamento de um ponto qualquer da se¢do
transversal em relagdo aos eixos x, y e z, respectivamente. Os termos v’ = du/dx e w' =
dw/0x sdo as derivadas dos campos v ¢ w, as quais foram linearizadas, uma vez que as rotagdes
sao de pequena magnitude, conforme detalhes disponiveis em Crisfield (1997). Nesse contexto,
pode-se admitir que as expressdes de rotagdo sdo dadas por 8, = v' e 6, = —w’ (CRISFIELD,
2000).

A Figura 2.2 e a Figura 2.3 mostram as variaveis do problema representado na
Equacao (2.2) para movimentos ocorridos nos planos XZ e XY. Admite-se, ainda, a hipotese
de auséncia de deformacodes dentro do proprio plano da secdo transversal, o que resulta em v =
vo(x) e w =wy(x). Os termos uy(x), vy(x) e wy(x) referem-se aos deslocamentos do

centroide da secdo, no eixo da barra, nas direcdes X, y € z, respectivamente.

We

vy

Figura 2.2 — Deformagao de um segmento do eixo da barra — plano XZ.
Fonte: Adaptado de CALDAS, 2004.
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Figura 2.3 — Deformagdo de um segmento do eixo da barra — plano XY.
Fonte: Adaptado de CALDAS, 2004.

A substituicao da Equacdo (2.2) na Equagdo (2.1), resulta em:

1
€ = +5[W)2 + W)?] —yv" — 2"

em que:
£ = '+ 5 [0 + W)?) @

ky = —w" (b)

k,=v" (©)

2.2.2 RELACOES DE EQUILIBRIO

(2.3)

(2.4)

36

O equilibrio pode ser demonstrado com a aplicacao do Principio dos Trabalhos

Virtuais (PTV), admitindo-se que:

OWint — 6Wexr =0

(2.5)



37

Considerando-se as deformagdes de Green-Lagrange e as hipoteses de Bernoulli-
Euler, a energia interna desenvolvida em um elemento de pdrtico de se¢do prismatica de area

A e comprimento [ pode ser expressa desta forma:

l
SWint =] Oy 6£de=f U ax&sdil dx (2.6)
v 0 l/a

ou, ainda:

! 1 17 " 1 N2 1 N2
SWint =f f (axdu — 0, yov'" — g, z6w +§0x5(77) +§0x6(w) )dA dx 2.7)
o 1/a

sendo g, a tensdo normal na se¢do na direcdo do eixo local x.

Aplicando-se o operador variacional (§) no quarto e no quinto termos da

Equagdo (2.11), tem-se:

1
Wine = f U o,0u’ — o, yov'" — o, z6w" + o, v’ Sv' + o, w'dw'| dA dx (2.8)
o L/a

Assumindo-se se¢do prismatica para o elemento de pdrtico, a homogeneidade do
material e a linearidade entre tensdes e deformacdes, obtém-se as seguintes relacdes entre

esforgos internos, deformacgoes e curvaturas:

N, = f o,dA =E. A u' (a)
A
M, = f 0xzdA = —E.L,.w" (b) (2.9
A
M, = f o,ydA =E.L,.v" (c)
A

em que [, representa 0 momento de inércia principal da secdo, relativo ao eixo local y, I, igual

ao momento de inércia principal da se¢do relativo ao eixo local z, e E ¢ igual ao mddulo de

elasticidade longitudinal do elemento.
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A Equacdo (2.8) pode ser reescrita, conforme a seguir:

l
SWint = f [6u'N, + v'8V'Ny + W'6W'N, + §v"'M, — 5w M, |dA dx (2.10)
0

O trabalho das for¢as externas pode ser representado por:

(SWext = N1.6u1 + N2.6u2 + le.av:l + M21.5921 + Qy2.61]2 + M22.5922
2.11)

em que N,; e N, representam as for¢as externas na dire¢ao do eixo local x dos nés 1 e 2,
respectivamente. Os termos @1, @y, @51€ Q4 referem-se as forgas externas na direcdo dos
eixos locais y € z dos nés 1 € 2 € os termos M,q, M,,, My, e M,,, iguais aos correspondentes

momentos externos aplicados em torno dos eixos z e y dos nos 1 e 2.

2.2.3 REPRESENTACAO MATRICIAL
A montagem do elemento finito de portico espacial, descrito por meio dos
polindmios de Lagrange, resulta nas relagdes matematicas de u, v e w, em termos dos

deslocamentos nodais locais generalizados, conforme indicado a seguir:

u= [Q)u]T- (9] (a)
v =[0,]"[q,] (b) (2.12)
w = [0,]". [qu] (c)

sendo [q,]7, [4,]" e [q.]T os vetores de deslocamentos nodais dados por:

[Qu]T = [uy up] (a)

[4,]" = [v1 02, v, 62,] (b) (2.13)

[qW]T = [wy Oy, w; 0y,] (c)
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Os vetores das fungdes aproximadoras [@,], [@,] e [D,,] sdo apresentados na

Equacdo (2.14) e sdo obtidos utilizando-se os polindmios de Lagrange, com os campos de

A . . X .
deslocamentos expressos em termos da coordenada homogénea adimensional § = 75 ou seja:

1<&<-1.

1
5'(1—5)
(@] = |2 @
5 (149
1 3 +1 3
PR AR
1 1 1 1
_____ _#2 4 _¢3
_| 2 (4 4(f 45 +4€>
[Q)v]_ 1 3 1 (b)
_ ____z3
2+4(’( 45
I 1 1 1 ; (2.14)
7 ((3-3 38 430)
1 3 +1 3
27308
I 1 1 1 1
______ __z2 _z3
_ 2 <4 45 4(’( +4(’(>
[Q)w]_ 1 3 1 (C)
S 2y 3
2-}_4(f 45
l 1 1 1
R _z2 3
2 < 4 4§+4€ +4§>
A derivada associada ao campo de deslocamento na dire¢ao x ¢ dada por:
, _du ldu 1d@y.q) 1_ .
u—g;—jarj_—ﬁf——TMd-Md (a)
(2.15)

o=l

As derivadas associadas ao campo de deslocamentos na direcdo y sdo expressas
por:



, _dv_ ldv 1d(0y.q,) 1

= = = — 1y 1T
3+3 X T
PR
(1 1_ 3, v
e _1l7(05755+50)| [on o
Codx 1 3.3, vy
4 4(’( 0z,
l ( 11,3 2)
2 "atd s
, d*v 1d*v 1d*(@,.q,) 1 __,
(bl e AL O ©
3 T
Ef
L (1 1_ 3 v,
,_dv 1 2 (-7726+39)| |on B
T odx? 12 3 3, | v,
273° 67,
l ( 11,3 2)
2 Tatzs s

As derivadas associadas ao campo de deslocamento na direc¢ao z sao:

, _dw ldw 1d(@y.qy) 1

- - __wWIwW _ "1y 1T
_T
_E 552
4 4
l ( 1 1 3 2) wy
Lo 13773728 ) (ew o
dx |1 E E ) | wy
2 2% 0y,
l ( 1+1 +3 2)
2 2725%35)]

n

d’w 1d’w  1d*(@y.q,) 1

WS dxr T 2 age

=7

gz ]2

(201" [aw] (©)

(2.16)

(2.17)
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5¢
L1 1 3 0N w
e dw_ 113 (-7-26+38)| |,
&P 3.3, W,
41 0y,
l ( 1+1 +3 2)
7 ("3 tz8 gt

Correlacionando-se as equagoes (2.5), (2.9) a (2.11) e (2.17), tem-se:

l

(d)

Wi = j [6u'(EAW) + 6V (EI, v'") — Sw"(El, w'") + v'8v'(EAu")

0
+w'sw'(EAW)] dx

em que:

su/(EAw) = —. (84,1710, (94" 4,]

1z " EIZ T 1z mT
Sv"(El,v") = 14 [6q,1"-[95]- (951" [9v]

EI
sw"(EL,w") = . [6q,]"- 03] (241" [qu]

Ny
v'SvI(EAW) = 17 [5qu]". (03] (951" [q,]

ww! (Ea) = 7. (50,1710, [941".[q,]

O trabalho das forgas externas pode ser assim representado:

Wyt = 5[q]T[rm]

(a)

(b)

(d)

(e)

41

(2.18)

(2.19)

(2.20)

equagdo na qual q representa o conjunto de deslocamentos nodais generalizados do elemento

m; ou seja: [q]T = [ug up v1 0,1 V3 0, Wy 8y1 Wy 0,,], conforme ilustrado na Figura 2.1, e
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™m O carregamento externo sobre o elemento m; ou seja:  [ry] =
[le Nxz le le QyZ MZZ Qzl Myl QzZ MyZ]'
A partir da Equacao (2.5), pode-se escrever a relacdo de equilibrio entre esforcos

internos e forgas externas da seguinte forma:

1 1
[50."] [# | 1eu.10: ]Tdf] Ta +[8a,] |55 [ 103 (04T df] (4]

EL, (1
(o0} | 103110517t fa
- 2.21)
N, (1
+ [(quT]. lTj_ [Q);;] [Q);; ]Tdfl . [qv]

N 1
+[6g,"] [7’“ f (@3] [04- ]Tdf] [qu] = (5441 [Tm]
-1
Por fim, podem-se eliminar os termos diferenciais e reescrever a Equagao (2.21)

em termos da matriz de rigidez, [K], do vetor de deslocamentos nodais, [q], e do vetor de forgas

externas nodais, [r,,], conforme exposto a seguir:

(kw202 [0]2.4 [0]2.4 o
u u
Ol [l + gl [Olaes H _ H @
r
[0] 422 [0] x4 (] + [Reng]|, | M9 (2.22)
[K].[q] = [] (b)
em que:
EAr1 -1
e = | ] (@
El, El, El, EI,
Bl Bl (L EL .2
_ [? l [2 l
bl =\ g, B, _E,  EIL ®)
12 6 12 6
AT T 0z N
El, El, El, El,
7 T Ttw 7
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El El El EL, 1
y y Yy 4
120 645 12457 65
EI, El, Bl EL
kal=| : L ©)
w EI, El, EI, EIL,
-2 60 124 —6
El El El El
Yy y 4 4
6 T b A

L [36 3L -36 -3l

_Ne|3oa2 -3 -2

kol = 307|-36 -31 36 —ai (d)
—31 12 -31 4P

0000]

[0]2x4:[0 00 0

[0]4x2 = [0]20s"

©)
0 0 0 O
0 0 0 O
[0] 4x4 = 0 0 0 O
0 0 0 O

2.3 CONSIDERACOES ACERCA DA RIGIDEZ A TORCAO

As formulagdes apresentadas na Se¢do 2.2 tém por principio o comportamento nao-
linear, influenciado apenas pelos efeitos das forcas axiais e dos esfor¢os de flexdo. Na
modelagem do portico espacial, a tor¢ao ¢ admitida com relacdao linear, para se garantir a
validade das equacdes de equilibrio e compatibilidade dos deslocamentos.

Os termos da tor¢cdo sdo posicionados na matriz de rigidez global de forma
desacoplada dos demais deslocamentos e, portanto, sendo influenciados apenas pelas relagdes
constitutivas.

Das hipoteses classicas de Resisténcia dos Materiais, desconsiderando-se os efeitos
da flexotor¢ao, 0 momento torsor pode ser escrito conforme a seguir:

do
M, =G. ].d—; (2.24)



44

. . . . . . de
em que G ¢ o modulo de elasticidade ao cisalhamento, J € a constante de tor¢ao, d—x" =0,a
derivada do angulo de tor¢ao em relacao ao eixo x, e M, igual ao momento torsor.
~ . ~ ~ dBy , ,
A relacdo entre momento torsor M, e a derivada do angulo de tor¢do d—xx ¢ andloga

a relacdo definida para barras sujeitas a carga axial. Portanto, a mesma fung¢do de interpolagao
utilizada para se descrever deslocamentos axiais ¢ utilizada para se representar os angulos de

torcao 0,, a saber:
1 1 04
0,(x) = > (1-9 5 1+ g)] : [62] (2.25)

A matriz de rigidez resultante para barras em tor¢ao ¢ a sua forma classica, expressa

na Equagdo (2.26) seguir:

[k] = % [_11 _11] (2.26)

Dessa forma, a matriz de rigidez global pode ter os seus termos reorganizados,

conforme mostrado na Equacao (2.27):

_le ] r Uq
le 121
Qzl Wy
Mxl 0x1
M 0
My1 k1,1 k1,6 Gyl
z1| _ : . : z1
5 Rl IR (2.27)
QyZ 1,6 12,12 ‘1:/2
QzZ 0 2
sz x2
M,, Oy2
Mzz- 922

24 SOLUCAO DO SISTEMA DE EQUACOES NAO LINEARES

O estudo do elemento de portico, conforme demonstrado na Equacao (2.22),
constitui uma analise ndo linear, uma vez que a matriz de rigidez da estrutura, [K], varia com o
campo de deslocamentos.

A Equacao (2.22) pode ser reescrita, entdo, em termos das matrizes de constitutiva,

[K],, e de rigidez geométrica, [K]4, a partir do conjunto de equagdes (2.23):
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{[K]c + [Klg}-[q] = [rm] (2.28)

A matriz de rigidez constitutiva depende apenas das propriedades fisicas do
material e das propriedades geométricas iniciais do elemento finito, enquanto a matriz de
rigidez geométrica varia em fun¢do do campo de deslocamentos, tornando a analise ndo linear.

O M¢étodo de Newton-Raphson € procedimento iterativo que possibilita encontrar
raizes de funcdes nao lineares a partir de uma previsao inicial (no caso de andlise NLG de
estruturas, toma-se como referéncia a resposta eléstica inicial). A caracteristica principal desse
método € a busca por solu¢do a uma taxa de convergéncia quadratica, o que faz com que esse
método seja altamente efetivo, frequentemente empregado em problemas de otimizagao,
quando se deseja minimizar a funcao objetivo (BELEGUNDU e CHANDRUPATLA, 2019).

A aplicagdo desse método em problemas de nao linearidade geométrica consiste em
procedimento incremental que visa a definicdo de um vetor residuo [G] dependente do campo
de deslocamentos [q], de modo a buscar, iterativamente, o vetor de deslocamentos que resulta

em [G] = [0]; ou seja:

[6(@)] = [rm] — {[K]. + [K],} . [q] (2.29)

Expandindo-se a Equagdo (2.29) em série de Taylor e truncando-se nos termos

lineares, obtém-se:
[6(g)] = [6(qi_D)] + VIG(qip)]. ([qi] — [qisal} = [0] @
[6(q)] =[] — {[K]c + K4}, -[qi-1] (b) (2.30)

—{[K]. + [K]g} i-1-Uail — [qi-11}

em que [q;] corresponde ao campo de deslocamentos nodais da iteragdo i, [G(q;)] ao vetor
residuo de [q;] ¢ V[G(q;-1)] a matriz Hessiana.
Uma vez calculado o vetor residuo da iteracao 1, o campo de deslocamentos nodais

da iteracdo i+1 pode ser definido conforme a equagdo a seguir:
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(9i41] = [q:] +{[K]c + [K]g} - [6(q0)] (231)

O procedimento ¢ repetido até que a diferenga entre as duas aproximagdes
consecutivas atinja um valor dentro da tolerancia desejada pelo usuario; ou seja: [q;41] = [qi]-

O critério de convergéncia adotado no algoritmo ¢ estabelecido na Equagao (2.32).

11 1gi+1] = [q:l || < tol (2.32)

em que || * || representa a norma euclidiana e fol, a tolerancia.
Um esquema representativo do processo iterativo de Newton-Raphson ¢ mostrado

na Figura 2.4, a seguir.

FORCAS EXTERNAS

G(gi1) SOLUGAO APROXIMADA

g |
- _‘TK{qM) SOLUGCAQ EXATA
K(a)) ="

G(g:)

K(q) = Kc+Kq(q)
‘ K{ql+1)'q\+1

S Kig).q

K(@1)-ai4

Gi1 qi i1

DESLOCAMENTOS NODAIS
Figura 2.4 — Esquema representativo do processo iterativo do Método de Newton-Raphson.

2.5 IMPLEMENTACAO DE CODIGO EM MEF CcOM RECURSOS NA ANALISE NLG
O algoritmo do MEF para elementos de portico espacial foi inteiramente
desenvolvido para analises lineares e nao lineares geométricas de maneira modular, em scripts,

por meio do Matlab®.
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A partir da entrada de dados da geometria e propriedades fisicas do contorno, a
rotina ¢ processada e os dados de saida podem ser avaliados no proprio ambiente do Matlab®

ou ser exportados para arquivos de textos.

2.6  EXEMPLO 1 — ANALISES DOS EFEITOS GLOBAL E LOCAL P-A E P-8.

Neste exemplo, apresenta-se a deducdo analitica da matriz de rigidez associada
apenas ao efeito global P — A, referente aos deslocamentos laterais das estruturas, e da matriz
de rigidez associada apenas ao efeito local P — §, decorrente dos deslocamentos locais,

conforme mostrado na Figura 2.5.

P
[ A
|

- POSICAO
ORIGINAL

Figura 2.5 — Efeitos global P — A e local P — §.

Considerando-se o deslocamento lateral do nivel “i” de um pavimento (Figura 2.6),

pode-se calcular o momento produzido pela carga vertical do nivel como:
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H AVu 1
—~—— POSICAD —~—— POSICAD
ORIGINAL ORIGINAL
e r e

Figura 2.6 — For¢as laterais equivalentes para o calculo do efeito global P — A.

Esse momento pode ser convertido em forgas laterais equivalentes as aplicadas nos

[13%4]

pavimentos “1” e “i-1”, considerando-se:

AV, = =1 (2.34)

Esse problema ainda pode ser resolvido escrevendo-se a Equagdo (2.34) para os
dois pavimentos adjacentes para a obten¢ao das cargas laterais equivalentes, que ¢ fungao dos

deslocamentos laterais relativos entre pavimentos.

AV 1_Pir1 -1 [Ai]
AVH] =7 5 T A (2.35)

Tendo-se como referéncia a Equagdo (2.34) e a matriz de rigidez geométrica
apresentada na Equacdo (2.23)-(d), pode-se desmembrar a matriz de rigidez geométrica em
duas outras, sendo uma contemplando os efeitos globais P — A e, a outra, contemplando os

efeitos locais P — &, conforme se mostra a seguir:

(kg = [kg], + [Ky] (2.36)
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em que:
L [30 0 =30 0
_ Mo 0o o o0
kols=351]-30 0 30 o @)
0 0 0 0

(237)
L [6 3L 6 -3l
_ N34z —3 -p
kols= 301l 6 3t 6 -3 ®)
—31 -2 -3l 4P

Sendo assim, a matriz de rigidez geométrica dos efeitos globais P — A incide apenas
sobre os deslocamentos laterais entre os nos de extremidades, o que causa alteracdes nas forgas
cortantes, devido a influéncia dos deslocamentos laterais e a for¢ca normal N,. As demais
parcelas da matriz geométrica sdo alocadas na matriz de rigidez geométrica que descreve o

efeito local P — 6.

2.7  EXEMPLO 2 — ANALISE NUMERICA NAO LINEAR DE UMA VIGA

Uma viga em balanco com vao de 6 m e se¢do transversal quadrada com lados de
20 cm esta sujeita aos carregamentos concentrados dependentes da carga P =220 kN, conforme
mostrado na Figura 2.7. O moédulo de elasticidade de concreto foi adotado como igual a 2,5 -

107 kPa. A tolerancia admitida pelo critério de Newton-Raphson foi de 10 ~%.

0,1P

LSS

6 m

Figura 2.7 — Geometria da viga em balango.

Os deslocamentos verticais lineares e ndo lineares maximos na extremidade da viga

foram obtidos a partir do cédigo desenvolvido em script do Matlab®. A carga critica de
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flambagem ¢ Pcr = 230 kN e foi determinada a partir de andlises no software comercial
SAP2000°. A
Figura 2.8 mostra o resultado encontrado em fun¢do da variagcdo da carga P até o

seu valor maximo, igual a 220 kN.

250
200

150

P (kN)

100

50

0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 1,4 1,6 1,8
Deslocamento Vertical (m)

Analise N3o Linear Analise Linear Carga Critica

Figura 2.8 — Deslocamentos verticais maximos da viga em balanco.

Na Figura 2.8, nota-se que a curva linear no ponto inicial parte com a mesma
inclinacao da curva nao linear. Isso ocorre porque, na origem, a matriz de rigidez tangente ¢
igual a matriz de rigidez constitutiva do material. Também ¢ possivel observar o
comportamento assintotico da curva ndo linear, ao final do processo iterativo, revelando
proximidade da carga aplicada em relacdo a carga critica da estrutura. Por fim, verifica-se boa
aproximagao do modelo de portico descrito em MEF, nesta se¢do, em relagdo aos modelos de

elementos finitos descritos em softwares comerciais.

2.8  EXEMPLO 3 — ANALISE NUMERICA NAO LINEAR DE UM EDIFiCIO

Um exemplo numérico de um edificio foi simulado com comportamento
geometricamente ndo linear. A estrutura simulada, mostrada na

Figura 2.9, apresenta 6 (seis) pavimentos, constituidos de 4 (quatro) pilares verticais

e 4 (quatro) vigas horizontais por pavimento. A fundagdo do edificio ¢ considerada
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perfeitamente rigida, sem movimentos quaisquer de translacdo e rotagdo. As vigas apresentam
secdo transversal retangular com altura de 40 cm e largura de 20 cm e os pilares do edificio tém
secdo transversal quadrada com lados de 25 cm. O pé-direito de 3 m foi adotado para cada
pavimento tipo € o mddulo de elasticidade do concreto foi considerado para todos os elementos
da estrutura com E = 2,5 - 107 kPa (Figura 2.9).

O edificio foi analisado sob forgas laterais na direcdo do eixo cartesiano X e sob
forgas verticais na direcao do eixo cartesiano Z, conforme mostrado na

Figura 2.9. A maxima carga P considerada neste estudo ¢ 3.500 kN.

0,1P
4

No 1

Figura 2.9 — Modelo geométrico do edificio com pilares indicados em azul e vigas indicadas
em vermelho.
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Os deslocamentos horizontais ao longo do eixo coordenado X do N6 1 sdo
mostrados na Figura 2.10. A tolerancia admitida pelo critério de Newton-Raphson foi de 10 3.
4.000
3.500
3.000
2.500

2.000

P (kN)

1.500
1.000
500

0
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50

Deslocamento Vertical (m)

—@— Analise Ndo Linear Analise Linear Carga Critica

Figura 2.10 — Deslocamentos horizontais do N6 1 na dire¢do X.

Na Figura 2.10, percebe-se que a matriz de rigidez constitutiva da curva linear ¢
igual a matriz de rigidez tangente da curva nao linear na origem. Também ha tendéncia de
comportamento assintotico da curva nao linear, indicando perda de rigidez da estrutura e
proximidade da carga aplicada em relacdo a carga critica Pcr = 3.730 kN. O valor da carga

critica foi determinado a partir de analises no software comercial SAP2000°.
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3

DESCRICAO VISCOELASTICA

3.1 ELEMENTOS BASICOS DA VISCOELASTICIDADE

As equacdes constitutivas dos materiais possibilitam descrever o desempenho
aproximado de cada um deles. Os modelos mateméticos fenomenolégicos desenvolvidos para
se mapear o comportamento viscoelastico de um material resultam da combinagao de elementos
mecanicos basicos que exibem apenas o comportamento elastico ou apenas o comportamento

viscoso. Esses elementos sdo idealizados, respectivamente, por molas e amortecedores.

3.1.1 ELEMENTO ELASTICO GENERALIZADO

No elemento elastico generalizado, um corpo, ao ser solicitado por uma carga
externa, sofrera deformacdes imediatas, que permanecem constantes enquanto durar o
carregamento. A caracteristica principal desse elemento ¢ o aparecimento de deformacgdes
imediatas e reversiveis; ou seja: surgem simultaneamente com as tensdes e desaparecem com o
descarregamento. Diz-se que o material possui a propriedade da elasticidade linear quando ha
proporcionalidade entre as tensdes e deformacgodes.

A relagdo constitutiva para o comportamento eldstico linear ¢ expressa pela Lei de

Hooke generalizada, conforme a Equagdo (3.1):

0, = c}}”elm (3.1)

m

sendo g;; o tensor de tensdes, €, 0 tensor de deformagdes e Cil]- = C;jim a matriz constitutiva

elastica. A matriz constitutiva eldstica pode ser escrita, na forma indicial ou em notagdo

matricial, para os casos de materiais isotrépicos, conforme indicado na Equacao (3.2):

CI* = Cijim = A 8j. S + 1. (835 Gjom + Sim- 61) (3.2)
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A+2u A pl 0 0 0]
A A+2u A 0 0 O

cm—c | 2 A A+2¢ 0 0 0

ij ijlm 0 0 0 2# 0 0
0 0 0 0 2u 0
0 0 0 0 0 2ul

em que os termos A e u sdo as constantes de Lamé, expressas por:

_ VE
T (a+v).(1-2v)
(3.3)
E
p=G6= 2(1+v)

sendo os termos E, G e v, respectivamente, iguais ao modulo de elasticidade longitudinal, ao
modulo de elasticidade ao cisalhamento e ao coeficiente de Poisson.
A Equagdo (3.1) ainda pode ser reescrita em temos da matriz constitutiva eléstica

normalizada pelo médulo de elasticidade longitudinal, C_'il}n, a saber:

0, = Eégne,m (3.4)
Im_

em que C[*=EC]]".

A representagdo reologica unidimensional do elemento eléstico € caracterizada por

uma mola, com moddulo de elasticidade longitudinal (E), conforme apresentado na Figura 3.1:

 Q
~

Figura 3.1 — Modelo unidimensional do elemento eléstico

O modelo reologico elastico caracteriza-se por apresentar deformagdes e tensdes

que ndo variam com o tempo (Figura 3.2):
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Co

(a) Relagao deformacgao x tempo. (b) Relagao tensao x tempo.

Figura 3.2 — Molas sujeitas aos fendmenos de fluéncia e de relaxagao.

3.1.2 ELEMENTO VISCOSO GENERALIZADO
O modelo viscoso ¢ comumente observado em fluidos, mas alguns s6lidos também
podem apresentar a mesma caracteristica (BIRD et al., 1987). A relacdo constitutiva para o

comportamento viscoso ¢ descrita pela Equacao (3.5):

— L, im-
Gij = N;j €m 3.5)
sendo 0;; o tensor de tensdes, &, a taxa de deformagéo e r]f;n = 1;jim @ matriz viscosa.

A matriz viscosa pode ser escrita em notacdo indicial ou em notag¢do matricial, para

o caso de materiais isotropicos, conforme indicado na Equagao (3.6):

it = Nijim = 624 8ij Sum + - - (84 Sjm + Sim- 61) (3.6)
26, + 218, A6, 26, 00 o
A8, 26, + 2u6), 26, 00 0
m_. _| 40 26 26, + 26, 0 0 0
771] - Thjlm - 0 0 0 2#9# 0 0
0 0 0 0 2/16‘# 0
0 0 0 0 0 2ub,)

em que 6, e 6, sdo coeficientes representativos da viscosidade do material. Esses podem ser

determinados com base nos resultados de teste de tragdo uniaxial e teste de cisalhamento
(CODA e MESQUITA, 2007). Os termos A e u sdo as constantes de Lamé, expressas na
Equagdo (3.3).
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Segundo Mesquita (2002), na grande maioria dos materiais, a matriz viscosa pode
ser apresentada de forma mais simples, dependendo apenas de um tnico pardmetro viscoso.
Nesse caso, tem-se que y = 6, = 6, ¢, consequentemente, a Equagdo (3.6) torna-se mais

simples, a saber:

07" = y[A 81 O + 1 (84 Sjm + Sim- 8)| = ¥CI" (3.7)

em que Cil]’-" corresponde a matriz constitutiva eldstica, conforme mostrado na Equacao (3.2).
A calibragdo adequada do parametro y torna o modelo preciso e facilita a descri¢ao
do material em MEC. Quando essa hipotese ndo ¢ valida, as formulagdes em MEC requerem
integrais de convolugdo (LEONEL, 2009).
Nessas condigdes, a expressao (3.5) pode ser reescrita em fungdo das deformacgdes

elasticas e das taxas de deformagdes, conforme a Equacgao (3.8):

oij =Y. Cil]’-". Eim (3.8)

A Equagdo (3.8) ainda pode ser reescrita em temos da matriz constitutiva eléstica

normalizada pelo moédulo de elasticidade longitudinal, C}™

ij »asaber:
0y =v.E.C"eim (3.9)
em que C[*=EC]]".

A representagao unidimensional do elemento viscoso ocorre por meio de um

amortecedor, com coeficiente de viscosidade (1), conforme mostrado na Figura 3.3:

Figura 3.3 - Representagdo unidimensional do elemento viscoso.
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Nos casos em que ocorre tensdo constante (o), a taxa de deformagdo ¢ também
constante; portanto, a deformacdo cresce, linearmente, com o tempo. A Figura 3.4 ilustra o
comportamento do material viscoso, demonstrando que a tensdo seria diretamente proporcional

a taxa de deformac¢ao do material.

1€ G

(a) Relagao deformagao x tempo. (b) Relacao tensao x tempo.

Figura 3.4 — Amortecedores sujeitos aos fenomenos de fluéncia e de relaxagao.

Por ocasido do descarregamento — ou seja: quando a tensdo torna-se nula —, g,=0
~ P , . de -
em t = t;, a taxa de deformacao também ¢ nula, € = == 0 —; portanto, a deformacao torna-

se constante; logo, irreversivel.

3.2  MODELOS REOLOGICOS UNIDIRECIONAIS
Um corpo, ao ser solicitado, responde com deformagdes que dependem da
natureza do material de que ¢ feito e da magnitude das tensdes internas. Estabelecer a relagdo
tensdo-deformacdo ¢ tarefa que, na maioria das vezes, enseja varios erros, devido a
complexidade do comportamento do material e a variabilidade da solicitagao.
Descrevem-se, a seguir, alguns modelos reoldgicos compostos desenvolvidos para

se simular o comportamento viscoeldstico de alguns materiais.

3.2.1 MODELO DE MAXWELL

O modelo de Maxwell ¢ um dos mais simples para andlise do comportamento
reologico de materiais. O modelo unidimensional ¢ um arranjo composto por uma mola em
série com um amortecedor (Figura 3.5). A deformagdo do modelo ¢ dada pela soma das
deformacdes na mola e no amortecedor. A mola apresenta mdédulo de elasticidade E e o

amortecedor tem coeficiente de viscosidade 7. O equilibrio do sistema requer que a tensao seja
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igual nos elementos mola e amortecedor. Trata-se de um modelo mais adequado para se

descrever o comportamento de fluidos:

(o} %/VVV\ > O

o N— 1

A

Figura 3.5 — Modelo de Maxwell.

A partir desse modelo, a deformacao total ¢ obtida pela soma das deformacgdes
elasticas e viscosas, na mola e no amortecedor. A relagdo constitutiva para modelos

unidimensionais ¢ apresentada na Equacao (3.10):

e=¢° +¢v (3.10)

em que &, €€ e €V correspondem, respectivamente, as deformagdes total, elastica ¢ viscosa.
A igualdade das tensdes nos dois elementos, mola e amortecedor, ¢ verificada.
Assim, a tensdo total ¢ equivalente a tensdo elastica que, também, ¢ igual a tensao viscosa; ou

seja: tem-se a Equacdo (3.11):

o=0%=a" (3.11)

sendo g, 0¢ = E€® e 0¥ = neV as respectivas as tensoes total, elastica e viscosa.
Pela forma como a tensdo se relaciona com a mola € o amortecedor, nota-se a

impossibilidade de se realizar a soma direta indicada na Equac¢ao (3.10). Contudo, sabe-se que:

§=¢g€ +¢gv
& o (3.12)

=2 +2
E 7

. ~ . do do
Para o problema particular de tensdo constante, ¢ = gy, tem-se 6 = — = —

=0,
dt dt

0 que resulta em € = % = ;—; A solugdo da equagdo diferencial (3.12), para esse caso, resulta

na Equagdo (3.13), tendo-se € = g, em t = 0. Esse problema descreve o fenomeno de fluéncia

no modelo de Maxwell:
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£=£0+%t=%+%t (3.13)

Para o problema de deformacdo constante, € = &,, a equagdo diferencial (3.12)
pode ser resolvida para obtencdo da tensdao em fun¢ao do tempo. Admitindo-se 0 = g5 = E¢,
em t = 0, encontra-se a expressao a seguir, que descreve o fenomeno de relaxagdo no modelo

de Maxwell:
o = Egge~Ft/n (3.14)
Alternativamente, a expressao (3.14) pode ser reescrita da seguinte forma:

t
¢ = Eeo e (3.15)

em que Ag = s representa o tempo de relaxagao do modelo de Maxwell.

A relagdo gréfica obtida para a deformagdo ao longo do tempo, mantendo-se a
tensdo constante, no modelo de Maxwell, ¢ apresentada na Figura 3.6(a). Na Figura 3.6(b),
mostra-se a relagao de tensao em fun¢ao do tempo, mantendo-se a deformacao constante. Essas
duas condigdes caracterizam, respectivamente, os fendmenos de fluéncia e relaxa¢ao no modelo

de Maxwell.

Deformagédo
Tensao

Tempo Tempo
(a) Relacdo deformacgao x tempo. (b) Relagao tensdo x tempo.

Figura 3.6 — Modelo de Maxwell sujeitos aos fendmenos de fluéncia e de relaxagao.
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O modelo de Maxwell ¢ capaz de representar deformagdes elasticas instantaneas e
de descrever, com razoavel precisdo, o fendomeno de relaxagdo; contudo, ndo apresenta,
corretamente, o comportamento de fluéncia, indicando somente uma resposta linear, o que nao
condiz com resultados de ensaios correspondentes (RABELO, 2015 e NAVARRO, 2017). A

principal aplicacdo do modelo de Maxwell ocorre na representacao de fluidos.

3.2.2 MODELO DE KELVIN-VOIGT
O modelo de Kelvin-Voigt unidimensional corresponde a um arranjo em paralelo
de uma mola com modulo de elasticidade E e de um amortecedor com coeficiente de

viscosidade n (Figura 3.7):

E
— A —

A
L

€

Figura 3.7 — Modelo unidimensional de Kelvin-Voigt.
Nesse modelo, ocorre a igualdade de deformagdes nos dois elementos, mola e
amortecedor. Assim, a deformagdo total ¢ equivalente a deformagdo elastica e igual a

deformacao viscosa; ou seja:
=&Y (3.16)
em que &, £° e €’ representam, respectivamente, as deformagdes total, elastica e viscosa.
A tensdo total ¢ obtida pela soma das tensdes elasticas e viscosas, que ocorrem,
respectivamente, na mola e no amortecedor, conforme descrito em (3.17):

o=0°+0" (3.17)

sendo g, 0 e g¥, respectivamente, as tensdes total, elstica e viscosa.
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As tensdes elasticas sdo proporcionais a deformagcio elastica, 0¢ = E¢®, enquanto
as tensdes viscosas sdo proporcionais a taxa de deformacdo; ou seja: ¢” = ne’. Por isso, a
expressao (3.17) pode ser reescrita, em temos de deformacgdes eldsticas e taxas de deformagao,
conforme a seguir:
o =FEe+né
(3.18)
Para o problema especifico de tensdo constante, o = g, a Equacao (3.18) pode ser

reescrita, conforme a equagao diferencial ndo homogénea (3.19):

o onete (3.19)

A solucao da Equagdo (3.19) ¢ apresentada na expressao a seguir, que descreve o

fenomeno de fluéncia no modelo de Kelvin-Voigt:

_ (o) —Et
e=p0-em) (3.20)

Alternativamente, a expressao (3.20) pode ser reescrita da seguinte forma:

-t 3.21
€= %(1 —e 4F) (3-21)

em que Ay = % representa o tempo de retardo do modelo de Kelvin-Voigt.

Para o problema de deformacgdo constante, € = &), a equacdo diferencial ndo
homogeénea (3.18) pode ser reescrita para descrever o fendmeno de relaxagdo no modelo de
Kelvin-Voigt, conforme a seguir:

o =Eg (3.22)

A relagdo grafica obtida para a deformagdo ao longo do tempo, mantendo-se a
tensao constante, no modelo de Kelvin-Voigt, ¢ apresentada na Figura 3.8(a). Na Figura 3.8(b),

mostra-se a relagao de tensdo em fun¢ao do tempo, mantendo-se a deformacao constante. Essas
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duas condig¢des caracterizam, respectivamente, os fenomenos de fluéncia e relaxacao no modelo

de Kelvin-Voigt.

Deformagdo
Tensdo

Tempo Tempo

(a) Relagao deformacgao x tempo. (b) Relagao tensao x tempo.

Figura 3.8 — Modelo de Kelvin-Voigt sujeito aos fendomenos de fluéncia e de relaxagao.

A Figura 3.8(a) e a Figura 3.8(b) revelam que o modelo de Kelvin-Voigt ndo ¢
capaz de simular as deformagdes elésticas instantaneas ou o fendmeno de relaxacdo dos

materiais.

3.2.3 MODELO DE BOLTZMANN

O modelo de unidimensional de Boltzmann ¢ um arranjo que envolve o modelo
viscoelastico de Kelvin-Voigt associado, em série, com um elemento eldstico, uma mola
(Figura 3.9). O modulo de elasticidade da mola € representado por E,, o modulo de elasticidade
do elemento viscoelastico ¢ indicado por E,, e o coeficiente de viscosidade do elemento

viscoelastico ¢ dado por 7.

B
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Figura 3.9 - Modelo unidimensional de Boltzmann.
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Para esse caso, a tensdo total ¢ dada pela igualdade de tensdes nos dois trechos,
elastico e viscoelastico, representados, respectivamente, por &, € €, na Figura 3.9. As relagcdes

reoldgicas associadas as tensoes sao:

o=0%=0" (3.23)

sendo g,0° e 0¥° as respectivas tensdes total, elastica e viscoelastica.

A deformacgdo total ¢ obtida pela soma das deformacdes elasticas e viscosas,
encontradas, respectivamente, na mola, trecho eldstico, e no conjunto mola-amortecedor, trecho
viscoelastico.

e = g€ 4 gve (324)

em que ¢, % €Y¢ representam, respectivamente, as deformacgdes total, elastica e viscoelastica.
As tensdes apresentadas na expressdo (3.23) ainda podem ser associadas as

deformagdes e a taxa de deformacao do modelo, conforme apresentado a seguir:

o0=0°=E,® (3.25)
¢ = E, &v® (3.26)
oV = neve (3.27)

L corresponde as tensdes elasticas referentes 4 mola em

Admitindo-se que ¢°
paralelo com o amortecedor; E, e E,, sdo iguais aos respectivos modulos de elasticidade dos
trechos elastico e viscoelastico.

As relagdes de tensdes no trecho viscoelastico permitem escrever a Equacao (3.28)

a seguir:

0=0" =0+ 0" =E,¢&" +nv° (3.28)

A partir de (3.24), as taxas de deformagdao podem relacionadas para ambos os

trechos do modelo de Boltzmann.
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g = g 4 gve (3.29)

sendo &, €€ e €V¢ as respectivas taxas de deformagdes total, elastica e viscoelastica.
Com base nas expressoes (3.23) e (3.25), ¢ possivel escrever a deformagao elastica

em termos da tensao total, a saber:

1 1 (3.30)

Explicitando-se as deformacgdes viscoelasticas na expressao (3.28), fazendo-se uso

da Equagdo (3.29), obtém-se:

1
cve — E_a_EL(é_ée) (3.31)
ve ve

Substituindo-se as expressdes de deformagdes elasticas e viscoelasticas
apresentadas em (3.30) e (3.31) na defini¢do das deformagdes totais em (3.24), obtém-se a

relagdo (3.32).

1] n
—|o—— (& —£°)
Eve

1
€= [E_e * E,. (3.32)

A expressdo (3.33) fornece a formulagdo reoldgica do modelo de Boltzmann em

termos da tensdo.

E Eye nk. . ] .
= + - 3.33
E,+E,,.  E,+Ey- E,+E," (3.33)

o

sendo ¢ a taxa de variagdo da tensdo total com o tempo ou a velocidade de tensdo total.
Para o problema particular de tensdo constante, 0 = g, a Equagdo (3.33) pode ser

utilizada para se obter a equacao diferencial ndo homogénea a seguir:
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Eo+Eye  Eye | (3.34)

A solucdo da equagdo diferencial (3.34) fornece a seguinte relacdo das
deformacdes em funcao do tempo, a qual representa o fendmeno de fluéncia nos modelos de

Boltzmann.

og E.+E _Eve E,+E
Ee EeEve EBEUB

Alternativamente, a expressao (3.35) pode ser reescrita da seguinte forma:

_ (o _ 90,7, %0 (3.36)
€_<€° ER>e "t E

Eo+E .
emque Ap = EL representa o tempo de retardo e Ex = ——= corresponde ao mddulo resultante

ve e~ve

do modelo de Boltzmann.
Para o problema de deformagdo constante, € = &y, a equacdo diferencial (3.33)

pode ser utilizada para se obter a equacao diferencial ndo homogénea a seguir:

Eefve e = E, J;Eve I (3.37)

A solugdo da equagdo diferencial (3.37) que rege o fendmeno de relaxacdo no

modelo de Boltzmann pode ser escrita conforme a seguir:

E.E,. ) _(EetBye), E, + E,, (3.38)
& e +—

= E —_—
g <e‘9° E, +E,, E,E,, O

Alternativamente, a expressao (3.38) pode ser reescrita da seguinte forma:

-t 3.39
0= (E,eqg — Eggg)e AR + Epe, ( )

Ee+

~ E
emque Ag = - J:’E representa o tempo de relaxagdo e Ex = E—"e corresponde ao

e ve e~ve

modulo resultante do modelo de Boltzmann.
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A relagdo grafica obtida para a deformagdo ao longo do tempo, mantendo-se a
tensdo constante, no modelo de Boltzmann, ¢ apresentada na Figura 3.10(a). Na Figura 3.10(b),
mostra-se a relagao de tensdo em fungao do tempo, mantendo-se a deformacao constante. Essas
duas condigdes caracterizam, respectivamente, os fendmenos de fluéncia e relaxa¢ao no modelo

de Boltzmann.

Deformagdo

Tensdo

Tempo Tempo

(a) Relagdo deformagdo x tempo. (b) Relagao tensdo x tempo.

Figura 3.10 — Modelo de Boltzmann sujeitos aos fenomenos de fluéncia e de relaxagao.

A Figura 3.10(a) e a Figura 3.10(b) revelam que o modelo de Boltzmann ¢ capaz
de simular as deformagdes elésticas instantdneas ou representar adequadamente os fendmenos

de fluéncia e relaxagao.

3.2.4 MODELO DE ZENER

O modelo de unidimensional de Zener ¢ um arranjo que envolve o modelo de
Maxwell associado, em paralelo, com um elemento elastico, uma mola (MOURA et al., 2011).
O modulo de elasticidade da mola ¢€ representado por E,, o modulo de elasticidade do elemento

viscoelastico ¢ indicado por E,,, € o coeficiente de viscosidade do elemento viscoelastico ¢ dado

por 7.

DS

Ee
A
o — ——>
Ee N
W=
Ere i

Figura 3.11 — Modelo unidimensional de Zener.
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A partir da Figura 3.11, observa-se que a tensao total ¢ dada pela soma das tensdes
nos dois trechos em paralelo, elastico e viscoelastico, representados, respectivamente, por &, €

Epe- As relagdes reoldgicas associadas as tensdes sao:
o=0°+0" (3.40)

em que g, g€ e ov®, representam, respectivamente, as tensoes totais, elasticas e viscoelasticas.

O equilibrio do trecho viscoelastico de Maxwell exige que a tensao viscoelastica,

ve

o, seja igual as tensdes elastica e viscosa, 0® e g¥, que sdo desenvolvidas no elemento

viscoelastico; ou seja:
o =g =g" (3.41)

A deformacdo total ¢ obtida pela igualdade das deformagdes eléasticas e
viscoelasticas, encontradas, respectivamente, na mola e no conjunto mola-amortecedor do

trecho viscoelastico:

=gt =¢g" =gl 4 ¢v (3.42)

sendo, ¢, €€, £v¢, £ e €7 as correspondentes deformagdes total, elastica, viscoelastica, elastica
do elemento viscoelastico e viscosa do elemento viscoeléstico, respectivamente.

A partir das equagdes (3.40) e (3.42), € possivel definir as tensdes e deformagdes
elasticas e viscosas por meio das seguintes relagoes:
0¢ =E,e® =E,¢ (3.43)

¢ = E,pe® (3.44)

= p&v (3.45)
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Relacionando-se a Equacdo (3.45) e as relagdes obtidas pela derivada no tempo das
equacdes (3.42) e (3.44), tem-se a equagdo que descreve a taxa de deformacao total do modelo

de Zener:

¢t o? (3.46)

Utilizando-se a relag@o (3.41) para se escrever a Equagdo (3.40) em termos de a” ,

pode-se considerar as equacdes (3.43) e (3.46) para se obter a seguinte expressao:

, del+1( - (3.47)
§=—+—(0—E.¢
Eve 1 ¢

Novamente, a Equacio (3.40) pode ser reescrita em termos de 0!, seguindo-se as
relacdes da Equagdo (3.41). Derivando-se e relacionando-se as equagdes (3.40), e (3.44) em

funcdo do tempo, pode-se manipular a Equacao (3.47) para se obter a seguinte relagao:

., (0—-E€) 1 (3.48)
E=———+—(0—E.¢
E. 77( e€)

Rearranjando-se os termos e isolando-se a tensdo total (), obtém-se a equacao que

descreve a relacdo reoldgica do modelo de Zener, qual seja:

NEve +E). n . (3.49)
————€&——0

oc=FE,s+
¢ Eve Eve

sendo ¢ a taxa de variagdo da tensdo total com o tempo ou a velocidade de tensdo total.
Para o problema particular de tensdo constante, 0 = g, a Equagdo (3.49) pode ser

utilizada para se obter a equagao diferencial ndo homogénea que rege o problema de fluéncia:

Eye _ EyE, . (3.50)
Oy = E+e¢
N(Eve + Ee) N(Eve + Ee)
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A solucdo da equagdo diferencial (3.50), que rege o fenomeno de fluéncia no

modelo de Zener, pode ser escrita desta forma:

Ee.Eye
e = (L _ @) TN(EetEre). + % (3.51)
E.+E, E, E

e

Alternativamente, a expressao (3.51) pode ser reescrita da seguinte forma:

0y 0o\ --- o0 3.52
g:(_o__())eaﬂr_o (3.52)
ER Ee Ee
N (EvetEe) .
emque Ap = — 5 representa o tempo de retardo e Ex = E, + E,,, corresponde ao modulo

resultante do modelo de Zener.
Para o problema de deformagdo constante, € = &3, a Equacdo (3.49) pode ser
utilizada para se obter esta equagdo diferencial ndo homogénea que rege o problema de

relaxacao:

EveE, Eye . (3.53)

A solucdo da Equagdo Diferencial (3.53), que rege o fenomeno de relaxagdo no

modelo de Zener, pode ser escrita conforme a seguir:

Eve

3.54
0= [(Ee + Eve)go - Eego]e N ' + E.& ( )

Alternativamente, a Equacao (3.54) pode ser reescrita da seguinte forma:

-t 3.55
o = [Erey — E.e0le AR + E, &, (3-55)

em que Az = 1 representa o tempo de relaxacdo e Er = E, + E,,, correspondente ao modulo

Eve

resultante do modelo de Zener.
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A relagdo grafica obtida para a deformagdo ao longo do tempo, mantendo-se a
tensdo constante, no modelo de Boltzmann ¢ apresentada na Figura 3.12(a). Na Figura 3.12(b),
mostra-se a relagao de tensdo em fungao do tempo, mantendo-se a deformacao constante. Essas
duas condigdes caracterizam, respectivamente, os fendmenos de fluéncia e relaxa¢ao no modelo

de Boltzmann.

Deformagdo

Tensdo

Tempo Tempo

(a) Relagdo deformagdo x tempo. (b) Relagao tensdo x tempo.

Figura 3.12 — Modelo de Boltzmann sujeitos aos fenomenos de fluéncia e de relaxacgao.

Analogamente ao modelo de Boltzmann, a Figura 3.12(a) e a Figura 3.12(b)
revelam que o modelo de Zener ¢ capaz de simular as deformagdes eldsticas instantaneas ou

representar, adequadamente, os fendmenos de fluéncia e relaxacao.

3.2.5 OUTROS MODELOS REOLOGICOS

Outros arranjos com combinac¢do em série ou em paralelo dos elementos molas e
amortecedores sdo propostos na literatura técnica, visando melhor representar os
comportamentos fisicos de determinados materiais. Citam-se os modelos de Jeffreys e Burgers,
além dos modelos generalizados de Maxwell-Wiechert, Kelvin-Voigt Modificado e Huet-
Sayegh Modificado, que pressupdem combinagdes mais amplas dos arranjos basicos de
Maxwell, Kelvin-Voigt, Boltzmann e Zener.

Uma descrigdo detalhada de outros modelos reoldgicos viscoelasticos pode ser

encontrada em Navarro (2017).
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3.3  MODELOS REOLOGICOS MULTIDIRECIONAIS

Os modelos viscoelasticos unidirecionais, apresentados na Se¢do 3.2, podem ser
aplicados no espacgo substituindo-se os modulos de elasticidade e os coeficientes de viscosidade
dos elementos mola e amortecedor pelas correspondentes relagdes constitutivas generalizadas
dos elementos elastico e viscoso, conforme mostrado na Sec¢do 3.1.

O modelo multidirecional de Maxwell ¢ apresentado na equagao a seguir, obtido a

partir da expressao (3.12).

eim = E(CI") 03y +VE(C) o (3.56)

em que n{f* = yC/* = yEC{]", conforme descrito na Se¢do 3.1.2.

O modelo multidirecional de Kelvin-Voigt ¢ descrito na seguinte relacdo, a partir

da expressao (3.18).

0ij = ECl"eim + YEC €lm (3.57)

sendo n}* = yC/* = yEC

il]’-", conforme descrito na Se¢do 3.1.2.

A ampliacao da Equacao (3.33) no espago fornece o modelo multidirecional de

Boltzmann, a saber:

EeEve

— )/Eve _.lm :
E, +E,

_ E.E _
Clepn +y ———=—Clely — ———=—CMg (3.58)
Im Ee+Eve ij “lm Ee+Eve ij “u

Oij ij

em que nf* = yCl* = yE, C[I"

ij » conforme descrito nas se¢des 3.1.2 ¢ 3.2.2.

Por fim, o modelo multidirecional de Zener segue as relagcdes apresentadas na

Equagao (3.49); ou seja:

0ij = EeC €pm + ¥ (Eve + E)C{J €l — Y0, (3.59)

cm que Uf;n = VCil]m =YVEyC

m

ij » conforme descrito nas se¢des 3.1.2 ¢ 3.2.1.
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3.4  CARACTERIZACAO DA FLUENCIA

O fendmeno de fluéncia refere-se a capacidade de um material deformar-se ao longo
do tempo, sob carga constante.

O tempo de retardo (Ar) € uma propriedade fisica dos materiais e esta relacionado
a taxa de deformacao inicial obtida nos ensaios de fluéncia (FINDLEY et al., 1989 ¢ BECHO,
2020). Esse tempo ¢ definido como o periodo necessario para a deformagao atingir o seu valor
maximo, sob um estado de tensdo constante, supondo-se que a taxa de deformacgao inicial seja
constante ao longo do tempo.

O tempo de retardo fornece uma estimativa do tempo requerido para o processo de
fluéncia se aproximar da conclusdo. Quanto menor o tempo de retardo, mais rapidamente ocorre
o processo de fluéncia e o material é dito menos viscoso (MARQUES e CREUS, 2012). A
representacao grafica do tempo de retardo e de outros parametros inerentes ao processo de

fluéncia ¢ ilustrado na Figura 3.13, a seguir:

Deformacao

Tempo

Figura 3.13 — Representacao grafica do processo de fluéncia e do tempo de retardo para o
comportamento reologico ideal dos materiais.

Na Tabela 3.1, apresentam-se os parametros de fluéncia indicados na Figura 3.13

para os modelos reoldgicos viscoelasticos apresentados neste trabalho.



Tabela 3.1 — Parametros de fluéncia para alguns modelos reoldgicos.
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Modelo € €r € Ap Equagdo
0Op
Maxwell z - 00 - (3.13)
Kelvin-Voigt 0 0,632ﬁ i 1 Y (3.20)
E E E
(oh)) Ee + Eve n
Boltzmann = €+ 0,632(e,, — € o == 3.36
Ee 0 ( 0) EeEye 0 Eve y ( )
r](EVE + Ee)
0y Op EyeEe
Zener —_— €y + 0,632(e,, — € - 3.52
Ee + Eve 0 ( 0) Ee _ )/(Eve + Ee) ( )
= E,

35 CARACTERIZACAO DA RELAXACAO

A relaxacdo em materiais diz respeito a capacidade de um material de sofrer com a

redugdo de tensdes internas no tempo, quando submetido a deformagdes constantes. Isso ocorre

devido ao rearranjo das estruturas atdmicas ou moleculares dentro do material, o que leva a

uma reducao nas tensdes residuais.

Analogamente ao tempo de retardo, o tempo de relaxagao (Az) € uma propriedade

dos materiais que corresponde ao tempo requerido para a tensdo atingir seu valor minimo,

cessado o processo de relaxacdo, supondo-se taxa de tensdo constante ao longo do tempo

(BECHO, 2020). Quanto menor o tempo de relaxagdo, mais rapidamente ocorre o processo de

relaxagdo e o material ¢ dito menos viscoso (MARQUES e CREUS, 2012). A representacao

grafica do tempo de relaxacdo e de outros parametros inerentes no processo de relaxagdo

conforma a Figura 3.14, a seguir.

Jp

Tensdo

Figura 3.14 — Representacdo grafica do processo de relaxacdo e do tempo de relaxagdo para o
comportamento reologico ideal dos materiais.
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Na Tabela 3.2, sdo apresentados os parametros de relaxagdo indicados na Figura

3.14 para os modelos reoldgicos viscoelasticos apresentados neste trabalho.

Tabela 3.2 — Parametros de fluéncia para alguns modelos reoldgicos.

Modelo oy op 0, Ag Equacdo
E 1
Maxwell Ee, 0,632E¢, 0 —== (3.15)
nv
Kelvin-Voigt Ee, Ee, Ee, = (3.22)
Yn
E,E, E,, + E
Boltzmann E.€q 0w + 0,632(0, — 0y) — ¢ v ¢ (3.39)
E, + By _ VE,
B °F 1By
n
—=Y (3.55)

Zener (E. + E,0)eo 0w +0,632(0, — 0y) E.€ B
ve
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4

FUNDAMENTOS DO METODO DOS ELEMENTOS DE

CONTORNO

4.1 INTRODUCAO

O M¢étodo dos Elementos de Contorno (MEC) ¢ uma ferramenta numérica que
permite a simulagdo de varios problemas da Mecanica do Continuo com boa precisdo e, em
muitas ocasidoes, sem a necessidade de discretizagdo de todo o dominio do problema.
Inicialmente, o método era conhecido como Método das Equagdes Integrais de Contorno,
porque os problemas eram resolvidos por meio de equagdes integrais sobre o contorno do
dominio. Posteriormente, Brebbia (1978) tratou esses problemas de forma mais conveniente e
o intitulou Método dos Elementos de Contorno, a partir do desenvolvimento do Método das
Equagdes Integrais de Contorno.

Na Elastostatica, uma das principais vantagens do MEC ¢ a sua capacidade de
descrever o comportamento de um corpo, no seu dominio, por meio da solu¢do de equagdes
integrais sobre o contorno. Essa caracteristica possibilita a redu¢ao da dimensionalidade da
malha que seria utilizada para a simulacdo dos problemas em uma unidade; ou seja: problemas
tridimensionais poderiam ser representados por meio de malhas bidimensionais, enquanto, os
problemas bidimensionais, por meio de malhas unidimensionais. Essa caracteristica torna esse
método atraente; especialmente, para a modelagem de problemas de dominios infinito e semi-
infinito (TELLES e BREBBIA, 1981; VENTURINI, 1983, BREBBIA et al., 1984, BREBBIA
e DOMINGUEZ, 1992, BECKER, 1992, CODA et al., 1997, BARBIRATO, 1991 ¢ 1999,
MENDONCA, 2002, HALL e OLIVETO, 2003; GALVIS et al., 2021; ¢ NARVAEZ e
USECHE, 2024).

Por outro lado, para se solucionar problemas do MEC, ¢ necessario obter a solucao
fundamental da equacao diferencial que rege o problema. A solugdo fundamental corresponde

a resposta da equacdo diferencial a uma fun¢do delta de Dirac. Essa solu¢do fundamental
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apresenta termos com singularidades que, se ndo tratados adequadamente, podem comprometer
a estabilidade da fung¢do numérica (SOUZA e CODA, 2005 e LEITE et al., 2021). Segundo
Becker (1992), embora a utilizagdo de solu¢des fundamentais possa ser interpretada como uma
desvantagem desse método, na verdade ela proporciona versatilidade e precisao.

A aplicagao do MEC de maior interesse, nesta pesquisa, diz respeito a modelagem
de dominios estendidos ao espaco semi-infinito para a simulagdo de solos. Nessas condicdes, a
discretizagdao do problema ¢ realizada apenas no contorno, uma vez que a solu¢ao fundamental
utilizada nesse método ja contempla a influéncia de dominios infinito ou semi-infinito. A maior
parte dos problemas em geomecanica tem extensa lista de referéncias com aplica¢cdes do MEC,
como apontam por Davies e Banerjee (1978), Witt (1984), e Ai et al. (2014; 2021 e 2022).

Neste capitulo, apresentam-se, sucintamente, os conceitos da FElastostatica, as
solucdes fundamentais para sélidos elasticos tridimensionais, as equagodes integrais que regem
o método, bem como os problemas de singularidades, os tipos de elementos e o algoritmo basico

para implementagdo do MEC.

4.2 RELACOES ELASTOSTATICAS
Da Teoria da Elasticidade, tem-se que o equilibrio estatico em um corpo sélido

paralelepipédico infinitesimal € expresso por:

Uij,j + bi =0 (41)

em que as componentes do tensor tensdo sdo representadas por o;; e b; representa as
componentes de forcas de corpo por unidade de volume. As derivadas espaciais sdo indicadas
pela virgula.

As forgas superficiais (tractions) atuantes em um plano qualquer de area unitaria

podem ser determinadas por meio da seguinte relagao:
p; = oj;n, (4.2)

em que n; representa os cossenos diretores normais ao plano da superficie e p; representa as
forgas de superficie (termo também conhecido como vetor das tensdes).
A equagao (4.3), a seguir, representa a lei generalizada de Hooke e relaciona tensdo

e deformacgao para um material elastico isotrdpico e que nao apresenta mudanga de temperatura:
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oij = Cl e 4.3)

sendo C l-l}” o tensor constitutivo de constantes elasticas, dado por

Ci* = 2.84j. 8um + 1. (8. Sjm + Sim- 851 #4)

em que os termos A e y sdo as constantes de Lamé, expressas por:

_ VE
T (1+v).(1-2v)

E
=G = 4.5
H G 2(1+v) ( )

O tensor de Cauchy representa as deformagdes no corpo infinitesimal, que podem
ser descritas, em termos de derivadas de deslocamentos, para pequenas deformacgdes, segundo

o tensor de deformagdes de Biot, conforme exposto a seguir:
1
e =5 (w) + ) (4.6)

Substituindo-se a Equacao (4.6) na Equacao (4.3), obtém-se as tensdes em termos
de gradientes de deslocamentos. Aplicando-se o resultado dessa operacdo na Equacao (4.1),

obtém-se a Equacdo de Navier, descrita na seguinte forma:

1

Ui n + Uy 5 + ;b] = (47)

1-—2v

Empregando-se a Equagdo (4.6) e a Equacao (4.3) e substituindo-se na Equacao

(4.2), as relagdes de forca de superficie sao dadas por:

2Gv

P =715 wim G(uy; + u)n (4.8)
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em que n; representa os cossenos diretores na dire¢do normal a superficie do corpo.

4.3  SOLUCOES FUNDAMENTAIS
4.3.1 DOMINIOS INFINITOS

Seja um corpo em estado de equilibrio no espago, x;, representado por
deslocamentos prescritos, com contorno I' e com dominio finito €. O estado de equilibrio desse
corpo ¢ representado pelo conjunto dos tensores de tensdo, deformacdo, deslocamentos,
carregamentos superficiais e forcas desse corpo, representados, respectivamente, por

0ij, €ij» Ui, p; € b;. Um dominio Q" com contorno I'* no infinito que contenha o corpo Q + T

J4

pode ser considerado, conforme apresentado na Figura 4.1. A regido genérica Q" +T" ¢

conhecida como a regido de Kelvin. O estado de equilibrio dessa nova regido ¢ denotado por

*
(0N

ij» €ij» Ui, D; » sujeita a uma forga de corpo b;.

r*

X3

Figura 4.1 - Regido genérica Q" + I'* contendo o corpo Q + I' com as mesmas propriedades
elasticas.
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A equacdo diferencial que rege o problema da Elastostatica (4.9) reescrita para a

regido genérica (1" + I'* ¢ dada conforme a expressdo matematica a seguir:

As forgas de corpo, b*;, da regido Q" + I'* podem ser reescritas, assumindo-se que
as componentes de b; correspondem a um vetor de forgas superficiais unitarias aplicadas em
um ponto § € *, para cada uma das trés diregdes ortogonais dadas pelos vetores unitarios e;.

Isso pode ser representado como:

bi = A(§, x)e; (4.10)

em que A(&, x) representa a fungdo delta de Dirac; ¢ é o ponto de carregamento singular,

também denominado de ponto fonte; e x € Q* ¢ denominado ponto campo.

A funcao delta de Dirac tem suas propriedades matematicas estudadas na Teoria de
Fun¢des Generalizadas e constitui ferramenta capaz de representar forcas concentradas na

Teoria da Elasticidade. A funcao delta de Dirac tem as seguintes propriedades:

A, x) =0 seé+x (a)
(4.11)
A€, x) =0 se§ =x (b)

Escrevendo-se a Equacdo (4.7) em termos das solugdes fundamentais e

substituindo-se a Equacgao (4.10), chega-se a seguinte equagao:

% A(f) x)ei _

1— 2y ki ¢ (+12)

*
Uj ke +

Alternativamente, se cada ponto de carregamento ¢ tomado como independente, os

deslocamentos e as for¢as com asterisco (*) podem ser escritos(as) da seguinte forma:
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w =u;(§,x)e; (4.13)

Fazendo-se e; = §y;. e, € substituindo-se a Equagdo (4.13) na Equagdo (4.12),

obtém-se a seguinte equacao diferencial:

1 % A(f, x)aki _

T—yiut g &19

*
Upei,jj +

Uma solucao da equagao diferencial (4.14) ¢ a solugdo fundamental de Kelvin, que,

para problemas tridimensionais, ¢ dada por:

ujj(§,x) = m{(3 — 46y + 1y} @.15)

A solugdo fundamental de Kelvin para problemas da elasticidade do estado plano

de deformagdo (EPD) ¢ dada por:

uj;(§,%) = 87r(1_——v)G{(3 — 4)In(r)8;; + 17} (4.16)

Derivando-se as equagoes (4.15) e (4.16), em relagdo a x;, obtém-se as deformagdes

&, em qualquer ponto causadas uma carga pontual unitéria aplicada em ¢ na diregdo i.

Aplicando-se cada resultado das deformacdes na Equacao (4.3), que descreve a lei generalizada
de Hooke, e, em seguida, relacionando-se a Equag¢ao (4.2), obtém-se as solu¢des fundamentais

para os problemas tridimensionais e de EPD, conforme se segue:

pi;(§,x) = dan(l— e

em que @ = 2,1; f = 3,2 para problemas tridimensionais e de EPD, respectivamente. Nota-
se, também, que r = r(&, x) representa a distincia entre o ponto de carregamento & (ponto
fonte) e o ponto campo x. Suas derivadas sao tomadas com referéncia as coordenadas de x =

X;, como indicado a seguir:
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1
r=(nn)?
1= x;(x) — x;(§) (4.18)
or T

n= dx;(x) T

As expressdes do estado plano de deformacgdes sdo validas, também, para o estado
plano de tensdes, se v for substituido por v =v/(1+v) e se E for substituido por E =
(1 — v)E, para o caso de materiais isotropicos.

A solucdo das equagdes diferenciais apresentadas neste capitulo ¢ chamada de

Solucao Fundamental de Kelvin.

4.3.2 DOMINIOS SEMI-INFINITOS

Uma segunda classe de solugdes fundamentais foi desenvolvida para utilizagdo
visando a solucao de problemas da elasticidade com dominio semi-infinito. Nesse caso, a regido
de Kelvin ¢ subdividida por um plano horizontal infinito T e a sua parte inferior é considerada
como * + I'*. Assim, a regido de interesse torna-se um meio semi-infinito, com a parte plana
de I'* sendo representada pela superficie ' . Supde-se, sempre, que esse meio inferior contém a
regido Q + I e o plano x; = 0 seja considerado como uma superficie de contorno T, que ¢, aqui,

considerada livre de forgas de superficie (Figura 4.2):
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ol
|
'

A

Figura 4.2 - Corpo (1 + I' localizado dentro do espago semi-infinito x; > 0.

A distribuicdo de tensdes devidas as cargas pontuais aplicadas dentro de um
semiplano isotropico foi apresentada por Melan (1932). A solucdo para o problema
tridimensional equivalente (Figura 4.3) foi dada por Mindlin (1936), que desenvolveu nao
apenas as tensdes, mas também os deslocamentos mobilizados por cargas concentradas que
atuam em um meio solido. A aplicacdo da solu¢ao fundamental de Mindlin no método dos

elementos de contorno foi tratada por Nakaguma (1979).



&3

x|

Figura 4.3 - Carga pontual unitaria dentro de um semiespago com P; = P, = P; = 1.

Com base no procedimento de Mindlin (1936), a solu¢do fundamental completa de
semiespago pode ser obtida pela superposicdo de 18 nucleos de deformacao, derivados da
solucao de Kelvin, sendo seis para cada um dos trés componentes de forga. A primeira solucao
singular empregada em cada direg¢do de carga ¢ a solu¢do Kelvin tnica, apresentada na Secdo
4.3.1. Todos os outros nucleos envolvem as coordenadas da imagem do ponto de carga em
relacdo a superficie T. Isso satisfaz a condigdo forca sobre a superficie livre do espago semi-

infinito. Portanto, essa classe de solucdes pode ser escrita como:

() =0F+0)F (4.19)

onde ( )¥ e ()¢ representam, respectivamente, a solugdo fundamental de Kelvin e a parte
complementar. A parte correspondente a solu¢do fundamental de Kelvin foi apresentada, na

Secdo 4.3.1, para duas e trés dimensdes. A parte complementar das solu¢des fundamentais para
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problemas tridimensionais de semiespaco sdo dadas pelas seguintes expressdes (BREBBIA et

al., 1984):

8(1-v)2—(3—-4v) (3—4v)R?—2cx 6cXR?
c
U = Kd{ R + R3 + R5 (a)
B—-4v)r; 4(1—-v)(1-2v) 6CXR,
o _ b
tz Kdrz{ R? RR+R) | RS ()
c L
U3 = guu (c)
B—-4v);, 4(1-v)(1—-2v) 6¢cxR;
c — _ d
a1 Kdrz{ R ' R(R+R) RS @
1 GB—-4v)rf 2cx 312
ugz = Kd {E + R3 + R3 1 - RZ
(e
JAa-vd-2vi (4.20)
R+ R, R(R + Ry)
3—4v 41 -v)(1-2v) 6cx
c __ — —
U3 = Kdrzrs{ R3 R(R + R, RS (H)
T3
u3; = Eu& (2)
U3, = U3 (h)
. 1 GB—-4v)ri 2cx 3r2
u33 = Kd E‘I’ R3 + R3 1 - RZ
(1)
N 4(1 —v)(1 - 2v) - r2
R+ R, R(R + Ry)
em que:
R = (R;R)'? (a)

421)
1 = x;(x) — x;(§) (b)



R; = x;(x) — x;(£") (c)
c=x,(6)=0 (d)
Xx=x,(x)=0 (e)

__ (H

Ka = 16m(1 —v)G

sendo (i = 1,2, 3).

As expressdes complementares para as estimativas das tensdes sao dadas por:

. (1-2v)r;, 33 —4v)XR? —3cR,(5x —c) 30cxR3
o111 = K; 3 - 5 - 7 (a)
R R R
1-2v 33 —4v)XR, —3c(3x+c¢) 30cxR?
Oip1 = Ksrz{ R RS T R7 (b)
. 1-2v 33 —4v)XxR, —3c(3x+c¢) 30cxR?
o131 = K13 R RS T R7 ()
(1-2v)(3r; —4VvR,)
0321 = Ks{ R3
3(3 — 4v)r?r, — 6¢R{[(1 — 2v)x — 2vc] (4.22)
— =
L (@
30cry xR,
——
4(1—v)(1-2v) ) T2 r2
R(R +R,) R(R+R,) R?
¢ _k 3(3—-4v)ny 4(1—1/)(1—21/)( 1 N 1)
0231 = AsToT3 RS RZ2(R +R,) R+R, R
()

30cxR,
—
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(1-2v)(3r;, —4VvR,)

C —
0331 = K {

R3

3(3 — 4v)rir, — 6¢R,[(1 — 2v)x — 2vc]

30crZxR,

R7

R5

40 -v)(a-2v) <

c —
o112 = Ks72 {_ R3

C —
o112 = K1 {— R3

c —_
O132 = Ksr2r3{

R(R +R,)

T3 r3
R(R+R,) RZ

1-2v 3(3—4v)R?

RS

R5

6¢c 5XR?
+ —(c +(1-2v)R, + R—j)}

1-2v 3(3-4v)R?

6c
&

R5

S%R?
(c +(1—2v)R, + %)}

3(3 — 4v)R,
R5

6c
RS

5xXR,
(1 —2v + R? )

(1-2v)6-4v) 33— )i

(o j—
0322 = Ksrz{

c —_
0732 = K13 {

R3 R>
4(1 —v)(1 - 2v) r?2(3R + R;)
R(R + R,)? R2(R + R,)
6¢ 5r2x
+F 3c—(3—-2v)R, + R2

1-2v 33 —4v)rf

R3

B 41 —-v)(1 - 2v)

R5

r#(3R + R,)

R(R + Ry)?

6cx
RS

(1

" RZ(R+R)

09

(2

(h)

(1)

G

(k)
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(1-2v)3-4v) 33- W)rs

c —_
033 = Ksrz{

R3 R>
4(1 —v)(1 - 2v) r2(3R + R;)
R(R + R,)? R2(R + R,)
6¢c 5r2x
+os|e— (- 2R +—5 l}

T3
c _ 3 ¢
0113 = - 0112
2

(o — C
0123 = 0132

¢k (1-2v)r;, 33 —4)r{R,
0133 = s R3 - RS
6c|_ 512XR,
—5 ¥R, — (1 —2v)ri — 2

(1-2v)(3—4v) 33 —4v)r}
R3 - FRS

c —_
0223 = Ksr3{

40 - -2v) r?(3R + R,)

R(R + R,)? " R2(R+R,)
6¢ 5rix
+os|e— (- 20R + =5 l}

1-2v 33 —4v)rf
R® RS

c —_
0233 = Ksrz{

4(1—-v)(1 - 2v) r2(3R + R,)
~ R(R+R,)? " R2(R+R,)

6cx 512
"B\ TR

)

(m)

(n)

(0)

(p)

(@
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(1-2v)(5-4v) 33- W)rs

c —_
0333 = Ksr3{

R3 RS

4(1—-v)(1-2v) r2(3R + R;)
" T R(R+R)? [ " RZ(R +Ry) ®)

6¢c 5r2x
—E[BC — (3—-2v)R, — 72 l}

em que:
1
S 8m(1-v) (4.23)

As forgas de superficie fundamentais podem ser calculadas a partir das formulagoes

de tensdo (4.22), conforme exposto a seguir:

As expressdes complementares ndo indicam singularidades para x; = 0; ou seja:
quando o ponto carregado estd localizado dentro de Q* (¢ > 0). Se o ponto fonte estiver na
superficie ['(c — 0), percebe-se que as expressdes complementares somadas as da solugdo de
Kelvin produzem a solucdo completa para o problema de Boussinesq-Cerruti (MINDLIN,
1936) em trés dimensdes.

Em Brebbia et al. (1984), ¢ apresentada parte complementar das solugdes
fundamentais para problemas de dominio semi-infinito bidimensional do estado plano de
tensdes e do estado plano de deformacdes. Neste trabalho, o enfoque ¢ dado a problemas

tridimensionais.

4.4 EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

As equagdes integrais do contorno podem ser obtidas a partir da técnica de residuos
ponderados, em que a funcdo ponderadora utilizada ¢ a solugdo fundamental, conforme
mostrado na Secao 4.3. Nesse contexto, aplicando-se a técnica dos residuos ponderados sobre

a equacao de equilibrio (4.1), tem-se a seguinte relagao:
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Conhecendo-se os deslocamentos e as for¢as de superficie que atuam em um corpo
Q1 de contorno I', contido por um dominio, Q* + I'*, a reciprocidade de Betti pode ser escrita

conforme apresentado a seguir:

f(o-ij'j + bl) u*kl- dl=0emQ (425)
Q

onde u*; indica a solu¢do fundamental, atuando em um ponto de um dominio infinito elastico
e homogéneo para o problema de Kelvin, conforme ja demonstrado na Se¢ao 4.3.
Aplicando-se a integracdo por partes e o Teorema da Divergéncia no primeiro termo

na expressao (4.25), obtém-se:

(2)
faij,j.u*ki dQ = f(o-ij'u*ki)'j - f Oij- W'k j A0
Q Q

e}

(4.26)
(b)
]Uij,i-u*ki dQ = _[ U k- 0. . AT — f 0pj. U ki, j A0
Q r &

Substituindo-se a Equacdo (4.26) na Equagdo (4.25), pode-se escrever a seguinte

relagdo:

fu*ki.aij.nj.dl"— fu*ki,j.al-j.dﬂ+ f u*ki.bj.dﬂ =0 (427)
r Q Q

sendo I' a variavel que define o contorno do corpo € n; a componente do vetor normal a

superficie.

Sabendo-se que ;. 1; = p;, que U'y; j = €7y;j, sendo £7y;; a solugdo fundamental

das deformacdes, obtém-se:

f u*ki.pi.dl" - f g*kl’j'o-ij'dﬂ + f u*klb]dQ =0 (428)
r Q Q

A partir da Equagdo (4.3), tem-se que 0;; = Cil}nelm = Cijim&m, assim:
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j u*ki.pi.dF — j- g*kij' Cijlmglm'dn + j- u*ki.b]-. dQu=0 (429)
r Q Q

As relagdes indicadas da Equacdo (4.30) permitem escrever o segundo termo da

Equagao (4.29) em funcao das solugdes fundamentais em nivel de tensdo ou de deformacao:

* _ * _ * _ *
€ kij- Cijim€im = 0 kim-€tm = 0 kim-Wym = 0 kij- Ui j (4.30)

A Equagdao (4.31) mostra a Equacdo (4.29) escrita em termos da tensdo

fundamental:

]u*ki.pi.d['— jO'*kij.ul"]'.dQ‘l‘ju*ki.b]’.dﬂ=0 (431)
r Q Q

Aplicando-se a integracdo por partes € o Teorema da Divergéncia na segunda

integral da Equacao (4.31), encontra-se:

]u*ki.pi.d['— ]a*kij.ui.n]-.d['+]J*ki‘j.ui.dﬂ
r r Q
(4.32)

Q

Deve-se observar que a correlacdo entre as equagdes (4.9) e (4.10) fornece o

seguinte:
o = —A x)e; (a)
0%ijj = —A(E, x) 6. ey (b) (4.33)

0 kijj = —A(E, x) 6y (c)
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em que A(¢,x) é o delta de Dirac, §y; ¢ o delta de Kronecker, ¢ ¢ x sdo, respectivamente, o
ponto de carregamento singular e o ponto campo, contidos no dominio (2, e e; € o vetor unitario
na direcdo i.

Aplicando-se a Equacgao (4.33)-(c) em (4.32) encontra-se:

(a)
fu*ki.pi.df— fa*kl]uln]dF+f—5klulA(f,x)dﬂ+fu*klb]d.Q
r r Q Q

=0 (4.34)

(b)
fu*ki.pi.df— fa*kl]uln]dF—fukA(f,x)d.Q+fu*klb]d.Q:O
r r Q Q

Substituindo-se 0";;.nj = py;" € aplicando-se as propriedades do delta de Dirac

para obter [, ;. A(E, x). dQ =, (§) em Q, tem-se:
w(©) = f U4 P dT — f p"up.dl + f U . by dQ) (4.35)
r r o)

A Equacdo (4.35) pode ser reescrita em fungdo dos indices i e j e das coordenadas

do pontos singular e campo (¢ e x), conforme se expde a seguir:

(&) = f (€, x)p, ()l (x) — f pi, (€ 0w, () dr (x) + f 5, (€, 0, (0)d2(x) (4.36)
r

r 0]

A Equacao (5.2) ¢ conhecida, na literatura técnica, como Identidade Somigliana
para Deslocamentos. Foi desenvolvida para a condi¢ao de ponto fonte, ¢, contido no dominio
0; ou seja: se £ & N — u;(§) = 0. Isso € necessario para atender aos requisitos da fungio
delta de Dirac. Na hipotese de o ponto fonte (&) estar contido no contorno I', é necessario adotar
procedimentos para remocao da singularidade pertencente ao contorno. Logo, a Equagao (4.36)

pode ser reescrita em fungdo de um coeficiente ¢;;, conforme a Equagao (4.37):
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%GWK8+fpmaﬂw@MH@

r (4.37)

= [ wis & om@dreo + [ wyE b o)

r o)

em que o coeficiente ¢;;(¢) admite valores nulos para ¢ forado 2 + I', igual a §;; para ¢ dentro
do 2 eigual a 0,5 para ¢ sobre trecho suave de I'. Para aplicagdes praticas, no entanto, o valor
de ¢;j($) , pode ser calculado indiretamente, aplicando-se a Equagdo (4.37) para representar os
movimentos de corpos rigidos.

Por fim, para problemas em que ndo ha influéncia da for¢a de corpo, a Equagao

(4.37) resume-se a:

¢ (u;(§) +fpf‘j(€,X)uj(X)dF(x) = f u;; (§,0)p;(x)drl (x) (4.38)

r r

As equagdes apresentadas neste capitulo sdo validas para problemas elésticos de
dominios fechados, abrangendo corpos finitos e infinitos (Solug¢do de Kelvin), bem como

dominios semi-infinitos (Solugdo de Mindlin).

4.5  CONSTRUCAO DO SISTEMA ALGEBRICO

Para a discretizagdo do problema regido pela Equacdo (4.38), o contorno I'" ¢
aproximado, empregando-se uma série de elementos. As coordenadas cartesianas [x] de pontos
localizados em cada elemento I} sdo expressas em termos de fungdes de interpolacdo [¥] e as

coordenadas nodais x™ do elemento pela relagdo de matriz:
[x] = [¥]" [x]™ (4.39)
em que [x] representa o vetor com as coordenadas xq, x, € X3 em problemas tridimensionais.

De maneira similar, deslocamentos e forcas de superficie no contorno sdo

aproximados sobre cada elemento por meio das fungdes de interpolagao:
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[u] = [®]"[u]" (a)

(4.40)
[p] = [®]"[p]" (b)

sendo que [u]™ e [p]™ contém os deslocamentos nodais e for¢as de superficie, respectivamente.

O sobrescrito m na Equagdo (4.39) refere-se ao numero de pontos de contorno
requeridos para se definir a geometria de cada elemento de contorno, enquanto o sobrescrito n
na Equacdo (4.40) refere-se ao numero de nds de contorno aos quais os valores nodais de
deslocamentos e forgas de superficie estdo associados.

Para o tratamento algébrico do problema, pode-se generalizar [u] como o vetor de

deslocamentos e [p] como o vetor de forgas de superficie, a saber:

[u] = |u2 (a)

(4.41)
D1

[p] = |P2 (b)
D3]

Adicionalmente, ¢ possivel definir as duas matrizes conforme estas expressdes:

u*
|
[ul]” = |uz1
Uzq

P11
[p]" = P21
P31

*
Uy

*
Uz2

*
Uz

*
P12

*
D22

*
P32

. -
Uy3
*
Uz3
*
Uz3]

.

P13
*

D23

*
P33

(a)

(4.42)

(b)

em que u;; € p;; sdo os deslocamentos e forgas de superficie na direcdo j devido a fora unitaria

no ponto em consideragdo, agindo na dire¢do i, conforme apresentado na Se¢ado 4.3.

A Equacao (4.38) pode ser escrita na forma matricial, conforme a seguir:

le][u] +f[P]*[u]dF = f[u]*[P]dF-
r

r

(4.43)
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Essa formulagao ¢ vélida para um ponto carregado no contorno em &. Note-se que
[p]* e [u]* s@o conhecidos e ¢ pode ser encontrado analiticamente ou a partir de condigdes
equilibrio do corpo rigido. As variaveis sao os valores de [u] e [p] sobre o contorno.

A Equacio (4.43) pode ser escrita na forma matricial, para cada um dos ndés em

consideracdo, conforme se expde a seguir:

_5111 iilz v hy f‘lr- Uy 911 Gz ... Y1 - G P2
hyy hyy o hy oo hyrl|us 921 G22 ... G20 - Gor {Pz}
G : I PO : i 4.44
hil hiZ hl'i Eir ul g:l1 g:l2 g:ii ng pl ( )
—ETI Flrz Eri h’TT‘ | ur 'grl g‘rZ gTi grr - pr
Portanto, a Equagao (4.44) pode ser escrita como:
[H][U] = [G][P] (4.45)
em que os termos da matriz H sdo dados por:
hij = hij + ¢; quando i = j (a)
~ (4.46)
hij = hij quando i # j (b)
As condig¢des de contorno, neste sistema, sao de dois tipos, a saber:
u; =u;em?rD (a)
o (4.47)
p: = p; emI; (b)

Se os deslocamentos sdo conhecidos, € possivel encontrar as forcas de superficie e
vice-versa. Isso implica que o sistema de equagdes (4.45) pode ser reordenado de tal forma que
todas as incognitas sejam escritas no lado esquerdo da equacdo, por meio do vetor [Y]. O

sistema algébrico correspondente ¢ dado por:

[A][Y] = [F] (4.48)
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Os coeficientes ¢; da Equagdo (4.46) podem ser obtidos, implicitamente, pela
considera¢dao de movimentos do corpo rigido em um corpo de contorno. Dessa maneira, tem-se
um deslocamento de corpo rigido unitdrio em qualquer direcdo. A Equagdo (4.48) torna-se,

entao:

[H][I]; = 0 (4.49)

sendo [I]; um vetor que define o deslocamento rigido unitario na dire¢do [. Assim, os termos

diagonais de [H] sdo dados, simplesmente, por:

hy = — z hij ) (4.50)

i*j

que significa que os coeficientes c; e h;; ndo precisam ser determinados explicitamente.

Uma vez resolvida a Equacao (4.48), as forgas e os deslocamentos ao longo de toda
a superficie do corpo tornam-se conhecidos. Posteriormente, ¢ possivel calcular as tensdes e os
deslocamentos em qualquer ponto interno ao dominio.

A Expressao (4.50) ¢ valida para um corpo finito ou infinito. No entanto, para
dominios infinitos ou semi-infinitos, um termo adicional deve ser acrescentado a equagdo
(BREBBIA et al., 1984). A Expressao (4.50) para dominios infinitos e semi-infinitos resulta

cm:

hy =6y — z hi; (4.51)

i#]

sendo 6;;=1. Essa equacdo se aplica aos termos diagonais de corpos sem contornos em vez de

Equagao (4.50).

4.6 ELEMENTOS
No MEC, todo o contorno do dominio ¢ dividido em elementos, que podem

apresentar aproximacao constante ou de ordem superior. Malhas com maior quantidade de nés
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tendem a apresentar resultados mais precisos, embora impliquem, também, maior esfor¢o
computacional.

Neste trabalho, utiliza-se o elemento triangular plano com aproximagao constante
ou com aproximagao linear. Elementos com aproximacao constante t€m um Uinico no6 funcional,
posicionado no centroide de sua area. Os elementos com aproximagdo linear permitem
aproximacdes melhores, uma vez que contabilizam trés n6s funcionais para aproximagao das
respostas (Figura 4.4). A geometria do elemento triangular plano ¢ definida a partir das
coordenadas cartesianas dos trés nos posicionados nos vértices, chamados, também, de nods

geométricos (Figura 4.4):

NOS GEOMETRICOS NOS GEOMETRICOS

L AN

NO FUNCIONAL

~V

NOS FUNCIONAIS

(a) Constantes (b) Lineares descontinuos

Figura 4.4 - Elementos triangulares.

A distancia d ¢ definida entre o vértice do tridngulo e o seu centroide. A posi¢ao do
n6 funcional em relacdo ao vértice mais proximo ¢ estabelecida a 0,425 d, neste trabalho.
Segundo Barbirato (1999), alguns testes foram processados, modificando-se a posi¢ao dos nds
funcionais em relacdo aos nds geométricos correspondentes. Os resultados mais precisos
ocorreram para o nd funcional localizado entre 0,350 d e 0,475 d do né geométrico mais
proximo.

O elemento triangular descrito ¢ bastante conhecido, uma vez que foi desenvolvido
para uso no MEF (COOK et al., 1989); as coordenadas obliquas (ou homogéneas) e as fungdes

interpoladoras para o MEC sdo praticamente as mesmas utilizadas no MEF.
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4.7  TRATAMENTO DE SINGULARIDADES NO PROCESSO DE INTEGRACAO

Qualquer método numérico pode enfrentar problemas de convergéncia, em algumas
ocasioes. Adotando-se o MEC, os problemas de convergéncia ocorrem, principalmente, devido
as singularidades presentes em termos da formulagdo desenvolvida a partir da solugdo
fundamental. Na literatura técnica, hd uma variedade de métodos indicados para o tratamento
das singularidades. Dentre varias obras que abordam esse tema, citam-se Barbirato (1999),

Souza e Coda (2005), Ribeiro (2009), Leite et al. (2021) e Barroso (2022).

4.7.1 INTEGRACAO NAO-SINGULAR

A integral ndo-singular ocorre quando o ponto fonte ndo pertence ao elemento a ser
integrado e quando o ponto fonte encontra-se distante desse elemento. Essa ¢ a forma de
integragdo mais simples do MEC porque, nessas circunstancias, nao ha problemas de
singularidades.

As componentes das matrizes H e G sdo obtidas por meio da integracdo numérica
sobre cada elemento do contorno. No caso do elemento triangular plano com aproximagdes
constante, linear ou quadratica, a integragdo ¢ numérica, realizada por meio da quadratura de
Hammer, a partir de fungdes das coordenadas homogéneas.

Neste trabalho, a integragdo de Hammer foi avaliada para aproximagdes com até 7

pontos de integracao.

4.7.2 INTEGRACAO QUASE-SINGULAR

A integral quase-singular ocorre quando o ponto fonte ndo pertence ao elemento a
ser integrado, mas ha proximidade entre eles. Nesses casos, o procedimento numérico de
integragdo por meio da quadratura de Hammer tem a sua precisao afetada pela distancia entre
o ponto fonte £ e o ponto campo X, ja que as funcdes envolvidas tendem a apresentar
singularidades, ou sdo quase-singulares.

Para solugdo desse tipo de problema, aplica-se a técnica de subdivisdo do elemento
a ser integrado. Com esse artificio, aumenta-se a efetividade do uso da quadratura de Hammer
para integrais regulares. Com essa subdivisao, ocorrem mudangas na escada do problema,
reduzindo-se os problemas de convergéncia.

No presente trabalho, leva-se em consideragdo a distancia do ponto fonte ao centro

do elemento j. Nos casos em que essa distancia ¢ inferior ao comprimento médio das arestas do
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proprio elemento j, a integragao ¢ feita com 25 subelementos do elemento j, conforme descrito
por Barbirato (1999).
Outros algoritmos destinados a subdivisao de elementos sao descritos por Almeida

(2003a), Souza e Coda (2005), Ribeiro (2009) e Barroso (2022).

4.7.3 INTEGRACAO SINGULAR

A integracdo singular ocorre quando o ponto fonte ¢ pertence ao proprio elemento
J. Nesses casos, a solucao de fundamental de Kelvin ¢ aplicada, analiticamente, para redugao
da dimensao do problema, transformando-se as integrais do dominio em integrais de contorno
do préprio elemento a ser integrado. Esse artificio reduz as singularidades do problema, porque
faz com que a distancias a serem consideradas sejam entre o ponto fonte ¢ e as arestas do
elemento j.

Apds esse tratamento analitico, as integrais de contorno sdo calculadas,
numericamente, por meio da quadratura de Gauss. Dadas as caracteristicas desse procedimento,
o método ¢ também conhecido como semianalitico.

Nesta pesquisa, o método descrito foi utilizado para o tratamento da integragao
singular no MEC, utilizando-se a quadratura de Gauss para polindmios com até 12 pontos de

integragao.

4.8 IMPLEMENTACAO DE CODIGO PARA O MEC ELASTICO TRIDIMENSIONAL

O algoritmo do MEC para problemas elasticos de sdlidos tridimensionais foi
inteiramente desenvolvido de maneira modular, em scripts, por meio do Matlab®, conforme
apresentado nos trabalhos Pimentel ef al. (2021) e Lanes e Greco (2022).

O codigo implementado possibilita a andlise do MEC, explorando-se o tipo de
solucdo fundamental (Kelvin ou Mindlin); o tipo de elemento triangular (constante ou linear
descontinuo) e a quantidade de pontos de integracdo numérica (Gauss ¢ Hammer).

Fornecidos os dados geométricos, as propriedades fisicas do contorno, bem como
os deslocamentos e as forgas superficiais prescritas, a rotina € processada e os dados de saida
podem ser avaliados graficamente no proprio ambiente do Matlab® ou ser exportados para
arquivos de texto.

Na Figura 4.5, apresenta-se o diagrama de atividade simplificado dos principais

modulos do algoritmo.
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Dados de entrada com
informacoes da
geometria, propriedades
fisicas e condicbes de
contorno da estrutura.

Salva arquivo com as
informacdes das
incognitas dos
vetores [U] ou [P].

Montagem dos vetores

[U] e [P], a partir das Solugdo do sistema

condigbes de contorno. [AL-[Y] = [F].
Montagem das matrizes
[G] e [H], a partir das Rearranjo da matriz
propriedades fisicas e q [A] e dos vetores [Y]
geomeétricas da e [Fl.
estrutura.

Figura 4.5 — Diagrama de atividades do c6digo implementado para o MEC elastico
tridimensional.

4.9 EXEMPLOS NUMERICOS

4.9.1 SOLIDO CRUCIFORME

O exemplo apresentado ¢ um sélido cruciforme tracionado, em suas extremidades,
com tensdo de 1,0 MPa. O problema pode ser enunciado como elemento solido elastico com
formato de cruz. A solu¢do fundamental de Kelvin foi aplicada para dominios finitos.
Utilizaram-se duas malhas diferentes: a primeira, menos refinada, com 176 elementos; e, a
segunda, mais refinada, com 704 elementos. Uma visao esquematica do problema e das malhas
utilizadas, gerada pelo proprio software, ¢ apresentada na Figura 4.6. O resultado considerado
para o célculo do erro relativo ¢ dado por Barbirato (1999), sendo o valor do deslocamento axial

méaximo igual a 2,16x107> m, em ambas as diregdes.
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0.5

. 1MPa 0.5 ~

E =21,0 GPa
v=0,3

1 MPa

Figura 4.6 — Esquema e malhas para a solu¢do do problema de sélido cruciforme tracionado.
As malhas utilizadas foram de 176 e 704 elementos, respectivamente.

Os resultados obtidos na andlise para o problema com elementos constantes estao
dispostos na Tabela 4.1 e mostram que se reduziu o erro relativo, com o aumento do nimero de

elementos.

Tabela 4.1 — Resultados para o problema do sélido cruciforme com elementos constantes.

o Deslocamento Erro relativo Tempo de
N2 de Elementos . N
axial (m) (%) processamento (s)
176 2,23x10-° -3,49 932
704 2,19x10-° -1,50 6.951

Os resultados obtidos na analise para o problema com elementos lineares estao

apresentados na Tabela 4.2:

Tabela 4.2 — Resultados para o problema do sélido cruciforme com elementos lineares.

o Deslocamento Erro relativo Tempo de
N2 de Elementos . N
axial (m) (%) processamento (s)
176 2,12x10-° 2,75 1.389
704 2,16x10-° 0,20 11.445

Ambos os resultados mostraram que o erro relativo se reduz com o aumento do
numero de elementos. Além disso, os deslocamentos obtidos a partir da malha composta por
elementos lineares descontinuos indicaram maior precisdo do que os deslocamentos obtidos a
partir da malha de elementos constantes. O processamento foi realizado em uma maquina

equipada com um processador Intel® Core™ i5 de 2,8 GHz e 16 GB de meméria RAM.
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4.9.1 PLANO HORIZONTAL CARREGADO

Esse exemplo ¢ um caso cléassico da solugdo de Mindlin apresentado em Barbirato
(1999). Consiste em um plano horizontal sujeito a um carregamento uniforme. A Figura 4.7
apresenta um esquema do problema resolvido, as malhas utilizadas e as propriedades fisicas

dos materiais.

q=956 Pa

V VWV WV VWV V VWV V V VYV
iy A]: Ly

Xa

E = 44,42 kPa
=0,3
% X1
9,15m Xz
78,30 m

Figura 4.7 — Esquema e malhas para a solu¢do do problema do plano horizontal carregado.
As malhas utilizadas foram de 8, 32 e 128 elementos respectivamente.

A Tabela 4.3 ¢ a Tabela 4.4 mostram os resultados encontrados e o erro relativo. O
deslocamento normal ao plano, em x5, na origem do sistema cartesiano, apresentado por

Barbirato (1999), é de 2,829 x 1072 m.

Tabela 4.3 — Problema do plano horizontal carregado com elementos constantes.

o Deslocamento Erro relativo Tempo de
N de Elementos . N
axial (m) (%) processamento (s)
8 2,687x10-2 -5,03 3
32 2,794x10-2 -1,23 49
128 2,823x10-2 -0,21 482

Tabela 4.4 — Problema do plano horizontal carregado com elementos lineares descontinuos

o Deslocamento Erro relativo Tempo de
N2 de Elementos . o
axial (m) (%) processamento (s)
8 2,821x102 -0,29 5
32 2,847x102 0,62 74

128 2,846x10~2 0,59 719
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O exemplo do plano horizontal carregado apresentou 6timos resultados, utilizando-
se tanto elementos constantes quanto elementos lineares descontinuos. O erro maximo
encontrado para a malha mais grosseira e o tipo de elemento mais simples foi de cerca de 5%.
O processamento foi realizado em uma méquina equipada com um processador Intel® Core™

15 de 2,8 GHz e 16 GB de memoéria RAM.
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S

FORMULACOES VISCOELASTICAS NO MEC

5.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Materiais com comportamento viscoelastico exibem propriedades tanto viscosas
quanto elasticas, quando submetidos a carregamentos constantes ou varidveis. A viscosidade
desses materiais varia com as mudangas de temperatura. Em temperatura ambiente, além dos
polimeros e Oleos, outros materiais utilizados na constru¢do civil podem apresentar
comportamento viscoelastico. Entre eles, estdo o solo € o concreto (VENTURINI, 1983;
OLIVEIRA e LEONEL, 2017).

Nos solos, os modelos viscoelasticos permitem a consideragdo da deformacgao
inicial e dos recalques por adensamento primdrio e adensamento secundario (GIBSON e LO,
1961, BARDEN, 1968). As respostas do material ao longo do tempo dependem,
essencialmente, da forma como o carregamento varia e do modelo matematico escolhido para
a sua idealizagao.

Este capitulo aborda a dedu¢do das formula¢des do Método dos Elementos de
Contorno em termos de materiais com comportamento viscoelastico para simulacao dos solos.
Essas formulagdes sao apresentadas por meio dos modelos Kelvin-Voigt, Boltzmann e Zener,
que possibilitam a representagdo de so6lidos (CODA e MESQUITA, 2007).

A partir da equagdo integral do contorno, os termos foram reescritos em funcao das
tensdes, das deformagdes e das suas correspondentes taxas de variacado com o tempo. Em todos

os modelos, utilizou-se um unico pardmetro viscoso; qual seja: 8; = 6, =y, conforme

descrito no Capitulo 3.

5.2 MODELO DE KELVIN-VOIGT
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5.2.1 REPRESENTACAO INTEGRAL
A partir da das equagdes (4.30) e (3.57), pode-se escrever a relagdo viscoelastica de

Kelvin-Voigt, conforme se expde a seguir:

0jj = EC_il}nelm + VEfil}nel'm = Cil}nﬂm + VCil}nEim (@)
b (5.1)
0" kim- €tm = € i Cif" €m + €51 V- Ci™ - €l ®)
Substituindo-se a Equacao (5.1) na Equacao (4.29), obtém-se:
fu,’gl-.pi.dl” —fs,’;ij.Cil}".slm an —fe,’gij.yCl-l}”.élm an + fu,";i.bl- a2 =0 (5.2)
r 0 0 0
Assim, sabendo-se que:
EeifYCI Eum = YOkumEm = YOkmmttum = YOiijili j (5.3)
a Equacao (5.2) pode ser reescrita como:
Jowapi dI — [ 0w ;AR —y [, o ; A2 + [ ug;b; d2 =0 (5.4)

Aplicando-se a integragdo por partes e o Teorema da Divergéncia na segunda e na

terceira integrais de (5.4), encontra-se:

Jowapi AT = [ ogymj wdl + [ o 0, dQ — 55
v [oormyi dI +y [ 0 0 d2 + [ ugb; d2 =0
Substituindo-se a relagdo oy;;n; = py; € a Equagdo (4.33)-(c), podem-se aplicar as

proprieades de delta de Dirac para se obter fQ U A&, x). dQ = ui (§) em Q, chegando-se a:

Cri (i (§) + yeri (Hw (§)

. . .. i (5.6)
= f“kipi dl' — fpkiul- dlr' — yfpkiui dlr' + f“kibi dfn
r r r o
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Por fim, para problemas em que ndo hé influéncia da for¢a de corpo, a Equacdo

(5.6) resume-se a:
(U +reu©Ou® = [ wap,dr = [ pdr -y [pndr - 67)
r r r

5.2.2 PROCEDIMENTOS DE INTEGRACAO

O procedimento de integracdo numérica do modelo de Kelvin-Voigt, descrito MEC,
¢ o mesmo apresentado na Secao 4.5. Portanto, ¢ possivel escrever a Equagao (5.7) de forma
matricial, andloga a descri¢do apresentada Equacao (4.43) para problemas elasticos. Logo, tem-

S¢:

[c][u] + [ [p"1[uldl +y[c][ul +v [ [p*][uldl =

J.. [wipldr

(5.8)

Essa formulagdo ¢ valida para um ponto de carga no contorno em ¢. Note-se que
[p*] e [u*] sdo conhecidos e ¢ podem ser encontrados analiticamente ou a partir de condigdes
equilibrio do corpo rigido. As variaveis sdo os valores de [u], [p] e [i] sobre o contorno
atuantes no n6é em um determinado tempo t.

A Equagdo (5.8) pode ser escrita, em termos das matrizes [H]e [G] e dos vetores

[Ule [P], conforme definido na Segdo 4.5, da seguinte forma:

[HI[U®] + y[HI[U®] = [6][P(®)] (5.9)

em que o vetor [U(t)] representa a taxa dos deslocamentos nodais no tempo t.

Para se executar a integracao temporal explicita, adotou-se aproximagao linear,
supondo-se que as taxas de deslocamento sdo obtidas a partir da diferenca entre o valor do
deslocamento no instante atual e o valor do deslocamento no instante imediatamente anterior,

dividido pelo intervalo de tempo entre esses dois instantes, conforme relagdo apresentada, a

seguir, para cada tempo do vetor [U (t)].
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) u(t,+1) —u(t
W(tnsy) = — () (5.10)
At
em que At = t,,41 — t,.
Aplicando-se a expressao de taxa de deslocamento, apresentada na Equagao (5.10),

encontra-se o seguinte sistema de equagoes:

[H][U (tn )] + 57 [HI{[U (6241 = [U()]} = [GI[P(tn41)] @)

(5.11)

(AU (tns1)] = [G[P(tnss)] + [F(to)] (b)

em que [H] = (1 +L) [H], [6] = [6le [F(t,)] = L[HI[U(t,)].
5.3 MODELO DE BOLTZMANN

5.3.1 REPRESENTACAO INTEGRAL

A metodologia para se encontrar as representagdes integrais ¢ basicamente a
mesma, exigindo-se um pouco mais de esfor¢o algébrico para se transformar todas as integrais
de dominio para o contorno.

A partir das equagoes (4.30) e (3.58), as relagdes constitutivas de Boltzmann sao

obtidas e podem ser aplicadas na Equag¢ao (4.29), obtendo-se o seguinte:

E,E,, f _ E,E,, i} 512
* oy dl — —2 7% o oCme 40— f “ Cmg 40 (5.12)
J;"ukl bi Ee+Eve Y skl] ij Eim yEe Eve Y gkl.] ij Eim
YEve . .
+m IQ Exij O'ijd.Q +IQ Ui b;d =0

admitindo-se que:
* ~lm ¥ im ¥ — X — ¥ 5.13
EkijECij €im = €kijCij €im = OkimEim = OkimUm = Okij Ui j (5.13)
e e
EkijOij = Uk, j0ij (5.14)

Substituindo-se a Equacado (5.13) no segundo termo da Equacgao ( 5.12) e a

Equacao ( 5.14) no quarto termo da Equagdo ( 5.12), tem-se:
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Eye (5.15)

E
u*-'p-dF——f Opij Uy ;A — y—— f gr Cime, dn
J; ki 't Ee+Eve 0 kij “i,j E E 0 kij ~ij <lm

e ve

+’/Eif u*--d--d!2+j up; byd =0
Ee+Eve 0 ki,j Y] 0 ki Yl

Aplicando-se integracdo por partes € Teorema da Divergéncia na segunda e na

quarta integrais da Equacao ( 5.15), encontra-se:

. Eye . N (5.16)
frukipidl’—m jrakijnjul-dl’—jﬂ aki‘jul-d.Q

ve * im -
f €xij Cij Eum dl)
0

+—)/E,,e f u*.d.-n-dl’—j Uy, 6;; ;A0 +] Uy; bid0
E,+ By | ), ki OijN; , ki Oij,j 0 ki =1

=0

Aplicando-se a Equagdo (4.33), levando-se em consideracdo as propriedades do
. .. . . « e L
delta de Dirac e as técnicas para integrais singulares, e fazendo-se oy;;n; = py; € 6;;n; = p;,

encontra-se:

E,+E, (5.17)

5 j u,*cipl-dl“—f Pri uidF—cij(f)ui(f)—yf Exij Cl-l}"élm dn
ve r r )

.. . E, +E, .
+vy f ukl-pdl”+f uy; b,d12 +—f Uuy; bid2 =0
r 0 Eve Jg

Fazendo-se uso da Equacao (4.33) para se descrever a solucdo fundamental em

formas de taxas, tem-se:

6ijj = ~bi (2)
(5.18)
Orijj = —A(E, x) Oy (b)
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em que b ¢ a taxa de variagdo das componentes de for¢as volumétricas em relagio
ao tempo, A(¢,x) € o delta de Dirac, §y; € o delta de Kronecker, ¢ e x sdo, respectivamente, o
ponto de carregamento singular € o ponto campo, contidos no dominio {2, e e; € o vetor unitario
na direcao i.

A terceira integral da Equagao (5.17) pode ser transformada em integral do

contorno, admitindo-se a validade das seguintes relagdes:
* im_.- _ % . % . _ * .
EkijYCij €m = YOkimEim = YOkimWim = VOxijUy, (5.19)

Substituindo-se a Equagao (5.19) na terceira integral da Equagao (5.17) e
aplicando-se as técnicas de integragdo por partes e o Teorema da Divergéncia, bem como
a Equacao (5.18)-(a), levando-se em consideracdo as propriedades do delta de Dirac e as

técnicas para integrais singulares, obtém-se:

. _ .. . _ (5.20)
j €rij Ci épm A2 =j Okijl,,; df =f P wdl + ¢ () (§)
0 0 r
Aplicando a Equacgao (5.20) na Equacao (5.17), tem-se:
;i (Ou; (&) +yeij () (§) (5.21)
_ Ee + Eve * * % .
=7 f | Y pidll — | P wdl' =y | p*pwdl
ve r r r

.. . E, +E, .
+yf ukl-pdl”+yf u,ﬂ-bld!)+—f uy; bid2 =0
r 0 Eve Jg

A Equacao (5.21) ¢ a representagao integral da formulagdo viscoelastica do MEC
que leva em consideragdo o modelo reologico de Boltzmann. As 17, 2% e 62 integrais e o termo
c;j(§) sdo as mesmas apresentadas na formulagdo elastostitica e podem ser determinadas
observando-se os mesmos principios. Note que a quarta e a quinta integrais sao responsaveis
pelo comportamento instantaneo; porém, essas podem contribuir para o comportamento

viscoso, caso haja variagdes com o tempo das forcas de superficie, p e/ou das forcas
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volumétricas b,. Para os problemas analisados, o peso proprio ndo varia no tempo; entao,

pode-se considerar b = 0 e, consequentemente, a quinta integral se anula. Logo:

;i (Ou; (&) +yeij () (§)

E.+E
=Zetive f wly pedl’ — j Pl wdl — v j p* ,dr
Eye r r r (5.22)

£ . Ee + Eve *
+yj ukipdf+—j Uy b;d2 =0
r Eve Jg

Rearranjando-se os termos, tem-se:

cij (Eui (&) + yeij () (§)

E9+E”ef * p.dll j * dr+Ee+E”ej * b.dN
Eye J, % Lo Ee J, ®7 (5.23)

+yf u,’zipdl”—yf Py, udl =0
r r

Por fim, para problemas em que nao ha influéncia da forca de corpo, a Equagao

(5.23) resume-se a:

¢ (Ou ) + f pi wdl + yey (O (©) + v f p* il

(5.24)
E,+Ey

E f uZiPidF‘FVf Wy pdl’
ve r r
5.3.2 PROCEDIMENTOS DE INTEGRACAO

Escrevendo-se a Equagdo (5.24) em temos de matrizes, tem-se:

_E,+Ey

o wlwlar +y | wsir - (5:29)

(el + [ [puldr + ylellul + y | [ptildr

r
Essa formulagdo ¢ valida para um ponto de carga no contorno em . Note que [p*]
e [u*] sdo conhecidos e ¢ podem ser encontrados analiticamente ou a partir de condi¢des

equilibrio do corpo rigido. As variaveis sdo os valores de [u], [p], [u] e [p] sobre o contorno.
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A Equacdo (4.44) pode ser escrita em termos das matrizes [H]e [G] e vetores

[Ule [P], conforme definidos na Se¢ao 4.5, desta forma:

. E, + E,, .
HIU (O] + Y HIU()] = 22 [G][P()] + YIG][P(0)] (5.26)

em que os vetores [U(t)] e [P(t)] representam, respectivamente, as taxas dos deslocamentos e
forgas superficiais nodais ao longo do tempo.

Visando executar a integracdo temporal de forma explicita, foram admitidas taxas
de deslocamento e de forcas superficiais a partir da diferenca entre o valor da taxa
correspondente no instante atual e o valor dessa mesma taxa no instante imediatamente anterior,
dividido pelo intervalo de tempo entre esses dois instantes, conforme relagdo apresentada, a

seguir, para cada tempo do vetor [U(t)] e [P(t)].

Wty = u(tn+1)At_ u(ty) (a)

(5.27)
. _ p(tn+1) - p(tn) (b)
p(tn+1) - At

em que At = t,,41 — t,.
Aplicando-se a expressao de taxa de deslocamento, apresentada na Equagao (5.10),

encontra-se o seguinte sistema de equagoes:

[HI[U (en)] + 15 HHIU ()] = (VD] (a)
_ E, + Epe |4
= = [P ()] + 57 [GHIP ()] = [P()]) (5.28)
[HI[U(tn+1)] = [GI[P(tn+)] + [F(ty)] (b)

em que [H] = (1+2) [H], [6]=(

ac et 1) 6] e [F(t)] = LIHIU(6)] - 3 [61P ()],

Eye At

54 MODELO DE ZENER
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5.4.1 REPRESENTACAO INTEGRAL

Analogamente aos modelos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann, ¢ possivel relacionar

a Equacdo (4.30) com a Equagao (3.59), obtendo-se o seguinte:

. . (Eve + E) , . i .
0" kim- €m = € kij- Cif " €um + V—veE =¥ kijCij €im — € kijY Oy, (5.29)
e

— ~lm
em que Cyjym = EcCjj

Substituindo-se a Equacdo (5.29) na Equagao (4.29), obtém-se:

ju ki-Pi-dl’ = f‘g kij-Cil}nglm-dQ—V%f & kijCi im- A2
e
F ’ ? (5.30)
+ f E*kiﬂ/(fu.dﬂ + f u*klb]dQ =0
Q Q

admitindo-se que:

o . o 5.31
€kijCij €m = OmEm = OkimWim = OkijUi,j 30

e
€kijOij = Uki,jOij (5.32)

Substituindo-se a Equacao (5.31) no segundo termo da Equacgdo (5.30) e a

Equacao (5.32) no quarto termo da Equagdo (5.30), tem-se:

. i (E,e + E,) . )
fu ki.pi.dl"— f akl-jui_j.dﬂ —y%f & kijCil]mSlm.d.Q
e
r “ “ (5.33)

Q Q

Aplicando-se integragdo por partes e Teorema da Divergéncia na segunda e

quarta integrais da Equacao (5.33), encontra-se:
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ju*ki.pi.d[‘—j ak*ijn]-ul-dl’+f O j Widf2
: r 0

E,, +E
_y(veE_e)j T (5.34)
e
Q

r 0
Q

Aplicando-se as relagdes apresentadas nas equagdes (4.33), (5.18)-(a) e (5.20) na
Equacdo (5.33), analogamente ao procedimento demostrado no Modelo de Boltzmann,

encontra-se:

. i (E,e + E,) .
fu ki-pi-dr_f Dki uidr—cij(f)ui(f)—]/—veE - f P Udl’
J r e r

(Eve-l_Ee)

—VE—eCij(f)ui(f)‘F Vlfr ul*ciﬁdr_j;z U bzdﬁl (5.35)

+ f u*ki.bj.dﬂ =0
Q

Para os problemas analisados, como o peso proprio nao varia no tempo; entao,

pode-se considerar b = 0 e, consequentemente, a quinta integral se anula. Logo:

(Eve + E)

Eye + E, .
E, Cij(f)ui(f)‘*‘}’(E—-:)fr P, war

¢y ©u(©) + f Pl wdl +7
(5.36)

=fu*ki.pi.dl"+ yf u;ipdl“+fu*ki.bj.dﬂ
r r Q

Por fim, para problemas em que nao ha influéncia da for¢ca de corpo, a Equagao

(5.36) resume-se a:
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E‘UE + Eg . E‘ue + Ee .
@@ + [ pig war +v P e @ 4y I [ e iar
r e e r
(5.37)
= f U yi-pi-dl + yf uy; pdr
r
5.4.2 PROCEDIMENTOS DE INTEGRACAO

Escrevendo-se a Equagdo (5.37) em temos de matrizes, tem-se:

* (Eve+Ee) M (Eve+Ee) * N
el + [ rIfadr +y == i)+ y = [ [p)ilar

d r (5.38)

- [wiwlar +v | wmlar
r r

Essa formulagdo ¢ valida para um ponto de carga no contorno em . Note que [p*]
e [u*] sdo conhecidos e [c] podem ser encontrados analiticamente ou a partir de condi¢des
equilibrio do corpo rigido. As variaveis sio os valores de [u], [p], [u] ¢ [p] sobre o contorno.

A Equagdo (4.44) pode ser escrita, em termos das matrizes H e G e dos vetores

U e P, conforme definidos na Se¢do 4.5, da seguinte maneira:

(Epe +E.) : .
[HI[U®] +y————[H]U®] = [6][P(O)] + Y [G][P ()] (5.39)

e

em que os vetores [U(t)] e [P(t)] representam, respectivamente, as taxas dos deslocamentos e
as forgas superficiais nodais ao longo do tempo.

Em conformidade com o Modelo de Boltzmann, para se executar a integracao
temporal explicita foram admitidas taxas de deslocamento e de forcas superficiais a partir da
diferenca entre o valor da taxa correspondente no instante atual e o valor dessa mesma taxa no
instante imediatamente anterior, dividido pelo intervalo de tempo entre esses dois instantes,
conforme relagio apresentada a seguir para cada tempo do vetor [U(t)] e [P(D)].

Matematicamente:
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U(tes) = u(tn+1)At_ u(ty) (a)
(5.40)

n+1) n b

B(tras) = p(t 1)At p(tn) (b)

em que At = t,, 41 — t,.

Aplicando-se a expressao de taxa de deslocamento, apresentada na Equagao (5.10),

encontra-se o seguinte sistema de equagoes:

001 + 2 2 (e - WD @
= [G11P (b)) + 2 [P (i) — [P (5.41)
[H][U (tn+1)] = [GI[P(tn+1)] + [F(tn)] (b)

em que [H] = (1+Z5<2) [H],[6] = (1 + %) [6le [F(ty)] = £ == [HI[U(t,)] -

= [GI[P ()]
5.5 IMPLEMENTACAO DE CODIGO PARA O MEC VISCOELASTICO

O algoritmo do MEC para problemas viscoelasticos foi inteiramente desenvolvido
de maneira modular, em scripts, por meio do Matlab®.

Além de todos os recursos apresentados na Secao 4.8, o cddigo computacional
possibilita analises do MEC para problemas viscoelasticos, segundo os modelos de Kelvin-
Voigt, Boltzmann ou Zener, fornecendo dados ao longo do tempo.

Na Figura 5.1, apresenta-se o diagrama de atividade simplificado dos principais

modulos desse algoritmo.
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Salva arquivo com as
informacoes das
incognitas dos
vetores [U] ou [P]
para cada instante de
tempo.

Dados de entrada com
informacoes da
geometria, propriedades
fisicas e condicOes de
contorno da estrutura.

Solucdo do sistema
[AL.[Y] = [F] para
cada instante de

tempo.

Montagem dos vetores
[U] e [P], a partir das
condigdes de contorno.

Montagem das matrizes : .

: Rearranjo da matriz

@] & [HL a partiricas [A] e dos vetores [Y]
propriedades fisicas e q

y i e [F] para cada
geomeétricas da , [F1p
st instante de tempo.

Figura 5.1 — Diagrama de atividades do codigo implementado para o MEC viscoelastico.

5.6 EXEMPLOS NUMERICOS

5.6.1 PLANO HORIZONTAL CARREGADO SOB FLUENCIA DE KELVIN-VOIGT

O mesmo exemplo do plano horizontal carregado, apresentado para o problema
elastico da Secao 4.9.1, ¢ avaliado por meio do Método dos Elementos de Contorno no Modelo
de Kelvin-Voigt. Admite-se malha de elementos lineares descontinuos com 8 elementos,
moédulo de elasticidade, E = 44,45 kPa, coeficientes de Poisson, v = 0,30, coeficiente
representativo de viscosidade, y=10 anos e geometria, conforme indicado na Figura 5.2. O
processamento foi realizado em uma maquina equipada com um processador Intel® Core™ i5

de 2,8 GHz ¢ 16 GB de memoéria RAM.
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Figura 5.2 — Problema do plano horizontal carregado com analise viscoeléstica de Kelvin-Voigt.
O deslocamento normal ao plano (U3) ao longo do eixo x3, na origem do sistema

cartesiano, foi avaliado, ao longo de 50 anos, para diversos periodos de tempo, a saber At = 0,1

anos, At =0,5 anos, At = 1,0 ano, At =5 anos e At = 10 anos (Figura 5.3).

Kelvin-Voigt
0,03
0,025
. 0,01787
= 0,02 /
m  fTmm=--
% 0,015
g 0.01 | Tempo de processamento no
5 ’ | MEC: 8s.
e |
o 0,005 |
e :/— 10
0
0 10 20 30 40 50
Tempo (anos)

@ Dt =0,1 anos @ Dt =0,5 anos «@-Dt=1,0 ano

Dt=5,0 anos ~—@®— Dt=10 anos — = = Resposta Elastica

Figura 5.3 — Deslocamento vertical U3 em func¢do do tempo por meio de Kelvin-Voigt na
origem do sistema cartesiano do plano horizontal carregado.
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Os resultados apresentados na Figura 5.3 mostram que o deslocamento
viscoeldstico, na dire¢do 3, tende para a resposta elastica u = 2,829 x 10~2 m para qualquer
valor do intervalo de tempo, At. Contudo, conforme a Equagdo (5.10), quanto maior At,
menores sdo as taxas de deslocamento u, tornando as curvas de deslocamentos pelo tempo
menos inclinadas. Quanto menor At, mais preciso torna-se a relagdo do deslocamento pelo
tempo.

Conforme apresentado na Sec¢ao 3.4, problemas com tensao constante ao longo do
tempo (0 = g;) sdo caracterizados como de fluéncia. Para esse tipo de problema, o tempo de
retardo (Ar) € uma propriedade fisica dos materiais que possibilita identificar a maior taxa de
deformacdo associada ao problema, uma vez que Ap esta relacionado a taxa de deformacgado
inicial dos ensaios de fluéncia (FINDLEY et al., 1989 ¢ BECHO, 2020).

A partir das relagdes apresentadas na Tabela 3.1, nota-se que, Ar =y = 10 anos.
Por outro lado, com base nessa mesma tabela, também se pode concluir que o deslocamento
viscoelastico associado ao tempo de retardo deve ser da ordem de ug = 0,632u, =
1,787 x 1072 m para o exemplo Plano Horizontal Carregado descrito no Modelo de Kelvin-
Voigt.

A Figura 5.3 revela que a curva que mais se aproxima da resposta esperada para o
comportamento viscoeldstico do Modelo de Kelvin-Voigt, na condicdo de fluéncia, ¢ a
correspondente a0 At = 0,1 anos, validando a hipotese de valores menores de At para os

problemas elésticos transientes.

5.6.2 PLANO HORIZONTAL CARREGADO SOB FLUENCIA DE BOLTZMANN

O mesmo exemplo do Plano Horizontal Carregado, apresentado nas se¢des 4.9.1 e
5.6.1, ¢ avaliado por meio do Método dos Elementos de Contorno, no Modelo de Boltzmann.
Admite-se malha de elementos lineares descontinuos com 8 elementos, mddulo de elasticidade,
E, = E,, = 44,45 kPa, coeficientes de Poisson, v = 0,30, coeficiente representativo de
viscosidade, y=10 anos e geometria, conforme indicado na Figura 5.2

O deslocamento normal ao plano (U3) ao longo do eixo x5, na origem do sistema
cartesiano, foi avaliado, ao longo de 50 anos, para diversos intervalos de tempo, a saber At =
0,1 ano, At= 0,5 ano, At =1 ano, At =5 anos e At = 10 anos (Figura 5.4). O processamento
foi realizado em uma méquina equipada com um processador Intel® Core™ i5 de 2,8 GHz e 16

GB de memoria RAM.
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Boltzmann
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Figura 5.4 — Deslocamento vertical U3 em funcao do tempo por meio de Boltzmann na
origem do sistema cartesiano do plano horizontal carregado.

Conforme mostrado na Figura 5.4, o Modelo de Boltzmann indica um agrupamento
da resposta eldstica imediata, no tempo inicial, e da resposta viscoelastica ao longo do tempo.
A resposta elastica condiz com a apresentada na Se¢do 4.9.1 e a viscoelastica ¢ a mesma
indicada no modelo de Kelvin-Voigt, Secdo 5.6.1.

Para o exemplo apresentado, o deslocamento viscoelastico, na direcao 3, tende para
a resposta elastica final ue, = 2x2,829 x 1072 m = 5,658x 10™2 m para qualquer valor do
intervalo de tempo, At. Analogamente ao Modelo de Kelvin-Voigt, quanto maior At, menores
sdo as taxas de deslocamento 1, tornando-se as curvas de deslocamentos pelo tempo menos
inclinadas na regido transiente. Quanto menor At, mais precisa se torna a relagdo do
deslocamento pelo tempo.

Conforme apresentado na Sec¢ao 3.4, problemas com tensao constante ao longo do
tempo (0 = gy) sdo caracterizados como de fluéncia. Para esse tipo de problema, o tempo de
retardo (Ar) € uma propriedade fisica dos materiais que possibilita identificar a maior taxa de
deformacao associada ao problema, uma vez que Ap esta relacionado a taxa de deformagao

inicial dos ensaios de fluéncia (FINDLEY et al., 1989 ¢ BECHO, 2020).
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A partir das relagdes apresentadas na Tabela 3.1, nota-se que, para o Modelo de
Boltzmann, Az = y = 10 anos. O deslocamento viscoelastico associado ao tempo de retardo
deve ser da ordem de ug = uy + 0,632u,, = 4,587 x 1072 m para o exemplo Plano Horizontal
Carregado descrito no Modelo de Boltzmann.

A Figura 5.4 revela que a curva que mais se aproxima da resposta esperada para o
comportamento viscoeldstico do Modelo de Boltzmann, na condicdo de fluéncia, ¢ a
correspondente ao At = 0,1 ano, validando a hipotese de valores menores de At para os

problemas elésticos transientes.

5.6.3 PLANO HORIZONTAL CARREGADO SOB FLUENCIA DE ZENER

Neste capitulo, o Plano Horizontal Carregado, apresentado nas se¢des 4.9.1, 5.6.1
e 5.6.2, ¢ avaliado por meio do Método dos Elementos de Contorno no Modelo de Zener.
Admite-se malha de elementos lineares descontinuos com 8 elementos, mddulo de elasticidade,
E, = E,, = 0,5 x 44,45 kPa, coeficientes de Poisson, v = 0,30, coeficiente representativo de
viscosidade, y=0,5 x 10 anos e conforme indicado na Figura 5.2.

O deslocamento normal ao plano (U3) ao longo do eixo x5, na origem do sistema
cartesiano, foi avaliado, ao longo de 50 anos, para diversos intervalos de tempo, a saber At =
0,1 ano, At=0,5 ano, At = 1,0 ano, At =5 anos e At = 10 anos (Figura 5.5). O processamento
foi realizado em uma maquina equipada com um processador Intel® Core™ i5 de 2,8 GHz e

16 GB de memoria RAM.
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Zener
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Figura 5.5 — Deslocamentos U3 em fun¢do do tempo por meio de Zener na origem do sistema
cartesiano do plano horizontal carregado.

Conforme mostrado na Figura 5.5, o Modelo de Zener indica um agrupamento da
resposta elastica imediata, no tempo inicial, e da resposta viscoelastica ao longo do tempo. A
resposta elastica condiz com a que foi apresentada na Se¢ao 4.9.1 e a resposta viscoelastica
segue os critérios do Modelo de Maxwell (Secao 3.2.1).

Para os parametros adotados, o deslocamento viscoelastico descrito pelo Modelo
de Zener, na direcdo 3, atinge a resposta eldstica final u, = 2x2,829x 1072 m =
5,658x 10™2 m para qualquer valor do intervalo de tempo, At. Analogamente aos modelos de
Kelvin-Voigt e de Boltzmann, quanto maior At, menores s3o as taxas de deslocamento 1,
tornando as curvas de deslocamentos pelo tempo menos inclinadas na regido transiente. Quanto
menor At, mais precisa torna-se a relagdo do deslocamento pelo tempo.

Conforme apresentado na Se¢do 3.4, problemas com tensdo constante ao longo do
tempo (0 = gy) sdo caracterizados como de fluéncia. Para esse tipo de problema, o tempo de
retardo (Ar) € uma propriedade fisica dos materiais que possibilita identificar a maior taxa de
deformacdo associada ao problema, uma vez que Ap esta relacionado a taxa de deformacgado
inicial dos ensaios de fluéncia (FINDLEY et al., 1989; MAINARDI e SPADA, 2011; BECHO,
2020).
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A partir das relagdes apresentadas na Tabela 3.1, nota-se que, para o Modelo de

Y(Epe+E . ;e .
Zener, Ap = % = 10 anos. O deslocamento viscoelastico associado ao tempo de retardo

e

deve ser igual ao obtido pelo Modelo de Boltzmann; ou seja: ugp = uy + 0,632u, =
4,587 x 10~? m.

A Figura 5.5 revela que a curva que mais se aproxima da resposta esperada para o
comportamento viscoeldstico do Modelo de Boltzmann, na condicdo de fluéncia, ¢ a
correspondente ao At= 0,1 ano, validando a hipotese de valores menores de At para os

problemas elasticos transientes.

5.6.4 PLANOS HORIZONTAIS CARREGADOS EM DATAS DISTINTAS

O problema tedrico apresentado neste capitulo € original e exemplifica duas areas
vizinhas carregadas em instantes distintos, simulando uma ampliagao planejada de um
determinado projeto. Visa-se, com isso, avaliar os deslocamentos verticais ocorridos nos pontos
P1 e P2 localizados, respectivamente, no centro dos planos 1 e 2. O Plano 1 esta submetido a
um carregamento superficial de 95,6 kPa no instante t = 0, enquanto, o Plano 2, carregado com
a mesma carga distribuida de 95,6 kPa a partir do instante t = 10 anos. Nao ha cenario de
descarregamento das areas.

A Figura 5.6 mostra a distancia entre os pontos P1 e P2 e a geometria das areas
planas carregadas. O processamento foi realizado em uma maquina equipada com um

processador Intel® Core™ i5 de 2,8 GHz e 16 GB de meméria RAM.
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Figura 5.6 — Planos horizontais carregados em datas distintas.

Admite-se 0 modelo viscoelastico de Boltzmann, malha de elementos lineares
descontinuos com 8 elementos, modulo de elasticidade, E, = E,,, = 44,45 kPa, coeficientes de
Poisson, v = 0,30 e coeficiente representativo de viscosidade, y=10 anos.

As evolugdes dos deslocamentos verticais nos pontos P1 e P2 estdo representadas
na Figura 5.7 e na Figura 5.8. Devido a continuidade do meio, conforme proposto na Solugao
de Mindlin, os carregamentos aplicados no Plano 1 causam deslocamentos em todo o meio,
tanto no Ponto P1 como no Ponto P2. O mesmo ocorre para carregamentos aplicados no Plano
2. Em razdo da simetria do problema, os deslocamentos verticais finais dos pontos P1 e P2 sdo

0s mesmos € atingem U, = 6,894 x 1072 m.
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Figura 5.7 — Deslocamentos verticais no Ponto P1 para carregamentos vizinhos aplicados em
datas distintas.
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Figura 5.8 — Deslocamentos verticais no Ponto P2 para carregamentos vizinhos aplicados em
datas distintas.
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6

ACOPLAMENTO ITERATIVO ENTRE MEF/MEC

6.1 INTRODUCAO

Existem varias técnicas propostas para o acoplamento entre elementos finitos e
elementos de contorno. Segundo Brebbia e Dominguez (1992), trés delas se destacam. A
primeira utiliza a solu¢do em MEF para estabelecer condi¢des de contorno do MEC. Essa
aproximagdo ¢ empirica; porém, muito utilizada, e produz resultados razoaveis. A principal
desvantagem dessa abordagem reside na impossibilidade de se avaliar as intera¢des entre os
subsistemas, uma vez que a parcela em MEC nao influencia na parcela em MEF, e vice-versa.
A segunda técnica, proposta por Singh (1988) e por Swoboda (1987), trata o dominio
discretizado em MEC com formulagdes semelhantes as formulagdes do MEF, sendo possivel
representar o problema acoplado do MEC e do MEF em um tUnico sistema de equagdes escrito
em MEF, por meio de condi¢des de equilibrio e compatibilidade. Em geral, essa metodologia
conduz a matrizes ndo simétricas no MEF. Matrizes simétricas sdo computacionalmente mais
efetivas, porque permitem o uso das técnicas de armazenamento em banda (MESQUITA,
2002). A terceira opg¢ao foi proposta por Brebbia e Georgiou (1979) e ¢ equivalente a segunda,
porque permite acoplar todo o problema em um tnico sistema de equagoes, escrito, porém, com
formula¢des do MEC.

A segunda e a terceira técnicas descritas sdo conhecidas, na literatura técnica, como
métodos de acoplamento direto (ou monolitico), porque resultam em um sistema Unico de
equagoes, estruturado com formulagdes do MEF ou do MEC. Numericamente, com elas se
alcancam os mesmos resultados. Utilizar uma ou outra depende, principalmente, do problema
no sentido de qual parcela ¢ dominante no problema em anélise; ou seja: elementos finitos ou
elementos de contorno. Em muitos trabalhos publicados, os algoritmos propostos sdo baseados
no acoplamento direto dos métodos, como se pode observar em Mesquita (2002), Almeida
(2003a), Almeida (2003b), Ribeiro et al. (2005), Silva et al. (2012), Reis (2014), Huang e Qian
(2024), e Azhir et al. (2024), entre outros.
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Entretanto, uma série de trabalhos também propde o uso de estratégias iterativas
para se realizar o acoplamento entre os dominios do MEC e do MEF. Essa alternativa é bastante
atraente, uma vez que essa técnica simples possibilita interagdo entre os sistemas MEC e MEF,
garantindo-se equilibrio e condigdes de compatibilidade desses sistemas.

O acoplamento direto do MEF com MEC para o estudo do adensamento dos solos
pode ndo ser conveniente, uma vez que as equagdes desses dois métodos precisariam ser escritas
em funcao do tempo. Além disso, os algoritmos baseados na técnica de separagao de variaveis,
usados para se integrar as equagdes de movimento no MEF, poderiam nao funcionar tdo bem
no MEC, como, por exemplo, o0 Método de Newmark. O uso de técnicas baseadas no Método
das Diferencas Finitas (MDF) poderia demandar intervalos de tempo muito pequenos,
aumentando muito o tempo de processamento dos modelos. Por outro lado, o acoplamento
iterativo do MEC com o MEF, proposto neste trabalho, demanda apenas a solugao do problema
estatico ndo-linear geométrico do MEF, eliminando a necessidade de discretizagdo temporal. A
separacdo das diferentes partes do problema mantém os sistemas de equagdes mais bem
condicionados. A proposito, muitos estudos foram publicadas sobre o uso de estratégias
iterativas, tais como os de Lin ef al. (1996), Soares Jr. ef al. (2005), Yan et al. (2006), Soares
Jr. et al. (2008), Warszawski et al. (2008) ¢ Godinho e Soares Jr. (2017).

6.2  ALGORITMO DE ACOPLAMENTO ITERATIVO

No presente trabalho, utilizou-se o acoplamento iterativo para se combinar MEC e
MEF nas andlises da ISE no tempo. Esse procedimento atende as condigdes de equilibrio e de
compatibilidade de deslocamentos do problema, possibilitando o estabelecimento de um
procedimento simples e efetivo para a analise da ISE em rotinas de escritorios de projetos.

Uma vez conhecidos os parametros viscoeldsticos da massa de solo, ¢ possivel
realizar a ISE no tempo, baseando-se no método de Chamecki (1956). A superestrutura &,
inicialmente, analisada como elastica linear com apoios indeslocéveis. A partir das reagdes de
apoio, calculam-se os recalques. Os recalques obtidos sdo impostos na superestrutura, obtendo-
se uma nova configuracao dos esfor¢os e, consequentemente, novas reacdes de apoio. Para as
novas reagdes, sao recalculados os recalques e, mais uma vez, sdo impostos na superestrutura.
Repete-se o processo até que haja convergéncia nos valores das reagdes de apoio ou dos
recalques. Alcangada a convergéncia, passa-se ao proximo instante de tempo. Essas etapas estao

organizadas considerando-se os seguintes passos:
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a) passo l: andlise da superestrutura a partir do MEF, considerando-se apoios

rigidos;

b) passo 2: com as reagdes concentradas obtidas no passo 1, obtém-se as reacdes
distribuidas por meio de tensdes na projecao das sapatas e os recalques do solo

no MEC;

c) passo 3: de posse das reagdes do MEF e dos deslocamentos do MEC,

encontrados no passo anterior, calcula-se o coeficiente de reacdo vertical;

d) passo 4: as vinculagdes anteriores da superestrutura sdo substituidas pelas molas

de Winkler, obtidas no passo 3, para nova analise em MEF;

€) passo 5: com os resultados da nova andlise, comparam-se as diferengas entre os

recalques fornecidos pelos modelos MEF e MEC; e

f) passo 6: caso a diferenca entre deslocamentos supere a tolerdncia do projeto,
retoma-se ao passo 3. Em caso contrério, passa-se ao proximo instante de tempo,

retomando-se ao passo 3 até o fim do processo iterativo.

O Apéndice A deste trabalho, apresenta revisdo bibliografica com relagdo ao
coeficiente de reacdo vertical, pelas hipoteses de Winkler, empregadas no passo “c” do
algoritmo de acoplamento iterativo.

A Figura 6.1 mostra o diagrama de atividade do algoritmo proposto para a analise

da Interagdo solo-estrutura, levando-se em consideracdo a influéncia do recalque no tempo.
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Figura 6.1 — Diagrama de atividade do algoritimo para a Interacdo Solo-Estrutura no tempo.
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6.3 ExXEMPLO DE UM EDIFiCIO

6.3.1 DESCRICAO DO PROBLEMA HIPOTETICO

Um problema comumente observado em regides da costa litoranea brasileira diz
respeito as edificagdes construidas sobre solos de argila mole em fundagao direta. Segundo Dias
(2010), entre 1940 e 1970, a cidade brasileira de Santos esteve em constante crescimento
imobiliario, tendo praticamente toda a sua orla ocupada por grandes construgdes. Seu solo
superficial € composto por uma camada de areia compacta, podendo atingir mais de 30 m de
profundidade, sobreposta a uma camada espessa de argila mole. Vérios edificios, com mais de
12 pavimentos, foram construidos sobre fundacdes rasas. Naquela época, as construtoras
alegavam que nao havia viabilidade técnica ou econdmica para o uso de fundagdes profundas
(TEIXEIRA, 1994). Como resultado, registros do histérico de monitoramento nesses edificios
indicam taxas de recalques de até 13 mm/ano (MAFFEI et al., 2003).

Outro ponto que merece destaque diz respeito aos critérios de paralizacdo em
ensaios de resisténcia a penetragdo em sondagens (SPT). A NBR 6484 (ABNT, 2020)
estabelece que, na auséncia de critério de paralisagdo especifico, as sondagens a percussao
podem ser interrompidas, se o indice de resisténcia a penetracdo (N) superar 25 golpes
consecutivamente para uma profundidade de 10 m. O avango da sondagem também pode ser
suspenso, se N atingir nimeros superiores a 30 e 35 golpes consecutivos nas profundidades de
8 e 6 m, respectivamente. A interpretagdao dos ensaios de sondagem deve ser realizada de forma
cuidadosa, tendo-se em vista a possibilidade de se encontrar solos moles abaixo de espessas
camadas de solos resistentes.

Neste capitulo, o problema analisado ¢ um exemplo hipotético, inspirado na
publicacdo de Cavalcanti et al. (2016). Foram realizadas simplificagdes na geometria da
estrutura do edificio e no perfil do solo apresentado pelos autores. Admite-se edificio de 19
pavimentos em concreto armado, com modulo de elasticidade E = 26 GPa, pé-direito de 3 m,
apoiado sobre fundacdo rasa (LANES et al., 2023). As geometrias do pavimento tipo e da
fundacao do edificio sdo mostrados, respectivamente, na Figura 6.2a e na Figura 6.2b,

apresentadas a seguir:
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Figura 6.2a — Pavimento tipo (cm).
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Figura 6.2 — Projeto do edificio.
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As lajes do edificio foram projetadas para suportar o peso proprio, de cerca de 8,7
kN/m?, a carga acidental média igual a 1,7 kN/m? e a carga permanente adicional de 8,4 kN/m?,
contemplando-se alvenarias e revestimentos. A agao do vento nao ¢ considerada neste estudo.

As propriedades geométricas das vigas e pilares estdo indicadas, respectivamente, na Tabela

6.1 e na Tabela 6.2, dispostas a seguir:

Tabela 6.1 — Geometria das vigas do edificio.

Estrutura Largura da segdo (cm) Altura da se¢do (cm)
V1=V2=V4=V5=V6=V7=V9=V10 35 80
V3=V8 50 110

Tabela 6.2 — Geometria dos pilares do edificio.

Largura da sec¢ao paralela ao Largura da se¢ao paralela
Estrutura : Eixo‘);((c:\) : ao Eixosl(cr':\)
P1=P6=P7=P14 50 95
P2=P3=P4=P5=P9=P10=P11=P12 80 95
P8=P13 80 150

A dimensao de cada sapata ¢ mostrada na Tabela 6.3:

Tabela 6.3 — Dimensao das sapatas do edificio.

Sapata S1=S6 S2=S5 S3=54 S7=S12 S8 =811 S9 =810

Dimensdes (m) 40x5,1 5,0x6,0 50x60 40x51 6,0x80 6,0x8,0
Altura da sapata (m) 1,20 1,40 1,40 1,20 1,75 1,75
Area em planta (m2) 20,4 30,0 30,0 20,4 48,0 48,0

As tensdes médias de trabalho em cada sapata, atuantes antes da ocorréncia do

adensamento, estabelecidas na condicao de apoios rigidos, sdo apresentadas na Tabela 6.4:

Tabela 6.4 — Pressao de contato média para condi¢ao de apoios rigidos.

Sapata S1==S6 S2=S5 S3 =S4 S7=S12 S8 =811 S9 =S10

Pressdes verticais médias (kPa) 332,0 356,0 337,0 360,0 385,0 357,0
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O perfil de sondagem, apresentado na Figura 6.3, ¢ representativo de toda a area do
edificio. Nota-se que ha uma espessa camada de argila mole, de baixa resisténcia, localizada a
cerca de 11 m de profundidade da cota de assentamento da sapata. Os parametros fisicos do
solo também estdo indicados nessa mesma figura. O nivel do lengol freatico aparece na cota
altimétrica -4,0 m e a camada de areia fina, superficial, com aproximadamente 2 m de espessura,
foi removida para a construcdo do edificio. A perspectiva do modelo ISE descrito ¢ mostrado

na Figura 6.4:
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