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Resumo

O presente trabalho investiga um procedimento numérico alternativo para a solução de
uma formulação exata baseada nos prinćıpios de Óptica Geométrica (GO) para a śıntese
de antenas duplo-refletoras offset e de lentes dielétricas sem simetria circular. A solu-
ção do problema de śıntese consiste em avaliar uma equação diferencial parcial não-linear
de segunda ordem do tipo Monge-Ampère como um problema de valor de contorno em
coordenadas complexas. Para isso, foram desenvolvidos algoritmos iterativos baseados
no método de Newton que utilizam superf́ıcies quádricas confocais com eixos desloca-
dos para representar localmente as superf́ıcies sintetizadas. Desta forma, as derivadas
parciais envolvidas na formulação podem ser expressas analiticamente. Para ilustrar o
método numérico, antenas duplo-refletoras offset foram sintetizadas para prover distri-
buição Gaussiana para a densidade de potência na abertura, em situações com fase uni-
forme e não-uniforme, e para contornos circular, eĺıptico e super-eĺıptico, a fim de gerar
diagramas de radiação com feixes modelados. As superf́ıcies sintetizadas foram posteri-
ormente interpoladas por pseudo-splines de quinta ordem e analisadas via aproximações
da Óptica F́ısica (PO) com correções das correntes de borda, considerando os sistemas
duplo-refletores offset operando em 11,725 GHz e 30 GHz. O algoritmo de śıntese conse-
guiu projetar duplo-refletores offset com eficiência de iluminação de até 86, 46% para uma
abertura circular uniforme. Visto a robustez da técnica de solução numérica empregada
na śıntese de duplo-refletores offset, o procedimento numérico foi posteriormente aplicado
para modelar lentes dielétricas sem simetria circular, visando controlar a largura de feixe
transmitido, bem como a densidade de potência na região de cobertura da lente. Para
isso, a formulação matemática exata, baseada nos prinćıpios da GO, foi desenvolvida para
o problema de śıntese de uma lente dielétrica sem simetria circular em coordenadas com-
plexas. As superf́ıcies das lentes foram posteriormente interpoladas por splines cúbicas
e analisadas por um método h́ıbrido clássico, combinando os prinćıpios da GO e da PO,
que calcula o diagrama de radiação em campo distante das lentes dielétricas modeladas,
operando em 30 GHz, 60 GHz e 120 GHz.

Palavras-chave

Antenas duplo-refletoras offset, lentes dielétricas, Óptica Geométrica, coordenadas com-
plexas, superf́ıcie quádrica confocal com eixo deslocado, equação de Monge-Ampère.



Abstract

This work investigates an alternative numerical procedure for the solution of an exact
formulation based on Geometrical Optics (GO) principles to the synthesis of offset dual re-
flector antennas and dielectric lenses without circular symmetry. The solution to synthesis
problem consists in to evaluate a second-order nonlinear partial differential equation of the
Monge-Ampère type as a boundary value problem in complex coordinates. For such, ite-
rative algorithms based on Newton method were developed, using axis-displaced confocal
quadrics to locally represent the synthesized surfaces, so that partial derivatives involved
in the formulation were analytically expressed. To illustrate the numerical method, offset
dual reflector antennas were synthesized to provide an aperture Gaussian power density
distribution with uniform and non-uniform phase distributions, within circular, elliptical
and super-elliptical contours, to yield radiation patterns with shaped beams. The synthe-
sized reflector surfaces were further interpolated by quintic pseudo-splines and analyzed
by Physical Optics (PO) with equivalent edge currents, at 11.725 GHz and 30 GHz. The
algorithm synthesized offset dual reflectors with illumination efficiency up to 86.46% for
a uniform circular aperture. Verified the robustness of the numerical technique employed
in the synthesis of dual offset reflectors, the procedure was further applied to design di-
electric lenses without circular symmetry, aiming to control beam width as well as the
power density in the coverage region of a lens. For this, an exact mathematical formula-
tion, based on GO principles, was developed for the synthesis problem of dielectric lenses
without circular symmetry in complex coordinates. The synthesized surfaces were further
interpolated by cubic splines and analyzed by a classical hybrid method, combining GO
and PO principles, to compute the far-field radiation patterns of the designed dielectric
lenses, at 30 GHz, 60 GHz and 120 GHz.

Keywords

Offset dual reflector antennas, dielectric lenses, Geometrical Optics, complex coordinates,
axis-displaced confocal quadrics, Monge-Ampère equation.
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Figura 3.22 Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso A.4. 99

Figura 3.23 Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da
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śıntese do caso B.3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111

Figura 3.39 Diagrama de radiação da superf́ıcie modelada no caso B.3. . . . . . 111

Figura 3.40 Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy do caso B.4.112

Figura 3.41 Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso B.4. 113

Figura 3.42 Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da
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śıntese. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 136

Figura 4.12 Diagrama de radiação da superf́ıcie modelada. . . . . . . . . . . . . 137

Figura 4.13 Direções de incidência da solução inicial no plano 1/η′. . . . . . . . 139

Figura 4.14 Direções de reflexão da solução inicial no plano xy. . . . . . . . . . 140
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Figura 5.5 Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso I-a. . 170
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Lηη Derivada de segunda ordem de L(η) em relação à η
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σ Parâmetro que define o formato da super-elipse

Γ[L] Operador não-linear

Γj,k[L] Valor do operador não-linear no ponto j, k da grade polar

Γc Valor do operador Γ[L] sobre um ponto do contorno
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θt Ângulo de transmissão
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Uniforme na Abertura . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

3.6 Densidade de Potência Refletida na Abertura . . . . . . . . . . . . . . . . 80
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Caṕıtulo 1

Introdução

De acordo com Balanis [1], uma antena é definida como um dispositivo para a

radiação ou a recepção de ondas de rádio. Nos avançados sistemas de comunicação sem

fio (wireless), além da recepção e transmissão de energia, é usualmente exigido que a

antena otimize ou reforce a energia de radiação em determinadas direções e que a suprima

em outras. Uma antena ideal é aquela que radiará, em uma direção ou direções desejadas,

toda a potência a ela fornecida pelo transmissor. No entanto, esse desempenho ideal

jamais pode ser obtido na prática, mas um desempenho próximo deste pode ser alcançado.

Existem diversos tipos de antena, e cada uma tem uma forma geométrica diferente de

modo a atingir as caracteŕısticas de radiação desejadas para a aplicação pretendida.

Antenas do tipo refletoras têm sido usadas desde a descoberta da propagação de

ondas eletromagnéticas por Hertz em 1888. Entretanto, a arte de analisar e projetar

refletores de diversas formas geométricas não progrediu até a época da Segunda Guerra

Mundial, quando foram desenvolvidas numerosas aplicações de radar. A subsequente

demanda por refletores para uso em radioastronomia, comunicação em micro-ondas e

rastreamento por satélites resultou em um espetacular progresso e desenvolvimento de

sofisticadas técnicas anaĺıticas e experimentais para a modelagem de superf́ıcies refletoras

e otimização da iluminação de suas aberturas para maximizar o seu ganho [1].

As antenas refletoras assumem diversas configurações geométricas. Um exemplo

comum é o refletor parabólico. Uma outra posśıvel geometria de antenas refletoras são as

antenas refletoras offset, que podem ter um único refletor ou ser duplo-refletoras [2], [3],

[4]. A principal vantagem desta configuração assimétrica é evitar o bloqueio da abertura

[2], conforme ilustrado nas Figuras 1.1 e 1.2. As geometrias assimétricas representam

um grande avanço comparadas às geometrias simétricas, pois evitam espalhamento ele-

tromagnético causado pelo alimentador ou subrefletor e suas respectivas estruturas de

sustentação, minimizando os ńıveis dos lóbulos laterais e aumentando a eficiência do sis-

tema. Assim, essas antenas modeladas podem ser empregadas para fornecer uma cober-

22







Caṕıtulo 1. Introdução 25

definido através da projeção estereográfica de uma esfera de raio unitário sobre um plano

complexo [18]. Com esse novo formalismo é mostrado que, para o mapeamento entre

um raio incidente e refletido, pode ser utilizada qualquer transformação anaĺıtica, em

particular, uma transformação anaĺıtica conformal nos casos onde a distorção é uniforme.

Com a notação de [17], [19] apresenta a relação entre a distribuição de fase e den-

sidade de potência proveniente de uma fonte pontual no plano de abertura, considerando

sistemas refletores offset com um único refletor e com dois refletores. Ainda em [19], é

demonstrado que, para os sistemas duplo-refletores, ambas as distribuições de fase e den-

sidade de potência podem ser obtidas no plano de abertura sem as aproximações feitas

em [20] e [21]. Além disso, verifica-se que a transformação da densidade de potência em

um tubo de raios também é representada por uma equação do tipo Monge-Ampère. Par-

ticularizando a solução para o caso de simetria axial, duas equações diferenciais ordinárias

são obtidas e avaliadas com as mesmas condições iniciais assumidas em [22].

Já no trabalho [23], Westcott e Brickel utilizam coordenadas complexas e demons-

tram que a equação diferencial parcial não-linear de primeira ordem numericamente ava-

liada em [24] pode ser resolvida analiticamente. Também, demonstra-se que para o caso

de fase uniforme na abertura, o sistema deve ter necessariamente um plano de simetria

para se obter a condição de polarização cruzada nula. Em [25], o problema de polarização

cruzada nula é novamente examinado e conclui-se que, em prinćıpio, a modelagem pode

compensar não somente a assimetria dos refletores, mas também assimetrias provenientes

do diagrama de radiação do alimentador.

Utilizando a formulação proposta em [19], em [26] o problema de śıntese de antenas

duplo-refletoras offset é particularizado para uma abertura circular com fase uniforme. A

formulação matemática exata é apresentada, e novamente uma equação diferencial par-

cial do tipo Monge-Ampère é avaliada utilizando uma adaptação da técnica desenvolvida

para sistemas com um único refletor [13]. Como solução, um conjunto de funções reais

associadas ao refletor principal é obtido. A solução mais apropriada é feita pela escolha

de uma constante que define a distância do centro do sistema de coordenadas ao ponto

central do refletor. Em [27], a formulação é particularizada para sistemas duplo-refletores

com fase uniforme e abertura eĺıptica.

Um aspecto bastante controverso e pouco significativo para o projeto de antenas

refletoras offset modeladas é a existência de solução para a equação de Monge-Ampère e a

unicidade dessa solução. É bem verdade que ainda não foi provado matematicamente que

a solução exista para uma abertura com geometria arbitrária [2]. Entretanto, diversos

trabalhos, entre eles [28], [29] e [30], demonstraram através de resultados numéricos a

existência de solução para vários contornos de abertura. Em [31], além da tradicional

abertura circular, diversos outros tipos de abertura com geometrias eĺıpticas e modeladas
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foram amplamente estudados e sintetizados com sucesso. Para validação do método,

resultados de análise difrativa foram apresentados para as antenas sintetizadas. Com

relação à unicidade da solução, de fato não se pode garantir que ao mudar a condição

inicial do problema ter-se-á a mesma resposta inicialmente obtida.

Em [32], Caffarelii e Oliker estabeleceram a existência de soluções fracas para a

equação de Monge-Ampère sob certos termos. Em [33], utilizando uma abordagem similar

à proposta em [32], um novo método de śıntese rigoroso é apresentado para sistemas offset

com um único refletor. A técnica utiliza uma coleção de elipsóides confocais para compor

a superf́ıcie refletora sintetizada. Para a solução do mapeamento, é desenvolvido um algo-

ritmo iterativo para solução do problema de redistribuição de energia, na forma integral,

de cada uma das elipses que compõem a superf́ıcie em vez de avaliar a equação diferencial

de Monge-Ampère numericamente. Outra abordagem alternativa para a śıntese geomé-

trica de sistemas duplo-refletores é explorada em [34] e [35] onde a redistribuição de energia

é formulada e resolvida como um problema de transferência de Monge-Kantorovich.

Apesar da śıntese rigorosa de antenas refletoras offset baseada na equação de

Monge-Ampère ter sido amplamente estudada durante quase duas décadas [12], [31], o

problema de aumento exponencial do erro de discretização na região central das grades

polares ainda é um dos inconvenientes do método. Segundo [31], este erro ocorre em vir-

tude do procedimento numérico empregado ser baseado em diferenças finitas, levando a

erros de truncamento nas derivadas parciais de primeira e segunda ordem que são propor-

cionais a 1/ρ e 1/ρ2, respectivamente, onde ρ é o raio da grade polar. Como consequência,

o erro na distribuição de fase e amplitude na região central da grade é maior do que nas

bordas.

Recentemente, [2] avaliou o problema da śıntese rigorosa de antenas refletoras offset

utilizando coordenadas complexas, assim como em [17]. No entanto, ao contrário de

[26] que adota um procedimento numérico iterativo em que aproximações baseadas em

diferenças finitas são aplicadas a uma forma linearizada de um operador diferencial, [2]

utiliza superf́ıcies quádricas confocais com eixos deslocados para representar localmente

a superf́ıcie refletora sintetizada a fim de reduzir o erro de discretização das derivadas

parciais discutido em [31], uma vez que se tem a expressão anaĺıtica exata para a função

de mapeamento local e suas derivadas, sendo necessário apenas determinar os parâmetros

que definem cada quádrica. Para ilustrar o método, [2] apresenta antenas modeladas

com um único refletor para prover diagramas de radiação Gaussianos em contornos de

cobertura circular, eĺıptico e super-eĺıptico.
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1.2 Lentes Dielétricas

O uso de uma lente dielétrica como parte de uma antena é tão antigo quanto

a demonstração da existência das ondas eletromagnéticas por Hertz. Em 1888, Oliver

Logde usou uma lente dielétrica em seu experimento de comprimento de onda de 1 m. No

entanto, assim, como as antenas refletoras, a pesquisa sobre antenas lentes não progrediu

até a Segunda Guerra Mundial. As lentes eram usadas para transformar o diagrama de

radiação de uma fonte primária em um padrão de radiação de alto ganho, para aplicações

com feixe fixo ou de varredura. Mas naquela época, as lentes foram substitúıdas pelas

antenas refletoras, menos volumosas e mais leves nas faixas de micro-ondas [36].

Com o avanço da tecnologia nas últimas décadas, em particular na tecnologia de

circuitos de ondas milimétricas e submilimétricas, o interesse por antenas lentes foi reno-

vado, visto que o tamanho das lentes torna-se aceitável nessas frequências. Atualmente,

as lentes têm sido exploradas em diversas aplicações, como por exemplo, para imagens

[37], comunicação sem fio indoor [38], sistemas de radar [39], espectroscopia temporal [40],

radioastronomia [41], comunicações via satélite [42], entre outras.

As lentes podem ser usadas para modificar a fase ou a amplitude (ou ambas) do

padrão de radiação de um alimentador primário, a fim de transformá-lo em um padrão de

radiação de sáıda especificado. Nesse sentido, as lentes são equivalentes aos refletores. No

entanto, em vez da reflexão, o prinćıpio de operação da lente é baseado na refração das

ondas eletromagnéticas nas superf́ıcies da lente (no caso de lentes homogêneas isotrópicas)

ou no material dielétrico da lente no caso de lentes de ı́ndice de refração não uniforme.

Uma principal vantagem das lentes sobre os refletores é que a alimentação e sua es-

trutura de suporte não bloqueiam a abertura da antena. Esse recurso de retroalimentação

foi essencial para o desenvolvimento do conceito de lente integrada de onda milimétrica

e submilimétrica, onde a base da lente é posicionada diretamente em contato com a ali-

mentação (vide Fig. 1.3) para produzir um padrão de radiação diretivo de feixe único ou

de feixe múltiplo. A estrutura da lente integrada é muito flex́ıvel e permite obter especi-

ficações exigentes de padrões de radiação de sáıda, enquanto várias camadas podem ser

adicionadas, por exemplo, para aumentar os graus de liberdade do projeto, mantendo uma

estrutura compacta. Isso contrasta com os sistemas multi-refletores, onde os problemas

de bloqueio forçam grandes estruturas complexas [36].

Além disso, as lentes dielétricas convencionais são relativamente baratas, têm boa

tolerância de fabricação, possuem grande largura de banda, sendo limitadas apenas pela

largura de banda de alimentação, e apresentam baixas perdas dissipativas [37], [38], [39],

[40], [42], [43].
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de sistemas duplo-refletores formulada em [19], [26], as superf́ıcies do refletor e da lente são

obtidas simultaneamente. O problema de modelar o refletor e a superf́ıcie dielétrica para

controlar as distribuições de potência e fase na abertura é formulado e também requer a

solução de uma equação diferencial parcial não-linear do tipo Monge-Ampère [45].

Em 1996, Lemaire et al. projetaram uma lente dielétrica com simetria ciĺındrica

usando os prinćıpios da GO para estabelecer o perfil da lente. No entanto, foi adicionado

um segundo passo no procedimento de projeto para corrigir o diagrama de radiação da

lente. Nesse estudo foi constrúıdo um protótipo de uma antena lente de 7 cm de diâmetro

alimentado por um guia de onda circular excitado com o modo TE11 com polarização

circular e seu diagrama de radiação foi mensurado com o sistema operando na frequência

de 62,5 GHz.

Em 2005, uma lente dielétrica homogênea tridimensional de formato arbitrário foi

sintetizada [43]. O objetivo era encontrar um perfil de lente que transformasse o diagrama

de radiação de uma fonte de alimentação primária em um diagrama de radiação de sáıda

com amplitude desejada. Para isso, a geometria da lente 3D foi rigorosamente derivada

usando os prinćıpios da GO resultando em uma equação diferencial parcial de segunda

ordem do tipo Monge-Ampère. A formulação foi apresentada em coordenadas esféricas

e o algoritmo iterativo proposto baseia-se em aproximar as derivadas parciais presentes

na formulação por diferenças finitas. Para alcançar o padrão de sáıda especificado, os

resultados obtidos na śıntese da GO foram otimizados usando uma aproximação baseada

na Óptica F́ısica (PO). Antes da etapa de otimização, os resultados obtidos com a GO

tiveram boa concordância com aqueles preditos. No entanto, surgiram oscilações no ló-

bulo principal das lentes mensuradas evidenciando uma forte diferença entre os padrões

desejados e medidos. Esta discrepância somente foi reduzida com a etapa de otimização

da lente.

Recentemente, uma fórmula simples foi derivada em [46] para descrever a geratriz

de lentes circularmente simétricas baseando-se no prinćıpio de Fermat. A espessura da

lente é projetada para minimizar as perdas por reflexão no interior da lente. Embora a

largura do feixe principal possa ser especificada, a amplitude da distribuição de potência

na região de campo distante não pode ser controlada.

1.3 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo obter soluções numéricas para a śıntese de antenas

duplo-refletoras offset e lentes dielétricas sem simetria circular, e que gerem um diagrama

de radiação com feixes modelados. A solução do problema de śıntese consiste em avaliar

uma equação diferencial parcial não-linear de segunda ordem do tipo Monge-Ampère como

um problema de valor de contorno em coordenadas complexas. Para isso, este estudo
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aplica a técnica de solução numérica da equação de Monge-Ampère proposta em [2], que

utiliza superf́ıcies quádricas confocais com eixos deslocados para representar localmente

a superf́ıcie sintetizada, permitindo a representação anaĺıtica das derivadas parciais da

equação de Monge-Ampère e sua subsequente simplificação.

1.3.1 Objetivos Espećıficos

O presente trabalho tem como objetivos espećıficos:

� desenvolvimento de modelagem para a śıntese de antenas duplo-refletoras offset com

fase uniforme na abertura;

� desenvolvimento de modelagem para a śıntese de antenas duplo-refletoras offset com

fase não-uniforme na abertura;

� desenvolvimento de uma formulação matemática exata, baseada nos prinćıpios da

GO, da equação de Monge-Ampère para o problema de śıntese de lentes dielétricas

homogêneas com uma superf́ıcie refrativa em coordenadas complexas;

� desenvolvimento de modelagem para a śıntese de lentes dielétricas não-circularmente

simétricas com uma superf́ıcie refrativa;

� implementação de um algoritmo de análise de lentes dielétricas não-circularmente

simétricas com uma superf́ıcie refrativa baseado em um método h́ıbrido GO-PO.

1.4 Contribuições do Trabalho

Este trabalho contribui cientificamente com o desenvolvimento de modelagem para

a śıntese numérica de antenas duplo-refletoras offset (com fase uniforme e não-uniforme

na abertura) e de lentes dielétricas sem simetria circular. Para a śıntese numérica de lentes

dielétricas foi desenvolvida uma formulação matemática inédita, baseada nos prinćıpios

da GO, que conduziu a uma equação diferencial parcial não-linear de segunda ordem do

tipo Monge-Ampère em coordenadas complexas.

A partir dos resultados obtidos com o desenvolvimento de modelagem para a śıntese

numérica de sistemas duplo-refletores offset com fase uniforme na abertura foi publicado

o seguinte artigo cient́ıfico:

� ASSIS, A. R.; MOREIRA, F. J. S.; BERGMANN, J. R. “GO Synthesis of Offset

Dual Reflector Antennas Using Local Axis-Displaced Confocal Quadrics”, Journal

of Microwaves, Optoelectronics and Electromagnetic Applications, v. 19, no. 2, pp.

177-190, 2020.
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Além disso, após a defesa da tese, serão submetidos dois artigos técnico-cient́ıficos

em periódicos especializados da área com os seguintes temas:

(i) śıntese óptica de duplo-refletores offset para gerar feixes modelados na região de

cobertura;

(ii) śıntese óptica de lentes dielétricas sem simetria circular.

O artigo com tema (i) será elaborado a partir dos resultados obtidos com o desen-

volvimento de modelagem para a śıntese numérica de sistemas duplo-refletores offset com

fase não-uniforme na abertura. E o artigo com tema (ii) conterá a formulação matemática

inédita para a śıntese de lentes dielétricas, bem como a desenvolvimento de modelagem e

os resultados da śıntese numérica.

1.5 Organização do Trabalho

O presente trabalho aborda o emprego de superf́ıcies quádricas confocais no pro-

cedimento de śıntese de superf́ıcies duplo-refletoras offset e lentes dielétricas assimétricas.

A formulação matemática para o desenvolvimento dos algoritmos computacionais, bem

como os resultados obtidos, são apresentados conforme descrito a seguir.

No Caṕıtulo 2 é descrita a formulação matemática, em coordenadas complexas,

para a śıntese de sistemas duplo-refletores offset presente na literatura [19]. Em seguida,

é apresentada a representação em coordenadas complexas do equacionamento de super-

f́ıcies quádricas confocais com eixos deslocados que são utilizadas neste trabalho para

representar localmente as superf́ıcies sintetizadas, utilizadas anteriormente por [2] na śın-

tese de refletores offset. Também é apresentada a estratégia numérica para solução do

problema de śıntese, que consiste em um algoritmo baseado no método de Newton. Para

completar a solução numérica do problema de śıntese, é definida a condição de contorno

para a equação de Monge-Ampère. Além disso, são descritos os modelos do alimentador

e do campo na abertura adotados na śıntese dos duplo-refletores com fase uniforme.

No Caṕıtulo 3, o problema de śıntese descrito no Caṕıtulo 2 é particularizado para

fase uniforme na abertura, sendo a superf́ıcie do subrefletor representada localmente por

quádricas confocais com eixos deslocados. Em seguida, são apresentadas a solução inicial

adotada para o algoritmo de śıntese e a matriz Jacobiana obtida analiticamente para a

solução deste problema. As superf́ıcies obtidas pelo algoritmo de śıntese são interpoladas

por pseudo-splines de quinta ordem e, então, analisadas via aproximações da PO com cor-

reções das correntes de borda [47], [48], considerando-se a antena operando na frequência

de 11,725 GHz.

No Caṕıtulo 4, o problema de śıntese descrito no Caṕıtulo 2 é implementado para
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o caso geral, ou seja, considerando fase não-uniforme na abertura. É apresentado o pro-

cedimento numérico adotado para a função de mapeamento na abertura. Os detalhes

para implementar a matriz Jacobiana analiticamente são descritos e o algoritmo de fase

não-uniforme é principiado com uma solução inicial com fase uniforme na abertura. Para

validar o algoritmo são apresentadas antenas duplo-refletoras que geram feixes mode-

lados na região de campo distante, como, por exemplo, feixe cirular com distribuição

de amplitude uniforme, feixe no formato de boomerang e feixe gerado de uma abertura

super-eĺıptica. As antenas foram analisadas operando na frequência de 30 GHz.

No Caṕıtulo 5, o problema de śıntese rigorosa de lentes dielétricas homogêneas é

formulado em coordenadas complexas. A formulação exata baseada nos prinćıpios da GO

conduz a uma equação diferencial parcial não-linear do tipo Monge-Ampère. O cálculo

anaĺıtico da matriz Jacobiana é apresentado, bem como, as perdas por reflexão na interface

dielétrico-ar [45]. A solução inicial adotada para iniciar o algoritmo de śıntese é uma lente

circularmente simétrica proposta em [46]. Além disso, também é apresentado o método de

análise das lentes dielétricas baseado em um método h́ıbrido GO-PO [43]. Na sequência,

são apresentados estudos de casos para validar os algoritmos desenvolvidos.

Por fim, no Caṕıtulo 6 são sumarizadas as conclusões obtidas a partir dos algo-

ritmos desenvolvidos e dos resultados numéricos obtidos para os problemas de śıntese de

sistemas duplo-refletores offset e lentes dielétricas sem simetria circular. Além disso, são

apresentadas as propostas futuras para este trabalho.



Caṕıtulo 2

Śıntese Óptica de Antenas

Duplo-Refletoras Offset

Neste caṕıtulo são apresentadas as bases teóricas que fundamentam o algoritmo

de śıntese de antenas duplo-refletoras offset. Inicialmente, é apresentada a notação em

coordenadas complexas adotada neste trabalho que consiste na mesma abordagem de

[17]. A descrição do problema de śıntese de sistemas duplo-refletores offset formulado

em [19] é apresentada bem como a superf́ıcie quádrica confocal com eixo deslocado usada

para aproximar localmente uma superf́ıcie refletora, que consiste no diferencial da solução

numérica do problema śıntese proposto em [2]. Além disso, são abordadas a grade polar

usada para discretizar o subrefletor e o desenvolvimento do algoritmo de śıntese, que

é baseado no método de Newton para a solução de um operador não-linear como um

problema de contorno. Para concluir o caṕıtulo, são apresentados a condição de contorno

e os modelos adotados para o diagrama do alimentador e para a distribuição de densidade

de potência na abertura, respectivamente. Para finalizar o caṕıtulo, o algoritmo descrito

é apresentado em diagrama de blocos.

2.1 Notação em Coordenadas Complexas

Seja um ponto P sobre uma esfera de raio unitário definido em coordenadas esféricas

pelas variáveis θ e φ em relação à origem O do sistema de coordenadas. Através da

projeção estereográfica a partir do ponto N(0, 0, 1), P projeta o ponto P ′ no plano z = 0,

conforme ilustrado na Figura 2.1. A coordenada complexa η do ponto P ′ associada ao

vetor unitário p̂ = OP é definida como

η = cot

(

θ

2

)

eiφ = x+ iy, (2.1)

33
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componentes do vetor unitário p̂ são expressas em termos de sua coordenada complexa η

como

(

2η

|η|2 + 1
,
|η|2 − 1

|η|2 + 1

)

. (2.5)

Devido à notação em coordenadas complexas, é conveniente introduzir suas deri-

vadas com respeito a esta coordenada. Dada a função f de η = x+ iy (em geral, f é uma

função complexa) define-se

fη =
∂f

∂η
=

1

2

(

∂f

∂x
− i

∂f

∂y

)

, fη̄ =
∂f

∂η̄
=

1

2

(

∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)

,

e que satisfazem as relações

f̄η = (fη̄), f̄η̄ = (fη),

onde f̄ é o complexo conjugado da função f . Consequentemente, fηη̄ = fη̄η.

As equações diferenciais parciais que surgem neste trabalho têm a forma

|Lηη − A|
2 − (Lηη̄ − B)2 = H (2.6)

onde L é uma função real de η e os termos A, B e H são funções de η, L e de derivadas

parciais de primeira ordem de L. Além disso, as funçõesB eH são reais. Pode ser visto que

(2.6) é uma equação diferencial parcial não-linear de segunda ordem de Monge-Ampère,

do tipo eĺıptica se H < 0 ou hiperbólica se H > 0.

2.2 Formulação do Problema de Śıntese

A Figura 2.2 mostra o percurso de um raio proveniente da fonte O de radiação que

é refletido nos pontos R e S sobre o subrefletor e o refletor principal, respectivamente,

e passa através do plano de abertura do refletor principal em Q da esquerda para a

direita. Os vetores unitários nas direções de
−→
OR,

−→
RS e

−→
SQ são representados por p̂, t̂

e q̂ respectivamente. Também será usada a seguinte representação:
−→
OR = ~r,

−→
RS = ~s e

−→
OQ = ~v. Escolhendo o sistema de coordenadas Cartesianas retangulares com origem em

O e o eixo z perpendicular à abertura, as coordenadas complexas de p̂, t̂ e q̂ relativas a

este sistema são denotadas por η, ξ e ζ respectivamente. As componentes do vetor ~v são

expressas como (ω, zd), tal que zd é a distância perpendicular de O à abertura e ω é a

coordenada complexa de Q.

A função fase l(ω) é definida assumindo que passa um único raio através de cada
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~r = ~r(η). As componentes Cartesianas de ~r são

r

(

2η

1 + |η|2
,
|η|2 − 1

|η|2 + 1

)

. (2.9)

É definida a função real L(η) de variável complexa relacionada à função r(η) através

da seguinte expressão [17]:

r = (|η|2 + 1)eL(η). (2.10)

Introduzindo a notação τ = eL(η), as componentes da expressão (2.9) podem ser reescritas

como

(2ητ, τ(|η|2 − 1)). (2.11)

Brickell et al. mostrou em [17] que a lei de Snell da reflexão no subrefletor pode

ser expressa em termos da derivada da função L(η) como

Lη =
1

ξ − η
. (2.12)

Além disso, foi demonstrado em [19] que a variável complexa que representa o raio

refletido pelo subrefletor é dada por

ξ =
l + zd − 2τ |η|2 − (ω − 2ητ)ζ̄

ω̄ − 2η̄τ + (2τ + zd − l)ζ̄
. (2.13)

Substituindo (2.13) na equação (2.12), obtém-se a seguinte expressão [19]:

Lη =
ω̄ − 2η̄τ + (2τ + zd − l)ζ̄

l + zd − ωζ̄ − ω̄η + (l − zd)ζ̄η
. (2.14)

A equação (2.14) estabelece uma relação de mapeamento η → ω entre a esfera

unitária de centro O e a abertura. Este mapeamento depende da função fase e do subre-

fletor. Uma vez determinados η, o subrefletor e a função fase, o refletor principal é obtido

a partir da seguinte expressão [19]:

~r + ~s = ~v − (H/2K)~q, (2.15)

onde H e K são funções de ω e η a saber:

H = (l − r)2 − |~v − ~r|2 = l2 − |~v|2 − 2r(l − p̂ · ~v)

= l2 − |ω|2 − z2d − 2τ
[

l(1 + |η|2) + zd(1− |η|
2)− η̄ω − ηω̄

]

,
(2.16)
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K = (l − r)− q̂ · (~v − ~r)

=
l(1 + |ζ|2) + zd(1− |ζ|

2)− ζ̄ω − ζω̄ + 2τ(η̄ζ + ηζ̄ − |η|2 − |ζ|2)

1 + |ζ|2
.

(2.17)

Sendo I(η) a densidade de potência de uma fonte pontual em O e G(ω) o fluxo de

densidade de potência normal à abertura, então a transferência de energia da fonte para

a abertura é obtida comparando as áreas elementares de um tubo de raios atravessando

uma esfera de raio unitário e centro O e, depois de duas reflexões, atravessando o plano

de abertura. Tal conceito conduz à seguinte expressão da lei da Conservação da Energia

em coordenadas complexas [19]:

I(η)

G(ω)
=

(1 + |η|2)2

4
||ωη|

2 − |ωη̄|
2|, (2.18)

onde ωη e ωη̄ são as derivadas parciais de ω em relação à η e η̄, respectivamente. Subs-

tituindo ωη e ωη̄, obtidas com o aux́ılio da equação (2.14), na equação (2.18) obtém-se a

desejada relação entre as funções l, G e L [19]:

(Lηη̄ − B)2 − |Lηη − L
2
η|

2 = ±H(η, ω) (2.19)

onde

B = −
2eLγ

β − 1
2
hδ
, V =

4γ2

(1− δ)(β − 1
2
hδ)2(1 + |η|2)2

,

β = l + zd − 2eL|η|2, γ = |1 + ηLη|
2, δ = 1 + (1− 4|lω|

2)1/2, h = H/K

e

H(η, ω) = V {[hlωω̄ − (1− 2|lω|
2)]− |hlωω + 2l2ω|

2}
I(η)

G(ω)
.

A equação (2.19) é uma equação diferencial parcial não-linear de segunda ordem do tipo

Monge-Ampère na forma complexa. A escolha do sinal corresponde às formas eĺıptica

(sinal +) e hiperbólica (sinal −) da equação1.

2.3 Superf́ıcie Quádrica Confocal com Eixo Deslocado

Para a solução numérica do problema de śıntese descrito na Seção 2.2, o subrefletor

será representado localmente por superf́ıcies quádricas confocais com eixos deslocados.

Esse tipo de superf́ıcie é muito utilizado em antenas refletoras devido a suas propriedades

ópticas. As quádricas confocais são formadas a partir da revolução de uma cônica sobre

seu próprio eixo. Nesta seção é apresentada a equação que define esta classe de quádricas

e suas derivadas parciais utilizando a notação em coordenadas complexas.

1As formas eĺıptica e hiperbólica da equação de Monge-Ampère são analisadas por Westcott em [49].
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2.3.1 Definição e Equações Gerais

Figura 2.3: Seção de cônica com eixo deslocado [2].

A equação polar de uma seção cônica assume formas simples quando um dos focos

está na origem O do sistemas de coordenadas polares e a reta diretriz S é perpendicular

ao eixo da cônica, como ilustrado na Figura 2.3. Para determinar a equação polar da

cônica utiliza-se a seguinte proposição: uma cônica é o lugar geométrico dos pontos do

plano P = (r, θ) tais que

OP = ePS, (2.20)

onde e é a excentricidade e

PS = v ± r(̂ir · îc), (2.21)

em que v é a distância entre o foco O e a diretriz S, îr é a direção unitária do vetor OP e

îc é a direção unitária do eixo de simetria da cônica (direção perpendicular à reta diretriz)

[2]. Assumindo que os vetores îr e îc estão no espaço, e não no plano, tem-se, então, uma

superf́ıcie quádrica confocal, conforme ilustra a Figura 2.4. Os vetores îr e îc são definidos

como:

îr(θ, φ) = sen θ cosφx̂+ sen θ senφŷ + cos θẑ (2.22a)

îc(γ, ϕ) = sen γ cosϕx̂+ sen γ senϕŷ + cos γẑ (2.22b)
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Figura 2.4: Superf́ıcie quádrica confocal com eixo deslocado [2].

onde γ é o ângulo de elevação do eixo da cônica em relação ao eixo z e ϕ é o azimute do

eixo da cônica em relação ao eixo x conforme pode ser visto na Figura 2.4. Na equação

(2.21) o sinal negativo (−) indica que a diretriz S está à esquerda do pólo e o sinal positivo

(+) indica que está à direita. No presente trabalho considerou-se a diretriz à esquerda e,

consequentemente, o sinal negativo. Fazendo,

OP = r (2.23)

e com a ajuda da equação (2.21), a equação (2.20) pode ser escrita como

r = e
[

v + r(̂ir · îc)
]

(2.24)

e, após algumas manipulações, reescrita na forma

r =
−ev

e(̂ir · îc)− 1
. (2.25)

Substituindo as equações (2.22a) e (2.22b) em (2.25) encontra-se [2]:

r =
a

b sen θ cosφ+ c sen θ senφ+ d cos θ − 1
, (2.26)
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onde os parâmetros da quádrica são

a = −ev, (2.27a)

b = e sen γ cosϕ, (2.27b)

c = e sen γ senϕ, (2.27c)

d = e cos γ, (2.27d)

onde a é o semi-latus rectum, e é a excentricidade, γ e ϕ são os ângulos do eixo de simetria

em elevação e azimute, respectivamente. Conforme já mencionado, a representação das

direções em coordenadas complexas simplifica a formulação do presente método de śıntese.

Desta forma, substituindo as identidades (2.3a) e (2.3b) em (2.26), tem-se que

r =
a

b
(

2|η|
|η|2+1

)

cosφ+ c
(

2|η|
|η|2+1

)

senφ+ d
(

|η|2−1
|η|2+1

)

− 1
(2.28)

que pode ser reescrito na forma

r =
a(|η|2 + 1)

(2|η| cosφ)b+ (2|η| senφ)c+ (|η|2 − 1)d− |η|2 − 1
. (2.29)

Substituindo a relação (2.10) em (2.29) obtém-se

ae−L(η) = (2|η| cosφ)b+ (2|η| senφ)c+ (|η|2 − 1)d− |η|2 − 1. (2.30)

Como o aux́ılio das identidades (2.4a) e (2.4b), a equação da quádrica (2.30) pode ser

escrita em função das coordenadas complexas como [2]:

ae−L(η) = (η̄ + η)b+ i(η̄ − η)c+ (|η|2 − 1)d− |η|2 − 1. (2.31)

Alternativamente, a equação (2.31) pode ser expressa por [2]:

ae−L(η) = (d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1. (2.32)

Além das duas formas apresentadas acima, pode-se obter uma expressão para a

função L(η) em função dos parâmetros a, b, c e d manipulando a equação (2.31) e é

escrita na forma [2]:

L(η) = ln

[

a

(η̄ + η)b+ i(η̄ − η)c+ (|η|2 − 1)d− |η|2 − 1

]

. (2.33)



Caṕıtulo 2. Śıntese Óptica de Antenas Duplo-Refletoras Offset 42

2.3.2 Derivadas Parciais

Conforme apresentado na Seção 2.2, a equação diferencial parcial do tipo Monge-

Ampère (2.19) é escrita em função das derivadas parciais de primeira e segunda ordem da

função L em relação as variáveis η e seu complexo conjugado η̄. Assim, diferenciando a

equação (2.32) em relação a η:

∂

∂η
[ae−L(η)] =

∂

∂η
[(d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1]. (2.34)

Sabendo que, por definição

∂η̄

∂η
= 0, (2.35)

faz-se a derivação da equação (2.34), resultando em

−ae−L(η)
∂L(η)

∂η
= [(d− 1)η + (b− ic)]. (2.36)

Substituindo a equação (2.32) em (2.36) obtém-se [2]:

Lη(η) = −
(d− 1)η̄ + (b− ic)

(d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1
, (2.37)

onde Lη é a derivada da função real L em relação à variável complexa η. A derivada

da função L em relação à variável η̄ é obtida de forma direta observando a propriedade

Lη = Lη̄, válida para qualquer função real [2]. Logo,

Lη̄(η) = −
(d− 1)η + (b+ ic)

(d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1
. (2.38)

As derivadas de segunda ordem são obtidas a partir das derivadas já obtidas. Logo,

derivando novamente a equação (2.37) em relação a η:

∂

∂η
[Lη(η)] =

∂

∂η

[

−
(d− 1)η̄ + (b− ic)

(d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1

]

. (2.39)

Após algumas manipulações matemáticas, mostra-se que [2]:

Lηη(η) =

[

(d− 1)η̄ + (b− ic)

(d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1

]2

, (2.40)

onde Lηη é a derivada de segunda ordem da função real L em relação à variável complexa
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η. Comparando as equações (2.37) e (2.40), é posśıvel constatar que [2]:

Lηη(η) = [Lη(η)]
2, (2.41)

conduzindo à uma importante simplificação na equação de Monge-Ampère. Outra de-

rivada de segunda ordem pode ser obtida derivando-se a equação (2.38) em relação a

η̄:

∂

∂η̄
[Lη̄(η)] =

∂

∂η̄

[

−
(d− 1)η + (b+ ic)

(d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1

]

. (2.42)

Após algumas manipulações, a equação (2.42) é reduzida a [2]:

Lη̄η̄(η) =

[

(d− 1)η + (b+ ic)

(d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1

]2

, (2.43)

onde Lη̄η̄ é a derivada de segunda ordem da função L em relação à variável complexa

η̄. Por fim, a derivada cruzada de segunda ordem é obtida derivando novamente (2.37),

porém agora em relação à variável complexa η̄:

∂

∂η̄
[Lη(η)] =

∂

∂η̄

[

−
(d− 1)η̄ + (b− ic)

(d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1

]

. (2.44)

Reescrevendo (2.44) obtém-se [2]:

Lηη̄(η) =
b2 + c2 + d2 − 1

[(d− 1)ηη̄ + (b− ic)η + (b+ ic)η̄ − d− 1]2
. (2.45)

Como a função L(η) é uma função real de variável complexa, mostra-se facilmente que

[2]:

Lηη̄(η) = Lη̄η(η). (2.46)

2.4 Solução Numérica do Problema de Śıntese

A solução do problema de śıntese de sistemas duplo-refletores offset consiste em

avaliar numericamente a equação diferencial parcial de Monge-Ampère (2.19) como um

problema de contorno. Para a solução de (2.19), será empregado um método numérico

alternativo proposto em [2] para a śıntese de um sistema offset composto por um único

refletor e é baseado no Método de Newton. Neste trabalho, a metodologia alternativa con-

siste em representar localmente a superf́ıcie do subrefletor por um conjunto de superf́ıcies

quádricas confocais com eixos deslocados (descritas na Seção 2.3), ou seja, cada quádrica

individualmente representa apenas uma área local do subrefletor. É importante ressaltar





Caṕıtulo 2. Śıntese Óptica de Antenas Duplo-Refletoras Offset 45

numérico, a solução de (2.19) é um conjunto finito de valores representado por

L[L1,1, · · · , Lj,k, · · · , LJ,K ] onde j = 1, · · · , J, k = 1, · · · , K, (2.47)

e os valores de J e K definem o número máximo de anéis e radiais em uma grade polar

disposta em um domı́nio Ω′ no plano η′ associado ao cone de alimentação (vide Figura

2.5), enquanto que os ı́ndices j e k especificam um anel e uma radial nesta grade, respec-

tivamente.

Em aplicações práticas, uma corneta cônica corrugada, cujo diagrama de radia-

ção é circularmente simétrico, é frequentemente adotada como alimentador de antenas

refletoras. Em função disto, o contorno Ω′ associado ao cone do alimentador é assumido

circularmente simétrico e definido por

η′ = ηc = cot

(

θc
2

)

, (2.48)

onde θc é o ângulo que define o cone de iluminação do alimentador, conforme ilustra

a Figura 2.5. Para discretizar a superf́ıcie refletora, é adotada uma grade polar definida

pelas coordenadas θ′, φ′ no sistema de coordenadas auxiliar (′) do alimentador. A distância

angular entre os anéis (∆θ′) pode ser variável, enquanto que a distância entre as radiais

(∆φ′) é mantida constante. Para o ângulo de borda θc, o anel θ′j é obtido por

θ′j = θc

(

j

J

)α

. (2.49)

Quando α = 1 a distância angular entre os anéis é constante e a grade é dita regular.

Quando α < 1 a distância angular entre os anéis é maior próximo ao centro e quando

α > 1 a distância angular entre os anéis será maior próxima à borda. Por analogia, a

radial φ′
k é definida como

φ′
k = 2π

k

K
. (2.50)

Como exemplo, considere uma grade regular polar (α = 1) com 100 pontos (N =

J×K), onde J = 10 e K = 10 e θc = 30o, conforme ilustrado na Figura 2.6. Observe que,

como a distância entre os pontos é proporcional a θ′, a distância entre os pontos de um

mesmo anel na região central da grade é muito menor que na região próxima à borda. A

grande vantagem de se trabalhar com grades polares é, evidentemente, a possibilidade de

descrever com precisão contornos polares. Entretanto, o modelo trivial de discretização

gera uma distribuição não uniforme dos pontos. Para melhorar a discretização na borda,

pode-se aumentar o número de radiais paraK = 30, como ilustra a Figura 2.7. Entretanto,

essa estratégia é viável até certo limite, já que os pontos na região central ficam cada

vez mais próximos, podendo ocasionar erros numéricos. Uma estratégia adotada para
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Figura 2.6: Grade regular polar J ×K = 10× 10, α = 1, no domı́nio θ′φ′.

contornar esse problema é usar uma grade polar não-uniforme em relação à θ′, fazendo α

diferente de 1 na equação (2.49). A Figura 2.8 ilustra uma grade polar J ×K = 10× 30

com α = 0, 6. Observe que os pontos dos anéis próximos à região central ficaram mais

distantes entre si, enquanto que os pontos dos anéis próximos à borda ficaram menos

espaçados entre si.

Os gráficos resultantes da conversão das grades polares apresentadas nas Figuras

2.6, 2.7 e 2.8 para o sistema de coordenadas complexas são ilustrados nas Figuras 2.9,

2.10 e 2.11, respectivamente. A transformação é feita através da definição da variável

complexa η em (2.1). Pode-se verificar que a distância entre os anéis não é constante. Na

região central da grade a distância entre os anéis é menor, e aumenta na medida que se

aproxima da borda. A razão deste comportamento é facilmente verificável analisando o

comportamento do módulo da equação (2.1):

|η′| = cot

(

θ′

2

)

≈
2

θ′
. (2.51)

Logo, o módulo de η′ é aproximadamente inversamente proporcional à θ′ e, con-

sequentemente, quanto menor o valor de θ′ (anéis mais internos da grade definida nas

coordenadas θ′, φ′) maior será o valor de |η′| (anéis mais externos no plano complexo).

Por conta disto, é conveniente visualizar os pontos no plano complexo inverso 1/η′, con-
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Figura 2.7: Grade regular polar J ×K = 10× 30, α = 1, no domı́nio θ′φ′.
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Figura 2.8: Grade polar não-uniforme J ×K = 10× 30, α = 0, 6, no domı́nio θ′φ′.
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forme ilustrado nas Figuras 2.12, 2.13 e 2.14. Neste caso, há correspondência direta entre

o primeiro anel da grade definida em θ′, φ′ com o primeiro anel no plano 1/η′ e o último

anel da grade em θ′, φ′ com o último anel no plano 1/η′. Em razão desta conveniência, os

gráficos utilizados para representar as direções de incidência serão representados em seus

respectivos planos complexos inversos.

A relação entre os sistemas de coordenadas principal e auxiliar do alimentador é

dada pela seguinte transformação linear fracionária [26]:

η′ =
η0η + 1

η0 − η
, (2.52a)

η =
η0η

′ − 1

η0 + η′
, (2.52b)

onde η0 é uma constante definida por

η0 = cot

(

θ0
2

)

(2.53)

e θ0 é o ângulo de offset do alimentador em relação ao eixo z positivo. Os resultados da

aplicação da transformação (2.52b) nas grades J ×K = 10 × 10 e J ×K = 10 × 30 são

apresentados nas Figuras 2.15, 2.16 e 2.17.
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Figura 2.9: Grade regular polar J ×K = 10× 30, α = 1, no plano complexo auxiliar η′.
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Figura 2.10: Grade regular polar J ×K = 10× 30, α = 1, no plano complexo auxiliar η′.
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Figura 2.11: Grade polar não-uniforme J × K = 10 × 30, α = 0, 6, no plano complexo
auxiliar η′.



Caṕıtulo 2. Śıntese Óptica de Antenas Duplo-Refletoras Offset 50

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Im[1/ ']

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

R
e

[1
/

']

Figura 2.12: Grade regular polar J × K = 10 × 30, α = 1, no plano complexo inverso
1/η′.

-0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

Im[1/ ']

-0.25

-0.2

-0.15

-0.1

-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

R
e

[1
/

']

Figura 2.13: Grade regular polar J × K = 10 × 30, α = 1, no plano complexo inverso
1/η′.
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Figura 2.14: Grade polar não-uniforme J × K = 10 × 30, α = 0, 6, no plano complexo
inverso 1/η′.
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Figura 2.15: Grade regular polar J ×K = 10× 30, α = 1, no plano complexo η.
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Figura 2.16: Grade regular polar J ×K = 10× 30, α = 1, no plano complexo η.
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Figura 2.17: Grade polar não-uniforme J ×K = 10× 30, α = 0, 6, no plano complexo η.
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Figura 2.18: Grade polar com células triangulares [2].

2.4.2 Interpolação Local de uma Superf́ıcie por Quádricas Confocais

com Eixos Deslocados

Neste trabalho, será introduzida a modificação proposta em [2] no procedimento

numérico de solução da equação de Monge-Ampère e esta modificação ocorre na forma

como a superf́ıcie sintetizada é localmente representada. Diferentemente da técnica nu-

mérica utilizada em [26], [31] e [43] que emprega diferenças finitas para representar as

derivadas de primeira e segunda ordem de L em cada ponto da grade, a superf́ıcie sinte-

tizada será localmente representada por um conjunto de superf́ıcies quádricas confocais

com eixos deslocados, ou seja, cada quádrica individualmente representa apenas uma se-

ção local do subrefletor. Neste caso, ao invés de células locais com nove pontos, é utilizado

um esquema com células triangulares com quatro pontos, conforme ilustrado na Figura

2.18. Como principal vantagem, este tratamento possibilita determinar de forma anaĺıtica

as derivadas presentes na equação de Monge-Ampère.

Partindo do pressuposto que sejam conhecidos os valores de Lj,k sobre a grade,

cada quádrica local j, k é descrita por um conjunto de quatro coeficientes aj,k, bj,k, cj,k e

dj,k conforme a equação (2.33). Para determinar estes quatro parâmetros, são escolhidos

o próprio ponto j, k e os outros três pontos adjacentes formando uma célula triangular,

conforme ilustrado na Figura 2.19. Portanto, deseja-se obter os parâmetros da quádrica

que passa simultaneamente pelos quatro pontos que definem a célula triangular. Por

simplicidade, cada um desses pontos é representado pelo ı́ndice inteiro m (m = 1, 2, 3, 4)

(observe a Figura 2.19). Logo, tem-se as seguintes correspondências entre os ı́ndices:

(j, k)→ m = 1, (j − 1, k)→ m = 2, (j + 1, k − 1)→ m = 3 e (j + 1, k + 1)→ m = 4.
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Figura 2.19: Célula triangular com quatro pontos [2].

Logo, a quádrica associada ao ponto (j, k) passa pelos quatro pontos onde

L1 = Lj,k, (2.54a)

L2 = Lj−1,k, (2.54b)

L3 = Lj+1,k−1, (2.54c)

L4 = Lj+1,k+1. (2.54d)

Pode-se, então, formar um sistema de quatro equações lineares cuja solução permite

obter os valores de aj,k, bj,k, cj,k e dj,k. Assim, reescrevendo a equação (2.31) para o ponto

m, resulta na seguinte equação linear [2]:

αmaj,k + βmbj,k + γmcj,k + δmdj,k = εm (2.55)

onde αm para m = 1, 2, 3, 4 é

α1 = −e
−L1 , (2.56a)

α2 = −e
−L2 , (2.56b)

α3 = −e
−L3 , (2.56c)

α4 = −e
−L4 , (2.56d)
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βm para m = 1, 2, 3, 4 é

β1 = η1 + η̄1, (2.57a)

β2 = η2 + η̄2, (2.57b)

β3 = η3 + η̄3, (2.57c)

β4 = η4 + η̄4, (2.57d)

γ para m = 1, 2, 3, 4 é

γ1 = i(η̄1 − η1), (2.58a)

γ2 = i(η̄2 − η2), (2.58b)

γ3 = i(η̄3 − η3), (2.58c)

γ4 = i(η̄4 − η4), (2.58d)

δm para m = 1, 2, 3, 4 é

δ1 = |η1|
2 − 1, (2.59a)

δ2 = |η2|
2 − 1, (2.59b)

δ3 = |η3|
2 − 1, (2.59c)

δ4 = |η4|
2 − 1, (2.59d)

εm para m = 1, 2, 3, 4 é

ε1 = |η1|
2 + 1, (2.60a)

ε2 = |η2|
2 + 1, (2.60b)

ε3 = |η3|
2 + 1, (2.60c)

ε4 = |η4|
2 + 1. (2.60d)

Utilizando os valores de ηm e Lm nos quatro pontos da célula triangular (m = 1, 2, 3, 4),

tem-se o seguinte sistema de equações [2]:













α1 β1 γ1 δ1

α2 β2 γ2 δ2

α3 β3 γ3 δ3

α4 β4 γ4 δ4

























aj,k

bj,k

cj,k

dj,k













=













ε1

ε2

ε3

ε4













, (2.61)

que pode ser resolvido analiticamente pela Regra de Crammer. Definindo a matriz de
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coeficientes por ¯̄Z, o determinante de ¯̄Z é tal que

det( ¯̄Z) = α1 × (−1)1+1 ×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

β2 γ2 δ2

β3 γ3 δ3

β4 γ4 δ4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ β1 × (−1)1+2 ×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α2 γ2 δ2

α3 γ3 δ3

α4 γ4 δ4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+γ1 × (−1)1+3 ×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α2 β2 δ2

α3 β3 δ3

α4 β4 δ4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

+ δ1 × (−1)1+4 ×

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

α2 β2 γ2

α3 β3 γ3

α4 β4 γ4

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

.

(2.62)

Resolvendo os determinantes das matrizes 3× 3, obtém-se

det( ¯̄Z) = α1(β2γ3δ4 + γ2δ3β4 + δ2β3γ4 − δ2γ3β4 − γ2β3δ4 − β2δ3γ4)

−β1(α2γ3δ4 + γ2δ3α4 + δ2α3γ4 − δ2γ3α4 − γ2α3δ4 − α2δ3γ4)

+γ1(α2β3δ4 + β2δ3α4 + δ2α3β4 − δ2β3α4 − β2α3δ4 − α2δ3β4)

−δ1(α2β3γ4 + β2γ3α4 + γ2α3β4 − γ2β3α4 − β2α3γ4 − α2γ3β4),

(2.63)

que pode ser reescrito na forma

det( ¯̄Z) = f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4, (2.64)

onde as funções auxiliares f1, f2, f3 e f4 são dadas por

f1 = β2(γ3δ4 − δ3γ4) + β3(δ2γ4 − γ2δ4) + β4(γ2δ3 − δ2γ3), (2.65a)

f2 = β1(δ3γ4 − γ3δ4) + β3(γ1δ4 − δ1γ4) + β4(δ1γ3 − γ1δ3), (2.65b)

f3 = β1(γ2δ4 − δ2γ4) + β2(δ1γ4 − γ1δ4) + β4(γ1δ2 − δ1γ2), (2.65c)

f4 = β1(δ2γ3 − γ2δ3) + β2(γ1δ3 − δ1γ3) + β3(δ1γ2 − γ1δ2). (2.65d)

Definindo agora as matrizes de coeficientes

det( ¯̄Zα) =













ε1 β1 γ1 δ1

ε2 β2 γ2 δ2

ε3 β3 γ3 δ3

ε4 β4 γ4 δ4













, det( ¯̄Zβ) =













α1 ε1 γ1 δ1

α2 ε2 γ2 δ2

α3 ε3 γ3 δ3

α4 ε4 γ4 δ4













,

det( ¯̄Zγ) =













α1 β1 ε1 δ1

α2 β2 ε2 δ2

α3 β3 ε3 δ3

α4 β4 ε4 δ4













, det( ¯̄Zδ) =













α1 β1 γ1 ε1

α2 β2 γ2 ε2

α3 β3 γ3 ε3

α4 β4 γ4 ε4













,

(2.66)
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seus respectivos determinantes são expressos por

det( ¯̄Zα) = f1ε1 + f2ε2 + f3ε3 + f4ε4, (2.67a)

det( ¯̄Zβ) = g1α1 + g2α2 + g3α3 + g4α4, (2.67b)

det( ¯̄Zγ) = h1α1 + h2α2 + h3α3 + h4α4, (2.67c)

det( ¯̄Zδ) = k1α1 + k2α2 + k3α3 + k4α4, (2.67d)

onde as funções auxiliares g1, g2, g3 e g4 são dadas por

g1 = ε2(γ3δ4 − δ3γ4) + ε3(δ2γ4 − γ2δ4) + ε4(γ2δ3 − δ2γ3), (2.68a)

g2 = ε1(δ3γ4 − γ3δ4) + ε3(γ1δ4 − δ1γ4) + ε4(δ1γ3 − γ1δ3), (2.68b)

g3 = ε1(γ2δ4 − δ2γ4) + ε2(δ1γ4 − γ1δ4) + ε4(γ1δ2 − δ1γ2), (2.68c)

g4 = ε1(δ2γ3 − γ2δ3) + ε2(γ1δ3 − δ1γ3) + ε3(δ1γ2 − γ1δ2), (2.68d)

as funções auxiliares h1, h2, h3 e h4 são dadas por

h1 = β2(ε3δ4 − δ3ε4) + β3(δ2ε4 − ε2δ4) + β4(ε2δ3 − δ2ε3), (2.69a)

h2 = β1(δ3ε4 − ε3δ4) + β3(ε1δ4 − δ1ε4) + β4(δ1ε3 − ε1δ3), (2.69b)

h3 = β1(ε2δ4 − δ2ε4) + β2(δ1ε4 − ε1δ4) + β4(ε1δ2 − δ1ε2), (2.69c)

h4 = β1(δ2ε3 − ε2δ3) + β2(ε1δ3 − δ1ε3) + β3(δ1ε2 − ε1δ2), (2.69d)

e as funções auxiliares k1, k2, k3 e k4 são dadas por

k1 = β2(γ3ε4 − ε3γ4) + β3(ε2γ4 − γ2ε4) + β4(γ2ε3 − ε2γ3), (2.70a)

k2 = β1(ε3γ4 − γ3ε4) + β3(γ1ε4 − ε1γ4) + β4(ε1γ3 − γ1ε3), (2.70b)

k3 = β1(γ2ε4 − ε2γ4) + β2(ε1γ4 − γ1ε4) + β4(γ1ε2 − ε1γ2), (2.70c)

k4 = β1(ε2γ3 − γ2ε3) + β2(γ1ε3 − ε1γ3) + β3(ε1γ2 − γ1ε2). (2.70d)

Pela Regra de Crammer, os parâmetros da quádrica são calculados através de [2]:

aj,k =
det( ¯̄Zα)

det( ¯̄Z)
, (2.71a)

bj,k =
det( ¯̄Zβ)

det( ¯̄Z)
, (2.71b)

cj,k =
det( ¯̄Zγ)

det( ¯̄Z)
, (2.71c)

dj,k =
det( ¯̄Zδ)

det( ¯̄Z)
. (2.71d)
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Logo,

aj,k =
f1ε1 + f2ε2 + f3ε3 + f4ε4
f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4

, (2.72a)

bj,k =
g1α1 + g2α2 + g3α3 + g4α4

f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4

, (2.72b)

cj,k =
h1α1 + h2α2 + h3α3 + h4α4

f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4

, (2.72c)

dj,k =
k1α1 + k2α2 + k3α3 + k4α4

f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4

. (2.72d)

2.4.3 Operador Não-Linear Γ[L]

Para a solução numérica de (2.19) será definido um operador Γ[L] associado aos

reśıduos da equação de Monge-Ampère [31]:

Γ[L] ≡ |Lηη − L
2
η|

2 − (Lηη̄ − B)2 ±H(η, ω) = 0. (2.73)

Para aplicar o método numérico proposto em [2], a superf́ıcie a ser sintetizada é repre-

sentada localmente por um conjunto de superf́ıcies quádricas confocais e o operador Γ[L]

expresso em (2.73) deve ser aplicado em cada ponto da grade j, k. Assim, substituindo a

expressão da quádrica confocal (2.33) em (2.73), o termo |Lηη − L
2
η|

2 = 0, e a expressão

local para (2.73) torna-se [2]:

Γ[L] ≡ ±H(η, ω)− (Lηη̄ − B)2. (2.74)

Analisando a equação do operador (2.74) constata-se que ela é função dos quatro

parâmetros da superf́ıcie quádrica confocal: aj,k, bj,k, cj,k e dj,k, e o problema numérico

a ser resolvido consiste em aplicar o operador (2.74) aos pontos da grade e reduzir os

reśıduos associados a um valor menor que o critério de convergência a ser adotado.

2.4.4 Método Iterativo de Newton

Aplicando o operador (2.74) aos pontos que definem a superf́ıcie refletora em (2.47),

obtém-se um sistema de equações não-lineares representado por

Γ[L] = 0. (2.75)

Assumindo que o operador Γ seja diferenciável, a equação (2.74) pode ser expandida em

uma série de Taylor na forma

Γ[L] = Γ[L(n)] + Γ′[L(n)](L∗ − L(n)) + ε(∆L2), (2.76)
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Figura 2.20: Célula triangular j, k no centro da grade [2].

onde L∗ é uma solução na vizinhança de L, Γ′[L(n)] são as derivadas do operador em relação

à L(n), n representa a n-ésima iteração e ε é o erro de truncamento da série onde foram

suprimidos os termos de alta ordem. Definindo uma solução L∗ = L(n+1) e desprezando

ε, tem-se [2]:

[L(n+1)] = [L(n)]− Γ′[L(n)]−1Γ[L(n)]. (2.77)

Observe que a equação (2.77) é a expressão do Método de Newton [50] para encontrar as

ráızes de uma equação f(x) = 0.

Para aplicar o método em (2.74) deve-se, inicialmente, expandir o operador em

série, observando que ele é função de quatro valores de L definidos em cada ponto da

célula triangular [2]. Logo, para a célula j, k ilustrada na Figura 2.20:

Γj,k[L] ≈ Γ
(n)
j,k [L] +

∂Γ
(n)
j,k [L]

∂Lj,k

(

L
(n+1)
j,k − L

(n)
j,k

)

+
∂Γ

(n)
j,k [L]

∂Lj−1,k

(

L
(n+1)
j−1,k − L

(n)
j−1,k

)

+
∂Γ

(n)
j,k [L]

∂Lj+1,k−1

(

L
(n+1)
j+1,k−1 − L

(n)
j+1,k−1

)

+
∂Γ

(n)
j,k [L]

∂Lj+1,k+1

(

L
(n+1)
j+1,k+1 − L

(n)
j+1,k+1

)

.

(2.78)

Definindo

D
(n)
1 =

∂Γ
(n)
j,k [L]

∂Lj,k
, (2.79a)

D
(n)
2 =

∂Γ
(n)
j,k [L]

∂Lj−1,k

, (2.79b)

D
(n)
3 =

∂Γ
(n)
j,k [L]

∂Lj+1,k−1

, (2.79c)

D
(n)
4 =

∂Γ
(n)
j,k [L]

∂Lj+1,k+1

, (2.79d)



Caṕıtulo 2. Śıntese Óptica de Antenas Duplo-Refletoras Offset 60

Figura 2.21: Célula triangular no primeiro anel da grade [2].

utilizando as definições em (2.54) e desprezando o erro de truncamento da série, encontra-

se

Γ
(n)
j,k [L] +D

(n)
1

(

L
(n+1)
1 − L

(n)
1

)

+D
(n)
2

(

L
(n+1)
2 − L

(n)
2

)

+D
(n)
3

(

L
(n+1)
3 − L

(n)
3

)

+D
(n)
4

(

L
(n+1)
4 − L

(n)
4

)

= 0.
(2.80)

Reescrevendo (2.80), obtém-se

D
(n)
1 L

(n+1)
1 +D

(n)
2 L

(n+1)
2 +D

(n)
3 L

(n+1)
3 +D

(n)
4 L

(n+1)
4 = V

(n)
j,k , (2.81)

onde

V
(n)
j,k = −Γ

(n)
j,k [L] +D

(n)
1 L

(n)
1 +D

(n)
2 L

(n)
2 +D

(n)
3 L

(n)
3 +D

(n)
4 L

(n)
4 . (2.82)

A equação (2.81) representa um sistema de equações lineares da forma [2]:

D(n)L(n+1) = V (n), (2.83)

onde os termos da iteração (n+ 1) são desconhecidos.

Para os pontos que compõem o primeiro anel (j = 1) e, consequentemente, utili-

zam o valor da função L no ponto central da grade (conforme ilustrado na Figura 2.21)

é necessário um cuidado especial na determinação dos coeficientes da matriz D(n). É

assumido que, nesse ponto, a solução do mapeamento é conhecida, ou seja,

L
(n+1)
0 = L

(n)
0 . (2.84)
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Figura 2.22: Célula triangular nas bordas da grade [2].

Logo, a equação (2.81) deve ser reescrita como [2]:

D
(n)
1 L

(n+1)
1 +D

(n)
3 L

(n+1)
3 +D

(n)
4 L

(n+1)
4 = V

(n)
j,k , (2.85)

onde

V
(n)
j,k = −Γ

(n)
j,k [L] +D

(n)
1 L

(n)
1 +D

(n)
3 L

(n)
3 +D

(n)
4 L

(n)
4 . (2.86)

A Figura 2.22 ilustra quando o ponto da grade polar pertence ao último anel (j = J).

Nesse caso são adotados os pontos laterais e, consequentemente, o ı́ndice j + 1 dever ser

alterado para j. Logo, em (2.54) e (2.79) deve-se adotar a seguinte notação para a função

L [2]:

L3 = Lj,k−1, (2.87a)

L4 = Lj,k+1, (2.87b)

e para as derivadas

D
(n)
3 =

∂Γ
(n)
j,k [L]

∂Lj,k−1

, (2.88a)

D
(n)
4 =

∂Γ
(n)
j,k [L]

∂Lj,k+1

. (2.88b)

Para qualquer ponto (j, k), os elementos discretos do operador Γ
(n)
j,k envolvem somente

pontos de sua vizinhança e, consequentemente, a matriz Jacobiana é uma matriz esparsa.
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2.4.5 Matriz Jacobiana do Operador Γ[L]

Para obter a matriz Jacobiana do operador Γj,k[L] linearizado é necessário que as

seguintes derivadas em relação a L1, L2, L3 e L4 sejam determinadas [2]:

∂Γj,k
∂L1

=
∂Γj,k
∂aj,k

∂aj,k
∂L1

+
∂Γj,k
∂bj,k

∂bj,k
∂L1

+
∂Γj,k
∂cj,k

∂cj,k
∂L1

+
∂Γj,k
∂dj,k

∂dj,k
∂L1

, (2.89a)

∂Γj,k
∂L2

=
∂Γj,k
∂aj,k

∂aj,k
∂L2

+
∂Γj,k
∂bj,k

∂bj,k
∂L2

+
∂Γj,k
∂cj,k

∂cj,k
∂L2

+
∂Γj,k
∂dj,k

∂dj,k
∂L2

, (2.89b)

∂Γj,k
∂L3

=
∂Γj,k
∂aj,k

∂aj,k
∂L3

+
∂Γj,k
∂bj,k

∂bj,k
∂L3

+
∂Γj,k
∂cj,k

∂cj,k
∂L3

+
∂Γj,k
∂dj,k

∂dj,k
∂L3

, (2.89c)

∂Γj,k
∂L4

=
∂Γj,k
∂aj,k

∂aj,k
∂L4

+
∂Γj,k
∂bj,k

∂bj,k
∂L4

+
∂Γj,k
∂cj,k

∂cj,k
∂L4

+
∂Γj,k
∂dj,k

∂dj,k
∂L4

. (2.89d)

Observe que a matriz Jacobiana requer o cálculo das derivadas parciais de Γj,k em

relação aos coeficientes da superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k e também das derivadas

dos coeficientes da superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k em relação a L1, L2, L3 e L4. O

primeiro conjunto de derivadas depende da função fase l(ω) que é assumida no problema de

śıntese. Por isso, estas derivadas serão apresentadas no Caṕıtulo 3 para o caso particular

onde é considerada fase uniforme na abertura e no Caṕıtulo 4 para o caso geral onde é

considerada fase não-uniforme na abertura. Já o segundo conjunto de derivadas, ou seja,

as derivadas de aj,k, bj,k, cj,k e dj,k em relação a L1, L2, L3 e L4, dependem da superf́ıcie

adotada para modelar localmente o subrefletor e são descritas a seguir.

As derivadas de aj,k em relação à função L nos pontos da célula são dadas por:

∂aj,k
∂L1

=
∂aj,k
∂α1

∂α1

∂L1

, (2.90a)

∂aj,k
∂L2

=
∂aj,k
∂α2

∂α2

∂L2

, (2.90b)

∂aj,k
∂L3

=
∂aj,k
∂α3

∂α3

∂L3

, (2.90c)

∂aj,k
∂L4

=
∂aj,k
∂α4

∂α4

∂L4

. (2.90d)

Derivando (2.56) em relação à L1, L2, L3 e L4, tem-se que:

∂α1

∂L1

= −α1, (2.91a)

∂α2

∂L2

= −α2, (2.91b)

∂α3

∂L3

= −α3, (2.91c)

∂α4

∂L4

= −α4. (2.91d)
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Utilizando os resultados em (2.65), vê-se que

∂

∂α1

[f1, f2, f3, f4] = 0, (2.92a)

∂

∂α2

[f1, f2, f3, f4] = 0, (2.92b)

∂

∂α3

[f1, f2, f3, f4] = 0, (2.92c)

∂

∂α4

[f1, f2, f3, f4] = 0, (2.92d)

e derivando (2.72a), é fácil demonstrar que [2]:

∂aj,k
∂L1

= α1f1
f1ε1 + f2ε2 + f3ε3 + f4ε4

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.93a)

∂aj,k
∂L2

= α2f2
f1ε1 + f2ε2 + f3ε3 + f4ε4

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.93b)

∂aj,k
∂L3

= α3f3
f1ε1 + f2ε2 + f3ε3 + f4ε4

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.93c)

∂aj,k
∂L4

= α4f4
f1ε1 + f2ε2 + f3ε3 + f4ε4

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
. (2.93d)

A derivada de bj,k em relação à L1, L2, L3 e L4 é dada por

∂bj,k
∂L1

=
∂bj,k
∂α1

∂α1

∂L1

, (2.94a)

∂bj,k
∂L2

=
∂bj,k
∂α2

∂α2

∂L2

, (2.94b)

∂bj,k
∂L3

=
∂bj,k
∂α3

∂α3

∂L3

, (2.94c)

∂bj,k
∂L4

=
∂bj,k
∂α4

∂α4

∂L4

. (2.94d)

Analisando (2.68), pode-se verificar que

∂

∂α1

[g1, g2, g3, g4] = 0, (2.95a)

∂

∂α2

[g1, g2, g3, g4] = 0, (2.95b)

∂

∂α3

[g1, g2, g3, g4] = 0, (2.95c)

∂

∂α4

[g1, g2, g3, g4] = 0. (2.95d)
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Utilizando os resultados em (2.91) e (2.95), mostra-se que [2]:

∂bj,k
∂L1

= α1
α2(f1g2 − f2g1) + α3(f1g3 − f3g1) + α4(f1g4 − f4g1)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.96a)

∂bj,k
∂L2

= α2
α1(f2g1 − f1g2) + α3(f2g3 − f3g2) + α4(f2g4 − f4g2)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.96b)

∂bj,k
∂L3

= α3
α1(f3g1 − f1g3) + α2(f3g2 − f2g3) + α4(f3g4 − f4g3)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.96c)

∂bj,k
∂L4

= α4
α1(f4g1 − f1g4) + α2(f4g2 − f2g4) + α3(f4g3 − f3g4)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
. (2.96d)

Derivando cj,k em relação à L1, L2, L3 e L4, tem-se que

∂cj,k
∂L1

=
∂cj,k
∂α1

∂α1

∂L1

, (2.97a)

∂cj,k
∂L2

=
∂cj,k
∂α2

∂α2

∂L2

, (2.97b)

∂cj,k
∂L3

=
∂cj,k
∂α3

∂α3

∂L3

, (2.97c)

∂cj,k
∂L4

=
∂cj,k
∂α4

∂α4

∂L4

. (2.97d)

Da equação (2.69) pode-se demonstrar que

∂

∂α1

[h1, h2, h3, h4] = 0, (2.98a)

∂

∂α2

[h1, h2, h3, h4] = 0, (2.98b)

∂

∂α3

[h1, h2, h3, h4] = 0, (2.98c)

∂

∂α4

[h1, h2, h3, h4] = 0. (2.98d)

Com o aux́ılio de (2.91) e (2.98) mostra-se que as derivadas de (2.72c) podem ser escritas

como [2]:

∂cj,k
∂L1

= α1
α2(f1h2 − f2h1) + α3(f1h3 − f3h1) + α4(f1h4 − f4h1)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.99a)

∂cj,k
∂L2

= α2
α1(f2h1 − f1h2) + α3(f2h3 − f3h2) + α4(f2h4 − f4h2)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.99b)

∂cj,k
∂L3

= α3
α1(f3h1 − f1h3) + α2(f3h2 − f2h3) + α4(f3h4 − f4h3)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.99c)

∂cj,k
∂L4

= α4
α1(f4h1 − f1h4) + α2(f4h2 − f2h4) + α3(f4h3 − f3h4)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
. (2.99d)
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Por fim, deriva-se dj,k em relação à L1, L2, L3 e L4:

∂dj,k
∂L1

=
∂dj,k
∂α1

∂α1

∂L1

, (2.100a)

∂dj,k
∂L2

=
∂dj,k
∂α2

∂α2

∂L2

, (2.100b)

∂dj,k
∂L3

=
∂dj,k
∂α3

∂α3

∂L3

, (2.100c)

∂dj,k
∂L4

=
∂dj,k
∂α4

∂α4

∂L4

. (2.100d)

Verifica-se através de (2.70) que:

∂

∂α1

[k1, k2, k3, k4] = 0, (2.101a)

∂

∂α2

[k1, k2, k3, k4] = 0, (2.101b)

∂

∂α3

[k1, k2, k3, k4] = 0, (2.101c)

∂

∂α4

[k1, k2, k3, k4] = 0. (2.101d)

Observando (2.91) e (2.101) mostra-se que as derivadas de (2.72d) podem ser escritas

como [2]:

∂dj,k
∂L1

= α1
α2(f1k2 − f2k1) + α3(f1k3 − f3k1) + α4(f1k4 − f4k1)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.102a)

∂dj,k
∂L2

= α2
α1(f2k1 − f1k2) + α3(f2k3 − f3k2) + α4(f2k4 − f4k2)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.102b)

∂dj,k
∂L3

= α3
α1(f3k1 − f1k3) + α2(f3k2 − f2k3) + α4(f3k4 − f4k3)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
, (2.102c)

∂dj,k
∂L4

= α4
α1(f4k1 − f1k4) + α2(f4k2 − f2k4) + α3(f4k3 − f3k4)

(f1α1 + f2α2 + f3α3 + f4α4)2
. (2.102d)

Assim, pode-se observar que as derivadas (2.93), (2.96), (2.99) e (2.102) são rela-

cionadas à superf́ıcie adotada para modelar localmente o subrefletor.

Para finalizar esta seção, são apresentadas as derivadas parciais das equações (2.32),

(2.37) e (2.45) em relação aos coeficientes da superf́ıcie quádrica confocal que serão úteis

nos Caṕıtulos 3, 4 e 5 para completar o cálculo das derivadas parciais do operador Γ[L]

linearizado. Para isso as expressões de interesse serão reescritas considerando que a su-

perf́ıcie quádrica confocal passa por um ponto j, k da grade polar usada para discretizar

a superf́ıcie sintetizada. Portanto, essas expressões ficam em função dos coeficientes aj,k,

bj,k, cj,k e dj,k.
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A equação (2.32) pode ser reescrita da seguinte forma:

eL(η) =
aj,k

(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1
. (2.103)

Assim, tem-se que:

∂eL

∂aj,k
=

1

(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1
, (2.104a)

∂eL

∂bj,k
= −

(η̄ + η)aj,k
[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]2

, (2.104b)

∂eL

∂cj,k
= −

i(η̄ − η)aj,k
[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]2

, (2.104c)

∂eL

∂dj,k
= −

(|η|2 − 1)aj,k
[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]2

. (2.104d)

A equação (2.37) pode ser reescrita como

Lη(η) = −
(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)

(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1
. (2.105)

Dessa forma, escreve-se que:

∂Lη
∂aj,k

= 0, (2.106a)

∂Lη
∂bj,k

=

{

(η̄ + η)[(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)]

−[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|
2 − 1]

}

[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]2
, (2.106b)

∂Lη
∂cj,k

=

{

i(η̄ − η)[(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)]

+i[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|
2 − 1]

}

[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]2
, (2.106c)

∂Lη
∂dj,k

=

{

(|η|2 − 1)[(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)]

−η̄[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|
2 − 1]

}

[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]2
. (2.106d)

A equação (2.45) pode ser reescrita como

Lηη̄(η) =
b2j,k + c2j,k + d2j,k − 1

[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]2
. (2.107)
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Logo, as derivadas parciais são dadas por

∂Lηη̄
∂aj,k

= 0, (2.108a)

∂Lηη̄
∂bj,k

=

{

2bj,k[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|
2 − 1]

−2(b2j,k + c2j,k + d2j,k − 1)(η̄ + η)

}

[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]3
, (2.108b)

∂Lηη̄
∂cj,k

=

{

2cj,k[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|
2 − 1]

−2i(b2j,k + c2j,k + d2j,k − 1)(η̄ − η)

}

[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]3
, (2.108c)

∂Lηη̄
∂dj,k

=

{

2dj,k[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|
2 − 1]

−2(b2j,k + c2j,k + d2j,k − 1)(|η|2 − 1)

}

[(η̄ + η)bj,k + i(η̄ − η)cj,k + (|η|2 − 1)dj,k − |η|2 − 1]3
. (2.108d)

2.5 Condição de Contorno

Para a solução numérica do problema de śıntese é necessário que a equação de

Monge-Ampère (2.19) seja resolvida como um problema de valor de contorno. A condi-

ção de contorno é obtida impondo que os raios da borda do cone de alimentação sejam

mapeados, depois de duas reflexões, no contorno da abertura. Para isso, o contorno fe-

chado associado ao campo da abertura deve ser representado por uma função cont́ınua

e com derivadas de primeira ordem cont́ınuas. Neste estudo são abordados três tipos de

contorno da abertura: circular, eĺıptico e super-eĺıptico, onde a equação da super-elipse é

suficientemente geral para representar estes três tipos de contorno (vide Figura 2.23). Da

equação da super-elipse, tem-se que

∣

∣

∣

∣

Re[ω − ωc]

rax

∣

∣

∣

∣

2σ

+

∣

∣

∣

∣

Im[ω − ωc]

ray

∣

∣

∣

∣

2σ

= 1, (2.109)

onde ωc é o centro da abertura sobre o eixo x, e rax e ray são os raios da super-elipse

ao longo dos eixos x e y, respectivamente. É importante observar que, para σ = 1, o

contorno se torna uma elipse, ou um ćırculo se rax = ray. Para σ → ∞, o contorno se

torna um retângulo de lados 2rax e 2ray.

Sabendo que

Re[ω − ωc] =
ω + ω̄ − 2ωc

2
,

Im[ω − ωc] =
ω − ω̄

2i
,
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e as derivadas parciais de ω em relação aos coeficientes da superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k,

cj,k e dj,k serão apresentadas nos Caṕıtulos 3 e 4 pois dependem da função fase l(ω).

2.6 Modelo para o Diagrama do Alimentador

A formulação apresentada assume que uma fonte pontual em O irradia uma frente

de onda esférica TEM com centro de fase na origem do sistema de coordenadas e com

intensidade de radiação I(η). Neste estudo, o campo elétrico desta onda TEM é analiti-

camente representado por [1]:

Ep(r
′) =

[

cose θ′ cosφ′θ̂′ − cosh θ′ senφ′φ̂′
] e−jkr

r
, para θ ≤ π/2, (2.114)

Ec(r
′) = senφ′ cosφ′

[

cose θ′θ̂′ − cosh θ′φ̂′
] e−jkr

r
, para θ ≤ π/2, (2.115)

onde Ep e Ec representam as polarizações principal e cruzada, segundo a terceira definição

de Ludwig [51], coseθ′ e cosh θ′ representam os diagramas nos planos principais de polari-

zação e os parâmetros e e h são escolhidos para fornecer a atenuação na borda do refletor.

Este tipo de modelo é válido para o semi-espaço z′ positivo e é largamente utilizado para

caracterizar a radiação de cornetas corrugadas. A intensidade de radiação, obtida a partir

da polarização principal, equação (2.114), é dada por:

I(θ′, φ) = I0
[

cos2e θ′ cos2 φ′ + cos2h θ′ sen2 φ′
]

, (2.116)

onde I0 é uma constante que representa a intensidade máxima de radiação. Para o caso

particular em que n = e = h, os campos não têm polarização cruzada e a intensidade de

radiação é circularmente simétrica na forma:

I(θ′, φ′) = I0 cos
2n θ′. (2.117)

A atenuação do alimentador Le é dada por

Le =
I

I0
=
I0 cos

2n θ′

I0
. (2.118)

Assim,

Le = cos2n θ′ (2.119)

e aplicando o logaritmo em ambos os lados da equação (2.119), tem-se que

10 logLe = 10 log10(cos
2n θ′). (2.120)
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Sendo assim, tem-se que

Le[dB] = 20n log10(cos θ
′). (2.121)

Assim, chega-se em uma expressão útil para obter o valor de n em termos do ângulo θc e

da atenuação na borda do subrefletor Le [dB], que é dada por

2n =
Le[dB]

10 log10 cos θc
. (2.122)

A constante I0 é determinada através da normalização da potência total irradiada. Desta

forma, para o modelo descrito pode-se utilizar:

∫ 2π

0

∫ θc

0

I(θ′, φ′) sen θ′dθ′dφ′ = Prad. (2.123)

Substituindo a equação (2.116) na equação (2.123) tem-se:

I0

∫ 2π

0

∫ θc

0

[

cos2e θ′ cos2 φ′ + cos2h θ′ sen2 φ′
]

sen θ′dθ′dφ′ = Prad (2.124)

Fazendo Prad = 4π e resolvendo a integral da equação (2.124), mostra-se que:

I0 =
4

[

1
2e+1

(1− cos2e+1 θc) +
1

2h+1
(1− cos2h+1 θc)

] . (2.125)

Para n = e = h, a expressão (2.125) é reduzida a

I0 =
2(2n+ 1)

1− cos2n+1 θc
. (2.126)

Neste trabalho será assumido que a intensidade de radiação é circularmente simé-

trica, ou seja, e = h = n. Então, com o aux́ılio da equação (2.3a), a equação (2.117) é

escrita em termos da coordenada complexa η′ do sistema de coordenadas auxiliar:

I(η′) = I0

(

|η′|2 − 1

|η′|2 + 1

)2n

. (2.127)

Substituindo a equação (2.52a) em (2.127) obtém-se a expressão para a intensidade de

radiação em termos da coordenada complexa η:

I(η) = I0





(

∣

∣

∣

∣

η0η + 1

η0 − η

∣

∣

∣

∣

2

− 1

)

·

(

∣

∣

∣

∣

η0η + 1

η0 − η

∣

∣

∣

∣

2

+ 1

)−1




2n

(2.128)

onde I0 é dado pela equação (2.126).
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2.7 Modelo de Distribuição de Densidade de Potência na

Abertura

Nesta seção é apresentado o modelo desejado para a distribuição da densidade

de potência na abertura do sistema duplo-refletor sintetizado. A densidade de potência

desejada Gob(ω) será descrita por uma função Gaussiana cujo contorno pode ser circular,

eĺıptico ou super-eĺıptico. A atenuação da função Gaussiana pode ser usada para controlar

a diretividade e os ńıveis dos lóbulos laterais do diagrama de radiação [26]. No final da

seção, será apresentada a estratégia de convergência que combina a função Gaussiana com

a densidade de potência fornecida pelas quádricas confocais Gsq(ω).

A função que descreve a distribuição Gaussiana na abertura tem a seguinte forma:

Gob(ω) = G0e
−ψρ(ω,ω̄), (2.129)

onde

ρ(ω, ω̄) =

∣

∣

∣

∣

Re[ω − ωc]

rax

∣

∣

∣

∣

2σ

+

∣

∣

∣

∣

Im[ω − ωc]

ray

∣

∣

∣

∣

2σ

=

∣

∣

∣

∣

ω + ω̄ − 2ωc
2rax

∣

∣

∣

∣

2σ

+

∣

∣

∣

∣

ω − ω̄

i2ray

∣

∣

∣

∣

2σ

, (2.130)

ψ é uma constante que determina o fator de atenuação eG0 é uma constante que representa

a distribuição de potência máxima na abertura. Uma forma prática para determinar ψ

é especificar a atenuação na borda do contorno LG em relação ao ponto de máximo.

Novamente, partindo do conceito de atenuação, tem-se que

LG =
G

G0

=
G0e

−ψρ(ω,ω̄)

G0

(2.131)

Sabendo que no contorno,

|ρ(ω, ω̄)| = 1, (2.132)

a atenuação LG, em valor absoluto, é dada por

LG = e−ψ. (2.133)

Aplicando o logaritmo em ambos os lados da equação (2.133), tem-se que

LG[dB] = −10ψ log10 e (2.134)

que pode ser reescrita como

ψ = −
LG[dB]

10 log10 e
. (2.135)
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Novamente, a constante G0 é obtida a partir da normalização da potência total irradiada

pela abertura. Logo,

∫ 2π

0

∫ ρ(ω,ω̄)

0

G0e
−ψρρdρdφ = Prad. (2.136)

Definindo-se Prad = 4π, a integral é resolvida analiticamente para os seguintes casos

particulares, sendo G0 dado por:

G0 =
2ψ

1− e−ψr2a
, para rax = ray = ra, σ = 1 e ψ 6= 0,

G0 =
4

r2a
, para rax = ray = ra, σ = 1 e ψ = 0,

G0 =
πΓ
(

1 + 2
2σ

)

raxray
{

Γ
(

1 + 1
2σ

)}2 , para rax 6= ray, σ 6= 1 e ψ = 0.

Para os demais casos, a integral (2.136) deve ser avaliada numericamente.

Para determinar a matriz Jacobiana nos Caṕıtulos 3 e 4 será necessária a derivada

de Gob(ω) em relação a ω que é dada por

Gob
ω (ω) = Gob(ω)

[

−ψ
∂Γc
∂ω

]

, (2.137)

onde a derivada parcial de Γc em relação a ω é dada em (2.113).

A estratégia utilizada para obter a convergência da solução numérica da equação

de Monge-Ampère para os casos onde a solução inicial é muito diferente da solução final

consiste em utilizar, como solução inicial, uma superf́ıcie quádrica e, como função do

campo na abertura G(ω), uma combinação linear do campo na abertura de uma superf́ıcie

quádrica Gsq(ω) com o campo Gaussiano desejado Gob(ω). Assim, G(ω) é dado por

G(ω) = (1− µ)Gsq(ω) + µGob(ω). (2.138)

O processo de śıntese tem ińıcio com µ = 0, ou seja, a distribuição de campo G(ω)

é dada pelo campo de abertura das quádricas confocais Gsq(ω) e, neste caso, o operador

Γ é nulo. Nos estágios intermediários, µ assume valores entre zero e um e no estágio

final µ = 1, ou seja, a distribuição de campo G(ω) passa a ser igual à função Gaussiana

desejada Gob(ω). A derivada da função G(ω) em relação a ω é dada por

Gω(ω) = (1− µ)Gsq
ω (ω) + µGob

ω (ω). (2.139)
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2.8 Algoritmo de Śıntese

Especificações
de projeto

Solução inicial
a(0), b(0), c(0), d(0)

Mapeamento
ω(n) ← η, a(n), b(n), c(n), d(n)

Γ(n) ← ω(n), a(n), b(n), c(n), d(n)

Γ(n) < ε? Fim

Calcula a Jacobiana
D(n) ← ∂Γ(n)/∂L(n)

L(n+1) ← L(n) − [D(n)]−1Γ[L(n)]

a(n+1), b(n+1), c(n+1), d(n+1) ← L(n+1)

sim

não

Figura 2.24: Diagrama de blocos do algoritmo de śıntese.

O algoritmo da Figura 2.24 ilustra o procedimento numérico para a solução do

problema de śıntese de um sistema duplo-refletor offset. Inicialmente, as especificações

de projeto devem ser definidas. Em seguida, é escolhida uma superf́ıcie para iniciar o

algoritmo de śıntese. Neste trabalho, a quádrica confocal representada pelos coeficientes

a(0), b(0), c(0), d(0) foi adotada como solução inicial e deve ser uma superf́ıcie próxima da

solução a ser sintetizada para a convergência do algoritmo. A partir da solução inicial é

obtida a relação de mapeamento η → ω que depende da função fase l(ω). Conhecidos η,

ω e os coeficientes das superf́ıcies quádricas que representam a superf́ıcie do subrefletor,

o operador Γ[L] é obtido. Se este operador for menor que o critério de convergência
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adotado, então, a superf́ıcie avaliada é aquela desejada, ou seja, o subrefletor sintetizado

em conjunto com o refletor principal geram a densidade de potência na abertura G(ω)

especificada. Caso contrário, o algoritmo calcula a matriz Jacobiana do operador Γ[L], e

uma nova superf́ıcie é obtida L(n+1). Esta superf́ıcie é então interpolada por um conjunto

de quádricas confocais com eixos deslocados e a relação de mapeamento é reavaliada, bem

como o operador Γ[L]. O algoritmo continua iteragindo até que o critério de convergência

seja atendido.

2.9 Considerações Finais

Neste caṕıtulo foi apresentado o procedimento numérico alternativo, proposto em

[2], para a solução da equação de Monge-Ampère (2.19). A metodologia é empregada no

Caṕıtulo 3 para o projeto de antenas duplo-refletoras offset com fase uniforme na abertura

e no Caṕıtulo 4 para o projeto de sistemas duplo-refletores offset com fase arbitrária na

abertura a fim de modelar o feixe do diagrama de radiação para um contorno espećıfico.

Além disso, o algoritmo será empregado para sintetizar lentes dielétricas sem simetria

circular no Caṕıtulo 5 a partir da especificação da densidade de potência na região de

cobertura.



Caṕıtulo 3

Antenas Duplo-Refletoras Offset com

Fase Uniforme na Abertura

Neste caṕıtulo, a formulação matemática do problema de śıntese apresentado na

Seção 2.2 é particularizada para o caso de fase uniforme na abertura usando a aproximação

de superf́ıcies quádricas confocais para representar localmente a superf́ıcie do subrefletor.

No problema de fase uniforme, o mapeamento η → ω é determinado por uma expressão

anaĺıtica fechada. Para a solução numérica do problema de śıntese é determinada uma

solução inicial para o algoritmo, bem como as derivadas do operador não-linear quando

a fase é constante. Para avaliar o algoritmo de śıntese desenvolvido, são apresentados

alguns estudos de casos com o objetivo de projetar sistemas duplo-refletores offset com

densidades de potência na abertura com distribuição de amplitude Gaussiana em contor-

nos circulares e eĺıpticos. Para a análise dos resultados gerados pelo algoritmo de śıntese,

as superf́ıcies sintetizadas são interpoladas por pseudo-splines qúınticas [52] e analisadas

via aproximações da PO mais corrente de borda [47], [48].

3.1 Geometria do Problema de Śıntese

A geometria do problema de śıntese de um sistema duplo-refletor com fase uniforme

na abertura é ilustrada na Figura 3.1 como um problema de valor de contorno. Neste

caso particular, os raios refletidos pelo refletor principal cruzam a abertura paralelos ao

eixo z. Assim, a função fase l(ω) é igual a uma constante e ζ → ∞, uma vez que o

plano de abertura está definido na direção do semi espaço z-positivo. Assim, a relação

de mapeamento entre as direções dos raios incidentes η e as coordenadas da abertura ω

representada em (2.14) será simplificada e a direção dos raios refletidos ζ se cancelam na

formulação.

75
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3.3 Equação de Monge-Ampère

Para o caso particular de fase uniforme na abertura, ou seja, l(ω) = constante,

lω = 0 e lω̄ = 0. Interpretando a equação (3.2) como uma função F (ω, η), função das

variáveis complexas ω e η, as derivadas parciais de F são:

Fω =
2eL − A

(Aη − ω)2
, Fω̄ = 0, (3.5)

e

Fη = L2
η, Fη̄ =

2eL|Lη|
2

2eL − A
. (3.6)

Diferenciando a equação

Lη = F (ω, η)

obtém-se

Lηη = Fωωη + Fω̄ω̄η + L2
η e

Lηη̄ = Fωωη̄ + Fω̄ω̄η̄ +B,

onde B = Fη̄. Observe da equação (3.6) que B é real. Estas equações e seus complexos

conjugados podem ser combinados na seguinte equação matricial

[

Lηη − L
2
η Lηη̄ − B

Lηη̄ − B Lη̄η̄ − L
2
η̄

]

=

[

Fω Fω̄

F̄ω F̄ω̄

][

ωη ωη̄

ω̄η ω̄η̄

]

. (3.7)

Calculando os determinantes de ambos os lados da equação, obtém-se

|Lηη − L
2
η|

2 − (Lηη̄ − B)2 = (|Fω|
2 − |Fω̄|

2)(|ωη|
2 − |ωη̄|

2). (3.8)

Chamando V = (|Fω|
2 − |Fω̄|

2), combinando as expressões (3.8) e (2.18) e usando as

expressões (3.5), (3.6), (3.3) e (2.41) chega-se à [53]:

− (Lηη̄ − B)2 = ±V
I(η)

G(ω)

4

(1 + |η|2)2
, (3.9)

onde

B =
2eL|Lη|

2

2eL − A
e V =

|Lη|
4

(2eL − A)2
.

Esta é a forma complexa da equação de Monge-Ampère para o problema de śıntese de

um sistema de duplo-refletor com fase uniforme na abertura usando as aproximações por

superf́ıcie quádricas confocais. Em (3.9) o sinal (−) denota a forma eĺıptica e o sinal (+)



Caṕıtulo 3. Antenas Duplo-Refletoras Offset com Fase Uniforme na Abertura 78

a forma hiperbólica da equação de Monge-Ampère.

3.4 Coordenadas do Refletor Principal

A superf́ıcie do refletor principal S pode ser deduzida para o caso particular de

fase constante na abertura substituindo as equações (2.16) e (2.17) em (2.15). Então, as

coordenadas do refletor principal são dadas por [26]:

~r + ~s =

{

ω,
|ω|2 − A2 + 2eL(A(1 + |η|2)− η̄ω − ηω̄)

2(A− 2eL)

}

. (3.10)

3.5 Exemplo de Solução Anaĺıtica para a Śıntese de Duplo-

Refletores com Fase Uniforme na Abertura

Como solução inicial para o algoritmo de śıntese será adotada um exemplo de

solução anaĺıtica para a śıntese de duplo-refletores com fase uniforme na abertura. No

plano de simetria φ = 0, assumindo que não há deslocamento azimutal em seu eixo de

simetria ϕ = 0 e, consequentemente, c = 0, mostra-se facilmente que a equação (3.4)

torna-se

ωr =
2a+ A[(d+ 1)− bη̄r]

(d− 1)η̄r + b
, (3.11)

onde ηr e ωr são as partes reais de η e ω, respectivamente. Da equação (2.26) é posśıvel

obter uma expressão para a em função dos termos b e d da superf́ıcie quádrica:

a = r0(b sen θ0 + d cos θ0 − 1). (3.12)

Substituindo (3.12) na expressão (3.11), tem-se que

(2r0 sen θ0 − Aηr − ωr)b+ (2r0 cos θ0 + A− ηrωr)d = 2r0 − A− ηrωr. (3.13)

Os coeficientes b e d da superf́ıcie quádrica podem ser obtidos definindo-se um sistema

linear de duas equações. Para isso, dois raios, ηr1 e ηr2, são definidos no plano de simetria

(φ = 0), assim como ilustrado na Figura 3.2 para um sistema duplo-refletor com confi-

guração Gregorian ou TB (topo-base) e na Figura 3.3 para a configuração Cassegrain ou

TT (topo-topo) e expressos em (3.14). Na configuração Gregorian ou TB, o raio mapeado

no topo (extremidade superior) do subrefletor é refletido na base (extremidade inferior)

do refletor principal, enquanto que na configuração Cassegrain ou TT, o raio mapeado no
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topo do subrefletor é refletido no topo do refletor principal.

ηr1 = cot

(

θ1
2

)

, (3.14a)

ηr2 = cot

(

θ2
2

)

, (3.14b)

onde θ1 = θ0 − θc e θ2 = θ0 + θc para a configuração TB (Gregorian), e θ1 = θ0 + θc e

θ2 = θ0 − θc para a configuração TT (Cassegrain). Também, tem-se que

ωr1 = ωc + rax e (3.15a)

ωr2 = ωc − rax. (3.15b)

Uma vez definidas as especificações do projeto, θ0, θc, r0, A = l− zd, ωc, rax, as variáveis

(3.14) e (3.15) são determinadas e o sistema linear na forma matricial é então formulado:

[

P1 Q1

P2 Q2

][

b

d

]

=

[

R1

R2

]

, (3.16)

onde

P1 = 2r0 sen θ0 − Aηr1 − ωr1,

P2 = 2r0 sen θ0 − Aηr2 − ωr2,

Q1 = 2r0 cos θ0 + A− ηr1ωr1,

Q2 = 2r0 cos θ0 + A− ηr2ωr2,

R1 = 2r0 − A− ηr1ωr1,

R2 = 2r0 − A− ηr2ωr2.

O sistema linear (3.16) pode facilmente ser resolvido usando a regra de Crammer:

b =
R1Q2 −Q1R2

P1Q2 −Q1P2

, (3.17)

d =
P1R2 −R1P2

P1Q2 −Q1P2

, (3.18)

e o coeficiente a é obtido pela equação (3.12).
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Ampère para L. Por outro lado, se a superf́ıcie L(η) é conhecida, então a expressão (3.9)

é uma equação para densidade de potência G(ω). Nesta seção é deduzida a densidade de

potência refletida na abertura por sistema duplo refletor cujo subrefletor é uma superf́ıcie

quádrica confocal determinada pelos coeficientes a, b, c e d. A relação entre η e ω da

expressão (3.4) pode ser invertida e expressa da seguinte forma:

η̄ =
2a+ A(d+ 1)− (b− ic)ω

(d− 1)ω + A(b+ ic)
, (3.19)

η =
2a+ A(d+ 1)− (b+ ic)ω̄

(d− 1)ω̄ + A(b− ic)
. (3.20)

Calculando as derivadas de η em relação a ω e seu complexo conjugado ω̄, obtém-se:

ηω = 0, (3.21)

ηω̄ = −
A(b2 + c2) + 2a(d− 1) + A(d2 − 1)

[A(b− ic) + (d− 1)ω̄]2
. (3.22)

A partir da equação da Conservação da Energia (2.18), obtém-se a expressão de

Gsq(ω) [19]:

Gsq(ω) =
4I(η)

(1 + |η|2)2
||ηω|

2 − |ηω̄|
2|. (3.23)

Substituindo as equações (3.21) e (3.22) em (3.23) obtém-se uma expressão para

a densidade de potência refletida na abertura por um sistema duplo-refletor quando o

subrefletor é uma superf́ıcie quádrica confocal:

Gsq(ω) =
4I(η)

(1 + |η|2)2
[A(b2 + c2) + 2a(d− 1) + A(d2 − 1)]2

|A(b− ic) + (d− 1)ω̄|4
. (3.24)

Para determinar os elementos da matriz Jacobiana deve-se obter a derivada da

função Gsq(ω) em relação a ω:

∂Gsq(ω)

∂ω
= 4I(η)ηω̄

η̄ωω(1 + ηη̄)− 2η(η̄ω)
2

(1 + ηη̄)3
(3.25)

onde

η̄ω = −
A(b2 + c2) + 2a(d− 1) + A(d2 − 1)

[A(b+ ic) + (d− 1)ω]2
, (3.26)

η̄ωω =
2(d− 1)[A(b2 + c2) + 2a(d− 1) + A(d2 − 1)]

[A(b+ ic) + (d− 1)ω]3
. (3.27)
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3.7 Solução Numérica do Problema de Śıntese

O problema de śıntese de um sistema duplo-refletor com fase uniforme na abertura

(3.9) será resolvido numericamente usando a técnica alternativa descrita na Seção 2.4.

Para isso, a superf́ıcie do subrefletor é discretizada pela grade polar da Seção 2.4.1, e

então é representada localmente por um conjunto de superf́ıcies quádricas confocais. A

solução anaĺıtica para o problema de śıntese da Seção 3.5 é usada como solução incial. A

partir da equação de Monge-Ampère para a śıntese de um sistema duplo-refletor com fase

uniforme na abertura (3.9), o operador não-linear Γ[L] é escrito como [53]:

Γ[L] = (Lηη̄ − B)2 ±H(η, ω), (3.28)

onde

H(η, ω) = V
I(η)

G(ω)

4

(1 + |η|2)2
. (3.29)

O procedimento iterativo de Newton da Seção 2.4.4 é então empregado para para

reduzir os reśıduos associados ao operador (3.28) nos pontos da grade a um valor menor

que o critério de convergência adotado. Para isso, será necessário obter os elementos

da matriz Jacobiana (2.89) descrita na seçao 2.4.5 para o operador Γ[L] linearizado. A

partir dáı, uma nova superf́ıcie é obtida pela equação (2.83), que será usada no processo

iterativo para a convergência do algoritmo de śıntese representado pelo diagrama de blocos

da Figura 2.24.

Para determinar a matriz Jacobiana (2.89) do operador (3.28), as derivadas dos

coeficientes da superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k em relação à L1, L2, L3 e L4

já foram determinadas na Seção 2.4.5 e estão expressos nas seguintes equações: (2.93),

(2.96), (2.99) e (2.102), respectivamente. Para completar o cálculo da matriz Jacobiana,

serão determinadas as derivadas parciais de operador Γ[L] em relação aos coeficientes da

superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k que são apresentadas em (3.30):

∂Γ[L]

∂aj,k
= 2(Lηη̄ − B)

[

∂Lηη̄
∂aj,k

−
∂B

∂aj,k

]

±
∂H

∂aj,k
, (3.30a)

∂Γ[L]

∂bj,k
= 2(Lηη̄ − B)

[

∂Lηη̄
∂bj,k

−
∂B

∂bj,k

]

±
∂H

∂bj,k
, (3.30b)

∂Γ[L]

∂cj,k
= 2(Lηη̄ − B)

[

∂Lηη̄
∂cj,k

−
∂B

∂cj,k

]

±
∂H

∂cj,k
, (3.30c)

∂Γ[L]

∂dj,k
= 2(Lηη̄ − B)

[

∂Lηη̄
∂dj,k

−
∂B

∂dj,k

]

±
∂H

∂dj,k
, (3.30d)
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onde

∂B

∂aj,k
=

4eL

2eL − A
Re

[

∂Lη
∂aj,k

Lη̄

]

−
2A

(2eL − A)2
∂eL

∂aj,k
|Lη|

2, (3.31a)

∂B

∂bj,k
=

4eL

2eL − A
Re

[

∂Lη
∂bj,k

Lη̄

]

−
2A

(2eL − A)2
∂eL

∂bj,k
|Lη|

2, (3.31b)

∂B

∂cj,k
=

4eL

2eL − A
Re

[

∂Lη
∂cj,k

Lη̄

]

−
2A

(2eL − A)2
∂eL

∂cj,k
|Lη|

2, (3.31c)

∂B

∂dj,k
=

4eL

2eL − A
Re

[

∂Lη
∂dj,k

Lη̄

]

−
2A

(2eL − A)2
∂eL

∂dj,k
|Lη|

2. (3.31d)

A funçãoH(η, ω) depende dos coeficientes aj,k, bj,k, cj,k e dj,k da superf́ıcie quádrica

e suas derivadas são determinadas utilizando a regra da cadeia:

∂H

∂aj,k
=
∂H

∂ω

∂ω

∂aj,k
+
∂H

∂ω̄

∂ω̄

∂aj,k
±

I(η)

G(ω)

4

(1 + |η|2)2
∂V

∂aj,k

= 2Re

[

∂H

∂ω

∂ω

∂aj,k

]

±
I(η)

G(ω)

4

(1 + |η|2)2
∂V

∂aj,k
,

(3.32a)

∂H

∂bj,k
=
∂H

∂ω

∂ω

∂bj,k
+
∂H

∂ω̄

∂ω̄

∂bj,k
±

I(η)

G(ω)

4

(1 + |η|2)2
∂V

∂bj,k

= 2Re

[

∂H

∂ω

∂ω

∂bj,k

]

±
I(η)

G(ω)

4

(1 + |η|2)2
∂V

∂bj,k
,

(3.32b)

∂H

∂cj,k
=
∂H

∂ω

∂ω

∂cj,k
+
∂H

∂ω̄

∂ω̄

∂cj,k
±

I(η)

G(ω)

4

(1 + |η|2)2
∂V
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∂ω

∂ω
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(3.32c)
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∂ω

∂ω
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]
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G(ω)
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∂V
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(3.32d)

onde
∂H

∂ω
= ±V

4I(η)

(1 + |η|2)2

{

−Gω

[G(ω)]2

}

, (3.33)

∂V
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4|Lη|
2

(2eL − A)3

{

(2eL − A)Re

[

∂Lη
∂aj,k

Lη̄

]

−
∂eL

∂aj,k
|Lη|

2

}

, (3.34a)
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∂bj,k
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}

, (3.34b)
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}

, (3.34c)

∂V

∂dj,k
=

4|Lη|
2

(2eL − A)3

{

(2eL − A)Re

[

∂Lη
∂dj,k

Lη̄

]

−
∂eL

∂dj,k
|Lη|

2

}

. (3.34d)
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No procedimento de śıntese, a densidade de potência na aberturaG(ω) da expressão

(3.29) é dada pela equação (2.139), onde Gob(ω) é dada por (2.129) e Gsq(ω) pela expressão

(3.24). Assim, a derivada de G(ω) em relação ω que surge na expressão (3.33) é expressa

(2.139), onde Gob
ω (ω) foi dada em (2.137) e Gsq

ω (ω) em (3.25).

As derivadas parciais das expressões eL, Lη e Lηη̄ em relação aos coeficientes da

superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k, que surgiram nas equações (3.30), (3.31) e (3.34),

foram dadas em (2.104), (2.106) e (2.108), respectivamente.

Por fim, tem-se as derivadas relacionadas ao mapeamento η → ω:

∂ω

∂aj,k
=

2

(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)
, (3.35a)

∂ω

∂bj,k
= −

{

2aj,k
(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)

+ A

[

(η̄ + η) + 1
Lη

]}

(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)
, (3.35b)

∂ω

∂cj,k
= −

{

−i2aj,k
(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)

+ A

[

i(η̄ − η)− i
Lη

]}

(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)
, (3.35c)

∂ω

∂dj,k
= −

{

2η̄aj,k
(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)

+ A

[

(|η|2 − 1) +
η̄
Lη

]}

(dj,k − 1)η̄ + (bj,k − icj,k)
. (3.35d)

3.8 Estudos de Casos

Nesta seção são apresentados alguns estudos de casos para avaliar a formulação

para śıntese de antenas duplo-refletoras offset com fase uniforme na abertura. O objetivo

é verificar se os resultados gerados pelo método numérico de solução da equação de Monge-

Ampère são os esperados e validá-los através das aproximações da Óptica F́ısica (PO)

com correção das correntes de bordas [47], [48]. Nos casos estudados, as antenas duplo-

refletoras offset foram sintetizadas para gerar, segundo os prinćıpios da GO, densidades de

potência na abertura Gaussianos em contornos circulares e eĺıpticos. Como alimentador

foi adotado o modelo cosseno elevado (2.117) com n = 9, o que representa uma atenuação

de Le = −12, 8843 dB em θc = 32o de acordo com (2.121), que corresponde ao ângulo de

incidência na borda do subrefletor. O diagrama de radiação do modelo do alimentador no

plano uv está ilustrado nas Figuras 3.4 e 3.5.

Para a análise do diagrama de radiação gerado pelas superf́ıcies sintetizadas, é

necessário interpolar os pontos dados pelo método de śıntese óptica e obter uma superf́ıcie

cont́ınua. Para modelar uma superf́ıcie refletora definida por um conjunto de N pontos
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Para discretizar o subrefletor foi escolhida uma grade polar regular, ou seja, α = 1 no

plano complexo 1/η′ definida com 12 anéis (J = 12) e 54 radiais (K = 54), onde cada

ponto da grade está associado à direção de um raio proveniente do alimentador, conforme

ilustrado na Figura 3.6. O ângulo de offset foi definido em θ0 = −120 e a distância r0

entre a origem O do sistema de coordenadas e o centro do subrefletor é de 35 cm.

Utilizando esses parâmetros e a formulação apresentada na Seção 3.4, determinou-

se a superf́ıcie quádrica confocal adotada como solução inicial, sendo ela definida pelos

seguintes parâmetros: a(0) = −0, 146301 m, b(0) = 0, 222299, c(0) = 0, 0, d(0) = 0, 214909.

A análise das direções dos raios refletidos da solução inicial pode ser feita observando as

direções de reflexão no plano xy ilustrado na Figura 3.7 e o traçado de raios no plano

φ = 00 ilustrado na Figura 3.8. Pode-se notar que a superf́ıcie inicial do subrefletor é um

elipsóide de revolução, onde um dos focos está na origem do sistema de coordenadas e

o outro, acima e à direita. Este último é também o foco do parabolóide que representa

o refletor principal inicial. Como esperado, as superf́ıcies quádricas confocais obtidas

mapearam ćırculos concêntricos no plano 1/η′ em ćırculos com os centros deslocados no

plano xy, descrevendo um comportamento t́ıpico do mapeamento conformal [2]. Além

disso, é posśıvel verificar que, de fato, as superf́ıcies iniciais são simétricas em relação ao

plano de simetria xz.

Figura 3.6: Direções de incidência da solução inicial no plano 1/η′ dos casos A.1, A.2 e
A.3.
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Figura 3.7: Direções de reflexão da solução inicial no plano xy dos casos A.1, A.2 e A.3.

Figura 3.8: Traçado de raios da solução inicial no plano xz dos casos A.1, A.2 e A.3.
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Atenuação na borda de 0 dB: Caso A.1

No primeiro estudo de caso, caso A.1, foi desejado uma densidade de potência

uniforme na abertura definida pela função constante G0 com contorno circular. Conse-

quentemente, LG = 0dB, que equivale ao expoente ψ = 0, de acordo com (2.135). O

resultado da śıntese foi obtido após 6 iterações, sendo que o erro médio dos reśıduos as-

sociados ao operador Γ[L] nos pontos da grade foi de |Γ|mean = 5, 77 × 10−14 nos pontos

interiores ao contorno e |Γ|mean = 5, 36×10−10 nos pontos do contorno. As dimensões dos

raios ao longo dos eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 16,8216 cm e 17,9208

cm, respectivamente. As direções dos raios refletidos pela superf́ıcie sintetizada no plano

da abertura estão ilustrados na Figura 3.9 e a Figura 3.10 mostra o traçado de raios no

plano de simetria.

Observando as Figuras 3.9 e 3.10 é fácil perceber que a distância entre os anéis

diminui à medida em que se aproximam da borda, caracterizando o deslocamento dos

raios refletidos para as bordas do contorno na abertura. Este comportamento é espe-

rado uma vez que o prinćıpio da Conservação da Energia está impĺıcito na equação de

Monge-Ampère, compensando a baixa iluminação do alimentador nas bordas do subre-

fletor (Le = −12, 8843dB) direcionando os raios para o contorno, já que se busca uma

abertura uniforme (LG = 0dB). Além disso, pode-se notar que a distância entre o antepe-

núltimo anel e o penúltimo é menor que entre o penúltimo e o último. Segundo [2], este

comportamento não é adequado, uma vez que, para uma abertura uniforme deseja-se que

na medida em que se aproxima da borda, a distância entre os anéis seja cada vez menor.

Além disso, verifica-se também uma pequena distorção nas radiais em relação à direção

φ.

Em [2], foi feita uma análise detalhada para mensurar e explicar essas caracteŕısti-

cas indesejadas nos resultados da śıntese quando uma grade polar uniforme foi utilizada

para discretizar a superf́ıcie refletora. Além das distorções relatadas, ainda pode ocorrer

do primeiro anel da grade ficar deslocado em relação ao centro especificado para a aber-

tura. Se a função desejada para distribuição de densidade de potência na abertura for

simétrica, a distribuição de raios também deve preservar a relação de simetria. Em sua

análise, foi identificado que a região central e a região próxima à borda foram aquelas em

que o método numérico teve a maior dificuldade para representar a superf́ıcie sintetizada

por quádricas confocais. Segundo [2], essas distorções surgem quando a representação

local por superf́ıcies quádricas confocais com eixos deslocados é inadequada, conduzindo

a erros no procedimento de śıntese. É importante observar que a utilização da função de

uma quádrica confocal com eixo deslocado leva à seguinte simplificação |Lηη−L
2
η|

2 = 0 na

equação de Monge-Ampère. Essa particularidade pode implicar em erros na śıntese nos

casos onde a distorção imposta pelo mapeamento η → ω, e, consequentemente, a equação

de Monge-Ampère, tiver maior dependência deste termo.
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Figura 3.9: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy do caso A.1.

Figura 3.10: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso A.1.
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Para a análise do diagrama de radiação gerado pelas superf́ıcies sintetizadas, os

pontos obtidos pelo método de śıntese óptica foram interpolados por pseudo-splines qúın-

ticas [52] e a diferença (em graus) entre cada ponto fornecido pela śıntese e o correspon-

dente ponto obtido pelo interpolação deve ser mı́nima e está ilustrado na Figura 3.11 para

a superf́ıcie do refletor principal. As letras de A até T representam desvios (diferenças)

de 0 a 200, e a letra Z representa desvios superiores a 200. Neste caso, o resultado do

modelamento apresentou um desvio significativo de até ±50, indicando que a superf́ıcie

cont́ınua interpolada representa de forma satisfatória a superf́ıcie sintetizada.

A validação da śıntese é feita através da análise da superf́ıcie interpolada via apro-

ximações da PO mais correntes de borda [47], [48]. A Figura 3.12 ilustra o diagrama de

radiação onde são apresentados os diagramas dos planos φ = 00 e φ = 900 com as res-

pectivas polarizações principal e cruzada. O ganho máximo obtido foi de 42, 5736 dBi em

ambos os planos de análise, o que representa uma eficiência de iluminação1 de 83, 197%.

O ńıvel de polarização cruzada máximo obtido foi de −40, 5176 dBi. A atenuação obtida

para os lóbulos secundários foi de −19, 793 dB e a largura de meia potência máxima foi

de 1, 28740. Para uma antena ideal com abertura circular uniforme, esses valores são de

−17, 6 dB e 1, 2450, respectivamente.

Figura 3.11: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese
do caso A.1.

1Razão entre o ganho máximo obtido pela antena modelada pelo ganho máximo de uma antena ideal
com abertura circular uniformemente iluminada.
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Figura 3.12: Diagrama de radiação da superf́ıcie modelada no caso A.1.

Atenuação na borda de −6 dB: Caso A.2

No estudo de caso A.2 foi desejado um campo na abertura Gaussiano com ate-

nuação de borda de LG = −6dB, que equivale ao expoente ψ = 1, 38155. O resultado

da śıntese foi obtido após 6 iterações, sendo que o erro médio dos reśıduos associados

ao operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 8, 33 × 10−18 nos pontos interiores ao contorno e

|Γ|mean = 2, 26 × 10−13 nos pontos do contorno. As dimensões dos raios ao longo dos

eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 16,9620 cm e 18,0767 cm, respectivamente.

O resultado da śıntese é apresentado nas Figuras 3.13 e 3.14, onde estão representadas as

direções de reflexão no plano xy e o traçado de raios no plano de simetria.

Dos resultados da śıntese é posśıvel perceber que a concentração de raios próximo

ao contorno é menor quando comparado ao caso A.1. Este resultado é consequência da

diferença entre a iluminação nas bordas do subrefletor e do contorno que foi reduzida de

−12, 8843dB para −6, 8843dB. Além disso, pode-se notar que as distorções relatadas no

caso A.1 (distâncias irregulares entre os três últimos anéis e as distorções nas radiais em

relação à direção φ) não ocorreram nestes estudo de caso, indicando que a representação

do subrefletor por superf́ıcies quádricas confocais foi adequada.
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Figura 3.13: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy do caso A.2.

Figura 3.14: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso A.2.
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Figura 3.15: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese
do caso A.2.

Figura 3.16: Diagrama de radiação da superf́ıcie modelada no caso A.2.
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Uma vez que os resultados da śıntese foram satisfatórios, foi realizado o modela-

mento das superf́ıcies sintetizadas por pseudo-splines qúınticas que desviou em até ±30

em relação aos pontos sintetizados para a superf́ıcie do refletor principal. Este resultado

está ilustrado na Figura 3.15. O diagrama de radiação dado pela Óptica F́ısica do sis-

tema duplo-refletor modelado está ilustrado na Figura 3.16. O ganho máximo obtido foi

de 42, 415 dBi e a atenuação dos lóbulos secundários foi de −22, 1798 dB. O ńıvel de

polarização cruzada em θ = 00 foi de −51, 8285 dBi e a largura de meia potência foi de

1, 36060 no plano φ = 00 e de 1, 35420 no plano φ = 900. Conforme pode ser observado, os

resultados do análise da PO foram os esperados, visto que à medida que o expoente ψ da

distribuição Gaussiana da densidade de potência na abertura aumenta, deve ser observado

uma diminuição no valor de pico do lóbulo principal, o aumento dos ńıveis dos lóbulos

laterais e um valor maior para a largura de meia potência.

Atenuação na borda de −12 dB: Caso A.3

No estudo de caso A.3 foi solicitado um campo na abertura Gaussiano com ate-

nuação de borda de LG = −12dB, que equivale ao expoente ψ = 2, 7631. O resultado

da śıntese foi obtido após 5 iterações, sendo que o erro médio dos reśıduos associados

ao operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 3, 54 × 10−16 nos pontos interiores ao contorno e

|Γ|mean = 1, 22 × 10−11 nos pontos do contorno. As dimensões dos raios ao longo dos

eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 17, 0756 cm e 18, 2024 cm, respectiva-

mente. O resultado da śıntese é apresentado na Figura 3.17 com as direções dos raios

refletidos no plano da abertura e, também, na Figura 3.18 com o traçado de raios no

plano de simetria.

Dos resultados da śıntese, pode ser observado que não houve deslocamento dos

raios para a borda do contorno especificado. Diferentemente dos casos A.1 e A.2, a

distância entre os anéis na Figura 3.17 é aproximadamente constante, assim como no

traçado de raios das direções de incidência e reflexão na Figura 3.18. Obviamente, este

comportamento está diretamente associado à diferença entre a iluminação nas bordas

do subrefletor e do contorno da abertura especificada, que no presente caso é de apenas

0, 8843dB.

Uma vez que os resultados da śıntese foram satisfatórios, devido à ausência de

distorções, os mesmos foram interpolados por pseudo-splines qúınticas. A diferença entre a

superf́ıcie interpolada e aquela sintetizada para o refletor principal foi de até ±30 conforme

pode ser visto na Figura 3.19. Em seguida, foi obtido o diagrama de radiação dado pela PO

para o sistema duplo-refletor modelado e está ilustrado na Figura 3.20. O ganho máximo

obtido foi de 42, 0738 dBi e a atenuação dos lóbulos secundários foi de −24, 9214 dB. O

ńıvel de polarização cruzada em θ = 00 foi de −34, 0150dBi e a largura de meia potência

máxima foi de 1, 43780 no plano φ = 00 e de 1, 45450 no plano φ = 900.
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Figura 3.17: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy do caso A.3.

Figura 3.18: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso A.3.
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Figura 3.19: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese
do caso A.3.

Figura 3.20: Diagrama de radiação da superf́ıcie modelada no caso A.3.
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Atenuação na borda de 0 dB: Caso A.4

Analisando em conjunto os estudos de caso A.1, A.2 e A.3, pode-se observar que o

caso A.1 apresentou a maior diretividade na direção θ = 00, visto que a śıntese impôs aber-

tura uniforme em amplitude e fase. À medida que a distribuição de densidade de potência

na abertura deixa de ter amplitude uniforme e passa a ter uma distribuição Gaussiana

com atenuação de borda no contorno da abertura, a máxima diretividade diminuiu, a

atenuação dos lóbulos laterais aumentou, bem como o ńıvel de polarização cruzada e a

largura de meia potência. Portanto, os resultados da análise PO validaram os resultados

esperados da śıntese da GO para o sistema duplo-refletor.

Para avaliar melhor o algoritmo de śıntese, o estudo de caso A.1 é reformulado

no estudo de caso A.4 com o objetivo de se obter uma eficiência de iluminação maior na

abertura. Para isso, o ângulo de offset foi definido de acordo com a condição de Mizugutch

[26] resultando em θ0 = −210. Além disso, a distância r0 entre a origem O do sistema

de coordenadas e o centro do subrefletor foi dobrada para 70 cm. A superf́ıcie quádrica

confocal adotada como solução inicial neste caso é definida pelos seguintes parâmetros:

a(0) = −0, 266003 m, b(0) = 0, 129063, c(0) = 0, 0, d(0) = 0, 306607.

O resultado da śıntese foi obtido após 6 iterações, sendo que o erro médio dos

reśıduos associados ao operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 6, 38 × 10−13 nos pontos interiores

ao contorno e |Γ|mean = 2, 79 × 10−11 nos pontos do contorno. A dimensão do raio do

subrefletor sintetizado foi de 30, 2069 cm ao longo do eixo x enquanto que a dimensão do

raio ao longo do eixo y foi de 35, 2436 cm. Na Figura 3.21 estão ilustradas as direções dos

raios refletidos pela superf́ıcie sintetizada no plano da abertura e a Figura 3.22 mostra o

traçado de raios no plano de simetria. O desvio do resultado da interpolação por pseudo-

splines qúınticas está ilustrado na Figura 3.23 para o refletor principal e o diagrama de

radiação da PO pode ser observado na Figura 3.24.

Comparando os resultados da śıntese dos casos A.1 e A.4 observa-se que eles apre-

sentam um comportamento bastante semelhante em relação à concentração dos raios

refletidos próximos a borda do contorno, visto que este comportamento é consequência do

prinćıpio da Conservação da Energia impĺıcito na equação de Monge-Ampère para com-

pensar a baixa iluminação do alimentador nas bordas do subrefletor. Além disso, pode-se

notar que a distorção devido a distância entre o antepenúltimo anel e o penúltimo ser

menor que aquela entre o penúltimo e o último persiste, no entanto, a distorção que ocor-

reu nas radiais em relação à direção φ no caso A.1 foi corrigida. Esta última observação

sugere que no caso A.4, a superf́ıcie do subrefletor foi melhor representada pelas quádricas

confocais do que no caso A.1.
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Figura 3.21: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy do caso A.4.

Figura 3.22: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso A.4.
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Figura 3.23: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese
do caso A.4.

Figura 3.24: Diagrama de radiação da superf́ıcie modelada no caso A.4.



Caṕıtulo 3. Antenas Duplo-Refletoras Offset com Fase Uniforme na Abertura 101

Como consequência do aumento das dimensões do subrefletor em relação ao estudo

de caso A.1, o ganho máximo aumentou para 42, 7406 dBi, o que representa uma eficiência

de iluminação de 86, 459%. Observe que houve um aumento de 3, 262% de eficiência

em relação ao estudo de caso A.1. Além disso, a atenuação dos lóbulos secundários

apresentou uma pequena diminuição em relação ao caso A.1 e foi de −19, 5215 dB. Já

o ńıvel de polarização cruzada em θ = 00 foi de −47, 3354 dBi o que representa uma

redução 6, 8178 dB em relação ao caso A.1. A partir dos resultados apresentados, pode ser

visto que o aumento das dimensões do subrefletor reduz as perdas por transbordamento,

permitindo que a iluminação do refletor principal seja mais eficiente e consequentemente,

a abertura seja mais bem iluminada.

3.8.2 Projeto de Sistemas Duplo-Refletores com Abertura Eĺıptico

Para avaliar o algoritmo de śıntese em casos onde a convergência é mais dif́ıcil, é

inserido um novo grau de dificuldade modificando-se o contorno da abertura. Nesta seção

uma antena duplo refletora é sintetizada para gerar um campo na abertura Gaussiano

com contorno eĺıptico (σ = 1). Foi adotada uma abertura com o raio menor ao longo

do eixo x igual a rax = 50cm e o raio maior, na direção do eixo y, igual a ray = 72cm.

O centro da abertura é igual a ωc = 70cm e está fixado sobre o eixo x. Para discretizar

o subrefletor foi escolhida uma grade polar não-uniforme no plano complexo 1/η′, com

α = 0, 7 para o caso B.1 e α = 0, 65 nos casos B.2 e B.3, definida com 10 anéis (J = 10)

e 64 radiais (K = 64), onde cada ponto da grade está associado à direção de um raio

proveniente do alimentador, conforme ilustrado na Figura 3.25. O ângulo de offset foi

definido em θ0 = −120 e a distância r0 entre a origem O do sistema de coordenadas e o

centro do subrefletor é de 35 cm.

Utilizando os parâmetros apresentados e a formulação da Seção 3.4, determinou-

se a superf́ıcie quádrica adotada como solução inicial para os casos onde é exigida uma

abertura com contorno eĺıptico, sendo ela definida pelos seguintes parâmetros: a(0) =

−0, 157641 m, b(0) = 0, 228153, c(0) = 0, 0, d(0) = 0, 149907. A análise das direções dos

raios refletidos pela solução inicial pode ser feita observando as direções de reflexão no

plano xy da Figura 3.26 e o traçado de raios no plano φ = 00 na Figura 3.27. É importante

observar que nos estudos de casos desta subseção o algoritmo iterativo de śıntese parte

de uma solução inicial em um contorno circular para uma solução final com contorno

eĺıptico. Para isso, a convergência do procedimento numérico somente foi obtida quando

foi adotada uma grade polar não-unifome em θ, o que revela uma dificuldade de aproximar

a superf́ıcie sintetizada por quádricas confocais com eixos deslocados.
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Figura 3.25: Direções de incidência da solução inicial no plano 1/η′ dos casos B.1.

Figura 3.26: Direções de reflexão da solução inicial no plano xy dos casos B.1.
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Figura 3.27: Traçado de raios da solução inicial no plano xz dos casos B.1.

Atenuação na borda de 0 dB: Caso B.1

No estudo de caso B.1 foi adotada como função desejada a constante G0 corres-

pondendo a uma abertura eĺıptica uniforme. Assim, LG = 0 dB e ψ = 0. O algoritmo de

śıntese atendeu ao critério de convergência após 10 iterações, sendo que o erro médio dos

reśıduos associados ao operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 3, 88 × 10−14 nos pontos interiores

ao contorno e |Γ|mean = 5, 23 × 10−11 nos pontos do contorno. As dimensões dos raios

ao longo dos eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 17,0842 cm e 17,5233 cm,

respectivamente. O resultado da śıntese é apresentado nas Figuras 3.28 e 3.29 e ilustram

as direções dos raios refletidos pelas superf́ıcies sintetizadas no plano de abertura xy e o

traçado de raios no plano de simetria, repectivamente.

Semelhante ao estudo de caso A.1, há uma maior concentração de raios refletidos

nas bordas do contorno da abertura resultado do prinćıpio da Conservação da Energia

impĺıcito na equação de Monge-Ampère que está compensando a baixa iluminação do

alimentador nas bordas do subrefletor, já que se busca uma abertura uniforme (LG = 0dB).

Também pode-se notar que a distância entre os três últimos anéis não preserva a distância

esperada entre eles, em particular ao longo do eixo menor da elipse. Além isso, há fortes
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distorções nas radiais em relação à direção φ. Estas distorções são resultado da dificuldade

imposta nesta śıntese, visto que deseja-se mapear um conjunto de ćırculos no plano 1/η′

em um conjunto de elipses com centros deslocados no plano xy. Embora o resultado

da śıntese tenha apresentado fortes distorções, os pontos das superf́ıcies sintetizadas são

modelados por pseudo-splines qúınticas e então analisados pela PO mais correntes de

borda.

Conforme ilustrado na Figura 3.30, o modelamento por pseudo-splines qúınticas

desviou em até ±130 em relação aos pontos gerados pela śıntese, indicando que a superf́ıcie

cont́ınua interpolada não representa de forma satisfatória a superf́ıcie sintetizada. A

Figura 3.31 apresenta o diagrama de radiação dado pela PO a partir das superf́ıcies

modeladas. O ganho máximo obtido foi de 42, 3708 dBi em θ = 0, 250 no plano φ = 0, e

42, 2458 dBi em θ = 00 no plano φ = 90o, o que representa um fenômeno denominado beam

squint, ou seja, o desvio do lóbulo principal em relação à direção θ = 00. Este resultado

está associado à variação de fase na abertura e não valida o resultado da śıntese, visto

que foi especificado fase uniforme na abertura. Este estudo de caso ilustra um exemplo

em que o resultado da śıntese não é satisfatório e, consequentemente, não é validado pela

aproximação da PO.

Figura 3.28: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy do caso B.1.
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Figura 3.29: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso B.1.

Figura 3.30: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese
do caso B.1.
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Figura 3.31: Diagrama de radiação da superf́ıcie modelada no caso B.1.

Atenuação na borda de −6 dB: Caso B.2

No estudo de caso B.2, foi adotado como objetivo um campo Gaussiano na abertura

com atenuação de borda de LG = −6dB, que equivale ao expoente ψ = 1, 38155. O

resultado da śıntese foi obtido após 10 iterações, sendo que o erro médio dos reśıduos

associados ao operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 1, 17×10−17 nos pontos interiores ao contorno

e |Γ|mean = 2, 61 × 10−13 nos pontos do contorno. As dimensões dos raios ao longo dos

eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 17,2127 cm e 17,6555 cm, respectivamente.

A Figura 3.32 ilustra as direções dos raios refletidos pelas superf́ıcies sintetizadas no plano

da abertura e a Figura 3.33 mostra o traçado de raios no plano de simetria.

Como a iluminação na borda do subrefletor e do contorno desejado foi reduzida

de −12, 8843 dB para −6, 8843 dB, a concentração de raios no contorno é menor quando

comparada ao caso B.1. Consequentemente, as distorções relatadas anteriormente ficam

menos evidentes, indicando que as quádricas confocais com eixos deslocados representam

mais adequadamente o subrefletor. A interpolação por pseudo-splines qúınticas desviou

em até ±20 em relação aos pontos gerados pela śıntese, indicando que a superf́ıcie cont́ınua

interpolada representa de forma satisfatória a superf́ıcie sintetizada do refletor principal,

conforme pode ser observado na Figura 3.34. A Figura 3.35 mostra o diagrama de radiação

da PO, onde o ganho máximo obtido foi de 42, 3573dBi. A atenuação dos lóbulos secundá-

rios foi de −16, 8544 dB e o ńıvel de polarização cruzada em θ = 00 foi de −52, 8057 dBi.
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Figura 3.32: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy do caso B.2.

Figura 3.33: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso B.2.
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Figura 3.34: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese
do caso B.2.

Figura 3.35: Diagrama de radiação da superf́ıcie modelada no caso B.2.
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Conforme esperado, a largura de meia potência é maior no plano φ = 00, que

corresponde à irradiação proveniente do plano que contém o raio menor da abertura

eĺıptica, sendo de 1, 68860. Já no plano φ = 900, o ângulo de meia potência foi menor

e igual a 1, 07000, que correspondente à irradiação do plano que contém o raio maior da

abertura eĺıptica.

Atenuação na borda de −12 dB: Caso B.3

No estudo de caso B.3, foi desejado uma densidade de potência Gaussiana na

abertura com atenuação de borda de LG = −12dB, que equivale ao expoente ψ = 2, 7631.

O resultado da śıntese foi obtido após 10 iterações, sendo que o erro médio dos reśıduos

associados ao operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 2, 19×10−16 nos pontos interiores ao contorno

e |Γ|mean = 4, 25 × 10−13 nos pontos do contorno. As dimensões dos raios ao longo dos

eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 17,3418 cm e 17,8007 cm, respectivamente.

As direções dos raios refletidos pelas superf́ıcies sintetizadas no plano da abertura e o

traçado de raios no plano de simetria estão ilustrados nas Figuras 3.36 e 3.37.

Semelhante ao estudo de caso A.3, a distância entre os anéis na Figura 3.36 é

aproximadamente constante e a distribuição dos raios refletidos para a abertura não é

concentrada próximo ao contorno, resultado da diferença entre a iluminação especificada

nas bordas do subrefletor e no contorno da abertura que é de apenas 0, 8843 dB. Além

disso, pode ser verificado que as distorções observadas anteriormente não surgiram neste

caso, indicando que os superf́ıcies quádricas confocais representaram de forma adequada a

superf́ıcie do subrefletor. Dos estudos de casos apresentados, pode-se concluir que, assim

com observado em [2], as imprecisões decorrentes da representação local da superf́ıcie

sintetizada pelas quádricas confocais são mais evidentes nas regiões próximo à borda

quando deseja-se uma distribuição de potência uniforme na abertura.

Assim como no estudo de caso B.2, a interpolação por pseudo-splines qúınticas

desviou em até ±20 em relação aos pontos gerados pela śıntese, conforme ilustrado na

Figura 3.38. O diagrama de radiação dado pela PO está representado na Figura 3.39.

O ganho máximo obtido foi de 42, 0130 dBi. A atenuação dos lóbulos secundários foi

de −18, 5589 dB e o ńıvel de polarização cruzada em θ = 00 foi de −52, 6197 dBi. A

largura de meia potência foi de 1, 80560 no plano φ = 00 e de 1, 12020 no plano φ = 900.

Comparando os estudos de casos B.2 e B.3, pode-se observar que, com o aumento do

fator de atenuação da distribuição Gaussiana de ψ = 1, 38155 para ψ = 2, 7631, para

uma abertura eĺıptica com fase uniforme, a diretividade máxima diminuiu, o atenuação

dos lóbulos laterais aumentou, assim como os ńıveis de polarização cruzada e a largura de

meia potência, validando os resultados obtidos na śıntese.
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Figura 3.36: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy do caso B.3.

Figura 3.37: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso B.3.
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Figura 3.38: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese
do caso B.3.

Figura 3.39: Diagrama de radiação da superf́ıcie modelada no caso B.3.
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Atenuação na borda de 0 dB: Caso B.4

Vista a dificuldade de sintetizar uma sistema duplo-refletor offset com abertura

eĺıptica uniforme em amplitude e fase, o estudo de caso B.1 foi reformulado no estudo

de caso B.4. Para discretizar o subrefletor foi escolhida uma grade polar não-uniforme

no plano complexo 1/η′ com α = 0, 7 com 8 anéis (J = 8) e 64 radiais (K = 64). O

ângulo de offset foi definido em θ0 = −17, 650 de acordo com a condição de Mizugutch,

para o raio maior do contorno eĺıptico. A distância r0 foi mantida em 35 cm. Utilizando

estes parâmetros a superf́ıcie quádrica adotada como solução inicial para o subrefletor foi

definida pelos seguintes parâmetros: a(0) = −0, 161111 m, b(0) = 0, 186666, c(0) = 0, 0,

d(0) = 0, 142677.

O resultado da śıntese foi obtido após 11 iterações, sendo que o erro médio dos

reśıduos associados ao operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 1, 33 × 10−13 nos pontos interiores

ao contorno e |Γ|mean = 4, 66 × 10−11 nos pontos do contorno. As dimensões dos raios

ao longo dos eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 16,4866 cm e 17,6178 cm,

respectivamente. As direções dos raios refletidos pela superf́ıcie sintetizada no plano da

abertura estão ilustrados na Figura 3.40 e a Figura 3.41 mostra o traçado de raios no

plano de simetria. Comparando os resultados obtidos com aqueles do caso B.1 observa-se

que as distorções ainda estão presentes, porém, menos acentuadas. Este resultado foi

obtido ajustando a quantidade de anéis da grade e o ângulo de offset do alimentador.

Figura 3.40: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy do caso B.4.
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Figura 3.41: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz do caso B.4.

Figura 3.42: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese
do caso B.4.





Caṕıtulo 4

Antenas Duplo-Refletoras Offset com

Fase Não-Uniforme na Abertura

Neste caṕıtulo é apresentada a solução numérica do problema de śıntese apresen-

tado em (2.19) para o caso de um sistema duplo-refletor offset com fase não-uniforme

na abertura usando a aproximação de superf́ıcies quádricas confocais para representar

localmente a superf́ıcie do subrefletor sintetizado. A estratégia recursiva de mapeamento

η → ω na abertura é apresentada, bem como, um exemplo de solução inicial com fase

uniforme na abertura para o algoritmo de śıntese. Além disso, as expressões das derivadas

do operador não-linear são obtidas analiticamente, determinando a matriz Jacobiana para

o caso de fase não-uniforme na abertura. Na sequência, são apresentados estudos de casos

para avaliar o algoritmo de śıntese desenvolvido com o intuito de projetar sistemas duplo-

refletores offset que gerem diagramas de radiação com feixes modelados. Assim como no

Caṕıtulo 3, as superf́ıcies sintetizadas são interpoladas por pseudo-splines qúınticas [52]

e analisadas via aproximações da PO mais corrente de borda [47], [48].

4.1 Geometria do Problema de Śıntese

A equação de Monge-Ampère para o problema de śıntese de um sistema duplo-

refletor offset com fase arbitrária na abertura foi formulada na Seção 2.2 e expressa em

(2.19). Para o problema de fase não-uniforme na abertura, os raios refletidos pelo refletor

principal cruzam a abertura com uma direção arbitrária em relação ao eixo z (vide Figura

2.2), desde que a condição de não haver cáusticas sobre a abertura seja atendida. Assim,

a função fase l(ω) não é uma função constante, bem como as derivadas da fase não são

nulas. Portanto, as simplificações adotadas no Caṕıtulo 3 não podem ser assumidas.

Da geometria do problema de śıntese da Figura 2.2 pode ser observado que o plano

de abertura está na direção do semi espaço z-positivo, e quando um raio cruzar a abertura
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onde

F1(ω) = l + zd − ωζ̄ − ω̄η + (l − zd)ζ̄η, (4.2a)

F2(ω) = 2(ζ̄ − η̄), (4.2b)

F3(ω) = ω̄ + (zd − l)ζ̄ . (4.2c)

Derivando (4.2) em relação à ω, obtém-se

F (1)
ω = lω(1 + ζ̄η) + ζ̄ω [(l − zd)η − ω]− ζ̄ , (4.3a)

F (2)
ω = 2ζ̄ω, (4.3b)

F (3)
ω = −lω ζ̄ + (zd − l)ζ̄ω, (4.3c)

enquanto que as derivadas (4.2) em relação à ω̄ são dadas por:

F
(1)
ω̄ = lω̄(1 + ζ̄η) + ζ̄ω̄ [(l − zd)η − ω]− η, (4.4a)

F
(2)
ω̄ = 2ζ̄ω̄, (4.4b)

F
(3)
ω̄ = 1− lω̄ ζ̄ + (zd − l)ζ̄ω̄. (4.4c)

Logo, as derivadas de (4.1) são expressas da seguinte forma:

Fω = F (1)
ω Lη − F

(2)
ω eL − F (3)

ω , (4.5a)

Fω̄ = F
(1)
ω̄ Lη − F

(2)
ω̄ eL − F

(3)
ω̄ . (4.5b)

Para aplicar o método de Newton-Raphson, é feita a expansão em série de Taylor

do operador F considerando ωm na vizinhança de ω:

F = Fm + Fm
ω ∆ωm + Fm

ω̄ ∆ω̄m + · · · = 0. (4.6)

Uma expressão análoga é obtida para o complexo conjugado de F (ω):

F̄ = F̄m + F̄m
ω ∆ωm + F̄m

ω̄ ∆ω̄m + · · · = 0. (4.7)

Negligenciando os termos não lineares em relação ∆ω e ∆ω̄ nas equações (4.6) e (4.7),

duas equações lineares complexas são obtidas:

Fm
ω ∆ωm + Fm

ω̄ ∆ω̄m = −Fm, (4.8a)

F̄m
ω ∆ωm + F̄m

ω̄ ∆ω̄m = −F̄m, (4.8b)

onde ∆ω = ωm+1−ωm. O sistema (4.8) é resolvido em termos de ∆ωm e uma fórmula de
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recorrência é escrita como:

∆ω =
Fω̄F̄ − F̄ω̄F

|Fω|2 − |Fω̄|2
. (4.9)

Logo,

ωm+1 = ωm +
Fω̄F̄ − F̄ω̄F

|Fω|2 − |Fω̄|2
(4.10)

é a relação de mapeamento η → ω recursiva para um sistema duplo-refletor offset com

fase não-uniforme na abertura.

Solução inicial
ω(m) ← ω(0)

l(m), ζ(m) ← ω(m)

F (m) ← η, L, ω(m), l(m), ζ(m)

|F (m)| < εmap? Fim

∆ω ← F (m), F
(m)
ω , F

(m)
ω̄

ω(m+1) ← ω(m) + ∆ω

sim

não

Figura 4.2: Diagrama de blocos do algoritmo de mapeamento para a fase não-uniforme.

O algoritmo para a equação recursiva (4.10) está representado em diagrama de

blocos na Figura 4.2. Na primeira iteração do algoritmo de śıntese, é adotada uma relação

de mapeamento com fase uniforme na abertura (descrita na Seção 4.4) para iniciar o

algoritmo de mapeamento. Nas demais iterações da śıntese, a solução final do algoritmo

de mapeamento é estabelecida como solução inicial na iteração seguinte. O algoritmo

converge quando |F
(

ω(m)
)

| é menor que um critério de convergência adotado.
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4.3 Coordenadas do Refletor Principal

A expressão vetorial da equação (2.15) que define o refletor principal S pode ser

reescrita usando a notação (α, a3) de suas componentes Cartesianas quando a fase l(ω)

é uma função arbitrária. A expressão em coordenadas complexas para o vetor unitário

q̂ pode ser escrita em função das coordenadas complexas ζ e seu complexo conjugado ζ̄

como:

q̂ =

(

2ζ

|ζ|2 + 1
,
|ζ|2 − 1

|ζ|2 + 1

)

. (4.11)

Das definições apresentadas em (2.7), o vetor unitário q̂ em (4.11) pode ser reescrito como:

q̂ = (2lω̄, δ − 1). (4.12)

Substituindo (4.12) em (2.15) e sabendo que ~v = (ω, zd) e h = H/K, as coordenadas do

refletor principal são expressas da seguinte forma:

~r + ~s =

(

ω − hlω̄,
1

2
h−

1

2
hδ + zd

)

. (4.13)

4.4 Exemplo de Solução Anaĺıtica para a Śıntese de Duplo-

Refletores com Fase Uniforme na Abertura

Como solução inicial para o algoritmo de śıntese de fase não-uniforme na abertura

será adotada um exemplo de solução anaĺıtica para o problema de śıntese com fase uni-

forme na abertura. Porém, esta solução será obtida a partir da geometria apresentada

na Figura 4.1, ou seja, com todos os raios refletidos pelo refletor principal cruzando a

abertura na direção do semi espaço z-negativo, e consequentemente, ζ = 0. Dessa forma,

a expressão (2.14) para Lη se torna [31]:

Lη =
ω̄ − 2η̄eL

l + zd − ω̄η
. (4.14)

Fazendo A = l + zd, tem-se que:

Lη =
ω̄ − 2η̄eL

A− ω̄η
. (4.15)

Considerando fase uniforme na abertura, da equação (4.15) obtém-se uma expressão ana-

ĺıtica para ω [31]:
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como em (3.14) e (3.15), respectivamente. Já para a geometria do problema de śıntese

com a abertura definida na direção do semi espaço z-negativo, θ1 = θ0 + θc e θ2 = θ0 − θc

para a configuração TB, enquanto que para a configuração TT, θ1 = θ0−θc e θ2 = θ0+θc,

conforme ilustrado nas Figuras 4.3 e 4.4.

4.5 Densidade de Potência Refletida na Abertura

A equação de Monge-Ampère (2.19) pode ser considerada de duas formas. Se a

densidade de potência é especificada na abertura, então a expressão se torna uma equação

diferencial de Monge-Ampère para L. Por outro lado, se a superf́ıcie L(η) é conhecida e a

fase na abertura é especificada, então a expressão (2.19) é uma equação para densidade de

potência G(ω). Nesta seção é deduzida a densidade de potência refletida na abertura por

um sistema duplo refletor com fase uniforme na abertura cujo subrefletor é uma superf́ıcie

quádrica confocal determinada pelos coeficientes a, b, c e d, e a abertura está posicionada

na direção do semi-espaço z-negativo.

Da equação (4.17) é posśıvel escrever uma expressão para η:

η =
(d+ 1)ω − A(b+ ic)

−2a+ A(d− 1) + (b− ic)ω
. (4.23)

Determinando as derivadas de (4.23) em relação a ω e seu conjugado complexo ω̄, obtém-

se:

ηω̄ = 0. (4.24)

ηω =
A(b2 + c2)− 2a(d+ 1) + A(d2 − 1)

[−2a+ A(d− 1) + (b− ic)ω]2
, (4.25)

Substituindo (4.24) e (4.25) em (3.23), tem-se que:

Gsq(ω) =
4I(η)

(1 + |η|2)2
[A(b2 + c2)− 2a(d+ 1) + A(d2 − 1)]2

| − 2a+ A(d− 1) + (b− ic)ω|4
, (4.26)

que é usada em conjunto com o campo desejado na abertura Gob(ω) na estratégia de con-

vergência do algoritmo de śıntese definida em (2.138). Para determinar a matriz Jacobiana

deve-se obter a derivada da função Gsq(ω) em relação a ω:

Gsq
ω (ω) =

4I(η)

(1 + |η|2)2

[

−2|ηω|
2(b− ic)

A(d− 1) + (b− ic)ω − 2a

]

. (4.27)
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4.6 Solução Numérica do Problema de Śıntese

O problema de śıntese de um sistema duplo-refletor com fase não-uniforme na aber-

tura (2.19) será resolvido numericamente usando a técnica alternativa descrita na Seção

2.4. Para isso, a superf́ıcie do subrefletor é discretizada pela grade polar da Seção 2.4.1,

e então é representada localmente por um conjunto de superf́ıcies quádricas confocais. A

solução anaĺıtica para o problema de śıntese da Seção 4.4 é usada como solução inicial

para o processo iterativo. Em seguida a fórmula recursiva (4.10) é usada para fazer o

mapeamento de η → ζ. O operador não-linear Γ[L] para para o problema de fase não-

uniforme usando a aproximação da superf́ıcie L por quádricas confocais foi apresentado

em (2.74) e é reescrito como:

Γ[L] = ±H(η, ω)− (Lηη̄ − B)2, (4.28)

onde

H(η, ω) = V T
I(η)

G(ω)

4

(1 + |η|2)2
, (4.29a)

B = −
2eLγ

β − 1
2
hδ
, (4.29b)

V =
γ2

(1− δ)(β − 1
2
hδ)2

, (4.29c)

T = hlωω̄ − (1− 2|lω|
2)]2 − |hlωω + 2l2ω|

2, (4.29d)

β = l + zd − 2eL|η|2, (4.29e)

γ = |1 + ηLη|
2, (4.29f)

δ = 1− (1− 4|lω|
2)1/2, (4.29g)

h = H/K. (4.29h)

O procedimento iterativo de Newton da Seção 2.4.4 é então empregado para reduzir

os reśıduos associados ao operador (4.28) nos pontos da grade a um valor menor que o

critério de convergência adotado. Para isso, será necessário obter os elementos da matriz

Jacobiana (2.89) descrita na seçao 2.4.5 para o operador (4.28) linearizado. A partir dáı,

uma nova superf́ıcie é obtida pela equação (2.83), que será usada no processo iterativo

para a convergência do algoritmo de śıntese representado pelo diagrama de blocos da

Figura 2.24.

Para determinar a matriz Jacobiana (2.89) do operador (4.28), as derivadas dos

coeficientes da superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k em relação à L1, L2, L3 e L4

já foram determinadas na Seção 2.4.5 e estão expressos nas seguintes equações: (2.93),

(2.96), (2.99) e (2.102), respectivamente. Para completar o cálculo da matriz Jacobiana,
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serão determinadas as derivadas parciais de operador (4.28) em relação aos coeficientes

da superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k que são apresentadas posteriormente em (4.43).

Na sequência são obtidas as derivadas das expressões auxiliares (4.29e), (4.29f),

(4.29g), (4.29h) e (4.29d) em relação aos coeficientes da superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k

e dj,k, e são apresentadas em (4.30), (4.31), (4.32), (4.34) e (4.40), respectivamente.

As derivadas de β (4.29e) em relação aos coeficientes da superf́ıcie quádrica são:

∂β

∂aj,k
=

∂l

∂ω

∂ω

∂aj,k
+
∂l

∂ω̄

∂ω̄

∂aj,k
− 2|η|2

∂eL

∂aj,k
= 2Re

[

∂l

∂ω

∂ω

∂aj,k

]

− 2|η|2
∂eL

∂aj,k
, (4.30a)

∂β

∂bj,k
=

∂l

∂ω

∂ω

∂bj,k
+
∂l

∂ω̄

∂ω̄

∂bj,k
− 2|η|2

∂eL

∂bj,k
= 2Re

[

∂l

∂ω

∂ω

∂bj,k

]

− 2|η|2
∂eL

∂bj,k
, (4.30b)

∂β

∂cj,k
=

∂l

∂ω

∂ω

∂cj,k
+
∂l

∂ω̄

∂ω̄

∂cj,k
− 2|η|2

∂eL

∂cj,k
= 2Re

[

∂l

∂ω

∂ω

∂cj,k

]

− 2|η|2
∂eL

∂cj,k
, (4.30c)

∂β

∂dj,k
=

∂l

∂ω

∂ω

∂dj,k
+
∂l

∂ω̄

∂ω̄

∂dj,k
− 2|η|2

∂eL

∂dj,k
= 2Re

[

∂l

∂ω

∂ω

∂dj,k

]

− 2|η|2
∂eL

∂dj,k
. (4.30d)

As derivadas de γ (4.29f) em relação aos coeficientes aj,k, bj,k, cj,k e dj,k são apre-

sentadas abaixo:

∂γ

∂aj,k
= 2Re

[(

η
∂Lη
∂aj,k

)

(1 + η̄Lη̄)

]

, (4.31a)

∂γ

∂bj,k
= 2Re

[(

η
∂Lη
∂bj,k

)

(1 + η̄Lη̄)

]

, (4.31b)

∂γ

∂cj,k
= 2Re

[(

η
∂Lη
∂cj,k

)

(1 + η̄Lη̄)

]

, (4.31c)

∂γ

∂dj,k
= 2Re

[(

η
∂Lη
∂dj,k

)

(1 + η̄Lη̄)

]

. (4.31d)

Enquanto que as derivadas de δ (4.29g) são:

∂δ

∂aj,k
=
∂δ

∂ω

∂ω

∂aj,k
+
∂δ

∂ω̄

∂ω̄

∂aj,k
= 2Re

[

∂δ

∂ω

∂ω

∂aj,k

]

, (4.32a)

∂δ

∂bj,k
=
∂δ

∂ω

∂ω

∂bj,k
+
∂δ

∂ω̄

∂ω̄

∂bj,k
= 2Re

[

∂δ

∂ω

∂ω

∂bj,k

]

, (4.32b)

∂δ

∂cj,k
=
∂δ

∂ω

∂ω

∂cj,k
+
∂δ

∂ω̄

∂ω̄

∂cj,k
= 2Re

[

∂δ

∂ω

∂ω

∂cj,k

]

, (4.32c)

∂δ

∂dj,k
=
∂δ

∂ω

∂ω

∂dj,k
+
∂δ

∂ω̄

∂ω̄

∂dj,k
= 2Re

[

∂δ

∂ω

∂ω

∂dj,k

]

, (4.32d)

onde

∂δ

∂ω
= 2(1− 4|lω|

2)−1/2(lωωlω̄ + lω̄ωlω). (4.33)
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Já as derivadas de h (4.29h) são expressas como:

∂h

∂aj,k
=
∂h

∂ω

∂ω

∂aj,k
+
∂h

∂ω̄

∂ω̄

∂aj,k
+

∂h

∂eL
∂eL

∂aj,k
= 2Re

[

∂h

∂ω

∂ω

∂aj,k

]

+
∂h

∂eL
∂eL

∂aj,k
, (4.34a)

∂h

∂bj,k
=
∂h

∂ω

∂ω

∂bj,k
+
∂h

∂ω̄

∂ω̄

∂bj,k
+

∂h

∂eL
∂eL

∂bj,k
= 2Re

[

∂h

∂ω

∂ω

∂bj,k

]

+
∂h

∂eL
∂eL

∂bj,k
, (4.34b)

∂h

∂cj,k
=
∂h

∂ω

∂ω

∂cj,k
+
∂h

∂ω̄

∂ω̄

∂cj,k
+

∂h

∂eL
∂eL

∂cj,k
= 2Re

[

∂h

∂ω

∂ω

∂cj,k

]

+
∂h

∂eL
∂eL

∂cj,k
, (4.34c)

∂h

∂dj,k
=
∂h

∂ω

∂ω

∂dj,k
+
∂h

∂ω̄

∂ω̄

∂dj,k
+

∂h

∂eL
∂eL

∂dj,k
= 2Re

[

∂h

∂ω

∂ω

∂dj,k

]

+
∂h

∂eL
∂eL

∂dj,k
, (4.34d)

onde

∂h

∂ω
=

1

K

(

∂H

∂ω
− h

∂K

∂ω

)

, (4.35)

∂h

∂eL
=
−1

K

{

2[l(1 + |η|2) + zd(1− |η|
2)− η̄ω − ηω̄]+

h
[

|η|2(δ − 2)− δ + 4Re(ηlω)
]

}

.
(4.36)

Em (4.35), H e K são expressas como em (2.16) e (2.17), e K pode ser reescrita como:

K = l − eL(|η|2 + 1)− lω̄(ω̄ − 2η̄eL)− lω(ω − 2ηeL) + (1− δ)[zd − e
L(|η|2 − 1)], (4.37)

cujas derivadas em relação a ω são dadas por:

∂H

∂ω
= 2lωl − ω̄ − 2eL[(1 + |η|2)lω − η̄], (4.38)

∂K

∂ω
= −(ω̄ − 2η̄eL)lω̄ω − (ω − 2ηeL)lωω − [zd − e

L(|η|2 − 1)]
∂δ

∂ω
. (4.39)

As derivadas de (4.41) são:

∂T

∂aj,k
=
∂T

∂ω

∂ω

∂aj,k
+
∂T

∂ω̄

∂ω̄

∂aj,k
+
∂T

∂h

∂h

∂eL
∂eL

∂aj,k
= 2Re

[

∂T

∂ω

∂ω

∂aj,k

]

+
∂T

∂h

∂h

∂eL
∂eL

∂aj,k
, (4.40a)

∂T

∂bj,k
=
∂T

∂ω

∂ω

∂bj,k
+
∂T

∂ω̄

∂ω̄

∂bj,k
+
∂T

∂h

∂h

∂eL
∂eL

∂bj,k
= 2Re

[

∂T

∂ω

∂ω

∂bj,k

]

+
∂T

∂h

∂h

∂eL
∂eL

∂bj,k
, (4.40b)

∂T

∂cj,k
=
∂T

∂ω

∂ω

∂cj,k
+
∂T

∂ω̄

∂ω̄

∂cj,k
+
∂T

∂h

∂h

∂eL
∂eL

∂cj,k
= 2Re

[

∂T

∂ω

∂ω

∂cj,k

]

+
∂T

∂h

∂h

∂eL
∂eL

∂cj,k
, (4.40c)

∂T

∂dj,k
=
∂T

∂ω

∂ω

∂dj,k
+
∂T

∂ω̄

∂ω̄

∂dj,k
+
∂T

∂h

∂h

∂eL
∂eL

∂dj,k
= 2Re

[

∂T

∂ω

∂ω

∂dj,k

]

+
∂T

∂h

∂h

∂eL
∂eL

∂dj,k
, (4.40d)
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onde

∂T

∂ω
= 2

[

hlωω̄ − (1− 2|lω|
2)
]

(

∂h

∂ω
lωω̄ + h

∂lωω̄
∂ω

+ 2
∂lω
∂ω

lω̄ + 2lω
∂lω̄
∂ω

)

−

{

(hlω̄ω̄ + 2l2ω̄)

[

∂h

∂ω
lωω +

∂lωω
∂ω

h+ 4lω
∂lω
∂ω

]

+

(hlωω + 2l2ω)

[

∂h

∂ω
lω̄ω̄ +

∂lω̄ω̄
∂ω

h+ 4lω̄
∂lω̄
∂ω

]

}

,

(4.41)

∂T

∂h
= 2

{[

hlωω̄ − (1− 2|lω|
2)
]

lωω̄ − Re
[

lωω
(

hlω̄ω̄ + 2l2ω̄
)]}

. (4.42)

É importante observar que a expressão em (4.41) depende das derivadas de terceira ordem

de lωω, lω̄ω̄ e lωω̄ em relação a ω. Assim conclui-se que para a formulação geral, a função

fase deverá ter derivadas cont́ınuas de primeira, segunda e terceira ordem. Essas derivadas

serão apresentadas nos estudos de casos da Seção 4.7.

Para a formulação matemática exata da matriz Jacobiana deve-se determinar as

derivadas parciais do operador Γ[L] (4.28) em relação aos coeficientes aj,k, bj,k, cj,k e dj,k

da superf́ıcie quádrica confocal com eixos deslocados:

∂Γj,k
∂aj,k

= −2(Lηη̄ − B)

(

∂Lηη̄
∂aj,k

−
∂B

∂aj,k

)

±
∂H(η, ω)

∂aj,k
, (4.43a)

∂Γj,k
∂bj,k

= −2(Lηη̄ − B)

(

∂Lηη̄
∂bj,k

−
∂B

∂bj,k

)

±
∂H(η, ω)

∂bj,k
, (4.43b)

∂Γj,k
∂cj,k

= −2(Lηη̄ − B)

(

∂Lηη̄
∂cj,k

−
∂B

∂cj,k

)

±
∂H(η, ω)

∂cj,k
, (4.43c)

∂Γj,k
∂dj,k

= −2(Lηη̄ − B)

(

∂Lηη̄
∂dj,k

−
∂B

∂dj,k

)

±
∂H(η, ω)

∂dj,k
. (4.43d)

Em(4.43), as derivadas da expressão (4.29b) em relação aos coeficientes da superf́ıcie

quádrica são:

∂B

∂aj,k
=

−1

β − 1
2
hδ

{

2

(

∂eL

∂aj,k
γ +

∂γ

∂aj,k
eL
)

+B

[

∂β

∂aj,k
−

1

2

(

∂h

∂aj,k
δ +

∂δ

∂aj,k
h

)]

}

, (4.44a)

∂B

∂bj,k
=

−1

β − 1
2
hδ

{

2

(

∂eL

∂bj,k
γ +

∂γ

∂bj,k
eL
)

+B

[

∂β

∂bj,k
−

1

2

(

∂h

∂bj,k
δ +

∂δ

∂bj,k
h

)]

}

, (4.44b)

∂B

∂cj,k
=

−1

β − 1
2
hδ

{

2

(

∂eL

∂cj,k
γ +

∂γ

∂cj,k
eL
)

+B

[

∂β

∂cj,k
−

1

2

(

∂h

∂cj,k
δ +

∂δ

∂cj,k
h

)]

}

, (4.44c)

∂B

∂dj,k
=

−1

β − 1
2
hδ

{

2

(

∂eL

∂dj,k
γ +

∂γ

∂dj,k
eL
)

+B

[

∂β

∂dj,k
−

1

2

(

∂h

∂dj,k
δ +

∂δ

∂dj,k
h

)]

}

. (4.44d)
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Enquanto isso, as derivadas de (4.29a) em relação aos coeficientes da superf́ıcie quádrica

são:

∂H

∂aj,k
=
∂H

∂ω

∂ω

∂aj,k
+
∂H

∂ω̄

∂ω̄

∂aj,k
+

4

(1 + |η|2)2
I(η)

G(ω)

[

T
∂V

∂aj,k
+ V

∂T

∂aj,k

]

= 2Re

[

∂H

∂ω

∂ω

∂aj,k

]

+
4

(1 + |η|2)2
I(η)

G(ω)

[

T
∂V

∂aj,k
+ V

∂T

∂aj,k

]

,

(4.45a)

∂H

∂bj,k
=
∂H

∂ω

∂ω

∂bj,k
+
∂H

∂ω̄

∂ω̄

∂bj,k
+

4

(1 + |η|2)2
I(η)

G(ω)

[

T
∂V

∂bj,k
+ V

∂T

∂bj,k

]

= 2Re

[

∂H

∂ω

∂ω

∂bj,k

]

+
4

(1 + |η|2)2
I(η)

G(ω)

[

T
∂V

∂bj,k
+ V

∂T

∂bj,k

]

,

(4.45b)

∂H

∂cj,k
=
∂H

∂ω

∂ω

∂cj,k
+
∂H

∂ω̄

∂ω̄

∂cj,k
+

4

(1 + |η|2)2
I(η)

G(ω)

[

T
∂V

∂cj,k
+ V

∂T

∂cj,k

]

= 2Re

[

∂H

∂ω

∂ω

∂cj,k

]

+
4

(1 + |η|2)2
I(η)

G(ω)

[

T
∂V

∂cj,k
+ V

∂T

∂cj,k

]

,

(4.45c)

∂H

∂dj,k
=
∂H

∂ω

∂ω

∂dj,k
+
∂H

∂ω̄

∂ω̄

∂dj,k
+

4

(1 + |η|2)2
I(η)

G(ω)

[

T
∂V

∂dj,k
+ V

∂T

∂dj,k

]

= 2Re

[

∂H

∂ω

∂ω

∂dj,k

]

+
4

(1 + |η|2)2
I(η)

G(ω)

[

T
∂V

∂dj,k
+ V

∂T

∂dj,k

]

,

(4.45d)

onde

∂H

∂ω
= ±V T

4I(η)

(1 + |η|2)2

{

−Gω

[G(ω)]2

}

. (4.46)

As derivadas de V em relação a aj,k, bj,k, cj,k e dj,k são

∂V

∂aj,k
=

1

Q

(

2γ
∂γ

∂aj,k
− V

∂Q

∂aj,k

)

, (4.47a)

∂V

∂bj,k
=

1

Q

(

2γ
∂γ

∂bj,k
− V

∂Q

∂bj,k

)

, (4.47b)

∂V

∂cj,k
=

1

Q

(

2γ
∂γ

∂cj,k
− V

∂Q

∂cj,k

)

, (4.47c)

∂V

∂dj,k
=

1

Q

(

2γ
∂γ

∂dj,k
− V

∂Q

∂dj,k

)

, (4.47d)

onde

Q = (1− δ)

(

β −
1

2
hδ

)2

, (4.48)
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∂Q

∂aj,k
= 2(1− δ)

(

β −
1

2
hδ

)[

∂β

∂aj,k
−

1

2

(

∂h

∂aj,k
δ +

∂δ

∂aj,k
h

)]

−
∂δ

∂aj,k

(

β −
1

2
hδ

)2

,

(4.49a)

∂Q

∂bj,k
= 2(1− δ)

(

β −
1

2
hδ

)[

∂β

∂bj,k
−

1

2

(

∂h

∂bj,k
δ +

∂δ

∂bj,k
h

)]

−
∂δ

∂bj,k

(

β −
1

2
hδ

)2

,

(4.49b)

∂Q

∂cj,k
= 2(1− δ)

(

β −
1

2
hδ

)[

∂β

∂cj,k
−

1

2

(

∂h

∂cj,k
δ +

∂δ

∂cj,k
h

)]

−
∂δ

∂cj,k

(

β −
1

2
hδ

)2

,

(4.49c)

∂Q

∂dj,k
= 2(1− δ)

(

β −
1

2
hδ

)[

∂β

∂dj,k
−

1

2

(

∂h

∂dj,k
δ +

∂δ

∂dj,k
h

)]

−
∂δ

∂dj,k

(

β −
1

2
hδ

)2

.

(4.49d)

Por fim, é necessário determinar as derivadas de ω em relação aos coeficientes da

superf́ıcie quádrica que surgem em (4.30), (4.32), (4.34), (4.40) e (4.45). Para isso, o

operador F expresso em (4.1) e seu complexo conjugado são diferenciados em relação aos

coeficientes da superf́ıcie quádrica, produzindo o seguinte sistema de equações:

∂F

∂ω

∂ω

∂aj,k
+
∂F

∂ω̄

∂ω̄

∂aj,k
+ F1

∂Lη
∂aj,k

− F2
∂eL

∂aj,k
= 0, (4.50a)

∂F̄

∂ω

∂ω

∂aj,k
+
∂F̄

∂ω̄

∂ω̄

∂aj,k
+ F̄1

∂Lη̄
∂aj,k

− F̄2
∂eL

∂aj,k
= 0. (4.50b)

A partir das equações (4.50) forma-se um sistema linear que permite obter a derivada de

ω em relação ao coeficiente da superf́ıcie quádrica aj,k. O mesmo pode ser feito para os

demais coeficientes da superf́ıcie quádrica bj,k, cj,k e dj,k. Assim, chega-se nas seguintes

relações:

∂ω

∂aj,k
=

1

|Fω|2 − |Fω̄|2

[

(

F̄ω̄F2 − Fω̄F̄2

) ∂eL

∂aj,k
+ Fω̄F̄1

∂Lη̄
∂aj,k

− F̄ω̄F1
∂Lη
∂aj,k

]

, (4.51a)

∂ω

∂bj,k
=

1

|Fω|2 − |Fω̄|2

[

(

F̄ω̄F2 − Fω̄F̄2

) ∂eL

∂bj,k
+ Fω̄F̄1

∂Lη̄
∂bj,k

− F̄ω̄F1
∂Lη
∂bj,k

]

, (4.51b)

∂ω

∂cj,k
=

1

|Fω|2 − |Fω̄|2

[

(

F̄ω̄F2 − Fω̄F̄2

) ∂eL

∂cj,k
+ Fω̄F̄1

∂Lη̄
∂cj,k

− F̄ω̄F1
∂Lη
∂cj,k

]

, (4.51c)

∂ω

∂dj,k
=

1

|Fω|2 − |Fω̄|2

[

(

F̄ω̄F2 − Fω̄F̄2

) ∂eL

∂dj,k
+ Fω̄F̄1

∂Lη̄
∂dj,k

− F̄ω̄F1
∂Lη
∂dj,k

]

, (4.51d)
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As derivadas parciais das expressões eL, Lη e Lηη̄ em relação aos coeficientes da

superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k, que surgiram nas equações (4.30), (4.31), (4.34),

(4.40), (4.43) e (4.44), foram dadas em (3.30), (3.31) e (3.34) respectivamente. A derivada

parcial de G(ω) em relação a ω, ou seja, Gω na expressão (4.46), bem como a função

fase l(ω) e suas derivadas parciais de primeira, segunda e terceira ordem que surgem

em (4.29d), (4.29e), (4.29g), (4.30), (4.33), (4.36), (4.38), (4.39), (4.41) e (4.41) serão

particularizadas nos estudos de casos apresentados na Seção 4.7.

4.7 Estudos de Casos

Nesta seção são apresentados alguns estudos de casos para avaliar o algoritmo de

śıntese de antenas duplo-refletoras offset com fase não-uniforme na abertura. O objetivo é

verificar se os resultados gerados pelo método numérico de solução da equação de Monge-

Ampère são os esperados e validá-los através das aproximações da Óptica F́ısica (PO) com

correção das correntes de bordas [47], [48]. Além disso, os resultados obtidos são compara-

dos com aqueles de [31], cujo algoritmo usa diferenças finitas para aproximar as derivadas

parciais da matriz Jacobiana, ao invés de derivadas anaĺıticas, como na metodologia pro-

posta. Na śıntese, a solução da equação de Monge-Ampère é do tipo eĺıptica, o critério

de convergência adotado no algoritmo de mapeamento η → ω é |F |mean < 1, 0 × 10−15,

enquanto que o critério de convergência do algoritmo de śıntese é |Γ|mean < 1, 0× 10−10.

Para a análise do diagrama de radiação gerado pelas superf́ıcies sintetizadas, os pontos da-

dos pelo método de śıntese óptica foram interpolados por pseudo-splines qúınticas (3.36)

para obter superf́ıcies cont́ınuas que são então analisadas via aproximações da PO. O

modelamento e a análise foram efetuados considerando a antena operando em 30 GHz,

frequência da banda Ka para comunicação via satélite.

4.7.1 Controle do Diagrama de Radiação em Cobertura Circular

Neste estudo de caso, deseja-se sintetizar um sistema duplo-refletor offset para

controlar o diagrama de radiação em uma cobertura circular. A geometria para a especi-

ficação da fase l(ω) e da densidade de potência na abertura G(ω) foi apresentada em [31]

e está ilustrada na Figura 4.5.

a) Modelo para a Fase na Abertura

A frente de onda do campo espalhado pelo refletor principal é esférica com centro de

fase no ponto focal P0(x0, y0, z0). A especificação da função fase l(ω) consiste no tamanho

do percurso total da frente de onda através do sistema duplo-refletor. Neste caso, l(ω)

difere de uma constante l0 da distância do ponto ω sobre a abertura ao foco virtual P0.
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Por fim, as derivadas de terceira ordem em relação a ω são expressas como:

lωωω =
3

8

[

|ω − ωc|
2 + z20

]−5/2
(ω̄ − ωc)

3, (4.55a)

lω̄ω̄ω =
3

8

[

|ω − ωc|
2 + z20

]−5/2
|ω − ωc|

2(ω − ωc)

−
1

2

[

|ω − ωc|
2 + z20

]−3/2
(ω − ωc),

(4.55b)

lωω̄ω =
3

8

[

|ω − ωc|
2 + z20

]−5/2
|ω̄ − ωc|

2(ω̄ − ωc)

−
1

2

[

|ω − ωc|
2 + z20

]−3/2
(ω̄ − ωc).

(4.55c)

A direção complexa ζ dos raios atravessando a abertura é dada aplicando lω na

equação (2.8). A máxima inclinação dos raios é θA = 120 em relação ao eixo −z e é

encontrada no contorno da abertura.

b) Modelo para a Distribuição de Densidade de Potência na Abertura

O diagrama de radiação da GO é representado por IA(ζ), que corresponde à den-

sidade de potência atravessando uma esfera unitária na direção ζ(θ, φ). O prinćıpio da

Conservação da Energia requer que a potência emitida pelo alimentador em O dentro do

cone θc seja igual à potência radiada a partir do ponto P0 dentro do cone θA.

Para a śıntese, a potência especificada é imposta pelo fluxo de potência normal à

abertura G(ω). Sua relação com IA(ζ) em um ponto ω sobre a abertura é dada por:

G(ω) =
IA(ζ)

[R′(ω)]2
cos θ, (4.56)

onde θ é o ângulo da direção do raio em relação ao eixo −z e R′(ω) está indicado na

Figura 4.5. Em termos de ω, a expressão (4.56) se torna:

G(ω) = IA(ζ)
z0

(|ω − ωc|2 + z20)
3/2
. (4.57)

Para convergência do algoritmo numérico, IA(ζ) é expressa analiticamente em termos de

ω pela seguinte distribuição normalizada:

IA(ω) = IAO cosν θ(ω) =

[

z0
(|ω − ωc|2 + z20)

1/2

]ν

. (4.58)

Assim, a expressão de G(ω) em (4.57) é reescrita como [31]:

Gob(ω) = IAO
zν+1
0

(|ω − ωc|2 + z20)
(ν+3)/2

, (4.59)
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onde a constante IAO é obtida a partir da normalização da potência total irradiada a

partir do foco virtual P0:

IAO

∫ 2π

0

∫ θA

0

cosν θ(ω) sen θdθdφ = Prad (4.60)

Fazendo Prad = 4π e resolvendo a integral em (4.60), tem-se que:

IAO =
2(ν + 1)

1− cosν+1 θA
.

Para determinar os elementos da matriz Jacobiana, a derivada de (4.59) em relação

a ω é requerida e é dada por

Gob
ω (ω) = Gob(ω)

[

−(ν + 3)(ω̄ − ωc)

2(|ω − ωc|2 + z20)

]

. (4.61)

c) Análise das Superf́ıcies Refletoras

Neste estudo de caso, um sistema duplo-refletor foi sintetizado para gerar uma

densidade de potência na abertura em contorno circular (σ = 1) e raio igual a rax =

ray = 30 cm com distribuição de amplitude de G(ω) definida na equação (4.59) e a fase

na abertura l(ω) definida na equação (4.52). A densidade de potência na abertura foi

escolhida de tal modo a gerar um diagrama de radiação em feixe circular com distribuição

de potência uniforme na região de campo distante. O centro da abertura foi fixado sobre

o eixo x a 45 cm da origem O do sistema de coordenadas. O subrefletor foi discretizado

usando uma grade polar não-uniforme com α = 1, 2 definida com 12 anéis (J = 12) e

54 radiais (K = 54). O ângulo de offset foi definido em θ0 = −17, 680 de acordo com a

condição de Mizuguch para polarização cruzada nula, e a distância r0 entre a origem O

do sistema de coordenadas e o centro de subrefletor é de 40 cm. Como alimentador foi

adotado o modelo cosseno elevado da equação (2.117) com n = 34, 4137, o que representa

uma atenuação de Le = −15 dB em θc = 180, que corresponde ao ângulo de incidência na

borda do subrefletor. A direção dos raios provenientes do alimentador pode ser observada

na Figura 4.6.

Utilizando os parâmetros descritos acima e a formulação apresentada na Seção

4.4 para a configuração TB, determinou-se a superf́ıcie quádrica confocal adotada como

solução inicial, sendo ela definida pelos seguintes parâmetros: a(0) = −0, 22741 m, b(0) =

0, 0810217, c(0) = 0, 0 e d(0) = −0, 47869. A análise das direções dos raios refletidos da

solução inicial e o traçado de raios no plano φ = 0 podem ser observados nas Figuras 4.7

e 4.8, respectivamente. Além do mapeamento conformal e da simetria no plano xz que já

são esperados, é importante observar que o subrefletor não bloqueia os raios refletidos do
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Figura 4.6: Direções de incidência da solução inicial no plano 1/η′.

refletor principal e que a solução inicial possui fase uniforme na abertura.

O resultado da śıntese foi obtido após 10 iterações, sendo que o erro médio dos

reśıduos associados aos operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 2, 20171×10−12 nos pontos interiores

ao contorno e |Γ|mean = 3, 60244× 10−13 nos pontos do contorno. As dimensões dos raios

ao longo dos eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 10, 0660 cm e 11, 8286 cm,

respectivamente. As direções dos raios refletidos pela superf́ıcie sintetizada no plano de

abertura são ilustrados na Figuras 4.9 e a Figura 4.10 mostra o traçado de raios no plano

de simetria.

Observando os resultados deste problema de śıntese percebem-se distorções seme-

lhantes àqueles que surgiram na śıntese de duplo-refletores offset com fase uniforme na

abertura, sendo elas, a distância entre o antepenúltimo anel e o penúltimo é menor que

aquela entre o penúltimo e o último anel, e as distorções nas direções radiais próximas à

borda. Além disso, é fácil perceber que o prinćıpio da Conservação da Energia impĺıcito

na equação de Monge-Ampère está compensando a baixa iluminação do alimentador nas

bordas do subrefletor (Le = −15dB) direcionando os raios para o contorno, já que se

busca uma distribuição de amplitude uniforme na região de campo distante.
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Figura 4.7: Direções de reflexão da solução inicial no plano xy.

Figura 4.8: Traçado de raios da solução inicial no plano xz.
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Figura 4.9: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy.

Figura 4.10: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz.
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Uma vez obtidas as superf́ıcies da śıntese, as mesmas foram interpoladas por

pseudo-splines qúınticas (3.36) e, então, analisadas via aproximações da PO mais cor-

rentes de borda [47], [48]. Conforme pode ser observado na Figura 4.11, o resultado da

interpolação apresentou um desvio significativo de até ±30 para a superf́ıcie do refletor

principal, indicando que a superf́ıcie cont́ınua interpolada representa de forma satisfatória

a superf́ıcie sintetizada.

A análise das superf́ıcies refletoras é apresentada na Figura 4.12, que ilustra o

diagrama de radiação nos planos φ = 00 e φ = 900 com as respectivas polarizações

principal e cruzada. O traçado pontilhado na cor preta representa o diagrama da GO

esperado na região de campo distante. Pode-se observar que o diagrama da PO aproxima-

se das especificações desejadas e corroboram os resultados apresentados em [31]. As

diferenças observadas podem ser atribúıdas a erros de discretização, interpolação e aos

efeitos difrativos não contabilizados na śıntese. A polarização cruzada no plano φ = 00

ficou abaixo de −10 dB e a baixa polarização cruzada em ambos os planos de simetria são

também resultantes da escolha do ângulo de offset, que foi feito de acordo com a condição

de Mizugutch.

Figura 4.11: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese.
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As derivadas de segunda ordem são dadas por:

lωω = 0, 5 [A1 − A2 − A3(x− x0)− i2A3y] , (4.64a)

lωω̄ = 0, 5 [A1 + A2 + A3(x− x0)] , (4.64b)

lω̄ω̄ = 0, 5 [A1 − A2 − A3(x− x0) + i2A3y] . (4.64c)

E as derivadas de terceira ordem são:

lωωω = −0, 75A3, (4.65a)

lωω̄ω = 0, 25A3, (4.65b)

lω̄ω̄ω = 0, 25A3. (4.65c)

b) Modelo para a Distribuição de Densidade de Potência na Abertura

O modelo para a densidade de potência na abertura é dado por [31]:

G(ω) = G0exp
[

−Bx(x− x0)
2 − Byy

2
]

. (4.66)

E a derivada de Gob(ω) em relação a ω é expressa como:

Gob
ω (ω) = Gob(ω) {− [Bx(x− x0)− iByy]} . (4.67)

c) Análise das Superf́ıcies Refletoras

Neste exemplo, um sistema duplo-refletor foi sintetizado para gerar um campo na

abertura em contorno circular (σ = 1) e raio igual a rax = ray = 20 cm com distribuição

de amplitude G(ω) definida na equação (4.66) e fase l(ω) definida na equação (4.62). Bx

foi obtido para uma atenuação de −13 dB na borda da abertura e By = 0. A densidade de

potência na abertura foi escolhida de tal modo a gerar um feixe com formato de boomerang

na região de campo distante [31]. O centro da abertura foi fixado sobre o eixo x a 28 cm

da origem O do sistema de coordenadas. Como alimentador foi adotado o modelo cosseno

elevado (2.117) com n = 27, 5, o que representa uma atenuação de Le = −14.8578 dB

em θc = 200, que corresponde ao ângulo de incidência na borda do subrefletor. O ângulo

de offset é θ0 = −14, 950 e a distância r0 entre a origem O do sistema de coordenadas e

o centro de subrefletor é de 40 cm. O subrefletor foi discretizado com uma grade polar

não-uniforme (α = 0, 7) definida com 9 anéis (J = 9) e 54 radiais (K = 54).

Utilizando os parâmetros descritos acima e a formulação apresentada na Seção

4.4 para a configuração TB determinou-se a superf́ıcie quádrica confocal adotada como

solução inicial, sendo ela definida pelos seguintes parâmetros: a(0) = −0, 279163 m, b(0) =

0, 087109, c(0) = 0, 0 e d(0) = −0.335934. As direções de incidência da solução inicial estão
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Figura 4.13: Direções de incidência da solução inicial no plano 1/η′.

ilustrados na Figura 4.13, enquanto que a análise das direções dos raios refletidos pela

solução inicial e o traçado de raios no plano φ = 0 podem ser observadas nas Figuras 4.14

e 4.15, respectivamente. Além do mapeamento conformal e da simetria no plano xz que

já são esperados, é importante observar que o subrefletor não bloqueia os raios refletidos

do refletor principal e que a solução inicial possui fase uniforme.

O resultado da śıntese foi obtido após 22 iterações, sendo que o erro médio dos

reśıduos associados aos operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 5.83967×10−13 nos pontos interiores

ao contorno e |Γ|mean = 4.46286× 10−13 nos pontos do contorno. As dimensões dos raios

ao longo dos eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 12, 2171 cm e 13, 2233 cm

respectivamente. As direções dos raios refletidos pela superf́ıcie sintetizada no plano de

abertura e o traçado de raios no plano de simetria estão ilustrados nas Figuras 4.16 e

4.17, respectivamente. Observando a Figura 4.16 pode-se observar um deslocamento dos

raios refletidos em direção à borda da abertura ao longo da direção y para compensar a

baixa iluminação na borda do subrefletor (Le = −14, 8578 dB), visto que a função G(ω)

especifica uma distribuição de amplitude uniforme nesta direção. Além disso, as distorções

descritas anteriormente aparecerem neste estudo de caso próximas à borda, também na

direção do eixo y. Pode-se notar que os pontos dos três últimos anéis quase se sobrepõem

e as distorções nas radiais também são verificadas. Já na borda na direção do eixo x,

estas distorções não estão presentes visto que a diferença entre a iluminação nas bordas

do subrefletor e do contorno da abertura nesta direção é de apenas 1, 8578 dB.



Caṕıtulo 4. Antenas Duplo-Refletoras Offset com Fase Não-Uniforme na Abertura 140

Figura 4.14: Direções de reflexão da solução inicial no plano xy.

Figura 4.15: Traçado de raios da solução inicial no plano xz.
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Figura 4.16: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy.

Figura 4.17: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz.
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A Figura 4.18 ilustra o resultado da interpolação da superf́ıcie modelada por

pseudo-splines qúınticas (3.36) para o refletor principal. A diferença entre os pontos

sintetizados e os respectivos pontos interpolados é dada em graus. Conforme pode ser

observado, o resultado da interpolação apresentou um desvio significativo de até ±30, in-

dicando que a superf́ıcie cont́ınua interpolada representa de forma satisfatória a superf́ıcie

sintetizada.

Em seguida, a análise das superf́ıcies refletoras via aproximações da PO mais cor-

rentes de borda [47], [48] é apresentada nas Figuras 4.19 e 4.20, que ilustram o diagrama

de radiação no plano uv com as respectivas polarizações principal e cruzada. Dos resulta-

dos apresentados, é posśıvel observar que o sistema duplo-refletor gerou um diagrama de

radiação com formato de boomerang, conforme esperado, com diretividade de 28, 60 dBi

no feixe principal. Além disso, o sistema modelado apresentou baixa polarização cruzada

ficando abaixo de −7, 014 dB. Com estes resultados, pode-se concluir que o algoritmo

de śıntese consegue projetar um sistema duplo-refletor que gera um feixe modelado na

região de campo distante, bastando para isso especificar adequadamente a fase l(ω) e a

densidade de potência normal à abertura G(ω).

Figura 4.18: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese.
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Figura 4.19: Diagrama de radiação no plano uv - polarização principal.

Figura 4.20: Diagrama de radiação no plano uv - polarização cruzada.
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4.7.3 Projeto de um Sistema Duplo-Refletor com Abertura Super-Eĺıptica

Neste estudo de caso, um sistema duplo-refletor foi sintetizado para gerar um

campo na abertura em contorno super-eĺıptico (σ = 2, 5) e raio igual a rax = ray = 30

cm com distribuição de amplitude G(ω) definida na equação (2.129) para uma atenuação

de −10 dB na borda da abertura (ou seja, ψ = 2, 30259) e fase uniforme. O centro da

abertura foi fixado sobre o eixo x a 50 cm da origem O do sistema de coordenadas. Como

alimentador foi adotado o modelo cosseno elevado da equação (2.117) com n = 78 o que

representa uma atenuação de Le = −15 dB em θc = 120, que corresponde ao ângulo de

incidência na borda do subrefletor. O subrefletor foi discretizado usando uma grade polar

não-uniforme com α = 0, 85 definida com 12 anéis (J = 12) e 54 radiais (K = 54). O

ângulo de offset é θ0 = 30, 20 e a distância r0 entre a origem O do sistema de coordenadas

e o centro de subrefletor é de 22,5 cm.

Utilizando os parâmetros descritos acima e a formulação apresentada na Seção 4.4

para a configuração TT determinou-se a superf́ıcie quádrica confocal adotada como solução

inicial, sendo ela definida pelos seguintes parâmetros: a(0) = 0, 252873 m, b(0) = 0, 340299,

c(0) = 0, 0 e d(0) = −2, 25936. A direção dos raios incidentes está ilutrado na Figura 4.21

e a análise das direções dos raios refletidos da solução inicial e o traçado de raios no plano

φ = 0 podem ser observadas nas Figuras 4.22 e 4.23, respectivamente.

Figura 4.21: Direções de incidência da solução inicial no plano 1/η′.
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Figura 4.22: Direções de reflexão da solução inicial no plano xy.

Figura 4.23: Traçado de raios da solução inicial no plano xz.
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O resultado da śıntese foi obtido após 16 iterações, sendo que o erro médio dos

reśıduos associados aos operador Γ[L] foi de |Γ|mean = 3.03444×10−11 nos pontos interiores

ao contorno e |Γ|mean = 2.61483× 10−12 nos pontos do contorno. As dimensões dos raios

ao longo dos eixos x e y do subrefletor sintetizado foram de 6, 3228 cm e 4, 9938 cm,

respectivamente. As direções dos raios refletidos pela superf́ıcie sintetizada no plano de

abertura são ilustrados na Figura 4.24 e a Figura 4.25 mostra o traçado de raios no plano

de simetria. Pode ser observado que ao impor uma modificação no formato do contorno

da abertura, parte considerável da energia foi deslocada para as regiões φ = ±450 e

φ = ±1350 para definir as bordas super-eĺıpticas. Além disso, surgiram distorções ao

longo das radiais, em particular naquelas próximas às direções horizontal e vertical da

abertura.

A Figura 4.26 ilustra o resultado da interpolação por pseudo-splines qúınticas

(3.36) para o refletor principal. Conforme pode ser observado, o resultado da interpolação

apresentou um desvio significativo de até ±20, indicando que a superf́ıcie cont́ınua inter-

polada representa de forma satisfatória a superf́ıcie sintetizada. A análise das superf́ıcies

refletoras via aproximações da PO mais correntes de borda [47], [48] é apresentada nas

Figuras 4.27 e 4.28, que ilustram o diagrama de radiação no plano uv com as respectivas

polarizações principal e cruzada.

Figura 4.24: Direções de reflexão da superf́ıcie sintetizada no plano xy.
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Figura 4.25: Traçado de raios da superf́ıcie sintetizada no plano xz.

Figura 4.26: Desvio em graus da superf́ıcie modelada em relação ao resultado da śıntese.
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Figura 4.27: Diagrama de radiação no plano uv - polarização principal.

Figura 4.28: Diagrama de radiação no plano uv - polarização cruzada.
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4.8 Considerações Finais

Neste caṕıtulo o problema da śıntese de um sistema duplo-refletor com fase não-

uniforme formulado em [19] foi resolvido numericamente usando superf́ıcies quádricas

confocais com eixos deslocados para representar a superf́ıcie do subrefletor sintetizado.

Para validar o algoritmo foram apresentados três estudos de casos clássicos e o algoritmo

foi validado visto que as especificações iniciais foram alcançadas. Além disso, os estudos

de casos apresentados neste caṕıtulo apresentaram resultados similares àqueles obtidos

em [31], que usou diferenças finitas para aproximar as derivadas parciais relacionadas

a superf́ıcie L para determinar a matriz Jacobiana. Por fim, o algoritmo é genérico e

sintetiza sistemas duplo-refletores para fase uniforme e não-uniforme na abertura, sendo,

portanto, o caso geral para o problema descrito no Caṕıtulo 3.



Caṕıtulo 5

Śıntese Óptica de Lentes Dielétricas sem

Simetria Circular

Neste caṕıtulo é desenvolvida uma formulação matemática inédita para o problema

de śıntese de uma lente dielétrica sem simetria circular em coordenadas complexas. A

formulação exata baseada nos prinćıpios da GO conduz a uma equação diferencial parcial

não-linear de segunda ordem do tipo Monge-Ampère. O procedimento numérico abordado

no Caṕıtulo 2 para solução da equação de Monge-Ampère é empregado para sintetizar

lentes dielétricas visando controlar a largura do feixe transmitido e a densidade de potência

na região de cobertura da lente. A estratégia de mapeamento η → ζ é descrita bem como

o operador não-linear para o procedimento de solução numérica do problema de śıntese.

Em seguida, as derivadas anaĺıticas do operador linearizado são apresentadas. Além

disso, as condições de contorno são abordadas, visto que o problema de śıntese deve ser

avaliado como um problema de valor de contorno. Também são apresentados o modelo

desejado para a densidade de potência na região de cobertura da lente e um estudo sobre

as perdas por reflexão na interface dielétrica. Para avaliar o algoritmo de śıntese, são

apresentados alguns estudos de casos, onde as superf́ıcies sintetizadas são interpoladas

por splines cúbicas [54] e, então, analisadas por um método h́ıbrido baseado na GO-PO

[43].

5.1 Formulação e Geometria do Problema de Śıntese

A Figura 5.1 ilustra um raio incidente que emana de uma fonte pontual O (origem

do sistema de coordenadas) cuja direção é dada pela coordenada complexa η e refratado no

ponto R sobre uma interface dielétrica cuja direção de propagação é dada pela coordenada

complexa ζ. Os vetores unitários nas direções dos raios incidentes e refratados são p̂(η) e

t̂(ζ) e os meios dielétricos são homogêneos e têm ı́ndice de refração real N (meio 1) e 1
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onde ρ = ln(r). Introduzindo a notação Λ = p̂ · t̂−N , a equação (5.5) torna-se:

ρη =
−Λη
Λ

, (5.6)

pois Λ = cos(θt − θi)−N < 0. Após algumas manipulações matemáticas tem-se que

Λ =
−2|ζ − η|2

(1 + |η|2)(1 + |ζ|2)
+ 1−N. (5.7)

Seja a função real L(η) = ln(r/(1 + |η|2)) definida para superf́ıcie dielétrica r(η). A

derivada de L(η) em relação à coordenada complexa η é escrita como:

Lη = ρη −
η̄

1 + |η|2
. (5.8)

Substituindo as equações (5.6) e (5.7) em (5.8), chega-se na expressão [44]:

Lη =
2(ζ̄ − η̄) + η̄(1−N)(1 + |ζ|2)

2|ζ − η|2 + (N + 1)(1 + |η|2)(1 + |ζ|2)
, (5.9)

que representa a lei de Snell da refração em coordenadas complexas. Portanto, a equação

(5.9) relaciona a direção dos raio incidente e transmitido através das derivadas parciais

da superf́ıcie L(η).

5.2 Mapeamento η → ζ

Para estabelecer uma relação ζ(η) geral, a equação (5.9) é escrita da seguinte forma

ζ =
X + Y ζ̄

Z +Wζ̄
, (5.10)

onde

X = (1−N)Lη − (1 +N)η̄(1 + ηLη),

Y = 2(1 + ηLη),

Z = −2η̄Lη,

W = (1 +N)Lη − (1−N)η̄(1 + ηLη).

Calculando o complexo conjugado da equação (5.10) e substituindo-o em ζ̄ no lado direito

da equação (5.10) obtém-se uma expressão quadrática para ζ:

a1ζ
2 + 2a2ζ + a3 = 0, (5.11)



Caṕıtulo 5. Śıntese Óptica de Lentes Dielétricas sem Simetria Circular 153

onde

a1 = (1 +N)Lη − (1−N)η̄(1 + η̄Lη̄),

a2 = −(1 +N)ηLη − (1−N)η̄Lη̄ − 1,

a3 = (1 +N)η(1 + ηLη)− (1−N)Lη̄.

A análise apresentada não se aplica imediatamente para o caso especial em que N = 1

(quando os raios não se desviam ao atravessar a interface). No entanto, a expressão final

para ζ deve tornar-se ζ = η quando N → 1. Esta condição implica que a escolha correta

da solução da equação (5.11) é [44]:

ζ =
(1 +N)ηLη + (1−N)η̄Lη̄ + 1−

√

(1 + (1−N2)|η̄ + (1 + |η|2)Lη|2)

(1 +N)Lη − (1−N)η̄(1 + η̄Lη̄)
. (5.12)

Claramente, a relação ζ(η) é muito mais complicada do que aquela para a reflexão expressa

em (2.12).

Deve ser observado que o mapeamento η → ζ não é arbitrário e deve satisfazer

uma condição de integrabilidade. Esta condição exige que Lηη̄ seja real e será derivada

explicitamente. A equação (5.9) permite escrever

Lη = Sη(ζ, η), (5.13)

onde

S = −lnE(ζ, η) (5.14)

é uma função real com

E = (N − 1)(1 + |η|2)(1 + |ζ|2) + 2|ζ − η|2, (5.15)

sendo E > 0, pois N > 1. As derivadas de segunda ordem da equação (5.14) são apresen-

tadas abaixo:

Sηζ = −2(1 +N)(ζ̄ − η̄)2/E2, (5.16a)

Sηζ̄ = −2(1−N)(1 + ζη̄)2/E2, (5.16b)

Sηη = S2
η , (5.16c)

Sηη̄ = (1−N2)(1 + |ζ|2)2/E2. (5.16d)
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Assim, usando a regra da cadeia na equação (5.13), obtém-se a expressão

Lηη̄ − Sηη̄ = Sηζζη̄ + Sηζ̄ ζ̄η̄, (5.17)

e a condição de integrabilidade é dada por

Sηζζη̄ + Sηζ̄ ζ̄η̄ = real, (5.18)

ou

(1 +N)(ζ̄ − η̄)2ζη̄ + (1−N)(1 + ζη̄)2ζ̄η̄ = real, (5.19)

visto que o lado esquerdo da equação (5.17) é real por definição.

5.3 Equação de Monge-Ampère

A śıntese de uma lente dielétrica para produzir uma densidade de potência especi-

ficada na região de campo distante é formulada usando a notação em coordenadas com-

plexas e, como no caso do projeto de duplo-refletores, é mostrado que conduz a equações

diferenciais parciais não-lineares do tipo Monge-Ampère. Seja I(η) e G(ζ) as densidades

por ângulo sólido da fonte e na região de campo distante, respectivamente. Então, com-

parando as áreas elementares subentendidas por cones de raios sobre uma esfera de raio

unitário e centro O, e assumindo que toda a densidade de potência incidente é transmitida

através da interface dielétrica, pode ser mostrado que [17]:

I(η)

G(ζ)
=

(

|η|2 + 1

|ζ|2 + 1

)2

||ζη|
2 − |ζη̄|

2|, (5.20)

onde o termo entre os sinais de módulo no lado direito da expressão acima é o Jacobiano

do mapeamento η → ζ. Portanto, é necessário calcular as derivadas parciais ζη e ζη̄. Isto

é realizado pela seguinte análise. Fazendo p = Sηζ e q = Sηζ̄ , as equações (5.13) - (5.17)

são reescritas como:

Lηη − Sηη = pζη + qζ̄η, (5.21a)

Lη̄η̄ − Sη̄η̄ = p̄ζ̄η̄ + q̄ζη̄, (5.21b)

Lηη̄ − Sηη̄ = pζη̄ + qζ̄η̄ = p̄ζ̄η + q̄ζη (real). (5.21c)

Usando a notação matricial, as equações (5.21) acima são expressas da seguinte forma:

[

Lηη − Sηη Lηη̄ − Sηη̄

Lηη̄ − Sηη̄ Lη̄η̄ − Sη̄η̄

]

=

[

p q

q̄ p̄

][

ζη ζη̄

ζ̄η ζ̄η̄

]

. (5.22)
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Aplicando o determinante em ambos os lados da expressão em (5.22), tem-se que:

|Lηη − Sηη|
2 − (Lηη̄ − Sηη̄)

2 = (|p|2 − |q|2)(|ζη|
2 − |ζη̄|

2), (5.23)

e substituindo a expressão da Conservação da Energia (5.20) na expressão (5.23), tem-se

que:

|Lηη − Sηη|
2 − (Lηη̄ − Sηη̄)

2 = ±(|p|2 − |q|2)
I(η)

G(ζ)

(

|ζ|2 + 1

|η|2 + 1

)2

. (5.24)

Sabendo que Sηη = L2
η e definindo de B = Sηη̄ e V = (|p|2− |q|2), chega-se na equação de

Monge-Ampère desejada:

|Lηη − L
2
η|

2 − (Lηη̄ − B)2 = ±V
I(η)

G(ζ)

(

|ζ|2 + 1

|η|2 + 1
,

)2

(5.25)

onde

B =
(1−N2)(1 + |ζ|2)2

[(N − 1)(1 + |η|2)(1 + |ζ|2) + 2|ζ − η|2]2
(5.26)

e

V =
4[(1 +N)2|ζ̄ − η̄|4 − (1−N)2|1 + ζ̄η|4]

|(N − 1)(1 + |η|2)(1 + |ζ|2) + 2|ζ − η|2|4
. (5.27)

Como V < 0, a equação de Monge Ampère é eĺıptica para a escolha do sinal (+) na equação

(5.25) e hiperbólica para a escolha do sinal (−). É importante destacar que superf́ıcie L na

equação de Monge-Ampère (5.25) representa uma lente dielétrica de formato arbitrário,

sem simetria circular. Além disso, a equação (5.25) não leva em conta as perdas por

reflexão na interface dielétrica.

5.4 Densidade de Potência na Região de Cobertura

A equação de Monge-Ampère em (5.25) pode ser considerada de duas formas. Se

a densidade de potência é especificada na região de campo distante, então a expressão se

torna uma equação diferencial de Monge-Ampère para L. Por outro lado, se a superf́ıcie

L(η) é especificada, então a equação (5.25) é uma equação para a densidade de potência

G(ζ).

Aproximando a superf́ıcie da lente por uma superf́ıcie quádrica confocal com eixo

deslocado (2.33), o termo |Lηη − L
2
η|

2 = 0 e a equação de Monge-Ampère (5.25) é simpli-
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ficada:

− (Lηη̄ − B)2 = ±V
I(η)

G(ζ)

(

|ζ|2 + 1

|η|2 + 1

)2

. (5.28)

Assim, para uma superf́ıcie quádrica confocal especificada pelos coeficientes a, b, c e d,

e assumindo a forma eĺıptica da equação de Monge-Ampère, a densidade de potência na

região de cobertura é dada por

Gsq(ζ) = −I(η)

(

|ζ|2 + 1

|η|2 + 1

)2
V

(Lηη̄ − B)2
, (5.29)

e sua derivada em relação à ζ é

Gsq
ζ (ζ) = Gsq(ζ)

(

Vζ
V

+
2ζ̄

|ζ|2 + 1
+

2Bζ

Lηη̄ − B

)

, (5.30)

onde Vζ = ∂V/∂ζ e Bζ = ∂B/∂ζ são dadas em (5.35) e (5.38), respectivamente.

5.5 Solução Numérica do Problema de Śıntese

O problema de śıntese de uma lente dielétrica sem simetria circular (5.28) será

resolvido numericamente usando a técnica alternativa descrita na Seção 2.4. Para isso, a

superf́ıcie da lente é discretizada pela grade polar da Seção 2.4.1, e então é interpolada

localmente por um conjunto de superf́ıcies quádricas confocais (vide Seção 2.4.2). A

solução anaĺıtica de uma lente circularmente simétrica apresentada no Apêndice A será

usada como solução inicial para o procedimento numérico. A partir da equação de Monge-

Ampère para a śıntese de uma lente dielétrica representada localmente por superf́ıcies

quádricas confocais com eixo deslocado (5.28), o operador não-linear Γ[L] é escrito como

Γ[L] = (Lηη̄ − B)2 ±H(ζ, η), (5.31)

onde

H(ζ, η) = V
I(η)

G(ζ)

(

|ζ|2 + 1

|η|2 + 1

)2

. (5.32)

O procedimento iterativo de Newton da Seção 2.4.4 é então empregado para reduzir

os reśıduos associados ao operador (5.31) nos pontos da grade a um valor menor que o

critério de convergência adotado. Para isso, será necessário obter os elementos da matriz

Jacobiana (2.89) descrita na seçao 2.4.5 para o operador (5.31) linearizado. A partir

dáı, uma nova superf́ıcie [L](n+1) é obtida pela equação (2.83), que será usada no processo

iterativo para a convergência do algoritmo de śıntese representado pelo diagrama de blocos

da Figura 5.4.
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Para determinar a matriz Jacobiana (2.89) do operador (5.31), as derivadas dos

coeficientes da superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k em relação à L1, L2, L3 e L4

já foram determinadas na Seção 2.4.5 e estão expressos nas seguintes equações: (2.93),

(2.96), (2.99) e (2.102), respectivamente. Para completar o cálculo da matriz Jacobiana,

serão determinadas as derivadas parciais de operador (5.31) em relação aos coeficientes

da superf́ıcie quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k que são apresentadas em (5.33) abaixo:

∂Γ[L]

∂aj,k
= 2(Lηη̄ − B)

(

∂Lηη̄
∂aj,k

−
∂B

∂aj,k

)

±
∂H(ζ, η)

∂aj,k
, (5.33a)

∂Γ[L]

∂bj,k
= 2(Lηη̄ − B)

(

∂Lηη̄
∂bj,k

−
∂B

∂bj,k

)

±
∂H(ζ, η)

∂bj,k
, (5.33b)

∂Γ[L]

∂cj,k
= 2(Lηη̄ − B)

(

∂Lηη̄
∂cj,k

−
∂B

∂cj,k

)

±
∂H(ζ, η)

∂cj,k
, (5.33c)

∂Γ[L]

∂dj,k
= 2(Lηη̄ − B)

(

∂Lηη̄
∂dj,k

−
∂B

∂dj,k

)

±
∂H(ζ, η)

∂dj,k
. (5.33d)

As derivadas de B em relação aos coeficientes da superf́ıcie quádrica são:

∂B

∂aj,k
=
∂B

∂ζ

∂ζ

∂aj,k
+
∂B

∂ζ̄

∂ζ̄

∂aj,k
= 2Re

[

∂B

∂ζ

∂ζ

∂aj,k

]

, (5.34a)

∂B

∂bj,k
=
∂B

∂ζ

∂ζ

∂bj,k
+
∂B

∂ζ̄

∂ζ̄

∂bj,k
= 2Re

[

∂B

∂ζ

∂ζ

∂bj,k

]

, (5.34b)

∂B

∂cj,k
=
∂B

∂ζ

∂ζ

∂cj,k
+
∂B

∂ζ̄

∂ζ̄

∂cj,k
= 2Re

[

∂B

∂ζ

∂ζ

∂cj,k

]

, (5.34c)

∂B

∂dj,k
=
∂B

∂ζ

∂ζ

∂dj,k
+
∂B

∂ζ̄

∂ζ̄

∂dj,k
= 2Re

[

∂B

∂ζ

∂ζ

∂dj,k

]

, (5.34d)

onde

∂B

∂ζ
=

1

E2

[

2ζ̄(1−N2)(1 + |ζ|2)− (1−N2)(1 + |ζ|2)2
2

E

∂E

∂ζ

]

. (5.35)

A função H(η, ω) depende dos coeficientes da superf́ıcie quádrica e suas derivadas são

obtidas aplicando a regra da cadeia:

∂H

∂aj,k
=
∂H

∂ζ

∂ζ

∂aj,k
+
∂H

∂ζ̄

∂ζ̄

∂aj,k
= 2Re

[

∂H

∂ζ

∂ζ

∂aj,k

]

, (5.36a)

∂H

∂bj,k
=
∂H

∂ζ

∂ζ

∂bj,k
+
∂H

∂ζ̄

∂ζ̄

∂bj,k
= 2Re

[

∂H

∂ζ

∂ζ

∂bj,k

]

, (5.36b)

∂H

∂cj,k
=
∂H

∂ζ

∂ζ

∂cj,k
+
∂H

∂ζ̄

∂ζ̄

∂cj,k
= 2Re

[

∂H

∂ζ

∂ζ

∂cj,k

]

, (5.36c)

∂H

∂dj,k
=
∂H

∂ζ

∂ζ

∂dj,k
+
∂H

∂ζ̄

∂ζ̄

∂dj,k
= 2Re

[

∂H

∂ζ

∂ζ

∂dj,k

]

, (5.36d)
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onde

∂H

∂ζ
= H(ζ, V,G)

[

Vζ
V

+
2ζ̄

|ζ|2 + 1
−
Gζ

G

]

, (5.37)

∂V

∂ζ
=

1

E4

{

4
[

2(1 +N)2(ζ̄ − η̄)2(ζ − η)− 2(1−N)2(1 + ζ̄η)2(1 + ζη̄)η̄
]

−4
[

(1 +N)2(ζ̄ − η̄)2(ζ − η)2 − (1−N)2(1 + ζ̄η)2(1 + ζη̄)2
] 4

E

∂E

∂ζ

}

, (5.38)

e

∂E

∂ζ
= [(N − 1)(1 + |η|2) + 2]ζ̄ − η̄.

Em (5.37), a derivada Gζ(ζ) é dada em (5.56) e em (5.38), o termo E foi definido em

(5.15). As derivadas de ζ em relação aos coeficientes da superf́ıcie quádrica em (5.36) são:

∂ζ

∂aj,k
=

∂ζ

∂Lη

∂Lη
∂aj,k

+
∂ζ

∂Lη̄

∂Lη̄
∂aj,k

, (5.39a)

∂ζ

∂bj,k
=

∂ζ

∂Lη

∂Lη
∂bj,k

+
∂ζ

∂Lη̄

∂Lη̄
∂bj,k

, (5.39b)

∂ζ

∂cj,k
=

∂ζ

∂Lη

∂Lη
∂cj,k

+
∂ζ

∂Lη̄

∂Lη̄
∂cj,k

, (5.39c)

∂ζ

∂dj,k
=

∂ζ

∂Lη

∂Lη
∂dj,k

+
∂ζ

∂Lη̄

∂Lη̄
∂dj,k

, (5.39d)

onde

∂ζ

∂Lη
=

1

w

[

(1 +N)η −
(1−N2)[η + (1 + |η|2)Lη̄](1 + |η|

2)

2
√

1 + (1−N2)|η̄ + (1 + |η|2)Lη|2
− (1 +N)ζ

]

, (5.40a)

∂ζ

∂Lη̄
=

1

w

[

(1−N)η̄ −
(1−N2)[η̄ + (1 + |η|2)Lη](1 + |η|

2)

2
√

1 + (1−N2)|η̄ + (1 + |η|2)Lη|2
− (N − 1)η̄2ζ

]

, (5.40b)

e

w = (1 +N)Lη − (1−N)η̄(1 + η̄Lη̄).

As derivadas de Lη em relação aos coeficientes da superf́ıcie quádrica presentes em (5.39)

foram apresentadas em (2.106), e as derivadas de Lη̄ em relação aos coeficientes aj,k, bj,k,

cj,k e dj,k são iguais ao complexo conjugado das derivadas em (2.106).
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(5.42), o operador Γc no contorno é escrito como:

Γc =

∣

∣

∣

∣

−
ζu
2

(

ζ − ζ0
1 + ζ0ζ

+
ζ̄ − ζ0
1 + ζ0ζ̄

)
∣

∣

∣

∣

2σ

+

∣

∣

∣

∣

−
ζv
2i

(

ζ − ζ0
1 + ζ0ζ

−
ζ̄ − ζ0
1 + ζ0ζ̄

)
∣

∣

∣

∣

2σ

− 1. (5.45)

De forma similar à Seção 2.5, são apresentadas as derivadas do operador Γc sobre

o contorno em relação aos parâmetros da quádrica aj,k, bj,k, cj,k e dj,k são obtidas:

∂Γc
∂aj,k

=
∂Γc
∂ζ

∂ζ

∂aj,k
+
∂Γc
∂ζ̄

∂ζ̄

∂aj,k
= 2Re

[

∂Γc
∂ζ

∂ζ

∂aj,k

]

, (5.46a)

∂Γc
∂bj,k

=
∂Γc
∂ζ

∂ζ

∂bj,k
+
∂Γc
∂ζ̄

∂ζ̄

∂bj,k
= 2Re

[

∂Γc
∂ζ

∂ζ

∂bj,k

]

, (5.46b)

∂Γc
∂cj,k

=
∂Γc
∂ζ

∂ζ

∂cj,k
+
∂Γc
∂ζ̄

∂ζ̄

∂cj,k
= 2Re

[

∂Γc
∂ζ

∂ζ

∂cj,k

]

, (5.46c)

∂Γc
∂dj,k

=
∂Γc
∂ζ

∂ζ

∂dj,k
+
∂Γc
∂ζ̄

∂ζ̄

∂dj,k
= 2Re

[

∂Γc
∂ζ

∂ζ

∂dj,k

]

, (5.46d)

onde a derivada parcial de Γc em relação à ζ é dada por:

∂Γc
∂ζ

= −σζu

[

−
ζu
2

(

ζ − ζ0
1 + ζ0ζ

+
ζ̄ − ζ0
1 + ζ0ζ̄

)]2σ−1 [
1 + ζ20

(1 + ζ0ζ)2

]

+

iσζv

[

−
ζv
2i

(

ζ − ζ0
1 + ζ0ζ

−
ζ̄ − ζ0
1 + ζ0ζ̄

)]2σ−1 [
1 + ζ20

(1 + ζ0ζ)2

]

.

(5.47)

5.7 Modelo de Distribuição de Densidade de Potência na

Região de Cobertura

Nesta seção é descrito o modelo desejado para a densidade de potência por ângulo

sólido na região de campo distante para a lente sintetizada. A função Gaussiana cujo

contorno pode ser circular, eĺıptico ou super-eĺıptico será usada para representar Gob(ζ).

A expressão que descreve a densidade de potência com distribuição Gaussiana na região

de cobertura da lente tem a seguinte forma:

Gob(ζ) = G0e
−ψρ(ζ,ζ̄), (5.48)

onde ψ é definida assim como em (2.135), sendo uma constante que determina o fator de

atenuação, G0 é uma constante que representa a densidade de potência máxima na região

de campo distante e ρ(ζ, ζ̄) representa o contorno da função Gaussiana. A expressão
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(5.48) é escrita em coordenadas complexas inversas da seguinte forma:

Gob(ζ) = G0exp











−ψ







∣

∣

∣

∣

∣

∣

Re
[

− 1
ζ′′

]

− 1
ζu

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2σ

+

∣

∣

∣

∣

∣

∣

Imag
[

− 1
ζ′′

]

− 1
ζv

∣

∣

∣

∣

∣

∣

2σ
















,

= G0exp

{

−ψ

[

∣

∣

∣

∣

−
ζu
2

(

ζ − ζ0
1 + ζ0ζ

+
ζ̄ − ζ0
1 + ζ0ζ̄

)
∣

∣

∣

∣

2σ

+

∣

∣

∣

∣

−
ζv
2i

(

ζ − ζ0
1 + ζ0ζ

−
ζ̄ − ζ0
1 + ζ0ζ̄

)
∣

∣

∣

∣

2σ
]}

.

(5.49)

A constante G0 é obtida a partir da normalização da potência total irradiada:

∫ 2π

0

∫ α′′(β′′)

0

G(α′′, β′′) senα′′ dα′′ dβ′′ = Prad, (5.50)

onde α′′(β′′) é uma função que descreve o contorno em coordenadas esféricas. No caso

particular onde é desejado uma lente com densidade de potência constante em um contorno

circular na região de cobertura, a integral tem solução anaĺıtica. Logo, assumindo que a

densidade de potência seja

G(ζ) = G0, (5.51)

e que o contorno circular é definido por α′′(β′′) = αc e, consequentemente, ζu = ζv = ζc,

a potência total é dada por

G0

∫ 2π

0

∫ αc

0

G(α′′) senα′′ dα′′ dβ′′ = Prad. (5.52)

Definindo-se Prad = 4π, obtém-se:

G0 =
2

1− cosαc
. (5.53)

Para os demais casos, a integral em (5.50) deve ser avaliada numericamente em coorde-

nadas esféricas ou no plano complexo inverso −1/ζ ′′ fazendo as mudanças de variáveis

necessárias.

Para determinar a matriz Jacobiana para a śıntese da lente dielétrica é necessária

a derivada de Gob(ζ) em relação à ζ:

∂Gob(ζ)

∂ζ
= Gob(ζ)

[

−ψ
∂Γc
∂ζ

]

, (5.54)

onde a derivada de Γc em relação a ζ foi dada em (5.47).

A estratégia descrita em (2.138) para obter convergência da solução numérica da
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equação de Monge-Ampère na śıntese dos sistemas duplo-refletores é, agora, estendida

para a convergência do algoritmo de śıntese de uma lente dielétrica. Assim, G(ζ) é dado

por:

G(ζ) = (1− µ)Gsq(ζ) + µGob(ζ), (5.55)

e a derivada de G(ζ) em relação a ζ torna-se:

Gζ(ζ) = (1− µ)Gsq
ζ (ζ) + µGob

ζ (ζ). (5.56)

5.8 Perdas por Reflexão

O balanço de energia descrito na expressão (5.25) despreza as perdas por reflexão na

interface dielétrico/ar, que não são uniformes sobre a superf́ıcie pois dependem do ângulo

de incidência do raio com a interface. Quando as perdas são consideradas na análise, esta

não uniformidade altera a forma da densidade de potência na região de cobertura. Para

compensar esta deformação, será utilizada na śıntese uma função G′(ζ)definida como:

G′(ζ) =
G(ζ)

t12(θ, φ)
(5.57)

onde t12(θ, φ) é determinado a partir dos coeficiente de transmissão de Fresnel obtidos da

incidência de uma onda plana sobre a interface plana entre dois meios. O termo t12(θ, φ)

foi denominado de transmitância da superf́ıcie em [55] e pode ser obtido como descrito a

seguir.

Segundo os prinćıpios da GO, o produto escalar entre os vetores unitários nas

direções dos raios incidentes p̂(η) e refratados t̂(ζ) da Figura 5.1 é dado por [45]:

p̂ · t̂ =
2(ηζ̄ + η̄ζ) + (|η|2 − 1)(|ζ|2 − 1)

(|η|2 + 1)(|ζ|2 + 1)
. (5.58)

Será definido Φ = θt − θi, tal que p̂ · t̂ = cosΦ. A continuidade das componentes tan-

genciais dos campos elétrico e magnético na interface dielétrica conduz aos coeficientes

de transmissão de Fresnel para os campos com polarização perpendicular (T⊥) e paralela

(T‖) no ponto de refração R [45]:

T⊥ =
2N(N − cosΦ)

N2 − 1
, (5.59a)

T‖ = T⊥ secΦ. (5.59b)

A partir da equação (5.58) para cosΦ, observa-se que ambos os coeficientes de transmissão

de Fresnel são expressos em termos das variáveis complexas η e ζ.
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Agora considere um tubo elementar de raios incidentes sobre a superf́ıcie r(η) em

R. Segundo Westcott [45] se a área interceptada por esse tubo sobre a superf́ıcie é dA,

então dA cos θi e dA cos θt são as áreas das seções transversais dos tubos de raios incidentes

e transmitidos, respectivamente. A razão

t12 =
I2dA cos θt
I1dA cos θi

(5.60)

representa a fração da potência transmitida através da superf́ıcie em R, onde I1 e I2 são as

magnitudes dos vetores de Poynting dos campos incidente e transmitido, respectivamente.

Além disso, [45] demonstrou que

I2
I1

=
1

N
(A2T 2

⊥ + B2T 2
‖ ). (5.61)

Combinando as equações (5.60) e (5.61), chega-se na seguinte expressão:

t12 =
1

N
(A2T 2

⊥ + B2T 2
‖ )

cos θt
cos θi

, (5.62)

onde

cos θt
cos θi

=
N cosΦ− 1

N − cosΦ
, (5.63)

A =
iε̄(ζ̄ − η̄)(1 + ζη̄)− iε(ζ − η)(1 + ζ̄η)

2|ζ − η||1 + ζ̄η|
, (5.64)

B =
ε(ζ − η)(1 + ζ̄η) + ε̄(ζ̄ − η̄)(1 + ζη̄)

2|ζ − η||1 + ζ̄η|
, (5.65)

e A e B são reais tais que A2 + B2 = 1. Neste trabalho, a polarização principal adotada

para o campo incidente da fonte de irradiação (fazendo e = h = n em (2.114)) é ê1 =

cosφθ̂− senφφ̂. Segundo [23], para esta polarização de campo incidente e observando que

a superf́ıcie dielétrica será discretizada no plano −1/η′ conforme discutido na Seção 2.4.1

e o ângulo de offset será fixado em θ0 = 1800 (vide Figura 5.2), o termo ε das equações

(5.64) e (5.65) torna-se ε = −1.

Para que G′(ζ) seja utilizado na solução da equação de Monge-Ampère (5.25),

a densidade de potência na região de cobertura deve ser normalizada e a constante de

normalização K é obtida da seguinte identidade para a conservação de energia

Kt12I(θ
′, φ′) sen θ′ dθ′ dφ′ = G(α′′, β′′) senα′′ dα′′ dβ′′, (5.66)
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onde K é dada por

K =

∫ 2π

0

∫ α′′(β′′)

0
G(α′′, β′′) senα′′ dα′′ dβ′′

∫ 2π

0

∫ θc
0
t12I(θ′, φ′) sen θ′ dθ′ dφ′

. (5.67)

5.9 Algoritmo de Śıntese para a Lente Dielétrica

O algoritmo da Figura 5.4 ilustra o procedimento numérico para a śıntese de uma

lente dielétrica sem simetria circular. Inicialmente, as especificações de projeto são defini-

das, e então uma solução inicial é determinada (A.1). Esta solução inicial é representada

por J ×K superf́ıcies quádricas confocais com eixos deslocados. Em seguida, as direções

dos raios refratados são obtidos pela relação de mapeamento η → ζ. Como os raios in-

cidentes atravessam de um meio com ı́ndice de refração maior (lente dielétrica) para um

meio com ı́ndice de refração menor (ar), podem ocorrer ângulos cŕıticos, ou seja, refle-

xão total na interface dielétrica. Caso ocorra um único ângulo cŕıtico entre os pontos da

grade, o algoritmo diverge. A ocorrência do ângulo cŕıtico é verificada quando o ângulo

de incidência (θi) é maior do que o ângulo cŕıtico (θi ≥ θcrit), onde θcrit = sen−1(1/N).

Em coordenadas complexas, o ângulo cŕıtico é verificado quando a expressão dentro da

raiz quadrada da relação de mapeamento (5.12) é negativa.

Uma vez conhecidos η e ζ, as perdas por reflexão (5.62) são calculadas na interface

dielétrica. As perdas por reflexão poderiam ter sido incorporadas na equação de Monge-

Ampère, no entanto, isto poderia consistir em mais um fator de instabilidade numérica

para o algoritmo. Por isso, neste trabalho optou-se por considerá-las constantes ao longo

do processo iterativo, não entrando no cálculo do matriz Jacobiana. Além disso, para

uma análise comparativa, as lentes também foram sintetizadas desprezando-se as perdas

por reflexão na interface dielétrica. Caso as perdas por reflexão não sejam desprezadas,

é feita a correção na densidade de potência em campo distante G(ζ) expressa em (5.57)

para ajustar o balanço de energia com a densidade de potência incidente I(η).

Na sequência, o operador Γ[L] em (5.31) é calculado e verificado se atende ao

critério de convergência. Em caso afirmativo, a superf́ıcie analisada é a superf́ıcie desejada.

Caso contrário, o algoritmo calcula a matriz Jacobiana do operador (5.31), e uma nova

superf́ıcie dielétrica L(n+1) é obtida. Esta superf́ıcie é, então, aproximada por um novo

conjunto de superf́ıcies quádricas confocais representadas pelos coeficientes a(n+1), b(n+1),

c(n+1) e d(n+1). A relação de mapeamento é reavaliada, assim como o operador Γ[L]. O

algoritmo continua iteragindo até que o critério de convergência seja atingido.
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Especificações de projeto

Solução inicial

a(0), b(0), c(0), d(0) ← r1(θ)

Mapeamento

ζ(n) ← η, a(n), b(n), c(n), d(n)

Ang. cŕıtico?
Algoritmo

diverge

Desprezar t12?

t12 ← η, ζ(n);G(ζ) ← G(ζ)/t12

Γ(n) ← ζ(n), a(n), b(n), c(n), d(n), G(ζ)

Γ(n) < ε? Fim

Calcula a Jacobiana

D(n) ← ∂Γ(n)/∂L(n)

L(n+1) ← L(n) − [D(n)]−1Γ[L(n)]

a(n+1), b(n+1), c(n+1), d(n+1) ← L(n+1)

sim

não

sim

não

sim

não

Figura 5.4: Diagrama de blocos do algoritmo de śıntese da lente.
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5.10 Método de Análise de uma Lente Dielétrica

Um método h́ıbrido clássico de análise, que combina os prinćıpios da GO e da PO, é

implementado para calcular o diagrama de radiação de uma lente dielétrica tridimensional

sem simetria circular [43]. O método é baseado na integração das correntes equivalentes

elétrica ~Js e magnética ~Ms definidas em cada ponto P (r, θ, φ) sobre a superf́ıcie externa

da lente. As correntes ~Js e ~Ms, por sua vez, são determinadas a partir dos campos trans-

mitidos elétrico ( ~Et) e magnético ( ~Ht) pela lente, obtidos a partir da multiplicação das

componentes paralela e perpendicular dos campos incidentes pelos coeficientes de trans-

missão de Fresnel através da interface dielétrica. O passo a passo para a implementação

deste método é descrito a seguir.

O campo elétrico incidente (2.114) pode ser reescrito da seguinte forma:

~Ei(θ, φ) = ~Ef
e−jkdr

k(θ,φ)

rk(θ, φ)
(5.68)

onde
~Ef (θ, φ) = cosnθ[cosφθ̂ − senφφ̂], θ ≤ π/2,

kd =
2πn1

λ0

(

1− j
δd
2

)

,

n1 é o ı́ndice de refração da lente e δd é a tangente de perdas do material dielétrico.

Seja ~ki e ~kt os vetores nas direções dos raios incidente e transmitido, respectivamente. A

componente perpendicular do campo elétrico incidente ( ~Ei⊥) na interface dielétrico/ar é

dada por

Ei⊥ = ~Ei(θ, φ) ·
n̂× ~ki

‖ n̂× ~ki ‖
(5.69)

e a componente paralela ( ~Ei‖) é expressa por

~Ei‖ = ~Ei(θ, φ)− Ei⊥
n̂× ~ki

‖ n̂× ~ki ‖
. (5.70)

Assumindo campo TEM, a componente paralela do campo magnético incidente ( ~Hi‖) na

interface dielétrica é dada pela relação

~Hi‖ =
~ki × ~Ei‖
Z1

(5.71)

onde Z1 é a impedância da onda no material dielétrico. Os coeficientes de transmissão de
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Fresnel para as polarizações perpendicular (t⊥) e paralela (t‖) são:

t⊥ =
2n1 cos θi

n1 cos θi + n0 cos θt
, (5.72a)

t‖ =
2n0 cos θi

n0 cos θi + n1 cos θt
, (5.72b)

onde n0 é o ı́ndice de refração do espaço-livre (ou do ar), cos θi = n̂ · ~ki e cos θt = n̂ · ~kt.

O vetor ~kt é obtido da Lei de Snell vetorial:

k̂t =
n1

n0

k̂i + n̂





√

1−

(

n1

n0

)2
[

1− (n̂ · k̂i)2
]

−
n1

n0

(n̂ · k̂i)



 . (5.73)

A componente perpendicular do campo elétrico ( ~Et⊥) e a componente paralela do

campo magnético( ~Ht‖) transmitidas pela lente são dadas por:

~Et⊥ = t⊥ ~Ei⊥, (5.74a)

~Ht‖ = t‖ ~Hi‖. (5.74b)

Assim, a componente paralela do campo elétrico transmitido ( ~Et‖) pela lente é

~Et‖ = −Z0(~kt × ~Ht‖) (5.75)

onde Z0 é a impedância de onda do espaço-livre (ou do ar). Logo, ~Et e ~Ht são dados por

~Et = ~Et‖ + ~Et⊥ (5.76a)

~Ht =
~kt × ~Et
Z0

. (5.76b)

Finalmente, ~Js e ~Ms podem ser determinadas pela aproximação da PO:

~Js(P ) = n̂× ~Ht(P ), (5.77a)

~Ms(P ) = −n̂× ~Et(P ). (5.77b)

Sendo ~u0 o vetor posição na região de cobertura

~u0 = sen θ′ cosφ′x̂+ sen θ′ senφ′ŷ + cos θ′ẑ (5.78)

e ~r o vetor posição na superf́ıcie da lente

~r = xx̂+ yŷ + zẑ (5.79)
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o vetor campo elétrico na região de campo distante no ponto de observação P ′ é dado por

~E(P ′) =
je−jk0r

′

2λ0r′

∫

S

[

Z0
~Js(P )× ~u0 − ~Ms(P )

]

× ~u0e
jk0~r·~u0dS (5.80)

onde

~r · ~u0 = x sen θ′ cosφ′ + y sen θ′ senφ′ + z cos θ′,

dS =
r2 sen θdθdφ

|n̂ · ~ki|
,

k0 = (2π)/λ0 e λ0 é o comprimento de onda no espaço-livre.

Este formalismo despreza os efeitos de múltiplas reflexões dentro da lente, que são

responsáveis pela presença de ripples no diagrama de radiação e também aumenta os ńıveis

dos lóbulos laterais e da polarização cruzada. As múltiplas reflexões também dependem

do material da lente, do formato e do tamanho, bem como da existência e da posição de

cáusticas, da polarização do campo incidente e da presença de um refletor metálico na

base da lente. No entanto, a referência [43] mostra uma comparação entre os resultados

obtidos para GO-PO e aqueles obtidos empregando o método das Diferenças Finitas no

Domı́nio do Tempo (FDTD) indicando que, para lentes constrúıdas com materiais com

constante dielétrica relativa pequena (εr < 4), as diferenças se tornam mais notáveis para

os lóbulos laterais e mostram boa concordância para o lóbulo principal.

5.11 Estudos de Casos

Nesta seção são apresentados diversos estudos de caso para avaliar o algoritmo de

śıntese apresentado. O objetivo é verificar se os resultados gerados pelo método numérico

de solução da equação de Monge-Ampère (5.25) são os esperados e validá-los através do

método h́ıbrido clássico baseado na GO-PO. Para a convergência da śıntese, a solução

da equação de Monge-Ampère é do tipo eĺıptica e |Γ|mean < 1, 0 × 10−10. Para avaliar o

desempenho do algoritmo de śıntese, as dimensões do contorno da região de cobertura e

a função Gaussiana que descreve o diagrama de radiação serão controladas.

Para a śıntese, as caracteŕısticas do alimentador serão mantidas, bem como a es-

pessura da lente e o material dielétrico do qual a lente é constitúıda. Como alimentador

foi adotado o modelo cosseno elevado expresso na equação (2.117) com n = 2 e o ângulo

de offset foi definido em θ0 = 1800 (vide Figura 5.2). A espessura da lente é fixada em

ZA = 4 cm e o ı́ndice de refração adotado para a lente é de N = 1, 6. Os resultados da śın-

tese são, em seguida, interpolados por splines cúbicas em uma nova grade polar uniforme

de 51 anéis e 200 radiais, e então, analisados nas frequências de 30 GHz, 60 GHz e 120

GHz. Assim, as dimensões elétricas da lente são 6, 4λ1, 12, 8λ1 e 25, 6λ1, respectivamente,

onde λ1 é o comprimento de onda no material dielétrico.
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5.11.1 Projeto de Lentes Dielétricas com Cobertura Circular (0 ≤ θ ≤

900)

Atenuação na borda de −40 dB: Caso I-a

O primeiro estudo de caso (Caso I-a) consiste na śıntese de uma lente dielétrica cuja

área superficial varia com 0 ≤ θ ≤ 900 (θc = 900). A lente será projetada a fim de obter

uma densidade de potência radiada com distribuição Gaussiana e atenuação na borda de

LG = −40 dB, o que equivale ao expoente ψ = 9, 21034 em um contorno circular (σ = 1).

Para discretizar a lente dielétrica foi escolhida uma grade polar não-uniforme no plano

complexo 1/η′, com α = 1, 2, definida com 21 anéis (J = 21) e 54 radiais (K = 54). A

solução inicial para o algoritmo de śıntese consiste em uma lente circularmente simétrica

dada pela expressão (A.1) com foco virtual em Z0 = −1, 5 cm e ρ0 = 0 cm. A largura do

feixe da solução inicial é αc = 57, 370, que será mantida na solução final. Portanto, apenas

a distribuição de amplitude do diagrama de radiação será controlada, e terá amplitude

máxima desejada de G0 = 15, 3176 dB.

Para este primeiro estudo de caso, as direções dos raios refratados pela superf́ıcie

sintetizada estão ilustrados na Figura 5.5 e a Figura 5.6 mostra o traçado de raios no

plano de simetria.

Figura 5.5: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso I-a.
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Figura 5.6: Traçado de raios da lente sintetizada para para o caso I-a.

Desprezando as perdas por reflexão, os resultados da śıntese foram obtidos após

37 iterações, sendo que o erro médio dos reśıduos associados ao operador Γ[L] foi de

|Γ|mean = 2, 54161−13 nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean = 2, 37492−14 nos pon-

tos do contorno. Uma vez que as perdas por reflexão foram consideradas, o algoritmo

de śıntese convergiu após 40 iterações com |Γ|mean = 2, 7872−13 nos pontos interiores ao

contorno e |Γ|mean = 3, 14184−14 nos pontos da borda. Dos resultados apresentados, é

posśıvel avaliar que a condição de contorno foi atendida uma vez que os raios mapeados

na borda da lente são refratados na borda do contorno desejado, enquanto que os raios ma-

peados no interior do contorno foram mapeados no interior do contorno desejado. Como

esperado, as superf́ıcies quádricas confocais mapearam ćırculos concêntricos no plano 1/η′

em ćırculos concêntricos no plano ζ, comportamento t́ıpico do mapeamento conformal.

Além disso, é posśıvel observar da Figura 5.5 que as direções dos raios refratados estão

mais concentradas na região central da grade. Este comportamento é determinado pela

Conservação da Energia impĺıcita na equação de Monge-Ampère, direcionando a ilumina-

ção do alimentador a fim de obter a distribuição de potência especificada. No traçado de

raios é posśıvel verificar que não há ocorrência de raios refratados interceptando a super-

f́ıcie a lente, o que caracterizaria um resultado indesejado. Além disso, deve-se destacar

a instabilidade provocada no algoritmo quando as perdas por reflexão são consideradas,

fazendo o algoritmo realizar um número maior de iterações para convergir.

Para obter o diagrama de radiação gerado pela superf́ıcie sintetizada, os pontos

dados pelo método de śıntese foram interpolados por splines cúbicas e então analisados

pelo método h́ıbrido GO-PO. Os diagramas para a polarização principal no plano φ = 00
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Figura 5.7: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso I-a.

estão ilustrados nas Figuras 5.7, 5.8 e 5.9 para as frequências de 30 GHz, 60 GHz e

90 GHz, respectivamente. É importante observar que estes gráficos apresentam uma

comparação entre o diagrama desejado da GO e os diagramas obtidos após a śıntese da

superf́ıcie dielétrica. Também é posśıvel verificar a diferença entre o diagrama obtido da

śıntese quando as perdas por reflexão foram desprezadas, e por aquele onde as perdas por

reflexão foram consideradas.

Assim como no procedimento de śıntese, o algoritmo de análise também verifica

a ocorrência de ângulos cŕıticos, uma vez que a superf́ıcie sintetizada é interpolada por

splines cúbicas em uma nova grade polar. Uma vez obtida a convergência deste algoritmo,

é posśıvel verificar que os diagramas de radiação obtidos concordam satisfatoriamente com

o diagrama desejado da GO. As diferenças observadas podem ser atribúıdas a uma série

de fatores, entre eles: erros numéricos da śıntese uma vez que a superf́ıcie é representada

por um conjunto finito de pontos; erros de interpolação; e efeitos difrativos não levados em

conta pelo método de śıntese. Para a frequência de 120 GHz essas diferenças ficam menos

evidentes, visto que as dimensões elétricas da lente são maiores e, consequentemente, os

efeitos difrativos são menos relevantes. Também é importante destacar que, neste exemplo,

o ńıvel de exigência no controle da distribuição de amplitude da densidade de potência

radiada da lente é baixo (atenuação de borda de −40 dB), embora toda a superf́ıcie da

lente tenha sido modelada. Também é posśıvel verificar que as perdas por reflexão são
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Figura 5.8: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso I-a.

Figura 5.9: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso I-a.
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pequenas e mais significativas próximas à região central do diagrama de radiação. Neste

estudo de caso, na direção θ = 00, as perdas foram inferiores a 1 dB nas frequências de 30

GHz e 60 GHz, e de 2,40 dB na frequência de 120 GHz.

Atenuação na borda de −30 dB: Caso I-b

Para aumentar o grau de dificuldade da śıntese, será especificado um diagrama

de radiação na região de campo distante com distribuição de amplitude Gaussiana com

atenuação na borda de −30 dB, ou seja, ψ = 6, 90776, em um contorno circular (σ = 1).

A largura de feixe será mantida em αc = 57, 370, bem como a solução inicial utilizada no

estudo de caso I-a. Portanto, neste estudo de caso, G0 = 14, 1499 dB.

Desprezando as perdas por reflexão, os resultados da śıntese foram obtidos após

40 iterações com |Γ|mean = 2, 579024−13 nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean =

2, 63983−14 nos pontos da borda. Dos resultados da śıntese fica evidente que o algoritmo

falha em atender as condições de contorno, ou seja, raios internos são mapeados na parte

externa do contorno desejado. Estes resultados estão exibidos nas Figuras 5.10 e 5.11 para

a direção dos raios refratados no plano complexo ζ e no traçado de raios, respectivamente.

Figura 5.10: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso I-b.
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Figura 5.11: Traçado de raios da lente sintetizada para o caso I-b.

Este é um resultado interessante pois o algoritmo de śıntese não diverge, ou seja,

não há ocorrência de ângulos cŕıticos e o algoritmo consegue encontrar uma solução ma-

temática que atenda ao critério de convergência. No entanto, fica evidente a dificuldade

do algoritmo em encontrar uma solução que atenda à condição de contorno para uma

atenuação na borda menor em módulo. Esta dificuldade se dá porque toda a área da lente

compreendida no intervalo 0 ≤ θ ≤ 900 é sintetizada.

5.11.2 Projeto de Lentes Dielétricas com Cobertura Circular (0 ≤ θ ≤

600)

Com o objetivo de obter um diagrama de radiação com topo plano na região de

cobertura, e em virtude da dificuldade encontrada no estudo de caso I-b, optou-se por

modelar apenas uma seção da lente, aquela compreendida no intervalo 0 ≤ θ ≤ 600, ou

seja, θc = 600, flexibilizando o algoritmo de śıntese.

Atenuação na borda de −30 dB: Caso II-a

Inicialmente, será projetada uma lente dielétrica para obter uma densidade de

potência G(ζ) com distribuição de amplitude Gaussiana com atenuação na borda de LG =

−30 dB em um contorno circular (σ = 1) com αc = 57, 370, o que torna G0 = 14, 1499 dB.

A solução inicial adotada consiste naquela usada no estudo de caso I-a. Para discretizar a

lente dielétrica foi escolhida uma grade polar regular (α = 1, 0) no plano complexo 1/η′,

definida com 12 anéis (J = 12) e 54 radiais (K = 54).
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Figura 5.12: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso II-a.

Os resultados da śıntese foram obtidos após 42 iterações com |Γ|mean = 3, 15795−13

nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean = 9, 84897−15 nos pontos da borda quando o

algoritmo despreza as perdas por reflexão. Já considerando as perdas, o algoritmo converge

após 47 iterações com |Γ|mean = 3, 13925−13 nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean =

1, 16739−14 nos pontos da borda. A direção dos raios refratados pela lente sintetizada e

o respectivo traçado de raios estão ilustrados nas Figuras 5.12 e 5.13. Conforme pode

ser observado, as condições de contorno são atendidas e o não há ocorrências de raios

refratados interceptanto o interior da lente. Além disso, é posśıvel observar que há uma

concentração menor de raios próximo ao centro da grade quando comparado ao caso

I-a. Assim, como discutido naquele estudo de caso, esse resultado é consequência da

Conservação da Energia impĺıcita na equação de Monge-Ampère, que está direcionando a

iluminação do alimentador para atender a distribuição de potência especificada na região

de cobertura, que neste caso é −30 dB.

Uma vez que os resultados da śıntese foram satisfatórios, os mesmos foram inter-

polados por splines cúbicas e os diagramas de radiação da lente sintetizada operando nas

frequências de 30 GHz, 60 GHz e 120 GHz foram obtidos e estão ilustrados nas Figuras

5.14, 5.15 e 5.16, respectivamente. Neste estudo de caso, na direção θ = 00, as perdas por

reflexão também foram inferiores a 1 dB nas frequências de 30 GHz e 60 GHz, e de 1,46
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dB na frequência de 120 GHz.

Figura 5.13: Traçado de raios da lente sintetizada para o caso II-a.

Figura 5.14: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso II-a.
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Figura 5.15: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso II-a.

Figura 5.16: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso II-a.
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A partir da análise gráfica dos resultados apresentados é posśıvel verificar uma

boa concordância entre os diagramas gerados e aquele desejado, sendo que as diferenças

observadas podem ser atribúıdos aos fatores discutidos no estudo de caso I-a: erros numé-

ricos da śıntese uma vez que a superf́ıcie é representada por um conjunto finito de pontos;

erros de interpolação; e efeitos difrativos não levados em conta pelo método de śıntese. De

forma análoga, nos resultados para a frequência de 120 GHz, essas diferenças foram menos

evidentes, visto que as dimensões elétricas da lente são maiores e, consequentemente, os

efeitos difrativos são menos relevantes.

Atenuação na borda de −15 dB: Caso II-b

Na sequência, é imposto mais um grau de dificuldade ao algoritmo de śıntese. Para

isso, uma lente é projetada para obter uma densidade de potência com distribuição de

amplitude Gaussiana com atenuação na borda de LG = −15 dB (ψ = 3, 45388), em um

contorno circular (σ = 1) com αuf = αvf = 37, 0520, logo, G0 = 15, 2586 dB. Neste estudo

de caso, a atenuação da borda é menor em módulo e o feixe circular mais estreito. Para

obter o feixe mais estreito na região de cobertura, optou-se por escolher uma solução inicial

que já forneça tal feixe. Por isso, foi adotada como solução inicial uma lente circularmente

simétrica com foco virtual em Z0 = −2 cm e ρ0 = 0 cm. A largura do feixe desta lente

é αc = 37, 0520, que será mantida na solução final. Para discretizar a lente dielétrica foi

escolhida uma grade polar uniforme (α = 1, 0) no plano complexo 1/η′ definida com 12

anéis (J = 12) e 54 radiais (K = 54).

Os resultados da śıntese foram obtidos após 32 iterações com |Γ|mean = 1, 80913−13

nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean = 4, 0125−14 nos pontos da borda quando o

algoritmo despreza as perdas por reflexão. Já considerando as perdas, o algoritmo converge

após 36 iterações com |Γ|mean = 1, 81098−13 nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean =

4, 11414−14 nos pontos da borda. A direção dos raios refratados pela lente sintetizada

e o respectivo traçado de raios estão ilustrados nas Figuras 5.17 e 5.18. Novamente, é

importante destacar que os resultados da śıntese devem atender as condições de contorno

e a ausência de raios refratados interceptando a superf́ıcie dielétrica. Também é posśıvel

verificar que as direções dos raios refratados estão mais distribúıdos próximos à borda do

contorno desejado, quando comparado com os resultados obtidos para os estudos de caso

I-a e II-a. Conforme discutido anteriormente, este comportamento é resultado do Prinćıpio

da Conservação da Energia impĺıcito na equação de Monge Ampère que tende a redistribuir

a concentração da energia do alimentador dado que a atenuação na borda especificada da

região de cobertura é −15 dB. Ou seja, o diagrama de radiação está tendendo para uma

distribuição de amplitude uniforme. Assim, a energia antes concentrada na região central

deve ser redistribúıda para as bordas da região de cobertura.
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Figura 5.17: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso II-b.

Figura 5.18: Traçado de raios da lente sintetizada para o caso II-b.

Após a interpolação dos resultados da śıntese, os diagramas de radiação obtidos

estão ilustrados nas Figuras 5.19, 5.20 e 5.21 para a lente operando nas frequências de 30

GHz, 60 GHz e 120 GHz, respectivamente.
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Figura 5.19: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso II-b.

Figura 5.20: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso II-b.
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Figura 5.21: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso II-b.

Dos resultados da análise, é posśıvel visualizar os diagramas de radiação para a

polarização principal no plano φ = 0 para os resultados interpolados da śıntese com perdas

e sem perdas, além do diagrama desejado da GO. A partir desses diagramas, nota-se a

presença de oscilações na região central do diagrama de radiação (na direção θ = 00) onde

também se evidencia a maior diferença devido as perdas por reflexão, em particular para a

análise realizada em 120 GHz que foi de 2,01 dB, e ficando abaixo de 1 dB para as outras

duas frequências. De modo geral, os diagramas concordam com aquele especificado, sendo

que as diferenças observadas podem ser atribúıdas aos fatores discutidos nos estudos de

caso I-a e II-a.

Atenuação na borda de −3 dB: Caso II-c

Neste estudo de caso, será exigido mais um grau de dificuldade e é imposto ao al-

goritmo sintetizar uma lente que gere um diagrama de radiação Gaussiano com atenuação

de −3 dB na borda do contorno da região de cobertura, ou seja, ψ = 0, 690776, em um

contorno circular (σ = 1) com αuf = αvf = 37, 0520, logo, G0 = 11, 3200 dB. A solução

inicial será a mesma adotada no estudo de caso II-b, bem como as especificações da grade

polar para discretizar a superf́ıcie dielétrica.

Os resultados da śıntese foram obtidos após 35 iterações com |Γ|mean = 2, 18961−13

nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean = 3, 31009−14 nos pontos da borda quando o
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Figura 5.22: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso II-c.

algoritmo despreza as perdas por reflexão. Já considerando as perdas, o algoritmo con-

verge após 37 iterações com |Γ|mean = 2, 34416−13 nos pontos interiores ao contorno e

|Γ|mean = 3, 50036−14 nos pontos da borda. A direção dos raios refratados pela lente sin-

tetizada e o respectivo traçado de raios estão ilustrados nas Figuras 5.22 e 5.23. Conforme

pode ser observado, o resultado da śıntese atende às condições de contorno bem como a

ausência de raios refratados que interceptam a superf́ıcie da lente. Para atender ao Prin-

ćıpio da Conservação da energia impĺıcito na equação de Monge-Ampère, há uma maior

concentração das direções dos raios refratados próximo ao contorno quando comparado

aos estudos de caso II-a e II-b, visto que atenuação na borda é de −3 dB.

Uma vez que os resultados da śıntese são interpolados por splines cúbicas, os dia-

gramas de radiação da lente sintetizada operando nas frequências de 30 GHz, 60 GHz e

120 GHz são obtidos pelo método h́ıbrido baseado na GO-PO e estão ilustrados nas Figu-

ras 5.24, 5.25 e 5.26, respectivamente. Pode ser observado nestes gráficos que a superf́ıcie

obtida gera diagramas de radiação com topo aproximadamente plano, no entanto, as os-

cilações próximas à direção central (θ = 00) observadas no estudo de caso II-b também

são verificadas neste exemplo, sendo, no entanto, mais expressivas. Este comportamento

é consequência da baixa atenuação especificada na borda do diagrama desejado (−3 dB).

Além disso, as diferenças observadas entre os diagramas da GO-PO e aquele desejado,
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também são devido aos fatores já discutidos nos estudos de caso anteriores.

Figura 5.23: Traçado de raios da lente sintetizada para o caso II-c.

Figura 5.24: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso II-c.
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Figura 5.25: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso II-c.

Figura 5.26: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso II-c.
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Além disso, as perdas por reflexão ficaram mais acentuadas comparativamente aos

casos anteriores. Na direção θ = 00, as perdas representaram uma diferença de 1,75 dB

na frequência de 30 GHz, 3,03 dB em 60 GHz, chegando a 4,25 dB em 120 GHz.

Atenuação na borda de 0 dB: Caso II-d

Por fim, é imposto ao algoritmo sintetizar uma lente que gere um diagrama de

radiação com topo plano, ou seja, distribuição Gaussiana com atenuação de 0 dB (ψ = 0)

na borda do contorno da região de cobertura, que será mantido circular (σ = 1) com

αuf = αvf = 37, 0520, logo, G0 = 9, 9586 dB. A solução inicial será a mesma adotada no

estudo de caso II-b, bem como as especificações da grade polar para discretizar a superf́ıcie

dielétrica. O algoritmo de śıntese convergiu após 38 iterações com |Γ|mean = 2, 52644−13

nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean = 3, 66088−14 nos pontos da borda quando

o algoritmo despreza as perdas por reflexão. Já considerando as perdas, o algoritmo

convergiu após 40 iterações com |Γ|mean = 2, 66224−13 nos pontos interiores ao contorno

e |Γ|mean = 3, 70238−14 nos pontos da borda. A direção dos raios refratados pela lente

sintetizada e o respectivo traçado de raios estão ilustrados nas Figuras 5.27 e 5.28.

Dos resultados da śıntese, é verificado que a condição de contorno é atendida bem

como a ausência de raios refratados interceptando a superf́ıcie da lente. Também pode ser

visto que há uma maior concentração de raios próximos a borda da região de cobertura

quando comparado ao estudo de caso II-c, que atende o prinćıpio da Conservação de Ener-

gia impĺıcito na equação de Monge-Ampère, a fim de obter o diagrama de radiação com

distribuição de amplitude uniforme. Além disso, é importante destacar que a distância

entre o penúltimo anel e antepenúltimo anel é menor do que aquela entre o penúltimo

e o último anel, distorção também observada na śıntese de duplo-refletores. No entanto,

não foram observadas distorções nas radiais nem na região central da grade, regiões onde

geralmente ocorrem distorções em virtude dos pontos serem mais espaçados (anéis mais

próximos a borda) ou muito próximos (anéis próximos ao centro), conforme discutido na

Seção 2.4.1.

Na sequência, os resultados da śıntese são interpolados por splines cúbicas e, então,

analisados pelo método h́ıbrido da GO-PO. Os diagramas de radiação para a lente sinte-

tizada nas frequências de 30 GHz, 60 GHz e 120 GHz estão ilustrados nas Figuras 5.29,

5.30 e 5.31, respectivamente. Dos resultados obtidos pelo algoritmo de análise, pode-se

destacar que há poucas diferenças significativas para aqueles resultados obtidos no estudo

de caso II-c. Isto é consequência do grau de dificuldade imposto neste problema de śıntese,

em virtude da amplitude uniforme do diagrama de radiação desejado. Assim com no caso

II-c, deve ser dado ênfase às oscilações expressivas próximas à direção central (θ = 00) do

diagrama. No entanto, neste caso, as oscilações contribúıram para diminuir as diferenças

das perdas reflexão, tornando-as inferiores a 1dB para as três frequências analisadas. Adi-
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cionalmente, as diferenças observadas entre os diagramas da GO-PO e aquele desejado,

também são devido aos fatores já discutidos: erros numéricos da śıntese uma vez que a

superf́ıcie é representada por um conjunto finito de pontos; erros de interpolação; efeitos

difrativos não levados em conta pelo método de śıntese; entre outros.

Figura 5.27: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso II-d.

Figura 5.28: Traçado de raios da lente sintetizada para o caso II-d.
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Figura 5.29: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso II-d.

Figura 5.30: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso II-d.
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Figura 5.31: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso II-d.

5.11.3 Projeto de Lentes Dielétricas com Cobertura Eĺıptica (0 ≤ θ ≤

600)

Nos estudos de caso I e II, a superf́ıcie de uma lente dielétrica foi modelada a fim

de controlar a distribuição de amplitude do diagrama de radiação na região de campo

distante. A largura do feixe principal não foi modificada, uma vez que optou-se por

escolher uma solução inicial com a largura de feixe requerida. Agora será imposto um

grau maior de dificuldade para o algoritmo de śıntese, uma vez que será especificado um

feixe eĺıptico para a região de cobertura. Para isso, além da distribuição de amplitude

da intensidade de radiação em campo distante, será requerido que o algoritmo controle a

largura do feixe.

Atenuação na borda de −30 dB: Caso III-a

Inicialmente, é exigido um atenuação na borda de −30 dB em um contorno eĺıptico

(σ = 1), com αuf = 250 e αvf = 400. Para esta especificação, ψ = 6, 90776 e G0 = 19, 4397

dB. Para a śıntese deste problema foi necessário uma grade com 12 anéis (J = 12) e 54

radiais (K = 54), dispostos em uma grade polar não-uniforme com α = 0, 45. Será

sintetizada a lente para 0 ≤ θ ≤ 600. A solução inicial consiste na lente circularmente

simétrica com foco virtual em Z0 = −2 cm e ρ0 = 0 cm. A largura do feixe da solução
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inicial é αc = 37, 0520.

Os resultados da śıntese foram obtidos após 44 iterações com |Γ|mean = 2, 08116−13

nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean = 8, 33833−14 nos pontos da borda quando

o algoritmo despreza as perdas por reflexão. Já considerando as perdas, o algoritmo

converge também após 44 iterações com |Γ|mean = 2, 35121−13 nos pontos interiores ao

contorno e |Γ|mean = 6, 92956−14 nos pontos da borda. A direção dos raios refratados

pela lente sintetizada e o respectivo traçado de raios estão ilustrados nas Figuras 5.32 e

5.33. Dos resultados da śıntese, é importante avaliar se as condições de contorno foram

atendidas bem como se houve a ausência de raios refratados interceptando a superf́ıcie

dielétrica. Para este estudo de caso, os resultados foram satisfatórios. Além disso, como

a atenuação de borda é alta (em módulo), a distribuição de raios está mais concentrada

na região central da grade. Também é importante destacar que, para a convergência do

algoritmo de śıntese, foi necessário uma grade não-uniforme em θ, contrastando com os

estudos de caso II-a − II-d, para contorno circular. Outra questão que deve ser observada

é o maior número de iterações necessários para a convergência do algoritmo, que resulta

do maior grau de dificuldade desta śıntese imposto pelo contorno eĺıptico.

Para obter o diagrama de radiação gerado pela superf́ıcie sintetizada, os pontos

Figura 5.32: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso III-a.
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Figura 5.33: Traçado de raios da lente sintetizada para o caso III-a.

dados pelo método de śıntese foram interpolados por splines cúbicas e então analisados

pelo método h́ıbrido GO-PO. Os diagramas de radiação no plano φ = 00 da lente operando

nas frequências de 30 GHz, 60 GHz e 120 GHz estão ilustrados nas Figuras 5.34, 5.36 e

5.38 respectivamente. Já os diagramas de radiação no plano φ = 900 estão ilustrados nas

Figuras 5.35, 5.37 e 5.39, respectivamente. Assim como nas discussões apresentadas para

as lentes sintetizadas para um contorno circular na região de cobertura, as diferenças ob-

servadas entre o diagrama desejado e os diagramas obtidos também podem ser atribúıdos

aos fatores previamente discutidos, entre eles: erros numéricos da śıntese uma vez que a

superf́ıcie é representada por um conjunto finito de pontos; erros de interpolação; e efeitos

difrativos não levados em conta pelo método de śıntese. No entanto, para a cobertura

eĺıptica, é fácil perceber que surgem mais oscilações nos planos de corte do diagrama

de radiação cuja largura de feixe é mais estreita, ficando evidente o lóbulo principal e

sucessivos lóbulos laterais.

Embora não tenha surgido distorções significativas no procedimento de śıntese, os

resultados da análise sugerem uma limitação na performance do algoritmo para sintetizar

lentes dielétricas que gerem um feixe de radiação mais estreito. Essas limitações podem

ser decorrentes da escolha das quádricas confocais para a representação local da superf́ıcie,

como também da grade usada para discretizar a superf́ıcie sintetizada. Além disso, deve-

se observar que as diferenças decorrentes das perdas por reflexão foram inferiores a 1 dB

para as frequências de 30 GHz e 120 GHz, e ficando em 1,16 dB na frequência de 60 GHz

na direção de θ = 00 do plano φ = 00.



Caṕıtulo 5. Śıntese Óptica de Lentes Dielétricas sem Simetria Circular 192

Figura 5.34: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso III-a.

Figura 5.35: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso III-a.
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Figura 5.36: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso III-a.

Figura 5.37: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso III-a.
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Figura 5.38: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso III-a.

Figura 5.39: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso III-a.
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Atenuação na borda de −15 dB: Caso III-b

Neste estudo de caso, será requerido que o algoritmo sintetize uma lente que gere

um diagrama de radiação Gaussiano com contorno eĺıptico (σ = 1) e atenuação de −15

dB na borda, ou seja, ψ = 3, 45388. As larguras de feixe serão mantidas em αuf = 250

e αvf = 400, logo, G0 = 16, 64860 dB. Para a śıntese deste problema foi necessário uma

grade com 10 anéis (J = 12) e 54 radiais (K = 54), dispostos em uma grade polar

não-uniforme com α = 0, 55. A solução inicial adotada é a mesma do estudo de caso III-a.

Os resultados da śıntese foram obtidos após 43 iterações com |Γ|mean = 1, 24239−13

nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean = 1, 02576−13 nos pontos da borda quando o

algoritmo despreza as perdas por reflexão. Já considerando as perdas, o algoritmo converge

após 42 iterações com |Γ|mean = 1, 22253−13 nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean =

8, 11934−14 nos pontos da borda. A direção dos raios refratados pela lente sintetizada

e o respectivo traçado de raios estão ilustrados nas Figuras 5.40 e 5.41. A condição de

contorno foi atendida e não há ocorrência de raios refratados interceptando a superf́ıcie

dielétrica. Embora tenha surgido distorções nas direções de algumas radiais próximas

á borda, na direção do eixo menor da elipse, os resultados da śıntese são satisfatórios.

Assim como na śıntese dos duplo-refletores, essas distorções surgem devido a dificuldade

de representar com quádricas confocais a superf́ıcie dielétrica quando deseja-se controlar

o feixe sem simetria circular e, simultaneamente, atender a especificação de atenuação

na borda requerida. Também pode ser observado que as direções dos raios refratados

estão mais bem distribúıdos dentro do contorno eĺıptico, consequência do prinćıpio da

Conservação da Energia impĺıcita na equação de Monge-Ampère para atender à atenuação

na borda de −15 dB.

Uma vez obtida a superf́ıcie sintetizada, os pontos dados pelo método de śıntese

são interpolados por splines cúbicas e então analisados pelo método h́ıbrido GO-PO. Os

diagramas de radiação no plano φ = 00 da lente sintetizada operando nas frequências de

30 GHz, 60 GHz e 120 GHz estão ilustrados nas Figuras 5.42, 5.44 e 5.46 respectivamente.

Já os diagramas de radiação no plano φ = 900 estão ilustrados nas Figuras 5.43, 5.45 e 5.47

respectivamente. Destes resultados, pode ser observado que as oscilações nos planos de

corte do diagrama de radiação cuja largura de feixe é mais estreita relatadas anteriormente

também são observadas neste estudo de caso. Adicionalmente, pode ser verificado que

os diagramas obtidos tendem para o comportamento do diagrama desejado, sendo que

as diferenças observadas são, também, atribúıdas aos fatores previamente discutidos no

estudo caso III-a. Além disso, é importante destacar que para este estudo de caso, as

perdas por reflexão foram inferiores a 1 dB para as três frequências analisadas, na direção

θ = 0.
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Figura 5.40: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso III-b.

Figura 5.41: Traçado de raios da lente sintetizada para o caso III-b.
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Figura 5.42: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso III-b.

Figura 5.43: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso III-b.
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Figura 5.44: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso III-b.

Figura 5.45: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso III-b.
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Figura 5.46: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso III-b.

Figura 5.47: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso III-b.
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Atenuação na borda de −3 dB: Caso III-c

Agora será imposto mais um grau de dificuldade para o algoritmo de śıntese que

deve sintetizar uma lente que gere um diagrama de radiação Gaussiano com contorno

eĺıptico com atenuação de −3 dB na borda (ψ = 0, 690776). Para essa śıntese será

necessário uma grade com 10 anéis (J = 10) e 54 radiais (K = 54) dispostos em uma

grade polar não-uniforme com α = 0, 78 e a solução inicial adotada é a mesma do estudo

de caso III-a. Para alcançar a atenuação na borda de −3 dB, a especificação da largura do

feixe mais estreito foi afrouxada para obter convergência do algoritmo de śıntese. Assim,

as larguras de feixe foram ajustadas para αuf = 300 e αvf = 400, e consequentemente,

G0 = 11, 8956 dB.

Os resultados da śıntese foram obtidos após 36 iterações com |Γ|mean = 1, 17699−13

nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean = 4, 15715−14 nos pontos da borda quando

o algoritmo despreza as perdas por reflexão. Já considerando as perdas, o algoritmo

converge após 37 iterações com |Γ|mean = 1, 27188−13 nos pontos interiores ao contorno

e |Γ|mean = 4, 39843−14 nos pontos da borda. A direção dos raios refratados pela lente

sintetizada e o respectivo traçado de raios estão ilustrados nas Figuras 5.48 e 5.49. Além

disso, a condição de contorno foi atendida bem como as direções dos raios refratados não

interceptam a superf́ıcie da lente.

Figura 5.48: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso III-c.
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Figura 5.49: Traçado de raios da lente sintetizada para o caso III-c.

Dos resultados da śıntese, é posśıvel observar que as direções de refração dos raios

mapeados nos anéis mais externos começaram a distorcer próximo a borda ao longo do

eixo menor do contorno eĺıptico, assim como relatado no caso III-b. Também, o anel

mais interno fica próximo ao limiar de distorção ao longo do eixo maior da elipse. Essas

distorções surgem e se intensificam quando os eixos do contorno desejado têm dimensões

diferentes, que é o caso dos contornos eĺıpticos, e a atenuação na borda é próxima a 0

dB. Essas distorções são indesejadas, uma vez que os resultados numéricos representam

superf́ıcies distorcidas que não correspondem a uma solução f́ısica para o problema, visto

que pela aproximação da Óptica Geométrica, a lente dielétrica deve apresentar apenas

variações suaves em sua superf́ıcie.

Apesar das distorções relatadas na śıntese da lente, os resultados apresentados

foram satisfatórios e, em seguida, foram interpolados por splines cúbicas e analisados pela

método da GO-PO. Os diagramas de radiação no plano φ = 00 da lente operando nas

frequências de 30 GHz, 60 GHz e 120 GHz estão ilustrados nas Figuras 5.50, 5.52 e 5.54,

respectivamente. Já os diagramas no plano φ = 900 estão ilustrados nas Figuras 5.51, 5.53

e 5.55, respectivamente. Apesar da largura do feixe mais estreito ter sido alterada de 250

para 300, ainda é posśıvel verificar a presença de oscilações no correspondente plano do

diagrama de radiação. As oscilações são mais evidentes na região especificada pelo feixe

da GO, enquanto que os sucessivos lóbulos laterais surgem onde o diagrama desejado é

nulo. As diferenças devido as perdas por reflexão ficaram abaixo de 1 dB nas frequências

de 30 GHz e 60 GHz, e chegou a 2,03 dB na direção θ = 00 em 120 GHz.
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Figura 5.50: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso III-c.

Figura 5.51: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso III-c.
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Figura 5.52: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso III-c.

Figura 5.53: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso III-c.
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Figura 5.54: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso III-c.

Figura 5.55: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso III-c.
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Atenuação na borda de 0 dB: Caso III-d

Para completar a avaliação do procedimento de śıntese, o algoritmo deve projetar

uma lente que gere um diagrama de radiação Gaussiano em um contorno eĺıptico com

topo plano, ou seja, atenuação de 0 dB (ψ = 0) na borda. Assim como no estudo de

caso III-c, αuf = 300 e αvf = 400. Portanto, G0 = 10, 5294 dB. Para essa śıntese será

necessário uma grade com 10 anéis (J = 10) e 54 radiais (K = 54) dispostos em uma

grade polar não-uniforme com α = 0, 8, sendo a solução inicial adotada aquela do estudo

de caso III-a.

Os resultados da śıntese foram obtidos após 39 iterações com |Γ|mean = 1, 36124−13

nos pontos interiores ao contorno e |Γ|mean = 5, 41227−13 nos pontos da borda quando o

algoritmo despreza as perdas por reflexão. Já considerando as perdas, o algoritmo converge

após 40 iterações com |Γ|mean = 1, 41953−13 nos pontos interiores e |Γ|mean = 5, 28215−14

nos pontos da borda. A direção dos raios refratados pela lente sintetizada e o respectivo

traçado de raios estão ilustrados nas Figuras 5.56 e 5.57. Para a convergência do algoritmo

de śıntese para os estudos de caso com distribuição Gaussiana em um contorno eĺıptico

foi necessário adotar grades polares não-uniformes com diferentes valores de α. Essa

caracteŕıstica evidencia que a escolha da grade usada para discretizar a superf́ıcie dielétrica

Figura 5.56: Direção dos raios refratados no plano complexo ζ para o caso III-d.
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Figura 5.57: Traçado de raios da lente sintetizada para o caso III-d.

é um fator determinante para a obtenção de resultados satisfatórios para o problema de

śıntese.

Conforme pode ser observado nos resultados da śıntese, as distorções descritas no

estudos de caso III-b e III-c ficam mais evidentes neste exemplo, visto que é desejado um

diagrama de radiação com topo plano, resultando em uma redistribuição de energia da

região central para as regiões próximas à borda imposta pelo prinćıpio da Conservação

da Energia impĺıcita na equação de Monge-Ampére. Embora haja distorções nos anéis

mais externos próximos ao eixo menor do elipse e o anel mais interno esteja na iminência

da distorção, este resultado atende as condições de contorno e não há presença de raios

refratados interceptando a superf́ıcie da lente, sendo, portanto, um resultado satisfatório.

Os diagramas de radiação no plano φ = 00 da lente sintetizada operando nas

frequências de 30 GHz, 60 GHz e 120 GHz estão ilustrados nas Figuras 5.58, 5.60 e 5.62

respectivamente. Já os diagramas de radiação no plano φ = 900 estão ilustrados nas

Figuras 5.59, 5.61 e 5.63 respectivamente. As análises apresentadas para os estudos de

caso III-a, III-b e III-c podem ser estendidas para este exemplo, frisando a presença de

oscilações na região especificada pelo feixe da GO, bem como os sucessivos lóbulos laterais

nas faixas onde o diagrama da GO é nulo, em particular no plano φ = 00, que corresponde

ao eixo de menor dimensão da região de cobertura. Também merece destaque as diferenças

devido as perdas por reflexão, sendo inferiores a 1 dB nas frequências 30 GHz e 60 GHz,

e chegando a 1,23 dB na direção θ = 00 em 120 GHz.
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Figura 5.58: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso III-d.

Figura 5.59: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 30 GHz para o caso III-d.
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Figura 5.60: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso III-d.

Figura 5.61: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 60 GHz para o caso III-d.
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Figura 5.62: Diagrama de radiação no plano φ = 00 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso III-d.

Figura 5.63: Diagrama de radiação no plano φ = 900 com a lente operando na frequência
de 120 GHz para o caso III-d.
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5.12 Considerações Finais

Neste caṕıtulo foi proposta uma formulação inédita, em coordenadas complexas,

baseada nos prinćıpios da GO para o problema de śıntese de uma lente dielétrica sem

simetria circular. Além disso, o problema foi resolvido numericamente usando a estra-

tégia numérica alternativa descrita no Caṕıtulo 2 que representa a superf́ıcie sintetizada

por um conjunto de quádricas confocais com eixos deslocados. O método numérico con-

seguiu sintetizar lentes dielétricas cujas amplitudes dos diagrama de radiação em campo

distante, bem como, a largura de feixe pudessem ser controlados. Embora a convergência

do algoritmo tenha mostrado depender da grade escolhida para discretizar a superf́ıcie

diéletrica, os resultados foram promissores, em particular, quando foi posśıvel sintetizar

lentes para uma cobertura uniforme em contornos circular e eĺıptico. Os estudos de caso

apresentados neste caṕıtulo também podem ser facilmente adaptados para uma cobertura

super-eĺıptica, bastando para isso fazer σ 6= 1 na expressão (5.41) que define o contorno

na região de campo distante.



Caṕıtulo 6

Conclusões e Trabalhos Futuros

Baseadas na abordagem alternativa proposta por [2] para a śıntese de antenas re-

fletoras offset para um único refletor, foram apresentadas neste trabalho soluções para os

problemas de śıntese de antenas duplo-refletoras offset e lentes dielétricas sem simetria

circular. Diferentemente do método tradicional que utiliza diferenças finitas para aproxi-

mar as derivadas de primeira e segunda ordem presentes na formulação do problema de

śıntese, adotou-se a expressão de uma superf́ıcie quádrica confocal para representar local-

mente as superf́ıcies sintetizadas. Segundo [2], através desta representação não há erro

de discretização das derivadas, uma vez que as expressões anaĺıticas exatas das derivadas

parciais da função de mapeamento são conhecidas. Desta forma, no Caṕıtulo 2 o problema

da śıntese geométrica de antenas duplo-refletoras offset foi apresentado em coordenadas

complexas [19] bem como foi definida a superf́ıcie quádrica confocal com eixo deslocado

usada para interpolar a superf́ıcie discretizada. Além disso, foi apresentado o algoritmo de

solução da equação de Monge-Ampère baseado no método iterativo de Newton-Raphson

[2].

No Caṕıtulo 3, o problema de śıntese de antenas duplo-refletoras offset com fase

uniforme na abertura foi formulado aplicando a representação por superf́ıcies quádricas

confocais para a superf́ıcie do subrefletor. A técnica de solução numérica proposta por [2]

foi utilizada para implementar o algoritmo de śıntese de tal forma que a matriz Jacobiana

foi obtida analiticamente. Os resultados da śıntese foram interpolados por pseudo splines

qúınticas [52] e os refletores modelados foram analisados via aproximações da Óptica

F́ısica com correções das correntes de borda [47], [48], considerando a antena operando na

frequência de 11,725 GHz. De modo geral, o algoritmo de śıntese conseguiu gerar sistemas

duplo-refletores offset com eficiência de iluminação de até 86, 46%, com abertura circular

uniforme em amplitude e fase. O algoritmo mostrou-se eficiente para gerar os contornos

de abertura circular e eĺıptico, e a solução foi obtida em até 6 iterações para aberturas

com contorno circular e, no máximo, em 11 iterações, para os casos de convergência mais
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dif́ıcil. Para sintetizar antenas com abertura em contornos eĺıpticos, a grade polar regular

não se mostrou eficiente para sintetizar uma solução f́ısica para o problema de śıntese,

sendo necessário gerar uma grade não uniforme em θ para obter resultados satisfatórios.

A técnica de solução numérica proposta em [2] foi, então, implementada no Caṕı-

tulo 4 para a solução do problema de śıntese de sistemas duplo-refletores offset com fase

não-uniforme [19]. O algoritmo apresentado é geral e também sintetiza duplo-refletores

com fase uniforme na abertura. O algoritmo foi capaz de controlar o diagrama de radiação

em uma cobertura circular com distribuição de amplitude uniforme e em uma cobertura

com formato de boomerang. O algoritmo também realizou a śıntese de um sistema duplo-

refletor com abertura super-eĺıptica. As soluções foram obtidas em até 22 iterações para

o caso da cobertura em formato boomerang. Os elementos da matriz Jacobiana foram

obtidos analiticamente e o algoritmo mostrou-se robusto e eficiente, assim como aquele

apresentado em [31] que utiliza diferenças finitas para aproximar as derivadas presentes

na formulação. Além disso, como na śıntese de uma abertura eĺıptica com fase uniforme,

foram adotadas grades não uniformes em θ para melhorar a convergência do algoritmo,

bem como os resultados da śıntese.

No Caṕıtulo 5 foi desenvolvida uma formulação matemática exata baseada nos

prinćıpios da GO em coordenadas complexas para a śıntese de lentes dielétricas sem sime-

tria circular composta por uma única interface de transmissão. Aplicando a lei de Snell

da refração [44] na expressão da Conservação da Energia [17], foi obtida uma equação

diferencial parcial não linear de segunda ordem do tipo Monge Ampère para a śıntese da

superf́ıcie dielétrica. A matriz Jacobiana foi obtida analiticamente e uma lente dielétrica

circularmente simétrica [46] foi usada para iniciar o algoritmo de śıntese. O algoritmo

convergiu após 37 iterações para gerar um diagrama de radiação em coberturas circulares

e após 40 iterações para gerar diagramas de radiação em coberturas eĺıpticas. Nas eta-

pas intermediárias da śıntese foi exigido um critério de convergência da ordem de 10−6,

enquanto que na etapa final o critério de convergência foi de 10−10.

O algoritmo conseguiu projetar superf́ıcies refrativas satisfatórias, ou seja, lentes

cujos diagramas de radiação concordam com as especificações prescritas. No entanto, deve

ser destacada a dificuldade da śıntese de obter resultados quando se deseja modelar toda

a superf́ıcie da lente, ou seja, aquela compreendida no intervalo 0 ≤ θ ≤ 900, e em especial

para gerar feixes mais estreitos na região de campo distante, uma vez que a condição de

contorno não é obedecida para os raios mais próximos à borda da grade. Assim, optou-se

por modelar apenas uma seção da lente, para 0 ≤ θ ≤ 600, o que flexibilizou o algoritmo

de śıntese e conduziu a resultados satisfatórios. Além disso, assim como na śıntese das

antenas duplo-refletoras offset, surgiram problemas nos anéis mais internos e nos anéis

mais externos quando o campo distante especificado tinha atenuação na borda próxima a

0 dB e contorno mais dif́ıcil, ou seja, contorno eĺıptico e mais estreito.
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6.1 Trabalhos Futuros

O uso de uma expressão anaĺıtica exata, ao invés de numérica aproximada, para

representar localmente as superf́ıcies sintetizadas mostrou-se uma estratégia eficiente para

obter soluções numéricas para os problemas de śıntese de antenas duplo-refletoras offset e

lentes dielétricas sem simetria circular. Como proposta para trabalhos futuros, pretende-

se avaliar o algoritmo de śıntese de sistemas duplo-refletores em um problema prático, por

exemplo, projetar um sistema duplo-refletor offset capaz de gerar um diagrama de radiação

para a cobertura eficiente do território brasileiro. Para isso, é necessário determinar a

função fase l(ω) e a densidade de potência na abertura G(ω) que provê o formato da

cobertura do diagrama de radiação especificado.

Em relação ao problema de śıntese de lentes dielétricas sem simetria circular, os tra-

balhos futuros consistem em avaliar as lentes projetadas em um software especializado de

simulação eletromagnética para comparar com os resultados obtidos pela método h́ıbrido

da GO-PO [43]. Além disso, pretende-se aprimorar o algoritmo de análise implementado

substituindo o uso de splines cúbicas por um método de interpolação que conduza a uma

superf́ıcie cont́ınua para representar a superf́ıcie sintetizada. Como exemplo, poderia ser

usado pseudo-splines de sétima ordem, visto que a interpolação das superf́ıcies dielétricas

sintetizadas por pseudo-splines de quinta ordem não conduzem a resultados satisfatórios.

Essa abordagem permite determinar as derivadas presentes no algoritmo da GO-PO de

forma anaĺıtica, reduzindo os erros numéricos no cálculo do diagrama de radiação.

Aspectos relacionados à implementação do algoritmo de śıntese também podem

ser explorados visando melhorar sua convergência. Por exemplo, avaliar o uso de outros

tipos de grade com células de quatro pontos na interpolação da superf́ıcie sintetizada

por um conjunto de superf́ıcies quádricas confocais com eixos deslocados nas śınteses

onde são requeridas grades polares não uniformes em θ para obter convergência. Além

disso, o algoritmo também pode ser facilmente adaptado para utilizar outros tipos de

superf́ıcies na etapa de interpolação local. Como exemplo, podem ser usadas quádricas,

ao invés de quádricas confocais para representar localmente a superf́ıcie sintetizada. Para

essa classe de superf́ıcies, o termo |Lηη − Lη|
2 presente na equação de Monge Ampère

não será nulo, podendo resolver os problemas de distorção que surgiram nas relações

de mapeamento. Visto que a equação da quádrica é um polinômio definido por nove

constantes (e não quatro como no caso da superf́ıcie quádrica confocal com eixo deslocado),

a célula utilizada para representar localmente a superf́ıcie sintetizada deverá ter nove

pontos da grade. Neste caso, como haverá maior acoplamento entre os elementos que

compõem a superf́ıcie, essa aproximação poderá conduzir a soluções mais estáveis uma vez

que estas superf́ıcies podem representar mais adequadamente as assimetrias que surgem

durante o procedimento iterativo.
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Apêndice A

Lente Circularmente Simétrica

A solução inicial para o algoritmo de śıntese de uma lente dielétrica apresentado no

Caṕıtulo 5 será uma lente circularmente simétrica proposta em [46] e é dada pela relação:

r1(θ) =
NC + r0 cos(θ + γ)± A

N2 − 1
, (A.1)

onde

A =
√

C2 + r20(N
2 − 1) + 2r0NC cos(θ + γ) + r20 cos

2(θ + γ),

C é uma constante associada a espessura da lente ZA e é dada em (A.2), r0 é a distância

entre o foco virtual P (ρ0, Z0) e a origem O, r0 =
√

ρ20 + Z2
0 , γ é o ângulo formado entre o

lado r0 e o eixo z negativo contado na direção horária, conforme ilustrado na Figura A.1,

sendo expresso por tan(γ) = ρ0/Z0.

C = NZA −
√

(ZA − Z0)2 + ρ20. (A.2)

A largura de feixe (αc) desta lente é controlada pela escolha da posição do foco virtual

P (ρ0, Z0) e da espessura da lente ZA e é obtida pela expressão [46]:

αc = sen−1

[

r1(θic)− ρ0
Nr1(θic)− C

]

, (A.3)

onde θic é o ângulo de incidência cŕıtico e é dado por:

θic = γ + cos−1 −C

Nr0
. (A.4)
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