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Resumo

Quando se modela estudos clinicos ou epidemioldgicos envolvendo eventos raros é co-
mum obter amostras com alto percentual de censura. A presenca de covaridveis binarias
nas andalises pode criar problemas durante o processo de estimacgao fazendo com que a
funcao de verossimilhanca nao seja maximizada para determinados parametros. Este
fendmeno é conhecido na literatura por verossimilhanca monoétona, e ocorre quando um
dos niveis da covaridavel bindria nao esta associado ao evento de interesse. Uma solucao
para o problema baseada na inferéncia Cléassica, foi sugerida por Heinze e Schemper
(2001)) sendo uma adaptagao do procedimento de [Firth| (1993), originalmente desenvol-
vido para reduzir o viés dos estimadores de maxima verossimilhanca. Este procedimento
garante a obtencao de estimativas finitas para os parametros. No entanto, a solugao tem
a desvantagem de fornecer estimativas viesadas associadas a erros-padrao elevados. Neste
trabalho, propomos corrigir o problema usando a abordagem Bayesiana, onde diferentes
fungdes de penalidade (distribuigbes a priori) para os parametros foram testadas, como
por exemplo a N(m,v), Cauchy(l,s) e log-F(a,b). Um estudo de simulacao foi desen-
volvido para avaliar o comportamento assintético das estimativas. Finalmente, realiza-se
uma aplicacdo destes procedimentos a um banco de dados real referente a pacientes com

melanoma.

Palavras-chave: Analise de Sobrevivéncia, Verossimilhanca Mondtona, Correcao de Firth,

Abordagem Bayesiana, Melanoma.
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Abstract

When modeling clinical and epidemiological studies involving rare events, it is com-
mon to obtain strongly censored samples. The presence of binary covariates in the
analysis may cause problems during the estimation process so that the likelihood func-
tion does not maximize for certain parameters. This phenomenon is known in literature
as monotone likelihood and occurs when at least one level of the binary covariate has
not experienced any failure. A solution suggested by Heinze e Schemper (2001) is an
adaptation of the procedure in [Firth (1993)) originally developed to reduce the bias of
maximum likelihood estimation. This method leads to finite parameter estimates; howe-
ver, it has some drawbacks, especially biased estimators and high standard errors. In this
study, we explore the Bayesian approach as a solution to the monotone likelihood pro-
blem and investigate other penalty functions (prior distributions); for example, N (m,v),
Cauchy(l, s) and the log-F'(a,b). A simulation study was developed to evaluate the
asymptotic behavior of the estimates. Finally, a real application is developed to study a

melanoma data set.

Keywords: Survival Analysis, Monotone Likelihood, Firth Correction, Bayesian Appro-

ach, Melanoma.
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Capitulo 1

Introducao

Por mais de trés décadas, o modelo de riscos proporcionais de |Cox]| (1972)) tem sido o mais
popular para modelar dados de sobrevivéncia. A flexibilidade bem como a facilidade na
interpretacao das estimativas dos parametros, como logaritmo do risco relativo, favorecem
a sua popularidade em pesquisas médicas. Nesse tipo de pesquisa, principalmente quando
envolvem eventos raros, ¢ comum obter amostras com pequeno nimero de eventos, como
consequéncia, as estimativas de maxima verossimilhanca tendem a ser viesadas, podendo
nao assumir um valor finito. Este fendomeno é conhecido na literatura como problema da
verossimilhan¢a mondtona (VM), e ocorre durante o processo de estimagao no modelo de
regressao de Cox quando as estimativas convergem para um valor finito, mas existe pelo
menos uma estimativa que diverge para +o0o Heinze e Schemper (2001]).

O problema da VM pode ocorrer nas situagoes que envolvem amostras de tamanho
pequeno e com alto percentual de censuras. Em geral, ela ocorre na presenca de co-
variaveis binarias quando um dos seus niveis nao esta associado ao evento de interesse.
Nesse sentido, quanto maior o niimero de regressores binarios incluidos no modelo, maior
sao as chances de ocorréncia do fendmeno. Este problema raramente aparece quando

modelamos apenas covariaveis continuas ou amostras nao censuradas.

Este trabalho foi motivado a partir de um banco de dados de pacientes com mela-
noma, que ¢ um tumor agressivo e de alta mortalidade quando diagnosticado em estagios
avancados. A principal estratégia para a reducao da mortalidade baseia-se na identi-

ficacao precoce do melanoma primario e daqueles pacientes em risco de desenvolver a



“metastase” Damato et al.| (2011). Com o objetivo de avaliar a influéncia de cinco fato-
res epidemiolédgicos e histopatoldgicos no desenvolvimento de “metéstase” em pacientes
com diagnostico de melanoma cutaneo primario invasivo, um estudo foi desenvolvido en-
tre 1995 e 2012 no Servigo de Dermatologia do Hospital das Clinicas da Universidade
Federal de Minas Gerais e no servigo privado Oncologia Cirtrgica do Aparelho Digestivo
(ONCAD). O modelo de regressao de (Cox (1972) foi ajustado onde constatou-se que a
estimativa associada a covaridavel “mitose” uma das mais importantes no modelo nao

assume um valor finito, isto significa a ocorréncia da VM.
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Figura 1.1: Representacao grdfica do estimador de Kaplan-Meier para a covaridvel mi-
tose.

Como ilustramos na Figura [[.I} um dos niveis da covaridvel “mitose” néo esta asso-

ciado ao evento de interesse, pois a estimativa da funcao de sobrevivéncia em pacientes
s » 2 . . . A .

sem “mitose” é constante no tempo, assim a estimativa do parametro associado a essa

covariavel nao vai ter um valor finito; no Apéndice A, apresentamos de forma resumida

a formula para calcular o estimador de Kaplan-Meier.

Uma proposta para a solu¢ao do problema da VM foi sugerida por |Heinze e Schemper

(2001)), sendo baseada no procedimento de [Firth| (1993), originalmente desenvolvido com



objetivo de reduzir o viés dos estimadores de maxima verossimilhanga (EsMV) no con-
texto de modelos lineares generalizados. Este método de penalizagao garante a obtencao

de estimativas finitas e com variancia menor.

A penalizacdo é um método muito geral de estabilizacao das estimativas, que pode
ser vista sob duas abordagens de inferéncia, a Classica e a Bayesiana. O método de Firth
¢ um exemplo bem conhecido de penalizagao que pode ser derivado com base na prior:
de |Jeffreys| (1946)). No entanto, este método tem algumas desvantagens, pois tende a

produzir estimativas tendenciosos com erros-padrao elevados.

1.1 Contribuicao do trabalho

Neste trabalho investigamos o problema da VM propondo uma metodologia de correcao
sob o ponto de vista Bayesiano. Uma analise de sensibilidade é feita usando diferentes
estruturas de distribuicoes a priori para os parametros como a log-F'(a,b), N(m,v) e a
Cauchy(l, s). Nesta andlise, sao testados diferentes hiperpardmetros das especificagoes a
priori fornecendo diferentes niveis de informagao: o objetivo é avaliar seu impacto sobre

os resultados.

A escolha da distribui¢ao log-F' foi motivada pelo trabalho de |Greenland e Mansour-
nial (2015)), que investigaram a questao da VM tanto na modelagem logistica quanto em
dados de sobrevivéncia. Os autores comparam algumas configuragoes de distribuicoes a
priori pouco informativas como forma de solucionar o problema. As principais conclusoes
do trabalho sao tiradas de uma analise de um banco de dados real referente a mortali-
dade neonatal, entretanto, eles nao exploram dados simulados para avaliar e comparar
o comportamento das estimativas dos parametros, especialmente em termos de viés, ao

aumentar o tamanho da amostra ou escolher diferentes niveis de informacao a priori.

1.2 Organizacao da dissertacao

A presente dissertacao é composta por sete capitulos e segue a seguinte organizac¢ao:

O Capitulo 2, que apresentamos a seguir, faz uma descricao de alguns conceitos



em analise de sobrevivéncia, com principal enfoque nos modelos de regressao de Cox e
Weibull. Apresentamos também os métodos de construgao das fungoes de verossimilhanga

e intervalos de confianca.

O Capitulo 3 descreve alguns procedimentos de correcao do problema da VM; os
métodos explicitos e implicitos sdo discutidos com principal enfoque sobre a proposta de

correcao de Firth.

O Capitulo 4 apresenta alguns conceitos basicos em inferéncia Bayesiana, onde des-
crevemos algumas distribuicoes a priori que sao o principal foco deste trabalho. Apresen-
tamos ainda alguns algoritmos de simula¢ao, como por exemplo, o Metropolis-Hastings
e o Gibb Sampling.

No Capitulo 5 fizemos uma aplica¢gao envolvendo os modelos discutidos no Capitulo

2 com objetivo de corrigir o problema da VM no estudo simulado.

Uma aplicagao baseada no banco de dados de melanoma é apresentada no Capitulo
6; aqui o ajuste ¢ referente ao modelo de regressao de Cox considerando as fungoes de

penalidade que descrevemos no Capitulos 4.

Por fim, o Capitulo 7 faz um resumo do material apresentado e discutido neste tra-

balho, além de apresentar algumas propostas para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Analise de sobrevivéncia

A andlise de sobrevivéncia engloba um conjunto de técnicas estatisticas que tem como
objetivo principal modelar o tempo até a ocorréncia de um determinado evento de inte-
resse. Uma importante carateristica dos dados de sobrevivéncia ¢ a presenca de censuras,
que sao observagoes parciais (ou incompletas) da resposta. Por exemplo, na medicina
isso acontece quando o acompanhamento de algum paciente é interrompido por alguma
razao ou porque o estudo terminou antes do paciente experimentar o evento de interesse;

Colosimo e Giolo (2006).

2.1 Dados Censurados

A seguir descrevemos alguns tipos de mecanismos de censura. Uma discussdo mais de-
talhada sobre o assunto pode ser encontrada em (Colosimo e Giolo| (2006)), Kleinbaum e

Klein| (2012), (Collett, (2003)), Klein e Moeschberger| (2003)) ou Lawless| (2003)).

a) Censura a direita: estamos perante este tipo de censura quando apenas sabemos que
o tempo de ocorréncia do evento esta a direita do tempo registrado, ou seja, o tempo de
falha é maior que o tempo registrado. Por exemplo, supomos que se pretende avaliar o
efeito de um determinado tipo de vacina para um grupo de criancas. Se for conduzido
um ensaio clinico aleatorizado, o ltimo individuo no estudo pode registar o evento
de interesse muitos anos apés o término do estudo. Para essa situagao naturalmente

temos um mecanismo de censura a direita. Este tipo de censura subdivide-se em:



b)

2.

e Censuras do tipo I: ocorrem naqueles estudos que ao serem finalizados apés um
periodo pré-estabelecido de tempo, regista-se em seu término alguns individuos
ou itens que ainda nao experimentaram o evento de interesse. Neste caso, o

estudo é iniciado com um numero fixo de individuos ou itens.

e Censuras do tipo II: resultam de estudos os quais sao finalizados apds a

ocorréncia de um numero pré-estabelecido de individuos ou itens.

e Censuras do tipo aleatério: o periodo de acompanhamento é fixado e os
participantes entram no estudo em diferentes instantes de tempo. Alguns podem
falhar antes do seu término e os tempos de sobrevivéncia exatos sao conhecidos.

Este mecanismo de censura é comum em estudos clinicos.

Censura a esquerda: acontece quando o tempo de falha é inferior ao tempo re-
gistado, ou seja, nao conhecemos o momento da ocorréncia do evento mas sabemos
que ele ocorreu em algum instante de tempo anterior ao registado. Este é o tipo de
censura menos comum. Ele ocorre, por exemplo, quando temos apenas a informacao
da data em que uma determinada infe¢ao foi diagnosticada, isto é, nao sabemos ao
certo quando o individuo foi infectado, apenas sabemos que a infe¢do ocorreu muito

antes da data de diagnostico.

Censura intervalar: neste tipo de censura, sabemos apenas que o evento de interesse
ocorreu em algum instante dentro de um intervalo de tempo. Um exemplo para esse
tipo de censura seria considerar um paciente que consulta regularmente seu médico e
em uma dessas consultas, ele descobre uma determinada infec¢ao. Nesse caso, a inica
informacao que temos é que a infec¢do ocorreu em um intervalo entre duas consultas

consecutivas, mas nao sabemos com exatidao quando isso ocorreu.

2 Funcao de sobrevivéncia e funcao taxa de falha

Para formalizar as ideias, consideremos 1" como sendo uma variavel aleatéria nao negativa

representando o tempo até a ocorréncia do evento de interesse, e cuja funcao de distri-

buicao e densidade sdo dadas por F'(t) e f(t), respectivamente. Denotaremos por C' uma

6



variavel aleatoria, independente de T', representando o tempo de censura, com funcao
de distribui¢do G(c) e densidade g(c). Considere que F(t) e G(c) sao absolutamente
continuas. Para um determinado individuo e assumindo um mecanismo de censura a di-
reita, a fungao de sobrevivéncia S(t) é definida pela probabilidade do individuo sobreviver

até o tempo t, isto é:

S(t) = P(T > ) =1— F(¢).

Aqui, S(t) é uma fungdo decrescente em t com as seguintes propriedades: S(0) = 1 e
limy o S(t) = 0.

A taxa de falha no intervalo [¢,t + At) é definida como a probabilidade de que a falha
ocorra nesse intervalo, dado que nao ocorreu antes de ¢ dividida pelo comprimento do

intervalo.

. PE<T<t+AHT >t)  f(1)
) = lim, At = S0

Assim, A(t) At serd a probabilidade aproximada da falha ocorrer no intervalo [t, ¢ + At)
dado que ela nao ocorreu antes de t. A funcdo de sobrevivéncia pode reescrita com de-

pendéncia a fungao taxa de falha acumulada, A(t) como:

S(t) :exp{— /OtA(x)dx} —exp{-A®)} onde A(t) = /Ot)\(a;)da;.

2.3 Modelo de regressao de Cox

Para modelar o tempo de sobrevivéncia de uma populagao homogénea, em geral, sao
utilizadas distribuicoes continuas univariadas. Porém, a existéncia de heterogeneidade
entre os individuos é influenciada por alguns fatores de risco. Para que possamos incor-
porar esses fatores, que supomos afetarem o tempo de vida, recorremos a um modelo de
regressao, onde o tempo de sobrevivéncia é a variavel resposta que sera especificada por

um conjunto de varidveis independentes.

O modelo de regressao proposto por |Cox (1972), é bastante popular para estudar

a influéncia desses fatores de risco no tempo de sobrevivéncia. Para definir o modelo



assumimos que temos uma amostra de n individuos em que o i-ésimo apresenta a tripla
D = (t;,0;,%;),i = 1,...,n, sendo t; o tempo observado, x; = (1, ...,z,) o vetor das
covariaveis ou fatores de risco e §; ¢ a funcao indicadora de falha, que pode ser igual a
1 se ocorrer a falha ou 0 quando ocorre a censura. O modelo de regressao de Cox fica

dado por:
Atilx:) = Ao(t:)g(x;8), (2.1)

em que \o(;) é a fungio taxa de falha base cuja forma nao é especificada, B=(i, ..., B,)’
é o vetor de coeficientes e g(x;3) é uma funcio positiva. Este modelo é conhecido como
modelo semi-paramétrico porque o componente paramétrico é assumido apenas no efeito

das covaridveis em g(x;3).

9(x;8) = exp {x,8} .

Sua funcao de sobrevivéncia é dada por:

S(t;|x;) = exp {—Ao(ti) exp {X;,B}} ,

sendo Ay(t;) a funcao taxa de falha base acumulada.
A suposicao bésica para o uso do modelo de regressao de Cox é a proporcionalidade
das taxas de falhas, ou seja, a razao de taxas de falha para dois individuos ¢ e [ deve ser

constante no tempo:

Aitlx) _ dolt) exp {x8}
Axt) — xo(t) exp {x 8}

= exp {X;B - Xéﬁ} :

Essa razao de taxas de falha nao depende de tempo. Como pode ser observado, as
covariaveis afetam a razao das fungoes taxas de falha de modo multiplicativo, de acordo

com o fator exp {x;ﬂ — X;,B}

2.3.1 Funcao de Verossimilhanca

Como apresentamos na Secao 2.2, G(¢;), F(t;) e g(c;), f(t;) sdo as fungoes de distribui¢ao

e densidade para os tempos de censura e sobrevivéncia, respectivamente. Assumindo



independéncia entre T; e C; para o i-ésimo individuo, temos:

e se for observada uma censura:

P(T; =t;,0;, =0) = P(C; = t;,T; > C;) = P(C; = t;, T; > t;) = g(t:)S(t; B);
e se for observada uma falha:

P(T,=t,6,=1)=P(T,=t,T,<C;) =P, =t,C; > t;) = f(t;; B)G(t;).

Fazendo uma combinacao dos dois resultados anteriores, temos:

L(B|D) = ﬁf(ti;B)G(ti) I gt)St:B), D={(ti6) i=12 .n},

i=r+1

onde r representa o niimero de observagoes nao-censuradas e n —r corresponde o nimero

de observacoes censuradas.

Pela suposicdo de que o mecanismo de censura é nao-informativo, isto é, a funcao
de distribuigao G(.) ndo carrega nenhuma informagao sobre o pardmetro de interesse, os
termos G(t;) e g(t;) podem ser desprezados na func¢do de verossimilhanga, o que resulta

e11:

n

5 .
L(BID) o T] [f (tilxi, B)” [S(tilxi, B = T] [Mtilxi, B)*S(tilxi, B)).
=1 =1
Para o modelo de regressao de Cox apresentado na Eq. (2.1]), a fun¢do de verossimi-

lhanca completa é dada por:

n

L(B|D) = H{ i) exp {x B}} exp{—Ao(ti) exp {X;,B}} (2.2)

Conforme (Colosimo e Giolo| (2006]) a presenca do componente nao paramétrico Ao (%;)
na fungdo de verossimilhanga completa torna este método de estimacao inapropriado.
Entretanto, uma solucao razoavel é usar a funcao de verossimilhanca parcial, que consiste
em condicionar a construcao da funcao de verossimilhanga ao conhecimento da historia

passada de falhas e censuras para eliminar esta perturbagao da verossimilhanca.



2.3.2 Funcao de verossimilhanca parcial

Para a construcao da fungao de verossimilhanca parcial, assume-se a existéncia de uma
amostra de n individuos, entre os quais existem r tempos de falhas distintos e n — r
tempos de censuras. Assume-se também que apenas uma falha ocorreu em cada t;, para
r tempos de falha ordenados, t(1) < t(2) < ... < t(, tal que t(;) ¢ o i-ésimo tempo de falha
ordenado. Denote por R(t;) o conjunto de todos os individuos que ainda nao falharam
em t;, também conhecido como o conjunto de todos os individuos sob risco. Assim, a

funcao de verossimilhancga parcial sera dada por:

L(ﬂ|D)—ﬁ( exp {0} }) , (2.3)

=1 \ X jen,) oxp {X;8

o denominador da funcao de verossimilhanca parcial é a soma dos valores de exp {x;3}
para todos os individuos sob o risco de falhar em t;.

A funcao de verossimilhanca parcial que apresentamos nessa dissertacao assume que os
tempos de sobrevivéncia sao continuos e consequentemente, nao pressupoe a possibilidade
de empates nos valores observados. Maiores detalhes sobre a funcdao de verossimilhanca
com empate nos tempos de sobrevivéncia podem ser encontrados em Colosimo e Giolo
(2006) ou Klein e Moeschberger| (2003).

O logaritmo da funcao de verossimilhanca dada na Eq. é:

[(BID) = log L(B|D) = Za {x;ﬂ — log [ > exp {x;ﬂ}] } (2.4)

=1 JER(t:)

Os parametros podem ser estimados no caso classico através do algoritmo de Newton-

Rapson, ver Apéndice A.

2.4 Distribuicao Weibull

A distribuicao Weibull é uma das mais utilizadas em anélise de sobrevivéncia e confiabi-

lidade. Sua funcao densidade de probabilidade é dada pela expressao a seguir:
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f@t) = apt* texp {—pt*}, t>0, (2.5)

em que o > 0 e ¢ > 0 sao os parametros de forma e escala, respectivamente. Para o

1-ésimo individuo, a fungao de sobrevivéncia e taxa de falha sdo dadas por:

S(t;) = exp{—ptd} e A(t;) = ochtf‘_l.

A1)

=] A1)

Figura 2.1: Funcgoes taxas de falha para diferentes valores de «, crescente quando o > 1,
representada por \i(t;), constante quando o = 1, representada por A3(t;), e decrescente
quando o < 1, representada por \o(t;).

A fungao taxa de falha \;(¢;), que apresentamos na Figura , indica que o risco de
falha aumenta em fungdao do tempo; Ay(¢;) indica que o risco de falha decresce em fungao
do tempo. Por fim, o fungao taxa de falha A3(t;), indica que o risco de falha é constante

no tempo (distribui¢ao exponencial).
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2.4.1 Modelo de regressao Weibull

Um problema que frequentemente nos deparamos ao modelar dados de sobrevivéncia
usando o modelo de riscos proporcionais € a especificagdo de uma forma paramétrica para
a funcao taxa de falha basal Ao(¢;). Uma forma de contornar o problema de especificidade
da fungao taxa de falha base é assumir que T; ~ Weibull(«, ), e que o vetor de covariaveis
associado ao i-ésimo individuo é nulo da Eq. a funcao taxa de falha base fica dada

por:
)\(tl\xl = 0) = )\0<tl> = gDCYt?il,
consequentemente,

Atix:) = pat? ! exp {X;ﬂ} . (2.6)

Aqui, observa-se que o tempo de sobrevivéncia para o i-ésimo individuo no estudo
tem a distribuicao Weibull com parametro de escala go; = pexp {X;ﬂ } e parametro de
forma «. Essa estrutura mantém a proporcionalidade de riscos do modelo de regressao de
Cox e mostra que o efeito das variaveis explicativas no modelo alteram a distribuicao do
parametro de escala, enquanto o parametro de forma permanece constante, ver |Collett
(2003)).

A funcao de sobrevivéncia sera:

S(ti|x;) = exp {—(ptf‘ exp {X;,B}} . (2.7)

Partindo da Eq. (2.6) e Eq. (2.7, a fungao de verossimilhanga fica dada por:

- RN /
L(B) = II (pat; ™ exp {x;8}) " exp {—pexp {x;8} | (2.8)
i=1
A seguir apresentamos alguns métodos de construcao de intervalos de confianga para
os coeficientes da regressao. Neste trabalho, iremos focar nos método de Wald e da

razao de verossimilhanga para determinar intervalos com nivel 100(1 — )% de confianga.

Considere as seguintes hipoteses:

Ho: B, =B, contra Hy: fp # B}
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em que (Y é uma constante qualquer, que em geral assume-se como sendo igual a zero
e fBr o k-ésimo elemento de 8. Assumindo que os EsMV satisfazem algumas propri-
edades matematicas basicas, para grandes amostras, sob certas condi¢oes de regulari-
dade estabelece-se que o EMV (Bk) segue assintoticamente uma distribui¢cao normal com
média B, e variancia Var(f,). Em que Var(f) o k-ésimo elemento da diagonal de
i(B)] " = —[E(I(B))]"", I(B) é a matriz de informacio observada. Colosimo e Giolo
(2006)) acrescentam que em situacoes nas quais é impossivel ou dificil de calcular a espe-
ranca matematica, usa-se simplesmente [—1(8)]”'. Desta forma, o intervalo de confianca

baseado no método de Wald é dado por:

(Bk — Z(g)ep(ﬁk); B + 2(1—g)ep(3k)) ;

1
2

onde z(1) é o quantil da distribui¢do normal padrao; ep(Bk) = [Var(ﬁk)}

O intervalo de confianca baseado no método de verossimilhanca perfilada sera:

1

{822 (180 = 103) <32y ou U = 1B — 58, )

sendo [(.) o logaritmo da func¢ao de verossimilhanca dada na Eq. |D Bk é¢ o EMV de

Br, e X3, 0 quantil da distribuicao x* com p graus de liberdade.

2.4.2 Resumo do capitulo

Neste capitulo, foram apresentado alguns conceitos béasicos em analise de sobrevivéncia
com principal enfoque nos modelos de regressao de Cox e Weibull. Apresentamos ainda as
funcoes de sobrevivéncia e taxas de falhas para os dois modelos, bem como as respectivas
fungoes de verossimilhangas. No préximo capitulo, descrevemos de forma resumida a

ocorréncia da VM e apresentamos algumas propostas de corre¢ao do viés dos EsMV.
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Capitulo 3

Verossimilhanca mondétona

A VM é um problema de nao existéncia de EsMV sob certas condigoes na amostra.
Fatores como o tamanho de amostra, a porcentagem de censura e a presenca de co-
variaveis bindrias nas andlises aumentam as chances de ocorréncia deste fenémeno. A
seguir apresentamos de forma detalhada a ocorréncia da VM no banco de dados de me-
lanoma mencionado no Capitulo 1, em que a covariavel binaria “mitose” e o evento em

estudo “metdstase” sdo confrontadas.

Censura  Falha
Nao 87 0
Sim 157 48

Mitose

Tabela 3.1: Cruzamento entre a varidvel mitose e o evento em estudo (metdstase).

A Tabela 3.1 é baseada na mesma informacao da Figura do Capitulo 1. Nela
observamos que um dos niveis da covariavel “mitose” nao esta associado a ocorréncia da
“metastase”, ou seja, pacientes sem “mitose” nao desenvolveram o evento de interesse,
sendo esse um indicador da presenca da VM. Isto porque o risco de um pacientes sem
“mitose” falhar é igual a zero. Entretanto, a razao de riscos nos pacientes com e sem
“mitose” RR i) / RR 30y nao vai ter um valor finito e como consequéncia, a estimativa
associada a esse parametro no modelo de regressao de Cox nao vai convergir. Maiores

detalhes sobre o cdlculo do risco relativo a partir de uma tabela de contingéncia podem
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ser encontrados em Therneau e Grambsch| (2000)).
Quando a VM ¢ detectada, Brayson e Johnson| (1981) e |Brayson et al.| (1982)) apre-

sentam algumas propostas para contornar o problema, como por exemplo:
(a) Testar diferentes tipos de modelos;

(b) Omitir o fator que causa o problema;

(c¢) Fazer uma andlise estratificada no fator;

(d) Continuar com o modelo de Cox na presenga da VM.

Em geral, a desvantagem associada as opgoes (b), (¢) e (d) residem no fato de néo
conseguirmos avaliar o real efeito da covaridvel no modelo. A opg¢ao (a) nao é apropriada,
pois testar diferentes modelos implica em obter estimativas de parametros com diferentes
interpretacoes. Portanto, a proposta mais notavel, que é baseada na abordagem Cléssica
de inferéncia, foi apresentada por [Firth (1993) e objetiva reduzir o vicio dos EsMV pela
subtragdo do viés de primeira ordem na funcao escore. A seguir apresentamos algumas

propostas ou métodos de reducao do viés dos EsMV.

3.1 Meétodos de reducao do viés dos EsMV

O viés de um estimador é definido como a diferenca entre o seu valor esperado e o
pardmetro a ser estimado. Kosmidis| (2014) apresenta duas classifica¢oes dos métodos de

reducao do viés: os explicitos e os implicitos.

3.1.1 Meétodos explicitos

Os métodos explicitos sdo baseados em uma etapa, onde o viés b(B3) é estimado e entao
subtraido de B, resultando em um novo estimador B* Essa classe é composta pelos
métodos: Jackknife, Bootstrap e o método de correcao assintotica que apresentamos a
seguir.

Seja B o vetor de coeficientes que apresentamos na Se¢ao 2.3. (Cox e Hinkley| (1974)

mostraram que o viés assintotico para [, pode ser dado pela seguinte expressao:
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b1(Br)

n

b(Br) = E(Bk — Bi) = +0(n™h), (3.1)

sendo n o ntmero total de observagdes na amostra e by (5;)/n o viés da primeira ordem
obtido pela expansao da série de Taylor da Eq. (3.1)).

Substituindo [ por Bk na equacao anterior, o EMV corrigido é dado por:

Bk(BC) _ Bk _ bl(ﬁk)’

n

que remove o primeiro termo do viés assintotico de By

A maior vantagem dos métodos explicitos é a simplicidade na sua aplicagdo. En-
tretanto, uma vez que o viés é subtraido de Bk, esses métodos sao mais corretivos que
preventivos no sentido de que o EMV ¢é primeiramente calculado e depois corrigido. Em
amostras finitas com VM, essa abordagem acaba nao sendo viavel, pois requer a existéncia
de Bk

Foi nesse sentido que Firth (1993) propés uma abordagem “preventiva” que pertence
a classe dos métodos implicitos em que o viés é reduzido pela modificacdao da funcao

escore. O autor mostrou que este método remove o viés de ordem O(n™') dos EsMV.

3.1.2 Métodos implicitos

Segundo Kosmidis| (2014]), esses métodos sao subdivididos em inferéncia indireta e o
método de corre¢ao proposto por Firth (1993), que apresentamos a seguir.

Para apresentar a proposta de corre¢ao do viés baseada na abordagem preventiva,
vamos considerar o método de estimagao por maxima verossimilhanca em que os estima-

dores sao obtidos resolvendo a equacao da funcao de estimacao.

olp|D) _ _
Tﬂk =U(B) =0.

Para motivar um desenvolvimento mais geral, vamos considerar inicialmente um mo-
delo da familia exponencial com um tnico parametro 5, em que o logaritmo da funcao
de verossimilhanga é proporcional a I(fx|D) = yBr — Z(Bk). A funcdo escore fica dada

por:
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UBe) =y — Z (Br), (3.2)

tal que a estatistica suficiente y afeta apenas na locacao de U(f) e ndo a forma. Firth
(1993) e (Gamerman et al. (2014) mostram como o viés em Bk surge pela avaliacao da
curvatura da funcao escore.

Para uma formulacao geral, consideremos novamente I(3) a matriz de informagao

observada para os dados que apresentamos no Capitulo 2. A func¢do escore modificada

U*(B) é dada por:

U(B) = U(B) = 1(B)b(B). (3-3)

Assim, o vetor dos EsMV corrigidos B* serd a solucio da equacio U *(B) = 0.

Para formalizar o argumento acima e calcular a mudanca necessaria na funcao escore,
o autor apresenta algumas notacoes para o calculo de cumulantes cujo objetivo é espe-
cificar as derivadas dos logaritmos da funcao de verossimilhanca; informagoes adicionais
sao encontradas em |Cordeiro e Cribari-Neto| (2014)).

Para modelos da familia exponencial com parametrizacao candnica, onde a matriz de
informagao observada obtida pela Eq. nao dependera dos dados, isto é, coincide

com a matriz de informagao esperada. Firth (1993)) mostrou que o termo de penalizac¢ao

na Eq. (3.3) é dado por:

aw(8) = 5 {7(8) (52 ) } = 55 {5 10elitoM}.

sendo i(B) a matriz de informagdo esperada. Assim, a funcao escore modificada é dada

por:
Ur(B) = U(B) + ar(B).

Entretanto, o logaritmo da func¢ao de verossimilhancga penalizada sera:

F(8I1D) = (8ID) + 5 log i(8)

Consequentemente, a fun¢do de verossimilhanca penalizada é dada por:
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N

L*(B|D) = L(BID) [i(B)[* . (3.4)

Como o modelo de regressao de Cox nao pertence a familia exponencial, e dada a
dificuldade em obter a matriz de informagao esperada, o termo |i(8)| é substituido pela

matriz de informagao observada |I(3)].

334

-35

(a) 0 1 . ﬁ”k 3 4 s (b) IB}(

Figura 3.1: (a) Fung¢ao de Verossimilhanga usual L(B) e, (b) Fungdo de Verossimilhanga
Penalizada PL(3).

A Figura foi retirada no artigo de |[Heinze e Schemper| (2001). Observe que a
fungdo de verossimilhanga usual é mondtona crescente. O erro-padrao e a estimativa de
Bk tendem a infinito. Apds subtrair uma pequena quantidade do viés na funcao escore,
ela deixa de ser estritamente crescente e passa a ter um ponto de maximo em 3k

Segundo Kosmidis| (2014)) os métodos implicitos tem a vantagem de nao dependerem
diretamente do EMV e, portanto, sao mais vantajosos em comparagao com os métodos
explicitos. Contudo, uma desvantagem associada a proposta de Firth é que sua aplicagao
requer a obtencao de solugoes para as equagodes implicitas que apresentamos anterior-
mente.

Como mencionamos neste capitulo, a proposta de [Firth| (1993)) é baseada na aborda-
gem Classica, em que o termo de penalizacao na Eq. ¢ a especificacao a priori de
Jeffreys para modelos que pertencem a familia exponencial, neste caso, o viés de ordem

O(n™1) é removido calculando a moda a posteriori. Na abordagem que propomos, o

1
termo de penalizacao |i(B)|2 serd substituido por uma distribuicao a priori p(8). Natu-
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ralmente, as inferéncias serdo baseadas nas amostras obtidas a partir da distribuicao a
posteriori de 3.
No préximo capitulo apresentamos algumas especificagoes de distribuicoes a priori,

como novas propostas de fungoes de penalidade.

3.2 Resumo do capitulo

Neste capitulo, abordamos o problema da VM, e descrevemos alguns métodos de corre¢ao
do problema, com foco na proposta de Firth. No préximo capitulo, apresentamos alguns
conceitos em inferéncia Bayesiana e indicamos algumas distribuicoes a priori que sao

considerada durante a andlise dos dados.
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Capitulo 4

Inferéncia Bayesiana

A informacao que se tem sobre uma quantidade de interesse B=(fy, ..., ﬁp)/ antes de
observar os dados, pode ser importante para a analise estatistica. O verdadeiro valor de
B é desconhecido e desejamos expressar nossa incerteza sobre essa quantidade. Do ponto
de vista Bayesiano os diferentes graus de incerteza sao representados através de modelos

probabilisticos para B |Gelman et al.| (2014)).

A abordagem Bayesiana baseia-se no teorema de Bayes, o qual expressa a informacao
sobre o parametro desconhecido apds observar os dados de interesse. Para formular a
regra de Bayes, assuma que D ¢ o conjunto de dados a serem observados determinando
a funcao de verossimilhanca denotada por L(B|D); conforme a Eq. ou Eq. (2.9).
Assuma que p(B) é a distribuigdo a priori expressando nossa incerteza inicial sobre 3,
antes de observar os dados. As andlises serdo baseadas na distribuicao a posteriori que
é na verdade uma atualizacdo da informacao a priori. A regra de Bayes determina a

distribuicao a posteriori:

L(B|D)p(B)

p(BID) = D)

(4.1)

em que p(D) é a constante normalizadora também chamada de distribuigao preditiva.
Novamente ressaltamos que toda inferéncia serd feita com base na distribuicao a
posteriori, de onde obtém-se as estimativas necessarias para resumir o comportamento

de B. Dentre as principais medidas a posteriori podemos citar:
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e média a posteriori: E(B|D) = [5 <5 Brp(Bel D)dBy;

e o quantil v a posteriori: Q(vy) = {ﬁ,; €p: ff},ﬁop(ﬁﬂD)dﬁk = ”y} , v € (0,1);

para v = 0.5 temos aqui a mediana a posteriori.

e O intervalo de 100(1 — v)% de credibilidade a posteriori:

!

(L) = {0 R [ D) =17} € 0.1)

Caso o intervalo seja simétrico, os limites para a mais alta densidade a posteriori vao ser
dados por, L=Q(v/2) e U=Q(1 — 7/2).

A quantidade p(Bx|D) representa a distribui¢ao marginal de [ e 5,; uma quantidade
qualquer que Sy pode assumir.

Uma justificativa para o uso da abordagem Bayesiana no modelo de regressao de
Cox baseada na verossimilhancga parcial é apresentada por Sinha et al| (2003) e |Lin
et al.| (2013). Os autores propoem diferentes estruturas de distribuigbes a priori para os
parametros. Outra referéncia importante que usa a abordagem Bayesiana no modelo de
regressao de Cox ¢ |[Ibrahim et al.| (2001)). A seguir descrevemos as distribuicoes a priori

que iremos utilizar nos proximos Capitulos.

4.1 Distribuicoes a priori a serem estudadas

A distribui¢ao a priori p(B) pode ser vista como uma representagdo do conhecimento
que se tem sobre o parametro de interesse antes de observar os dados. Ela constitui uma

importante quantidade em inferéncia Bayesiana.

4.1.1 Priori de Jeffreys

O método de |Jeffreys (1946|) surge como uma critica da inconsisténcia da distribui¢ao
uniforme na reparametrizacao formal que leva em conta a propriedade de invariancia.
Entre os procedimentos que asseguram essa invariancia esta aquela advogada por Jeffreys

e que se baseia no uso da medida de informacgao de Fisher sobre 8 € RP, ou seja,

21



is(B) = Ep 950

<810gf(D|ﬂ)>2 | D] |

Considerando uma reparametriza¢ao nao linear e mondtona em i tal que n = ¢(5k)

temos:

i(n) = i(5ul()) (fqu) |

Isso mostra que a distribuicao a priori proposta por Jeffreys para o caso unipa-

ramétrico, dada por:

p(Br) = [i(By)]? .

possui a referida propriedade de invariancia.

4.1.2 Outras distribuicoes a prior:

Conforme ja falamos anteriormente, propomos corrigir o problema da VM assumindo
como distribuigao a priori N(my,vy); Cauchy(lx, sg) sendo my, e I}, pardmetros de locagao;
vk e s, pardmetros de escala, respetivamente. E a distribuicao a priori log-F(ay, by),
sendo ay e by os parametros da distribuicao.

Naturalmente, outras distribuigcoes a priori poderiam ser avaliadas neste estudo, no
entanto, escolhemos seguir os passos de Greenland e Mansournia, (2015) e|Lin et al.| (2013))
que investigaram a ocorréncia da VM tanto no modelo de regressao logistica como em
modelos envolvendo dados de sobrevivéncia.

A distribuigao a priori N(my, vx) é simétrica e unimodal. Temos que a média, moda e
mediana sao iguais. A quantidade de informacao presente nessa distribuicao é controlada
pela sua varidncia v,. Valores pequenos de vy significam que a massa probabilistica
estd mais concentrada em torno de my e, portanto, ela carrega mais informacao sobre
o parametro. A distribui¢do Cauchy(ly, sx) é simétrica em torno de I, sua média e
variancia nao sao definidas, e sua moda e a mediana sao iguais a .

Conforme |Ojo e Olapade (2003)) a fungao densidade de probabilidade para a distri-
buigao log-F'(ay, by) é dada por:
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ag* byt exp {a S }
B(ag, br) (by, + ay, exp {8 }) )

em que B(ag,b;) = [(ax)l(bg)/T(ar + by) é a funcao beta, ap = v1x/2 e by = vay/2,

p(Bk|2ak, 2by) =

sendo vy e vy graus de liberdade da distribuicao F'; ai e by sao os graus de liberdade
da distribuicao log-F'.

A distribui¢ao log-F'(ay, by) é unimodal podendo ser simétrica se ar=>br=gl, que se
aproxima da distribuicao normal centrada em 0 cuja variancia diminui a medida em que
se aumenta gl. A média, moda e a mediana a priori sdo iguais. Se gl for suficientemente
pequeno, as caudas da distribuicao a priori se tornam mais pesadas; para ap < bg, a
distribuicao a priori log-F' ¢é assimétrica positiva, e assimétrica negativa quando ax > by.

A média e a variancia da distribuicao a priori log-F(ay, by) sdo dadas por:

E(Be) =v(ar) —(be) e Var(Be) = (ar) + ¥ (be),

sendo ¥ (ay) = % logI'(By) e ¥’ (ag) = %w(ak) as fungoes digama e trigama, respecti-
vamente; maiores detalhes sdo encontrados em Amos| (1983)). Mantendo fixo o valor do
parametro b, a média aumenta a medida em que aumentamos o parametro a,. Fixando o
valor de ay, a média a priori decresce a medida em que aumentamos o parametro by. Nos
dois casos a variancia decresce para m2/6 quando aj — 0o ou by — 00, respectivamente.

Em muitas situagoes a distribui¢ao a posteriori nao tem uma forma fechada, pois o
denominador da Eq. nao possui uma forma analitica. Portanto, a distribuicao a
posteriori tem que ser obtida através de métodos numeéricos.

Na se¢ao a seguir apresentamos uma breve introdugao aos métodos de simulagao de
Monte Carlo via Cadeias de Markov (MCMC); maiores detalhes sdo encontrados em

Gelman et al.| (2014) e |Gamerman e Lopes| (2006)).

4.2 Amostrador de Gibbs

O Gibbs sampling foi a primeira classe de esquemas largamente empregados para si-
mulacgdo estocdastica via cadeias de Markov. Ele foi originalmente proposto por |(Geman

e Geman (1984)) no contexto de reconstrugao de imagens. Os autores propuseram um
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esquema de amostragem da distribuicao de Gibbs explorando juntamente suas condicio-
nais completas, por meio de um algoritmo interativo que define uma cadeia de Markov.
Mais tarde, (Gelfand e Smith| (1990) compararam esse amostrador com outros esquemas
de simulacao estocastica e mostraram que o Gibbs Sampling poderia ser utilizado em
muitos casos para amostrar de distribui¢oes a posteriori. |Gamerman e Lopes (2006])
acrescentam que no Gibbs sampling os elementos do vetor de parametros 3 podem ser
atualizados um de cada vez, ou em blocos, tomando a distribuicao condicional completa
como proposta com probabilidade de aceitagao igual a 1. As transi¢oes de um estado
para outro sdo feitas de acordo com as distribui¢oes condicionais completas p(S5i|B_x, D),
sendo B_x = (/1 ...,6:0)/.

Suponha que a distribuigao de interesse é 7(8) = p(Bk|B—k, D), cada um dos compo-
nentes [, pode ser um escalar, vetor ou matriz. Considere também que as distribuigoes
condicionais completas m(8;) = p(Bk|B_k, D) estdao disponiveis, isto é, assume-se que
elas sao completamente conhecidas e podem ser amostradas. A distribui¢cdo condicional
completa é uma distribuicdo do k-ésimo componente de B condicionada em todos outros
componentes e nos dados observados.

Em muitas situagoes, a gera¢ao de uma amostra diretamente de 7(f) pode ser cus-
tosa, complicada ou simplesmente impossivel. Se as distribui¢oes condicionais completas
forem conhecidas, o amostrador de Gibbs, segundo |Gamerman e Lopes| (2006), é definido

pelo seguinte esquema:s:
Passo 1: Inicialize o contador de interacoes da cadeia j = 0;
Passo 2: Especifique valores inicias 80 = (ﬁfo), s BO);

Passo 3: Obtenha um novo valor de ﬁ,(j ) através de sucessivas geragoes:

gerar ng) de p(ﬂlwéjil), (1*1)’ m)ﬁ}()j—l));

gerar 35 de p (Ba|B8Y, 877", ... BY V) ;

gerar B850 de p (B,181", 85", ... B1);

24



Passo 4: Incremente o contador de j para j + 1 e retorne ao passo 2 até obter con-
vergéncia.

A medida em que j cresce, a cadeia aproxima-se de uma condi¢cao de equilibrio.
Quando a convergéncia for alcancada, os valores resultantes formam uma amostra de
m(B)-

No caso em que a distribuicao condicional completa a posteriori nao tiver uma forma
fechada, o algoritmo de Metropolis-Hastings (Metropolis et al.| (1953); Hastings| (1970))
¢ uma boa opc¢ao para gerar amostras da distribuicao a posteriori como um passo dentro

do Gibbs Sampling.

4.3 Algoritmo de Metropolis-Hastings

O algoritmo Metropolis-Hastings é segundo (Gelman et al. (2014) e |Gamerman e Lopes
(2006) um método MCMC em que um valor é gerado de uma distribuigdo auxiliar e
aceito com uma dada probabilidade. Este mecanismo de corre¢ao garante a convergéncia
da cadeia para uma distribuicdo de equilibrio que, neste caso, é a distribuicao a pos-
teriori. Em outras palavras, se desejamos gerar valores da distribuicao a posteriori
7(Br) = p(Bk|B_k, D), precisamos especificar uma distribui¢do geradora de candidatos

q(@,‘jand| Br) valida no dominio de f3; e condicionada a 5,9 -,

Suponha que a cadeia esteja no estado [, e um valor 5,§and ¢ gerado de uma dis-
tribuicdo proposta ¢(.|fx). Esta distribuigdo pode depender do estado atual da cadeia.

Assim, o novo valor /Bgand é aceito com probabilidade

G-1) o m( Cand)q(ﬁ(j—l)wcand)
a(ﬁkj : ’San ) = min {17 W( zj_l))q(ﬁgandlﬂzj_l)) , (4.2)

sendo 7(8Y") a distribuido de interesse.

Uma carateristica importante é que s6 precisamos conhecer 7(.) parcialmente, isto é,
a menos de uma constante ja que, neste caso, as constantes nao alteram a probabilidade
dada pela Eq. . Esse aspecto é fundamental em aplicagdoes Bayesianas onde nao

conhecemos completamente a posteriori. Durante o processo de simulacao, a cadeia pode
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permanecer no mesmo estado por muitas interagoes e, na pratica, costuma-se monitorar
isto calculando a porcentagem média de interagoes para os quais novos valores sao aceitos
(Gamerman e Lopes| [2006). O algoritmo de Metropolis-Hastings pode ser especificado

pelos seguintes passos:

Passo 1: Inicialize o contador de interagdes 7 = 0 e especifique um valor inicial B,io);

Passo 2: Gere um novo candidato ﬁgand da distribuicao q(ﬁ,gand| BUT;

Passo 3: Calcule a probabilidade de aceitacao a(ﬂ,(cj _1), Bgand);

Passo 4: Gere U de uma Uniforme (0,1);

Passo 5: Se U < a(fy G- 1), gand)’ aceite o novo valor gerado e faca B,&, 5cand Caso

contrério, rejeite e faca ) = gV,

Passo 6: Incremente o contador de j para j + 1 e volte para passo 2;

Embora a distribuicao proposta possa ser escolhida arbitrariamente, na pratica deve-
se tomar alguns cuidados para garantir a eficiéncia do algoritmo. Em aplicacoes Baye-
sianas a distribuigdo de interesse é p(fk|B_k, D) e a probabilidade de aceita¢ao assume

uma forma particular,

o(807, gand) — iy {1, PUDIE) p(AR) (5 1) } |
p(DI67) p(3 ) a(sgnd )

Um caso particular do algoritmo de Metropolis-Hastings é chamado algoritmo de
Metropolis, obtido quando a distribuicdo proposta é simétrica em seus argumentos, isto
é, q(ﬁ,gandw,(ﬂj_l)) ( mcand) para todos os valores de 3; e 5,§and. Neste caso, a

probabilidade de aceitacao se reduz para:

i dy_ [ opBEndg g, D)
S ’San):mm{l p(3T 161 D >}
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4.3.1 Resumo do capitulo

Neste capitulo descrevemos alguns elementos importantes em inferéncia Bayesiana e
apresentamos algumas distribui¢oes a priori que sao abordadas mais adiante nesta dis-
sertagao. Descrevemos ainda os algoritmos de simulacao como o Gibbs Sampling e
Metropolis-Hastings.

A seguir, um estudo simulado foi desenvolvido para avaliar as propriedades assintoticas

dos EsMV e explorar o banco de dados de melanoma.
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Capitulo 5

Estudo simulado

Um estudo simulado foi realizado com o objetivo de comparar o desempenho das dife-
rentes fungoes de penalidade usando a abordagem Cléssica e a Bayesiana. A simulacao
foi desenvolvida para explorar as propriedades assintéticas dos estimadores. Os modelos
que apresentamos no Capitulo 2 sao avaliados. A performance em termos de estimagao
¢ avaliada usando as seguintes medidas: erro quadratico médio (EQM ), viés relativo
(VR), erro-padrao (EP) e taxa de cobertura (Cob). A taxa de cobertura representa a
porcentagem de vezes que o intervalo de confianga ou credibilidade contém o verdadeiro
valor do pardmetro nas N repeti¢oes de Monte Carlo (MC) que iremos explorar. O ob-
jetivo do uso de repeticoes MC é evitar que nossa andlise seja inteiramente baseada em
uma Unica amostra simulada que, eventualmente, poderia nao estar configurada com o
problema da VM, ou até mesmo ser uma amostra com valores atipicos dificultando a
estimacao.

O viés relativo e o erro quadratico médio sao dados por:

o VR =100 % E(B, — i)/ 15l

[ EQMBk = VCLT(B]C) + {E(Bk — ﬁk)}2 )

sendo [, o verdadeiro valor e [, um estimador, podendo ser a média a posteriori ou o

EMV penalizado para [y.
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Os dados gerados sao compostos por duas variaveis explicativas, sendo x; de natureza
qualitativa binaria, que foi configurada de modo a ter apenas 5 valores observados iguais a
1 e os restantes n — 5 iguais a 0, para diferentes tamanhos amostrais n. Essa configuracao
objetiva induzir a ocorréncia da VM, isto é, objetiva criar situag¢oes em que um dos niveis
da covariavel binaria nao esteja associado ao evento de interesse. A variavel z, é de
natureza quantitativa continua, e foi gerada de uma distribui¢do normal padrao.

A anadlise dos dados referente a abordagem Cléssica foi baseada na proposta de
corre¢ao de [Firth| (1993)) e usamos o pacote “coxphf” que foi implementado no Soft-
ware R (R Core Team) [2016]) por |[Heinze e Ploner (2015). Dois cenérios sao considerados
assumindo aproximadamente 75% e 25% de amostras com VM entre as repetigoes de
MC.

O ajuste do modelo de regressao de Cox usando a abordagem Classica foi baseado em
1000 amostras MC para diferentes valores de n. O cédlculo das medidas de performance
foi baseado no vetor das 1000 estimativas de um dado parametro. Para garantir a com-
parabilidade das estimativas de 3; (pardmetro associado a covaridvel binaria) e forgar a
ocorréncia da VM, fixamos ; = —2 e o parametro de forma da distribuicao Weibull em
a = 1.5; ver Eq. . A inclusao do fy poderia atrapalhar as analise neste sentido, as-
sumimos que [y = 0. Consequentemente, o parametro de escala da distribuicao Weibull
serd (¢ = 1).

A seguir apresentamos diferentes configuracoes para o pardmetro associado a co-
varidvel continua xs, e o pardmetro associado a distribuigdo dos tempos de censura (w,)
que fornecem aproximadamente 75% e 25% de amostras com VM. A porcentagem de
censura fixamos em torno dos 70% e 75% em todos os cendrios.

Assumindo tempos de falha T; ~ Weibull(c, ¢;), sendo ¢; = exp(x;8), e de censuras

C; ~ Exp(w,), foi possivel obter a seguinte configuragao:

Cenario 1: Aproximadamente 75% de amostras com VM, 8y = —0.74 ¢ w, = 2.1;

Cenario 2: Aproximadamente 25% de amostras com VM, [y = 4.97 e w. = 4.7.

Na abordagem Bayesiana apenas o Cenério 1 foi considerado para ajustar o modelo.

No entanto, foram geradas 1000 cadeias para cada pardmetro e as inferéncias foram
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baseadas no vetor das médias a posteriori. Aqui, avaliamos o impacto de diferentes
fungoes de penalidade nas estimativas a posteriori. Como as distribui¢oes a posteriori
conjunta nao possuem formas fechada as amostras foram geradas do algoritmo Gibbs
Sampling com passos de Metropolis-Hastings assumindo 7000 iteragoes com lag=1. As
primeiras 1000 formam o periodo de aquecimento (burn-in). No entanto, a convergéncia
foi avaliada a partir de uma unica amostra gerada. Como sugerido na literatura, a taxa
de aceitagao foi fixada entre 40% a 50%; ver Roberts et al.| (1997)).

A seguir apresentamos algumas configuragoes das distribuicoes a priori para o vetor

(B, ) assumindo diferentes hiperparadmetros.

e Caso 1: B, ~ N(0,1) e @« ~ Gama(1, 1);

e Caso 2: B, ~ N(0,5) e « ~ Gama(0.2,0.2);

e Caso 3: B ~ log-F(1,1) e « ~ Gama(0.2,0.2);

e Caso 4: B ~ log-F(2,2) e a ~ Gama(1,1).

Para avaliar o comportamento assintotico das estimativas, as simulagoes serao base-
adas em diferentes tamanhos de amostra n : 50,200, 600 e 1000. Consideramos também
95% para o intervalo de confianca e de credibilidade.

Na préxima secao apresentamos os resultados das simulagoes para o modelo de re-
gressao Weibull que foram baseados apenas na abordagem Bayesiana. Para o caso do

modelo de regressao de Cox, comparamos os resultados obtidos com base nas duas abor-

dagens (Classica e Bayesiana).

5.1 Resultados para a regressao Weibull

A distribuicao a posteriori conjunta foi obtida a partir da funcao de verossimilhanca da

Eq. (2.8) do Capitulo 2 e apresentamos no Apéndice B.

Os resultados das Tabelas 5.1 e 5.2 foram baseados nas distribuicoes a priori N (my, vg)

e log-F'(ay, by) para diferentes configuracoes dos hiperpardmetros, tal como apresentamos
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n Casos VRBI VRB2 VROQ E’Q]Wfé,1 EQMB2 EQM@ EPBl EPB2 EP@ Cobgl Cob/32 C’oba

50 1 61.21 9.79 443 1.668 0.082 0.0v8 0.41 0.28 0.27 7590 96.20 96.10

2 11.60 -0.18 7.85 0.696 0.121 0.123 0.80 0.35 0.33 96.70 94.10 94.90

9200 1 58.95 1.83 146 1.579 0.022 0.018 0.44 0.15 0.13 77.20 94.40 95.20
2 9.56 -0.16 194 0.619 0.022 0.021 0.76 0.15 0.14 96.70 95.10 93.70

600 1 5940 1.05 040 1.596 0.006 0.006 0.43 0.08 0.08 77.70 95.60 95.40
2 7.73 -0.13 0.64 0.585 0.007 0.006 0.75 0.08 0.08 96.80 93.50 95.00

1000 1 60.44 0.75 0.17 1.631 0.004 0.003 0.41 0.06 0.06 77.70 94.10 95.70
2 11.06 0.06 0.25 0.650 0.004 0.004 0.78 0.06 0.06 95.90 95.70 94.90

Tabela 5.1: Resultado das simulagoes para a abordagem Bayesiana baseado no modelo de

regressao Weibull assumindo distribuicoes a priori dos Casos 1 e 2.

n Casos VRﬁl VRB2 VR& EQMBl EQ]Wﬁ2 EQM@ EPﬂ”l EPB2 EP@ CObﬁl C’Obﬁ2 COba

50 3 -14.17 -3.09 882 1.385 0.119 0.128 1.14 0.34 0.33 96.90 93.90 94.00

4 29.12 -148 827 0.866 0.109 0.122 0.73 0.33 0.33 93.00 94.60 96.10

200 3 -11.90 045 1.79 1305 0.023 0.021 1.12 0.15 0.14 96.00 93.70 95.10
4 2791 1.11 155 0.795 0.022 0.020 0.70 0.15 0.14 93.10 94.90 94.20

600 3 -18.13 0.31 041 1.212 0.006 0.006 1.04 0.08 0.08 97.50 95.10 94.30
4 26.59 049 044 0.743 0.007r 0.006 0.68 0.08 0.08 93.70 95.40 94.70

1000 3 -13.78 0.05 0.25 1.24 0.004 0.003 1.08 0.06 0.06 96.60 94.40 94.20
4 29.06 0.30 0.26 0. 790 0.004 0.003 0.67 0.06 0.06 93.60 93.60 95.30

Tabela 5.2: Resultado das simulacoes para a abordagem Bayesiana baseado no modelo de
regressao Weibull assumindo distribuicoes a priori dos Casos 3 e 4.

anteriormente. Como na pratica pouco se sabe sobre o valor do hiperparametro de locacao
my, optamos em centrar a distribuicao a priori em zero (my=0). O hiperparametro de
escala foi assumido como: v, =1 para o Caso 1 e v,=5 para o Caso 2. Os hiperparametros
da distribuigao a priori log-F'(ax, b) foram configurados de tal forma que ela seja cen-
trada em zero, isto €, a,=by.

Os resultados mostram que assumindo uma distribuicao a priori suficientemente in-
formativa para os pardmetros (Casos 1 e 4), as estimativas de 1 (que é o pardmetro
associado a covariavel bindria), tendem a ser mais viesadas, com valores relativamente
elevados do VR e EQM . Por exemplo, o Caso 1 esta associado a um V R que varia entre
58.98% — 61.21%, com EQM variando de 1.598 — 1.668 e EP entre 0.41 —0.44. O VR
associado ao Caso 4 esté em torno de 26.59% —29.12% com um EQM e E P variando em

torno de 0.743 — 0.866 e 0.67 — 0.73, respectivamente. As taxas de cobertura associadas
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ao Caso 1 estao abaixo do valor nominal, enquanto o Caso 4 apresenta taxas de cobertura
em torno do valor nominal.

Conforme ja falamos anteriormente, o nosso objetivo é testar diferentes valores para
os hiperparametros das distribuigoes a priori que fornecam estimativas com boas pro-
priedades, isto é, em geral menos viesadas e com taxas de cobertura em torno do valor
nominal. Os resultados mostram que uma escolha adequada dos hiperparametros que
fornegam uma variabilidade a priori relativamente maior (Casos 2 e 3) permitiu obter
estimativas pouco viesadas para (3;. A titulo de exemplo, o VR, EQM e o EP para o
Caso 2 variam entre 7.73% — 11.60%, 0.585 — 0.696 e 0.75 — 0.80, respectivamente. Para
o Caso 3, o VR foi subestimado; variando entre 11.90% — 18.13%. O EQM e o EP estao
compreendidos entre 1.212 — 1.385 e 1.04 — 1.14, respectivamente. Em ambos os casos o
(1 esta associado a taxas de coberturas em torno do valor nominal.

Os resultados mostram ainda que o aumento do tamanho de amostra tem um impacto
muito pequeno nas estimativas de /3 (pardmetro associadas a covariavel bindria), pois
elas nao registaram praticamente nenhuma melhoria. Como forma de visualizar o com-
portamento das estimativas para diferentes valores de n, apresentamos nas Figuras
e do Apéndice C algumas curvas de densidades para os parametros. Foi possivel
constatar que para qualquer valor do n a curva associada ao [, mantem-se estavel, por
contrario, as curvas associadas aos demais parametros que nao sao afetados diretamente
pelo fendmeno, como é o caso do (B, e «, tendem a ter caudas mais leves e concen-
tram massa de probabilidade em torno do valor real quando aumentamos o tamanho de
amostra.

Esses dois pardmetros (f, «) apresentam estimativas com boas propriedades as-
sintoticas, pois para os quatro casos temos VR, EQM, e EP com valores relativamente
pequenos e que diminuem a medida em que aumentamos o tamanho de amostra, estando
associados a taxas de cobertura em torno dos valor nominal. Os EQM’s e EP’s sao
relativamente iguais nos quatro casos. De forma geral, estes resultados dao uma ideia do
real impacto do problema da VM nas estimativas de parametros associadas a covariavel

binaria.
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5.2 Resultados para o modelo de Cox

Nesta secao, ajustamos o modelo de regressao de Cox com riscos proporcionais baseado

nas duas abordagens que apresentamos nas se¢oes anteriores.

5.2.1 Abordagem classica

O ajuste do modelo foi baseado na correcao de Firth. As taxas de cobertura foram

obtidas usando os métodos Wald (C'ob,,) e verossimilhanca perfilada (Coby).

n %VM %VRs; %VR; EQMs EQM; EP; EP; Cobg .wa Cobg, .pl Cobg,.wa Cobg,.pl

75 53.93 -240 2.200 0.150 1.43 0.36 86.90 91.68 95.10 94.10

%0 25 46.91 2.750 3.840 2.650 1.35 1.26 85.90 91.78 93.80 94.68
9200 75 5228 -1.66 1.860 0.030 1.28 0.16 85.10 81.67 94.50 94.10

25 5045 087 3.060 0.260 1.04 049 7890 90.13 94.80 95.80
600 7 9377 -0.70 1.920 0.010 1.24 0.09 83.20 74.09 95.10 95.10

25 52,10 0.28 3.130 0.080 1.00 0.27 76.40 84.20 93.60 93.80

1000 75 49.40 -0.54 1.720 0.001 1.27 0.07 86.80 72.73 95.40 95.30
25 4898 048 2.880 0.040 1.00 0.20 77.90 82.81 95.60 95.70

Tabela 5.3: Resultado das simulacoes de MC para os Cendrios 1 e 2 onde assumimos
que 5% e 25% das amostras tem VM. Porcentagem de censura entre 70% e 75%.

Os resultados da Tabela 5.3 mostram mais uma vez o quao dificil é estimar [3; nos dois
cenarios. Por exemplo, o Cenario 1 estd associado a um VR, EQM e EP relativamente
elevados, variando em torno de 49.40%—53.93%, 1.72—2.20 e 1.24—1.43, respectivamente.
O Cenario 2 apresenta valores do VR, EQM e EP em torno dos 46.91% — 52.10%,
2.88 — 3.84 e 1.00 — 1.35, respectivamente. As taxas de cobertura estdo abaixo do valor
nominal nos dois cendrios. Em geral, os resultados sao praticamente idénticos, isto é,
diminuir a porcentagem de amostras com VM mantendo constante a porcentagem de
censuras, nao registrou grandes melhorias quanto a qualidade das estimativas de [3;.

Mais uma vez, o impacto da VM nas estimativas do [ é quase inexistente consequen-
temente, suas estimativas tem boas propriedades assintoticas com VR, EQM e o EP
diminuindo a medida em que aumentamos o tamanho de amostra.

Na proxima sec¢ao apresentamos resultados referentes ao ajuste do modelo de regressao
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de Cox usando abordagem Bayesiana, onde diferentes distribuigoes a priori sao testadas.

5.2.2 Abordagem Bayesiana

As estimativas que apresentamos nesta secao foram geradas da distribuicao a posteriori
apresentada no Apéndice B. Como ela foi baseada na funcao de verossimilhanga parcial
nao dependera do parametro de forma « e assim a dimensao do espaco paramétrico reduz

para 2.

n  Casos VR; VR EQMg; EQM; FEP; EP; Cobs Cobg,
1 66.21 1.76 1.900 0.100 0.39 0.32 77.50 96.20

o0 2 16.74 -9.64 0.820 0.170 0.84 0.40 96.70 95.40

200 1 61.09 0.21 1.650 0.020 0.40 0.15 79.70 95.40
2 1443 -0.96 0.670  0.030 0.77 0.17 96.40 94.00

600 1 60.89 0.20 1.650 0.012 0.41 0.09 78.00 94.50
2 1241 -0.86 0.660 0.012 0.79 0.09 95.90 94.60

1000 1 60.40 0.18 1.630 0.004 0.41 0.06 79.00 95.10
2 9.55 -0.64 0.660 0.004 0.79 0.06 96.60 95.30

Tabela 5.4: Resultado das simulac¢oes usando o modelo de regressao de Cox baseado nas
configuragoes da distribuicdo a priori dos Casos 1 e 2.

n  Casos VR; VR; EQM; EQMy FEP; EP; Cobs Cobg,
3 -8.89 -13.26 1.270 0.180 1.12 0.41 96.80 94.10

o0 34.56 -8.11 0.970 0.140 0.70 0.38 93.50 95.40

200 3 -14.89 -2.04 1.170 0.020 1.04 0.16 97.00 94.10
4 28.64 -1.38 0.760 0.020 0.66 0.15 93.30 95.30

600 3 -15.10 -0.75 1.190  0.011 1.05 0.09 96.20 93.30
4 28.55 -0.57 0.770  0.010 0.67 0.09 93.70 94.30

1000 3 -16.19 0.15 1.240 0.001 1.06 0.07 96.10 94.30
4 2773 031 0.770  0.001 0.68 0.06 92.80 95.30

Tabela 5.5: Resultado das simulacoes usando o modelo de regressao de Cox baseado nas
configuragoes da distribuicdo a priori dos Casos 3 e 4.

Baseado nos resultados das Tabelas 5.4 e 5.5 observamos que, de forma geral, ndo ha
grandes diferencgas entre as estimativas obtidas ajustando o modelo de regressao de Cox

comparadas aos resultados da Secao 5.1, onde ajustamos o modelo de regressao Weibull.
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Contudo, as estimativas obtidas para o parametro (; usando as distribuicoes a priori
dos Casos 2 e 3 sao menos viesadas que as obtidas com base no método Classico. O
VR, EQM e o EP sao relativamente menores. De igual forma, as taxas de cobertura
estdo em torno do valor nominal. As estimativas obtidas para o Caso 1 sao similares com
as obtidas usando a abordagem Classica. Mais uma vez, as estimativas do parametro
associado a covariavel continua apresenta boa propriedades em termos assintéticos. O
VR, EQM e o EP tem valores pequenos e que diminuem a medida em que aumentamos
o tamanho de amostra.

No Apéndice C apresentamos os resultados das simulacoes, que foram obtidos cen-
trando as distribuigdes a priori dos Casos 1 e 2 no valor real (). Apresentamos também
os resultados obtidos usando distribuigdes a priori Cauchy(0,1.2) e a log-F'(9,9). Em ge-
ral estas funcoes de penalidade forneceram estimativas ruins, isto é, muito viesadas. A
distribui¢ao a priori centrada no valor real N ([, vx) apresentou estimativas pouco vie-
sadas, associadas a taxas de cobertura muito acima do valor nominal.

Distribuigoes a priori como Cauchy(0,1.2) e log-£'(9,9) produzirdo estimativas muito
viesadas. Distribuicoes a priori representadas pelos Casos 1 e 2 quando centradas no
valor real, isto é, N ([, vx) apresentaram taxas de cobertura acima do valor nominal,

principalmente quando (v = 1).

5.3 Conclusao do capitulo

Neste capitulo apresentamos alguns resultados de simulacao referentes as abordagens
Classica e Bayesiana. O estudo objetivou avaliar as propriedades assintoticas dos estima-
dores. No proximo capitulo investigamos o impacto de diferentes fun¢des de penalidade

para corrigir o fenémeno da VM no banco de dados de melanoma.
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Capitulo 6

Aplicacao a dados de melanoma

Apresentamos aqui os resultados da andlise do modelo de regressao de Cox sob riscos pro-
porcionais para o banco de dados referente a pacientes com melanoma, que mencionamos
no Capitulo 1. Fatores epidemiolégicos e histopatologicos sao considerados, como por
exemplo: (7) B Género (Feminino); (i) Tipo Histologico (TH) com os seguintes niveis
P31 (Nodular), Bss (Lentiginoso Acral), o nivel extensivo superficial+lentiginoso maligno
que foi assumido como sendo de referéncia; (iii) Indice de Breslow (CB) com os niveis
Ba1 (1-dmm), Baa (> 4mm) e o nivel (< 1mm) foi assumido como sendo de referéncia;
(iv) Ulceragao f5 (Sim); (v) B Mitose ou taxa mitdtica, que é a covaridvel associada ao
problema da VM. O fator é codificado em 1, se o paciente desenvolver a “mitose” e 0,
caso contrario. Metdstase é o evento em estudo e o tempo de acompanhamento (medido
em semanas) vai desde o diagnéstico do melanoma até a data da tultima consulta ou a

data de aparecimento dos primeiros sinais da “metastase”.
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Abordagem Cléassica Abordagem Bayesiana

Cox Firth N(0,1) N(0,5) log-F(1,1) log-F(2,2) log-F(9,9)
31 18.52 2.2214 1.4033 2.7724 3.6909 2.4310 1.0801
By |-0.651 -0.6414 -0.589 -0.6327 -0.6298 -0.6203 -0.531
Bs1 | 0.984 0.9578 1.0376 1.0770  1.0487 1.0465 0.9940
B33 | 0.236 0.2978 0.1721 0.2332  0.2152 0.2114 0.1488
Ba | 0.110 1.0356 0.7312 1.0612 1.0602 0.9221 0.5263
Bz | 0.184 1.7598 1.4229 1.7823  1.7983 1.6486 1.2067
Bs | 0.699 0.6848 0.7925 0.7594  0.7332 0.7656 0.7844

Tabela 6.1: FEstimativas dos parametros baseadas na abordagem Cldssica e Bayesiana
para o banco de dados de melanoma.

Abordagem Cléassica Abordagem Bayesiana

Clox Firth | N(0,1) N(0,5) log-F(1,1) log-F(2,2) log-F(9,9)
61 | 5131.0 1.5003 0.6956 1.4272 2.3215 1.4229 0.5599

g9 | 0.356 0.3554 0.3342 0.3537  0.3484 0.3479 0.3149

031 | 0.449 0.4511 0.3872 0.4535 0.4436 0.4405 0.3667

G392 | 0.634 0.6183 0.5334 0.6292 0.6071 0.5871 0.4515

G41| 0.692 0.6657 0.4875 0.6625  0.6135 0.5894 0.4021

040 | 0.734 0.7147 0.5301 0.6953 0.6505 0.6318 0.4329

05 | 0.385 0.3872 0.3574 0.3910 0.3859 0.3756 0.3390

Tabela 6.2: Estimativas do erro-padrao baseadas na abordagem Classica e Bayesiana para
o banco de dados de melanoma.

As Tabelas 6.1 e 6.2, juntamente com as Figuras e apresentam em geral os
mesmos resultados. Com exce¢do das estimativas do pardmetro associado a covariavel
binaria, todos os demais parametros apresentam estimativas similares para diferentes
funcoes de penalidade tanto na abordagem Classica como Bayesiana. A maior diferenca
entre as estimativas do [5; aparece quando assumimos distribui¢oes a priori N(0,1) e
log-F(9,9), que sdo provavelmente as mais informativas na anélise e centradas no va-
lor errado (em torno de zero) do espago paramétrico. A estimativa (média a posteri-
ori) do pardmetro associado ao fator bindrio “mitose” é menor usando a distribuicao a

priori log-F(9,9), consequentemente, o risco é menor (exp {1.0801} = 2.944974) compa-
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rando com o risco obtido com base na estimativa de maxima verossimilhanca penalizada
(exp {2.2214} = 9.220). Isto é, o risco de um paciente com “mitose” falhar é menor no
caso Bayesiano, quando assumimos distribuiges a priori log-F(9,9) ou N(0, 1), que no
(Classico.

Entre os fatores analisados, o efeito da covariavel género feminino é negativo, pois sua
estimativa penalizada e/ou a média a posteriori para diferentes configuragoes das distri-
buigoes a priori tem um sinal negativo, entretanto, o risco de desenvolver a “metastase”
¢ menor nos pacientes de género feminino que no masculino. Esse resultado é consistente
com os referenciados em alguns trabalhos da area clinica, como por exemplo, Damato
et al.| (2011)) e /Arce et al.| (2014) sustentam que pacientes do género feminino constitui o
grupo com menor risco de desenvolver a “metastase” e melhor sobrevida em relagao aos
do género masculino.

Na Figura comparamos os intervalos de confianca (abordagem Classica) com os
intervalos de credibilidade (abordagem Bayesiana) para um nivel de 95%. Com excegao
da distribuigao a priori log-F(1,1) que apresenta um intervalo de confian¢a com maior
amplitude para o parametro [3;, a abordagem Bayesiana apresentou em geral melhores
resultados do que a Classica. De acordo com as estimativas obtidas no caso Cléssico, os fa-
tores “mitose” e “ulceragao” nao sao importantes no modelo, para o nivel de significancia
que assumimos, com z=2.221/1.500=1.481 e z=0.685/0.387=1.769, respectivamente. No
entanto, para a abordagem Bayesiana, os dois fatores sao importantes no caso em que
assumimos como distribuigao a priori N(0,1), N(0,5) e log-F(9,9). Os fatores TH (No-
dular) e CB (> 4mm) sdao importantes no modelo para as duas abordagens. Para uma
melhor visualizacao, apresentamos nas Tabelas 4 a 10 do Apéndice D os intervalos de
credibilidade para os parametros. Em geral, as estimativas do erro-padrao sao menores

no método Bayesiano que no Classico (Figura [6.2)).
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Capitulo 7

Consideracoes finais

O problema da VM ocorre com frequéncia quando se analisamos dados envolvendo eventos
raros e em pequenas amostras. Este trabalho teve uma contribuicao positiva ao investi-
gar outras fungoes de penalidade para corrigir este fenémeno. A proposta de analise é
baseada na abordagem Bayesiana tendo como um dos focos centrais a comparacao de de-
sempenho com o caso Classico que é baseado na proposta de penalizagao de Firth (1993]).
O ajuste foi referente aos modelos de regressao de Cox e Weibull com riscos proporcio-
nais, onde desenvolvemos um estudo de simulacao assumindo diferentes configuracoes das
distribuicoes a priori para os coeficientes. O objetivo foi identificar a configuracao entre
as estudadas que fornece estimativas com o menor vicio possivel e taxas de cobertura em
torno do valor nominal.

Consideramos dois cendrios com aproximadamente 75% e 25% de amostras com VM,
com porcentagem de censura variando entre 70% e 75%. Nos dois casos, o coeficiente
associado a covariavel binaria apresenta taxas de cobertura abaixo do valor nominal, tanto
para o método de Wald quanto para a verossimilhanca perfilada, suas estimativas sao
muito viesadas para diferentes tamanhos de amostras. Em geral, a abordagem Bayesiana
forneceu melhores estimativas nos dois modelos aqui considerados em comparagdao com
a Classica, pois permitiu reduzir o VR, EQM e EP associados a ;. A abordagem
Bayesiana com o uso de diferentes fungoes de penalidade permitiu também estabilizar
a taxa de cobertura em torno do valor nominal. Concluimos também que o aumento

do tamanho de amostra nao tem uma influéncia direta nas estimativas do pardmetro
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associado a covariavel binéria.

As duas abordagens apresentadas neste trabalho, mostraram que as estimativas dos
parametros que nao sao afetados diretamente pelo problema da VM como por exemplo
[2 € a sao pouco viesadas e apresentam boas propriedades em termos assintéticos.

Os resultados da analise do banco de dados referente a pacientes com melanoma mu-
dam de acordo com a escolha da distribui¢ao a priori. Em geral, a abordagem Bayesiana
teve um bom desempenho em relagao a abordagem Classica, pois foi possivel obter esti-
mativas finitas com erros-padrao relativamente menores. As funcoes de penalidade que
investigamos neste trabalho permitiram identificar alguns fatores importantes no modelo
que nao foram identificados na abordagem Classica, como é o caso da “mitose” e “ul-
ceragao”. Curiosamente, as distribuig¢ées a priori N(0,1) e log-F'(9,9) que apresentaram
resultados ruins no estudo simulado, forneceram valores pequenos para a estimativa do
EP na andlise do banco de dados de melanoma. De forma geral, concluimos que as
distribuicoes a priori N(0,5) e log-F(1,1), indicando maior incerteza a priori, fornece-
ram bons resultados tanto no estudo simulado quanto na analise do banco de dados de
melanoma.

Por fim, parece ser mais sensato trabalhar com distribui¢ées a priori pouco infor-
mativas (maior varidncia) para os coeficientes visando corrigir o problema da VM. Uma
distribuicao com variancia pequena pode determinar maior vicio se estiver centrada no

valor errado.
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7.1 Trabalhos futuros

Uma proposta para trabalhos futuros seria implementar a metodologia de correcao do
viés no contexto Classico baseado no modelo de regressao Weibull. Outro aspecto que
merece especial atencao e que pode ter causado o problema da VM ¢é a presenca dos
missings datas no conjunto de dados de melanoma. Isto porque a VM ocorre quando
descartamos tais individuos com observagoes faltantes nas analises. Como o principal
foco neste trabalho foi estudar a correcao do problema através do método de penalizagao
conforme a proposta de Firth, nao fizemos nenhum estudo sobre os métodos de imputacao.
Diante disso, uma proposta para trabalhos futuros seria usar os métodos de imputacao

na tentativa de resolver o problema da VM neste banco de dados. Propomos também:

e Comprar diferentes modelos usando os critérios AIC, BIC, LPML, entre outros;
e Especificar prioris para os parametros da distribui¢ao log-F e;

e Comparar a razao dos vicios relativos de dois modelos diferentes para o mesmo

banco de dados.
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Apéndice
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Apéndice A: Conceitos adicionais

Estimacao nao-paramétrica

Segundo |[Lee e Wang] (2003) Os métodos nao-paramétricos sao menos eficientes que
os paramétricos, quando os tempos de sobrevivéncia seguem uma distribui¢do tedrica e
mais eficientes quando nenhuma distribuicao tedrica é conhecida. Portanto, os autores
sugerem o uso dos métodos nao-paramétricos para a analise dos dados de sobrevivéncia

antes de tentar encaixa-lo a uma distribuicao teorica.

Caso o objetivo seja de encontrar um modelo adequado para os dados, as estima-
tivas obtidas pelos métodos nao-paramétricos e graficos podem ajudar na escolha da

distribui¢ao dos T', que definimos no Capitulo 1.

Estimador de Kaplan-Meier

Kaplan e Meier| (1958) propuseram um estimador ndo-paramétrico para a fungao
de sobrevivéncia, que é conhecido por estimador de Kaplan-Meier ou estimador limite-
produto. Na sua construcao, o estimador de Kaplan-Meier incorpora informacao de
todas as observagdes disponiveis (censuradas e nao censuradas). Entretanto, ela é uma
adaptacao da funcao de sobrevivéncia empirica que, na auséncia de censuras ¢ definida

como,

() = numero de observagoes que nao falharam até o tempo ¢ t>0
N ntmero total de observacoes no estudo T

Na presenca de censura a direita, o estimador de Kaplan-Meier para a funcao de

sobrevivéncia é dado por:

S0- T1 (1-%).

n.
Ty <t ’
sendo n; o numero de individuos sob risco e d; o ntimero de falhas ocorridas em 7T; detalhes

sao encontrados em (Colosimo e Giolo| (2006)) e (Collett| (2003)).

Algoritmo de Newton-Rapson
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Seja U(B) vetor p x 1 das primeiras derivadas da Eq. em relacao a [, também

conhecida como func¢ao escore é dada por:

U.(8) = dlog L(B) _v {xis B 2 jeR(t) Lis €XP {xj/ﬂ'} }
9Ps i=1 EjeR(tm) exp {x;3'}

Calculada a funcao escore, seja I(B) uma matriz ndo negativa com dimensao p X p,

que é composta pelas segundas derivadas do logaritmo da fun¢do de verossimilhanca,

também conhecida como matriz de informacao observada. Assim, o elemento da k-ésima

linha e s-ésima coluna de I(8) serd dada por:

_82 log L(B)
aﬁsaﬁk

De acordo com o procedimento de Newton-Rapson, uma estimativa do parametro 8

do s 4+ 1 ciclo do procedimento iterativo B,E;SH) sera dado por:

BT = B0 T W)

Para um inteiro s = 0,1, 2, ... sendo U(ﬁk) funcao escore ou de gradientes e I’l(ﬁk) a

inversa da matriz de informacio observada, ambas avaliadas em ;. Esse processo pode

- 0. Ele termina quando a mudanca no logaritmo da

o . 5 (0
ser inciado assumindo que [y
verossimilhanga é suficientemente pequena ou, para um determinado valor de € > 0, a
diferenca absoluta entre ﬁ,isﬂ) e ﬂ,(f) for relativamente pequena.

G(s+1) _ 4(s)
k

i <e, e LB — LAY <e.

Assim que o procedimento iterativo convergir, a matriz de variancia-covariancia dos

parametros estimados sera dada pela inversa da matriz de informacao observada.
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Apéndice B: Conceitos adicionais em inferéncia Bayesiana

Distribuicoes Conjugadas

A partir do conhecimento que se tem sobre 8, pode se definir uma familia paramétrica

de densidades. Nesta caso, a distribuicao a priori sera representada por uma forma fun-
cional, cujos parametros devem ser especificados de acordo com este conhecimento. Esses
parametros indexados a familia de distribui¢oes a priori sao chamados de hiperparametros

para distingui-los dos parametros de interesse.

Defini¢ao: Seja F' = {p(D|fr € B)} uma classe de distribui¢bes amostrais, entdo uma

classe de distribui¢oes P é conjugada a I se,

Vp(D|By) € F e p(B) € P=p(B|D) € P.

Gamerman et al| (2014) alertam para os cuidados na utilizagdo indiscriminada de
distribui¢oes conjugadas. Essencialmente, o problema é que tal utilizacao nem sempre
é uma reparametrizacao adequada da incerteza a priori. A familia conjugada pode ser

obtida da seguinte forma:

e Identifique a classe P de distribuigdes para 8 tal que [(8) seja proporcional a um

membro desta classe.

e A classe P deve ser fechada por amostragem, i.e, VP, e P, € P, 3 k tal que

kPP, € P.

Se além disso existe uma constante k! = [I(8;D)dB < oo e todo P, P, € P ¢
definido como p(B) = kl(B; D) entdo P é uma familia conjugada natural ao modelo

amostral gerador de [(8; D).

Priori nao-informativa: Uma priori ndo informativa é usada quando nao existe in-
formacao priori inicial palpavel quer de natureza objectiva ou subjetiva, frequentemente
chamado de estado de “ignorancia a priori”, ou quando o conhecimento a priori é pouco
significativo relativamente a informacao amostral, o chamado estado de conhecimento

“vago ou difuso”.
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Método de Bayes-Laplace: O método de Bayes-Laplace ou principio da razao insu-
ficiente diz que na auséncia da razao suficiente para privilegiar algumas possibilidades
em detrimento de outras, decorrente da escassez informativa a priori, deve-se adotar a
equiprobabilidade.

Para o espago paramétrico finito e numeravel 8 = (f, ..., 8,), a distribuigao a priori

nao-informativa gerada por esse argumento ¢é a distribuicao uniforme discreta:

p(ﬁk):17 B €B
p

Distribuicao a postertori conjunta e marginais

No modelo de regressao Wibull temos que:

p(a, B|D) x a” exp {7")\ + Zn: (0;(cv — 1) log(t;)) — exp {A} tf‘} p(B),

=1

sendo p(f) a distribuig¢do a priori discutida no Capitulo 3, r = Y-, §; e A = exp {,lei}.
As distribui¢oes marginais para os pardmetros quando assumimos que o ~ Gama(¢, 6)

e fr ~ N(my,vx) sao dadas por:

p(a|B, D) o< o’ exp {CYZ@ log(t;) — af — exp {x; 08} t?} :

i=1

(51l 6o, D) o exp { iy — exp (x5 — 5= (5 — 260m) }.

p(Bala 60, D) o exp { s — exp (i1 — - (5 — 26m) }.

No modelo de Cox teremos a seguinte distribuicao conjunta para os coeficientes.

p(ﬁ\D)ocﬁ(Z exp {8} )pw).

i=1 JER(t(s)) OXP {X;'B}

lembrando que R(t(;) representa o conjunto de todos individuos sob risco de falhar em

t@). As distribui¢oes marginais sao dadas por:
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05
p(B1|B2, D O(H(Z eXP{XlBl}, ) p(B1).

i=1 JER(t(y) EXP {Xj’B}

05
o(alf. D exp {xs62} ) 5.
2’ 1 Zr[l (ZJ'GR(t(i))eXp {Xj'B} P

Apéndice C: Resultados adicionais do estudo simulado

Apresentamos a seguir algumas tabelas e graficos relacionados ao modelo de regressao

Weibull.

n VR; VR, VRs EQM; EQM, EQMs EP; EP; EPs Cobs Cobs, Cob,
50 -3.89 -3.97 650  0.16 0.0 0.1 0.39 0.31 0.31 100.00 95.50 95.80
200 -3.90 0.06 0.99  0.17  0.02 0.02 040 0.15 0.13 99.80 94.00 95.10
600 -4.38 0.25 0.39  0.15 0.0l 0.0l 0.38 0.09 0.08 99.90 94.00 93.70
1000 -4.38 0.07 050  0.16  0.00 0.0 0.39 0.06 0.06 99.90 94.80 94.20

Tabela 1: Resultado das simulacdoes para a abordagem Bayesiana baseados no modelo de
Weibull com riscos proporcionais assumindo distribuicoes a priori N (B, 1).

n VRBI VRBQ VR@ EQMBl EQ]Wﬁ2 EQM@ EPBI EPB2 E.Pd Cobgl 00652 COba
500 -32.43 -3.44 9.72 1.38 0.12 0.14 098 0.34 0.35 98.80 94.60 94.20
200 -32.94 -0.87 1.78 1.37 0.02 0.02 097 0.15 0.14 98.40 95.20 94.20
600 -29.04 -0.57 0.69 1.24 0.01 0.01 0.95 0.08 0.08 99.00 94.30 94.60
1000 -31.53 0.03 0.40 1.23 0.00 0.00 092 0.06 0.06 98.80 95.10 94.50

Tabela 2: Resultado das simulacdes para a abordagem Bayesiana baseados no modelo de
Weibull com riscos proporcionais assumindo distribuicoes a priori N (B, 5).

n VRg VRs, VR, EQMs EQMjs, EQM, EPs EPs;, EP, Cobg Cobs, Cob,
50 75.91 17.12 539 2397  0.088 0.099 0.30 027 031 840 94.00 95.80
200 75.03 5.57 0.97 2361 0023 0018 033 0.14 0.13 10.00 93.00 95.10
600 73.35 1.90 0.9 2247 0.064 0.006 0.31 0.08 0.08 10.30 94.80 94.20
1000 74.14 1.00 0.11 2295 0004 0.003 031 006 0.06 9.30 9480 94.80

Tabela 3: Resultado das simulac¢des para a abordagem Bayesiana baseados no modelo de
Weibull com riscos proporcionais assumindo distribuicoes a priori log-F(9,9).
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n  VRg, VR, VR, EQMs EQMjs, EQM, EPs EPs, EP, Cobg, Cobs, Cob,
50 -179.54 3.39 7.99 110.270 0.109 0.122 9.87 0.33 0.33 93.20 94.70 94.90
200 -347.53 2.05 2.18 8891.812 0.020 0.019 94.09 0.14 0.14 91.30 95.30 95.20
600 -203.13 -0.16 0.71 396.233 0.007 0.006 19.50 0.08 0.08 90.50 93.80 94.80
1000 -232.33 0.42 0.27 1611.595 0.004 0.003 39.89 0.06 0.06 93.00 93.70 95.70

Tabela 4: Resultado das simulacdes para a abordagem Bayesiana baseados no modelo de
Weibull com riscos proporcionais assumindo distribuicoes a priori Cauchy(0,1.2).
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Figura C.1: Boxplots e histogramas para o Caso 1 do método Bayesiano.
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Figura C.2: Bozplots e histogramas para o Caso 2 do método Bayesiano.
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Figura C.3: Bozplots e histogramas para o Caso 3 do método Bayesiano.
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Figura C.4: Boxplots e histogramas para o Caso 4 do método Bayesiano.
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As tabelas e graficos mostrados a seguir sao referentes ao modelo de regressao de Cox.

n VR, VR, EQM, EQM, EP; EP; Cobs Cobs,
50 -3.39 -12.06  0.15  0.12 0.38 0.34 99.80 95.70
200 -4.35 -248  0.16  0.02 038 0.15 99.00 95.30
600 -4.13 -0.90  0.16  0.00 0.39 0.09 99.00 94.30
1000 -4.29 0.10 0.6  0.00 0.39 0.06 99.90 95.50

Tabela 5: Resultado das simulac¢des para a abordagem Bayesiana baseados no modelo de
regressao de Cox com distribui¢oes a priori N(By, 1) para os coeficientes.

n VRBl VRﬁ*2 EQMBl EQ]WB2 EPﬁ*l EPBZ Cobgl

00652

o0 -27.75
200 -30.80
600 -30.77

1000 -31.44

-16.55

-2.66
-0.95
0.07

1.24
1.22
1.24
1.26

0.18
0.02
0.01
0.00

0.96
0.91
0.93
0.94

0.41
0.16
0.09
0.06

99.10
98.90
98.50
98.60

94.70
94.90
94.00
95.20

Tabela 6: Resultado das simulacoes para a abordagem Bayesiana baseados no modelo de
regressao de Cox com distribui¢io a priori N(fBy,5) para os coeficientes.

n VR; VR, EQM; EQMj; EP; EP, Cobs Cobg,
50 79.24 14.16 257.75  8.65 0.26 0.27 4.40 95.00
200 75.01 3.07 233.35  2.14 029 0.14 810 94.70
600 74.66 0.83 23211  0.75 0.30 0.09 10.20 94.50
1000 74.26 1.13 229.68 042 0.30 0.06 10.60 95.40

Tabela 7: Resultado das simulacoes para a abordagem Bayesiana baseados no modelo de
regressao de Cox com distribui¢ées a priori log-F(9,9) para os coeficientes.

%)



Tabela 8: Resultado das simulacoes para a abordagem Bayesiana baseados no modelo de

n VRy VR, EQMs; EQM; EP; EP, Cobs Cobg,
50 -214.74 -13.13 138.93  0.18 10.98 0.41 96.60 94.90
200 -215.37 -1.96 96.34  0.02 882 0.15 96.60 94.90
600 -238.16 -0.73 171.01  0.01 12.18 0.09 96.20 94.70
1000 -235.81  0.17 141.00  0.00 10.90 0.07 96.20 94.30

regressao de Cox com distribuicio a priori Cauchy(0,1.2) para os coeficientes.
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e histogramas para o Cendrio 1 do método Classico.
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Apéndice D: Resultados adicionais relacionados aos dados de melanoma

As tabelas a seguir investigam intervalos de credibilidade e apresentamos, logo depois,

alguns graficos exploratérios.

Priori Ly Ly Média Priori Ly Lgup Média

N(0,1) 0.12099261 2.840334 1.429305 N(0,1) -1.2423462 0.0656280 -0.59535

N(0,5)  0.38586034 5.606414 2.706946 N(0,5) -1.2975625 0.0994444 -0.63252
log-F(1,1) -0.32919201 8.196091 3.584699  log-F'(1,1) -1.2920473 0.0724753 -0.63783
log-F'(2,2) -0.05645063 5.174841 2.369354  log-F'(2,2) -1.3234233 0.0222132 -0.62521
log-F'(9,9) 0.02432665 2.257186 1.090222  log-F'(9,9) -1.1363448 0.1184297 -0.53278

Tabela 9: ICy59 para ;. Tabela 10: 1Cq59, para Ss.

Priori Ly Lgup Média Priori Ly Lgup Média

N(0,1) 0.2856954 1.7943540 1.061344 N(0,1) -0.9556892 1.1745972 0.189234

N(0,5)  0.1256627 1.8968989 1.048561 N(0,5) -1.0355896 1.3884391 0.213466
log-F(1,1) 0.1498070 1.9241898 1.069327 log-F(1,1) -1.0540135 1.3772816 0.230052
log-F'(2,2) 0.1926840 1.8599387 1.044058  log-F'(2,2) -0.8613425 1.3676267 0.225072
log-F(9,9) 0.3334411 1.7388682 0.998716 log-F'(9,9) -0.6881769 1.3676267 0.141906

Tabela 11: ICy5y para (3. Tabela 12: ICy59 para [3s.

Priori Liny Lgup Média Priori Liny Lgup Média

N(0,1)  -0.180988 1.6068529 0.695485 N(0,1)  0.48422781 2.3811598 1.396758

N(0,5) -0.248949 2.2794884 1.058796 N(0,5) 0.49338881 3.0870034 1.785627
log-F'(1,1) -0.150315 2.2859193 1.008949  log-F'(1,1) 0.49959656 3.0207637 1.733056
log-F'(2,2) -0.049637 2.1393103 0.952975 log-F(2,2) 0.52529098 2.8801831 1.677106
log-F'(9,9) -0.193598 1.3240684 0.540839 log-F(9,9) 0.37299237 2.0311825 1.217437

Tabela 13: ICy5y, para (4.

62

Tabela 14: 1Cq59 para Bys.



Priori Liny Lgup Média

N(0,1) 0.0555745 1.454729 0.7989417

N(0,5) 0.0600994 1.567776 0.7615555
log-F'(1,1) -0.0339157 1.457956 0.7539663
log-F'(2,2) -0.0685803 1.441123 0.7690262
log-F'(9,9) 0.1030674 1.451114 0.7861393

Tabela 15: [Cy59 para (s.
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Figura D.1: Grdfico das cadeias e boxplots para a distribuicdo a priori do Caso 1.
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Figura D.2: Grdfico das cadeias e boxplots para a distribuicdo a priori do Caso 2.
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Figura D.3: Grdfico das cadeias e boxplots para a distribuicdo a priori do Caso 3.
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Figura D.4: Grdfico das cadeias e boxplots para a distribuicdo a priori do Caso 4.
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