Generalizacao do procedimento de Regularizacao Im-
plicita para ordens superiores em teorias de calibre
abelianas

Edson Wander Dias

Novembro de 2008



Generalizacao do procedimento de regularizacao
implicita para ordens superiores em teorias de calibre
abelianas

Edson Wander Dias

Orientadora: Profa. Maria Carolina Nemes

Co-orientador: Prof. Anténio Paulo Baéta Scarpelli

Tese apresentada a UNIVERSIDADE FEDERAL
DE MINAS GERAIS, como requisito parcial para
a obtencao do grau de DOUTOR EM CIENCIAS.

Novembro de 2008



Aos meus pais Vicente e Maria Licia

sem palavras...

e para quem, com muito amor,fez da minha vida
uma parte da sua

Mariza



Ando devagar porque jd tive pressa

e levo esse sorriso porque ja chorei demais...
Hoje me sinto mais forte, mais feliz, quem sabe
FEu so levo a certeza

de que muito pouco eu sei

Eu nada sei

Conhecer as manhas e as manhas,

o sabor das massas e das macas

€ preciso paz pra poder Sorrir

E preciso chuva para florir

Penso que cumprir a vida seja simplesmente
Compreender a marcha

e ir tocando em frente

Como um velho boiadeiro levando a boiada
FEu vou tocando os dias

pela longa estrada eu vou

Estrada eu sou

Conhecer as manhas e as manhas,

o sabor das massas e das macas

€ preciso paz pra poder sorrir

E preciso chuva para florir

Todo mundo ama um dia, todo mundo chora
Um dia a gente chega, no outro vai embora
Cada um de nos compoe a sua historia

E cada ser em st carrega o dom de ser capaz
De ser feliz

Conhecer as manhas e as manhas,

o sabor das massas e das macas

€ preciso paz pra poder Sorrir

E preciso chuva para florir

Ando devagar porque jd tive pressa

e levo esse sorriso porque ja chorei demasis...
Hoje me sinto mais forte, mais feliz, quem sabe
FEu so levo a certeza

de que muito pouco eu sei

Eu nada ses. ..



iii

Agradecimentos

“ Amigo € coisa pra se guardar
do lado esquerdo do peito...”

Milton Nascimento !

Esta talvez seja a melhor parte desta tese. E, mais do que um espaco,
um momento em que posso reverenciar e agradecer tantas pessoas que con-
tribuiram para minha formacao profissional e humana... tantas pessoas que
fazem parte da minha vida. E um momento em que fico muito contente, em
poder me relembrar de tantas pessoas que contribuiram para que esse tra-
balho pudesse ser concluido. Como nao convém confiar na minha memdria,
antecipo minhas sinceras desculpas a quem porventura eu esqueca. No meu
coracao, entretanto, todos vocés sempre serao lembrados;

Agradeco a Profa. Maria Carolina Nemes, que acompanhou essa tra-
jetéria desde os tempos do mestrado, por todo esse periodo de orientagao e
trabalhos, por toda a paciéncia e aceitacao de nossas dificuldades. "Carol”,
obrigado por toda a confianga em mim depositada, mesmo que no fundo, eu
nao a merecesse. Aproveito para pedir minhas sinceras desculpas por algo
que eu nao tenha feito a contento;

Agradeco ao meu co-orientador e acima de tudo grande amigo, Prof.
Antonio Paulo Scarpelli (Tonhao, o mago das integrais de Feynman), pela
grande parceria estabelecida durante a execugao do trabalho e sua inestimavel
contribuicao, sem a qual uma linha sequer deste trabalho teria sido produzida.
Exemplo de humildade a ser seguido por qualquer ser humano;

Aos colaboradores, e acima de tudo, amigos, do grupo de Teoria Quantica
de Campos: Marcos Sampaio, Magneto(Carlos) e Luiz Kléber, com os quais
muito pude discutir e aprender ao longo dos tltimos tempos. Em especial,
agradeco ao Kléber, que foi uma banca diaria para meu trabalho, com seus
questionamentos sempre importantes.

Agradecgo a todos os meus professores da Pos-Graduagao na Fisica, por
sua competéncia e dedicacao e pela sélida formagao que nos proporcionaram.

trecho inicial de "Cancdo da América”, de Milton Nascimento



v

Em especial, agradeco aos professores Joao Antonio Plascak, Jafferson Kam-
phorst, Sebastiao Padua e Paulo Sérgio Guimaraes.(”If I have seen further,
it is by standing on the shoulders of giants.- Sir Isaac Newton)

Ao professor Luiz Paulo Vaz, com quem pude trabalhar enquanto profes-
sor substituto do Departamento de Fisica, na disciplina de Fundamentos de
Mecanica. Um exemplo de dedicacao, compromisso e seriedade no trabalho.

Agradego aos funcionarios de todos setores do Departamento de Fisica,
que fazem com que tenhamos as melhores condicoes de trabalho possiveis.
Registro meu agradecimento especial as secretarias da Pos-Graduagao Mar-
luce e Ieda, que muito me acalmaram nos momentos dificeis do trabalho. E a
Shirley e Clarissa, nossas bibliotecarias, agradecimentos por tanta gentileza
e presteza para com os alunos da pods-graduacao;

Agradeco aos professores e funcionarios do Departamento de Fisica da
UFSJ, onde trabalhei na primeira parte do doutorado, e onde fiz diversas
disciplinas da Fisica ainda na graduacao. Agradecimento especial ao pro-
fessor Heron Caldas, com quem comecei a desenvolver um primeiro projeto
neste doutorado, e que muito me ensinou sobre a postura que um pesquisador
precisa ter. Impossivel nao agradecer ao professor André Luiz Mota, grande
amigo e orientador, com quem trabalhei durante muitos anos e que comecou
a abrir caminho para que eu ingressasse na Fisica.

Aos amigos da época de graduacdao, com quem adquiri boa parte do
conhecimento que me serviu de suporte no mestrado e no doutorado. Agra-
decimentos especiais a Erivélton Nepomuceno (Cabegudo), Alexandre Grossi
(Ventania), Carlos Eduardo (Cadu), Rodrigo Peniche(Coitadinho) e Luciano
Arruda; " We are the champions, my friends...”

A todos os companheiros da eterna Republica Selvagem, que fizeram toda
essa caminhada mais prazerosa e, inegavelmente, divertida. Ser filho tnico,
CcOMO NO Meu ¢aso, NAo precisa ser sinénimo de nao ter irmaos, e é assim que
considero todos vocés: Edgar Furtado (Menino de Deus), Leonardo Bonato,
Jean Venato, Dénis, Marcello Talarico, Geraldo Rocha, Eduardo (Tomelli),
David (Bin Laden), Brenno (Picareta), Don Diego, Luellerson (Luciano),
Marcos Flavio (Bililiu Kick Head) (Viva a Jumentadall! ”...and I need you...
and you need me...”);

Aos grandes amigos que fiz na pds-graduacao e com quem tanto aprendi



ao longo destes anos de mestrado e doutorado. Em especial, ao Humberto

Y

Lemos (companheiro de sofrimento com o Galo), aos "vigosenses”’Damido,
Mario, Magneto (Carlos) e Leonardo (Léo Diagonal), ao Rébson (Faxineiro
do Conselho), com quem tive debates sempre equilibrados sobre a rivalidade
do futebol mineiro, e ao grande amigo e irmao Mércio Rocha (Cearense,
cabra bruto e Presidente de Honra do Conselho). Amigos, jamais chegaria
aqui sem a parceria de vocés em tantos momentos...(” Vocé é meu amigo de

fé, meu irmao camarada...”)

Ao sr. Momofuku Ando (in memorian), inventor do macarrao nissin
lamen, o qual serviu de refeicao saborosa em muitas madrugadas;

A todos os meus professores, de todas as épocas da minha vida. Do en-
sino primério ao ensino superior. Meus agradecimentos especiais a "Tia Lur-
dinha”(que me alfabetizou), aos professores de Matemética do ensino funda-
mental, Levi e Maria Carmem (o primeiro por acreditar em mim... a segunda
por me reprovar na sexta série), ao prof. Ricardo Rossetti (a quem agradego
o razoavel portugués que tenho); ao prof. Edson, profissional brilhante e ser
humano fantéstico, grande incentivador desta caminhada; e ao grande prof.
José Antonio Bortoluz, meu professor de Fisica no segundo grau, que foi o
primeiro a me despertar o interesse por essa ciéncia maravilhosa;

Aos amigos da Abadia Sao Francisco, companheiros de jornada e com
quem consigo aprender muitas coisas novas, "Sultao”(José Maria), "Juca”(Hemerson)
e "Barbudim”(Ronaldo Guimaraes). Agradeco a vocés o bom humor cons-
tante e a amizade, que contribuiram para a finalizacao deste trabalho; ("In
nomini Christi, Amen...”)

As minhas tias, Maria Aparecida e Maria Dolores, que tanto ajudaram
com o zélo pela saiide de minha mae nos ultimos anos, proporcionando a
tranquilidade necessaria para o andamento do meu trabalho.

A coordenacao do Pré-Vestibular Comunitario Dom Orione, especial-
mente para Marcolina e Elci, que me deram uma oportunidade impar de
poder partilhar meu conhecimento e contribuir para a formacao de jovens
carentes.

Aos queridos amigos Atila, Sebastian, José, Wally, Elvis, Nick e sua
familia... é muita gente!! Vocés fazem o mundo mais lidico e divertido.
Obrigado a todos voceés, queridos amigos...



vi

Aos meus sogros, Maria Auxiliadora e Antoénio, aos quais tenho como
novos pais, e que sempre me acolheram com tanto carinho. "Dona’Dora,
"Mestre”Antonio, vocés moram no meu coragao!!

Aos meus pais, Maria Licia e Vicente, que nunca mediram esforcos para
que eu atingisse meus objetivos. A voceés dois, sempre faltara palavras para
expressar minha gratidao... Papai e Mamae, amo voces!!

A minha noiva, Mariza, com quem tentei compartilhar os momentos mais
importantes da minha vida nos tltimos anos ("Fu nunca disse que iria ser
a pessoa certa pra vocé mas sou eu quem te adora... ). Que esteve sempre
ao meu lado, principalmente nas horas dificeis. Que é a pessoa com quem
mais discuto neste mundo, que é quem vive comigo os melhores momentos da
minha vida... inegavelmente por ser a pessoa que mais amo neste mundo...
("Eu nao sei parar de te olhar... Eu nao sei parar de te olhar...”)

A Deus, o maior dos fisicos, por me conceder forca em todas as horas
(mesmo quando eu insisti em nao acreditar) e por criar o maravilhoso mundo
das particulas elementares para que pudéssemos compreendeé-lo...



vil

Resumo

Neste trabalho, propomos uma generalizagao do procedimento de Re-
gularizagao Implicita para ordens além da primeira ordem na expansao em
loops, no contexto de teorias de calibre. Nesta extensao do procedimento, as
divergéncias ultra-violeta sao escritas em termos de integrais nos momentos
internos aos loops, enquanto as identidades de Ward-Slavnov-Taylor sao con-
troladas pela eliminacao dos chamados termos de superficie, que sao obtidos
através de integrais em momentos internos aos diagramas em que o integrando
possui indices de Lorentz. Como exemplos de ilustracao, aplicamos o pro-
cedimento de Regularizacao Implicita em dusa teorias de calibre abelianas,
nao-massivas: a eletrodinamica escalar e a eletrodinamica espinorial, tratadas
na ordem de dois loops. Na QED espinorial, calculamos a fungao  do grupo
de renormalizacao a dois loops, um calculo que serve como um teste para o
procedimento de Regularizacao Implicita, visto que tal parametro depende
do contratermo da funcao de onda do campo eletromagnético.

Como uma segunda contribuicao, estabelecemos uma sistematizagao do
calculo multiloop de amplitudes de probabilidade para teorias nao-massivas,
no contexto da Regularizacao Implicita. Determinamos uma estrutura geral
para o conteudo ultra-violeta da teoria e identificamos todos os termos poten-
cialmente violadores da simetria de calibre. Em especial, desenvolvemos uma
técnica para o calculo da parte finita de integrais multiloop para teorias nao-
massivas, ja que técnicas usuais (como os polinémios de Gegenbauer) para o
calculo em ordens superiores para teorias nao-massivas nao sao adequadas na
Regularizacao Implicita. Usando uma identidade matemaética conhecida os
integrandos podem ser colocados numa forma adequada para que possamos
usar a Parametrizacao de Feynman. Isso torna o processo de calculo simples
e permite sua sistematizacao para integrais tipicas de n-loops. A relevan-
cia das chamadas relagoes de escala é acentuada através do cancelamento
direto dos termos que sao dependentes de massas ficticias introduzidas para
proteger a amplitude contra divergéncias infra-vermelhas.
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Abstract

We extend a constrained version of Implicit Regularization (CIR) beyond
one loop order for gauge field theories. In this framework, the ultraviolet
content of the model is displayed in terms of momentum loop integrals order
by order in perturbation theory for any Feynman diagram, while the Ward-
Slavnov-Taylor identities are controlled by finite surface terms. To illustrate,
we apply CIR to massless abelian Gauge Field Theories (scalar and spinorial
QED) to two loop order and calculate the two-loop beta-function of the
spinorial QED.

As a second contribution, we establish a systematization of the calcula-
tion of multiloop amplitudes of massless models with Implicit Regularization.
We show that the ultraviolet content of such amplitudes have a simple struc-
ture and it permits as a byproduct the identification of all the potential
symmetry violating terms, the surface terms. Moreover, we develop a tech-
nique for the calculation of the finite part of multiloop integrals coming from
amplitudes of massless theories in connection with Implicit Regularization
(IR). The usual techniques for calculation at a superior order in massless
theories are not applicable in the context of IR. We use a well known mathe-
matical identity to express the integrand in an adequate form to use Feynman
parametrization. This renders the process of calculation simple and permits
the systematization of the calculus for a typical n-loop integral, with a direct
cancelation of the fictitious mass introduced by the procedure of IR.
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CapiTULO 1

Introducao

“Farly attempts at constructing realistic models
for the weak interaction were offset by the
emergence of infinities, hence meaningless, ex-
pressions when one tried to derive the radiative
corrections. When models based on gauge theories
with Higgs mechanism were discovered to be
renormalizable, the bothersome infinities disap-
peared - they cancelled out. If this sucess

seemed to be due to mathematical sorcery, it may
be of interest to explain the physical insights

on which it is actually based.“

A Teoria Quantica de Campos (TQC)é considerada uma das teorias de
maior sucesso na Fisica. A precisao dos resultados na Eletrodinamica Quan-
tica, como o calculo do momento magnético anomalo do elétron e do Lamb
shift entre outros, proporcionou grande confianca nas ferramentas e inter-
pretagoes da Teoria de Campos. Entre outros sucessos da TQC, podemos
citar o Modelo Padrao de interacoes elementares, que unificou as interagoes
fracas com o Eletromagnetismo, e com a Cromodinamica Quéantica (QCD),
que descreve o setor das interagoes fortes.

Apesar desse grande sucesso, ela ainda sofre com alguns problemas no
contexto de calculos perturbativos: as correcoes radiativas, cujas amplitudes
de probabilidade sao normalmente divergentes no limite de altos valores do
momento das particulas virtuais, ou ainda no caso de teorias nao massi-

!Nobel lecture de 1999 - A confrontation with infinity, de Gerard 'tHooft



vas, as chamadas divergéncias infravermelhas, peculiares no regime de baixos
valores do momento. Para superar esse problema e extrair resultados fisi-
cos confidveis, os chamados esquemas de regularizacao e renormalizacao sao
empregados. O primeiro pode ser compreendido, grosso modo, como uma
forma de se redefinir as amplitudes de probabilidade, mudando a estrutura
do integrando (como no esquema de regularizacao de Pauli-Villars) (55), a
dimensao espago-temporal (regularizacao dimensional)(33), (36), (34), (35)
ou ainda usando um cut-off no limite superior das integrais. A regulari-
zagao por cut-off é comumente usada no estudo perturbativo de processos
em baixas energias em modelos efetivos, como no modelo de Nambu-Jona
Lasinio, que é um prototipo da QCD em baixas energias. Outro problema no
calculo perturbativo em teorias quanticas de campo ¢é o surgimento de quan-
tidades finitas, porém arbitrarias, que sao fruto do esquema de regularizacao
adotado para se tratar amplitudes divergentes. Segundo Jackiw (48), am-
biguidades sao caracteristicas do calculo perturbativo em Teoria Quantica de
Campos. Elas devem ser fixadas por critérios fisicos, seja por alguma relacao
de simetria ou seja pelos valores experimentais de algum parametro fisico.

Atualmente, as atengoes da comunidade de Fisica de Particulas e de
Teoria Quantica de Campos estao voltadas para os experimentos a serem
realizados no LHC (Large Hadron Collider) e nos experimentos envolvendo
colisdes em altas energias do tipo ete™, nos quais espera-se que sejam con-
firmadas a existéncia do bdoson de Higgs e a existéncia de particulas super-
simétricas. Teorias baseadas na supersimetria sao largamente aceitas como
a extensao natural do Modelo Padrao. As teorias supersimétricas prevéem a
existéncia de um parceiro supersimétrico escalar para cada férmion quiral no
Modelo Padrao, e parceiros supersimétricos fermionicos para cada bdson de
calibre e para cada escalar de Higgs. Além da deteccao direta de particulas
supersimétricas e bésons de Higgs, efeitos supersimétricos poderao ser visu-
alizados por meio de efeitos virtuais de particulas adicionais, os chamados
observéveis de precisao (6), que exigiriam uma grande precisdo tanto dos
resultados experimentais quanto das predicoes tedricas. Os parametros de
maior relevancia nesse grupo sao a massa do boson W, My, o angulo efe-
tivo fraco leptonico , sin®(f.rf), o momento magnético anémalo do mion,

(9—2)p

a, = 5", amassa do béson de Higgs mais leve, my.

A necessidade de alta precisao em tais predices teéricas no Modelo
Padrao e no Modelo Padrao Minimamente Supersimétrico nos exige entao



o célculo de correcoes radiativas de ordens mais elevadas. Como sabemos, o
calculo de tais correcoes é contaminado pelo aparecimento de divergéncias nas
amplitudes de probabilidade para cada processo. Assim, o tratamento con-
sistente de tais amplitudes exige o uso de um procedimento de regularizacao
que dé sentido para tais expressoes originalmente divergentes. A Regulari-
zacao Dimensional (33) é um dos mais poderosos métodos de regularizacao,
mas ela nao deve ser usada quando estamos lidando com teorias cujo con-
teddo de simetria depende da dimensao do espaco-tempo, em especial teorias
com objetos violadores de paridade, tais como a matriz 5 ou o tensor to-
talmente anti-simétrico €,,,5. Essa situacao ocorre, por exemplo, em teorias
supersimétricas (que sé sao definidas estritamente em dimensoes especificas),
teorias quirais (nas quais a matriz 75 estd presente nos operadores de projegao
quiral) e teorias topoldgicas, como o modelo de Chern-Symons com geragao
topoldgica de massa. Em teorias supersimétricas, por exemplo, a extensao
analitica de quatro para d dimensoes conduz a um desajuste entre os graus
de liberdade fermionicos e bosonicos da teoria, originando uma quebra de
simetria nas relagoes supersimétricas. Um tratamento mais pragmatico para
teorias supersimétricas foi desenvolvido por Siegel no final dos anos 70(1),
(2), que é a Reducao Dimensional (RedD) (3), (4), (5), (7), (20), (21), (22),
(23), (24), (25), (26) onde a algebra de Clifford é implementada na dimen-
sao fisica da teoria, e as integrais em loops sao estendidas analiticamente
para d dimensoes. Embora apresente certas inconsisténcias matematicas e
nao possa ser estendida para ordens arbitrarias da expansao em loops, RedD
tem sido aplicada com sucesso quando usada com o intuito de preservar as
identidades de Slavnov-Taylor supersimétricas. Outra estratégia usualmente
empregada é o uso das chamadas high covariant derivatives (10), juntamente
com algum esquema de regularizacao, como Pauli-Villars ou mesmo Redugao
Dimensional. Embora qualquer procedimento de regularizacao possa ser uti-
lizado, desde que alguns procedimentos sejam adotados, um esquema de re-
gularizagao invariante e consistente, amigavel do ponto de vista do céalculo
das integrais e que seja capaz de preservar as simetrias de teorias que sao
bem definidas somente em dimensoes especificas ainda nao existe. Nao h4,
por exemplo, um esquema que seja capaz de preservar a supersimetria e a
invariancia de calibre simultaneamente. Quando dizemos que qualquer es-
quema de regularizacao poderia ser empregado, devemos salientar que isso
pode ser feito, desde que tenhamos dominio sobre os eventuais termos que
quebram simetrias desejadas da teoria. Tais termos sao, entao, eliminados
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pela adocao de contratermos restauradores de simetria, que sao contratermos
de natureza distinta daqueles utilizados para a remocao de divergéncias do
calculo perturbativo. Em teorias supersimétricas, por exemplo, a introducao
de contratermos restauradores de simetria é empregada ordem a ordem na
teoria de perturbacao, com o objetivo de que sejam satisfeitas as identidades
de Ward-Slavnov-Taylor, juntamente com o procedimento de renormaliza-
¢ao algébrica (11), (12), (13), (14), (15). A idéia de se associar termos de
superficie e variaveis de integracao com a preservagao das identidades de
Ward-Slavnov-Taylor convencionais e supersimétricas nao é nova. De fato,
em um procedimento denominado pré-requlariza¢io(8), (9), verificou-se em
alguns exemplos que uma escolha particular do shift nos momentos de in-
tegracao em conjunto com a regularizacao dimensional poderia ser usada a
fim de se preservar a invariancia de gauge e a supersimetria. Em um certo
sentido, a Regularizagao Implicita caminha em direcao oposta: a eliminagao
dos termos de superficie, que também conduz a invariancia por roteamento,
é condicao necessaria para preservar a invariancia de calibre.

Isso motiva a busca por um esquema de regularizacao e renormalizacao
que, além de preservar as simetrias do modelo, seja amigavel do ponto de vista
de céalculo das amplitudes de probabilidade. Tal esquema de regularizacao
deve possuir as seguintes caracteristicas:

1. funcionar diretamente na dimensao fisica do modelo;

2. preservar todas as simetrias de maneira automatica, para teorias sem
conteiudo anomalo;

3. tratar as anomalias de maneira adequada;

4. ser aplicavel a teorias nao-massivas originalmente livres de divergén-
cias infravermelhas de maneira segura, mantendo a teoria livre de tais
divergéncias;

5. nao exigir a adocao de novas estruturas na lagrangeana da teoria;

6. nao ser complicado do ponto de vista do cdlculo das integrais de Feyn-
man;

H& algum tempo, um procedimento de regularizagao no espago dos mo-
mentos que compartilha algumas das caracteristicas da Regularizacao Diferencial (47)
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(que é executada com as amplitudes escritas como distribuigdes no espago das
configuragoes) foi proposto, tendo sido usado com grande sucesso em muitas
teorias, procedimento este denominado Regularizagdo Implicita(40). Entre
varios testes para a Regularizacao Implicita, podemos citar diversos traba-
lhos com célculos a um loop (colocar referéncias), o célculo da fungao beta
a trés loops em uma teoria supersimétrica usando o calibre de Wess-Zumino
(44), teorias de calibre abelianas e nao-abelianas, o célculo do momento mag-
nético anomalo do elétron em uma lagrangeana com supergravidade (65). Foi
também usada para tratar uma extensao bosonizada do modelo de Nambu-
Jona Lasinio (56), (64) em que a fixagdo de ambiguidades resultantes do
esquema de regularizacao foi ditada pela invocacao da satisfacao da simetria
quiral, (66) em que obteve-se melhora significativa na precisao dos resulta-
dos fenomenoldgicos fornecidos pelo modelo, como o raio eletromagnético do
pion. Recentemente, um trabalho que mostra a equivaléncia entre o procedi-
mento de Regularizagao Implicita e a Regularizacao Diferencial a um loop foi
publicado (42). A idéia bésica do procedimento de Regularizagao Implicita é
assumir, antes de manipular os integrandos e de uma forma implicita a pre-
sencga de algum esquema ou funcao de regularizagao como parte das integrais
originalmente divergentes com o objetivo de separar sua parte dependente
da regularizacao da parte finita, que deve ser independente da regulariza-
¢ao empregada. Tal esquema, por exemplo, pode ser um simples cut-off,
como veremos mais tarde. Isso pode ser feito apenas aplicando uma simples
identidade algébrica no integrando e é similar a aplicacao de operadores de
Taylor nos integrandos de amplitudes no formalismo de BPHZ (61), (62),
(63) com a vantagem de nao modificar a estrutura do integrando. As partes
divergentes sao escritas somente em termos do momento interno nos loops
e nao precisam ser avaliadas. A independéncia das integrais divergentes do
momento externo ¢ uma caracteristica altamente desejavel, ja que somente
precisaremos de contratermos locais na lagrangeana do modelo, a fim de se
eliminar eventuais divergéncias que surgem no calculo perturbativo. Além
disso, essas integrais divergentes podem ser escritas como uma funcao de um
parametro de massa arbitrario que toma o papel de escala na equagao do
grupo de renormalizacao.

Apoés separar esse conteiudo divergente, podemos adotar algum esquema
de subtracao, ao estilo subtracao minima, para definirmos os contratermos
exigidos para eliminar quantidades divergentes e obtermos a lagrangeana
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fisica da teoria.

Uma caracteristica fundamental da Regularizacao Implicita, que surge
quando separamos as integrais divergentes do restante da amplitude, é o
surgimento de relagoes entre integrais do mesmo grau superficial de divergen-
cia, envolvendo divergéncias cujo integrando possui indices de Lorentz. Em
geral, tais relagoes podem ser sempre obtidas a partir dos chamados termos
de superficie, que guardam relagao com a rotulagao adotada nos Diagramas
de Feynman. Tais relacoes sao sempre nimeros finitos, mas dependentes do
esquema de regularizacao empregado. No préximo capitulo, mostramos uma
prova diagramatica geral para as identidades de Ward em teorias de calibre
abelianas, e observaremos que uma translagao (shift) nos momentos de inte-
gragao, necessaria para a satisfacao de tais identidades, nao é permitida em
amplitudes que sao pelo menos linearmente divergentes. Em tais casos, para
que o shift possa ser realizado, é necessaria a compensacao pela adicao de
um termo de superficie, que, como veremos, é o responsavel pela quebra da
simetria de calibre. Mostra-se que (27), para integrais que sao no maximo
logaritmicamente divergentes, tais termos de superficie nao existem, pois ao
realizarmos uma translagao nos momentos de integracao os termos de su-
perficie serao sempre nulos. Em integrais que sao pelo menos linearmente
divergentes, as ambiguidades serao expressas em funcao de termos de super-
ficie. Em geral, ao adotarmos um roteamento arbitrario para os momentos
internos no diagrama de Feynman e em seguida separarmos a parte diver-
gente da parte finita da amplitude, ocorre o surgimento de diferencas entre
integrais do mesmo grau de divergéncia (em principio, ja regularizadas), que
sao proporcionais a alguma funcao polinomial que é funcao do parametro «
que estabelece o roteamento adotado no diagrama. Desta forma o resultado
da amplitude seria dependente do rétulo adotado no diagrama respectivo.
E possivel mostrar que na Regularizagao Dimensional tais diferencas entre
integrais com o mesmo grau de divergéncia sao sempre nulas e assim, os
termos de superficie também seriam nulos. Assim, shifts nos momentos de
integracao podem ser realizados livremente. Entretanto, hda uma classe de
teorias que sao bem definidas somente na dimensao fisica da teoria, como
teorias quirais, teorias topolégicas com termo de Chern-Symons e modelos
supersimétricos. Nao existe esquema de regularizacao que, em quatro dimen-
soes, seja capaz de fazer com que os termos de superficie sejam nulos. Essa
indesejavel dependéncia com o roteamento pode ser eliminada, quando pos-
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sivel, exigindo que tal diferenca de integrais seja nula, ou ainda, através dos
chamados contratermos restauradores de simetria, no caso a simetria a ser
restaurada sendo a simetria por roteamento, e, por consequéncia, a simetria
de calibre.

Convém ressaltar que a relacao entre a invariancia por roteamento e a
invariancia da representacao de Fourier das fungoes de Green a um loop foi
estudada nas referéncias (43), (51), onde é mostrado que tal invariancia estd
relacionada com a liberdade na representacao de Fourier adotada para as
funcoes de Green. Tal possibilidade de se realizar um shift arbitrario nas
integrais de Feynman pode ser interpretada como a possibilidade de se as-
sumir um roétulo arbitrario nos momentos das linhas internas de diagramas
que descrevem corregoes radiativas,o que é discutido nas referéncias (29), (32)
e com detalhes no proximo capitulo. De fato, a preservacao das identidades
de Ward (que garantem a invariancia de calibre e a renormalizabilidade da
teoria) é uma consequéncia de tal liberdade. Desta forma, termos de super-
ficie assumem um papel essencial na preservacao de simetrias nos calculos
envolvendo diagramas de Feynman. Em modelos fenomenoldgicos, o papel
assumido por tais termos de superficie foi estudado em (56), (64). Para uma
revisao sobre a conexao entre termos de superficie e invariancia de calibre,
sugerimos a referéncia (57). Aplicagoes da regularizagdo implicita em teo-
rias com conteudo anomalo, como anomalias quiral, gravitacional e violacao
da simetria CPT estao presentes em (58). Nesses trabalhos, a Regularizagao
Implicita é apresentada como o cenario ideal para tratar de forma consistente
a fisica de modelos que tém parametros finitos, mas indeterminados, como
discutido por R. Jackiw (48). Os propésitos principais desse trabalho sao os
seguintes:

1. Mostrar que os potenciais termos violadores da simetria de calibre sao
os chamados termos de superficie. Criamos entao um procedimento
sistematico para identificacao e eliminacao de termos de superficie;

2. Generalizar o procedimento de Regularizacao Implicita para ordens
além de um loop em teorias de calibre, mostrando que é possivel apre-
sentar as divergéncias em termos de integrais basicas caracteristicas da
ordem, dependentes de um momento interno, considerando também o
caso de divergéncias overlapadas;

3. Mostrar que a Regularizacao Implicita é um procedimento capaz de
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preservar a invariancia de calibre, reforcando também o papel assumido
pela invariancia por roteamento;

4. Desenvolver um mecanismo sistemético de calculo para as integrais de
Feynman finitas, em ordens além de um loop.

5. Sistematizar a forma geral dos termos de superficie e relacoes de escala,
para o caso de teorias nao-massivas;

A fim de discutir esses topicos, usamos duas teorias de gauge sem massa: a
QED escalar, que é uma teoria de calibre abeliana que descreve os processos
envolvendo particulas de spin zero (mésons m, por exemplo) e fétons, e a
QED espinorial, em que avaliamos as correcoes radiativas para o tensor de
polarizacao do vacuo a dois loops, mostrando que a transversalidade fisica-
mente exigida é satisfeita, desde que possamos eliminar eventuais termos de
superficie. Outra identidade de Ward, que estabelece a relagao entre funcoes
de vértice e propagadores é estudada na QED espinorial a 2 loops. De posse
do contratermo necessario para a renormalizacao do tensor de polarizagao do
vacuo, calculamos a funcao (8 a dois loops, comparando o valor encontrado
com aquele obtido em outras referéncias.

A divisao do trabalho é a seguinte: no capitulo 2, apresentamos a verifi-
cacao da prova diagramatica das identidades de Ward, constatando que para
sua validade, é necessario um procedimento de regularizacao que admita a
possibilidade de fazermos shifts nos momentos de integragao, e quando isso
nao ¢é possivel devido ao grau de divergéncia da amplitude, é necessaria a in-
troducao de termos de superficie para compensar eventuais shifts. No capi-
tulo 3, apresentamos o esquema geral de funcionamento da Regularizacao
Implicita. Em especial, apresentamos suas regras e o esbogo do calculo de
uma integral basica, dando destaque sobre como obtemos a parte divergente
e os termos de superficie. Os capitulos 4 e 5 sao destinados a verificacao da
transversalidade do tensor de polarizagao do vacuo na QED escalar (capitulo
4) e na QED espinorial (capitulo 5), a dois loops. Destaque é dado para
a remocao dos termos de superficie e consequente preservacao da simetria
de calibre. Ainda no capitulo 5, trazemos a verificacao da identidade de
Ward que relaciona as funcoes de vértice e as auto-energias fermionicas, a
dois loops. No capitulo 6, trazemos a generalizacao do procedimento de cél-
culo de integrais finitas a n-loops, das divergéncias basicas, relacoes de escala
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e termos de superficie a n-loops. O capitulo 7 é devotado as conclusoes e
perspectivas de trabalhos futuros.



CAPITULO 2

Identidades de Ward na QED

“Conhecereis a verdade, e a verdade vos libertard.”

Jodo 8-32 1

2.1 Introducao

Neste capitulo, apresentaremos a tradicional prova diagramatica das
identidades de Ward para a QED espinorial (28), (29), (31). Em especial, ve-
remos o papel fundamental desempenhado por "shifts"nos momentos de inte-
gragao na preservacao da simetria de calibre e na preservacao das Identidades
de Ward. Posteriormente, veremos as condigoes para que tais translagoes das
variaveis de integracao possam ser realizadas, sua relagao com termos de su-
perficie e a preservacao da invariancia de calibre.

2.2 Elementos basicos da Eletrodinamica Quan-
tica

A Eletrodinamica Quantica é a teoria que rege as interacoes entre fétons
e elétrons. Sua densidade lagrangeana (nua) é dada por

L= L F¥ Epy 00— m — e, A0 2.1)

em que m é a massa (nua) dos campos fermionicos (¢ e ), e é a constante
de acoplamento entre o campo eletromagnético A, e os campos fermionicos

lextraido do Evangelho de Sao Jodo, capitulo 8, versiculo 32
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e F,, = 0,A, —0,A,.

Esta lagrangeana ¢é invariante perante uma transformacao de calibre, do
tipo
1
A, = A+ -0,A(x)
e

e do ponto de vista do campo fermionico, temos:
¢ = eza/\(w)w

No espaco dos momentos, a transformacao de gauge do campo eletromag-
nético pode ser vista como uma transformacao no vetor de polarizacao do
féton €,:

€p = €y +ak,

sendo, portanto, uma translagao (shift) no vetor de polarizagao do féton,
em que o é uma constante (ou funcdo de x) arbitréria. E interessante neste
momento estabelecermos uma discussao a respeito do papel da simetria de
calibre na QED. Tomando a parte cinética do campo eletromagnético

1 4
Lpy =~ F"F, (2.2)

podemos obter, via principio variacional, as equagoes de movimento para o
campo eletromagnético, que nada mais sao que as equacgoes de Maxwell, na
auséncia de fontes:

O F" = 8M(8“A” —0"A") =0
ou ainda
(900 — 9,0, A" = 0

Em termos da agao, que ¢é a integral no espago tempo da densidade la-
grangeana, podemos realizar uma integragao por partes em tal termo, e des-
considerando eventuais integrais de quadridivergéncias, a lagrangeana livre
do campo eletromagnético pode ser reescrita como

1 1
L= 4900~ 0,0,)4" = JA'0,, A" (2.3)

O propagador do féton sera o inverso do operador na parte cinética da la-
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grangeana. Assim, teremos
(90 — 0,0,) D" (& — y) = 6,0z —y) (2.4)

Se multiplicarmos a tltima equagao por 0, verificaremos que o operador
DY nao tem inversa. Assim, ndo é possivel obter, como de maneira usual, o
propagador do foton de maneira direta: é necessaria a fixacao de um gauge, a
fim de obtermos tal propagador. Isso sera feito a seguir com o auxilio do for-
malismo de integrais de caminho. Primeiramente, consideramos o funcional
gerador

Z = /DA“erLdm
E possivel mostrar que, apdés uma transformacao de calibre do tipo
Ay = A+ 0N

a lagrangeana permanece invariante. Entretanto, no funcional gerador a
integracao ¢é realizada sobre todos os campos A, incluindo aqueles que sao
relacionados por uma transformacao de calibre. Isso dara uma contribuicao
infinita para Z, e portanto, para as funcoes de Green, uma vez que tais
fungoes sao obtidas por meio de derivadas do funcional gerador em relagao
as fontes dos campos. Claramente, é necessario obtermos um mecanismo que
evite a integracao sobre configuragoes de campo que sao diferentes por uma
transformacao de calibre. Isso pode ser atingido por meio da fixzacdo de um
gauge. Podemos, por exemplo, impor uma restricao aos campos A, como a
condicao de Lorentz, que nos diz que

D A" =0

que nos permitird escrever a lagrangeana livre do campo eletromagnético

Ccomo 1
L= EAMQ;WDAV 5

com o operador g,,0 sendo inversivel. O propagador obtido desta forma,
conhecido como propagador de Feynman, é escrito como

DF(JJ, y),uu = _g;wAF(xv y,m = 0) (25)
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e a lagrangeana pode ser escrita como
Lo 1 2
L= _ZF F, — 5(8“14 ) (2.6)

De maneira mais geral, podemos escrever a lagrangeana como

L= _Ytpwp

1
{7 Fre = 5 O 1)

sendo a segunda parcela conhecida como "gauge fixing”(ou termo de fixagao

de gauge). A escolha de « corresponde & escolha de um calibre. A la-
grangeana 2.7 poderd ser reescrita como

bl
2

G + <é - 1) a/,tayj| AV (2.8)

O operador cinético, no espago dos momentos, sera dado por

1
Ou = —kgu + (1 - 5) Kk

que possui um inverso, dado por

D) =~ [+ 0= 0] 29)

Algumas escolhas usuais de « sao:

a =1 calibre de Feynman e

a =0 o calibre de Landau ,

sendo que, obviamente, a Fisica descrita pelo modelo nao devera ser depen-
dente do valor de «, e, portanto, devera ser independente do valor de «, o
que corresponde a simetria de calibre.

Discutido o papel do termo de fixagao de gauge, o formalismo de integrais
de caminho nos permite obter as Regras de Feynman para a Eletrodinamica
Quaéntica (54): 1) Propagador fermionico:
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¥°©

Figura 2.1: representacao do propagador fermionico

p—m  pP—m?

L m)

2) Para cada vértice elétron-féton, associamos um fator:

L=-jevy

Figura 2.2: vértice elétron-féton

3) Cada propagador fotonico é dado por

N aVaVavavavavatol

-+
q

Figura 2.3: propagador do féton

cuja expressao, no calibre de Feynman, é

gt
_ 7

4) Para cada loop de férmions, a amplitude recebe um fator —1;

5) Como usual, exigimos conservagao do momento em cada vértice e inte-
gramos nos momentos dos loops. Na proxima secao, estudaremos a questao
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da transversalidade de amplitudes de probabilidade, com destaque para a
prova diagramatica das identidades de Ward.

2.2.1 Identidades de Ward

Se M(k) = ¢,M*"(k) é a amplitude para algum processo na eletrodina-
mica quantica envolvendo um féton externo com momento k, e se efetuarmos
a seguinte transformagao no vetor de polarizagao do campo de calibre

€ — €+ aky,
entao a seguinte contribuicao ¢ identicamente nula:
k,M*(k)=0 . (2.10)

Como tal transformacao é arbitraria, elementos da matriz de espalhamento
nao podem ser dependentes de . Ja que os momentos externos nao estao
necessariamente na camada de massa (on-shell), algumas das contribui¢oes
do lado esquerdo da ultima equacao podem ser nao-nulas, mas elas nao con-
tribuem para os elementos da matriz S. Podemos entao iniciar por qualquer
diagrama especifico que contribua para a amplitude M. Se o féton de mo-
mento externo k a um dado diagrama ou subdiagrama, 7(k), é removido, nds
obtemos um novo diagrama que contribui para uma amplitude mais simples
M,. Somando sobre todos os possiveis pontos de insercao em M,, obteremos
novamente a ultima expressao.

Figura 2.4: diagrama de Feynman para a interacao tipica entre férmions e fétons
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2.2.2 Primeiro caso

Consideremos, primeiramente, que o féton externo esté conectado a uma
linha de férmions aberta. Antes de fazermos a reinser¢ao de nosso féton 7(k),
a linha tem o seguinte aspecto

A°
AT
AT

Figura 2.5: linha fermionica tipica com insercoes de fétons

Da figura, verificamos que os propagadores do elétron terao momentos
dados por

m=p+q@ p2=p1+q p3s=p2+q P =Pp1+q

Se entao existem n vértices, podemos inserir o féton em n + 1 diferentes
posigoes. Suponhamos entao que o féton é inserido apoés o i-ésimo vértice:

F o]

Figura 2.6: insercao de féton genérica em linha fermionica

Os propagadores do elétron a esquerda do novo féton tém entao seus mo-
mentos aumentados ("shiftados”) por k, devido a conserva¢ao do momento.
A contragao de k, com o novo vértice (visto que no ponto de inser¢do pas-
samos a ter uma interagao do tipo elétron-féton) é convenientemente escrita
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como
—ek, " = —iel(p + § —m) = (f; —m)] (2.11)
sendo, por defini¢ao:
k=kno"
2 Multipliquemos esse fator de vértice pelos propagadores adjacentes a tal
vértice:

ﬁi—i_%_m_ b —m B ﬁi"‘k_m P, —m

===t 212

O diagrama com o féton inserido na posigao ¢ tem portanto a seguinte estru-

(el + K —m) = (f; —m)]]

tura
? A ? ? ; 1 i1
Girrms) ™ (it (i)
(ﬁiﬂ"‘k_m) p—m  p+k-—m bii—m
(2.13)
Similarmente, o diagrama com o féton inserido na posicao ¢ — 1 tem a estru-
tura
? A\, 0 ; ? 1 e
. - ,-)/ i+1 fy ( _ ) ,-y i—1 L
(ﬁiﬂ"‘k‘m) p+k—m big—m P tk—m

(2.14)
Podemos notar que o primeiro termo dessa tltima expressao cancela exata-
mente o segundo termo da equagao anterior. Um cancelamento similar ocorre
entre qualquer outro par de diagramas com insercoes adjacentes. Quando so-
mamos sobre todos 0s possiveis pontos de insercao ao longo da linha, todos
os objetos se cancelam com excecao dos termos desemparelhados das extre-
midades. No fim, ficamos com a diferenca entre dois termos que diferem por
uma translacao (shift) no momento dos propagadores:

2Esta identidade também é aplicada na prova das Identidades de Ward-Slavnov-Taylor
na Cromodindmica Quantica. Entretanto, identidades adicionais para a inser¢do do qua-
drimomento k, nos vértices de 3 e 4 gltions sao necessdrias. Para estender a identidade que
estamos usando para a QCD também precisamos das relagoes da Algebra de Lie entre os
acoplamentos entre quark-glion e glion-glion, que sao os fatores de grupo (T;)5 € —tCj .
Os métodos diagramdticos para este caso foram desenvolvidos em (30).
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q-k q
F e | 1 +
e re
Fi i
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Figura 2.7: expressao diagramética para uma identidade de Ward

2.2.3 Segundo caso

Para completar a prova da Identidade de Ward-Takahashi, precisamos
considerar o caso em que o foton é inserido ao longo de um loop fermionico
interno. Antes da insercao de tal féton, um loop de férmions tipico tem o
aspecto representado na préxima figura:

\ilz

Figura 2.8: um tipico loop fermionico para amplitudes da QED

Os propagadores do elétron dentro do loop tém momentos dados por

D1, P1+q=Dp2, DP2+q3s=Dp3...

e assim por diante, até o iltimo momento, dado por p,. Suponha que dese-
jamos inserir um féton com momento k, v(k), entre os vértices i e i + 1:
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Figura 2.9: insercao de féton em um loop fermionico

Isso nos d& um momento adicional k que percorre todo o loop a partir
do vértice de insercao. Para calcularmos a soma sobre todas as possiveis
insercoes, aplicamos novamente a identidade

—1ekyy" = —iel(p+ f —m) = (p —m)]

para cada ponto de inser¢ao. Para o diagrama em que o féton é inserido entre
os vértices 1 e 2, designamos a amplitude de probabilidade para o processo
por (). Temos entao como resultado:

1) = ‘6"“/é?)z”[(zﬁﬁ;é—m)”%'(ﬁﬁ;—m) e

]

(—Z&*f)}é1 —

::‘?/éﬁV“Qa+;—m>“”“<£?%?E)“Q

(251 im Cpyf ; - m) ™ (2.15)

O primeiro termo sera cancelado por um dos termos do diagrama com o féton

)\1]

inserido entre os vértices 2 e 3. Para essa insercao, teremos:

(”>::‘JH/?gﬁ”(m+;—m)“ﬁ“(E?%?%)“wﬂ”

(ﬁﬁ%—m) W]ﬁgimﬁlimw] : (2.16)
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Novamente podemos escrever

—1ef = —e[(py + § —m) = (py — m)]
e se efetuarmos a substituicao de tal termo na equagao (2.16), teremos
d*p, 1 ?
1) = —'"+1/ t A<—) A
U= e e e )
1 1 ? A\
- 07 (2.17)
(%_m .752"‘%_7”) (ﬁl_m)

O primeiro termo da equagao (2.15) serd cancelado pelo segundo termo da

equagao (2.16), proporcional a

.

byt k—m
De uma forma geral, cancelamentos similares acontecem entre termos origi-
nados de outros pares de insercoes adjacentes, por exemplo, nas posicoes n e

n + 1. Quando somarmos sobre todos os n pontos de inser¢ao, teremos como
resultado

s=-et | é?)l‘*”[(ﬁn ) =) )

e o [ i) o) ™ (e 7

Desta forma, o que podemos perceber é que um shift na variavel de integracao
de p; para p; + k no segundo termo faz com que a soma dos dois termos
restantes da soma sobre todas as insercoes se anule. Assim, a amplitude em
que um féton é inserido ao longo de um loop fechado é nula, quando somamos
sobre todas as possiveis contribuigdes para tal processo (soma sobre todos os
possiveis pontos de insergao).

Neste ponto, um comentério sobre a translagdo no momento de inte-
gracao é importante. Normalmente, as integrais em loops em teorias quanti-
cas de campo sao divergentes. Se o grau superficial de divergéncia é ao menos
linear, tal translacao (shift) sé pode ser realizado se um termo de superficie
é adicionado como compensagao da translacao (veja por exemplo (27)). As-

(2.18)
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sim, é condi¢ao necessaria, para o método de célculo adotado, eliminar estes
termos de simetria, que, como veremos, sao violadores da simetria de gauge.

De fato, no contexto da regularizacao implicita sabemos que a invariancia
por roteamento nas amplitudes de Feynman conduz a um conjunto de relacoes
conhecidas como condi¢coes de consisténcia, que sao relagoes necessarias para
que uma amplitude de probabilidade tenha seu valor independente do rétulo
adotado para os momentos nas linhas internas do diagrama. Tais relacoes
sempre podem ser escritas em funcao de termos de superficie, como vere-
mos. Qualquer seja o esquema de regularizagao adotado, podemos remover
termos violadores de simetrias por meio de contratermos restauradores de
simetria. Isso, na pratica, é automaticamente implementado se ajustamos to-
dos os termos de superficie para zero logo no inicio do célculo perturbativo.
E necessério ter cuidado em situagoes onde quebras de simetria quanticas
ocorrem. Nesse caso, os termos de superficie devem ser considerados como
parametros finitos arbitrarios, que serao fixados com base em critérios fisicos.
Isso ocorre porque anomalias sao normalmente relacionadas a dependéncia
com a rotulagdo dos momentos em graficos de Feynman (59).

A remocao dos termos de superficie pode ser feita através da introducao
de contratermos restauradores de simetria, introduzidos na lagrangeana para
restaurar alguma simetria quebrada pelo esquema de regularizacao empre-
gado. Verificaremos, a partir de entao, que a eliminacao dos termos de
superficie conduzira a preservacao da simetria de gauge e preservacao das
identidades de Ward. O procedimento adotado para o calculo a dois loops
pode entao ser estendido para ordens superiores. Apresentaremos aplicacoes
desses resultados e da técnica para solucao de integrais de Feynman para dois
loops em duas teorias de calibre abelianas, nao massivas: a Eletrodinamica
Quantica Escalar (QED escalar) e a eletrodinamica quantica espinorial (QED
convencional). Tais resultados também podem ser aplicados em teorias de
calibre nao-abelianas. B possivel mostrar ainda que, para todas as ordens da
teoria de perturbacao, na QED, a invariancia de calibre conduz a preservacao
da unitariedade, outro requisito de uma teoria para processos fundamentais
(54).
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2.3 Contratermos restauradores de simetria

Vimos que quando a inser¢ao de linhas externas de féton é realizada
em todos os pontos ao longo de um loop e as contribuicoes destes novos
diagramas sao somadas, ocorrem inumeros cancelamentos de termos e, no
final, somente dois termos sobrevivem:

M i i
T#l Hn - tr /y#n . ,y#l
r1 ﬁn -m pl -m

_; P o, AM1

= 219
Como ja discutido na segao anterior, estes dois termos diferem por um deslo-
camento na variavel de integracao de p; para p; + k. Se a integral é pelo
menos linearmente divergente, uma regularizacao tipo cut-off nao pode ser
implementada sem a compensacao por um termo de superficie. Apds a rea-
lizacao da translacao, ficamos com

THyEn — g GHhn (2.20)

sendo S*1#» o termo de superficie que provoca a violagao da Identidade de
Ward-Takahashi. Uma prescricao adequada seria a restauracao da simetria
de calibre por meio da adi¢ao de contratermos restauradores de simetria. Um
procedimento que permita a identificacao dos termos de superficie, possiveis
violadores de simetria, é entao desejavel.

Tendo sido usado um procedimento que restaura a simetria de calibre,
voltamos nossa atencao para a unitariedade. Convém ressaltar que, uma vez
que as identidades de Ward-Takahashi sao satisfeitas, as amplitudes podem
ser escritas, apos a eliminagao dos termos de superficie, como

Ao = Lypyopy (A + A) (2.21)

Nesta equacao, o tensor L,,...,, tem a estrutura necessaria para preservar a
invariancia de calibre, A* é a parte divergente (dependente de um cut-off),
que deve exigir contratermos locais, e A é a parte finita. De (2.21) é claro
que os contratermos também tém a estrutura tensorial apropriada para que
a invariancia de calibre seja satisfeita. Satisfeitas estas duas condicoes, a
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unitariedade é preservada.

E interessante um comentario sobre como sao eliminados os termos vi-
oladores de simetria. Por exemplo, o tensor de polarizagao do vacuo deve
possuir a seguinte estrutura tensorial a fim de manter a invariancia de calibre:

H,uu = H(p2)<pupl/ - p2gw/) > (222)

mas a existéncia de potenciais termos violadores de simetria, como os termos
de superficie, faz com que ele seja expresso como

I, = 0U(*) PPy — P*Guw) + CDuDy (2.23)

sendo ¢ uma constante arbitraria, que dependente do procedimento de regu-
larizagao empregado no célculo de II,,. Como o tensor de polarizacao é uma
corregao para o propagador do féton, no espaco de configuracoes devemos
escrevé-lo como

I, (x) = A"TI(0)(9,0, — g D) A" + cA9,0,A" (2.24)

sendo O o operador dalambertiano e a ultima parcela desempenha o papel
do contratermo necessario a fim de eliminar o termo violador de simetria.

A lagrangeana da teoria, ja levando-se em conta os contratermos para
renormalizacao dos campos, é dada por

L = 1Zy" 0 — (m+ A —
—  Zye A"y b — %(8“14,, —9,A,)° (2.25)

em que 4y, Zo, Z3 e A sdo contratermos que absorvem as divergéncias dos
parametros da lagrangeana, como fungoes de onda (campos), massas e con-
stantes de acoplamento. Obviamente, a forma de cada contratermo depen-
derd do esquema de regularizagao adotado, e deixaremos para os proximos
capitulos a obtencao explicita de tais expressoes, no contexto da Regulariza-
cao Implicita.

Como o tensor de polarizagao do vacuo € uma correcao para o propagador
do féton, sua contribuicao na lagrangeana atua como uma corregao para a
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parte cinética do campo eletromagnético, e assim, teremos:
L = 12y, — (m+ Ay —

_ A
— Zye A"y, — ZgA“(gWD — 9,0,)A”
+ AMI(D)(0,0, — g D) AY + cA"9,0,A” + [—cA"9,0,A"] (2.26)

3Em teorias com conteido anémalo, tal tratamento nio pode ser empregado. No caso
da anomalia de Adler-Bell-Jackiw, por exemplo, o contratermo introduzido para restaurar
a simetria axial viola a simetria vetorial.



CAPiTULO 3

O procedimento de
Regularizacao Implicita

“ No meio do caminho tinha uma pedra

tinha uma pedra no meio do caminho

tinha uma pedra

no meto do caminho tinha uma pedra.

Nunca me esquecerei desse acontecimento

na vida de minhas retinas tao fatigadas.
Nunca me esquecerei que no meio do caminho
tinha uma pedra

tinha uma pedra no meio do caminho

no meto do caminho tinha uma pedra.”

Carlos Drummond de Andrade !

No capitulo anterior, quando discutimos a simetria de calibre da QED,
identificamos propriedades basicas que um procedimento de regularizacao
deve incorporar. Entre as propriedades desejaveis, esta a de separar os termos
de superficie da amplitude fisica, os potenciais violadores da simetria de
calibre e da unitariedade. Neste capitulo, apresentamos uma discussao geral
sobre o procedimento de Regularizacao Implicita e as suas regras, construindo
um algoritmo simples para identificar tais termos, ilustrando como é feita a
separacao da parte divergente e dos chamados termos de superficie, potenciais
violadores da simetria de calibre.

I'No meio do caminho, extraido de Alguma Poesia, de Carlos Drummond de Andrade
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3.1 O procedimento de regularizacao implicita

A Regularizagao Implicita (40), (41), (42), (43), (44), (56), (57), (58),
(64), (65) é um procedimento implementado no espago dos momentos, criado
com o objetivo de separar a parte divergente das integrais de Feynman, sem
a necessidade de se calcular explicitamente tais divergéncias, bem como cal-
cular a parte finita das integrais de Feynman. As divergéncias caracteristicas
de cada ordem sao escritas em termos de divergéncias bascias, que poderao
ser absorvidas na renormalizacao dos campos, massas e acoplamentos da teo-
ria. As principais propriedades da Regularizacao Implicita sao apresentadas
a seguir:

1. Funciona diretamente no espago dos momentos, sem a necessidade de
se fazer uma continuacao analitica na dimensao espaco-temporal. Pode
portanto ser aplicada em teorias supersimétricas, que sé sao definidas
na prépria dimensao do espaco-tempo;

2. A forma explicita de um regulador nao é necessaria para justificar os
passos intermediarios quando manipulamos os integrandos das integrais
divergentes;

3. Tal regulador nao deve modificar a estrutura dos integrandos. Um
procedimento sistematico para o calculo de integrais divergentes é es-
tabelecido, sendo amigédvel do ponto de vista operacional. Dessa forma,
uma regularizacao adequada (no fim dos calculos) pode até mesmo ser
um cut-off, visto que o procedimento de regularizacao implicita nos
permite ter o controle de termos que podem quebrar alguma simetria
da teoria.

2H4 uma proposta sugerida por R. Jackiw (48), em que possiveis ambiguidades oriundas
da separagao da parte finita da parte divergente da amplitude sao mantidas intocaveis até
o final dos cdlculos. Assim, langa-se mao de algum critério fisico ou da obediéncia a alguma
simetria para se fixar o valor dessas ambiguidades. Tais quantidades, portanto, nao sao
influenciadas pela técnica de manipulacao e cdlculo das integrais divergentes. A Fisica é
que dita qual deve ser o valor para tais ambiguidades; a Regularizacao Implicita torna-se
entao uma “arena’ideal para o tratamento de teorias cujo célculo perturbativo pode trazer
quantidades arbitrarias, uma vez que a regularizagao nao é explicita e as ambiguidades
sao mantidas intactas, sem que a elas seja estabelecido algum valor, até o final do célculo,
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A seguir, discutimos os passos basicos para a implementacao do pro-
cedimento de regularizacao implicita a n-loops. O objetivo é identificar as
divergéncias caracteristicas da n-ésima ordem e a parte finita de uma ampli-
tude, uma vez que a renormalizagao ja tenha sido efetuada até a ordem (n -

1):

1. Com o objetivo de fornecer sentido matemaético a qualquer manipulacao
algébrica realizada no integrando de amplitudes divergentes, nés assu-
mimos, implicitamente, que alguma regularizacao tenha sido aplicada
na amplitude. Tal regularizacao pode ser mantida implicita ao longo
dos calculos, sendo que a tnica exigéncia que fazemos é a manutengao
da dimensao espago-temporal da integral e da estrutura do integrando.
Dentro destes requisitos, uma boa escolha seria um esquema do tipo
cut-off. Como veremos, as possiveis quebras de simetria serao restau-
radas por construcao. Apds realizar as operacoes dos grupos de simetria
(dlgebras das matrizes de Dirac, Gell-Mann por exemplo), apresenta-
mos a amplitude como uma combinacao de objetos que sao as integrais
basicas;

2. Uma vez que as integrais basicas sao obtidas, a parte divergente de
cada parcela é separada em divergéncias bdsicas, que sao obtidas com
o uso recursivo da identidade algébrica
1 1 p?—2k-p

(p—k’)2_m2 - k2 — m?2 o [(k_p)Z_m2]<k2_m2) (31)

no integrando, em todos os propagadores que dependam do momento
externo, até que a parte divergente seja livre da dependéncia com mo-
mentos externos no denominador. Isso nos assegura que todas as di-
vergéncias serao removidas com o uso de contratermos locais;

3. Integrais divergentes em que os momentos internos carreguem indices
de Lorentz sao expressas em funcao de divergéncias bdsicas sem indices
de Lorentz e termos de superficie (integrais no volume n-dimensional de
uma divergéncia total). Tais termos de superficie sao dependentes do

quando entao langamos mao de algum critério fisico que possa fixa-las. E uma proposta
adotada com frequéncia no estudo de modelos fenomenoldgicos, como o modelo de Nambu-
Jona Lasinio. Detalhes nas referéncias (56), (64).
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esquema de regularizagao (por exemplo, eles se anulam em regulariza-
¢ao dimensional) e sao relacionados com a invariancia por roteamento
nos graficos de Feynman. Sao entao identificados a partir das divergén-
cias bésicas com indices de Lorentz.

Os termos que caracterizam a dependéncia com a rotulagao dos momen-
tos na avaliacao das amplitudes de Feynman sao sempre multiplicados
por termos de superficie, que podem quebrar a simetria de calibre.

4. As integrais basicas divergentes sem indices de Lorentz, que serao de-
pendentes do esquema de regularizacao empregado, nao precisam ser
avaliadas. Apds serem identificadas, elas poderao ser absorvidas nos
contratermos de renormalizacao de campos e parametros da lagrangeana.
Adotaremos a seguinte notacao para integrais basicas divergente na n-
ésima ordem:

I(”) 2y d'k 1 Z(”—l) L2 2 )\2
log(m)_ A(27r)4(k:2—m2)2 0 ( R ) )

d*k 1 _
IéZid(mQ) = /A szén 1)(krz, m?,\?)  em que
para integrais logaritmicamente e quadraticamente divergentes. O subs-
crito A indica a presenca de algum regulador na amplitude e as funcoes
Zén_l) sao termos finitos tipicos da ordem n - 1. Para a primeira ordem
em loops em teorias nao massivas, é dada por

-ofo(5)

A é um parametro nao nulo, com dimensao de massa, que surge quando
nos adotamos um esquema independente da massa fisica das particulas
por meio das relacoes de escala;

5. A subtragao das subdivergéncias é efetuada usando-se o método de
contratermos, onde somos guiados pela Formula das Florestas para a
identificagao de cada subgrafico divergente. Os operadores de subtragao
(operadores de Taylor) usuais do esquema BPHZ s@o assim mapeados
em contratermos, que, substituem os subgraficos. As divergéncias basi-
cas sao subtraidas na definicao das constantes de renormalizacao dos
campos. Um esquema independende de massas é definido, substituindo



3.1 O procedimento de regularizacao implicita 35

m? por um parametro de massa arbitrario, A%, usando um tipo de re-
lacao de escala que é independente do esquema de regularizagao. A
obtencao das relagoes de escala a n-loops é apresentada no capitulo 6.

Para uma integral logaritmicamente divergente, da primeira ordem em
loops, tal relagao de escala é:

2

A
Liog(m?) = T1py(A?) + bln <W) em que

o
- (m)?

O objeto a ser subtraido na definicao dos contratermos de renorma-

lizagao é I;o,(A?), em que A desempenha o papel de escala no grupo

de renormalizagao. Para modelos sem massa livres de divergéncias

infra-vermelhas, um cancelamento sistemético de termos do tipo In(m?)

vindos da relacao de escala e das partes finitas ultravioleta tornara a

amplitude finita e bem definita no limite de m? — 0.

6. As integrais finitas restantes podem ser avaliadas da maneira usual, via
parametrizacao de Feynman ou por outros métodos no espaco dos mo-
mentos (60). Nesse trabalho, desenvolvemos um mecanismo sistemético
para solucao de integrais de Feynman com integrandos nao-polinomiais
na n-ésima ordem da teoria de perturbacgao, estendendo a parametriza-
¢ao de Feynman usual para tais casos.

3.1.1 Exemplo de aplicacao

Consideremos uma integral de Feynman divergente tipica de dois loops
para uma teoria nao-massiva, com integrando dependente de indices de Lorentz,
e que portanto poderd ser escrita em funcao de termos de superficie:

d*k k k>
I® = / L In(—— 2
H (271')4 k2(k _ p)Q B )\2 ) (3 )

que ¢ linearmente divergente. Supondo a presenca de algum regulador nesta

integral (por exemplo, um cut-off), vamos aplicar a identidade 3.1 no inte-
grando de 3.2. Embora a integral original seja live de divergéncias infraver-
melhas o procedimento de expansao pelo uso da equacgao 3.2 divide a integral
em duas partes com divergéncias infravermelhas. Para evitar esse problema,
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utilizamos uma massa ficticia, m, que nos protege contra tais divergéncias
infravermelhas. No final dos calculos tal massa desaparecera ao tomarmos o
limite m — 0:

4 2 2 2
@ _ / @k ky LI 2k-p—p pd F—m
M A(27r)4k2—m2 k2_m2 (kQ_m2)[(k_p>2_m2] /\2

/ d*k k, k2 —m?
- m{-_ =l
@) (2 — m2)? 3

+,A(iiww—fﬁgﬂf:g?—nﬂﬂ“{‘ﬁigf}

(3.3)

Convém fazermos uma observacao. A massa ficticia é também inserida nos
termos logaritmicos de cada integrando para que sejamos capazes de calcular
a integral finita usando a Parametrizacao de Feynman usual, podendo escre-
ver o termo logarftmico como uma poténcia de k* — m?, usando a seguinte

identidade.
ae—l

(3.4)

In(a) = lli% -

Os detalhes do calculo das partes finitas a dois loops sao deixados para o
apéndice 2. Um exemplo de calculo de integrais finitas a n-loops é apresen-
tado no capitulo 6.

A primeira parcela é igual a zero, por se tratar de um integrando de
paridade impar integrado num intervalo de integragao simétrico. A segunda
parcela é ainda logaritmicamente divergente, e portanto, aplicamos mais uma
vez a identidade 3.1:

(2 _ d'k k. (2k - p—p?) 1 oW p—p?
’ A@ﬂ4%”wﬂ2{W—meW—mM@—mtmﬂ}

k? — m?
In (——)\2 )
a/ d*k koky k? — m?
= 2p In|— —
A« @) (2 — )P v

2/ d*k K, k% — m?
—p In | ———— ) +
A (2m)% (K2 — m?2)? A2

d*k k.(2k-p— p?)? N _k2 —m2
+/A (2m)% (k2 — m2)3[(k — p)? — m2] 1 ( _) (3.5)
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O segundo termo é zero, novamente pela paridade do integrando. A 1ltima
integral é finita e sua solucao nao é relevante por enquanto. Ja a primeira
integral é logaritmicamente divergente, com integrando dependente de indices
de Lorentz. Pelo exposto anteriormente na descricao do procedimento da RI,
tais integrais poderao ser escritas em funcao de integrais basicas divergentes
e termos de superficie.

Podemos escrever essa integral a partir da seguinte relagao:

/ dk 0 { ko In (_k‘Q—mQ)}_
A 2m)20kr | (k2 —m?)? A2

d*k 1 ) _k‘2 —m? 4 d*k k ke | _k:2 —m?
o st () 4 e ()

> / &'k kka
e | @r)t (B2 —m2)8

1 d*k k. k d*k k. k k? — m?
aI(Z) 2 _/ rro _ 4/ nva 1 o )
AW N e E AT L o Ehl WP C
que nos permite reescrever a divergéncia com indices de Lorentz
d*k k,k k? —m? 1 ) 1 d*k k. k
 In|———— ) = —gual N4 = P
/A G (ke —m2)p < e ) 19matiog () 5 /A 2n)E (12 — m2)?

1 G Lo () ) 89)

A 1ltima parcela é uma integral divergente tipica da primeira ordem em
loops. Como seu integrando possui indices de Lorentz, vamos usar o mesmo

artificio anterior. De fato, temos:

/A (;ljrl; 82a <(k2 _k#m2)2) = /A (;i:; 2 2“212)2 _

'k kuka
- 09

0 que nos permite escrever
/ d*k ko B 1/ d*k Gpa B
A @mF(R2—m?) 4 fy @2r)t (k2 —m?)?

= o ()
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Como os termos de superficie podem ser eliminados através de contratermos
restauradores de simetria (ou ajustados a zero desde o inicio dos célculos),
teremos

Pk kka B2 m2\ 1 ; .
/A (27T)4 (]CQ ﬁ m2)3 In (_ A2 ) - Zg,ua {]l(og) (m2) + 5 log(mQ)}<3.10)

em que adotamos a seguinte notacao para divergéncias basicas logaritmicas

d*k 1 k2 —m?
(n) 2\ n—1
Tiog (™) = /A (27m)% (k2 — m2)2 i (_ A2 ) (3:11)

A integral [, ,52) é escrita, no final, como

1 1
L0) = G2 {1000 + Slugl) | +

d*k K (2k -p— p?)? : _M
/A (2m)4 (k2 — m2)3[(k — p)2 — m?] 1 < 2 )(3.12)

Em teorias sem contetido anomalo, os termos de superficie sempre poderao
ser tomados como zero ja no principio da separacao da parte divergente das
integrais de Feynman.

O calculo das partes finitas a dois loops é reservado para o apéndice 2
deste trabalho. Apds a solucao da parte finita, devemos usar as relagoes de
escala a dois loops, que sao necessarias a fim de se evitar o surgimento de
divergéncias infra-vermelhas. As relagoes de escala tornarao a expressao final
independente da massa das particulas (no caso de uma teoria massiva) ou
da massa ficticia, usada para proteger a parte finita e a parte ultra-violeta
divergente de divergéncias infra-vermelhas. A dois loops, a relacao de escala
para integrais logaritmicamente divergentes é dada por

1 2 2
L) (m®) = Loy (A*) = b {5 In? (%) +1n (%) } (3.13)

O uso dessa relacao juntamente com a solucao da parte finita nos permitira
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escrever

As relagoes de escala podem ser introduzidas também em teorias mas-
sivas, se nao quisermos usar a massa fisica das particulas como ponto de
subtracao, com A tomando o papel de parametro arbitrario para a escala
do grupo de renormalizacao. Em teorias nao-massivas, entretanto, elas sao
fundamentais, uma vez que m? — 0. No apéndice 3, além da solucao das

partes finitas, apresentamos a separacao de divergéncias béasicas e termos
de superficie para outras integrais a dois loops tipicas do procedimento de

Regularizacao Implicita.



CApPiTULO 4

Transversalidade do tensor de
polarizacao do vacuo na QED
escalar

2

“I'm gonna live till I die! I'm gonna laugh ’stead of cry...

Frank Sinatra !

Neste capitulo, usamos a Regularizagao Implicita para calcular o tensor
de polarizagao do vacuo da Eletrodinamica Quantica Escalar a dois loops
e mostramos que a transversalidade é obtida através da remocao dos ter-
mos de superficie. Mostramos como os resultados das corregoes radiativas a
um loop sao utilizadas no calculo de diagramas com dois loops, técnica que
pode ser estendida para ordens superiores. O método de contratermos (ou,
analogamente, a férmula das florestas) é empregado para a remocao de sub-
divergéncias, o que é necessario para a eliminagao de divergéncias nao-locais.

4.1 A eletrodinamica quantica escalar nao mas-
siva

A eletrodinamica quantica escalar nao massiva (QED escalar sem massa)
é uma teoria que descreve as interagoes entre particulas de spin zero elet-
ricamente carregadas, como mésons (nao massivos) e os fétons do campo

T'm gonna live till T die - Frank Sinatra
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eletromagnético. A sua densidade lagrangeana é dada por
L=1L,+ L, (4.1)

em que temos
— N T 1 pv
Lo — _8¢aﬂ¢_¢¢_ZF F,ul/
1
Ly = e[p'0¢" — (0"¢")p|A, — 2plpAr A, — ZA(QSTqb)Q + La , (4.2)
em que e é a carga da particula escalar. L. representa a lagrangeana de con-
tratermos utilizados para se eliminar as divergéncias que surgem no calculo

de corregoes radiativas. No espago de Minkowsky, as regras de Feynman para
a QED escalar podem ser escritas como

1) Interagdo quartica entre dois fétons e duas particulas escalares: Em
um diagrama, para cada vértice dessa espécie devemos associar o fator

Vi = 21°g,, (4.3)

Lol T L
S

e G
- “
v v,
o ~2
et 2
) (A

Figura 4.1: diagrama de Feynman para interacoes quarticas entre dois escalares
e dois fotons

2) Interagao de um escalar com um féton
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Figura 4.2: diagrama de Feynman para a interacao entre um escalar e um féton
diagrama de Feynman para a interacao entre um escalar e um féton

Um vértice dessa espécie contribui, numa amplitude Feynman, com o
seguinte fator:

Vo=ue(k+K), . (4.4)

Asregras para a implementacao da regularizagao implicita além da ordem
de um loop sao enunciadas em consonancia com as prescri¢oes da formula das
florestas (uma relagao de recursao utilizada para a remogao de subdivergeén-
cias em gréficos de ordem além de um loop divergentes)(38), (39), que é
analoga ao método convencional da subtracao de divergéncias por meio de
contratermos. Contratermos locais que eliminam subdivergéncias podem ser
mapeados nos chamados operadores de subtracao do método BPHZ.

4.2 Tensor de polarizacao do vacuo na QED
escalar a dois loops

O tensor de polarizacao do vacuo é uma correcao para o propagador do
campo de calibre, como é o caso do féton na QED escalar e a QED espinorial
ou o glion na Cromodinamica Quantica. A invariancia de calibre exige que
tal grandeza tenha a seguinte estrutura tensorial

L., = (9,wp® — pup,) (D), (4.5)

em que II(p?) é uma funcao quadrética dos momentos. De posse de cada

contribuicao diagramatica, obtemos a expressao completa para II,,, verifi-

Qv
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cando se sua estrutura é tal que preserva a invariancia de calibre em teorias
de calibre abelianas, como a QED escalar. No calculo de todos os diagramas
para um dado processo numa certa ordem da expansao perturbativa, deve-
mos avaliar também qual o fator de simetria adequado para cada diagrama.
Isso foi feito de acordo com os resultados da referéncia (46).

4.2.1 Contribuicoes nulas para II,, na QED escalar

Ha um grande nimero de diagramas na QED escalar que poderiam con-
tribuir para o tensor de polarizacao do vacuo da teoria, mas que de fato, nao
dao nenhuma contribuicao no caso de uma teoria massiva e no contexto da
Regularizacao Implicita. Tais diagramas sao construidos a partir do diagrama
tadpole:

Figura 4.3: correcao diagramética do tipo tadpole

A contagem superficial de poténcias nos indica que tal diagrama é quadrati-
camente divergente. A divergéncia tipica desse diagrama seria dada pela
integral divergente I,,qq(m?), dada por

]quad(mQ):/%ﬁ : (46)

Numa teoria sem massa sempre é possivel escolher uma parametrizacao na
qual podemos eliminar a dependéncia com divergéncias quadraticas (58).
Uma analise dimensional na integral 4.6 seguida de uma simples mudanca de
varidveis nos mostra que a integral serd proporcional a m?, a massa ficticia
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dos campos de calibre. Como tais massas sao tomadas como zero no final

dos célculos, teremos:
[quad(mQ) =0

De fato, supondo a presenca de algum regulador, podemos usar a seguinte
mudanca de variaveis

_ ok
k=—

m

e manipular o integrando da seguinte maneira:

; (2>/d4k 1 /d4k: m?
quad1TV) = A(27r)4k2—m2_ A (2m)% k2m?2 — m2

A AT,
d*k 1
2
= S - A7
m/ @) k2 — 1 (4.7)
que nos permite escrever
Lyuaa(m?) = am? | (4.8)

e assim, todos os diagramas que tiverem o diagrama tadpole como subgréfico
serao assumidos como identicamente nulos. Assim, diagramas do tipo

-COo, Q).

Figura 4.4: corregoes perturbativas proporcionais ao diagrama tadpole

serao identicamente nulos e nao darao contribuicao para o tensor de
polarizacao do vacuo na QED escalar. A seguir, apresentamos em linhas
gerais a metodologia empregada no tratamento de corregoes radiativas nao
nulas para 7.
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4.3 Contribuicoes nao-nulas para o tensor de
polarizacao do vacuo na QED escalar a
dois loops

Os graficos de Feynman que contribuirao para o tensor de polarizacao

do vacuo sao listados abaixo. Cada grafico é acompanhado do seu respectivo
contratermo:

(a)

A e

(b}

o gl

Figura 4.5: correcoes radiativas nao nulas para o tensor de polarizacao a dois loops
e respectivos contratermos na QED escalar

{c)

Ha dois tipos de divergéncias nos graficos da figura anterior. As chamadas
divergéncias aninhadas e as divergéncias overlapadas. As primeiras sao pre-
sentes nos diagramas das figuras (4.5-a, ¢ e d). Nestes gréficos, podemos
substituir o subdiagrama, ja calculado em ordens anteriores, pelo resultado
de sua parte finita, o que tornara o grafico completo livre das subdivergéncias.
Isso ¢é equivalente ao calculo do diagrama completo somado com o respectivo
contratermo calculado com linhas ou vértices corrigidos em funcao da renor-
malizacao nas ordens anteriores. Jé o grafico da figura (4.5-b) é um diagrama
overlapado, em que percebe-se a presenga de uma linha comum aos subdi-
agramas, nao sendo possivel resolver de maneira separada as integrais nos
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dois momentos internos que caracterizarao o diagrama. Neste caso, cada
subdiagrama precisa ser identificado, e entao calcularmos cada contratermo
necessario para a remocao de subdivergéncias. Nao é possivel usar direta-
mente o resultado finito de cada subdiagrama.

O primeiro diagrama, figura (4.5-a), possui como subdiagrama uma cor-
recao para o propagador escalar, X(p?). que é divergente na primeira ordem
em loops. Ha duas formas de se tratar o problema. Podemos aplicar as
regras de Feynman ao diagrama de segunda ordem completo e entao, apds
aplicar o procedimento de regularizacao implicita, resolver duas integrais nos
momentos internos, k e 1 do subdiagrama Substituimos a parte finita da or-
dem anterior (primeira ordem em loops) no lugar do subdiagrama, o que
equivale a calcular o diagrama completo é somar o respectivo contratermo,
que é o segundo diagrama da figura (4.5). Assim, o papel do diagrama de
contratermo é subtrair as subdivergeéncias, evitando a ocorréncia de divergén-
cias nao-locais, representadas pelo produto de quantidades divergentes por
fungoes nao-polinomiais dos momentos externos (29). Para tais divergéncias,
nao ha como adicionarmos contratermos na lagrangeana da teoria capazes
de eliminar tais divergéncias, visto que a forma dos contratermos nao possui
termo correspondente na lagrangeana (que é escrita no espacgo de configu-
ragoes). Podemos também encarar as divergéncias nao locais como escritas
em termos de algum tipo de expansado em série (como uma série de Tay-
lor)com infinitos termos. O cardter ndo local surge exatamente da existéncia
de infinitas derivadas, resultantes de tal expansao em série. Isso nos exigiria
infinitos contratermos para eliminarmos cada contribuicao divergente ori-
unda de tal expansao em série. O subdiagrama com divergéncias aninhadas
é representado por abaixo

Figura 4.6: diagrama de Feynman para a auto-energia escalar
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Aplicando as regras de Feynman para a QED escalar como vistas no
capitulo anterior e usando o resultado para o subdiagrama a um loop jéa
renormalizado podemos escrever que:

M) = (0P [ SRR E s ()]

Podemos entao escrever

2\ 264 d4k (p/tpu+4k,uku)(p+2ku)+kupy k_2 _
M () = 2 ”/A<27r>4 o+ k() [l (A) 2]

(4.10)
em que a simetria nos indices de Lorentz, u e v, ja foi considerada. Outra
simplificacao que ocorre é o cancelamento de termos proporcionais a k?, no
numerador e denominador. A amplitude para o diagrama serd escrita em
termos de integrais basicas tipicas de um e dois loops, sendo dada por:

W (p%) = 2e*b[pup I (%) — 4p, 11D (p°) + 415 (1°)

—2p,p, 1(0°) = 8pu 1u(p°) — 8L (P?)), (4.11)
em que definimos:

4 2

(2) d*k 1,k kK, k
I = In—— 4.12
Lp,pv /A (27?)4 kQ(k —p)2 1 2 ¢ ( )

d‘k 1.k, k.k

L, = AN A 4.13
o= | G (419)

Usando ainda que »
L(p*) = = 1(p*)

2
finalmente podemos escrever que
w1 (p®) = [pupd P () — 4p 1P (0%) + 12 (0*) +
+ 2pupI(p®) — 8L, (p%)] . (4.14)

O calculo explicito das diversas parcelas que surgem nesse e nos outros dia-
gramas é apresentado em detalhes nos apéndices 2 (para célculos a um loop)
e 3 (para calculos a dois loops). Vamos apresentar o resultado para o terceiro
diagrama, (4.6-c), deixando o diagrama overlapado para o final. Usando as



4.3 Contribuigoes nao-nulas para o tensor de polarizacao do vacuo na QED
escalar a dois loops 48

regras de Feynman, a amplitude para esse diagrama é dada por

d*‘k g d*l g gr°
I y 2 — 4 4/ Hp / JVo
2P | @ipre ) @ B -k

o /d4k/d4l 111
B I | 0mi | @i (p— k2R — k)2

= —4264g#,,/<g47k)4(p_—1k)2 (Ilog()\Z) —bln (—i—i) + 2<b> |
4.15

em que usamos o resultado da integral basica tipica de um loop, I. Admitindo
a possibilidade da realizacao de shifts no momento de integracao e no final
eliminando as divergéncias quadraticas, aplicamos novamente o procedimento
de Regularizagao Implicita para o momento 1, e realizando a integral, obte-
mos:

2

p
H;w2<p2) = 81€4bp29w/ |:_[log<)\2) + bln (—E> — 3b:| . (416)

O préximo diagrama é representado pela figura (4.5-d), acompanhado do seu
respectivo contratermo

Com as regras de Feynman, obtemos a seguinte amplitude:

d*k d*l 2k —p), 2k — Do gup g°°
I , 2 —9 4/ / w oﬂ_.
ws(P7) = 2ie LA Sy (ki —p)? (k—1)? k2 2

Utilizando as propriedades das matrizes g,,,, o numerador da amplitude pode

(4.17)

ser reescrito da seguinte forma:
Gupg” =0,
0 que nos permite escrever
(2k = 1)o0; = (2k = 1),
e finalmente

(2k —p)u(2k = 1), = 4k, k, — 2puky — 2k,0, + puly
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A amplitude II,,3 serd escrita em termos de quatro integrais basicas, que
designamos por Iy, I, I3 e I4:

I3(p*) = 2 {, + I, + I3 + I,} . (4.18)

Para cada parcela, separamos a parte que deve ser integrada no momento
interno [ e o que deve ser integrado no momento interno k:

v e | w6

O resultado para a integral em 1 ja nos é familiar de calculos a um loop, sendo

dado por

k’2
I, = I1py(N\?) — bIn (—ﬁ> +2b (4.20)

Eliminando a parte divergente caracteristica da primeira ordem em loops
(por meio do gréfico de contratermos), temos

k2
" = —bln (—ﬁ> +2b (4.21)

em que ren”indica que a renormalizacao a um loop foi efetuada. Podemos

escrever:

Ak Kk, 2 Ak kuk,
h=-o [ e (%) 2 G 4

Seguindo a notagao e convenc¢ao adotadas no apéndice A desse trabalho, a

parcela I; pode entao ser escrita como
I = —4bI1)) (p°) + 8L, (p*) . (4.23)

Tratamento similar pode ser dado a segunda parcela, I5, dada por

'k —2p.k dl 1
I, = 21e? pv 4.24
2= e / <2w)4k2<k—p>2/ o)1k —1)? (4.24)

e, como para a parcela anterior, temos que a integral no momento 1 é diver-
gente, com divergéncia caracteristica da primeira ordem em loops dada pela
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equacao 4.20. Removendo a subdivergéncia caracteristica de primeira ordem,

Ak —2pk ;2 Ak —dp,k
L, = ' Y In(—-—— i
2 e /(2%)4k2(k—p)2 n( >\2) +/(27r)412(k—l)2

= 2'0[2p, P (p7) — 4pu L, (p?)] (4.25)

temos

e considerando a relacao entre I,(p?) e I(p?), que é dada por

1(p°)
L/ = Pv 5
by
temos
Iy = 2" b2p, 17 (0°) = 2,0 1 (p7)]- (4.26)

A terceira integral é

[

em que a subintegral em 1 é destacada. O resultado é dado por

L) = i)

= % {[log(v) —bln (—i—z) + 2b} . (4.28)

Subtraindo a subdivergéncia com o uso de um contratermo, substituimos a
parte finita da integral no momento 1 em (4.27), obtemos:

d'k —kk, R\ [ d% ki
wo=of @2n) (R — ) [(k — p)? — 2] 1“( v) > @)t (2~ n®)[(k — p)? — ]

= DI — 2L, (). (4.29)

1%

Apéds separarmos os dois momentos internos ao diagrama, a tltima integral
que contribui para o diagrama analisado é dada por

w- [t | arme] 0w

Realizando o mesmo procedimento de absorcao de termos subdivergentes,
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podemos escrever

I = / (;l:; k:Q(kpi p)z% {—bln (—i—i) + Qb} , (4.31)

em que utilizamos a relacao entre I, e I. Em termos de integrais basicas,

essa parcela pode ser escrita como
p
L= b [—IP(p*) + 21, (p*)]

= o2 [P + 221 )

= bR [P0 +pd(Y)] (4:32)

Somando todas as parcelas, a amplitude para o diagrama II,,, ¢ dada como
uma soma de integrais basicas:

M, = 20e*b[—412) + 81, + 2bp, I — 2p,p, I +

1 1
1) = 20 = Sl + Spupod] (4.33)
que finalmente nos da
M, = 206t |—81) 4 61, + Sp I — Spp 4.34
py, — «€ ol + 64, + §pu v 5]9#]91, ( . )

4.3.1 Calculo do diagrama overlapado

A eliminacao de subdivergéncias em diagramas overlapados nao pode ser
feita simplesmente substituindo-se o resultado finito do subdiagrama no dia-
grama de ordem superior. E necessério calcular explicitamente quais sao os
contratermos necesséarios a fim de se eliminar divergéncias nao-locais origi-
nadas pelas subdivergéncias. A figura (4.5-b) nos traz a contribuigdo com
“overlapping”para o tensor de polarizacao do vacuo na QED escalar com os
respectivos contratermos. Os subdiagramas divergentes sao corregoes para o
vértice trilinear (féton-escalar-escalar) Aplicando as regras de Feynman da
QED escalar ao diagrama e escrevendo a amplitude em termos de integrais
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bésicas, teremos como resultado

ﬂ-/?y = _264{_22)2 [411?11 - pupVIO] +
+ [Diog(N?) + 2081, (p*) — 2p,pu I (p)]
— 20[412) — 6p, I (p%) + 2pup 1P (D7)} (4.35)

em que /9 é uma integral tipica de diagramas overlapados, dada por

o _ d*k d?l 1
I” = / (27T)4 / (271-)4 k2l2(k _ l)2<p - l)2(p _ k)2 . (436)

O calculo completo e detalhado do diagrama com divergéncias overlapadas

para o tensor de polarizacao do vacuo na QED escalar é apresentado no
apéndice 5. Na segunda linha da equacdo (E.44), notamos o produto de
uma divergéncia tipica de primeira ordem por integrais béasicas de primeira
ordem, originando o aparecimento de divergéncias nao locais, que podem
ser eliminadas através do calculo de contratermos. Aplicando as regras de
Feynman ao diagrama de contratermos, com uma nova regra de Feynman
para o vértice corrigido, teremos

IGT = 206 L10g(N) 41, — 4pyl, + pupo]]
= 2e' L,y (A4, — pup 1] . (4.37)

Somando as equagoes (E.44) e (4.37), eliminamos as divergéncias nao locais
o resultado para o diagrama overlapado ¢

" _ O CT
Hgl, = HW+2HW
= —e{—2p°[ I} — pup, I°]
= —2b[I) — 6p, 1w (p) + 2pup I () — 81,0 + 20,0 1]} (4,38)

em que

O1 __ d4k d4l kuky
Iy = / (2m)* / Cm) k22(k — 1)2(p — 1)2(p — k)2 (4.39)
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b b? p? p? 11 2
19@h) — g T, (M) — —In( - | — =19+ —p? — b —
w G | e N) =TI\ =5 | =17+ 36/ "

2 2
pupl/ b O 1 2 i
— 1Y — b+ b"— 4.4
+ 2 {3 6 * 36}’ (440
1 b 9 b 2
Oab) 2 2 (2) (2 2 p 2
I,u,u( e guv{zl]log/\ _leog(/\)—i_gb]l(’g(/\)_zln <_ﬁ) ]log)\ +
b2 P\ 7 P\ P 31 pupy [ 1 b?
—? (S ) — s (=% ) - =IO+ P 4 O
* 8n(>\2) 8“( A?) 2l ettt p2{3 "1
(4.41)

As integrais 19 e Iff; sao calculadas no apéndice destinado ao calculo
detalhado do tensor de polarizacao do vacuo.

4.3.2 Verificagao da transversalidade do tensor de polarizacao

Para verificarmos a transversalidade do tensor de polarizacao do vacuo
e consequente satisfacao da invaridncia de calibre da teoria, somamos todas
as contribui¢oes nao nulas para II,,. Desta forma, levando-se em conta os
fatores de simetria, calculados de acordo com a referéncia (46), e as multipli-
cidades de cada diagrama, teremos:

I, =4, + 1, + 200, + ., (4.42)

em que as subdivergéncias de cada diagrama ja foram eliminadas. Conhecidas
as expressoes para cada contribuicao diagramatica em termos de divergéncias
e integrais finitas bésicas e seus resultados, vamos mostrar que cada termo
de II,,, é proporcional a

Dby — G’
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Somando as contribuigoes de todos os diagramas escritas em termos de inte-
grais basicas, temos

3 3
M, = 4-2e"d{-31{2 +61,, + épﬂﬂ% = Spupnl}
1 1 p?
— 4Z€4§gﬂyb§{_.[log<A2) -+ hl <—ﬁ) — ?)b} —+
- 2. 22641){4]/(3,) +pMpV](2) + 2pupud — 81, — 4pu](2)”}
— 264{—2p2[4]f3y — pup 1] —
— 20[41%) — 6p, 1Y + 2p,p, 1P — 81, + 2pup 1]}, (4.43)

em que, na ultima linha, estao presentes os contratermos que eliminam as
subdivergéncias no diagrama overlapado, calculados anteriormente. Podemos
escrever:

L, = w'b{0-I2 — 16p, 1P + 8p,p, 1P +0- 1,

2
p
- Op,upuI - 2p2guu {_Ilog<)\2) +bln (-p) — 3[)} +

2p* 16) 16)
+ T[4I,uu_p,upl/[] : (4.44)

em que as integrais

72 72

2
uv woo I(), IMV € I(pz)
tem seus resultados apresentados no apéndice DB desse trabalho.

4.3.2.1 Soma dos termos proporcionais a 11(02;(/\2)

PuPv
H/W<Il(02;(/\2>> = _16MT + 8pupy
=0

(4.45)

Logo, o tensor de polarizacao do vacuo a 2 loops nao deve ser dependente

da divergéncia caracteristica de dois loops, [ 1(029)(/\2).
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4.3.2.2 Soma dos termos proporcionais a I;py(\?)

pupy 1 2% [ guwb
= 4(p*Gu — pupy) (4.46)

assim, o termo proporcional a I},,(A)? para o tensor de polarizagao do vdcuo
tem a estrutura tensorial apropriada.

. . 2 2
4.8.2.8 Soma dos termos proporcionais a In (—%)
2 L _b —b
H‘u,l/ (11’12 <_%)) — —16%7 + 4]9#]?1/7
= Apupy — 4pupy
= 0 . (4.47)
4.8.2.4  Soma dos termos proporcionais a (—i—z)
2 2 2
p _ PuPy b 2 2p* [ —gub
(10 (55)) = 1655 + s~ b+ |2
= 4pupzzb - 4guup2b = 4b(p,upu - p2g;w>' (448)

4.3.2.5 Soma dos termos constantes, independentes de p?

bv

I, (cte.) = —16pu?

3
(ﬁb) + 8p,.p,0 — 2p2gw,(—3b) +

2 2 .2
P o 11, b7
Ag |10 4 Zp2 - T
{9’*{ 2 12 3609

2p2
b

Apupy P’ o 1. s 2 o
— = —=IY —=b —b*| — Whad 4.49
Sl {3 s T3 pupI7} (4.49)
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2 2 (-1 0 2
H/W(Cte') = _12pup1/b+6bp gw/‘i_T ?[ [g,uup _pupz/]

2p* [0, bV opupy

* T{T”g“”?” 7
2p” (11, 2 pupy
- _b J—— . b2

T {3 Juw = 372

que finalmente pode ser escrita como

2p? 1 b2
I, (cte.) = s {[ngQ — Puby (glo (-

292 4
— 12p.p,b + 6bp*guv + gbgwﬁ — 3tpupy
2 1 b2
_ E = pup) o | == p2I0 — p?
(Gup pup)b{ 5P Py
40
+ (gm/pQ - puPu)? . (450)

Assim, mostramos que I, é proporcional a g,,p* — p,p, e o procedimento
de regularizacao implicita, em especial a remocao dos chamados termos de
superficie, preserva o carater transversal do tensor de polarizacao do vacuo,
ou seja

P, =0

A remocao dos termos de superficie pode ser interpretada através da intro-
ducao de contratermos restauradores de simetria, que tornaram validas as
condigoes de consisténcia a 2 loops. Desta forma, vemos que a exigéncia
da invariancia por roteamento em ordens superiores, que surge com a elim-
inacao dos termos de superficie, nos conduz a invariancia de calibre Como
tal vinculo é fruto da invariancia por roteamento na teoria de campos em
questao, mostramos que ha uma intima relagao entre invariancia de calibre
e invariancia por roteamento para ordens superioes na expansao em loops.
No préximo capitulo, as identidades de Ward para a QED espinorial serao
investigadas.



CAPITULO b

Eletrodinamica Quantica
Espinorial a 2 loops

5.1 Introducao

Neste capitulo, tratamos a QED espinorial a dois loops. Particular
atencao é dada a verificagao da identidade de Ward-Takahashi que relaciona a
auto-energia do elétron e a correcao para o vértice elétron-féton, importante
para a renormalizacao da QED. Para verificar a satisfacao da identidade de
Ward que relaciona as funcgoes de vértice com as auto-energias fermionicas a
dois loops, vamos determinar todos os diagramas de vértice e de auto-energia
a dois loops. Apresentamos o calculo do tensor de polarizagao do vacuo e
verificamos sua transversalidade. Finalmente, de posse do contratermo para
o tensor de polarizacao do vacuo, calculamos a funcao beta para a QED a
dois loops.

5.2 Auto-energia do elétron

As correcoes para auto-energia fermionica a dois loops sao dadas pelos
seguintes diagramas
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ey My

{a)

{b)

%
!

{c)
Figura 5.1: diagramas de auto-energia a dois loops na QED espinorial
O primeiro diagrama, figura (5.1-a), apresenta uma subdivergéncia ani-

nhada e seu respectivo contratermo. O subgrafico é a auto-energia fermionica
a um loop, calculada no apéndice 2, cuja parte finita vale:

XD (J) = ok {— In (—i—i) + 2} : (5.1)

Usando as regras de Feynman e o resultado da auto-energia renormalizada
na primeira ordem em loops:

= o i ol () ]

4P
(p— k)

Racionalizando os denominadores dos propagadores fermionicos e usando a

(%] (52)
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identidade (A.10), podemos escrever

—X@ () = —2264b/ (;l:; k:?(pk— A In (—i—z) +
et [k

2 K2 — )2
= —2etty? {Il(f) (p?) — 2[u(p2)}
= —2etbyt {f,(f) (P*) —pul(*)} - (5.3)

O segundo diagrama tem como subgrafico o tensor de polarizagao do vacuo
em primeira ordem em loops, também calculado no apéndice 2, cuja parte
finita é dada por

4 K2\ 7
1) _ 2 2
Q) = {—ge blkoks — k*gas) {m (T?) — g” (5.4)

Usando as regras de Feynman para o restante do diagrama e a parte finita

para HEBj , temos

4 ? —agPP
520 = (0 [ Gt

/(5:)473« {%ﬁ%ﬂ _;g;a} . (5.5)

As subdivergéncias do tensor de polarizacao do vacuo ja foram eliminadas,

considerando o contratermo para primeira ordem em loops.
—sPy = e [ SR BT (L) T
) S e (5)-]
4 d*k — 2 7
- éw%/ (2m)? % _42)% [1“ (T) - g} +

2
+§ze4b¢ﬂ2> (p?) — gze%pff) (p?) — 38@@41);61@2)

(5.6)

A dltima contribuigao é dada pelo diagrama overlapado, (5.1-c) e seus respec-
tivos contratermos. No diagrama acima, nao é possivel isolar diretamente os
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subgraficos com suas respectivas partes finitas, devido a ocorréncia de di-
vergéncias overlapadas. Como no caso do diagrama overlapado para o tensor
de polarizagao do vacuo, a eliminacao de divergéncias nao-locais nao ¢ di-
reta como no caso de graficos de Feynman com subréficos aninhados, onde
podemos usar o resultado finito dos subdiagramas. Devemos calcular cada
contratermo, separadamente, de onde obteremos diagramas tipicos de um
loop com o vértice elétron-féton corrigido, procedimento que precisa ser re-
alizado nos dois vértices. A amplitude para o grafico é dada por

—7 2 _ —1e 4 d4k d4l 1 7 l_zgﬂﬂ _Zgaa
5 = o [ | e
— 264 d4k d4l ryp<ﬁ _/5)70(5(; _/l)fypkf)/o
B / (27T)4 / (27T)4 (p — Z)Q(l{; — 1)2(1) _ k)2k2l2' (5'7)

Apresentaremos o resultado final da amplitude, deixando os demais calculos
e manipulagoes envolvidos para o apéndice 5. Como resultado, temos

1
—1%2 = eyt {—5[1109()\2) + 2b]p, I (p?) + b[}? (pQ)} . (5.8)

Vamos entao analisar a remocao de divergéncias nao-locais. Podemos iden-
tificar cada subdiagrama a um loop como a correcao de vértice de primeira
ordem. Como existem dois vértices de tal natureza, o resultado final deve
ser multiplicado por dois. Assim, calculando o diagrama de contratermos,
temos;

_zZ(Q)Ct = 20(—26)(1)(—2)/%%%%ﬁ

e [ A 2%

- el [ G

= 4206%5[(])2)

= 2CepI(p®) (5.9)

em que usamos a identidade (A.10) e C é o fator de vértice associado ao
subdiagrama de primeira ordem. Como determinado no apéndice 2, C é
dado por

C = e*,,(A\*) e assim escrevemos
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—38) = 2 Loy A)PI(p?) . (5.10)

que possui a mesma contribuicao nao local existente no diagrama de auto-
energia overlapado. Realizando a subtracao de subdivergéncias, obtemos:

3P = -9 - 25@
= —he*pl(p?) + 4ze4b'y“[l§2) (p?)
= de' by [—p.I(p®) + _ff) ()] (5.11)

e assim, vemos que as divergéncias nao-locais sao eliminadas do resultado
final, restando apenas divergéncias locais, que podem ser removidas pela in-
troducao de contratermos locais na lagrangeana. Com todas as contribuicoes
nao-nulas para a auto-energia fermionica a dois loops calculadas, podemos
escrever o segundo membro da identidade de Ward, (5.13). Somando as con-
tribuigoes (5.3), (5.11) e (5.6) e calculando a diferenca de tais quantidades
calculadas para p e p’, temos:

Yiotal(P) — Ltotal (p') =
—4e'by” [I D) = 1P W) + 0, p?) = pul (pz)} -
Ay [ K BE T (FY T

o [ ot o [ (%) 3

3 k

44w [ Ak KOG B YT
30 / @m) KA — k) [ln (‘_) ‘5] )
—264197“ {puf @ p*) - p, I (p'Q)} +

28 o
+5eth {puf(pQ)—pMI(pQ)} : (5.12)

5.3 Correcoes de vértice a 2 loops para a QED
espinorial

As identidades de Ward sao relagoes existentes entre funcoes de Green de
diferentes ordens na constante de acoplamento. Elas refletem a preservacao
de alguma simetria (que quer dizer a conservagdo de alguma quantidade,
genericamente chamada de corrente). A seguir, vamos estudar as relacgoes
existentes entre as fungoes de vértice e diagramas de auto-energia a dois
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loops. A identidade de Ward decorrente de tais diagramas é de fundamental
importancia na prova da renormalizabilidade da Eletrodinamica Quantica.
Em segunda ordem em loops, tal relagao deve ser dada por:

¢'T@ — 2(2)(1?) _y®@ ®) (5.13)

sendo ¢ o momento do féton emitido pelo elétron, p é o momento inicial de
tal elétron, antes da emissao do féton, e p’ é o momento do elétron apds a
emissao do foton. As correcoes diagramaticas nao nulas para a funcao de
vértice a dois loops na QED e seus respectivos contratermos para remocao
de subdivergéncias sao apresentadas na préxima figura:

AANA A
AN A

(e}

AA A

(9)

Figura 5.2: correcoes radiativas para a funcao de vértice a dois loops na QED
espinorial

A funcao de vértice , —zeFLZ), representa uma corre¢ao quantica para a
interagao elétron-féton na QED. Em nivel arvore, essa interacao é represen-
tada pelo seguinte fator

—1€.

Para a avaliacao das funcoes de vértice, devemos ressaltar o fato de que,
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embora a Regularizacao Implicita nao comuta com a contracao da amplitude
com a métrica, processo em que perderiamos controle dos termos de super-
ficie que sao os possiveis termos violadores de simetria, ela comuta com a
contracao da amplitude com um momento externo. Por essa razao, com o
propdsito de verificarmos as Identidades de Ward, devemos avaliar as cor-
recoes de vértice contraidas com o momento do foton externo aos diagramas,

/

q=p—Pp

. Comegamos tal andlise com o primeiro grafico da figura (5.2). Aplicando
as regras de Feynman temos:

—el’® = d'k d'l —e ‘ —1e - —1€e .
L /(27)4/(%)4( Py")p'—;é( %)p'—,l( %)Ib—/

(—Ze’w)ﬂ(—ze’m)

—4goP g
K2 (1— k)

(5.14)

Nesse diagrama, é possivel isolar como subdiagrama a funcao de vértice a
um loop (parte superior do diagrama). Podemos reescrever a amplitude a
dois loops isolando a amplitude do subdiagrama, o que sera justificavel no
proximo passo. Dessa forma, temos:

—el'® = d'k —rey®) a1 N I o
re /<27r)4( 7)15/—%[/(277)4( 7)}6/_[( w)ﬁ_/(l_k)g
o k(—le%)ﬁ : (5.15)

Entretanto, estamos interessados em verificar a validade da Identidade de
Ward que relaciona a funcgao de vértice com a auto-energia dos férmions, dada
pela relagao (5.13). Assim sendo, vamos contrair o quadri-momento do féton
emitido, ¢, com a corre¢ao a um loop para a funcao de vértice. Sabemos,
entretanto, que essa identidade de Ward é valida na primeira ordem em loops,
ou seja

¢'T( =50 (p) - W) |
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e entao podemos escrever

d*k 1
2 2 «@ 1 1
—Z@qHFE“) = e / (27_[_)47 ﬁ/ _ k(_le) [E( )(p - k) - E( )(p/ - k)}
1 1

. k%(ﬁ. (5.16)

A parte finita da auto-energia do elétron a um loop é calculada no apéndice
2 e é dada por:

S (p) = —1e’bp {m (—i—i) + 2} : (5.17)

e, quando substituida na tultima expressao para a funcao de vértice, apds
algumas manipulagoes, nos fornece:

et = e b A () o
— 2% / (;l:; (p’i _k:)k?k@ {m (—(p;—f)Q) —2} (5.18)

As duas parcelas sao escritas em termos de integrais ainda nao calculadas.

Mostraremos, entretanto, que essas duas contribuicoes sao canceladas por
contribuigoes vindas dos diagramas (5.2-d) e (5.2-¢), e assim, seu resultado
nao precisa ser conhecido para fins de verificacao da identidade de Ward.
Na corre¢ao radiativa dada pela figura (5.2-b) o subdiagrama é uma cor-
recao para o propagador do féton a um loop, ja calculado no apéndice 2. A
amplitude de probabilidade do grafico é dada por

d*k ? 1 —197

—1el'? = (=)’
FM ( ) / (27‘()4%)% _ k%ﬁﬁ_ k’Ya 12

{(—16)2(—1)/%%* {”ya;wljk}} _;gzﬁp , (5.19)

em que notamos, no termo entre colchetes, a expressao para a corre¢gao para o

propagador do féton em primeira ordem. Removendo as subdivergéncias com
o auxilio do contratermo correspondente, e usando o resultado do apéndice
2 para o tensor de polarizagdo do vécuo em primeira ordem (para a QED
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espinorial), temos

d*k 1 1 1
2) _ 3 B
-t =@ f et o -E e

{—%62()[]6@]{:5 — k2gas] {m (—i—z) — ﬂ } % (5.20)

Contraimos tal amplitude com o momento do féton emitido, ¢*, e em seguida

aplicamos a identidade
d=p—p =1p—H- —H

O uso de propriedades operatorias das matrizes v e algumas simplificacoes
nos permitem escrever

et - e [ SRS _%;)Qg n(-5)-3
o [ BB () -]

(
o [ ()
e / (;z:; kgg iﬁigg {m (—i—z) —g]  (5.21)

em que as duas primeiras parcelas sao dadas por integrais que nao conhecemos
o resultado. Assim como antes, visto que nao estamos interessados no valor
da amplitude, mas sim na satisfacao da identidade de Ward, o célculo de tais
integrais nao é necessario, pois termos idénticos surgirao nas contribuicoes
para a auto-energia a dois loops. Escrevendo a tltima equagao em termos de
integrais basicas, podemos finalmente escrever

ey - e[S ()]

e [ S ()]

FoHpO >—¢’I<2><p’2>]—§ze5bu,52><p2>—1,32><p’2>]
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Agora, consideremos os diagramas da figura (5.2-d) e (5.2-e), onde os subdia-
gramas sao auto-energias fermionicas na primeira ordem em loops. A estraté-
gia usada para escrever os dois diagramas em termos de integrais basicas é
similar a anterior. Faremos explicitamente o procedimento para o segundo di-
agrama e entao para o terceiro diagrama apenas apresentaremos o resultado.
Eliminamos as subdivergéncias com o uso dos contratermos correspondentes
e usamos o resultado para a parte finita do subdiagrama obtido no apéndice
2. Para o diagrama (5.2-d), a correcao de vértice é dada por

d*k 1

)4%15 k Y [— 120 (p — k)]

—eT® = (=1} (0)4(=) / 5

1 g(crp)
(—

263)/ éljrl;” V- 1 Fp 1%
{—e%(p s <ln (-@) - zﬂ ﬁ%% (5.23)

Como feito na prova diagramatica das Identidades de Ward, algumas simpli-

ficacoes podem ser efetuadas se contrairmos tal amplitude com o momento
externo do foton, ¢*, e fizermos uso da identidade

f=p-p=0-H-0-F . (5.24)
Teremos entao:

et T — / (d“;ﬂp - ! P (USRI

ﬁ%% {m <_(p;—2k)2) _ 2} . (5.25)

e assim, apos algumas simplificagoes e o uso da identidade

,}/P]ﬁ,yp = _2ﬁ7
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sendo p um quadri-vetor qualquer, podemos escrever:

it = o [ [ (-45) -

d'k —2(p— ) (p— k)
— €° In{——|—-2| .(5.2
@ [ it () -2 6
Seguindo os mesmos procedimentos, vamos obter para o outro diagrama
'k~ (0 — k)?
et — 9,05 _M M ) 9| —
weq"T; 21e b/ 2o ) = h)2R2 {ln( 2 ) 2}
'k (p—¥§) (' — k)
21€°b In(—"———>]—-2 .52
- w [ o s () ) e

Assim, ao somarmos as corregoes dadas pelos diagramas (5.2-a), (5.2-d) e

(5.2-e), vemos que as parcelas da primeira contribuigdo sdo canceladas por
parcelas da segunda e terceira contribuigoes, e isso justifica o porqué de nao
fazermos o calculo explicito de tais integrais. Consideramos agora o diagrama
da figura (5.2-b). Realizando a algebra das matrizes -, com o tensor métrico
g*”, poderemos escrever

Core s [ A 1
L /(27r>4/(27r>” b =1 —k—]
N R
==l

(5.28)

Fazendo a contracao com o momento do foton emitido e usando a identidade
d=p—V=0-k-D-0 k-0

Teremos

—eq' ) = i [ S [ Gt = k=) = (F — k=)

Py L iy
1 11
%H%ﬁﬁ
— A+ B,

Para manipular o integrando da parcela A, racionalizamos os denominadores

(5.29)
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e usamos a identidade

Yy, = —2¢
Além disso, a fim de evitarmos termos denominadores que dependam de
trés momentos lineares, realizamos o seguinte deslocamento no momento de
integracao, (:

l=1+p

Se realizarmos a contagem superficial de poténcias para cada momento de
integracao, veremos que tal shift é permitido, pois a integral é logaritmica-
mente divergente. Assim, nao ha preocupacao com o aparecimento de termos
de superficie. Se N é o numerador do integrando, pode ser escrito como

N = =20k + D4 = F)ve = =8k + D1 - (p — k),
e o denominador ¢ dado por

D = (p=0D%p —k—=0D*p—k)*%k> 1—1+p
= Pk+D%p— k)21 +p)*K,

e entao poderemos escrever

A% SEL -
A= | G e 00

A parcela designada por B pode ser obtida de forma similar, com o shift no
momento de integracao sendo

k=k+p

. O numerador sera dado por

N = 2@ — D7k + D7k va
= 20k +D7°( — e
= —8(k+Nk-(p —1), (5.31)

enquanto o denominador serd dado por

D= —D*k+1)%p+ k) 1PK
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Desta forma, teremos

_ZBC]’TEL?

Ry LN LR
) BT 2o — P+ p R
s [k SEAL k)

+ [ a0

Na primeira parcela, fazemos a mudanca de variaveis global [ < k e na
segunda parcela, fazemos a troca k <> [. Isso nos permite escrever

w5 [ d'%E 8k Dk-(p—1)
—1eq"T) = e /(27r)452(1f+l)"’<p—l)2(1<r+19')“”f2

Cf R SNk )
e O B+ 2 + e 1+ ek O3

Finalmente, as duas iltimas contribuigoes, dadas pelos diagramas (5.2-f) e
(5.2-g), com seus respectivos contratermos. O tratamento para ambos é com-
pletamente similar. O resultado para a sexta contribuicao para a identidade
de Ward é dado por

o _ g [ R [ RN k)
—eq' T = -8 / (27r)4/ @m) 2k +1)2(p + k)2 (0" + )2k

s [ d'k d*l K+DL-(p—k)
8 / (27) / QO Bkt 2 (p — k2 + 172

enquanto para o sétimo diagrama, o resultado é dado por
4 4 '
et = e [ WD
" 2m)* ) @m)t Bk +1)*(p+1)*(p" — k)*k?

s [ d% [ d k+D1- (p—k)
e / (2m) / @) 2(k + 1)2(p + D2(p — k)2k?

O que podemos observar é que a segunda parcela da contribuicao (—zeq“qu}))

e a primeira parcela da contribuigao (—zeq“pff?), quando somadas, cancelam

por completo a contribuicao —zeq“ufﬁ). Somando entao as trés amplitudes,
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teremos como resultado

—zeq“(Fl(i) + Fl(i) + Fl(f?)) =

_Se” d*k d*l (F+D1- (p/ — k)
¢ | o | GG e = b T

s [ Ak [ dU (F+D1-(p— k)
e / (2m)* / @m)t 2(k + 1)2(p — k) (p+ 12k

Podemos entao observar que a soma dos trés diagramas ¢é funcao de duas

integrais que sao absolutamente iguais, excetuando-se que a primeira é funcao
/ , ~

de p e a segunda é funcao de p.

Agora devemos somar todas as contribuicoes para a funcao de vértice a
dois loops, contraida com o momento do féton emitido pelo férmion. Podemos
escrever que

s = Ty + ¢y + ¢y + ¢Tpy + +¢" Ty + ¢*L g + ¢"Ty;

Assim, temos

’

q‘urutotal (p7p> =
_464[),}/;1, I/S2) (pZ) . Il(f) (pIQ) + +p;]—(2) (p/2) _p#[(Z) (pQ)] .
)

4, A G- K
B b/(

/

k
o] S (5)-1)-

)
8 , 8 /
-3 {pul(z)(pQ) - pul(”(zﬂ)} +3 {Iff)(p?) —IP(p 2)} +
28 o
+5 ey {puf (") —pI(p 2)} : (5.34)

proporcionando portanto o mesmo resultado que a diferenca de auto-energias
a dois loops satisfaz a identidade de Ward entre a funcao de vértice e a
autoenergia. O calculo que acabamos de apresentar com a contracao do
momento do féton externo com o vértice elétron-féton segue a tradicional
prova diagramatica das Identidades de Ward e da invariancia de calibre, como
vimos no capitulo 2, e assim, nao é surpreendente que tenhamos atingido o
resultado esperado. Entretanto, é importante destacar uma caracteristica
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da Regularizacao Implicita: o método foi desenvolvido de forma a conter
todas as caracteristicas que sao necessarias a fim de preservar a invariancia
de calibre e simetrias que sao sensiveis a dimensao da teoria. A possibilidade
de fazermos shifts nos momentos de integracao é implementada com todo
cuidado em relagao ao aparecimento de eventuais termos de superficie, e sua
posterior eliminacao. A manutencao da dimensao especifica da teoria e o
fato de que o integrando nao é modificado garante a preservagao da algebra
vetorial (dlgebra de Clifford). Desta forma, a Regularizagao Implicita pode
ser implementada até mesmo por meio de um simples cutoff, ja que todas as
suas indesejaveis caracteristicas estao sob controle.

5.4 O tensor de polarizacao do vacuo

Seguindo a proposta desenvolvida para a eletrodinamica quantica es-
calar no capitulo anterior, vamos verificar a transversalidade do tensor de
polarizacao do vacuo em ordem dois loops. Para uma teoria sem massa, as
contribuigoes radiativas nao nulas sao

el e
e | e s e’}

Figura 5.3: contribuicoes radiativas para o tensor de polarizacdo do véacuo na
QED espinorial

Comegamos pelo gréfico aninhado da figura (5.4-a) Apds aplicarmos as
regras de Feynman, listadas no capitulo 2, e realizarmos a algebra das ma-
trizes v obtemos a seguinte amplitude

(5.35)
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O subgrafico aninhado é a auto-energia do elétron a um loop, cujo resultado
é calculado no apéndice 2 e dado por

YW (k) = -2} {Ilog(Az) —bln (—i—z) + Qb} . (5.36)

Aplicadas as Regras de Feynman no primeiro diagrama da figura (5.4-a)
e identificando a divergéncia aninhada como a autoenergia do férmion a um
loop, temos:

o _ [ Ak —ettr{ES(K) k(K — P)w}
wa)a - / (27)4 ki(k — p)? (5.37)

em que

B Al A
> = /(27r)412(1—k;)2

= —29%0,=—} (Ilog()\2) —bln (_ﬁ> + 2b> : (5.38)
é o resultado para a autoenergia do férmion, a menos de fatores de vértice,

ja incluidos no diagrama completo. Eliminando as subdivergéncias do sub-
grafico, podemos escrever

g [0 (%) 2] R = P

4

o?  — % / :
pva 1€ 2 Kk — p)? (5.39)

O traco dentro do integrando é avaliado de maneira usual, e seu resultado é

dado por
1
02 |2, = 2k, = 0+ (0= 1 = )]

em que o truque usual para eliminacao de produtos escalares do tipo k - p
em favor de termos quadraticos nos momentos foi usado. Se substituirmos o
resultado do trago no numerador de 5.39, teremos:

ne, = 4e'h / d'k K [2kuky = 2p ki — 5(K + (p = k) — ) g
uva (27?)4 /CA‘(]{,‘ _ p)Q

oo (-5)] a0
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e que em termos de integrais basicas, é dada por

Hl(tz”)a = e’ {4IW —4p, 1, + pQQWI - 2[;(112/)
d*k 1 2 pg
2 V](Q) M/ 1 v uu]()g

+ 2pud + 5 (27r)4—(p—k)2 n 3z 5

(5.41)
que nos permite escrever
O, = 4e'd {40 —4p, 1y + p*gud — 217
2 2
2 Guv o 2 p P9 2
+ 2]91/[;(;)—1—?]7 <Ilog(>\ )—bln (-p) +3b) — 9 [()}

(5.42)

Usando os resultados para as integrais bésicas de um e dois loops, e ja elim-
inados os termos de superficie caracteristicos, teremos: de dois loops, temos

4 1 2 2 2
e = cue'h {pupy {Iffg)(ﬂ) B0 = 2w (—p—) + —5b1n< p )+

3 6 2 22 6 A2
17 2 (2) 2 8 2 1 2 p2
+ Eb] + Guwp [—[wg()\ )+ 3li0g(A) + 50" ( =35 ) =

10 p?

A segunda contribuicao é dada pelo diagrama da figura (5.4-b) e possui sub-

(5.43)

diagramas overlapados, que sao correcoes a um loop para a funcao de vértice.
Assim, precisamos calcular separadamente os subdiagramas da figura (5.4-b)
Apos aplicarmos as regras de Feynman ao diagrama e a seus contratermos,
usamos o procedimento de regularizacao implicita para separarmos as di-
vergéncias tipicas da ordem. Termos de superficie sao eliminados com o
auxilio de contratermos restauradores de simetria no nivel do lagrangeano.
Apébs removermos os termos de superficie, potenciais violadores da simetria
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de calibre, temos

8 3 22 5 P2

17 2 p2 1 2 2[0
2

4 1
+ guvp2[4b[(2)(>\2) - 2112090‘2) - E?b[zogo\z) - 562 In (_p_) +

log A2

29 p? 15

V(- ) - =b*+pI° 5.44
S (-5 - S o) (5.44)
em que /© é uma integral caracteristica de diagramas overlapados, cujo re-
sultado é apresentado no apéndice especifico para o calculo dos diagramas

overlapados. De posse das duas contribuigoes diagramaéaticas, somamos os
resultados de (5.43) e (5.44), obtendo:

8 3 31
0E = e'bpups — )’ {5112@()\2) = 30110 (%) + T bliog (V) =
3 P’ 3 270

5.5 Calculo da funcao beta do grupo de re-
normalizacao a dois loops

A funcao beta do grupo de renormalizacao mostra como a constante de
acoplamento de uma teoria de campos varia com a escala de energia. Até a
ordem de dois loops, ela é um parametro universal, e portanto independente
do esquema de regularizagao empregado. Desta forma, o cdlculo da fungao
£ a dois loops sera um bom teste para o procedimento de Regularizacao
Implicita, sendo um bom teste para a definicao de contratermos em termos
de nossas divergéncias basicas.

Para a eletrodinamica quantica, a funcao beta é obtida através do con-
tratermo necessario a renormalizagao do tensor de polarizacao do vacuo, que
aqui designaremos por Zs (54). Z3 é o contratermo para a carga "nua’do
elétron, a carga que a particula possuiria se estivesse isolada, no vacuo, sem
interagir com outras particulas. Das identidades de Ward, é possivel mostrar
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que tal contratermo sera igual ao contratermo para a renormalizacao do
campo do féton. O calculo de correcoes radiativas para o propagador do
foton nos fornece correcoes de ordem superior para o respectivo contratermo.
Inicialmente, vamos apresentar o calculo do contratermo necessario a renor-
malizacao do tensor de polarizacaodo vacuo a um loop, cujo diagrama é
exibido a seguir

Figura 5.4: diagrama de Feynman para o tensor de polarizacao a um loop

Como visto no apéndice 1, tal diagrama possui divergéncias quadraticas
e logaritmicas. As primeiras sao eliminadas por serem proporcionais a massa
das particulas da teoria, conforme discutido no capitulo 4. Desta forma,
divergéncias quadraticas sao automaticamente eliminadas. A divergéncia do
tensor de polarizacao do vacuo para a QED espinorial é, entao, dada por

4
—ZH/“,dw = g {_pupu + p2guu} Ilog(A2) . (546)

Desta forma, o contratermo necessario para subtrair a divergéncia do tensor
de polarizagao do vacuo, dentro do esquema de subtracao minima, é dado

por
4
M., = 52621109()\2) , (5.47)

o que modifica Z3 para

4
Zys=1+ 52621@(%) : (5.48)
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A parcela divergente para o tensor de polarizacao do vacuo para segunda
ordem em loops é dada por (detalhes no apéndice 5)

8 3 9 31
564 {5 ing (A7) = 3DI0 ) + gb]log()\g)}

E o contratermo para a carga do férmion é corrigido para

Zy=1+ gzeQJlog(V) - 264 {glﬁ,g(AQ) — 3b1§fg>(A2) + %b[log()\2)}
(5.49)
Tal carga, que seria infinita, se relaciona com a carga fisica do elétron por
meio da seguinte relagao (54), (29):

-1
ep = eZy’

Se elevarmos os dois membros ao quadrado e em seguida dividirmos os dois
lados por 47, podemos reescrever a ultima relacao como

ap=Z;'a (5.50)

em que « é a constante de estrutura fina da QED, parametro que desempenha
o papel de constante de acoplamento na teoria. Zj ! pode agora ser escrito
da seguinte forma

(5.51)

7t = !
3 142z
4 16 8 ,(3 (2) 31
= 1- 5262]l09()\2) - ?64%209()\2) + 364 {5 lzog()\Q) - 3bIlog()\2) + gbIIOQ()\Q)}
4 8 (5 9
= 1- §Z621109(>\2) t3 {611209()\2) - 3b[l(02g)()\2) + §[log()\2)} ;

em que usamos (e assumimos que seja vélida) uma expansao em série ge-
ométrica para a equacao que define Z3. Escrevendo a expressao para o con-
tratermo em funcao da constante de acoplamento, ao invés de escreve-la em
termos da carga fisica, teremos, apés multiplicarmos e dividirmos a tltima
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equagcao por 4m:

B 167 8 5
Zs L — 1 Tzallog()?) + 5(47r)2a2 (g l2og log

= 1—ca+cad?...

(A2) = 3bIP(\?) + gbllgg()?))

(5.52)

A constante de acoplamento nua, ap, nao depende da escala de energia, A\2.

Portanto, derivando a equagao (5.50) em relagao a A2, o resultado deve ser

identicamente nulo. Assim:

80&3
oz 0
oo 4 0731
Calculamos agora cada parcela, separadamente
025 1 oo Ocy Ja 5 0cy
a)\g = —Wcl — WOC + +2aW02 + « W (554)
Multipliquemos a ultima expressao por
222 .
0 que nos permite escrever
!
2220 075! 20% da n 2202 Ocy L9 22\ Do
= —a——0+————a+2ac————
a  ON? a ON2 ! a  ON? o 9N
202, ey
—a —
« ON?
oc dc
= —afc — 2)\28_/\12 + 2c00° 5 + 2)\20428—/\22
dc dc
= B(—ac; +2c0°) — 2)\2048—)\12 + 2)\20428—/\22 (5.55)
Juntamente com a equagao diferencial (5.54), temos
dc oc
0 = B[1—2ac + 3c0% — 2A2@a—;2 + 2)\20428—)\22 (5.56)
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e entao
1 801 (9
b [1 — 2ac; + 3a2c?] ( “oxz 8)\2)
dcy dcy Ocy
_ 2 2 2 212
= 2\« (9/\2 — 2\« e + 4a“Nc 192 (5.57)

em que no ultimo passo utilizamos a aproximacao binomial

~ 1]
1 — 2 +x

e na sequéncia desprezamos termos de ordem O(ca?), j4 que nesta ordem
outros diagramas devem ser levados em conta. Podemos entao escrever

oc oc oc
— 20 2L 2 2 2 1
Substituindo a expressao para c; e derivando em relacao a A? temos

% 0 16
ON2 0N | 3mili,(N2)

16 b 16 1

- 3TN T 3 a2

1
— W . (5'59)

Apresentamos em seguida o resultado da segunda parcela da expressao para
a fungao beta (detalhes se encontram em um dos apéndices)

802 . 8 2 9 3
o~ 3107 {12 Tz os(\) + 27?4)\2(16)2}

que nos conduz a

Jcy 0cy 8, ? 9 3 321 9

T i R ST P SN e S S Gy SO\

o~ Tgne = 310 Vg )+ smane T oae ™)
_ (5.60)
C 4Awa? '

A dois loops, ja vimos que a funcao § da eletrodinamica quantica é dada pela
equagao (5.58). Portanto, substituindo os dois ultimos resultados em (5.58)
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teremos

1 202
— 2)\2 -
b a37r)\2 + 42

20 1 ra\2
- ZZ,.-(Z 5.61
37T+2(7T> ’ ( )

que é o resultado correto para a funcao (5 a dois loops, confirmando que a
funcao 8 é independente do esquema de regularizacao empregado até essa
ordem da expansao perturbativa. O primeiro termo representa o valor para
a fungao  a um loop, escrito em termos de «, que também é compativel com
o resultado conhecido.



CAPITULO 6

Extensao da Regularizacao
Implicita para ordens
arbitrarias em modelos
Nao-massivos

113

“Don’t panic

6.1 Introducao

Neste capitulo, inspirados nos resultados que obtivemos para o calculo
perturbativo a dois loops, propomos uma extensao do procedimento de Re-
gularizagao Implicita para ordens arbitrarias na expansao em loops. Em par-
ticular, obtemos a relacao de escala a n-loops, assim como exemplificamos
uma solucao para integrais basicas com indices de Lorentz a n-loops.

6.2 Obtencao da relacao de escala a n-loops

Uma divergéncia basica logaritmica a n-loops em teorias sem massa pode
ser escrita, usando um regulador tipo cut-off, como

d*k 1 k* —m?
PRy :/ In" ( ———— 1
log A (27m)4 (k2 — m?2)2 I A2 (6.1)

Extrafido de "O guia do mochileiro das galdxias”(The Hitchhiker’s Guide to the
Galaxy), de Douglas Adam.
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e por meio de uma mudanca de variaveis, pode ser reescrita como

2 2 2 [e%¢} 2
(n+1) ok n | ESAmT A (U
167 = b fau) {A—}_/m dr " (55)
B dz o ( 9 A (n)
- b/mQ T ()t [ () 62)

A relagao de escala pode ser obtida a partir da seguinte diferencga:
(n+1) (n+1) 2y de . [ ) Z
Doy (m?) = L) W (N?) = b/wzl (ﬁ)_bm {—”'Z—l ( )}

1 1 A2
2 - 7
+ bA {)\2 3 1o (v)}
1 2

A um loop (n = 0), por exemplo, teremos:

Tiog(m?) = L1py(A2) — bln (T; ) (6.4)

E para dois loops (n = 1), temos:

I2(m?) = 123 - b{%an(Tj)nLln(T;)} . (6.5)

Como j4 discutido, a relagao de escala é essencial para a aplicacao do
procedimento de Regularizacao Implicita em teorias nao-massivas. E ela
que introduz um parametro que funcionara como escala para o grupo de
renormalizacdo, e, principalmente, permite a eliminacao da massa ficticia,
através de um cancelamento entre termos provenientes da parte divergente
com termos da parte finita.



6.3 Separagao dos termos de superficie a n-loops e calculo de uma integral
com indice de Lorentz 82

6.3 Separacao dos termos de superficie a n-
loops e calculo de uma integral com indice
de Lorentz

Nesta secao, apresentamos o procedimento utilizado para separacao e
identificacao dos termos de superficie de uma integral tipica a n-loops e tam-
bém exibimos uma generalizacao para o procedimento de solucao de integrais
multi-loop para teorias nao-massivas. O exemplo apresentado contém os in-
gredientes mais importantes da Regularizacao Implicita, como a presenca de
termos de superficie e o uso explicito das relacoes de escala para a eliminacao
da massa ficticia, e portanto, é suficiente para uma compreensao geral do
método de calculo da parte finita de integrais de Feynman no contexto da
RI.

Vimos ao longo dos primeiros capitulos do trabalho que os termos de
superficie, potenciais violadores da simetria de calibre, sao obtidos a partir
de divergencias basicas com indices de Lorentz. Um exemplo é a integral

&k kk k2 —m?
g+l —/ A . 6.6
pv (27?)4 (k2 _ m2)3 n A2 ( )

Para eliminarmos o termo de superficie a n-loops escrito em termos de di-

abaixo:

vergéncias basicas, usamos a mesma estratégia empregada no calculo de um
e dois loops.

%) k, " R =m?\
okv (k2 _ m2)2 22 -

2 2 2 2
_ Gw gy F=mTN o Rk (R —mT
(k2 _ m2)2 )\2 <k2 _ m2)3 )\2
k, 0 k2 —m?
In" [ ——— :
T o, " ( 2 (67)

A derivada do termo logaritmico é dada por

o . . K —m? ne1 k* — m? -\ 2k,
T G = et e e e

2n 1 k* — m?
TR g2 In DY
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Usando os dois tltimos resultados na equagao C.57

/ (ij a5 (_kg—m> } -

d*k 1 n k? —m? d*k Kk, n k? — m?
G In"{———)—4 In" | —
(2m)* (k2 — m?)? 22 (2m)* (k2 — m?)3 22
d*k k. k k? — m?
2 nov l n—1 [ .
[ e () 09
Eliminando os termos de superficies de todas as ordens anterioes, temos
1 n
oty = 7 {aw i 0% + 2600 |
1 n 2n n e
= Z {gNVIl(og+1 (>\2) 4 [gMVIl(og)(AQ) + n(n - 1)9( 1)MV:| }
1 n n n
= Z {gHVIl(og+1)(>‘2) + §glﬂ’jl(og)(/\2)
n(n—1 n —
+ % ( Nl/]l(og ) (/\2) (TL - 2>0£w 2))}
1 n n n
= Z {g Il(og—i_1 <)\2) + §gll”[l(og)(>\2)
n(n —1) n n(n—1)(n — 2) n n!
+ Tgl“/]l(og Y (/\2> ) gl“’[l(og Y <)\2) QnQ#VIZOQ()\Q)
Guv & 1 k
iy { Qn_kffo;wmz)} (6.9)
k=0
Obtemos entao:
(n g v
(1) = Sk Z b lfg“ (m?) (6.10)

As divergéncias logaritmicas a n-loops podem ser escritas através das relagoes
de escala:

k+1
L (m?) = ItV (N%) — bZ—ln < ) (6.11)

Se substituirmos a relagao de escala na equagao acima 6.11 em 6.10 e sepa-



6.3 Separagao dos termos de superficie a n-loops e calculo de uma integral
com indice de Lorentz 84

rarmos a parte divergente, podemos escrever:

n k+1
b nl 1 k' . [/m?
(n+1) _ o N
9#” = D 4zzk|2n ln(}\2)
k=0 i=1
n k+1
= DZU — Zz—n E zg Z'ln (F) (612)

-~

onde Div indica contribuigoes divergentes para o termo de supeficie. Vamos
analisar o termo sublinhado separadamente. Designando-o por 4, temos

2 2 2
a0 m” 1 m” 1. o(m

) ()30 )
() e ()

= In 7%2)[20+2l+ 2"+ ( )21+ 2"+

+ ...+(n_|1_1)!ln”+1 (”;22) on (6.13)

O i-ésimo termo da série é caracterizado pela seguinte soma:

27 42 4+ 2" = 271424 42
= 275, 1
2i-lgn=itly 1]
= ontt gt (6.14)
em que, na segunda linha, notamos a soma dos n termos de um progressao
geométrica, de razao 2, cuja expressao geral é dada por

a,T — Qg

S, =
r—1

em que a, ¢ o termo de ordem n da série, ag é o primeiro termo da série e r
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a razao da progressao geométrica. Assim, podemos escrever

b n+1 ‘ 1 . m2
O (%) = Div — gy Y (2— 27" I’ (F) . (6.15)

7!
i=1
6.3.1 Solugao de uma integral com indices de Lorentz

Com os resultados anteriores, vamos resolver uma integral tipica com
indice de Lorentz

d*k k k2
It — a/ a In” [ —— 6.16
S N VA PY (010

e separando a parte divergente e os termos de superficie da parte finita,

teremos

d*k ko(2p -k — p?)? k2
[ FD — gprg(ntl) / = In" [ —— 6.17
o T e T o ek e (6.17)

Com a identidade que usamos para tratar o termo logaritmico,

coat—1
Ina = lim ,
e—0 €

. . =(n+1 [ .
a parte finita, que passamos a designar por I podera ser escrita como

- 1 <&
IEH0 =1lim = (=1)"7* <Z) I (6.18)

e fazendo uso da massa ficticia, 19 ¢ dada por:

w o _ 1 d'k ka(p* — 2p - k)’
1 = oo | e
_ (_)\—12)]%(14+B+C) , (6.19)

A, B e C, apds fazermos a parametrizacao de Feynman e realizarmos algumas
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integragoes por partes, para m? pequeno, podem ser reescritos como:

A= 2—bkeigjl—2)1k)6p“{%+
+ /Oldx {2(1—;5)—2;6’“(1—:5) (2—/%)(1—21;)} (-%)k} |
(6.20)
B (2_bk;e)2((1_inl?§€ /Oldx(l—x) (—%)k€ e (6.21)
c = 0 Q(m)pa{l—l—

2 — ke ke(1 — ke)

1 pr ke
(2 — ke) / dx(l—=x (——2> . (6.22)
0 m

Somando A, B e C, temos

A+B+C = kae((;f)f;pa{_é
B (2]

e entao podemos escrever

" = —p (T-j)kepa{—m +/01dx{é(1—x)+(l—2x)} (—Zﬁ

- el ()

J/

-~

+ /01 dx [“k_f) +(1- 2:0)} (—%)k}

Consideremos primeiramente a parcela sublinhada, que passamos a designar

(6.24)
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por &. A segunda parcela sera designada por ( e tratada na sequéncia:

11 1 /m2\*
&= ‘b%—l_ke—l_%(v) Pa (6.25)

Com o limite de € — 0, podemos tomar a expansao binomial e reescrever os

termos dependentes de e¢. Por exemplo:

1
=1 24 ..

T 7e + ke + (ke)” +

1— ke 2 2 )

2
E entao, identificamos todas as poténcias possiveis de ke, multiplicadas pelos
respectivos coeficientes:

11 1 1 & & - ke\!
N - ke) | 2=
2kel — kel — lezz( ) <2>

j=0 i=0

1 (ke)tti B (ke)itit
_QkGiZj i __ZZJ, 2i

1 3 1 1 1 1 1
_ 2 14—+ = 14+ =-+=+= 2.
{2k€+2+(+2+4)ke+(+2+4+8)(ke)+ }

(ke)! (6.26)

m?2

(ke)
Realizamos agora a expansao do termo (T) , para € — 0, o que nos
permite escrever:

[1 + keln (T—j) + %(ke)z In? (T—j) + .. ] (6.27)

Para obter uma expressao geral para o coeficiente de (ke)", destacamos os
seguintes termos:
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1=20:

=1

[2 — (%)2] (ke)*! {1 + keln (T—j) + (k;)z In (T—j) +.. }

Isso nos permite identificar o coeficiente de ke, que sera
B OG-0 ] (5)
J& o coeficiente de (ke)? é dado por
) F o) b @]
()] (3)

E se estendermos o desenvolvimento acima para outras poténcias de ke, de-
duzimos que o termo de ordem n (coeficiente de (ke)™) é dado por

s SONBEOING

_|_

_|_

N1, (m? 111, , (m?
1 n+1 m2
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Com isso, £ pode ser escrito como

n+1 n—i+2 2
3 —bpa Z [1 — (%) ] %lni (%) (ke)™

= —bpa Z [1—(2) "7 %m@' (%) (ke)" (6.29)

Para (, temos

B ! 1 11—z p*a e
o [ [ ] () oo

que na n-ésima ordem, pode ser escrita como

n+1

1 neivi L 1o PP n
C: _bpa§ Z(-l) mﬁln _ﬁ (kE) . (631)

=0

1)

Lembrando que a integral 1Y ¢ eserita como

d*k ko(2p -k — p?)? k?
I(n-l—l) - 9 ,ue(n—‘rl) / e’ In™ [ ———
: R e T e

1 n
= 92 #9 1’L+1 lim — -1 n—k I(k)
PO +lim =y (=1 ) I

k=0
(6.32)
com 6’,%“) dado por
1 n! 1 = 1, (m?
(n+1 o (k+1) (y2 _ i—n— 1 g
0, 4gua§ 1 o 1oy (A7) gua”'z -2 ln ()\2) e
(6.33)

Convém ressaltar que a parcela dependente da parte ficticia, vinda da relagao
de escala a n-loops, desempenhara papel fundamental no cancelamento de
contribuicoes da integral que dependam da massa ficticia.
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I ¢ uma integral finita, dada por

B _ 1 d*k ko(p? —2p - k)?
= | i

= o[ ()
+ /Oldx{lkem+(1—2x)]( p)\:)ke} (6.34)

(n+1)  _ (k+1) 2
I B gW Z k! on—k Ilog (A°) +

b n+1 i 1 . m2

=1

~ i 1S 0 () {fu - () (e

=0
n+1 2
1. . P
n i+1 7 n
+ —Z + T ZHZ' In <_ﬁ) (ke) }
_ k+1 2
o g“a Z k! 2n log )‘ )

bn . 1 m?
E ifnl 7

=1

n n+1
1. ./ m?
z n—2 %
— bpo » (—1)"7F k'n_ { ]aln (V)_
L

k=0 i=
n+1

(—i—i)}

- bpa

n—i+1
2 Z( 1) 2n i+l )
(6.35)

Note como podemos tomar o limite ¢ — 0 com seguranca, visto que ha o
cancelamento de €” no denominador com o correspondente termo no nume-
rador, dentro dos somatérios. Por sua vez, o somatorio na variavel k pode
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ser eliminado, sabendo que

Z(_l)m—mﬁ -1 (6.36)

Obtemos entao

n JU1
B = Y Rl 0 +
n+1 m2
i—n—1 7
+ pa—n'ZZ 2 —1 (V -
7’L+1 2
1—n—2 i
— bpan!{;[l—(Q) | 1n <F>_
13- neipi_ L Lo p? n
- bpa§z<—1> gy o —§> e
i=0

2 : k 1
n+1 m2
—n— 2 7
n+1 2
N N L
~ bpan! {§ - @5 <ﬁ) ~

i=0
n+1
1

. 1 . p2
n i+1 )
- ‘Z ot (‘r)}

(6.37)

No ultimo resultado, notamos que as duas primeiras parcelas sao iguais, com
excecao do fato de os somatérios comecarem em 1 e em 0, respectivamente.
Desta forma, é garantida a eliminacao dos termos dependentes da massa fic-
ticia, presentes somente nestas duas parcelas. E importante perceber como
os termos que vém das relagoes de escala sao importantissimos para a elimi-
nacao da massa ficticia, e isso realca o papel tomado pelas relagoes de escala
no procedimento de Regularizacao Implicita.

Eliminando os termos que dependem da massa ficticia e escrevendo ex-
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plicitamente os termos em que ¢ = 0, obtemos:

n (k+1)
Ié = = g,ua Z k! 2n logJr >\2)
| —n—2 1 | n+1 1
+ pabqnl[l—(=2)7"""] = 5”-(—1) ol
n+1
1 1. . p?
n i+1 7

+ —n'z 2n l+1 Z' ln (_ﬁ)}

1 n! 1 (k+1)

2
Zg#a k' on—k log <>\ )

+ pab {b{n!(1 - (—1)"+1)2_("+2)}+
E : n i+1 A
+ —nl i+ on— 1 ﬁ 11’1 (—p) } (638)

E finalmente, obtemos:

n k+1)
[éé +1) { k' 2n l(og+ )\2)

+ b[n'(1—[1+( §)"H 2= ()] 4

— —n'g:l ) 1Ly —i (6.39)
on—i+1 4| )\2 : :



CapiTULO 7

Conclusoes e Perspectivas

“Clara manha, obrigado. O essencial € viver.“

Neste trabalho, propusemos uma generalizagao do procedimento de Re-
gularizagao Implicita aplicada a ordens arbitrarias da expansao em loops, com
aplicagoes em duas teorias de calibre abelianas: a eletrodinamica quantica
espinorial e a eletrodinamica quantica escalar, considerando o caso de teorias
nao massivas, ja que o caso massivo nao apresenta novas caracteristicas, sendo
apenas o calculo da parte finita das amplitudes de probabilidade um pouco
mais complicado. Além da generalizagao do procedimento, propusemos um
novo mecanismo para avaliagao de integrais de Feynman finitas, estendendo
a usual parametrizacao de Feynman para situacoes onde o integrando nao
é constituido por fungoes racionais, o que é tipico além da ordem 1 loop na
expansao perturbativa. Concluimos que o que torna o procedimento de Regu-
larizagao Implicita consistente do ponto de vista da preservacao da simetria
de calibre é a eliminacao dos chamados termos de superficie no espaco dos
momentos, seja pela adocao de contratermos restauradores de simetria ou
assumindo-os como sendo nulos a priori. Determinamos um procedimento
geral para a eliminacao dos termos de superficie, sendo uma prescricao para
teorias com contetdo anémalo discutida na referéncia (58). A remocgao dos
termos de superficie traz como consequéncia a possibilidade de se realizar
translagoes (shifts) nos momentos de integracdo ja em quatro dimensoes,
desde que amplitudes que contenham conteido anomalo nao estejam pre-
sentes (16), (17), (18). Desta forma, uma das principais exigéncias para a

Extraido de "Passagem da noite”, de Carlos Drummond de Andrade (A Rosa do Povo)
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satisfacao das identidades de Ward, como visto na prova diagramatica de
tais identidades, ¢ cumprida, sendo esta a razao pela qual a regularizacao
dimensional é invariante de calibre.

No caso de anomalias, a eliminacao dos termos de superficie por meio
de contratermos restauradores de simetria nao é adequada. A razao é que o
contratermo necessario para restaurar, por exemplo, a identidade de Ward
vetorial causa a violagao da identidade de Ward axial e vice versa, nao sendo
possivel (como sabemos) preservar essas duas simetrias simultaneamente. De
fato, isso ocorre porque, em nivel diagramatico, tal anomalia é refletida como
uma violacao da invariancia por roteamento dos momentos nos diagramas
de Feynman, e como ja mencionado, a Regularizacao Implicita possui uma
prescricao adequada para o tratamento de anomalias. Para métodos como
Regularizacao Dimensional, que automaticamente elimina os termos de su-
perficie, a ambiguidade é manifesta pela forma como a matriz 5 ¢é inserida
no calculo dos tracos das amplitudes.

Para o caso nao-abeliano, a Regularizagao Implicita foi aplicada na re-
normalizagao da Cromodinamica Quantica na primeira ordem em loops (45).
Nos acreditamos que ela também seja adequada para calculos em ordens mais
elevadas no contexto de teorias nao-abelianas. De fato, as chamadas iden-
tidades de t’Hooft, que sao um conjunto de identidades diagramaticas que
se traduzem em relagoes entre momentos nos diagramas exigem um procedi-
mento de regularizagao que admita shifts nos momentos de integracao. Desta
forma, a Regularizagao Implicita contém todos os ingredientes necessérios
para preservar as identidades de Ward-Slavnov-Taylor e assim esperamos
que ela também seja aplicada com éxito para calculos de correcoes radia-
tivas a n loops. De fato, no caso de teorias nao abelianas, as principais
diferencas sao fatores de grupo, como o grupo de cor e o grupo de sabor no
caso da QCD. Quando tais fatores sao avaliados, ficamos com uma amplitude
obtida em termos das mesmas integrais basicas obtidas para o caso de teorias
abelianas.

A principal utilizagao da Regularizagao Implicita é seu emprego em teo-
rias de dimensoes especificas, como teorias supersimétricas. E também im-
portante a sistematizacao do calculo de integrais finitas a n-loops para teorias
massivas, tema que nao foi abordado neste trabalho, e que pode ser levado
a cabo tanto do ponto de vista computacional quanto do ponto de vista
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algébrico. Também ¢é interessante checar se em teorias supersimétricas os
potenciais termos violares de simetrias sao somente os termos de superficie,
ou se em teorias supersimétricas tratadas dentro do contexto da Regulari-
zagao Implicita havera algum ingrediente novo em termos de violagoes de
simetria. O fato de que até hoje nao existe um esquema de regularizacao que
preserve a supersimetria e a invariancia de calibre simultaneamente é um
forte indicador da necessidade da aplicagao da Regularizagao Implicita em
teorias supersimétricas. De um ponto de vista fenomenoldgico, espera-se que
o Modelo Padrao Minimamente Supersimétrico (MSSM) possa ser provado
nos experimentos do LHC com grande precisao nas medidas dos chamados
observaveis de precisao. A avaliagao tedrica de tais observaveis precisa ser
realizada pelo menos até a segunda ordem em loops tanto no caso do Mo-
delo Padrao quanto no MSSM. Desta forma, um esquema de regularizagao e
renormalizacao invariante, ou em que tenhamos total controle sobre os po-
tenciais termos violadores de simetria é importante, a fim de eliminarmos
inconsisténcias e assim reduzir o nimero de parametros ajustaveis no mo-
delo. Assim, como principais perspectivas para os proximos trabalhos, esta
a aplicacao da Regularizacao Implicita além da primeira ordem em loops
em teorias de dimensoes especificas, com énfase para aplicagoes em teorias
supersimétricas. Assim, a aplicacao da Regularizacao Implicita no contexto
supersimétrico além da primeira ordem em loops para o célculo de parame-
tros como a massa do béson W, o momento magnético anémado do muon, as
massas dos bosons de Higgs mais leves, my,, a ocorréncia ou nao de anoamias
em teorias supersimétricas, é plenamente justificavel, e os préximos trabalhos
devem lancar luz sobre o tema. Em especial, esperamos estender nosso pro-
cedimento para o tratamento de teorias massivas e assim, a estrutura geral
de divergéncias, termos de superficie e o cédlculo da parte finita deverd ser
estendida para tais teorias.

Como primeiro fruto dos resultados do nosso trabalho, foi desenvolvido
um procedimento geral para cdlculos de parametros do grupo de renormalizagao(67),
como a funcao 3 e a dimensao anomala para qualquer teoria. Tal proced-
imento tem sido testado com sucesso em diversas teorias, como o modelo
A — ¢*, o modelo de Yukawa e a Eletrodinamica Quantica a dois loops e a
Cromodinamica Quantica, a um loop. Para a aplicacao de tal método em
teorias de Yang Mills a dois ou mais loops para o calculo da funcao 3, é
conveniente o conhecimento do Método de Campo de Fundo (Background
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Field Method - BFM) (68)e este trabalho estd em andamento.



APENDICE A

Apeéndice 1: Propriedadas das

matrizes v de Dirac

Neste apéndice, vamos apresentar algumas propriedades operatorias das

matrizes v de Dirac, bem como apresentar convencoes que foram utilizadas

ao longo do texto principal.

Comecamos por definir a métrica do espago de Minkowsky:

1 0 0 0
gv_g — |0 -1 0 0
W= lo 0 -1 0]
0 0 0 -1

Com o tensor métrico g*” definido por (A.1), podemos obter:

_ j
a, = gua”.

A convencao para a derivada parcial é a seguinte:

o 0 0 0

p_(L Y2 Y _ 9
? (815’ ox’ Oy’ 0z

)=(0",-V)

(A1)

(A.2)
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As matrizes v de Dirac seguem a convencao de Bjorken-Drell:

00 ] (A4)

H — 0 = N =
Y ={7} com 7 {_50

em que ¢ representa as matrizes o de Pauli. Estas, por sua vez, sdo escritas

N O B ) PR S

A matriz 7 é definida em termos das matrizes y*. Ela ¢ dada por:

COINo.

0 I
vV’ =1y = { I 0 } (A.6)

As matrizes v obedecem ainda as seguintes relagoes de comutacao:
(A=At =2¢" 74" =0, {9 =0 (AT

Para as matrizes +° ainda se verifica que

,}/575 — I

Para as matrizes de Pauli, as relacoes de comutacao e anti-comutacao

sao as seguintes:
[O'i, O'j] = 2Z€ijk0k (AS)

{0i,0;} =20, (A.9)

em que €;;; ¢ o simbolo de Levi-Civita, totalmente anti-simétrico. Assim
como para as matrizes +°, para as matrizes o de Pauli observa-se a igualdade:
oc= 1

Quando estivermos nos referindo ao spin de uma particula, as matrizes as-
sociadas serao denotadas por ¢;. Quando estivermos nos referindo a alguma
simetria interna que tenha a mesma descricao matematica que o spin, es-
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tas matrizes serao denotadas por 7;, como por exemplo, para as matrizes de
isospin.

A obtencao das amplitudes de probabilidade é feita tomando-se o traco
nos espacos de cor, sabor e spin. Para tanto, é indispensavel o uso das
propriedades do traco das matrizes v de Dirac, enumeradas a seguir:

1.
trl=4
2.
try, =0
3.
try® =0
4.
tr(v,7°) =0
5.
tr(v") =0
6.
tr(v7"7°) =0
7.
tr(yuy"7"7) = 49" 9" — 99" + 9" 9"")
8.

tr(,yf),yﬂ,yu,yp,ycf) = _4Z€,uupcr = et

Outra importante propriedade é que o trago do produto de um ntimero
impar de matrizes v* sempre da zero. Utilizando as propriedades de anti-
comutacao das matrizes v, podemos ainda escrever que

'Y“ﬁ%t = ”YM‘WM =—2¢ (A.10)
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e ainda

YV (o) Vutts Yo = —2(dy) V7 (dy ) Vo
= —8(dy)ay - as.



APENDICE B

Apéndice 2: Calculos radiativos
a um loop na Eletrodinamica
Escalar e Espinorial

Neste apéndice, apresentamos os calculos a um loop que foram necessarios
na obtencao de correcoes radiativas de ordens mais elevadas.

B.1 Calculo de amplitudes de probabilidade
a um loop na QED escalar

Comecaremos obtendo resultados para a eletrodinamica quantica escalar,
calculando a auto-energia para um elétron nao massivo e o tensor de polari-
zagao do vacuo para o féton. Além de exibirmos a técnica, o procedimento
nos fornecera as amplitudes dos subdiagramas que serao posteriormente uti-
lizados.

B.1.1 Tensor de polarizacao do vacuo na QED escalar, a um loop

A corregao radiativa a um loop para II,,, na QED escalar é representada
pelo seguinte diagrama:
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k-p

vacuum tensor lloop.jpg

Figura B.1: diagrama de Feynman para o tensor de polarizagao do vacuo a um
loop na QED escalar

Aplicando as regras de Feynman a cada um desses diagramas e somando
as respectivas contribuicoes, podemos escrever

B o [ dH 2L+ k(21 + k)Y)
M) = ) [ DG

+ (2@629“”)/(;;[)4%2 : (B.1)

O tensor de polarizagao do vacuo é uma quantidade que mostra como a carga
de uma particula se comporta devido ao efeito das interacoes de uma carga
com seu proprio campo. A invariancia de calibre exige que a forma tensorial
do tensor de polariza¢do do vacuo deve ser a seguinte (54):

L, = (P*g" — pup)I1(P?)

O tensor de polarizacao do vacuo é uma quantidade transversal, o que remete
ao fato de que ondas eletromagnéticas sao ondas transversais:

k017 = 0 (B.2)

Se efetuamos a contagem superficial de poténcias nas duas parcelas, vemos
que as duas integrais sao divergentes: a primeira é logaritmicamente diver-
gente e a segunda é quadraticamente divergente. E necessério entao que
lancemos mao de algum esquema de regularizacao que seja capaz de tornar
as integrais trataveis do ponto de vista matematico e de algum procedimento
de renormalizacao que consiga eliminar as indesejaveis divergéncias resul-



B.1 Calculo de amplitudes de probabilidade a um loop na QED escalar 103

tantes do calculo perturbativo. Tal esquema de regularizacao, entretanto,
deve ser invariante de calibre, e entao é necessario encontrar um esquema
que preserve a forma tensorial correta para II,,.

A fim de ilustrar o papel dos termos de superficie na preservacao de
simetrias of symmetries, escrevemos a expressao do tensor de polarizacao
do vacuo obtida pelo procedimento de regularizacao implitica, como obtido

m (40), com momentos das linhas internas arbitrarios, k; e ks, sendo entao
escrito como:

L, = 00w — p°9uw)

+ 4 <ozlgm, — (kI + k2)a2gw

+ ( o‘kﬁ—I—kakﬁ—i-kak )39 Jas)
- (k:1 + k2)* (k1 + k2) 12900

1
— GO+ KK guams ). (B.3)

Na equagao acima, p = k1 — ko é 0 momento externo ao diagrama e

2

4 P
() = 5[ heg (W) =0l (= 55) + b}
com b = i/(47)?, e j4 escrito em termos de divergéncias basicas (em que nds
j& usamos as relagoes de escala). Os termos dependentes do roteamento no

diagrama e que conduzem a violacao da simetria de calibre sao proporcionais
aos diversos a’s, dados por

A A
_ Juv kuky
y= [ g o[tk B.4
19 AZﬂ~W A(W—mm By

A A
_ Juv kuky
, = N s B.5
@29u A(Wﬂﬂ2 A<Www3 (B:5)

A
A39{uwYap}y = g{lﬂ’gaﬁ}/k <k2_m2)2
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Esses parametros sao os termos de superficie. Pode ser mostrado facilmente

A9 k,
OéQQ,uz/ - /kv ak”‘ ((k2 _ m2)2) 5 (B?)

G = /kA 82# ((k:2 ﬁme)) (B.8)

AT dkuko ke
/k OkB [(;@ !i m2)3} = {mwYapy(az — a2). (B.9)

que

Estes termos devem entao ser removidos pela adogao de contratermos
restauradores de simetria, ou assumidos como nulos desde o inicio do célculo,
a fim de se preservar a invariancia de gauge.

B.1.2 Auto-energia escalar na QED escalar, a um loop

O diagrama de Feynman para a auto energia escalar é similar aquele
da QED espinorial, havendo obviamente mudancas nos fatores de vértice do
diagrama. Tal amplitude é dada por

o o [ A%k (p+E)p+E)
&@>‘6/w%<www
_ 2 'k (p+Fk)-(p+k)
- ¢ o (B

em que, apés assumirmos a presenca (implicita) de um esquema de regulari-
zacao, podemos usar a seguinte identidade

(p+k)?>=p—k?>+4p-k
Poderemos entao escrever

&”%Aé§%”wﬁéiwﬁiw}' (B.1)

Podemos perceber que as amplitudes originais, tanto na QED escalar como na

QED espinorial sao apenas divergentes no regime ultra-violeta. Mas apds a
separacao da parte divergente da amplitude, tanto a parte divergente quanto
a parte finita tornam-se divergentes também no regime infra-vermelho. Dessa
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forma, é necessaria a introducao de massa ficticia, tanto para o féton quanto
para particulas escalares ou fermionicas. O que importa é que no final dos
calculos a dependéncia da amplitude com tal regulador deve desaparecer. As-
sumimos, entao, por enquanto a presenca de uma massa m nos propagadores
das particulas, e assim escrevemos:

9 d*k 1 o d*k ke
Yg=c¢e€ —————+4p
A (2m)* K2 —m? A (2m)* (k2 —m?)[(p — k)* — m?]
(B.12)
A primeira integral é quadraticamente divergente. Se resolvermos tal integral

(usando um esquema como regularizacao dimensional), ela serd proporcional
a massa das particulas escalares, e no nosso caso, sera igual a zero. Para a
integral I, ¢ licito escrever que

L) = 2107

P L) — 020} (B.13)

em que Zj ¢ dada por

Zoz/oldxln{—pzx(l_m)_mz} , (B.14)

m2

2 ¢ uma massa ficticia para a particula

e como ja discutido anteriormente m
escalar. Em teorias notoriamente livres de divergéncias infravermelhas, como
as duas teorias que estamos analisando, o aparecimento de tais divergéncias
é ocasionado pelo modo como efetuamos a separagao da parte divergente da
amplitude. A integral I;,, sem massa é divergente tanto no regime infraver-
melho(IR) quanto no ultra-violeta(UV). A parte finita sem massa, Z; é di-
vergente no regime IR. Assim sendo, uma massa ficticia também seria exigida
para nos proteger de divergéncias infravermelhas, e como queremos mostrar a
independéncia do calculo com esquemas de regularizacao, precisamos mostrar
que nada depende disso. Isso pode ser obtido pelo uso das relacoes de escala
a um loop, e como veremos posteriormente, também a dois ou mais loops.
A relacao de escala estabelece um vinculo entre a integral divergente depen-
dente da massa e a integral escrita em termos de um parametro arbitrario,
A. Tais relagoes funcionam de forma a estabelecer um vinculo entre a parte
finita e a parte divergente, uma espécie de conspiracao matematica entre as
duas partes, visto que as partes finitas também tém comportamento logarit-
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mico. Isso faz com que possamos eliminar a massa reguladora em funcao de
um parametro de escala arbitrario que posteriormente toma o papel de escala
no grupo de renormalizacao da teoria. Assim, para eliminarmos a dependén-
cia com a massa ficticia m?, utilizamos a relacio de escala para integrais
logaritmicamente divergentes a um loop:

To) = 1y 0%) ~ 10 (2

m2

ZO:/Oldxln{—p%(l_x)_mQ} , (B.15)

m2

onde m? é a massa ficticia para as particulas da teoria. No limite quando tal
regulador vai para zero, temos

26 ) = | deln{_w }
= In (—i—i) +/01 dzfln(z) +In(1—2) . (B.16)

Na tltima integral, lancamos mao do seguinte artificio

2/0 drln(z) = 2[x(ln(z) — 1)) =2(-1) = -2
= —2In(e) =In(e?) (B.17)

para finalmente podermos escrever

2
p
Z()(p2, )\2) =1In (_W> . (B18)
Finalmente
2 \2 2 9 2 p2
Y(p*, \°) = 2ep {Ilog()\ ) —bln (_W)} . (B.19)

Dessa forma, mostramos que o resultado é independente do regulador uti-
lizado e as relacoes de escala a um loop entao eliminam a dependéncia com
a massa ficticia, assim como sua generalizagao a dois ou mais loops, o que
sera visto em capitulos posteriores. Tal cancelamento de divergéncias infra-
vermelhas acontece para qualquer funcao de N pontos, tanto na ordem de
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um loop quanto em ordens mais elevadas (44). !

B.1.3 Diagrama de vértice para a eletrodinamica quantica escalar

A correcao de vértice para a QED escalar é dada pelo seguinte diagrama

Figura B.2: correcao de vértice para a QED escalar a um loop

cuja amplitude de probabilidade ¢ dada por

A — / d'k e(p+p — 2k).e(2p’ — k)ge(2p — k)o —19™°
8 (2m)* (p— k(0" — k)? k?

(B.20)

Assumindo a presenca implicita de alguma funcao reguladora, e usando a
identidade

2p—k)- (20 —k) = 4 -p—2p - k—2p-k+k

= 4 p—p2—pP+ (- k) +(p—k)?*—B21)

1O nimero "e”que aparece no argumento do logaritmo natural na equacgao (B.19) é o
nimero de Euler. Nao confundir com a carga da particula escalar.
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a funcao de vértice pode ser escrita em termos de integrais béasicas como

_ &'k (p+p — 2k), d'k (p+p —2k),
N, = {/ 214 (p— k)2k2 + / Qr)d (p — k)2k?
[ d% &'k (p+p —2Kk),
/ (2m)! / @n)i (kR — k) e
= {p+1).I(p) —2L.(p) + (p+ ) L) —
—21,(0) = 0+ )l (p. 1) + 21,0, ')} + Ay (B.22)

em que A, ¢ uma integral finita, cujo resultado nao ¢ importante para o
momento. Escrevendo explicitamente a parte divergente de cada integral
basica, e de acordo com a tabela de integrais bésicas do apéndice C, temos

W\, = €(p+p)ly(\?*) + parcelas finitas (B.23)

A parte divergente foi escrita de forma explicita porque precisaremos dela
posteriormente, ao empregarmos a formula das florestas em diagramas a dois
loops para a QED escalar.

B.2 Eletrodinamica Espinorial a um loop

B.2.1 Tensor de polarizagao do vacuo na QED espinorial nao mas-
siva, a um loop

A correcao a um loop para o propagador do féton, ¢I1,,, é dada por

k

Figura B.3: diagrama de Feynman para o tensor de polarizacao do vacuo a um
loop na QED
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Aplicando-se as regras de Feynman no diagrama acima, temos

o= (0 [ gorefui o e
Assim, podemos escrever
A, = —¢ / (;il)gr {%;—m (i — ?2} . (B.25)

O traco no numerador da amplitude é calculado utilizando-se a anticomu-
tatividade das matrizes 7. O resultado, encontrado em diversos livros texto
(49) é dado por

TT{’Ya'YnPYﬁ’YE} = 4(9047]955 — 9aBY9ne + gaggnﬁ>7 (B26)
que nos da
A1 (1 — k)
Z]:[fl,ll/)<k) - _62//\ (27T)4l_2 (k? _ l)24(gcmg,6’§ — YaB9nt + gaﬁgﬂﬂ)

_ _62/ d* A1 — k)P +18(1 — k)™ — Gapl - (I — k)]

\ ) e
4 _ 9B ajf . —

B _62/ 4l A[—2K5 1 200 4 gogl - (k — 1)] B

\ ) ErEE

Como ja supomos que tal amplitude estd regularizada, usamos a seguinte
identidade ao manipular o integrando:
B K21

(k=1
>33kl

l-k

Isso nos conduz ao seguinte resultado:

d*l [« d*l [«
1) — 21.8 _ Qp2
M = 5 [ oy |
d*l 1 d*l 1
2 2792 -9 21.2
sose'i [ o~ 2000 [ G

dil 1 d*l 1
20, 2 ——— +4gq,, 2k2/—— . B.2
T G /A<27r>4ﬂ+ Jas® N | 2m)t (ke — 12 (B.28)
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Em termos de integrais basicas a um loop, a amplitude pode ser escrita como:

1
ML) = —4e*{21,5(k?) — 2ks L, (k) + S 9ask*I(K)} (B.29)
em que os resultados para as integrais I(k?), I5(k?), I.5(k*) regularizadas sao
apresentadas no apéndice C desse trabalho e todos os termos de superficie jd
foram removidos. Cada integral é definida a seguir:

A Ll
s = : B.30
- o (B
I —/ Ll _ Ko, (B.31)
O aemrRk -2 2 ’ ‘

e finalmente

d1
JZ/A(%)”%_W . (B.32)

Convém ressaltar que se a substituicao das integrais basicas a um loop for
efetuada, usando-se os resultados do apéndice C, o tensor de polarizacao do
vacuo a um loop para a QED espinorial tera a forma geral

I = (gukz — kuko ) IL(K?)

tendo portanto a estrutura tensorial desejada, e assim mostrando que a in-
variancia de calibre da QED espinorial estd sendo preservada. Quanto a
integrais quadraticamente divergentes, adotamos uma parametrizagao parti-
cular que elimina a dependéncia com integrais quadraticamente divergentes.
Tais integrais teriam um resultado proporcional a massa do férmion (ou de
bésons escalares no caso da QED escalar), e por estarmos tratando teorias
nao massivas (m=~0) tais integrais sdo automaticamente nulas.

B.2.2 Auto-energia do férmion na QED espinorial nao massiva, a
um loop

A auto-energia de uma particula fornece uma corregao para o propagador
da teoria. Essa corregao se divide em uma parte que corrige a parte cinética
do propagador e outra parte que servird como correcao para a massa da
particula. O diagrama de auto-energia para um férmion na QED espinorial
é dado por
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M,

S

a8

Figura B.4: diagrama de Feynman para a auto-energia de um férmion na QED
espinorial a um loop

e aplicando as regras de Feynman, teremos

Ak, —1
—X(p?) = (—ze)Z/AWV T%’Y”QMV—Q

B 9 d*k p—F 1
= (—1e) //\(27r)47“ = k)Q’y =k (B.33)

Das identidades do apéndice A, temos

Yy =-=2p

0 que nos permite escrever

2\ __ 2 d'k (—2py + 2k, )"
S0 = (e [ o

oy [ AR U [ dE K,
26’5/A<27r>4 TR /A<27r>4 = ke (B3

que em termos de integrais basicas pode ser escrita como

—%(p) = 2> {v"p I (p°) — Y 1.(p*)} . (B.35)



APENDICE C

Apéndice 3: Calculo explicito
de integrais finitas de 2 loops
em teorias nao massivas

Neste apéndice, mostraremos em detalhes a técnica que desenvolvemos
para avaliar integrais de Feynman finitas a 2 loops, para teorias nao massivas,
o que corresponde a uma generalizacao da Parametrizacao de Feynman usual.
Usualmente, integrais andlogas as que vamos apresentar o calculo sao calcu-
ladas por meio dos Polinomios de Chebyshev, mas tal técnica, entretanto,
nao é adequada para tratar teorias nao massivas. Os resultados encontrados
sao utilizados nos diversos diagramas estudados nesse trabalho.

A primeira integral caracteristica da segunda ordem em loops que iremos
resolver é dada por

d*k 1 k? —m?
@ / In (| — C.1
oGRS el R G ) B
cuja parte finita é dada por
d*k p?+2p-k k? —m?
[J(ci)l - / 4 s e e | 2 ’ (C2)
(2m)* [(p + k)* — m?|(k* — m?) A

que pode ser escrita como

o [ d% P +2pk n(k* —m?) = (N
Ty = / 2m)4 [(p + k)2 — m2](k2 — m?2)2 (l 4 e )ZO> (C73)
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em que, para teorias nao massivas, Zy é dada por
k’2

e o0 que percebemos é que o integrando nao é uma funcao racional dos mo-
mentos, como usualmente é encontrado em diagramas de Feynman, devido a
contribuicao que surge de diagramas de primeira ordem em loops, dada por

k2
hl (—F>

O problema pode entao ser contornado da seguinte maneira: seja a uma
variavel qualquer e € algum parametro real. No limite em que € tende a zero,
¢é correto escrever a seguinte expansao:

1
lima® = 1+elna+562(lna)2—l—... (C.5)

e—0

Da equagao (C.5), podemos entao isolar a contribuigao dependente do loga-
ritmo natural, obtendo:

€ _1-0(e>
lnazlir%a 1-0(e >2)
€e— €

(C.6)

Pode-se observar que quando tomamos o limite de ¢ tendendo a zero, nao
temos como resultado uma aproximacao, mas sim uma identidade, porque
o termo a‘ contém todas as contribuicoes em €. Ao tomarmos tal limite,
constatamos que o resultado é dado por
€
Ina = lim -1 : (C.7)
e—0 €
j4 que termos de ordem igual ou superior a €2 se anulam quando o limite € — 0
é tomado. Outro comentario é digno de nota: num primeiro momento, somos
levados a crer que o resultado da ultima equacgao pode ser divergente, quando
consideramos o termo % Na verdade, o que se observa é que tal contribuigao
sempre é cancelada pela contribuicao de ordem zero em € ao expandirmos o
termo a. Com o uso de tal identidade, podemos entao resolver as integrais
no momento k usando a parametrizacao de Feynman usual. Ja as integrais
no parametro de Feynman x devem ser tratadas de uma forma diferente da
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usual.

Como primeiro passo, vamos substituir a identidade (C.7) no integrando
da equagao (C.2) e com isso podemos escrever

d*k pP+2p-k (k* —m?)°—1

1 =1 .

fin = 1 (2m)4 [(p + k)2 — m2](k2 — m?2)2 B ’ (C.8)
que pode entao ser reescrita como
1
12 = ~(Ih — 1) em que (C.9)
d*k p?+2p-k

I, = . 1

1 / (2m)* (k2 — m2)2=<[(k — p)? — m?] (C.10)

Convém ressaltar que o limite no parametro e esta subentendido, e sera
tomado no final dos calculos. A integral I, é caracteristica de cédlculos a
um loop, sendo dada por

[ d% P42k -
L= [ G —md ek —pf ] 2 - (G

Passemos entao a solucao da integral no momento interno k. Usando a
parametrizacao de Feynman usual, temos

L. o)t
ab* /0 [(@ = b)a + ]+

Podemos entao identificar

a=2—-€¢ , a—1=1—-€¢ e a+1=3—¢ ,
em que a e b sao designados por
a=(k+p?-m* e b=k*—m’
A subtracao de a e b nos da

a—b = (k—p)?—m?— (k* —m?
= 2k-p+p° (C.12)



115

(a—b)x+b = —2k-px+p’c+k?—m?
—2k - pr + pPr + k2 — m? + p?a? — pPa?
= (k—px)*+p’z(1 —x) (C.13)

em que, por se tratar de uma integral finita, o seguinte shift no momento
interno pode ser realizado
k— k+ px

A integral pode entao ser reescrita como

IL=(2- e)/o (1— ) 9p%(1 — 23:)/ (;iﬂl; 7t ;[2>3_€ . (C.14)

sendo que o shift mencionado foi realizado no numerador do integrando ori-

ginal. Por sua vez, H? é dado por
H?> =p*x(1 —2) —m?* . (C.15)

O resultado da integral em k é tabelado em diversas referéncias, como por
exemplo em (53). Designando a integral em k por Iy, temos

1 (1 —¢) 1
(4m)2 (3 —¢) (H?)0=9 7

Ly, =

e entao a integral restante é escrita como

I(1—¢) (! (1—x)l— 9
L=2—-¢€)b d 1—2x).
=9 |, 4 Gt =a) = =20
A integral em x pode ser resolvida por meio de integracao por partes. De
fato, multiplicando e dividindo a equacio C.15 por (m?)*~! podemos escrever

que

(121~ 20) = oty (PO D) SR

e por outro lado, podemos escrever a seguinte relagao

d (p2x(1 —a)— m2>6 . (p2x(1 — ) — mQ)e‘l PA-2) 6

dz (=m?) (—=m?) (=m)?

dx
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ou seja

(H2)5—1p2(1 o 21,) _ (_Ten )6% (p l‘(l(:nﬁzg)— m ) . (Cl?)

A equagao (C.5) pode entao ser substituida na integral em x original, e entao
uma integracao por partes é efetuada. Entao, I; podera ser escrita como

B (1 —¢) (-=m?)e [! L.d ([ H?> \°
L = (2—e)br(3_€) - /0 (1—x) e (m) dx
= (2- e)bgg—:gl’ (C.18)

cujo resultado ¢
O T s ety e s

Agora, chamamos atengao para a segunda parcela, ainda integrada. O termo
H? ¢ dado por

p*r(l — ) —m?

Um artificio que nos permite algumas simplificagoes e reduz o niimero de in-
tegracoes por partes a ser realizado é o seguinte: eliminamos a dependéncia
de H? com o termo m?, lembrando que tal termo serd eliminado no fim do
calculo, por se tratar de uma massa introduzida de forma artificial, mera-
mente como uma massa ficticia o propagador de cada particula. Com tal
simplificacao, podemos escrever a integral sublinhada, agora designada por
A, como

(C.20)

Para resolver essa integral, devemos, antes de tomar o limite m? — 0, realizar
uma expansao em torno de € tendendo a zero. Ap0s resolvermos as integrais
em x, usaremos as relacoes de escala e poderemos tomar o limite m? — 0
com seguranca. Assim, realizando a expansao para € — 0, e na sequéncia
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realizando as integracoes em x, temos:

1 2 2
A = / dx{l—i—eln (—p—f) + 1621112 (_M) }
0 m 2 m?2
2 1 2 2
= l4+e(ln L | + =€* ( In? ) _om (-2 +2|+...
m?2 2 m?2 m?2
O resultado para I’ fica entao dado por
_2)e 2 2
I' = (=m’) {—1—1—1—6—1—6{111(—;0—2)—1]—62{1n<—p—2)—1]+
€ m m
1, P’ ’ P’
+ 3¢ lln (_ﬁ) —21In — 3 +2
_n2)\e 2 2\ 2 2
= (=m’) —2e+€eln P o () —oem (-2 +
€ m? m? m?
1 p? 2
2 2
+ 2+ 3¢ In (_W) } (C.22)

No limite em que m? tende a zero, podemos tomar a seguinte expansao

(_ m2)e —
finalmente podemos escrever

1 2 2 1 2\ 2
I' = “d2et+en(-L )+ l2—2m(-L )+ -m(-L2) |-
€ m2 m2 2 m2

— 2€In(—m?) + € In(-m?) In (—p—2>} : (C.23)

m2
que nos permite finalmente escrever

2 _
L= = oI + 26(2 — e)bI’

2 1 2\ 2
- b{Zo—i—e 2 2In (—p—2>—i——ln (—p—> + In(—m?)Z,

m
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Vale lembrar que essa é somente a primeira parcela da integral finita a dois
loops para a qual desejamos o resultado:

@0 _ h-Dh
€
b 2 1 2\ ?
= S Zy—Zy+e€|2—2n L IS Y (S + In(—m?)Zy + Zy
€ m2 2 m2
1 p? 2
= b Zo(ln(—m2)—1)+§ln (—ﬁ> -2/ (C.25)

Entao, teremos:

I? = 1@ _pIn(=A? 7,
m? 1 p? 2

Apés eliminarmos a dependéncia de I® com a massa ficticia m? pelo uso
das relagoes de escala a dois loops, podemos finalmente escrever integral
completa, levando-se em conta também a parte divergente

() _ 1@)y2 Loof 1 P’
Ly = I1,g(A°) + 0 —5111 2 +In V] : (C.27)

Passemos agora a obtencao da segunda integral finita, caracteristica de dois
loops

4 2 AV 2 _ 2
[;82?- _ / d*k (p* +2p- k)°k, n k-m | (C.28)
fin (2m)* (k% — m2)3[(k + p)? — m?] 22

que pode ser escrita como

@ _ d'k (P> + 2p - k)%k, n(kz—mz) 02
15 = [ ittt (= ).

Hfin

(C.29)

Na primeira integral, aplicamos novamente a identidade (C.7), e entdo pode-
mos escrever

1
1(2) :E{Im_ #2} ) (030)
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sendo

B d*k (p? + 2p - k)*k,
O (T

Nesta integral, podemos utilizar a parametrizagao de Feynman usual

em que podemos identificar
a=3—€¢ , a—1=2—-¢ e a+1l=4—¢ ,
em que a e b sao designados por
a=(k+p?-m* e b=k*—m’
Manipulando o integrando e realizando o deslocamento na variavel de inte-

gragao
k =k — px teremos

d4/<f e[p2(1—2w)+2p~k]2(k‘ — Putt)
L, = (3—c¢ / dx/ (k? + H?)4— - -

_ 3o / [ oy i 2L = 20)p ik, — (21— 20)) %P —

—4p*p°p.rkaB}

em que vamos calcular separadamente trés parcelas, a primeira delas dada
por

I, =43 - )/ld(l— ! 2(1—2)”/ d'k ks (C.32)
. = € ; T x P r)p (2r)d (k2 + H2)i—

O resultado para a integragdo em k é encontrado em diversos textos (((53)),

((29))) e é dado por

A . . (C.33)

(C.31)
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Designemos temporariamente os termos constantes por «. Assim

1 (1 —e¢)
a=-——->
A72T(4 —¢€)’

e entao poderemos escrever
I

Podemos utilizar a seguinte manipulagao

oy = P2 (I ey,

(—=m?)

seguida de

1
p. = ap#/ dx(1l — x)2’€p2(1 — 2x)(H2)€’1.
0

i () =< ()

que nos permite escrever

p*(1—2x)(H?) ! = (zm?) (( H” ))E.

Assim, temos

(_m2)5 /1 . d H2 €
I = 1o opy2e @ (2
i, T i dz(1 — ) dx \ (=m?)

o ()] oo - ()

(C.34)
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em que temos

_ /01(1_x){1+61n (—%)+%e2ln2 (—%)} (C.36)

Resolvendo as integracoes e agrupando termos com mesma poténcia em e,
teremos

1 1 P\ 3] 1,[1 ,( p*\ 3 7T

0 que nos permite escrever
2
Iy, = «a . {—5 +€[—§] —€ [5 - Z]

1 p? 3 p? 7
2 2
te {51 (_ﬁ) 2 (_ﬁ + 4 }

= {ZO +€ B In? (-%) — 27y — % - ln(—mz)Zo} } (C.38)

em que

Passemos ao cdlculo da segunda parcela, dada por

. === ap, [ o= 020 [ S

(C.39)

A integral no momento interno terd como resultado (53)

1 T'(2—¢€) 1
(4m)2T(4 —€) (H?)?

I, =
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O coeficiente dependente de € pode ser expandido e escrito como

P2—¢  D@2—¢
B=9ta=9 ~ Te=9

1 1 1

2—¢ 21—

= % (1 + %e) (C.40)

N[

e assim, temos

b 1 ! . 1
I, = -5 <1 + 56) pu/o dz(1 — )¢ [p*(1 — 2x)]2xm . (C.41)
Podemos escrever uma parcela do integrando da seguinte forma

H? ))6‘2 P2(1 - 2x)

—m?2 (_m2) )

(121 = 20) = (=)

0 que nos permite escrever a seguinte relagao

£ () ()

e dal temos

2ve—2 2 2ve—1 d H* \“"
H?) " *p*(1 —2z) = (—m*)" (1 — | —
(-2 = oo g (s )
sendo que novamente uma expansao binomial do tipo
1 D
=14z foi utilizada.
11—z

Assim, apods substituirmos o ultimo resultado, realizamos uma integracao por
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partes que nos permite escrever:

b

em que
du = [(1-22)* PP (1-22) — (2—)e(1—2)'"P*(1-22) ~2p’x(1—2)*Jdz

A primeira parcela da integral I,,, é igual a zero, e o termo restante nos
fornece mais trés parcelas, que devem ser integradas por partes mais duas
vezes cada. Omitimos os detalhes do cédlculo e apresentamos somente o re-

sultado final para I,,,, que é dado por

2% )

b 1 2 p2 3
I,u2* = b-2“. {1 —Zo+e |:—§ In (-w) + §Z(] + (1 — Zo) 1n(—m2):| }
(C.43)

A dltima parcela de [ L(f) ¢ dada por

' 2—e, .0, 0 d4k kakﬁ
Li,, = —4(3 = €)py i dz(1 — ) “zpp i T B (C.44)

A integral em k d& como resultado

1 F(l — 6) Gap 1

b=y Ta—e 2 @y

Utilizando a expansao binomial para o coeficiente dependente de ¢ podemos

escrever
1 1—e¢
€

3 ' 2 2-
I, =-b (1 + 56) pu/o dxp“z(l — x) 7= (C.45)
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O integrando pode ser manipulado da seguinte forma

e B e G I

em que, apés desprezarmos a contribuicao de m? em H? (o que nos poupa
uma integracao por partes), utilizamos novamente a expansao binomial para
e tendendo a zero. Resolvendo as integragoes no parametro de Feynman x,

teremos:
1 1 1
'[M3* = _bpﬂ {5 + € |:§ + 5 ln(—mQ)} } . (047)
Quando somamos as trés parcelas que compoem o primeiro termo de Iﬁ)m,
temos
ZO 1 2 p2 1 Zo 1
IM1*+IM2* +[N3* = bpﬂ {7 + € |:Z_L ln (_ﬁ — ZZO + 7 ln(—mg) — Z_L

(C.48)
Devemos ainda nos lembrar que a integral completa é dada por

[1 - [2
(2) I T © o4
Ly, = lm (T)

ja que temos

e entao podemos tomar o limite € — 0 com seguranca. A dependéncia com
a massa ficticia m? introduzida artificialmente é eliminada quando usamos
as relacoes de escala a dois loops. Considerando-se a parte divergente da
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integral, temos

p 2 1
I/-(lzc)ﬂal = _?M |:Il(Og)(m2) + §Ilog(m2>:| + ]l(jf)m
Pu | 7(2)(y2 1 2 P o (M Du m2
- |:Ilog(>\ )+ 515090\ )} +bz In (ﬁ) _|_b? In <ﬁ +
2
el (55) 15, )

Com algumas manipulacoes envolvendo os termos dependentes de A\? e m?

(na parte finita), finalmente temos

p 2 1 b p2 p2
[/'("i))tal = % {Il(o;<A2) + 5 l09<>\2) - 5 |:1112 <_F) —1In (_p -3

Tomemos agora a ultima integral basica de dois loops:

o_ [k k(R
1= @n) () [k — )] ( A) (©:52)

A contagem superficial de poténcias nos revela que tal integral é quadrati-

camente divergente. Dessa forma, uma translacao na variavel de integracao
causara o aparecimento dos chamados termos de superficie. O procedimento
de Regularizagdo Implicita nos permite aplicar a identidade (3.1) no inte-
grando, para entao escrevermos:

(2) —
I =

[ e e ()

/‘%k ki, k2 —m?
= In(———" )+
A (2m)* (k2 —m?)? \2

o g ()

(C.53)

em que, para efetuar a separacao, adotamos uma massa ficticia m para cada
parcela. Podemos notar que a segunda parcela é ainda linearmente diver-
gente. Devemos ainda aplicar a identidade (3.1) duas vezes nas partes diver-
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gentes, e entao, finalmente obtemos

I = / Kk ik, (K= m L _pH2pk,

u L (2m)% (k2 — m2) 22 2—m? (k2 —m?)?
(P +2p-k)° (p* +2p- k)

(k2 =m2)® (k2 —=m?)3[(p — k)* — m?]

+ (C.54)

O segundo termo da segunda parcela é nulo, por se tratar de um integrando
impar integrado em um dominio de integracao simétrico, assim como o se-
gundo termo na terceira parcela. Temos

@ _ / dk Rk, K —m?
224 A (27T)4 (k»? _ m2)2 /\2
) / 'k kuky k2 —m?
— In (-2 —"
i (—mp T
- / R N i N et A
A (2m)* (B = m?)*(p — k)* — m?] A2

d*k kuk,koks k% — m?
RN R W

que escrevemos como

(C.55)

d*k k. k k? — m?
2 _ 2,2 2 0,2 (0,2) v
I/(M/) = @LV ) _ p @EJ«V ) + 4pap5®w/aﬁ +p / (271')4 (kQ _M m2)4 In (—T>

_ d*k (p2 +2p- k’)?’kuky N _/4:2 —m2
/A 2m)t (k2 — m2)4(p — k)2 — m?] 1 ( —z > , (C.56)

em que nas integrais ©7) o primeiro indice designa o grau de divergéncia,
e o segundo indice representa uma divergéncia tipica da segunda ordem da
expansao em loops. O momento é oportuno para que comentemos a respeito
dos termos de superficie e o estabelecimento das condig¢oes de consisténcia,
que sao relacoes entre integrais com o mesmo grau de divergéncia. Seja Sy,
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o seguinte termo de superficie

/ 'k 9 k, k2 — m?
S = T
2n) 0k | (&2 — m2)? e
d*k k. k k2 — m?
_ 2 2y Hv -
= GurliogN) 4/ <27r>4<k2—m2>31“( X2 )*

/ &k kk,
+ 2 ,
(2t (K2 — m2)?

(C.57)
em que
d*k 1 k2 —m?
IP()\2) = / In (-2 —" ).
log(}‘ ) A (27r)4 (k2 _ mz)z I A2
Desta forma, podemos escrever
1 d*k k Kk
002 =084 g 12 (A\)+2 / pY . C.58
ey 1 + 9u log( ) + N (27T)4 (kQ _ m2)3 ( )

De forma geral, como mencionado na introducao, os termos de superfi-
cie estao relacionados com eventuais shifts realizados nas varidveis de in-
tegracao, que aparecem em integrais que sao pelo menos linearmente diver-
gentes. Trazem consigo, entao, a influéncia com o roteamento adotado nas
amplitudes de Feynman. Para que tais amplitudes sejam independentes do
roteamento adotado, (visto que um dado roteamento pode ser visto como
um shift na varidvel de integragdo) contratermos finitos e restauradores de
simetria podem ser introduzidos na lagrangeana, eliminando a dependéncia
com o termo de superficie S,,. Isso entao nos permite escrever

02 = 1 {102 + 3} (©59)
em que contratermos restauradores de simetria sao utilizados para remover
o termo de superficie tipico de um loop, originado da integral de um loop
com indices de Lorentz divergente. A satisfacao das relacoes de consisténcia
garante a invariancia por roteamento para as amplitudes de Feynman da teo-
ria em questao. A eliminacao dos termos de superficie sera entao condicao
suficiente para a satisfacao das identidades de Ward para teorias de calibre
abelianas, preservando, por consequéncia, a simetria de calibre. Considere-
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mos agora o seguinte termo de superficie:

ik 0 [ kukoks k2 — m?
si= [ <2w>4aka{<k2—m2>31“(‘ e >} (C.60)

do qual podemos obter

d4/{} gua/{}yk}g + gyakukﬁ + gagk:#k,, ]{ZZ — m2
Sl = ( ln — —

A (27)4 (k2 —m2)3 2
t/d%Gkkk@ K t/d%zmm%@
In (- ) +
(2m)* (k2 — m?)* \? A (2m)* (k2 —m?)
= 60O + 0,000 + as08? — 6002 420,45 . (C.61)

em que definimos

4 2 2
0n [ A% Kk kaks K —m
QWB‘A@mHé_mwﬁl——Tr- e (C62)
&k Eokokaks
Oy = /A ST (C.63)

cuja solugao é ((29))

1 d4k‘ Guvaps
@/.Ll/aﬂ - ﬂ//\ (27’(’)4 (/{32 — m2)2 . <C64)

Utilizando a primeira condicao de consisténcia a dois loops (C.59) e a ultimo
resultado de (C.61), podemos escrever

: Guva )
ont, = et fion 4 2,00 48] . (Co

A introducao de um contratermo restaurador de simetria elimina a dependén-
cia com S; e assim podemos escrever:

0,2) _ Yuvap
@uuaﬂ - 7 {Ilog

(\?) + ZJZOQ(V)} , (C.66)

em que as relagoes de escala a um e dois loops serao utilizadas, no final dos
calculos, para a eliminacao da massa ficticia, m. Essa entao é a outra condicao
de consisténcia a dois loops, necesséaria para que seja preservada a invariancia



129

por roteamento das amplitudes de Feynman. O uso simultaneo das duas
condigoes de consisténcia, (C.59) e (C.66), faz com que o procedimento de
regularizacao implicita preserve a simetria por roteamento em gréaficos de
Feynman e por consequéncia, a invariancia de calibre.

Apresentamos a solucao da integral finita, usando o procedimento de
Regularizagao Implicita. Ela é dada por

0 _ / dik Kk, (0% 4 2p - k)® (67
" (2m)* (k2 = m2)*=<[(p+ k)* —=m?]

que apds a parametrizacao de Feynman pode ser reescrita como

2 _ (1 =) “(k — pa)u(k — pa),[P*(1 — 22) + 2p - KJ?
o [ [ Eh 0= e

Expandindo o segundo termo no numerador, temos
p*(1=22)+2p-k]> = [p*(1-22)+6[p*(1—-22)]p-k+12p* (1-22) (p-k)*+8(p-k)°
enquanto o primeiro termo nos da o seguinte resultado:

(k - px)u(k - px)zz = kp,kl/ - (kupu + kupp)-r +pupvx2
= kuk, — 2zp,k, + pup,2° (C.68)

que é obtido apds explorarmos a simetria nos indices de Lorentz. Se chamamos
. 2 ~
o numerador do integrando de [, ,(“,) por N, podemos entao escrever

N;w = —12)p*(1 — 2x)]2$pu(17 - k)k, — 16x(p - k;)gp#k,, + [p*(1 — Zx)]?’k#kl, +
12p*(1 = 22)(p - k)kuk, + [p*(1 — 22)Ppupa® +
+ 12p*(1 —22)(p - k)*pupoa® . (C.69)

Y
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e isso nos permite escrever

2 = (4- e)/0 (1—z)*“[p*(1 - 2x)]3/ (;Zﬂl; 2 f“Z’;)B_de +

bo-o [ama P [

— (4- E)/O (1— 37)3766[292(1 — 2x)]2x2p°‘pu/ (;lﬂ_l; E fall_?;]g)_e dx +

1 d*k koksgk,k
4 — 1— 3—e¢ 21_2 4&5/ alvghuhy d
v -0 [a-orwa -y [

! 3—€19,,0,8,2 2 d'k kaks
+ (4—¢) i (1 — )" 12p*p"p*(1 — 22)z"p.py i 1 H2]5_€dx

1 d*k ko kgk.k
_ 4 — 1— 3—61 a, B, v alvBh~y vy ' ‘
( e)/o (1 — )" “16zp“p"p pu/ 2 12 +H2]576d”” (C.70)

Ao realizarmos a integracao na variavel k, podemos efetuar a seguinte sim-
plificacao nos coeficientes proporcionais a e:

(4—-el'(2—¢) (4—e)'(2—¢) 1

I'6-—¢)  A-eaB-aR2—-el'2—¢) (B—-e(2—¢)

e apos expandirmos o 1ltimo resultado numa expansao binomial, retendo no
maximo termos de ordem €? teremos:
4—-el'2—¢) 1 ( 5 19 2)

142 ki
+66+36e

T'(5—e) 6

O préximo passo € a resolucao de cada uma das parcelas obtidas em D.1.
Tomemos a primeira parcela, apos resolver a integral em k. A menos do
coeficiente envolvendo poténcias de €, podemos escrever:

I = /01(1 — )3 [p*(1 — 22)]3 (%)2_6 : (C.71)

que, ao ser multiplicada por

—m?2 (_m2)672

—m2 (_m2)5—2

nos da
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I'= (—m2)/01 da(1 _x>3_6—[p2(1 —2o)f ( i )6_2 . (C72)

m?2 —m2

Por outro lado, podemos usar a seguinte identidade

9 N\ €1 2 \ €2, 2

H 1—
d ([ H (e 1) p*(1 — 2x) |
dr \ —m? —m? —m2

que nos permite obter

= ﬂ/ol dr(1 — 2P (1 — 22)2-2 ( 1 )61 (C.73)

e—1 dz \ —m2

Realizando uma primeira integracao por partes, obtemos:

o (_Em_# {(1 —2)* [P (1 - 22))? (_i:z)ﬁ_l o /01 (—[f;y_l du}

S S .14
em que
du = {(e=3)(1 — o)’ [p*(1 - 22)]* — 4(1 — 2)°"P*[p*(1 — 22)| }dw

Passemos entdo a solucao de cada parcela de I”, designadas por IZ‘ e I;:

fo= (e [ a-appra-ap (L ) s

= (63)(m2)/01(1x)26p2(1255) (_H2 )6_1 dH*

m2

Usando que

d ((H>\° [ H>\'dH?
dx \ —m? ¢ —m? dx
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podemos escrever

I, = / )2p( 2:(;)% <_I::2)E
- oo () - [(55)
- e (fg;ydu} e
sendo

du = [(e —2)(1 — z)""p*(1 — 2z) — 2p*(1 — 2)* “|dx
que pode novamente ser resolvida via integracao por partes, e assim obtemos

= C53 {—1 + /01[(2 — (1 —2)(1 —22) +2(1 — 2)7 (—%)de}

€

N ~ 1"
Passemos a solucao da segunda parcela de [ :

—m?2

= _M[(l —x)?’_E% (j:;)eda: (C.78)

Apo6s realizarmos uma primeira integracao por partes, temos:

I - _M{a_x)“ (%2)6—1—(3—6)/01(1—:1:)2e(ff;)edx}
= —M{—H(?)—e)/ol(l—xf (—%)de}

1" 1"
Somando [, e I, temos

By =~ [ - P 0 e

(C.79)

2

€
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E assim, poderemos escrever

m—[6—7+(3—6)/01dx{6(1—x)2+

. :
+ @-ga-aa-2 (-2 )

—m2)e 4 2
S B S P
e—1 m?2 €

+ (3—6)/01dx{6(1—x)2+(2—6)(1—x)(1—2x)} (—@)E]}

C.0.3 Calculo de uma integral overlapada

Uma integral overlapada tipica do procedimento de Regularizagao Im-
plicita, caracteristica de diagramas como o tensor de polarizacao do vécuo, é
dada por

©) _ d'k 'l fils
Ly / (27 / (2m)* k22 (k — 1)*(p — k)2 (p — 1)?

- / @Zw];/ <2d7rl> k22 (k —k%;(p—w{%_

I ik
k*(k —p)?

B /d‘% / d*l kul, B
B (2m)* ) (2m)* kA2 (k= 1)%(p — 1)?

d*k d4l kull,(pz — k)
/ (2m)* / Qm)* Rk — D)2k —p)2(p—1)2 (C.82)

Passamos a designar as duas parcelas por a e 3, respectivamente. Assim,
temos

o / d'k / d*l kul,
= et ) etk - D2 - 17

d*l L, d*k k,
= / (2m)4 2(p — 1)? g (2m)4 kA (k — l)gl (C.83)
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Em todos os calculos apresentados neste apéndice, omitimos, por comodi-
dade, a presenga de uma massa ficticia em cada propagador em quase todas
as passagens. Esta integral pode ser resolvida pelas técnicas usuais em-
pregadas para qualquer integral de Feynman, visto que podemos resolver a
integral em cada momento interno separadamente. O resultado da integral
em k, sublinhada, ¢é |

bl—g ,

0 que nos permite escrever a parcela a como

4
o b/ AL,
(2m)* 14 (p — 1)?
_ b/_d4l bdy 1 p*=2p-1
R L

B b/ A1, _b/ A4 10, p?—2p -1
a (2m)* (12 — m?)? (2m)* 18 (p—1)?

G ) d*l L, p?—2p-1
= b=, —b
W hig(®) b [ @) (@ — m?)P [(p — 1 — ]

(C.84)

E agora, na segunda parcela designada por (3, podemos usar a parametrizagao
de Feynman usual e resolver a contribuicao finita. O resultado é dado por

2
Guw p b pupy
o = {% |:[log<)\2) —bln (—F> + Qb} + 55)—2} (085)

A segunda parcela de C.82 merece maior atencao, visto que nao é possivel
realizar a integracao em cada momento separadamente:

B d*k d4l k:#ll,(pz k)
b= / (2m)4 / (2m)4 kA2 (k — 1)2(p — k)2(p — 1)? (C.86)

De acordo com a estrutura tensorial de (3, podemos escrever
6 = Ap,upu + Bp2g/u/ ) (087)
Multiplicando 3 por ptp”, temos:

Ap"p,p"py + Bp*g,p"p”
= (A+ B)p* (C.88)

pi'p” B
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e entao deveremos determinar os valores de A e B.

. d*k d*l PPkl (p* = 2p - k)
P = / / o B - 2y — e -1 (%)

e no integrando, podemos utilizar o seguinte artificio

p”luzp'lz—% [(p—1)? —p* =17

o que nos permite efetuar algumas simplificagoes de termos no numerador e
no denominador. Temos entao:

_1/ d'k / d'l (p* = 2p-k)p-kl(p —1)* —p* = I’]
2) @mt) @mt KPR =D p— k)2 (p—1)?

1 d*k d*l (p*—2p-k)(p-k)

_5/ (2m)* / @m) KBk — 2 — kP
1 / d*k / d*l (p*> —2p-k)(p-k)

2) @2m)t ) @m)tkk = 1)2(p—k)*(p — 1)
1, [ d'%k d*l (p?> —2p-k)(p-k)

TP / (2m)! / @m)t kP (k=1 (p— k)P (p—1)*

em que cada parcela serd designada por C, D e E, respectivamente. Come-

pp'B =

+

(C.90)

cemos pela parcela E, onde, no numerador, somamos e subtraimos o termo
k2

P A% 'l (p*—2p-k+ k> — k> (p-k)
b= / <2w>4/ 2r) Kk — 2(p — K)2(p — 1)?
_ 19_2/ d'k / d'l ((p—k)*—k*)(p- k)
2 ) @m)t ) @m)* kAP —1)2(p — k)*(p — 1)?
P A% [ dY (p- k) -
2 /(zw)4/(2w)4k4l2( 12(p—1)2
P [ d% [ (p- k)
/ 2m)* /(270416212( Dk —p)*(p—1)?
B Bk [ dM (p- k) 7
- _/ | GG L~ 5P ©9

em que

o [ %k [ .
lo = / (2m) / n) PRk — )2 (p— 120k —p)?
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sendo uma integral onde nao é possivel separar as integragoes nos momentos

k e 1. Por outro lado, na primeira parcela de E podemos ser separada em

duas integrais finitas tipicas de um loop:

2

&1 d'k i
E =7 pa/( / kak (k= 1)2 = Zp 10

2m)t P(p—1)* ) (27m)

2
2

2 4 2
p° d*l bl, 1 p°
—p/ 4772 72 2 5P ]c?
2 (2m)* 12 2(p—1) 2

b 2
2

2, « a 70
— - Z
pppocg 2p o

usando que
[0 = Pago
@ 2
temos ) .
p=pL Lo
2 4

Na sequéncia, calculamos C:

o 1/ d*k / d'lt (p-k)(p*—2p-Fk)

2] ot ) @)t Rk —1)2(p — k)2

(C.92)

(C.93)

2/ @n)r) @n)t KPRk —1)2(p—k)?

LAk [ A pek
- 73 / (27) / O Rk —1)?
1A% [ Y (p- k)
3 / (27)" / 27) 2 (k — 1)2(p — k)2

_p2a/d4kka/d4l L
— 2P ikt ) iRk - 1)

L odi [ d% (p- k)
) / 27)" / 2n) 2Rk —1)2(p — k)2

1/ dik / B (p-k)p*—2p-k+ k> — k2]

(C.94)

em que a primeira parcela é nula, pela paridade do integrando em k. Ja a

segunda contribuicao pode ser reescrita, separando-se as integrais em k e em

I:

o la/d“k ko /d4l 1
- 2P entep—k2 ) CoiiRk 1)

N

(C.95)

-~
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A integral sublinhada, no momento 1, é uma integral tipica do calculo de um

loop, cujo resultado é

2 k2
I =1,,(A\%) —2b+bln (_ﬁ>

d*k k
—p% @ I, 2b
p /<2w>4k2<p—k>2“9+ I+

1
2

b s o ()
o | em)rk2(p — k)2 2
1
2
p

2 20 “

Wb
%[ Log + 201221 — 2po 1
2 b
= [Ilog + Zb]j - 5170[1122) <C96)

em que I e I® sio integrais caracteristicas do calculo de um e dois loops,

respectivamente, cujas expressoes foram obtidas no texto principal. Final-

mente, calculamos D:

D

1/ dik / A (p-k)p*—2p-k+k* — k?)

2/ o)t ) o)t Kk =102 —k)2(p—1)?

[

3/ <;l7rl% / <§7rl>44 EET f@?(p i

7 | o | e | G
* [ e | G =T

P | G -

1

2

1

3

1 d*k ke — k)?

3 [ e ) o (-0 ) 2
1

2

1

>

1
p°bl, — §pa[Ilog)\2 + 201, +

# [ e () o
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Na terceira contribuicao, é necessario fazer um shift no momento de inte-
gracao:
k—k+p |,

e, em seguida, eliminarmos os termos de superficie resultantes, por se tratar
de uma integral linearmente divergente. Se assim procedermos, D sera ree-
scrito como;

L opPay 1 oPa

_ = 2 o
D = Spb T = o lhog(N) + 26" T +

2
g [ e (<) +
oV | n)d k + p)2 22

1

Loy /d”f L (.
PP | @m)t (e + p)2i? 22

2
b
1

2 b b
p2I — %[Ilog + 2b|1 + 5292[(2) - §pa[é2) (C.98)

em que usamos a seguinte propriedade:

[ (%) =~ [ ()

Devemos notar que as contribuigoes nao locais em IEV, dadas por

p2
Z[Jlog(A2) + 20]1

presentes em C e D se anula quando somamos C e D. Substituindo os resul-
tados para as integrais basicas, e somando C e D, temos que

2
C+D:—l)2pZ

Agora, contraimos ( com ¢g"”, usando novamente que (3 pode ser escrito como

B = Ap,p, + bp* g
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Assim:

g B

Apupu g™ + Bp’ g g™
= Ap.p" + Bp*4
= (A+4B)p* | (C.99)

E entao, montaremos um sistema de duas equacoes e duas incégnitas, A e B,
que nos permitira obter o resultado completo de Ifj,.

wa d*k d*l 9"kl (p* —2p - k)
w0 = | <2w>4/ @) Bk — 12(p — k)2(p — 1
_ /d4k/d4l k-l(p2—2p-k)
@t | @Ot B — 12— kR 1)
B _1/ d'k / A [(k —1)2 — k> — 2(p* — 2p - )]
= 2) @i @t BEE D2 kR 0p

1 d*k d*l p?—2p-k
- 3 / 2m) / @m R — B2 (p—1F
1 d*k d*l p?—2p-k
5/ (2m) / @) R22(k — 12(p — k)20 — )2

1 d*k d4l =2k
" §/ (2m)4 / CmA (k= 1)2(p—k)>2(p—1)2 (C.100)

em que cada contribuicao sera designada por F, G e H, respectivamente. A
estratégia para a solugao de F e G ¢é similar as solugoes de C e D, expostas
anteriormente. Deixamos ao leitor interessado a obtencao dos resultados para
F e G. Quando somamos os resultados de F e G, teremos

b? [
Fra-BlE-]

Assim, temos

¢"f = (A+4B)p? =F+G

2 -2
- % [% - 2] (C.101)
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Por outro lado, obtivemos anteriormente que

4 b22 p4o b22
‘'3 =(A+ B = —pP—J9- —
p'p’B=(A+B)p 5P 1P
o1 b2
A+B = — — -9 —
+ 2p2 4 4p?
o1
— 4_]92_110 (C.102)

Montamos entao um sistema formado pelas duas equacgoes
b? 1
A+B=——-J°
4p? 4
b? 2
A4+4B=— — |— —2
+ 22 { 6 1 e
e resolvendo este sistema obtemos

Ve 1 5, 5 1?
= 36,7 ol - E]? e para A, temos

2 1 22
A= b i L 20

36p2 3 +3g¥

Desta forma, como escrevemos (3 como

ﬁ = Apupu + BQQMV )

podemos escrever

o, 1., 20
b= {_361727? 3 +§]? Pulv +
50 vrr 1
- —I°% P9 - C.103
* { 272 362 T 12 }pg’* (C.103)

Desta forma, a integral overlapada I,?w que é dada por [ ,?y =a — [ em que

2
Guv 9 p b pupy
o= b{% {]log()\ ) —bln (—ﬁ) +2b] + 5#}
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pode ser escrita como

b bQ p2 p2
o _ AN _ £ g0
o = {4IZOQ<M i ( AQ) it
1y v, Dub 1 1 b?
- _ BTV 2?4 ZpPI0 4 C.104
12 367T}+ P { o0 tar T tggmy (04

em que /9 ¢é uma integral finita tipica de diagramas overlapados, dada por

o _ d*k dl 1
"= / (2m)4 / 2m)4 k22(p — k)2(k — 1)2(p—1)2 (C.105)

Procedimento similar pode ser aplicado na solucao de outra integral de

diagramas overlapados a dois loops:

d*k k k
Tt = — 1
v / o) k22 (k — 1)2(p — 1)2(p— k)2 (C.106)

que aparece no diagrama overlapado para o tensor de polarizacao do vacuo na
QED escalar, que tem grau superficial de divergéncia logaritmico. Aplicando
a identidade algébrica que faz a separagao da parte divergente no procedi-
mento de Regularizagao Implicita, dada por

1 1 p?—2p-k

(p—k)2 K k2(k—p)?

podemos escrever

o [ d' ks

o = /k%%kw%k =17
k(7
1y?

- / d*k Kok, (p? — 2p - k)
2m)t kM2 (k = 1)2(p — k) (p — 1)?

em que omitimos a presenca de uma massa ficticia em cada termo do inte-

(C.107)

grando. Vamos designar a primeira parcela por a e a segunda por 3. Assim,
separando as integracoes em k e em |, teremos:

B / a1 / &'k kuk,
“T ) eorri—p2 ) Cor k-1
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Se resolvermos a integral no momento k, teremos

a1 1 G P’ bl,l,
a = YR~ JHY Ilog )\2 —bln _2 +2b| + = #2
(2m)*12(1 — p) 4 5

= %Ilog()‘Q) {Ilog()‘g) —bln ( 2;2) +2b bgzyl ) +

2

b 2 p b* pupy
t g {Izog(A ) — bln( AQ) - Qb} + ;2 : (C.108)

A segunda parcela é finita, e pela sua estrutura tensorial, pode ser escrita
como

d4l (p* —2p - k)k,k, ,

= Ap,p, + B .

- / / 20 Bk — 2(p — k)2 (p— 1 el TR
(C.109)

e se pudermos determinar quem sao A e B, teremos o resultado da integral.

Contraindo p*p” com (3, teremos:

g — [ Ak [ AL (=2 K)(p- k)
pe = / (2m)4 / 2 B2k —1)2(p — k)2(p — 1)2 (C.110)

e como usual, o produto escalar é eliminado por através da seguinte identi-
dade

1
pk==35lp-k)’-F-p]

que nos permite escrever

wvn L d% AT (PP =2p-K)(p-k)(p— k)’ — K ]
e = / (2m)* / @m)t KRk —12(p— k)2(p — 1)?
1 d*k dl (p*—2p-k)(p-k)
2 / (2m)* / (2m)t kA2 (k — 1) (p —1)? "
1/ d'k / d'l (p* —2p - k)(p- k)
2 @m)* ) @m)* k22 (p — k)2(k —1)2(p — 1)

L d'l (p* —2p-k)(p- k)
+ 2 / (27'()4 / (277')4 k412<k _ Z)Z(p _ k)Q(p — l)2 (Clll)

_|_

Passamos entao a designar cada parcela por F, E e C, respectivamente.

Comecemos pela parcela E, em que, no numerador, podemos somar e
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subtrair k2, de forma que

N d'i (P —2p-k)(p-k)
Yo / (2m)* / (2m) k22 (p — k)2 (k = 1)*(p — 1)?
- 1/ d'k / d'U (P —2p-k+ Kk —k*)(p- k)

2 @0t ) ot REp — k(= D2 p - 12

1 d% [ dY (p- k) -
- 2/(27r)4/(27r)4k2l2(k:—l>2(p—l)2

1 d'%k [ d (p- k)
- 2/ (27r>4/ (2r) (p— kP2 (k — 12(p— 1)?

_ %{Bl _ By} (C.112)

em que temos

. d4k d4l ka
B, = p /(27T)4/(27-(-)4]{;212(]{;—1)2(19_[)2

- v [ emrge 5 [t 0 (5)])

_ P oy o2 b i P ) C.113
= Do) | 1O bl (-5 )| - B (ca1)

l2 l2 l2
In (— — 2) =In (——2) =In (——2) -2
lambda ) A
Por sua vez

B = pa/ éj/ <§wl> z2</~e—l>2<pkj k)2 (p — 1)
= |2 [0 - (O )]}

Resolvendo a integragao no momento | e usando que

em que

I, =Py
2
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, teremos

By, = §p211 (A?) [ T10g(A?) — bln —{’—2 +
4 og og /\2

2
+ b%Iﬁf) — bp?I® (C.114)

E portanto, podemos escrever

Na parcela C, temos

B p_2 d*k d*l (P =2p-k)(p-k)
¢ = 2 / (2m)4 / (2m) kA2 (k= 1)2%(p — k)%2(p — 1)?

- p_2/ d*k / A PP — 2k K — k) (p- k)

2] @2mt ) @m)t kR(k - 12 (p— k)2 (p - 1)?

P d*k d*l (p-k)

B 5/ (2m)* / 2m) kP (k =12 (p—1)?

B p_2 d*k d*l (p-k)
2 /(27T) /(27T)4 k2P(p — k)*(k = 1)*(p — 1)
p? [ dk d*l (p-k) p?
k=

(2m)4 k42(k — 1)2(p — 1)? - Epafo? (C.116)

em que

o [ d'%k [ dY ko  Pao
fa = / (2m)* / ) PR — 0P — P — 17 2

E com isso, teremos:

P d*k d*l (p-k) P
“= 3/ (2m)* / ) KRk —1)2(p—1)2 ZIO (C.117)
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Se somarmos a parcela C com a parcela F, podemos obter

1 d% ' (PP —2p-k)(p-k)
F+C = 2/(271-)4/(27?)4k412(k—l)2(p—l)2+

2 A [ d (p- k) Pt
) / 27) / o R — 12 =12 4’

PP d% [ d (»-k)
- 3 / <27r>4/ @) (k= D2(p— IF

2 / 'k / d'l kaks
2 ) @nt ) @n)fER(k - 1)2(p — )2

2 [ i (p-k) .
Ty / 21)! / o R —12(p—12 4’

STy —
4 (2m)* ) 2m) kA2 (k —1)2(p —1)?
2

4 2 2 2
_ P P ey b7 p7 2y _ P )
= -1 +41109(A) 41n< AQ)Jlog(A) b 1%+

b, 2 b? 2 P’ b? 2
—p~1, ——p°In| —= — )
+ P log (A7) gPIn{—35 + 1P (C.118)

Somando E, F e C, teremos:

b b
E+F+C = —fracp*4I® + le2f(2) - §p°‘](2)a + gbp2flog()\2) -

5 p? b?
_ 2ppm (=) 4 2 11
S D n< )\2) + 4p (C.119)

E substituindo os resultados de cada integral, temos:

4
3
E+F+C=(A+B)p* = —%IO+§b2p2
1 2
A+B = —=-I° 30

e (C.120)
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Agora,contraimos 3 com ¢g"’, e teremos:

v o d*k d*l (p2—2p-k;)k:uky
9o =g / <27r>4/ ) R (k= 1)2(p— k)2 (p — 1)?

B / d*k / d*l (p> —2p - k)
N (2m)4 ) (2m) k212 (k — 1)2(p — k)2(p — 1)2

= p*19 —2p19 (C.121)
E como
]O — &]O
(e} 2 bl
teremos
g’ =0 (C.122)

Por outro lado, tendo em vista a estrutura tensorial de §, também podemos
escrever

9B = g"ppA+ ¢ gup*B = p’(A+4B)
A+4B = 0 (C.123)

Assim, temos um sistema formado por duas equagoes, C.120 e C.123, cuja
solucao é dada por

1 162
1 1
A= —§JO+§E : (C.125)

1 1 b7 1 1 b7
6= (—g[o + 5;) Pupbv + <EIO - ——2> p2g,uu . (0126)
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Substituindo os resultados de a e 3 na equacao C.107, teremos:

1 b 2 b i -
2= GO - {0 () ~ SO

b P b P b 2
gl (_)\262) T (‘w) gl

» b2 2 b2
+ P {—+p—lo——} (C.127)

em que e é o numero de Euler. Finalmente, podemos escrever

1 b 9
I = Guw 3 710y (V) = 21 (W) + 2109 (A)—
4 4 8
b p? oy, Do P’ 7o p? 11,
—_ Zln (—p> Ilog<>\ )—l-gln —p —gb In —p —|—§b —
2 2 2
p ol  Pupy [ 0T Do
- 5 -+ 5! 12
12 } P2 { 1 + 3 } ; (C.128)

C.1 Solucgao de uma integral basica a n loops

Como complemento do apéndice, vamos resolver mais uma integral basica
tipica de n-loops. Consideremos uma integral basica tipica do procedimento

de Regularizacao Implicita:

d*k 1 k2
(n+1) _ n_ M
1 /A 2n) 20k = p)? In ( )\2) (C.129)
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que apos aplicarmos a identidade de separacao das divergéncias bésicas, 77,
sera escrita como

4 2 2
T+ _ / d*k 1 " _k —m7\
L\ (2m)4 (k2 — m2)? 22
/ d*k p?—2p-k I _k‘Q—m2
(2m)! (R = m2 [0k — pF — iz

](n—i-l)(mz) _ / d'k PP =2p-k In™ _k2 —m?
1os (2m)* (k2 — m?)?[(k — p)? — m?] A2

(C.130)

Usando a identidade

(C.131)

oat—1
Ina = lim
e—0 €

teremos (o limite com € — 0 é subentendido):

(n+1) d'k pP—2p-k
1" = | Gy 1)

e agora temos condicoes de usar a parametrizacao de Feynman usual

1 1 (1 _ I)a—l
— C.133
abe /0 (@ —b)z + b]*+t (C-133)
Teremos entao:
! d*k 1
I = 2(1 = 22)(1 — z)t " 2 —
/0 dxp( z)( ) /(2ﬂ)4 (k2 +H2]3—ne( ne)

! I'(l—ne) 1
= dzp*(1 —2z)(1 — )b
[ ot =2 - ey

(2 — neYb(—m2)"t (L pA(1 — 22)(1 — @) " in
(2 — ne)(1 — ne) /0 (H?)1-ne ( ) (C.134)

Agora, usamos o seguinte artificio:

d ( H? )”6 . ( H22)"6_1 p2(1 — 22) (C.135)

dr \ —m?2 —m —m2
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que nos permite escrever a parte finita como

(n+1) b(_mQ)ne ! l—ned H2 "
0 = s [an o (o

ne(l — ne)

b(_mQ)ne 1 H2 ne
= —_—— —1 d 1— 1— —ne
ne(l — ne) { +/o (1 —ne){1 - ) —m?
b(_mQ)ne p T ne
= ———<—1 1-— d 1
e — { + ( ne)/o x ( oy (C.136)
A segunda parte da integral finita é dada por
7= lim— i(—l)nk n\y 1 / d'k P’ —2p-k
=0 en e k (_)\2)k—e (27?)4 (k2 _ m2)2—ke[(p _ k:)2 _ m2]

(C.137)
Fazendo n — k = [ e resolvendo a integral em k (designada por [;), temos

o=t () oo [ ()]

e se expandirmos as poténcias de le, teremos:

= () (S () 0w [ ()

=0
(C.139)

(C.138)

Para i = 0, temos:

izOHﬁ(T—;)le{—1+(1—le)/oldx}

=0t ()

E assim, podemos escrever:

= (1_bz€) {—l—i(@#lni <T—5> +(1—le)§: (kz;_l /Oldxlni (J%)}

i=1
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Escreveremos I, como

I, =b(A+B+C)

sendo
o0

1 i
A= 1—ke:_z(k€)

1=0

Neste somatorio, apenas o termo para o qual ¢ = n contribuird. Aqueles
para os quais ¢ > n serao todos nulos, e quando ¢ < n todos sao cancelados.
Assim, teremos

A= —kre
B ¢é dado por
N pm N e m?
B_—mX::O(ke) ; ' (5

Na ordem n, o termo que sobrevive é m 4+ 7 — 1 = n. E assim, o termo que
sobrevive é dado por

E finalmente

e para a ordem n da expansao em loops, ficaremos com

B L en 1 p2$
- " [ grwtt (B2
o= v ()
ou ainda
~ n+1 . 1 . p2
__1n_n n+1l—z 1
=0

Finalmente, somando A, B e C, temos:

T L
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E a integral completa sera escrita como

7!
i=0

n+1 ' ] ' 2
100 = [ (02) b {n! D it (—%) } (C.142)



APENDICE D

Apéndice 3: Tabela de integrais
basicas para teorias nao
massivas a um e dois loops

Neste apéndice, apresentamos expressoes para integrais bésicas a um e
dois loops que foram utilizadas ao longo desse trabalho. Todas as expressoes
ja estao escritas em fungao do parametro de escala A, regularizando os resul-
tados no regime ultra-violeta e indicando que as relacoes de escala a um e
dois loops ja foram aplicadas, para que a dependéncia com a massa ficticia
que nos protege de divergéncias infravermelhas seja eliminada.

D.1 Integrais caracteristicas de diagramas a
dois loops

1® = / d'k (p2 —2p- k)Bkuk'u 1 _kQ — m?
A N e
1 @) \2y , D 2 1., ( p 1
- gp.“pl’ {Ilog(/\ >—’_6]log(A ) —b 511’1 _ﬁ — g

2 2 2
P Yuv @2y , 1 o Ly 2 P 11 p 11
b E0 000 4 fa0) + Gt (-5) - G (<5) +
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o _ [dh -2 Rk K-
W / (2)i (& — w2l — K2 — ] ( A2 )

- -t () -0(3)-Jpo

[0 / d*k p?—2p-k | R -m?
=) @@= - k) —m?] 22

-1 2 2
LD +b {7 In? <—%) + In? (—%)} (D.3)

D.1.1 Integrais caracteristicas de diagramas com divergéncias over-

lapadas

Como vimos ao longo do texto principal, os diagramas com divergéncias
overlapadas tém amplitudes que sao escritas em termos de integrais cujos
integrandos possuem numeradores proporcionais a k,l, (que ocorre na QED
escalar) ou k,k, (que ocorre na QED spinorial). Vamos designar a inte-

gral para a primeira teoria como [ Sl,(a’b) e para o segundo caso escreveremos
1 ,?,,(a’a). As expressoes para tais integrais encontram-se no texto principal. Os
resultados sao entao os seguintes:
d*k d*l 1
10:/ ./ (D.4)
2m)t ) Cm)* k22 (p— k)2 (k —1)%(p —1)?
d*k d*l k
Io:/ ./ " (D.5)
” 2m)* ) Cm)* k22 (p— k)2(k —1)%(p —1)?

em que temos a seguinte propriedade

o_ Puio
Iu_jl ,
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4 4
[0 _ / ik / dil kol
w @2m)t | @r) k2R — 1)2(p — k)2(p — 1)?

b b? P\ p? 11 2
= Y {ZIZOQ(A2) - Zln <_F) - EIO + Eb2 — bZ%} +
2

)
pubv | P° 0 1,5 Xl

em que 19 é apresentada acima.

4 4
[Owa) _ / d'k / d*l kb,
. (2m)* J @m)t K2 (k = 1) (p = k)*(p — 1)?

Lo o b 9 2 b P’ 2
= guV{ZIlog)‘ — ZIlOg()\ ) + gb[log()\ ) — Z In _ﬁ IlOgA +
L (PP T PP\ _P o 3l oy [P0 P
| 2 (£ ) | A _[O “o12 nL’v —IO _ v
* 8n()\2) SH( A?) TR TLR R {3 1

(D.7)

D.2 Integrais caracteristicas de calculos em

um loop

d*k 1
I = / @n) 2 — m2)[(k — p)? — m2]
= Dy(A3) — bln (—%) + 2b; (D.8)

b = / (ij (k2 —m?)[(lfz”— p)* —m’]
_ % {I,og(xz) —bln (—’;—Z) + 2b} : (D.9)
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5%

B / d*k Kk,
- @)t (R = m?)[(k - p)? = m?]

%pupy [Ilog(AQ) —b <ln (—i—i) — 2) — éb] —

1, 1 o 1 p? b
apg,w{QIlog(A) 2b[ln( )\2) 2} 3}. (D.10)
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Apéndice 5: Calculo explicito
dos diagramas overlapados para

a QED escalar e a QED
espinorial

Neste apéndice, apresentamos o cédlculo explicito das contribuigoes ad-
vindas de diagramas overlapados para o tensor de polarizacao do vacuo
(I, (p*)), tanto na QED escalar quanto na QED espinorial. Comegamos
com o diagrama para a eletrodinamica espinorial, cujo diagrama é dado por
Aplicando as regras de Feynman, a amplitude para esse diagrama é escrita
como

S ak a1 e (—1eq®) e (—1e") e (—gen®
ZH}U/ - /(271’)4/(27T)4T {[—m< ’.Y)k_m( W)k_ﬁ_m( 7)

I Ry S el =

Usando os truques de Casimir para manipulagao das matrizes v, o numerador
(N,) e o denominador (D) do integrando serao escritos como

D =k(k—p)*P(l—p)*( - k) e

Ny = 1€ tr{(l — P)rudr bk — P}
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Aplicando novamente os truques de Casimir no numerador e usando as pro-
priedades de anti-comutacao das matrizes 7y, temos

N = =1t {7a 787 V7 Vo (L= D) 1Pk (k — p)°

que nos permite escrever

PUVAVVoTr =~V VYW Vo Vo Vo Vi
= VWV — 2%V Ve + 26 Va
= =297 Yo T 2%V T 276 Yp W
= ~49wY + 2797
= =277, € assim (E.2)

Ny = 2e*tr{yan187e 7711 — p)* 1k (k — p)°
= 32@64{%1/(9/809#/) — 98u9po + 95pGnc) —
— 9a8(GvoTup = Guppo + Gvp9ou) + Gao (Gvsdup — Gunse + Gupdpu) —
— Gau(9v8Yop — 90980 + Gup9se) + Gap(9u89on — Guo9su + Guudss)}
(1= p)*I°k(k — p)°
= 32 (Il —p)ulkul - (k —p) = Lk - (k —p) + (k — p)ul - K]
=l (I =p)lku(k = p)v + (k= p)uky — k- (k = p)gu]
+(l—p) - (k=p)l.k, + Lk, —1-kgu)
—(l=p)ulluk - (k —p) = (k= pl-k+ k- (k—p)
+( —p) - k[l (k- Py — (k — p)l/lu + gl - (k — )}

=
|

32kl [l- (k—p)+2l-k+2(l—p)-(k—p)—
k-(l—p)+k-(I—p)—1-(k—p)]

kpky[=20- (I —p) =20 (I —p)] +
pul[—k-(l—p)+k-(k—p)—20-k+2k-(k—p)—

— A k+k-(k—p)+k-(I—p)

Pupu2l -k +

gl - (L =p)k-(k—=p) = (-k)(I—p) - (k=p)+[l-(k=p)k-(—p)]}

+ +

+ +
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Se manipularmos todos as parcelas, veremos que boa parte dos termos na
ultima expressao se cancelam, e os produtos escalares entre quadri-vetores
podem ser reescritos usando as seguintes identidades:

L-(I-p) = l2—l-p=l2+%[(l—p)2—l2—p2}
S+ (= p)? =7

(l=p)-(k=p) = l-k=p-k—p-1+p?
i (B e S R P S R
b Sl -2 =g+

= =0+ 0~k — (Y

[-(k—p) = l-k‘—l-p—%[(l—k‘)2—kQ—l2]+%[(p—l)2—p2—lz]

= Sl ==K+ =

Os ultimos resultados podem entao ser substituidos em E.3, em que obtemos
cada parcela de N,,. Assim, temos:
2
Nuyi = 3226451{/‘“[1,[(]9 D2+ (p—k)?—(1—k)?*+ P+ K
= 3202k, [(p—1)* — (1 — k)* + I?]
em que a ultima simplificagao ocorre perante a simetria na integracao em

1 ou k nos quatro ultimos termos, ja que se fizermos a troca de 1 por k, o
integrando resultante dessa parcela permanece inalterado.

Nupo = —32264%“@[[2 + (1 — p)2 _ p2]

Nus = 32e'p,l,[2k* + 2(k — p)* — 2p* + 2(1 — k)* — 21* — 2k
= 32we'pL2[(p — k)* + (1 — k)* = I — p]
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Nups = 32264]?“]91,[2[2 — (I — k)

1
Nus = 322642g#,,{1[l2 + (1 —p)? —p|[K*+ (k—p)? —p*] +

bR P R 1+ (- R (- R+
1

+ =0 ==k + 1 =Pl = k) + =R+ =]}
- 32264971”{25%2 — AP — APt (p— k)2 + 20— k)2 (p— )2+ 2p* +
2p*(1 — k)*}
- 321649—;”{;94 PRl — k)24 (p— k)2 (p— 1) + 12k — 2Pk —
— 2%(p - k)*}
(E.3)
e o denominador do integrando ¢ dado por
D =kPk—-1)>*p—-k)?*@p-0D* . (E.4)

Passamos agora a resolucao de cada uma das integrais obtidas a partir das
parcelas anteriores. Assim, temos:

N1 = 32e*2k,1,[(p — 1) — (1 — k)* + 7] (E.5)

em que podemos calcular trés parcelas
A / d*k / d*l kul,(p— 1)
2m)* ) 2m)*k*(p — k)*PP(k = 1)*(p — 1)°
B / d*k k, / d*l L,
S en)t R - k)2 2ot (k- 1)

Podemos resolver a integral tipica de um loop, no momento [, obtendo:

d*k k k, , 12
A = / (27'(')4 k'Q(k ip)QE {[log<)\ ) —bln (_ﬁ) _|_2b}

1 b
= 5 {70y (V) + 20} Lo, — 5113 (E.6)
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em que [, e I,(f,) sao integrais tipicas de um e dois loops, tabeladas no

apéndice D. Da mesma forma, podemos escrever
B - / d*k / d*l kul, (1 — k)?
2m)t ) (@2m)* k2 (p — k)*(L = k)*PP(p — 1)?
B d*k d*l k.l
a / (2m)* / (2m)* k2 (p — k)*P(p — 1)?
B d*k k, d*l l,
a / (2m)* k*(p — k)? / (2m)* 2(p —1)?

= I, ="ty
2792

Pubv ;o
—-—7]
4 )

(E.7)

em que I é uma integral tipica de um loop, também ja tabelada anteriormente.
Finalmente

Ak a4l ol 12
¢ = / (27 / 2m) k2(p — k)2(1 — k)2(p — )22

_ / Ak / a4l kol
@2m)* ) @2m) k2 (p — k)2 (1 — k)2 (p — )2

_ / &k ok, / 44 I,
2m)t k2 (k —p)* ) (2m)t (1 — k)2 (p —1)?
&k ky (k+p) ) (k —p)?

- [ oy 2 {”@“)_bm<‘ 3 )+%}

1 v
= 5 {Th0g (W) + 20} Ly 4+ P22 (11 (V) + 20)1

4
b 3b
- 51523 + ?puI@) — bpup, I? (E.8)

Somando as trés parcelas, A, B e C, finalmente obtemos

a = A-B+C

4

) = 3
— 322 {[JZOQ(V) + 2] L, + 2P 1 (——) I—bI) + Stp, I bpup,,I(Q)}

)\2
2 2

PuPv P p
e {100~ 2 (55 ) nl0) 400, 00) 0200 (5 )

(E.9)
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A seguir, temos
Noo = =322k, k,[I* + (I — p)* — p] (E.10)

que também nos proporciona trés parcelas:

Ak a4l ke, 12

b= / <27r>4/ @) 22k — D2 (p — K)2(p — 1)?
Ak 44 kK,

- /(27r)4/(27r)4k2(k—l)2(p—k:)2(p—l)2

B / 'k Kk, / d'l 1
S @R -k )t - k)P - 1)

[ d% Rk ) o (PR
- / (27T)4 kz(k_p)g[(jlog(/\ )+2b bl ( A2 )]

= (Liog(A?) 4 2b) 1, — B[ID) — 2p, 10 + p,p, 1] (E.11)

myo (

A seguir, temos

[ A% [ dM kb, (1 — p)°
b= / <2w>4/ @r) 2Bk — D2(p — k)2(p — 1)?
Ak [ dY k
- / (2m)* / 2m* k22(k — )2(p — k)2
B / Ak kuk, / 44 1
N (2m)t k2 (p — k)2 ) (2m)* 2(k —1)?

_ / (;l:; e (I;“f”ky [(I10g(A?) +2b — bIn (—i—Z)]

= (Lig(N?) + 2b) 1, — bI2) (E.12)

Finalmente, para a ultima parcela, temos

, / ik / dil kK,
F = —p
2m)*t ) @m)* B (k= 1)*(p — k)*(p — 1)?
= —p2]uoyl (E13)

que é uma integral overlapada finita, tipica do cdlculo a dois loops no pro-
cedimento de regularizacao implicita. Agora, somamos as trés parcelas, D, E
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eF:

B = —321*2[2(L10g(N*) +2b) 1, — 2612+ 2bp, ISP —bp,p, 1)) — p*19}] (E.14)
Terceira parcela:
dik dil l
HO - 9 4 / / v
w3 1e Py { ent ) @r) Rk =12 (p =12

Ak [ d L
+ / (27) / 2n) 20k — )2 (p — F)2(p — )2
d*k d*l L, 270
* / (2m)4 / (2m) K22 (p — k)2 (p — 1)? vy }

Isolando as integrais em k ou em [ e resolvendo-as, temos

Ly

l?
O _ 4 2
s = 2 {m[hog(k)—bln (—;) +2b]—

d4l 1 (p+k) S _ﬁ
/(27T)4k2(p—k;)2 5 [L10g(A°) — D1 < )\2)+2b]+

2

Py p
+ 5 [Ifog()\Q) —2bIn (_F) Liog(A?) + 4b11,,(N?)

2 2 2
27,2 p 2 P 2 P o

que poderemos escrever como

v 3
Mo = 2e'p, {—%(Log(v) +2b)1 +b (p,,]z - 515?)) 4
2

DPv P
+ 5 {Ifog(ﬂ — 2bln <_§) T1og(N?) + 4bI1,5(N?)

2 2 2
+ I (-%) — 4b%In (—%) +4b2] - %p,,]o} (E.16)
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A préxima contribuicao é dada por

Mas = 1ps {2/ élw]; / <2d7rl> K2k — Z>2<p1— D2(p— k)
d*k d*l 1
/ (27 / @m) K22 (p— k)2 (p — l)2}
= Z64pupy {2/ (gj:; kz(kl_p)g [[log(Az) +20—bln (_(]?;—2/€)2)] - [2}

2

= €' pupy {(Ilog(AQ) +2b)1 — 2bI® 4+ bIn <_p_) [}

2
p
= e'pp, {(IZOQ(V) +2b+bln (—ﬁ) ) — 2b1<2>}

(E.17)

E finalmente, a ultima parcela, que podemos escrever como

€' g | 4 272 d'k d'l !
o, = Tg {p PHrrs 2/ (2m)4 / (2m) k22 (k —1)2
, Ak d4l 1
- /(27r)4 / (2m)* (k = 1)*12(p — k)*(p — 1)?
) d4k d?l 1
- 2p / (2m) / (2m)4 K212 (k — 1)2(p — 1)2} (E.18)

A primeira integral é identicamente nula. Na segunda integral, se resolvermos
a integracao em k, podemos obter

/(2d;l)4 l2(p1_ )2 |:Ilog()‘2) —bln (—(p ;21)2) +2b] —
(I1og(N?) + 2b)T — bI®

E a terceira integral, apés resolvermos a integracao em k, temos

/ <2dwl> e {Il"g“z) Fb= b (‘H }

(E.19)
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que é exatamente igual a segunda integral. Finalmente, podemos escrever

2

o _ €gw [ 40 2 2 D 27(2)
Lus = —5— P17 97 [=3lig(X") = 60— bln -3z 11 + 4bp*1
(E.20)

Com cada contribuicao calculada individualmente, no final podemos escrever
a expressao final para a contribuicao diagramatica com overlapping do tensor
de polarizacao do vacuo. Substituindo as integrais basicas em cada parcela,
temos

0 E 5 2 2 P\ 11
I, = e 5(1109()\)4—26) 3Pub T1og(A?) — bIn ~32 +€b +

2 9 1 oy b P? b
+ gg,“,p ( ZIlog(/\)—i‘Zhl( ﬁ § +

PuPr | 1(2) /12 5 2 b. o p2 b p2 9
— b “3 |:]log()\ )—f-g log<>\ )—|—§ln <_F —gln _ﬁ _Z_Lb
p

2 ) )
P 9w (2) /\2 1 2 b 2 11 p 11
- b 12 |:_‘[log()\ ) + gllog()\ ) + 5 In (_ﬁ) — E In _ﬁ —+ Fb
3 @2y, L oo boof P\ D P
+ Zpﬂp’/ |:]log(/\ )+§ log(/\ )—§1H —ﬁ +§h’l —E +b

b 2 2
— bpupy [11(59)0‘2) - 51112 (-%) +bln (—%)}

2

_ p‘f” {Ifog(ﬁ) —2bIn (_%) L1og(X*) + 4bliog (N?)

oo P\ ey (PP 2
+ +b0°In 2 4b* In 2 +4b (E.21)
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Reagrupando todos os termos, temos:

1 7 1
nyl = et {Pupv {glﬁ)g(,\i’) _ _bIlog(,\2) §b[log(,\2)_

b P 2 21,2 P’ 49 5 p? 49 5
_ E1n< )\Q)Ilog()\) bln BV _ﬁb In 3z +Eb

1 9 7 2
b gt |~ 00 4 SOIE0% = ol ()
b p? b P*\ , 23 r\ _3
1 217 2\ | 2 = 21 T A R ¥
N 12“( >\2) tog(X') 24“( ) triiiTw) 8

Finalmente, obtemos:

2\ 11
0. = —2264{2(JZOQ(A ) + 2b) {p“p” <Jlog ()2) —bln( p) b)

HO
3
Gur o (L 2y Oy (Z2) 20
+ 3;0(4;09A 1 (A) 3)“ (E.23)
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Passemos entao para a segunda parcela

no, — —2@e4{ (T1og(\2) + 20) {p“p” (Ilog()\2)—bln( p2> +Eb)}

3
o (s b (<2) Y]
— ;bpupy { I2D(N) + Z[lOQ(Az) ghf (-i-i) — gln (—i—Z) — %b]
_ gwpz { [log(v) + éIOQ(V) + ;’hﬁ (-%) - b (—p—z> + %b}
+ bpup, {Iffg (A2)+ = Iog(AQ) ;)an <—§—Z) + gln (—];—Z) +b
— bpupy {I}jg) (A%) — = (—i—i) +bln (_2—2)]

- p Juv 1 log 15(0290\2)
+ gl 2 (—%) —£b21 ( i—i) +%b2—%10] .

2 2
P o b
_ | =10 — —

+
|
=]
~
(o)
Q
>~
N
|
Ny
5
/l\
> |3
(V) no
~~
~
)
<Q
>~
N>

(E.24)
E reagrupando os termos, obtemos:
2 2 5 2 p?
no, = —e {pup,, {glfog()?) 301y (O + S 1ig(A?) = Sb1n <_ﬁ) T1og(N?)
b? p? 29 p? p? 187
— (% )| - (-5 ) -1+ —?
3“(A2) 18 n(v) 3 +36}

5 41 5 p°
b | 800+ TIE00) = 1000 + b (<1 ) By~

2 09 p? p? 17
— em (B ) s Eem (SR ) f Bl 2L E.2
24 n( /\2)+72 n( A2)+12 g (£.25)
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Para a terceira parcela, temos

4

2 2
+ b (1}33@% - gan (—%) +bln (—%)) -

1 2
H.SV?) = 2264]7“]71/ |:__(Ilog()\2> + Qb) []log(/\Z) —bln (—p—) —+ 2[)]

3 1 b p? b p?
- b <1,<§;(A2) + 510 (A?) - 51112 (_ﬁ) +5In (_F +b

1 2 b2
+ 5I}j,g(A?) + 2b115(A?) — bln (—_) Liog(A2) + 5 In2 (__) _

2 2

p p
— 20In (-5 ) +2p - 1°
b n( )\2> 5

E reagrupando os termos, teremos

1 b (2 5)
N0 = 2e'np, | 112,00 + 109 + 20~

3 p? 2y | 31212 p? 7 p?
- Zbln <—F) ]log(A ) + gb In —F - gb In —p -

Para a quarta parcela, temos

1_[/(3’/‘l - 264]?#]9,, |:Il205]()‘2) + 4b[log<)\2) + 4b2 — b2 11’12 (—p—)

b 2 2
— 2 (I}j;(v) L <—%) +bln (_%))}

= 1elpp, [1,209@2) — 2BIP (N2) + 4bI10y(N2)

log
2 P’ 2

P~ 7o
2

2

(E.

(E.28)

+

152
27)
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Finalmente, temos a ultima parcela para o diagrama overlapado:

M0, — wlgup? |~ (31 (A%) — bl —p—2 —6b ) | L10g(\?) — b1 A
ws guyp 9 log n )\2 log n )\2

2 2 2
P" o (2) /2 b. o p p
— 126]+—2] +2b (Ilog()\ )—§ln (——)\2) +bln (——)\2))}

3
= 1elgup’ {—5 2,(0%) + 2b1,<§;(A2) — 6bl,05(\?)

2 2 2 2 2
p 2 b p 2 p P o 2
+ bln (——)\2) I1og(N°) — 5 In (——)\2) + 4b° In (——)\2> + 5} I¥ —6b }

(E.29)

Se somarmos todas as parcelas teremos:

8 5
ny = §Z@4 {Pupu {5 l?gg(,v)_4b11<023@2)+9bllog()\2)_

2 2 2
p 2 D191 2 p 17, p 4.5 270
— blIl (_ﬁ) ]log()\ ) + éb ln (_ﬁ) — gb hl (_ﬁ) — gb —p ] +

2

5) 19
bt | =120 + 0 - Tt + 0t (=5 ) 1, (02)-

1 2\ 29 2\ 15
— 5b? In? (—%) - gbz In (-%) — 7172 —{—p210} (E.30)

em que notamos a ocorréncia de divergéncias nao locais. Entretanto, pre-
cisamos somar o resultado do diagrama com o respectivo grafico de con-
tratermo, que é uma correcao para o tensor de polarizagao do vacuo a um
loop, com o vértice elétron féton corrigido. Com este procedimento elimi-
namos as divergéncias nao locais e mantém somente as divergéncias tipicas
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da ordem. Assim, teremos:

log

991 2 P’ 17 p° 4. 270
+ len< 32 3bln 12 3b p“l

8 22
HSI, + HSVT = 5264 {pupy {—— 1209(/\2) - 4b1(2)()\2) + gb]log(/\Q)

3 47
b |10 + 010 - T (0~
1 p? 29 p? 15b°
- 21 2 _ Y72 1 A T 2]’0
5 In ( )\2> + 5 b In ( 2 5 +p

(E.31)

Se somarmos este resultado com o resultado do diagrama a dois loops com
divergéncias aninhadas, teremos

8 3
H;(EV) = —ze4b(pup,, — pQgW) {— 5209()\2) — 3b[l(fg)()\2)

3 2
31 o 3 P\ 3 5.0
+ Eb[log()\ ) — 5111 (—F> + 5 —p I s (E32)

que possui a estrutura transversal desejada. Como vimos, ao longo do texto
principal, a partir do contratermo que escrevemos no contexto da Regulari-
zacao Implicita para o tensor do polarizagao do vacuo a dois loops, podemos
obter o resultado correto para a funcao  do grupo de renormalizacao da
QED, sendo este um bom teste para nossa metodologia.

E.1 Diagrama overlapado para o tensor de
polarizacao do vacuo na QED escalar

Aplicando as regras de Feynman no diagrama overlapado para o tensor
de polarizagao do vacuo na QED escalar, obtemos a seguinte amplitude

0 = et d'k d'l 2k —p)ul —=p)(k+1) - (k+1-2p)
R e e S R T B33)

O produto escalar pode ser dividido em duas parcelas, que podemos escrever

CcOo1mo

(k+l)-(k—p)=k*—k-p+1l-k—1-pe
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k+0)-(I—p)=P—1-p+l-k—k-p

e se somamos e subtraimos termos como k? e [?, podemos somar as duas
ultimas parcelas e obter

(k=p)?=p*+(1—p)° =P+ P+ k= (- k)?
A outra parte do denominador nos dé
(2k —p)u(2l — p), = 4k,l, — 2p,l, — 2pu Ky + Dupy

E entao, podemos reescrever Hg,, como

HO — —164/ d4k / d4l (4k,ulu - 2p,ulu - 2]91/]{# +p,upl/)
" (2m)* ) @2m)t kPR —p)*(l = k)*( - p)?
(k=p? =20+ (1 —p>+ P+ —(1—-k? . (E34)

e podemos constatar, por simetria nas varidveis de integracao que fatores
como 2p,l, e 2p,k, darao a mesma contribui¢ao para a amplitude. O mesmo
fato ocorre com os termos [ e k? e (k—p)? e (I —p)?. Desta forma, podemos
somar estas contribuicoes e reescrever o numerador do integrando como

N = (4kul, — 2p,ky + pupy) (=20 + 2k + 2(p — k)* — (k — 1)?)

E assim, obtemos

ne, = —et —2172/ A / A (kuly — 2puky + Puby)
. 2m)t ) (2m)t R (k = p)*(l = k)*(l = p)*

) / d*k / d*l (4kyl, — 2puk, + pupy )k
2m)* ) (2m)* k22(k — p)2(1 — k)2(1 — p)?
) / d*k / d*l (4kul, — 2puk, + pupu(p — k)?
2m)4 ) (27)* K22k — p)2(l — k)2(1 — p)?
/ dk / d*l (4kul, — 2puky 4 pupo(k — 1)?)
(2m)* ) (2m)* k2PP(k —p)*(l — k)*(l — p)?
= —e* {=2p°L), + 210 + 210, — 10} (E.35)
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em que cada parcela é definida como

A d*k d*l kuly _
hor = 4/ (27?)4/ (2n)t RPE(k — p)2(L— R — p)?
d*k d* K,
B 4“/ (27)4/ @m) R2R(k— (1 — KR~ p)?
. / d*k / d*l 1
Pubv (2m)4 ) (2m) k212 (k — p)2(1 — k)2(1 — p)?

= 411?11 — 4pMIl? + 4pupV[O
= 410, — pup,I° (E.36)

e usando a seguinte propriedade

19 = Pv ;o
2
Usando o resultado para I/?V, calculado no apéndice 3, chegamos ao seguinte
resultado:
11 p? 11 722 %
A _ 2 2 9 o

puby [ 8, P\ 2, T, 1o
Bubv ) Oy (L) 52 T2 Pjol E.37
T {3 n( A?) 37 "9 T3 (E-37)

A parcela I B serd dada por

o /d‘% / Al Ak, — Apul, — pups
" 2m)* ) @m)* (k= p)*(l = k)*( - p)?

(-
B / d*l 4lV—2pl,/ d*k k, n
@m)* (L =p)* J (2m)* (p—k)*(p—1)?
N / d*l —2pul,,+pupl,/ d*k 1
2m)* PP(l—p)? (2m)tp —k)*(p—1)
Resolvendo as integrais no momento k, teremos:
d*l 41, —2p (p—1)* (l+p)
B _ v 2\ _ 1
= [ e (et -om ()
d* —2pul, + pupy 5 (p—1)?
Liog(N°) —blIn | —
[ e Lot - o (-2 )
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que podemos reesecrever como
dAl 2,0, — p,l (p—1)>
5 = br TPV L Tog(A?) —bIn | —
pw / @)t 20— p)? {( ) “( A2 )}

Para empregar o método que implementamos para o calculo de integrais além

(E.38)

da ordem de um loop, é conveniente que fagamos um shift no momento de
integracao para o termo que carrega a dependéncia logaritmica, de forma que

Il —1+p

20,0, — puly, — 21+ p) (U + )y — (L + p)y = 21,0, + 3pupy + puly

; B
que 1nos permlte escrever IMV cOomo

]fy - Ilog()‘Z)[QI;w _pulu] -
b{21%) — 3p, I + pwI?} (E.39)

sendo I, I,, Iff,,), 1 A(LZ) e I integrais tipicas do célculo a um e dois loops,
ja definidas anteriormente. Usamos ainda a seguinte identidade:

/ do, __/ &k,
@m*ie(l—-p)? @m)* i +p)?

que ocorre no momento em que fazemos o shift no momento de integracao

l—=1+p

; c
Passemos a parcela I, dada por

o _ / d'k / Al Akl — 2Dl — 2Dk, + Dby
" ( (

o) @t (B0 - )Rk — D)
B Aol —2p, [ 'k ky,
- / 2m) Z2<Z—p>2/ @m0k — 12

n / d*l pupl,—2p#l,,/ d*k 1
@2m)*t P(l—p)? J @)tk (k—1)?

(E.40)
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Resolvendo as integrais em k, caracteristicas da ordem 1 loop, obtemos

d*l 41, — 2p, p?
o _ v~ 2Pv lp 2y _
]lw = /(271_)412(1_ )2 |:Ilog()\) bln( )\2)4—26}
d4l p,upu 2p,ul 2 p2
= Lo (A bl 2b E.41
[ ) o (55 ) + 2] @

que podemos agora escrever em termos de integrais basicas como

IS, = Lig(\)[2L — pVI]—2b1(2)+bpl,I(2)
= pululiog NI — bpp, I —2p, I ()\2)11, +20p, [P (E.42)

Finalmente, vamos escrever [ lf’y em termos de integrais basicas:

o /d4l<: / ' Akk, — Ap, + P,
o) emt ) @ot PRk - p)?

d*k k d*l l,
= 4/<2w>4k2<k p) /( 27) (1 — p)?

d4
N 4p/(27r4k2 /27r4l21— +

k — p
Ak A1
+ Pubu (27r4k2k; 22 @i —p
Dy 2 P’ 2 P’
= 4= 5 |:-[log (A%) —bln( )\2> +2b] ) {Ilog()\ ) — bln( )\2) —|—2b] -

2 2
— 4p, [Ilgg —bln( %)Jrzb] [[log<)\2)—bln( §2>+2b}
2
2

-0 . (E.43)
Se somarmos todas as parcelas, iremos obter

HSI/ - _Z64{_2p2[4];?y - pupl/]o] +
+ [Ilt)g()‘2> + Qb] [Squ(pQ) - 2pup,,f(p2)]
204152 — 6p, I (p?) + 2p,p, 1P (p*)]} (E.44)

sendo que a remocao de divergéncias nao locais foi apresentada no capitulo
4, no texto principal.
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