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Resumo

O propésito desta dissertacao de mestrado é o de estudar o modelo de percolacao de pa-
lavras introduzido por Benjamini e Kesten em ”Percolation of Arbitrary Words”. Annals of
Probability. Volume 23, niimero 3, p. 1024-1060. 1995. Nossa intencao neste trabalho foi a de
formular o modelo de percolacao de palavras como feito no artigo acima, discutir os problemas

envolvidos e expor os principais resultados do mesmo.



Introducao

A Teoria de Percolagao teve inicio com Broadbent e Hammersley em 1957. Uma das mo-
tivagoes para a formulacao de tal teoria foi a de tentar construir um modelo probabilistico para
a propagacao de dgua em meios porosos. A grosso modo, supondo que estes meios porosos tém
canais de conducao de agua que podem estar abertos ou fechados com probabilidade p e 1 — p
respectivamente, a grande questao é: qual a probabilidade de um determinado ponto fixado do
meio poroso (supondo este meio poroso infinito), estar conectada a infinitos pontos deste meio
poroso por canais abertos ao submergimos este meio em um grande balde d’agua. Supondo
que esses meios porosos tivessem uma estrutura de grafo, foi possivel nao apenas modelar tais
fendomenos, como também estender o modelo de percolacao para estudar fendmenos criticos em
Mecanica Estatistica, redes elétricas, propagacao de epidemias, etc. Desde a sua formulacao
até os dias atuais, a Teoria de Percolagao teve grandes progressos na producao de importantes
resultados, na criacao de novos modelos, assim como o surgimento de varios problemas que
ainda continuam em aberto. Percolacao possui belos problemas faceis de formular, mas dificieis

de resolver!

Nesta dissertagao nds estudaremos o modelo de percolagao de palavras introduzido em [1].
Neste modelo nés consideramos um grafo ¢4, localmente finito e com um conjunto enumeravel de
vértices ¥ e uma familia de varidveis aleatérias { X (v); v € ¥’} independentes e identicamente
distribuidas que assume os valores 1 com probabilidade p ou 0 com probabilidade 1 — p. Para
nés, uma palavra £ = (£1,&,,...) é um elemento do conjunto {0, 1}V e dizemos que £ ¢ vista a
partir de um vértice v € ¥ se existe um caminho auto evitante (v, vy, vq,...),v; € ¥ Vi > 1
tal que X (v;) =&, Vi > 1.

A presente dissertagao foi dividida da seguinte maneira: no Capitulo 1 nés definimos o
modelo de percolacao de palavras e mostramos alguns resultados que sao utilizados no decorrer
de todo este trabalho. O Capitulo 2 consiste no principal resultado desta dissertacao que ¢é a
cerca de percolacdo de palavras em Z¢. Mostramos neste capitulo que sob determinadas cotas
inferiores para a dimensdo, é possivel ver todas as palavras a partir de algum ”lugar” de Z¢
ou Zﬂlr (com os elos ”orientados positivamente”) com probabilidade 1 ou ver todas as palavras

a partir de algum vértice v de Z% ou Z% com probabilidade 1. O Capitulo 3 foi dedicado a



percolacao de palavras em grafos que sao arvores. Serd visto neste capitulo certa distingao

entre percolacao de todas as palavras e "quase todas as palavras”.
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Capitulo 1

O modelo de percolacao de palavras

1.1 O modelo

Para o estudo de percolagao de palavras, utilizaremos o modelo de percolacao de sitios. For-
mularemos daqui em diante o modelo de percolagao de palavras introduzido por Benjamini e

Kesten.

Seja ¥ = (¥, &) um grafo localmente finito, com um conjunto enumerével de vértices ¥ e &
o conjunto de elos. Associamos a cada vértice v € ¥ de forma independente, a variavel aleatoria

X (v) definida abaixo, que toma os valores 1 e 0 com probabilidade p e 1 — p respectivamente.
X(v):{0,1}" = {0,1},ve 7.

O nimero p € [0,1] é chamado o parametro do modelo.

O espaco 2 = {0,1}” é chamado de espaco das configuracdes e denotaremos um ponto neste
espago por w. As vezes, em uma configuragao w, ao longo do texto escreveremos apenas X (v) ao
invés de X (v,w). Mas queremos deixar claro que isto ndo deve causar nenhuma ambigiiidade,
lembrando que estas variaveis aleatorias estao definidas no conjunto €2 e indexadas pelo conjunto

de vértices 7.

Definicao 1.1. Um caminho em & é uma sequéncia (vy,vs,...) de vértices em ¥, sendo

v; # vy, Vi # j, tal que (vi,viy1) € &
Definigao 1.2. Uma palavra serd uma sequéncia bindria & = (£1,&,...) € {0, 1}
A definicao abaixo é de grande relevancia em todo este trabalho, a saber,

Definigao 1.3. Diremos que a palavra & = (£1,&,...) € {0,1} € vista a partir de
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um vértice v, na configura¢ao w, se existe um caminho a partir de v, (v,v1,vs,...) tal que
X(jpw)=&,Vi=1,2,....

Observe que o fato de vermos uma palavra a partir de um dado vértice nao depende da
configuragao deste vértice.

Relembraremos a seguir, algumas defini¢coes de teoria de grafos que nos serao tteis.

Um isomorfismo entre dois grafos, 4 = (71, 81) e % = (¥5,62) ¢ um mapa 1 — 1 de 7] em
Y5 que preserva a estrutura de grafo, isto é, o conjunto de elos de % pode ser obtido como o
conjunto de pares de imagens de vértices de ¢ os quais formam elos. Um isomorfismo entre
um grafo ¢ e ele mesmo é chamado um automorfismo de ¥.

Um grafo é dito ser transitivo (ou homogéneo), se para cada par v e ¥ de seus vértices, existe
um automorfismo do grafo que leva v em v. Intuitivamente, um grafo é transitivo se todos os

seus vértices tém o mesmo papel.

Definiremos agora, os espacos de probabilidade em que trabalharemos daqui em diante.

Considere entao, os seguintes espagos de probabilidade:
Q={0,1}",2.F) ¢ (E={0,1}\7, ua)

P ¢é a o-dgebra gerada pelos cilindros em 2, P, = [[; é a medida produto de medidas de
Bernoullis ; de parametro p. A o-algebra % é a o-algebra gerada pelos cilindros em = e
fo = [ i é a medida de Bernoullis y; de parametro .

Com as definigoes acima, podemos ver que o objeto de estudo no inicio da teoria de per-
colagdo era o de analisar quando a palavra (1,1,...) é vista a partir de um vértice v com

probabilidade positiva, ou seja:

O(p,v) = Py{w € ;3 um caminho (v, vy, v, ...) tal que X (v;,w) = 1Vi} >0

Prosseguindo com nossa iniciacao ao modelo de percolagao de palavras, definiremos abaixo

alguns conjuntos de grande importancia.

Definicao 1.4. 1) Seja S(v) = S(v;w) = {£ € Z;¢ € vista a partir de v na configurag¢io w}
it) Para vy, vy, ..., v € ¥ distintos, definimos:

k

S(vg, ..., v w) = US(vi;w)

i=1
ou seja, este é o conjunto das palavras que sao vistas (na configuracio w) a partir de pelo

menos um dos vértices v;,i € {1,... k}.
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iii) O conjunto das palavras que sao vistas a partir de algum vértice de ¥, na configuragdo

w, € definido por:

Soe = Sxo(w) = | S(vw).
veEY

Antes de irmos em direcao aos principais resultados expostos nesta dissertacao sobre a teoria
de percolagao de palavras, iremos na préxima secao, mostrar a mensurabilidade de eventos que
envolvem os conjuntos acima e apresentar algumas importantes leis 0 — 1 que serao de grande

relevancia em todo este trabalho.
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1.2 Alguns resultados interessantes e mensurabilidade

Embora parte desta secao seja de ordem bastante técnica, o motivo pelo qual ela se faz necesséria

ficara claro ao longo deste trabalho.

Considere o seguinte conjunto:
A ={(w) € = xQ;¢ é vista a partir de algum vértice v na configuracdo w}

Iniciaremos mostrando que este conjunto é mensuravel em relagao a o—algebra . x . Feito
isto, mostraremos também que os eventos {w € Q; S(v;w) = =}, {w € ;S(vy, ..., v w) ==}
e {w € Q; Soo(w) = =} s@o mensurdveis com respeito a A.

Para prosseguirmos, definimos mais um conjunto de pares de palavras e configuracoes, a

saber:

A(v) = {(§,w) € 2 x Q; & é vista a partir do vértice v na configuracao w}

Proposicao 1.2.1. Seja 9 = (¥, &) localmente finito. Entao, para cada v € ¥, temos que
Av)e F X AB el F xR

Prova. Primeiramente, escrevemos A como

A={JA@)

veY
Desta forma, mostrando que A(v) € F X Z, provamos a proposigao, ja que ¥ é enumeravel.

Dados 11, ...,m, €{0,1} e v € ¥, considere os seguintes conjuntos:

Bn(ﬁh cee 777n) = Bn(nh s 77]n;v> =

= {w € ;3 um caminho (v,vy,...,v,) com X (v;,w) =mn; para 1 <i < n}. (1.1)
e
Cr(miyoomn) = {6 =(&,82,-..) €56 =m, 1 <i <n} (1.2)
(este é o cilindro com base (71, ...,7,)). Assim, podemos escrever A(v) como
A(v) :ﬂ U Co(my - smn) X Bu(my -2y mn)- (1.3)
n MNiy--yNn
Vemos pela prépria definicao de C,, (11, ..., m,) que este pertence a .# e pelo fato de existir

um nuimero finito de caminhos (v, vy, ..., v,) sobre ¢ que comegam em v, pois ¢ é localmente
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finito, temos que B, (n1,...,m,) é cilindro e assim B,(ny,...,n,) € B. Logo A(v) € F x A
por (1.3).
[

Proposicao 1.2.2. Seja ¢ localmente finito. Entao os eventos {w € ;S(v;w) = =},
{weS(v,...,mw) =2} e {w € QA Seo(w) = =} pertencem a A.

Prova. Como podemos escrever os dois primeiros eventos da seguinte forma:

{w € Q; S(v;w) ::}:ﬂ ﬂ Bn(n1,...,na;v) e

[ GIRY)

k
{w e Q;S8(vy, ..., 05 w) :E}:m ﬂ UBn(m,...,nn;vi)

n (7717---777n) =1
Concluimos que {w € Q; S(v;w) ==} € B e {we Q;S(vy,...,v5w) =2} € AB.

Provaremos agora a parte mais dificil desta proposicao, a saber,
{we N Se(w) =E} € B (1.4)

Considere sobre Z a topologia produto e a topologia gerada pela métrica,

d(§,€) = 22_%& —&il. (1.5)
=1

Usaremos na demonstragao de (1.4) o fato que as topologias mencionadas acima coincidem.

Provaremos este resultado no Lema 1.2.1.

Para um wy € Q fixado, o conjunto S(v,wy) = {£ € =;¢ é vista a partir de v em wp} ¢é

fechado em = na topologia induzida pela métrica d, de fato, sejam
£ e S(v,wp),n=1,2,... e €™ — ¢ quando n — .

Entao, fixado i € N, existe ng € N tal que 52(”) = & para todo n > ng. Sendo ¥ localmente
finito, deve existir para cada k € N um caminho (v,vy,...,v;) tal que X(v;) = fi(n) = &,
Vi =1,...,k para infinitos valores de n, em particular para n(k) = ng+ k. Considere o mesmo
caminho acrescido de um vértice, a saber, (v,vq,...,v511) tal que X (v;) = @W, 1<i<k+1
Observe que n(k+ 1) =ng+ k+ 1 > ng + k = n(k) implica que §fn) =&, Vi=1,....,k+1e
assim, X (v;) = fl(n) =&, 1 <i<k+1, ou seja, o caminho de k vértices o qual viamos as k
primeiras coordenadas de £ pode se estendido para um caminho de k+ 1 vértices em que vemos

as k+1 primeiras coordenadas de €. Procedendo desta forma, podemos construir indutivamente
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um caminho infinito (v, vy, ...) tal que X (v;) = &;, ¢ > 1. Com isto, & € S(v,wp) e assim temos
que S(v,wy) é fechado.

Afirmamos que o espago métrico (Z,d) é completo, pois = sendo o produto cartesiano
enumeravel de conjuntos compactos, pelo teorema de Tychonoff, = serda compacto na topologia
produto. Agora pelo fato de = ser, além de compacto, um espaco métrico, temos que = serd
completo.

Sendo entao (Z,d) completo, temos que = é um espago de Baire. Para maiores detalhes
sobre as argumentagoes topoldgicas utilizadas até aqui, veja por exemplo a segao 7.7 de [11].

Entao se,

Seo(wo) = | S(v,wp) = E,

ve¥
temos que para algum v € ¥ S(v,wp) contém um conjunto aberto, de fato, caso contrario,
S(v,wp) Yv € ¥ seria fechado de interior vazio, e ja que = é um espago de Baire, obtemos pela
igualdade acima que este teria interior vazio, logo absurdo.
Em particular, existem v € ¥, n € N e n,...,n, € {0,1} tais que S(v,wp) contém algum
Cn(m,-..,nn). No entanto, Cy,(m1,...,m,) C S(v,wp) implica que cada palavra & que comega
com & =mn;, 1 < i < n, évista a partir de v na configuracao wp, ndo importando o que seja

i1, €nao, ... . Portanto provamos que

{we®Suw) == =JJ |J {weCulm,....m) C Sv,w)} (1.6)

v n 7]17""7]71

e com isto, provamos (1.4).

Observacao 1. A identidade (1.6) nos d4 uma conclusao interessante, a saber, ela nos diz
que se uma palavra £ é vista a partir de algum ”lugar’em ¥, entao nds a vemos a partir de
algum conjunto finito de vértices. Podemos ver este fato da seguinte forma, se todas as palavras
sdo vistas a partir de algum v em ¥, entao (1.6) implica que para algum v o cilindro inteiro
Cn(m,...,nn) é visto. Com isto, temos que todas as palavras sao vistas a partir do conjunto

finito,

{b € ¥;3 um caminho (v,vq,...,v, =b) de n+ 1 vértices de v até b}

ja que todas as continuagoes de (11, ...,7,) tém que ser vistas a partir deste conjunto. Logo,

{w € Q; S (w) =2} = {w € Q; todas as palavras sdo vistas na configuragao w}
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C {w € Q; para algum conjunto finito {vy, ..., v}, na configuragao w,
todas as palavras sdo vistas a partir de algum vy, ..., v}
= U {WEQ;S(Ul,...,Uk):E}.
k1,08

Lema 1.2.1. A topologia produto em = coincide com a topologia gerada pela métrica definida
em (1.5).

Prova. Seja B = [[;-, Uk, sendo Uy = {&} para cada 1 < k < n e Uy = {0,1} para
k > n+ 1, um elemento base da topologia produto. Tome um £ € B. Entao para d; < 277,

seja By(&,dp) a bola aberta na métrica d centrada em £ de raio §y. Com esta bola temos:

By(&,00) C B

Reciprocamente, seja By(&,0), § > 0, um elemento base na topologia gerada pela métrica de-
finida em (1.5). Dado f € By(&,9), nés precisamos encontrar um elemento base B da topologia

produto tal que ,

£ € B C By(€, ) (1.7)

Defina B = [[;5, U, Us = {&}, 1 < k < i(8), Uy = {0,1} para k > i(5) + 1, sendo i(4) tal
que Ekzi( 5)+1 27k = 2719 < §. Assim, com B definido desta forma, temos que vale a inclusao

definida em (1.7) e este lema estd demonstrado. [ |

Observacao 2 . Daqui em diante neste trabalho, nos restringiremos ao caso p = a = %
para evitar que uma determinada palavra nao seja vista por conter uma freqiiéncia muito alta
de zeros ou uns. Por simplicidade, denotaremos P% e pi1 por P e p respectivamente. De acordo
com [1], os resultados presentes nesta dissertacao podem ser generalizados para o caso geral,
isto é, para todo p € (0,1). E possivel ver no capitulo 3 por exemplo que, apesar de estarmos

no caso p = %, tal generalizacao é simples.

Seja p : 2 — [0, 1] definida por:

p(&) = P{w € ;¢ é vista a partir de algum v na configuragdo w}. (1.8)

Mostraremos na Teorema 1.2.1 logo a diante, que a fungao p é mensuravel com respeito a

F e que p(§) é igual a 0 ou 1 para toda £ € =.

Quando p(&) = 1, dizemos que a palavra £ percola.
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Neste mesmo teorema, veremos que

€€ Zp(€) =1} =0ou 1 (1.9)

fato este que decorrera da Lei 0 — 1 de Kolmogorov.

Teorema 1.2.1. Seja ¥ um grafo localmente finito, entdo p(-) é.F —mensurdvel. Se§ = 74
ouZ% ou uma drvore localmente finita, entdo p(-) € igual a0 ou1 e pu{& € Z; p(§) = 1} também

€ wgual a 0 ou 1.

Prova. Vemos pela propria definicdo de p(£), que esta é a probabilidade do conjunto
{w € Q;(w,§) € A}. Como mostramos na Proposi¢ao 1.2 que A € % x A, temos que p(-) é
F —mensurdvel. Para a ver a validade deste fato, veja por exemplo a proposi¢ao 5.2.1 de [4].

Mostraremos inicialmente que, para ¢ = Z¢, Z¢ ou ¢ uma drvore homogénea que p(-) toma
apenas os valores 0 ou 1. Considere entao, T": {2 — () a translacao no espaco das configuracoes
definida da seguinte maneira, para cada w = (w1, ws,...) € £ (como ¥ é enumeravel, podemos
escrever w da forma acima), T'(w) = (w2, ws, ... ). Como estamos considerando ¢4 como um dos
grafos citados acima, temos pela transitividade de ¢, que T é uma transformacao que preserva
a medida de probabilidade, ou seja, P(A) = P(T"1A), para todo A € 9. Afirmamos agora
que T é uma transformacdo mixing, isto é, lim, .., P(ANT"B) = P(AN B). De fato, para
quaisquer A e B cilindros, os eventos A e T~ B sao independentes para n grande o suficiente.
Agora, novamente pelo fato que B é cilindrico, temos que T~" B = B para n grande o suficiente.
Sendo assim, temos que 7' é mixing e que por isto, podemos concluir que 1" é ergédica, para
esta ultima passagem, veja por exemplo [12] pagina 409.

Observando entao que o evento

U {w € Q; ¢ é vista a partir de v em w} (1.10)
veEY

é invariante por T, logo como T é ergddica, temos que p(-) é igual a 0 ou 1.

Como mencionamos anteriormente, estamos sempre no caso p = %, embora a demonstragao
do paragrafo anterior seja vélida para qualquer valor de p. Para arvores ndo homogéneas, p(-)
é igual a 0 ou 1 apenas para p = % A seguir, exibiremos a demonstracao deste fato.

Seja ¢ uma arvore nao homogénea tal que

P{w € Q;¢ é vista a partir de vy em w} > 0. (1.11)

Considere ¥, := {v € ¥/; existe um caminho (v, v1,...,v, =v) em ¥} e

By, = 0({X(v,-);v € %,}).
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Com estas definigoes, pelo teorema de convergéncia de martingais, veja por exemplo o corolario
5.22 em [3], que
P{w € Q; ¢ é vista a partir de vp em w|%,}(w) — 1 q.c (1.12)
se w € {w € ;¢ é vista a partir de vy em w}.
Em particular, para todo € > 0, e n grande o suficiente, deve existir uma escolha de n(v),v €
Yy, tal que se B :={w € Q; X (v,w) =n(v),v € ¥},
P{w € Q; ¢ ¢é vista a partir de vp em w|B}(w) > 1—¢ (1.13)
w € {w € ;¢ é vista a partir de vy em w}.
Como ¥ ¢é uma &arvore, o lado esquerdo de (1.13) é menor ou igual a
P{w € Q; existe um caminho (v,v1,...) com v € ¥, \ ¥,_1
ev; & Yy, parai > 1, X(v;,w) = &npiyi > 1} (1.14)

Argumentaremos agora que pelo fato de & ser uma arvore e p = %, a probabililidade acima

é independente de &. Para tal, definimos

Y(v)=X({w) seve ¥, \¥_1e& =1, ou

Y(v)=1—-X(v) seve ¥\ Yh-1e& =0.

Notamos que as familias de varidveis aledtorias {X(v);v € ¥} e {Y(v);v € ¥} sdo
idénticamente distribuidas. Podemos ver também que para qualquer caminho (v,vy,...) com

vE Y\ Y1 ev; €Y, parai > 1 devemos ter v; € ¥4 \ Ynrio1 para i > 1 Assim,
[X(0) = €uni > 1} = {Y(0) = Li > 1},
Deste modo, a probabilidade em (1.14) ¢é igual a

P{w € Q; existe um caminho (v,vy,...) com v € ¥, \ 1
ev; & ¥y, parai > 1, X(v;,w) = 1,7 > 1}.
Agora, como nds observamos acima que (1.14) é maior ou igual a probabilidade em (1.13),

temos que

p(&) = P{w € ;¢ é vista a partir de algum v na configuragao w}
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> P{w € Q; existe um caminho (v,vy,...) com v € ¥, \ ¥,_1
ev; & ¥V, parai > 1, X(v;,w) =1,i > 1}
>1—e€ Ve>N0.

Portanto, p(§) = 1.

Resta-nos agora provar que p{{ € Z;p(§) = 1} toma apenas os valores 0 ou 1. Para isto,
considere uma palavra £ = (£1,&s, ... ) dada, e uma outra palavra f = (51, e ,én, Ently .- ), OU
seja, é difere de ¢ apenas um numero finito de coordenadas. Entao, se p(§) > 0, temos que
p(€) > 0. Sendo assim, pelo que provamos acima, p(¢) = 1. De modo anslogo, se p(&) = 0,
entao p(é) = 0. Portanto, p(§) nao depende de &i,...,&, para todo n, e assim, o evento
{€ € Z;p(§) = 1} é independente de qualquer nimero finito de coordenadas . Logo, sabemos
através da Lei 0-1 de Kolmogorov (veja por exemplo a pagina 40 de [3]) que p{§ € =; p(¢) = 1}
é igual a 0 ou 1.

Tendo provado a Teorema 1.2.1, faremos agora algumas observacoes que serao de grande
interesse. Como mostramos que A € % x %, podemos aplicar o Teorema de Fubini a funcao

indicadora do conjunto A, denotaremos esta por I,. Considere entao, as integrais duplas abaixo:

/E/QIA dP dp = /Ep(é“) dp = /{&p@_l} dp = p{€ € Z;p(§) = 1}, (1.15)

Temos também que,

/Q/E]A dpdP = /QM(Soo(w))dP = / dP = P{w € Q; 1(Ss) = 1} (1.16)

{w;p(Seo)=1}

Sendo (1.15) e (1.16) iguais pelo Teorema de Fubini, obtemos que ambos sao 0 ou 1 pela
Teorema 1.2.1.

A constatagao feita acima para (1.15) e (1.16) é importante pelo seguinte motivo: caso
acontega de nao vermos todas as palavras, P{w € ;S (w) = Z} = 0, é possivel que
S(vy,...,vk) ou So sejam constituidos de quase todas as palavras em relagdo a medida p,
ou seja, (1.15) ou (1.16) é igual a 1. De acordo com [1], é possivel provar para p = %,5 €E=Ze

qualquer v € ¥ que,

p(&) > P{w € Q; a palavra (1,1,...) é vista a partir de v em w}
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Seja p.(Z¢, sitios) o ponto critico de percolacio de sitios em Z?. Segundo [6], teoremas 1.33
e 11.11, temos que p.(Z%, sitios) < % para d > 3. Com isto, podemos concluir através deste

fato que,

Plw e @ p(Sec(w)) =1} =1

Mas salientamos que isto nao implica que P{w € ;S (w) = Z} = 1. Entraremos em
detalhes sobre isto na segao 3.2, capitulo 3.

Tendo introduzido o conceito de ”quase todas as palavras”, podemos nos perguntar agora
se a afirmagao feita na Observacao 1 vale para "quase todas as palavras” no lugar de ”todas
as palavras”, ou seja, é possivel que, se quase todas as palavras sao vistas a partir de algum
v € ¥, entdo quase todas as palavras sao vistas a partir de algum conjunto finito de vértices?
Afirmamos que nao. Novamente, voltaremos sobre este assunto no secao 3.2 capitulo 3 e veremos

sua conexao com a afirmacao feita no paragrafo anterior.



Capitulo 2
= d
Percolagao de palavras em Z%

Uma das grandes questoes do modelo de percolacao de palavras é saber para quais grafos

conseguimos provar os seguintes resultados,
i) P{lw € 2;S(w) =E} =1 ou i) P{w € Q; S(v;w) = =, para algum v} >0 7

O principal resultado apresentado neste trabalho serda o Teorema 2.1 a seguir, em que da-
remos uma resposta afirmativa para 4 = Zi para i) e ii) se d > 10 e d > 40 respectivamente.
O grafo Z% é apenas Z* com os elos orientados na dire¢ao positiva da base canonica. O fato
deste teorema nos dar uma resposta parcial em relacao a d para o problema posto em i) e i),
nao implica que possamos concluir uma resposta negativa para as questoes acima em dimensoes
menores que as utilizadas como hipdteses . De fato, durante a demonstracao deste teorema,
feita em [1], o papel da dimenséo ficara claro de modo que as cotas em d no Teorema 2.1 nao
sao necessariamente as melhores cotas.

Sendo assim, o intuito deste capitulo serd o de provar o teorema abaixo:

Teorema 2.1. Seja 4 = Z4. Entdio para d > 10,

Plw e Se(w) =2} =1 (2.1)

e para d > 40,

P{w € Q; S(v;w) = =, para algum v} =1 (2.2)

Antes de demonstrarmos este teorema, mostraremos primeiro o Lema 2.1 que €, sobre nosso

ponto de vista, o cerne da demonstracao do Teorema 2.1. O Lema 2.1 nos dara uma cota
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superior para a distribuicao do comprimento inicial maximo de uma palavra £ que é visto a
partir da origem. Sua demonstragao é bastante interessante pelo fato que, embora estejamos
"trabalhando” em Zi, quase que durante toda a prova deste lema estaremos em Z3 . Isto serd
de grande valia pois assim poderemos usar um famoso argumento sobre a existéncia de circuitos
que delimitam subgrafos conexos de Z?2.

Para prosseguirmos, definimos a seguinte variavel aleatoria chamada o tempo de vida da

palavra £ = (&1,&s,...), 7(§) : Q@ — N como

7(&;w) = max{k; 3 um caminho orientado (0, vy, ....vx) com X (v;w) = &;}.

Observe que o evento {w € Q;7(§;w) = oo} é 0 evento que £ é vista a partir da origem na

configuragao w.

Mostraremos agora um fato importante que serd utilizado na prova do Lema 2.1 abaixo
que é o seguinte: a distribui¢ao de 7(§) é independente de £ para o caso p = % De fato, seja
Y = {v=(v(1),...,v(d)) € Z4; 3L, v(i) = n}. Defina

Y(v)=X{w) seve¥,ef, =1, ou

Y(v)=1—X(v) seve¥,ef, =0.

As familias de varidveis aledtorias {X (v);v € ¥} e {Y(v);v € ¥} sdo identicamente distri-
buidas.

Para qualquer caminho (0, vy, ..., v;) temos que 0 € ¥ e v; € ¥, para i > 1, mas devemos
ter v; € ¥, i > 1. Com isto temos que {X(v;) = &, > 1} = {Y(v;) = 1,i > 1} e assim, a
distribuicdo de 7(€) é a igual a distribuicao de 7(1 = (1,1,...)).

Lema 2.1. Para cada £ € =,

2m+-4

1—=2

P{lwe Q;7(&w)=m} < sendo que z = p2-2lelta, (2.3)

po= hI_P {log[(o(n))=]}, sendo que o(n) é o nimero de caminhos auto-evitantes de Z°

tendo comprimento n e iniciando na origem
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O fato que o limite na definicao de p existe decorre do Lema 2.2, conhecido como Lema de
Fekete.

Prova. Como mostrado acima, nés podemos tomar £ = Tpara a distribuigao de 7(-). Daqui
em diante denotaremos T(T) =r1,eparak+1>1,k>0,1>0 definimos I(k,1) como sendo a

funcao indicadora do evento abaixo:

{w € Q; existe um caminho (0, vy, ..., v,) sobre Z% de 0 até algum v, = (v,(1),...,v,(d)) com

X(wnw)=1Vi=1...n Y w()=ke > v(j)=1} (2.4)

. d d .
1<5<5 §<j<d

Se (vp = 0,v1,...,v,) é um caminho orientado sobre Zi entao v;41 = v; + €; para algum j,
j€{1,...,d}. Em particular, 32" v;(I) = i, e 0 evento definido em (2.4) implica que k+1 = n.
Note também que se 7 = m , entao existe algum caminho (0, vy, ..., v,) com X (v;) = 1 para
1 <i < m, mas nao existe um caminho (0, vy, ..., v, +1) com tal propriedade. Sendo assim, para

v E Zi nos definimos a fungao

1<j<4 d<j<d

Observacao 3. Se estamos em uma configuragao do evento {w € Q;7 = m em w}, entdo
temos que nesta configuragao existe um caminho orientado (0,7 (v1), ..., m(vy,)) em Z2 com
I(m(v;)) = 1,Vi = 0,...,m, mas nao existe um caminho orientado da forma acima de compri-
mento m + 1. Isto nos permitird usar um argumento padrao sobre o contorno para percolacao

de sitios em redes bidimensionais, para estimar (2.3).

Seja € o aglomerado da origem, isto é, (k,l) € % se e somente se existe um caminho
(0, (k1,11), ..., (K, L) = (K, 1)) de O até (k, 1) sobre Z3 com I(k;,l;) = 1 paratodoi=1,...,m.

Assim, podemos escrever

¢ ={(k,1) € Z2;I(k,1) =1} (2.5)

{we T =mem w} ={w e Q;% contém algum ponto (k,l) com k+1=m
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mas nao contém pontos (k,l) da forma k+1=m+ 1 em w} (2.6)

No6s podemos ver 4 como um conjunto conexo de Z? desconsiderando a orientacao. Logo,
se estamos em uma configuracio w de {w € Q; 7(w) = m}, temos que € é um subgrafo conexo
finito de Z? pela Observagao 3. Desta forma, de acordo com [8], existe um circuito no dual de
Z? que contorna ¢, ou seja, existe um circuito 7 = (v}, v}, ..., v;) sobre o grafo nao orientado

72 = 7% + (%, 1) com as seguintes propriedades:

272

(1) 7* é um circuito auto-evitante em Z2, isto ¢, todos v, ..., v, sao distintos .

(17) Se f; é um elo entre v e v}, para 1 < i < p e entre v; e v] para i = p entao
cada f; bissecciona um elo f; de Z?,Vi = 1,...,p e se os pontos finais de f; sao a; e b; entao
Vi=1,...,p um vértice do par {a;, b;} pertence a ¢ e outro vértice do par nao pertnce a €.

(131) O circuito 7* separa ¢ do oo, ou seja, qualquer caminho sobre Z? partindo de

um vértice em ¢ até oo deve cruzar um dos elos f,1 <7 < p.

Dado uma configuracao do evento definido em (2.6), temos que % contém 0 e algum ponto
(k,1) com k + [ = m nesta configura¢do. Assim, junto com a propriedade (7ii), vemos que o

circuito 7* deve satisfazer a seguinte relagao :

p>2k+1+1+1)=2k+2+4=2m+4 (2.7)

Vamos denotar os pontos finais em % (fora de €) do elo f; em (ii) por a; e (b; respectiva-
mente). Por (2.5), devemos ter I(b;) = 0. Agora, concentraremos nossa atengao nos vértices

de Z2, (a;,b;) para os quais:
bi =a; + (1, 0) ou bl =a; + (O, 1) (28)

O motivo pelo qual estamos interessados nos vértices que satisfazem (2.8) é que, ao fixarmos
um circuito 7* que satisfaz (i) — (ii7), queremos estimar a probabilidade de € ter 7* como

contorno. Ja que estamos em Zi, isto justifica a escolha desses vértices.

Primeiro, antes de irmos para a estimativa citada acima, calcularemos o nimero de 7’s tais
que @ < p e para os quais vale (2.8). Mostraremos que este niimero ¢ igual a & > m + 2, sendo
esta desigualdade justificada por (2.7). Para tal, considere o argumento a seguir.

Seja ¢* a curva fechada obtida por sucessivos ff, ..., f;. Entao ¢* é uma curva de Jordan
pois os vértices v;‘s sao distintos.



21

Considere a linha vertical {(r,x);x € R}, com r € Z que intersecta ¢*. Se o intervalo de
(r,s) até (r, s + 1) vai do interior de ¢* ao exterior de ¢*, entdo o segmento (r, s) até (r,s + 1)
é um dos elos b; = a; + (0,1) que satisfaz (2.8). Os elos que vao do exterior ¢* ao interior ¢*
sao elos f; com b; = a; — (0,1) e nao satisfazem (2.8). Portanto, ao variar r, nés percorremos
todos os elos f; verticais para os quais valem (2.8). De modo andlogo procedemos para os
elos horizontais. Com isto, somente metade dos elos f; que cruzam c* satisfazem (2.8), pois
movendo-se de x = —o0 até x = +o0 vamos do exterior ¢* ao exterior ¢*. Como o nimero total
de elos f; é igual a p, temos que o conjunto {7 < p;b; = a; + (1,0) ou b; = a; + (0,1)} tem &

elementos.

Fixaremos agora um circuito auto-evitante em Z2, ¢* = (v5,... ,v,). Nosso objetivo é
estimar a probabilidade de & ter ¢* como contorno. Observando entao que ¢* determina os elos
duais f7 e os elos f; (sendo a;, b; os pontos finais do elo f; tais que a; € int ¢* e b; € ext ¢*)
, temos também que c¢* determina os pares (a;,,b;,) € 72 x 7% 1<q< £, os quais satisfazem

(2.8). Assim, isto nos permite escrever
P{w € Q;% ter ¢* como contorno em w} =

= P{w € ;% ter ¢* como contorno , I(a;,) = 1,1(b;,) =0 para 1 < ¢ < g emw}.  (2.9)

Feitas as observacoes que nos permitiram escrever a probabilidade de & ter ¢* como contorno
da forma acima, partiremos agora em direcao a estimar esta probabilidade de maneira a obter
a seguinte cota superior:

P{w € ;% ter ¢* como contorno em w} < 9~ slalth (2.10)

Considere entao,

A={weQ(a;,)=1VYq=1, .,g em w}
B ={we I, =0,Vq=1, .,g em w}
2 ={veZn(v) € intc}
e a sub-o-algebra de #
o =c({X(v,);ve P} (2.11)

Considere uma configuracao w pertencente a A. Temos que em w, existe um caminho
orientado (0,v1,...,v,) com X(vj;w) =1,Vi=1,...,n e m(v,) = a;,. Neste caso I(m(v;)) =1
e assim, m(v;) € €. Portanto 7(v;) estd no interior de ¢*, e deste modo, podemos concluir que

o evento A é o/-mensuravel. Se w € A ndés podemos entao escrever P(AN B) como:
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P(AmB):/

P(B|e/)dP = / P(B|e/)I(A)dP = P(B|o/)(w),Vw € A. (2.12)

Q

Lembrando que a probabilidade do evento definido em (2.6) é menor ou igual a (2.9), e esta

¢ menor ou igual a P(A N B), estimaremos agora

P(B|)(w)
=PlweNI(b,)=0,1<¢< g em w| }(w) (2.13)
se w pertence a A.
Como existem varias escolhas possiveis para o caminho (0, vy, ...,v,), nds fixaremos arbi-

trariamente uma dessas escolhas. Este caminho é tal que o seu ponto final serd denotado por
g, sendo m(uy) = a;, e X(uy) = 1.

Seja &, o conjunto de vértices {u, +¢e;;1 < j < %} se b, = a;, + (1,0) ou &, como sendo
{us +e;;% < j < d} se b, =a;,+(0,1). Temos que X(uy+ e;) = 0 para u, +e; € &, é
condicao necessaria para I(b;,) = 0. De fato, suponha que nao, isto é, X (u,+e;) = 1 para algum
u, + e; € &. Entao nés podemos estender (0, vy, ...,u,) até este u, +e; e I(m(u, +¢€;)) = 1,
mas isto é absurdo pois 7(u, 4 €;) = b;, para todo u, + ¢; € &;, assim I(m(uq +¢;)) = 0. Em

particular, (2.13), é menor ou igual a

P{w e Q; X(uy+ej,w) =0 para u, +e; € £,1 < g < g} =277 (2.14)

se estamos em uma configuracao de A. Aqui v é definido como:

v=1J&
q=1

Para obtermos (2.10), estabeleceremos agora, uma cota inferior para v que satisfaca (2.10).

Faremos isto utilizando uma desigualdade para cardinalidade de conjuntos, a saber,

ya
2

(e =Yk - Y HEnE,) (2.15)

1<¢q;<q; <L

A primeira soma em (2.15) ¢, pela prépria definigao de &;, pelo menos £ L%J . Para estimarmos
a outra soma em (2.15), temos que observar que os ;s nao sao necessariamente disjuntos, na
verdade, eles sao disjuntos apenas se b;, # b;,, de fato, dado v € & N &, temos que w(v) = by,
e m(v) = b;,. Agora dado ¢, b;, = b;, pode ocorrer apenas para um k # q. Pois b;, = b;, = b

implica que a;, = b — (1,0),a;, = b—(0,1) ou a;, = b —(0,1),a;, = b — (1,0) (ou seja, hd
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duas possibilidades para a;, e a;, se b;, = b;.). Se existir mais de um k # ¢ tal que bi, = by,
teremos vértices da forma b;, = a;, — (1,0) e b;, = a;, — (0,1) que nao satisfazem (2.8). Com
estas observagoes, temos que o niimero de pares (g, k) tais que ¢ # k e b;, = b;, ¢ menor que £.

Considere entao, um par (¢, k) tal que b;, = b;,. Como os vértices de £ N &, tém que ser
da forma u, + €;, e u; + ej,, isto implica que e;, — ej, = u, — u. Agora pelo fato que u, e uy,
estao previamente escolhidos, j; e j estao determinados de modo tnico, sendo assim, & N &,
tem no maximo um vértice. Portanto, a segunda soma de (2.15) é menor ou igual ao nimero
de pares (¢, k) com b;, = b;,,.

A partir dessas consideragoes, podemos estabelecer a seguinte cota para v, a saber,

d

ol - p (2.16)

p
> Y v
v | 1

— 2
Assim, (2.16) prova (2.10) como querfamos.
Tendo provado (2.10), obteremos a prova do lema pelo seguinte argumento. Observe que,
como 0 € € e ja que ¢* é um circuito que satisfaz (i) — (7ii), temos que ¢* deve ter um elo de
(—1,—13) até (+1, —1). Podemos entdo enumerar os vértices de ¢* de modo que vj = (-1, —1)
e vy = (—1—%, —%) Deste modo, o nimero de circuitos auto-evitantes sobre Z? com p vértices os
quais os dois primeiros vértices sao (—%,

o suficiente. Por fim, lembrando que p > 2m + 4 por (2.7), temos:

—3) ¢ (+3,—3) ¢ menor ou igual a u?, para p grande

Plw e m=memw} < Z P{ U {w € ;€ ter ¢ como contorno em w}}

p=2m+4  crifer|=p

e 2m+4

< Z (2% - 21 para z = ,uQ_%LgH%. (2.17)

—Z

isto conclui a prova do Lema 2.1.

Observacgao 4. Para usarmos o Lema 2.2 com a intengao de justificarmos p, basta notarmos

que o(n +m) < o(n)o(m) e portanto a sequéncia {log(c(n))},>1 é subaditiva.

Lema 2.2 (Lema de Fekete). Seja {a,}n>1 uma sequéncia tal que a, > 0,Yn e a,im <

an + am (subaditividade). Entao existe lim,, .o % e ainda
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Prova. Fixe ng € N. Dado n € N, pelo Algoritmo da Divisao de Euclides podemos escrever
n = kng + r, para algum k£ € N e 0 < r < ng. Pela subaditividade, temos que
Apn = Akng+r < kano + a.

Isto implica que

a k a
" 4 O (218)
Tomando o limite quando n tende ao infinito em (2.18), temos que % — 0, pois a, <
max{ag, ..., an} € £ — n—lo Logo,
an a’n
limsup — < —* (2.19)
n n no

para todo ng. Portanto, (2.19) implica que

. a . .a
limsup — < inf 2
n n no n(]
e assim temos,
. a .o a
lim — = inf —. (2.20)
n—oo M, n n

Prova do Teorema 2.1:

Prova da desigualdade (2.1). Algumas das propriedades da constante de conectividade
p para Z?, sdo bem conhecidas em teoria de Percolagao. De acordo com [9] temos a seguinte
cota superior: pu < 2,7. Assim, para d > 10, z em (2.17) sera tal que,
2 < (2,7)27 <0,6

Considere agora, uma palavra £ € Z. Definimos a partir de £, a seguinte palavra,

g(m) = (gla"'7§m+171a17"')'

Note que o tempo de vida da palavra £ coincide com o tempo de vida da palavra é(m), se

este tempo é no maximo m. Sendo assim, para todo k < m,
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{wer()=kemw} ={we LT(E™) =k em w} (2.21)

Através do Lema 2.1 obtemos,

e ~ ~ e 5
Z P{w € Q: 7(£€M) = m para alguma £™ em w} < Z 2m+1§((2, 7)2_%)27” < 400 (2.22)
m=0 m=0

Sendo esta desigualdade estabelecida para d > 10. Portanto, pelo Lema de Borel-Cantelli

(veja por exemplo [2] pdgina 200), com probabilidade 1, existe alguma palavra £m) com
7(£€™)) = m para no maximo finitos valores de m. Com isto, temos juntamente com (2.21) que,

se definirmos

Ay = A{w € Q;7(€) = m para alguma palavra £ em w},

entao,

P{w € Q; A, ocorre no maximo para finitos valores de m em w} = 1. (2.23)

Para utilizarmos o resultado acima, seja N a variavel aleatéria definida em €2 que toma valores
inteiros positivos, tal que os eventos A,, ocorrem no maximo N vezes, isto é, m < N = N(w).

Seja entao w uma configuragao que pertence ao evento definido em (2.23) e (0, v, ..., Un41)
um caminho qualquer sobre Z%, d > 10, tal que X (v;,w) =n; € {0,1},Vi=1,..., N+1. Entao
para qualquer escolha de nyi2,NNy3, ... com 1 = (11,72, ...) temos 7(n) = oo na configuracao
w, ja que 7(n) > N + 1 pela escolha de ny,...ny41. Assim 7 é vista a partir da origem (em w)
e (NN+2,IN+3,-..) € Vista a partir de algum v (em w) tal que Zle v(i) = N + 1 para todas as
escolhas de (N2, MN43,...). Portanto, isto agora implica que P{w € €; Soo(w) = =} = 1.

[

Prova da desigualdade (2.2). De acordo com (2.21) e (2.22), temos, para d > 10, que

P( G An) < i P(A,) < i 2m+1g[(2, 7)27 4P < 1 (2.24)

e isto implica que
P(|J An) = P([) A7)
m=2 m=2
= P( ﬂ {w € Q;7(§) # m para toda palavra £ em w} > 0
m=2

Desta forma, seguindo o mesmo raciocinio que fizemos apés (2.22) e utilizando o fato que a

probabilidade do evento acima é positiva, obtemos que
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P{w € Q; toda & é vista a partir de algum v com |v| = 2} > 0. (2.25)

Em diregao a utilizar (2.25), definimos para 0 < j < 3 os subconjuntos de Zio como sendo

B; = {v = (v(1),...,v(40)) € Z%v(i) = 0 para todo i < 105 e todo i > 10(j + 1)}.
Vemos através da definicao de B; que este ¢ isomorfo a Z}ro e agora, por (2.25) o evento

F; = {w € Q; todas as palavras £ sao vistas em B;, em w
a partir de algum vértice v € B, com |v| = 2} (2.26)

tem probabilidade estritamente positiva. Observe que B;, N Bj, = {0} para j; # j,. Com isto,

obtemos que os eventos F; sao independentes. Concluimos entao que

P{w € ; F; ocorrer para todo 0 < j <3 em w} > 0. (2.27)

Definiremos agora o seguinte evento:

G; = {w € Q; para todo v € Bj com |[v| =k, tem um X (v) =n;(k),k =1,2 em w}, (2.28)

sendo n; = (n;(1),7n;(2)). Ja que este evento depende de um conjunto finito de configuragoes,

temos também que,

P{w € ©; G; ocorre para todo 0 < j <3 em w} > 0. (2.29)

Agora note que os eventos G, e Fj, para todo 0 < j < 3, dependem apenas de vértices v
com |v| < 2 e |v| > 2, respectivamente. Entao, os eventos em (2.27) e (2.29) sao independentes.

Logo segue que

P{w € Q; F; N G; ocorre para todo 0 < j <3 em w} > 0. (2.30)

Tomemos agora uma configuragao w do evento em (2.30) e seja £ = (&1, &, ...) uma palavra.
Através disto, temos que (&1, &2) é igual a algum n;, enquanto (3, &4, ...) € vista a partir de algum
v € Bj com |0| = 2 na configuracao w. Assim existe um caminho orientado (0, vy, ve = 0, vs, ...)
em B;, iniciando da origem e passando através de 0, tal que X (v, w) = n;(k) = &,k = 1,2
e X(voy,w) = &4q,0 > 1. Portanto £ é vista a partir da origem em w. Como ”pegamos”

uma palavra £ arbitrariamente, temos que S(0;w) = Z. Assim, (2.30) implica que P{w €



2;5(0;w) =Z} > 0. Agora, ja que o evento em (2.2) contém o evento {w € Q; S(0;w) = =},
temos que,

P{w € Q; S(v;w) = Z para algum v} > 0.
Por fim, observando que o evento acima é invariante por translacoes nas configuracoes e lem-
brando, como no Teorema 1.1, que translacoes sao transformacoes ergodicas, obtemos:

P{w € Q; S(v;w) = = para algum v} =1 (2.31)

como queriamos demonstrar.

Como é mais dificil ver uma palavra em Z‘i do que em Z? nao orientado (a probabilidade
de ver uma palavra naquele é menor ou igual a probabilidade de ver uma palavra neste), pois

em Z¢ podemos ter "loops”, temos imediatamente o seguinte coroldrio:

Corolario 2.1. Se & = Z com os elos nao orientados, entdo (2.1) vale para d > 10 e
(2.2) wvale para d > 40.



Capitulo 3

Percolacao de palavras em arvores

3.1 Arvores em que vemos todas as palavras a partir de

k + 1 vértices, mas nao a partir de k vértices

Nosso objetivo nesta secao serd o de provar que para determinadas classes de arvores, que serao
construidas, nés vemos todas as palavras a partir de k + 1 vértices, mas nds nao vemos todas

as palavras a partir de k vértices.

O principal resultado, mencionado acima, serd exibido no Teorema 3.1.3. Este teorema tem
uma grande relevancia pois, através dele, obteremos o Corolario 3.1.1 que nos diz que em Zi
nds nao vemos todas as palavras a partir de algum vértice P-quase certamente (P-q.c.).

Antes de exibirmos o Teorema 3.1.3 e sua demonstracao, mostraremos primeiro dois re-
sultados que serao utilizados na demonstracao do Teorema 3.1.3. Estes resultados, que serao
intitulados como Lemas 3.1.1 e 3.1.2, consistem parte substancial da demonstracao do Teorema
3.1.3.

Para irmos em direcao ao exposto acima, faremos algumas defini¢oes no paragrafo seguinte.

As arvores neste capitulo serdo deterministicas, com raiz (isto é, um vértice de origem que
denotamos por (0)) e orientadas a partir da raiz. Os vértices v que podem ser alcangados a
partir da raiz por um caminho ({0),vq,...,v, = v) de n + 1 vértices, incluindo (0) e o ponto
final v, sao chamados de vértices da n-ésima geragcao. Por convencao, a 0-ésima geracao consiste
apenas de (0). O caminho ((0),vy,...,v, = v) de (0) até v é necessariamente tinico. O vértice
vp—1 € chamado de pai de v, enquanto que v,, € chamado de filho de v,,_; e um descendente de
qualquer um dos vértices (0), v, ...,v,_1. Um vértice da n-ésima geragao serd denotado como
(0,41, ...,1,) comixy > 1, Vk=1,... n.

Construiremos as arvores em questao da seguinte forma periédica: dados v > 1,p > 1

inteiros
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cada vértice na [-ésima geragao tem p filhos se v | [ e 1 filho se v 1 [. (3.1)

Dado k£ > 0 inteiro, como os diddicos sao densos nos reais, nés podemos escolher v e p tais

que,

k41

WL (3.2)

k
€
k42
gv > 2 |
Pe =T (8:3)

sendo que o lado esquerdo de (3.2) é definido como +o0 se k = 0.

Lema 3.1.1. Seja k > 0 inteiro. Se 9 € uma drvore com raiz para qual a vale (3.1) e (3.2),

entao para cada k-upla de vértices vy, ..., v, temos que

P{w € Q;u(S(vy,...,upw)) =1} =0 (3.4)
e assim

Plwe Sy, ..., uw) =2} =0. (3.5)

Prova. Observe que este teorema nao faz sentido se k = 0. Assumimos entao k > 1.
Considere k vértices do grafo ¢, wy,...,ws, que pertencem as geragoes tq,...,t; de ¢
respectivamente. J& que entre a ¢;-ésima geragao e a (f; + v)-ésima geragdo ha apenas uma

geragao cujo indice é multiplo de v, temos juntamente com (3.1) e (3.2) que,

k
Z #( descendentes de w; na (t; + v)-ésima geragao ) = kp < (k + 1)2". (3.6)
i=1

Seja (w;, uq,...,u,) um caminho em ¥ a partir de w; até um de seus descendentes na
(t; + v)-ésima geragao. Desta forma, (X (uy),...,X(u,)) é uma palavra de tamanho v. O
numero de caminhos da forma acima ¢é kp e o nimero de palavras de tamanho v é 2. Como
kp < (k + 1)2¥, afirmamos que pelo menos uma palavra de tamanho v pode ser vista em no
méaximo k£ caminhos. De fato, suponha que nao, entao temos que toda palavra pode ser vista
em pelo menos k41 caminhos. Como ha 2” escolhas possiveis para uma palavra de tamanho v,
temos que existe pelo menos (k+1)2” caminhos possiveis para vermos uma palavra de tamanho

v, mas isto nos d4 uma contradigao com o fato que o niimero desses caminhos é kp < (k+1)2.
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Redefiniremos agora os vértices w; como w;o = v;, Vi = 1,...,k e denotaremos t; o como

sendo a geracao de w; g. Pelo argumento do paragrafo anterior, existe pelo menos uma palavra

(m,...,m) € {0,1}” que é vista no maximo k vezes sobre caminhos de comprimento v que
se iniciam em w;o. Caso (7y,...,7,) nao seja vista em nenhum destes caminhos, temos que
nenhuma palavra do conjunto C,(ny,...,1n,) é vista a partir de vy, ..., vy, ou seja,
S(vy, ..., o) NCL(N1y .. m) = 0. (3.7)
Se (3.7) nao acontece, sejam w;,Vj = 1,...,r os vértices que sao descendentes dos vértices
) 7,1 ) )
Wi, - .., Wy Nas geragoes t19+ v, ..., Lk + v, para os quais a palavra (n,...,7,) é vista nas

ultimas v geragoes do caminho que inicia em (0) e termina em w; ;. Observe que devido a nossa
escolha de (ny,...,7,), temos que r < k. Agora nés repetiremos o mesmo procedimento usado
no paragrafo anterior, sendo que aqui nés iniciaremos a partir de wy1,...,w,1, 7 < k. Pros-
seguindo desta forma, temos que deve existir (1,41, ..,72,) € {0,1}”, tal que (My41,...,720) €
vista no maximo k vezes ao longo de caminhos que se iniciam em w;; até seus descendentes na
(tj1 + v)-ésima geragao, sendo t;; a geracao de wj1. Se (M1, ..., M2y) Na0 é vista em nenhum

desses caminhos, entao

S(vl,...,vk)ﬂC’gy(m,...,ngy) :w (38)

Novamente, se (3.8) nao acontece, podemos iterar o procedimento acima, de forma a concluir
que, P-q.c., existe um estégio s > 0e (11, ..., M(s+1),) que nao é vista em nenhum dos & caminhos

possiveis, e assim obter

S(Ul, Ce ,'Uk) N C(s+1)y(771, ce 777(s+1)1/) = @ (39)

Com isto, obteremos (3.4).

Considere entao o seguinte conjunto,

Ay = {w € §; no estégio s a palavra (Ns,41, .- N(s+1)v)
é vista no maximo k vezes a partir de no maximo k vértices em w} (3.10)

Podemos ver que P(A¢) > 275 para todo s. Agora, j& que os eventos A, dependem de con-
juntos de sitios disjuntos para valores de s distintos, temos que estes eventos sao independentes.

Sendo assim, temos que

P([) A, < lim (1 —27#)" =0, (3.11)
s=1

ou seja, para algum s > 0, alguma palavra (9s41,. .., Ns+1)y) Na0 é vista em nenhum dos &



3.1 Arvores em que vemos todas as palavras a partir de k + 1 vértices, mas nao a partir de k
vértices 31

caminhos P-q.c.

Assim, obtemos (3.9) P-q.c. e deste modo (3.4) estd demonstrado.

Lema 3.1.2. Seja k > 0 inteiro. Se Y é uma drvore com raiz para qual vale (3.1) e (3.3)

e Se vy, ..., Vky1 Sao k+ 1 vértices da sv-ésima geragao para algum s, entao
P{w e Q;S(v1,...,0p01;w0) =2} >0 (3.12)

Prova. Se wy,...,w; sao [ vértices na tv-ésima geracao, com [ > k + 1, e my,...,m, sao
caminhos em ¢ a partir de wy,...,w; até a (t + 1)v-ésima geragao, entdo nds afirmamos que
podemos escolher X (u) € {0, 1} sobre estes caminhos tal que cada palavra (ny,...,n,) é vista
em pelo menos [[p27"] > [ + 1 nestes caminhos. De fato, para provarmos a afirmagao feita
acima, seja T(j_1)p+1,- - -, Tj, caminhos que iniciam em w;. Caminhos estes que sao da forma
Ty = (Wj,Ug1,...,Uq,) para todo ¢ = (j —1)p+1,...,jp. Como w; pertence a tv-ésima
geragao, w; tem p filhos, todos estes distintos. Assim, 7, e 7y, tém no maximo o vértice w; em
comum e deste modo, todos os valores de X (uq,), 1 <r <wv, (j—1)p+1<¢q < jp podem ser

tomados arbitrariamente. Agora, por (3.3) temos

[ E+1
lp=——>U+1)p>—AU+1p>(U+1)2" d

e assim, através de (3.13), nés podemos escolher X(u,,) tal que para cada uma das 2" pos-
sibilidades de escolha da palavra (n,...,7,) existem pelo menos [lp27"]| caminhos m, com
X(ugr) =nr, 1 <7 <w.

Escolhendo os valores de X (u) para u entre a (tv + 1)-ésima e (¢ 4+ 1)v-ésima geragdo como
feito no paragrafo anterior, nés podemos para cada (71, ...,n,), encontrar l; := |[[p2~" | vértices
Wiy, ..., w1 na (t+1)v-ésima geragao tal que (1, ...,7,) é vista a partir de um w; até w;; para
1 < j <l;. No6s repetimos agora este procedimento, e assim, podemos encontrar (1, ...,72,),
ly == |l1p27"] vértices wy o, ..., w2 na (t 4+ 2)v-ésima geragao tal que (ny,...,179,) é vista a
partir de um w; até w2, 1 < k < ly. Tendo feito j iteragoes do procedimento acima, temos que
para cada (1,...,7;,), em pelo menos [; vértices wy;, (N1,...,1n;,) € vista a partir de algum

w; até wy; para 1 <k <[;. Sendo que nés definimos [; da seguinte maneira:

lQ :k?+1, lj = Llj_1p2_VJ,Vj = 1,2,.... (314)

Agora nés aplicaremos o procedimento feito acima .J vezes, para algum J grande que deter-

minaremos adiante, com [ = k+1 e vy, ..., Vi1, sendo estes os k+ 1 vértices dados na sv-ésima
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geragao. Deste modo, vimos entao que existe uma escolha de X (u) para u nas primeiras (s+.J)v

geracoes de ¢, para a qual cada palavra (ny,...,7n;,) é vista em pelo menos [; vezes a partir
de um dos vy, ..., v;1. Com isto,
P{w € Q;cada (n,...,n,,) é vista ao longo de pelo menos [; caminhos
iniciando em algum v;,1 <i<k+1em w} >0 (3.15)

A partir de (3.3), escolha um € > 0 tal que

p>2"(1 4 2€)" (3.16)
e considere o evento
Hy(, oo 04nyw) = {w € §; existem pelo menos {;(1 + €)™ vértices (0,11, ..., i(stj41n))nA
(s + J 4+ n)v — ésima geragao de 4 com (0,141, ...,05,) € {v1,...,Vks1}

e X(0,i1,...,051r) =0, 1 <7 < (J+n)vemw}

e as sub-o-algebras de &

[y (u) = o({X(u,-); o vértice u pertence a (s + J + n)v-geragao })

r, = N T, (). (3.17)

U§u:<07ily-~~7i(s+J+n)u>

Por (3.15), temos que

P{Ho(m,...,ns) para toda (m,...,ns)} > 0. (3.18)

De acordo com [1], dado w € Hy (11, - . ., 0(s4n)) existe C' > 0 tal que

PACH (s 1)) T} e) < 267 C10+9

Sendo assim, se
w € ﬂ HO(7717~-J7JV)7

(M5 M00)

entao
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P{U U (Hu(n, -+ s n1n)| To}(w)

nzl (7717"'777(J+n)u)

S Z 2(J+n)u2e—ClJ(1+e)("7l)V. (319)

n=1

Como afirmamos anteriormente, determinaremos agora J tal que o lado direito de (3.19)
seja menor que % Podemos ver que isto é possivel da seguinte maneira: observe que através
de (3.14) e (3.13), temos por indugao sobre j que [; > k + j + 1. Cada [; é tao grande que
[ip27" > 1;(1 +€)” + 1 (por (3.16)), e assim temos [; 11 > [;(1 + €)”. Feito estas consideragoes,

temos que existe um j, tal que para j > jo,

i 2 (k+ jo+ 1)(1+ )5,

Deste modo, podemos ver que o lado direito de (3.19) serd menor que % se J é grande o

suficiente.
Para tal J, segue de (3.18) e (3.19) que,

P{Y () Halmoongenn)}

n20 (11, T 4n)v)

1
Z §P{ ﬂ HO(nl; R ’TIJZ/)} > 0.

(M seeMw)
Como cada palavra (11,72, . . . ) é vista a partir de algum dos vy, . .., Vg1 8¢ Hy (11, - - N(J4n))
ocorre para todo n e toda (1, ..., 7 j4n)), Provamos (3.12).

Teorema 3.1.3. Seja k > 0 dado. Entao se 9 uma drvore com raiz para qual vale (3.1)-
(3.8), e satisfaz (3.4), (3.5) e (3.12), temos que todas as palavras, e também quase todas as
palavras, nao sao vistas a partir de k vértices, mas com probabilidade 1 todas as palavras sao

vistas a partir de k + 1 vértices, isto €,

Pl{w e Q;S(vy,. .., 0611, w) = Z para alguma k + 1-upla de vértices } = 1. (3.20)

Prova. Dados os Lemas 3.1.1 ¢ 3.1.2, basta mostrarmos (3.20).
Sejam vj; = (0,415, ...,0s5), Vj = 1,...,k + 1 vértices da sv-ésima geracao. Entao (3.12)

vale para estes k + 1 vértices. Considere os seguintes conjuntos,
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SO vy, o) = S, L ,v,(ﬁ)l), sendo

U(n) = <0717-.-717i1,j7"‘7isy’j>

com nv 1's entre 0 e i1 ;. De acordo com [7], a sequéncia {S™ (vy,... ,vp1;w);n > 0} 6 esta-

ciondria e ergédica, e cada S™ (vy, . .., Up41; w) tem a mesma distribuicio de SO (vy, ..., vpy1;w) =

S(vy,...,p1;w). Portanto, pelo Teorema Ergédico (veja por exemplo [12] ) e 3.12, segue que

S™)(vy,. .., vp1) = Z para infinitos valores de n, P-q.c. e assim este teorema est4 demonstrado.
|

Corolario 3.1.1. Seja 9 = Zi. Entao nos nao vemos quase todas as palavras a partir de

um vértice e sendo assim, nao vemos todas as palavras a partir de um vértice.

Prova. A prova deste corolario é analoga a prova do Teorema 3.1.1 para o caso v = 1,
p=3ek=1.

Podemos obter também um interessante coroldrio sobre arvores regulares (uma b-arvore

regular é a drvore em que cada vértice, exceto a raiz, tem grau b + 1), a saber,

Corolario 3.1.2. (i) Sobre a 3-drvore reqular nés nao vemos quase todas as palavras a
partir de um vértice, mas vemos todas as palavras a partir de dois vértices.

(i1) Sobre a b-drvore regular, com b > 4, vemos todas as palavras a partir de um vértice.

Prova. A prova de (i) segue do Lema 3.1.1 com v =1, p = 3 e k = 1. Para provarmos (ii),

basta tomarmos v = 1, p = 4 no Lema 3.1.2 e no Teorema 3.1.3.

3.2 Exemplo de uma arvore em que vemos quase todas

as palavras, mas nao todas as palavras

Nesta sec¢ao exibiremos um exemplo dado em [1] de uma arvore em que vemos quase todas as
palavras, mas nao vemos todas as palavras. Sera mostrado também que nds nao vemos quase

todas as palavras a partir de nenhum conjunto finito de vértices. Todos estes resultados sao
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contemplados no Teorema 3.2.1.

Dadas as sequéncias {n;};>1 e {r;};>1 de inteiros positivos, a serem determinadas posteri-
ormente, seja ¢ = ¥(n;,r;) a arvore com raiz, orientada e definida da seguinte maneira: o
nimero de filhos de qualquer vértice v é igual a n;, se v pertence a r;-ésima geracao ou 1 se a

geracao de v é diferente de r;.

Teorema 3.2.1. Considere 4 (n;,r;), (i) =141 — 175 €

v(i) = an = numero de vértices na (r; + 1)-ésima geracao de 4. (3.21)
k=1

E possivel escolher {n;}i>1 e {r;}i>1 inteiros positivos tais que

D {11 —(1— 27Oy < oo (3.22)
i=1
e
S —27 0P = oo (3.23)
i=1
Para tal escolha de {n;};>1 e {r;}i>1, valem sobre G (n;,r;):
P{w € Q; Seo(w) =E} =0, (3.24)
Plw e Qu(Se(w)) =1} =1 (3.25)
e
P{w € Q; u(S(vy,...,up;w)) =1, para qualquer nimero finito de vértices vy, ..., v} = 0.
(3.26)
Prova. Sejam vy, ..., vy, vértices da (r;+1)-ésima geracdo. Observe que entre as geragoes

r; +1 e ;41 existem apenas caminhos que sao linhas retas, iniciando em v;;, 1 < j < v(i), que
tém [(7) = 141 —1; vértices. Os pais de v;;, Vi = 1,...,v(i) na r;-ésima geracao serao denotados
POT Uy, . . ., Uy(i—1),i- Podemos entao reescrever os filhos de uy; como {vjs; (s—=1D)n; < j < sn;}
para 1 < s <v(i—1).

Considere 7;,;, 1 <1 < v(i) como sendo os caminhos sobre ¢ (n;, ;) a partir de u,; na r;-

ésima geragdo até a r;1-ésima geracdo. Um tal 7;; serd da forma 7;; = (us,;, w1 5, - - - ,wl(i)m)
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com w ;; = V;;, O Vértice u,; igual ao seu pai e wyy1 j; igual ao tnico filho em ¥ (n;,r;) de
Wy i, se 1 <k <1(7).

Definiremos agora os seguintes eventos:

Ki(n) = K;(t, ..., m@)) = {w € ; para algum s,1 < s < wv(i—1), a palavra n = (m1,...,m@))

nao ¢ vista ao longo de nenhum dos caminhos 7;;, (s — 1)n; < j < sn; em w}

tal que 7 nao é vista ao longo de nenhum dos caminhos 7;;,1 < j < v(i) em w}.

Vemos que K;(n) ocorre se, e somente se, 7 nao é vista sobre algum grupo de caminhos
descendendo de algum u,,;. Como 7;; e 7j,;, para j # j/ tém no méaximo o ponto inicial em
comum, temos que as palavras vistas sobre 7;; para diferentes valores de j sao independentes.

Sendo assim,

PUR(m} =1 1= (1 =270y (327)

Estimaremos agora a probabilidade de L;. Para tal, nds interpretaremos cada uma das 2!
possiveis escolhas da palavra (71, ..., 7)) como sendo uma urna e cada um dos v(i) caminhos
como sendo uma bola a qual nés podemos colocé-la nas urnas, tendo cada urna a probabilidade
de 27'® de receber uma bola. Desta forma, L; é apenas a probabilidade de encontrarmos pelo

menos uma urna vazia. Assim,

P{L;} =1— P{w € Q; cada urna contém pelo menos uma bola em w}

> 1 — [P{w € Q; uma dada urna contém pelo menos uma bola em w}]Ql(i)

=1—[1—(1— 2@y (3.28)

em que a desigualdade acima pode ser encontrada em [10] e a igualdade é estabelecida devido
ao fato que palavras vistas ao longo de caminhos distintos sao independentes.
O motivo pelo qual calculamos (3.27) e (3.28) logo ficard explicito no decorrer desta prova.
Antes de comecarmos a exibir os resultados para os quais esta demostragao é dedicada, nos
escolhemos as sequéncias {n; };>1 e {r; }i>1 tais que (3.22) e (3.23) sejam validos. Iremos proceder
da seguinte maneira recursiva: tome r; = 0. Assuma que ny,...,n;_1 €ry,...,r; ja tenham sido
escolhidos. Logo, [(1),...,l(i—1) ev(1),...,v(i—1) também ja estdao determinados. Definindo

pi = (1 — 2710 nés escrevemos (3.22) e (3.23) como,
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i{l —[1—p]"" Y} < 0 (3.29)

e lembrando que v(i) = n;v(i — 1),

S{i-1-p Y =0 (3.30)
=1

Com isto, escolhemos [(7) (e desta maneira r;;1) e n; tais que p; seja suficientemente pequeno

ou n;27'® seja suficientemente grande para obter,

. 1
[1—p "0V >1— =, (3.31)

Desta forma, temos (3.22) e (3.29). Na verdade, nés escolheremos [(i) e n; grandes o

suficiente de tal maneira a continuarmos a obter (3.31) e

v(i— i 1
[1— /P < 5 (3.32)

Isto nos permitird que as equagoes (3.23) e (3.30) sejam satisfeitas.
Tendo escolhido as sequéncias acima, iremos agora mostrar que através de (3.22) e (3.23)
obtemos (3.25) e (3.26), respectivamente.

Observe que para mostrar (3.26), é suficiente mostrarmos que para qualquer k-upla vy, . . ., vy
fixada,

pu(S(vy, ..., ) <1 P-q.c., (3.33)

j& que o conjunto das k-uplas vq,...,v; é enumerdvel. Sendo assim, partiremos agora em
diregao a mostrar (3.33).

De acordo com (3.23), (3.28) e pela independéncia dos eventos L; para ¢ > 1, podemos
concluir através do Lema de Borel-Cantelli ( veja por exemplo [2] pdgina 200) que L; ocorre
para infinitos valores de ¢ P-q.c.. Deste modo, com probabilidade 1 existem i(1) < i(2) < ...

e palavras

M = (Mps - > M)y p) € 10, 11E@D)

tal que 7, nao é vista em nenhum caminho iniciando na geragao r;y) + 1 e terminando na
geragao rip)41. Em particular, se v, é um vértice da ~(q)-ésima geracao, entdo nés nao vemos

a partir de v, nenhuma palavra £ = (£, &, .. .) tal que,

gri(p)-i-j-i-’y(q) = Nj.ps Vj = 17 ceey l(Z(p)), (334)
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para qualquer 7, > v(q). Agora se p(1),...,p(k) sao tais que

Tit()) = V@), Yg=1,...k

Ti(p(g+1))—v(g+1) > Tip(g))+1, 1 < ¢ <k

tal que para vérios ¢, os intervalos [1(p(g)—(g)+1, Ti(p(q)+1)] 80 disjuntos, entdo nés nao vemos a
partir de qualquer vy, ..., v, e qualquer palavra £ o cilindro de palavras que satisfazem (3.34)
para p = p(1)...p = p(k). Portanto provamos (3.33).

Para provar (3.25), basta mostrarmos que para toda £ € =,

pl€) = 1. (3.35)

Sendo p(¢§) definido em (1.8).

Sendo assim, seja € > 0 dado, tal que para i fixado,

i{l —[L— (1 =27y <. (3.36)

=10

Para qualquer palavra & = (£, &, .. .) fixada, tome R =1, e

i = (gTH*l*R? e 75T1+1*R)7 l Z iO

Por (3.27) e (3.36) temos que

PIN(Kim)} 21— e (3.37)

i>io
Observamos agora que se nenhum dos K;(7;) com i > ig ocorre, entao para cada us ;,, existe
um caminho 7;;, que descende deste u,;, sendo a palavra n;, = (&1,...,&@,)) € vista. Seja
Us, ig+1 O Ultimo vértice deste caminho, que pertence a r;,1-ésima geragdo. Como K;y+1(7iy+1)
nao ocorre, temos que existe um caminho 7;;,1; descendendo de us, ;,+1 a0 longo do qual
Nig+1 = (fl(io)ﬂ, . ,§Z(¢0)+1(z’0+1))) é vista. Procedendo indutivamente desta maneira, concluimos

que a palavra £ é vista a partir de cada us;, na r;,-ésima geracao. Assim, por (3.37),

&)= 1—e (3.38)

para cada € > 0 dado. Deste modo, temos (3.35).
Por fim, restou-nos provar (3.24). Para tal, basta observarmos que (3.26), a Observacao 1

no Capitulo 1 Secao 1.2 e o fato que
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{we Qu(S(vy, ..., vw)) <1} C{w € Q;S(vy,. .., vpw) # =}

implicam (3.24).



Referéncias Bibliograficas

[11]

[12]

Benjamini, I; Kesten, H. Percolation of Arbitrary Words in {0,1}. Annals of
Probability, vol 23, N¢ 3, 1024-1060. 1995.

Barry, R. James. Probabilidade: Um Curso em Nivel Intermedidrio. 3. Ed. Rio
de Janeiro: IMPA, 2004. 304 p. (Colecao Projeto Euclides)

Breiman, L. Probability. 1. Ed. Reading, Massachusetts: Addison-Wesley, 1968.
421 p.

Fernandez, P. J. Medida e Integracdo. 2. Ed. Rio de Janeriro: IMPA, 2002. 198
p. (Colegao Projeto Euclides)

Fontes, L. R. G. Notas em Percolagao. Rio de Janeiro: IMPA, 1996. 64 p. (Mo-

nografias de Matemadtica n. 54)
Grimmett, G. R. Percolation. 2. Ed. Berlin: Springer-Verlag, 1989. 446 p.

Harris, T.E. A Lower Bound for the Critical Probability in a Certain Percolation
Processes. Proc. Cambridge Phylosophical Sociey. 56 p. 13-20.

Kesten, H. Percolation Theory for Mathematicians. Boston: Birkhauser. 1982.

Madras, N; Slade, G. The Self-Avoinding Walk. Boston; Birkhduser. 1993.

Mallows, C. L. An Inequality Involving Multinomial Probabilities. Biometrika 55
p. 422-424. 1968.

Munkres, J. R. Topology, a First Course. 1. Ed. Nova Jérsei: Prentice-Hall, 1975.
399 p.

Shiryaev, A. N. Probability. 2. Ed. Nova lorque: Springer-Verlag, 1996. 620 p.

Traduzido para o inglés de Veroiatnost’ por R. P. Boas.



