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Resumo

O objetivo do presente trabalho é relacionar a percolacdo quase critica com a percolacao
na criticalidade na rede trianqular em duas dimensdes. Como consequéncia, estudamos o
comportamento desse modelo no ponto critico através de comprimentos caracter{sticos. Base-
ado no artigo Near-critical percolation in two dimensions [14], de P. Nolin, apresentamos os
chamados lemas de separacdo para eventos de braco, assim como consequéncias necessdrias
para a derivacdo dos expoentes criticos para alguns comprimentos caracteristicos do modelo.

Palavras-chave: percolacdo quase critica; expoentes criticos; eventos de braco.



Abstract

The goal of this work is to relate near-critical percolation to percolation at criticality on the
trianqular lattice in two dimensions. As a result, we study the behaviour of this model on the
critical point through characteristic lengths. Based on the article Near-critical percolation in
two dimensions [14], written by P. Nolin, we present the so called separation lemmas for arm
events, as well as necessary consequences for the derivation of critical exponents of some
characteristic lengths of the model.

Keywords: near critical percolation; critical exponents; arm events.
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Introducao

A percolacao fot introduzida na literatura matemdtica por Broadsbent e Hammersley em [16]
e é um dos principais objetos de estudo dos probabilistas. Dizemos que a realizacdo de uma
percolacao de parametro p numa rede significa que cada sitio é declarado aberto (ou preto)
com probabilidade p ou fechado (ou branco) com probabilidade 1 —p, independentemente dos
outros sitios.

Estamos interessados no estudo da rede triangular em duas dimensdes. Sabemos que, nessa
rede, nos regimes subcritico e critico (p < 1/2) quase certamente ndo existe aglomerado preto
infinito e no regime supercritico (p > 1/2), quase certamente existe aglomerado preto infinito.
Kesten, em seu importante artigo [10], mostrou que o comportamento da percolacdo critica
(p = 1/2) e o comportamento da percolacdo quase critica (quando p estd “préximo” de 1/2)
estdo fortemente relacionados. Em particular, fot mostrado que os expoentes que descrevem
o comportamento de 6(p) quando p — 1/2% e os expoentes dos eventos de braco para
percolacdo critica estao relacionados via relacdes de escala. Além disso, gracas a invaridancia
conforme do modelo de percolacdo na rede triangular com p = 1/2, provada por Smirnov [18],
é possivel derivar os expoentes criticos dos eventos de bracos através dos expoentes criticos
do SLEjs, cuja existéncia e valores foram provados em [2, 3] por Lawler, Schramm e Werner.

O artigo de Kesten explica como a existéncia e os valores de alguns expoentes de eventos
de braco nos permite provar a existéncia e os valores de expoentes que descrevem o compor-
tamento da percolacdo quase-critica. Em Near-critical percolation in two dimensions, Nolin
[14] prova os resultados apresentados por Kesten em 1987 de maneira mais simples, utili-
zando ferramentas que ndo estavam a disposicao quando Kesten escreveu seu artigo, como o
expoente do evento de 5 bracos e a desiqualdade de Reimer.

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo do artigo de Pierre Nolin [14], enunciando e
provando os resultados nele presentes de maneira matis extensa, de forma a incluir ao mdximo
os detalhes de cada demonstracao.

Os capltulos 1 e 2 focam em introduzir nosso objeto de estudo detalhadamente, enunciar as
definicdes bdsicas e estabelecer ferramentas técnicas que vamos utilizar durante o desen-
volvimento do trabalho. No capitulo 3, introduzimos os eventos de braco e enunciamos os
chamados lemas de separacao, além de algumas consequéncias desses lemas.

O capttulo 4 é focado em estudar a percolacdo na criticalidade, enunciando o “truque da troca
de cores” e apresentando os expoentes criticos para eventos de braco, em especial os chama-
dos expoentes “universais”. No capltulo 5, apresentamos uma das principais consequéncias
dos lemas de separacdo: um teorema que, em particular, nos diz que a percolacao critica e a
percolacao “quase-critica” estdo fortemente relacionadas. Finalmente, no capitulo 6, utiliza-
mos esse teorema e 0s expoentes obtidos no capitulo 4 para obter os expoentes criticos para
alguns comprimentos caracter(sticos mais presentes na literatura (6, x, &).
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Capitulo 1

Propriedades basicas de Percolacao

1.1 Notacgoes

Contexto

O foco principal deste trabalho é a percolagao de sitios em duas dimensdes, na rede triangular.
A rede serd denotada por T = (VT ET), onde V7 ¢ o conjunto de vértices (ou sitios) e ET ¢
o conjunto de arestas (ou elos), conectando sitios adjacentes.

A percolagao de sitios usual de parametro p pode ser definida declarando cada sitio preto (ou
aberto) com probabilidade p, e branco (ou fechado) com probabilidade 1—p, com os estados dos
sitios independentes uns dos outros. Desses parametros, construimos uma medida produto de
probabilidade no conjunto das possiveis configuragoes, que é referida por P, com a esperanga
correspondente a essa medida denotada por E,.

Mais geralmente, podemos associar a uma familia de parametros p = (p,), uma medida
produto [P, onde cada sitio v é preto com probabilidade p, e branco com probabilidade 1 —p,,
independentemente dos outros s{tios.

Figura 1.1: Podemos ver a percolacdo na rede triangular como uma coloragao aleatdria do
seu grafo dual, a rede hexagonal.
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Sistema de coordenadas

O sistema de coordenadas utilizado é o de coordenadas obliquas, com a origem no 0 e a
base dada por 1 e e™/3 Dados a3 < ag, by < by, denotamos o paralelogramo R de lados
a; + bpe’™3, com j,k € 1,2, por [ay,az) x [b1,bs]; seu interior por R = (a1, as) x (by,by) e
sua borda OR := R\ R.

Denotamos por ||z||« a norma infinito de um vértice z medida com respeito a esses dois eixos
e denotamos d a distdncia associada a essa norma. O conjunto de pontos que estdo a uma
distancia no maximo N de um sitio z com essa norma forma um losango, que denotamos por
Sn(z), centrado em z e tal que os seus lados sao paralelos aos eixos base. Seu interior e
sua borda sao denotados, respectivamente, por Sy(z) e dSy(z). Para descrever o processo
de percolacdo, utilizamos Sy := Sy(0) e denominamos esse objeto como “caixa de tamanho
N" como mostra a Figura 1.1. Note que Sy = [N, N] x [N, N] e também que

ISy (2)] = (2N +1)* < 9N?

para alguma constante universal Cy. Para quaisquer dois inteiros positivos n < N, definimos
o anel centrado em z por S, n(2) := Sn(2) \ Sn(z), com a notacdo natural S, n := Sy, (0).

Figura 1.2: Sistema de coordenadas obliquas sobre o qual estamos trabalhando, com o
conjunto Sy a “caixa de tamanho N”

Propriedades de conectividade

Dizemos que dois sitios x e y estdo conectados, com a notacdo x ~~ y, se existe um caminho
composto apenas por sitios pretos de x a y. Similarmente, dizemos que x e y estdo x-
conectados se existe um caminho consistido apenas por sitios brancos de z a y, que denotamos
por T ~* .

Permitimos, na definicdo anterior, que y seja “00” e dizemos que x estd conectado ao infinito
(x ~ 00) se existe um caminho infinito, auto-evitante e preto comecando de x. Denotamos
por

O(p) :==P,(0 ~» 00)

a probabilidade de 0 estar conectado ao infinito. De fato, por invariancia por translacao, essa
é a probabilidade de qualquer sitio x estar conectado ao infinito.
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Dado = um sitio, o conjunto de sitios pretos conectados a = é chamado de aglomerado de
z, denotado C'(z) (C(x) = @ se x é branco). Analogamente, definimos C*(z) o aglomerado
branco de z. Denotamos por z ~» oo se |C(z)| = oo.

Sejam A, B dois conjuntos de vértices. Denotamos por A ~» B como o evento que algum
sitio x € A estd conectado por sitios pretos a algum sitio y € B. Para o evento que A
estd conectado a B utilizando apenas sitios de um conjunto de vértices C', usamos a notacao

45 B

Cruzamentos

Um cruzamento da esquerda para a direita, ou cruzamento horizontal, do paralelogramo
R = [a1, as] X [b1,bg] é um caminho preto conectando os seus lados esquerdo, que definimos
por {a;} x [by,by], e direito, que definimos por {as} x [by,bs]. Para que a existéncia de
cruzamentos dentro de duas caixas que compartitlham apenas um dos lados seja completamente
independente, convencionaremos que o cruzamento sé dependa da existéncia de um caminho
preto no interior do paralelogramo, ou seja, em (aj,as) x (by,b2), com o estado dos sitios
na extremidades podendo ser pretos ou brancos. Denotamos o evento da existéncia de tal
caminho por € (R). Analogamente, definimos o cruzamento de cima para baixo, ou vertical, e
denotamos o evento da sua existéncia por €y (R). Definimos também os cruzamentos brancos
e denotamos os eventos “existe cruzamento horizontal branco” e “existe cruzamento vertical
branco” por €;;(R) e 6 (R), respectivamente.

A mesma definicdo vale para cruzamentos em anéis S, n(z), da borda interna 0S,(z) para
a borda externa 9Sn(z), ou para dominios ainda mais gerais, saindo de uma parte da borda
para a outra.

Comportamento assintotico

Para duas funcoes positivas f, g, a notacdo f < g significa que f e g tém a mesma ordem
de magnitude, ou seja, existem constantes positivas e finitas C, C5 tais que C1g < f < Cyg,
enquanto que f =& g significa que log f/logg — 1 quando p — 1/2 ou quando n — oo, a
depender do contexto.

1.2 Propriedades gerais

Na rede trianqular, sabemos desde [11] que a percolacao exibe uma transicdo de fase quando
p = 1/2, chamado de ponto critico: isso significa que

e Quando p < 1/2, ndo existe (quase certamente) um aglomerado infinito, ou equivalen-
temente, #(p) = 0. O intervalo p € [0,1/2) é conhecido como regime subcritico;

e Quando p > 1/2, existe (quase certamente) um aglomerado infinito, ou equivalente-
mente, 6(p) > 0. Além disso, nesse caso, o aglomerado infinito é tnico. O intervalo
p € [0,1/2) é conhecido como regime subcritico

Em ambos os regimes, as “correlacdes’ decaem bastante rdpido: temos a propriedade do
decaimento exponencial:
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e Para qualquer p < 1/2,
3 Oy, Co(p) > 0, tal que P,(0 ~ 9S,) < Cre 2w,

e Podemos deduzir dai que, para qualquer p > 1/2,

P,(0 ~» 0S,,|C(0)] < o)
< IP,(3 circuito branco envolvendo 0 e um sitio de 0, em seu interior)
S C{efcé(p)n

para algum par de constantes C}(p), C%(p) > 0.

Note que a velocidade com que as correlacoes diminuem é governada por uma constante C'y
que depende de p - ela fica mais devagar a medida que p se aproxima de 1/2. Para estudar
0 que acontece proximo do ponto critico, precisamos controlar essa velocidade para diferentes
valores de p: vamos mostrar (veja o Lema 6.4.1) uma propriedade de decaimento exponencial
uniforme em p < 1/2 para as probabilidades de cruzamento de caixa.

O regime intermedidrio em p = 1/2 é chamado de regime critico. E sabido que para a
rede trianqular, ndo existe aglomerado infinito na criticalidade: 6(1/2) = 0. Portanto, para
resumir:

O(p) >0 < p>1/2.

No regime critico, as correlagdes nao decaem exponencialmente, mas apenas polinomialmente.
Por exemplo, limites de escala nao triviais - com estruturas fractais - surgem (veja por exemplo
a Secdo 5.1 de [14] e suas referéncias). Esse regime particular, na rede triangular em duas
dimensdes, possui a propriedade de invaridncia conformal, provada por Smirnov [18], que nos
permite descrevé-lo precisamente.

1.3 Ferramentas técnicas

Eventos monotonos

Um evento A é dito (mondétono) ndo-decrescente se, uma vez que A ocorre, dada qualquer
colecdo de sitios brancos, ao invertermos o estado de cada sitio desta colecao, A continua
ocorrendo, e (mondtono) nao-crescente se ele satisfaz a mesma propriedade, mas quando
invertemos estados de s{tios pretos para sitios brancos. Por exemplo, tome um paralelogramo
R = [a1,as] X [by,bo] e considere os eventos A; = € (R), Ay = {0 ~> o0}, A3 = €5 (R):
os eventos A; e Ay sdo ndo-decrescentes, enquanto que o evento As é nao-crescente.

Definimos o acoplamento usual dos processos de percolacdo para diferentes valores de p:
assoclamos a cada sitio = a varidvel aleatéria U, uniforme em [0, 1], independentes, e para
cada p, obtemos a medida [P, declarando cada sitio z preto se U, < p, e branco caso contrdrio.
Esse acoplamento mostra, por exemplo, que

p— ]PP<A)

é uma funcdo ndo-decrescente em p quando A é um evento ndo-decrescente. Em particular,
a funcao 6(p) é mondtona em p (veja [5]). Mais geralmente, podemos definir o mesmo aco-
plamento para uma medida produto qualquer P, onde cada sitio « tem uma probabilidade p,
de ser preto.
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Desiqgualdades de correlagao

As duas desigualdades mais comuns para percolacdo estdo relacionadas a eventos monétonos:
sejam A, B eventos ndo-decrescentes. Temos os seguintes resultados (|7, 5))

1. a desigualdade de Harris-FKGC:
P(AN B) > P(A)P(B)

2. adesiqualdade de BK: se A e B dependem apenas de sitios em um conjunto finito, Ao B
significando que A e B ocorrem disjuntamente, i.e. A e B ocorrem simultaneamente
em dois conjuntos disjuntos de s{tios, entdo:

P(Ao B) < P(A)P(B)

Além dessas duas desigualdades, vale uma generalizacao da desigualdade de BK, que foi
conjecturada no artigo [7] Dados quaisquer dois eventos A e B dependendo apenas de uma
quantidade finita de sitios, se definirmos ALJB como a ocorréncia disjunta de A e B nessa
situacdo, nds temos a desigualdade de Reimer [15]:

P(AOB) < P(A)P(B).
Vamos também utilizar a sequinte desigualdade:
Pl/Q(A e} B) S ]P)l/Q(A N B),

onde B ¢ o evento obtido ao inverter as configuracdes em B, ou seja, para cada configuracao
w € B, invertemos o estado de cada um de seus sitios. Essa desigualdade é um passo
intermedidrio para a prova da desigualdade de Reimer.

Além disso, vamos necessitar de dois resultados que sequem da desigualdade de FKGC: o
chamado “truque da raiz" e uma generalizacdo para eventos localmente mondtonos:

Lema 1.3.1 (Truque da raiz). Sejam Ay, A,, ..., A, eventos nao-decrescentes. Temos que
max {P(A;)} > 1 - [1 = P(UL, A)]" (1.1)

Demonstragao: Note que a desigualdade de FKG implica que para A, B eventos nao-
crescentes, ainda vale que
P(AN B) > P(A)P(B).

Sejam Ay, ..., A, eventos nao-decrescentes. Aplicamos esse fato para seus eventos comple-
mentares Af, ..., A%, que sdo ndo-crescentes. Também usamos o fato de que se dois eventos
sao nao-crescentes, sua intersecdo também é, para obter

P(N"_, AS) zﬁ (AS) > min {P(AS)}". (1.2)

1<i<n

Usamos as leis de De Morgan juntamente com a equagao 1.2 para concluir que

min {1 - P(4)} < P((UL,4:))"" = [1 = PUL, A7,

1<i<n

de onde segue a desigualdade 1.1. |
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Lema 1.3.2. Sejam At A" dois eventos ndo-decrescentes e A=, A~ dois eventos nao-
crescentes e assuma que existem trés conjuntos disjuntos finitos A, AT e A~ tais que
At A= At e A~ dependem apenas dos sitios em AU AT, AU A", AT e A, respecti-
vamente. Entdo, temos que:

P(AT NAT|AT N A7) > P(AN)P(A)
para qualquer medida produto P.

Demonstracao: Seja w4 uma configuracdo que fixa os estados dos sitios em .A. Condicionados
a wy, os eventos AT N AT e A~ N A~ sdo independentes, portanto

PA*NATNA  NA |wy) =PAY N AT |w)P(A™ N A |wa).
Pela desigualdade de FKG, temos que

P(AT N AT |wa) > P(AT w4 P(AF|wa)
P(A*|wa)P(A")

e, analogamente para A~ e A Portanto,

O resultado seqgue ao somarmos sobre todas as configuracdes w4 dos estados dos sitios em
A
[

Formula de Russo

A Férmula de Russo nos permite estudar como as probabilidades de eventos variam conforme
o parametro de percolagao p varia. Dizemos que, para um evento ndo-decrescente A, o evento
‘v é pivotal para A" é composto das configuracdes w tais que se declararmos o estado de v
como preto, A ocorre, e A ndo ocorre caso v seja declarado branco. Note que esse evento é
independente do estado do sitio v. Uma definicao andloga vale para eventos decrescentes,
substituindo “branco” por “preto” e vice-versa. Uma demonstracdo do Teorema a sequir pode
ser encontrada em [5].

Teorema 1.3.3 (Férmula de Russo). Seja A um evento ndo-decrescente, dependendo apenas
do estado de sitios em um conjunto finito S. Entdo

d

@IP’;,(A) = ZPp(v é pivotal para A).

veS

Vamos precisar de uma generalizacdo da Férmula de Russo, para eventos que podem ser es-
critos como intersecao de dois eventos mondtonos, um ndo-decrescente e outro ndo-crescente.
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Lema 1.3.4. Sejam A" e A~ dois eventos mondtonos, respectivamente ndo-decrescente e
ndo-crescente, dependendo apenas do estado de sitios contidos em algum conjunto finito de
vértices S. Seja p = (Py)ves uma familia de funcdes diferencidveis p,: ¢t € [0,1] — p,(t) €
[0,1], e denote por (]la’t)te[oﬂ a medida produto cujas marginais tém distribuicao de Bernoulli
com parametro p,(t). Entdo

%I@’t(fﬁ NA") = Z %ﬁv(t) [I@’t('u é pivotal para A" mas ndo para A=, A~ ocorre)

vES

— P, (v é pivotal para A~ mas ndo para AT, A* ocorre)].

Demonstracdo: Dados AT, A~ eventos mondtonos, respectivamente crescente e decrescente,
defina a funcao P: p = (hy)ves — P(AT N A™). Essa funcao é suave, pois é um polinémio.
Dada uma pequena variacdo € > 0 em um sitio w, escrevemos a medida associada a essa
variacao por P*e. Usando o acoplamento usual, temos que

PH(ATNAT) —P(ATNAT)
— € x P(w ¢ pivotal para A* mas ndo para A, A~ ocorre)
— ¢ x P(w é pivotal para A~ mas nao para A*, A* ocorre),

visto que se w é pivotal para ambos eventos, mudar o estado de w nao afeta a ocorréncia de
At N A™. Desta forma, temos que

0
OPw

P(A* N A7) = P(w é pivotal para A* mas ndo para A=, A~ ocorre)
— P(w é pivotal para A~ mas nao para A*, A* ocorre)

A Formula de Russo (generalizada) seque ao utilizar a Regra de Cadeia para calcular a
derivada da funcéo definida por ¢ — P;(AT N A7) ao escrevé-la como a composicao da
funcdo t — (p,(t)) com a fungdo (py)ves — P(AT N A7). [

Note que no Lema 1.3.4, se tomarmos A~ = 2, obtemos a Férmula de Russo usual 1.3.4 para
AT, com parametros que podem ser funcées de t.

Teoria de Russo-Seymour-Welsh

E possivel extrair diversas informacdes sobre percolacdo em algum grafo ao considerar perco-
lacao em seu grafo dual. Como estamos considerando percolacdo de sitios na rede triangular,
consideramos também a percolacdo de sitios no seu grafo dual, a rede hexagonal. Como
mostra a Figura 1.1, podemos ver a percolacao de sitios na rede triangular como a percolacao
de sitios na rede hexagonal. Nesse sentido, a rede trianqular possui a importante propri-
edade de auto-dualidade, de forma que diversas informacdes possam ser obtida apenas ao
estudar a prdpria rede trianqular. Uma das propriedades que seque dessa auto-dualidade
é uma simetria para eventos de cruzamentos. Considerando um paralelogramo R, existe um
cruzamento horizontal preto em R se e somente se ndo existe um cruzamento vertical branco
em seu dual, neste caso, em R. Dessa simetria, temos que
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¥, Py a(€ ([0, 1] % [0,n]) = 1/2. (13)

Em outras palavras, para todas as escalas, a probabilidade de cruzar uma caixa n X n é a
mesma. Em particular, essa probabilidade é limitada por baixo. Este é o ponto de partida
da chamada teoria de Russo-Seymour-Welsh (veja [5, 9]), que nos da cotas inferiores para
cruzamentos de paralelogramos na “direcao dificil’, ou seja, cuja proporcao dos lados é 7 x 1
comT >1.

Teorema 1.3.5 (Russo-Seymour-Welsh). Existem fungdes ndo-decrescentes fi(-), k > 2, po-
sitivas em (0,1) que satisfazem o sequinte: se para algum pardmetro p a probabilidade de
cruzar uma caixa n xn é pelo menos 91, entdo a probabilidade de cruzar um paralelogramo de
tamanho kn xn é pelo menos fi(d1). Além disso, essas funcées podem ser escolhidas satisfa-
zendo a sequinte propriedade: fx(§) — 1 quando 6 — 1, com fi(1 —¢€) = 1 — Cre™ + o(e™),
para Cy, aj > 0.

Demonstragao: Vamos trabalhar com hexdgonos requlares: seguindo a Figura 1.3, denotamos
os lados do hexdgono por [; (“lados esquerdos”), r; (“lados direitos’), i = 1,2, onde cada [; e
r; sao lados opostos. Também denotamos por ¢ e b os lados de cima e de baixo do hexdgono,
que também sdo opostos. Perceba pela Figura 1.3 que cada um dos eventos de existéncia de
cruzamento entre os lados ({l; ~ r;} e {t ~» b}) tém a mesma probabilidade, tendo em vista
as simetrias do hexdgono.

Observe a Figura 1.3.1 e note que um cruzamento de um losango N x N induz um cruzamento
da esquerda para a direita em um hexdgono com lado de tamanho N/2. Vamos aplicar o
truque da raiz 1.3.1, nos quatro eventos {l; ~ r;}:

max (P({l; ~ 7;})) > 1= (1= )",

1/7]: 2

onde 9 é a probabilidade de existir um cruzamento da esquerda para a direita no hexdgono
de lado N/2. Isso implica que

P(ll ~ 7”1) = P(lg ~ 7‘2) 2 (1 — (]. — 5)1/4)2 = 7(5)

visto que, caso P(I; ~ r1) > 1 — (1 — 6)/4 ndo hé o que fazer, e caso contrdrio basta
considerar dois cruzamentos, l; ~> ry e Iy ~ 7.

Agora, tomamos dois hexdgonos H, H' como na segunda parte da Figura 1.3, usando [, r;
para denotar os lados de H’. Vamos construir um caminho da esquerda (de H) para a direita
(de H') em trés passos, como mostra a Figura 1.3.

Para o primeiro passo, usando novamente o truque da raiz, com probabilidade de pelo menos
1 — (1 —6)Y2, existe um cruzamento da esquerda para a direita em H que intersecta I} U [,
pela ultima vez em I;. Denote por E. o evento em que isto ocorre e que ¢ é o caminho mais
baixo da esquerda para a direita em H, considerando apenas a parte do caminho mais baixo
antes de se intersectar com a faixa central de H' pela primeira vez. Definimos também ¢’
como a reflexdo sobre a faixa central de H' do trecho de ¢ presente apés a Ultima intersecdo
com I, como mostra a parte 2. da Figura 1.3.

Para o sequndo passo, assuma que E. ocorre e condicione em ¢. Note que este evento
depende apenas dos sitios situados abaixo do caminho mais baixo, ou seja, este evento é
. sy . . H

independente dos sitios acima de ¢. Consideramos o evento {c ~ t'}, que depende apenas
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de sitios acima de ¢, condicionado a E.. Utilizando novamente o truque da raiz e usando as
simetrias do hexagono, temos:

P(c~t'|E.) > 1—[1—Plcud ~ t|E.)]"?
> 1 —[1 =Pl ~ )]/
=1—(1-17(5)"?,

Figura 1.3: Principais passos para a prova de RSW para a rede triangular.

onde a primeira desigualdade segue do truque da raiz 1.3.1 com os eventos {c¢ ~~ t'} e
{c ~ t'}, que sdo equiprovdveis pois ¢ é uma reflexdo de ¢. A sequnda desigualdade seque
de que, condicionado em E,, {cUc ~~ '} pode ser comparado com o cruzamento do hexdgono
sem condiclonamento, visto que em ambos 0s casos, esses eventos acontecem num ambiente
de percolacdo independente, além do fato de que para qualquer ¢, o evento {t ~~» b} induz o
evento {cU ¢ ~» t'}. Por fim, usamos as simetrias do hexdgono e a definicdo de 7(9).

Para o terceiro passo, basta considerar um cruzamento saindo de [} da esquerda para a direita
no hexagono H’. Analogamente ao primeiro passo, com o truque da raiz, encontramos que
I/ ~~ | U7} ocorre com probabilidade pelo menos 1 — (1 —§)'/2. Assim, com os trés passos,
utilizamos a desigualdade de FKG, visto que os eventos de cruzamento sdo nao decrescentes,
obtendo:

P(ly Uly ~ ryUry) > P(U(E.Nc) ~ ' N1~ rpUry)
> P(U(E.Nc) ~ t') x P ~ i Urh)
= (P(c~ t'|E.) x P(E,)) x P(Ij ~ r{ Ur))

> (1= (1=7(0)"%) x (1= (1-0)?),

onde na igualdade usamos que cada um dos eventos E, é disjunto. A parte dificil esta feita:
agora é suficiente utilizar j “hexdgonos longos” sucessivos, como indica a terceira parte da
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Figura 1.4: Construcdo que mostra que podemos tomar fi.(8) = 6%72(fo(5))* L.

Figura 1.3, com j — 1 cruzamentos de cima para baixo de hexdgonos requlares, para j grande
o suficiente. Fazemos a construcao de forma que um cruzamento da esquerda para a direita
num paralelogramo 2N x N tem probabilidade pelo menos:

B0): = (1= (1= 8)2)5(1 — (1= r(5) ),

Quando 6 — 1, 7(d) e, consequentemente, f5(d), tendem a 1. Além disso f, admite, préximo
a 6 =1, um desenvolvimento assintético da forma

fo(l =€) =1 —Ce/® 4 o(/8). (1.4)
Uma maneira de se convencer deste fato é notando que, ao expandir f2(1 — €), temos
Foll =€) = [(1 = (1 = 261 — 3 U22) (1 — et/ — /212,

e os termos elevados a j podem ser simplificados como na equacdo 1.4, jd que se a > 1/8,
entdo €* € o(e'/®), enquanto que o Ultimo termo converge a 1 quando ¢ — 0.

Para concluir para qualquer k& > 2, basta considerar a construcdo feita para k = 2 e replicar
k — 1 vezes, como mostra a Figura 1.4, de forma que podemos tomar

Fi(8) = 0" 2(f2(6))*
|

O Teorema de Russo-Seymour-Welsh combinado com a equacdo anterior 1.3 implica no
seguinte resultado:

Corolario 1.3.6. Para cada k > 1, existe algum J; > 0 tal que

V n, P1o(€u([0,kn] x [0,n]) > d.
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Capitulo 2

Visao geral da percolacao quase-critica

2.1 Comprimento caracteristico

Considere o losango R,, = [0,n] x [0,n]. Quando p = 1/2, vimos que Py/5(€n(Ry)) = 1/2.
Para p < 1/2 (regime sub-critico), essa probabilidade tende a 0 quando n vai para infinito,
e tende a 1 quando p > 1/2 (regime super-critico). Introduzimos uma quantidade que mede

a escala até a qual a probabilidade desses cruzamentos continua afastada do 0 e do 1: para
cada € € (0,1/2), definimos:

min{n : P,(€u(

)’ ( ) H Rn) S 6)}7 quando p< 1/27
\P) = min{n : P,(€5(R,) < e

») <€)}, quando p > 1/2.

Portanto, por definicdo,
Py(€n(Rr.p)-1)) > €

Pp(Gu(RL.p)) < ¢,

se p < 1/2, e 0 mesmo com x se p > 1/2.

Note que por simetria, também temos diretamente que L.(p) = L.(1—p). Como Py 5(€u(R,)) =
1/2 para todo n, convencionamos que L.(1/2) = 400, de forma que a expressdo “para todo
n < L¢(p)" deva ser interpretada como “para todo n" quando p = 1/2. Esta convencao
também é consistente com a sequinte propriedade:

Proposigao 2.1.1. Para cada € € (0,1/2) fixo, L.(p) — +oo quando p — 1/2.

Demonstragdo: Suponha que este ndo seja o caso. Entdo existe N e uma sequéncia py — 1/2
(sem perda de generalidade, py < 1/2 para todo k) tal que para cada k, L.(px) < N. lIsso
implica que

Py (€n(Ry)) <e

Absurdo, pois note que a funcédo p — P,(€r(Ry)) é continua, visto que é um polindmio em
p; logo:
P, (€u(Rn)) = P1j2(€n(Ry)) = 1/2,, quando k — oo.
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2.1.1 Estimativas tipo Russo-Seymour-Welsh

Quando formos estudar percolacao quase-critica, vamos considerar medidas produto P mais
gerais que simplesmente as medidas P, (p € [0, 1]). Elas terdo pardmetros associados p, que
podem depender do sitio v:

Definicao 2.1.2. Uma medida P é dita “entre P, e P;_," se é uma medida produto e se seus
parametros p, estdo todos entre p e 1 — p.

Russo-Seymour-Welsh implica que para cada k > 1, existe algum d;, = dy.(€) > 0, dependendo
apenas de ¢, tal que para todo p, P entre P, e P;_,,

V n < L(p), P(€r([0,kn] x [0,n])) > 0,
visto que podemos considerar a funcao f; relacionada ao Teorema 1.3.5 e referente a medida
[P, como uma cota inferior para essas probabilidades de cruzamento. Por simetria, essa cota
também ¢é valida para cruzamentos horizontais brancos.

Essas estimativas para probabilidades de cruzamento serao a base para a maioria dos arqu-
mentos utilizados daqui em diante. Eles implicam que quando n < L.(p), as probabilidades
de cruzamento podem ser comparadas as probabilidades de cruzamento na percolacao critica,
isto é, L.(p) é a escala até a qual uma medida de percolacdo entre p e 1 — p pode ser
considerada “quase critica”.

Na outra direcao, sera visto posteriormente que L.(p) também é a escala na qual a percolacdo
comeca a parecer sub- ou super-critica. Assuma por exemplo que p > 1/2, sabemos que

Pp(€r ([0, Le(p)] x [0, Le(p)]) = 1 — e
Entdo, usando RSW (Teorema 1.3.5), temos que
Py (€ ([0, 2Le(p)] x [0, Le(p)]) = 1 — €

onde 1 — € = f5(1 — €) pode ser feito arbitrariamente proximo de 1 escolhendo um e sufici-
entemente pequeno.
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Capitulo 3

Separacao entre bracos

Veremos que ao estudar a percolacdo critica ou préxima da criticalidade, alguns eventos
tém um papel essencial: os eventos de bracos, que se referem a existéncia de cruzamentos
("bracos”) em anéis .S, x (n < N), com as cores (preto ou branco) de cada cruzamento sendo
prescritas.

3.1 Eventos de bracos

Consideremos um inteiro j > 1. Uma sequéncia de cores o é uma sequéncia (oy,...,0;) de
“preto” e "branco” de tamanho j. Usaremos “P" e “B" para identificar cada uma das cores.
Além disso, identificamos duas sequéncias se elas sdao a mesma a menos de uma permutacao
ciclica: por exemplo, a sequéncia (preto, preto, branco, preto) é denotada por “PPBP" e é a
mesma que a sequéncia que (branco, preto, preto, preto), denotada por “BPPP". O conjunto
dessas sequéncias é denotado por @Bj. Definimos para cada sequéncia o, sua sequéncia
invertida & = (4, ...,0;), onde cada cor é substituida pela cor oposta.

A sequir, definimos os eventos de bracgos e alguns sub-eventos importantes. Dados dois
inteiros n < N, definimos o evento

A;s(n,N) :={0S, ~;, 0Sn}

que existem j bragos monocromaticos disjuntos no anel S, n, cujas cores sao prescritas
por o, quando consideradas em sentido anti-horario. Denotamos tal conjunto ordenado de
cruzamentos por € = {c¢;}1<i<; e dizemos que é “o-colorido”. Relembre que por convengéo,
nao consideramos as cores dos vértices que estdo nas extremidades de cada um dos ¢s.
Assim, por exemplo, para j = 1,0 = P, A;,(0, N) apenas denota o evento que existe um
caminho preto 0 ~» 9Sy, ignorando a cor de 0 e do sitio final. Outro exemplo é dado na
Figura 3.1, no qual consideramos apenas os s(tios no interior de .S, x.

Note que uma objecdo combinatdria pode surgir pelo fato de estarmos lidando com uma
rede discreta: se j é muito grande com relagdo a n, o evento A;,(n, N) pode ser vazio,
simplesmente porque os bracos ndo tém espaco o suficiente para chegarem em 95,. Por
exemplo, se j > 7, A,;,(0,N) = @. Na verdade, basta checar que n é grande o suficiente
para que o nimero de vértices tocando o exterior de 95, (|0.S,| retirando as quinas agudas)
seja pelo menos j: se isso é verdade, basta tracar linhas retas em direcao ao exterior. Para
cada inteiro positivo j, definimos ng(j) como sendo o menor inteiro ndo negativo n que
satisfaz a condicao anterior, e portanto temos que
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VN = no(j), Ajo(no(i),N) # 2.

Figura 3.1: O evento Ay ,(n,N), com 0 = PBPB

Note que ng(j) =0 para j € 1,...,6 e que no(j) < j. Para o comportamento assintético, o
valor exato de n é irrelevante visto que para quaisquer ny, ng > ng(j) fixos,

P(A;,(n1, N)) < P(A; ,(ng, N)).

De fato, tomando n; < ngy, um cruzamento em .S, n induz um cruzamento em .S, y, de forma
que ) )

P(Aj0(n1, N)) < P(A;4(n2, N)),
enquanto que para a outra desigualdade, podemos utilizar RSW de maneira anadloga ao que
faremos a sequir na Proposicdo 3.3.1.

Observagao 3.1.1. Note que, pela desigualdade de Reimer, dados dois inteiros positivos j, 5’
e duas sequéncias de cores o,0’ com esses tamanhos, temos que

P(Ajtj100(n, N)) < B(A)0 (0, N)P(Ay o0 (0, N))

para qualquer medida Pn<N (denotando por oo’ a concatenacdo de o e o).

3.2 Bracos bem-separados

Nesta secao, vamos impor algumas restricdes para os eventos A;,(n, N). Nosso objetivo
principal é mostrar que podemos separar macroscopicamente as extremidades de quaisquer
sequéncias de bragos: com essa condigdo, a probabilidade de A; ,(n, N) ndo diminut por mais
do que um fator constante universal. Vamos nos utilizar desse fato para construir ferramentas
técnicas essenciais para os resultados posteriores.

Daremos um significado adequado para a propriedade de estar “bem-separado” para um
conjunto de cruzamentos. A seguir, vamos considerar cruzamentos em dominios de diferentes
formas. Primeiro introduzimos a definicdo para paralelogramos de escala (1 x 7) fixa, e depois
vamos explicar como adaptar para os outros casos.

Primeiro, vamos pedir para que as extremidades destes cruzamentos estejam distantes umas
das outras. Além disso, precisamos adicionar uma condicdo para que os cruzamentos possam
ser facilmente estendidos: a existéncia de “espacos livres” nas suas extremidades. Isso nos
leva a sequinte definicdo, similar as “cercas” de Kesten [10].



3.2. Bragos bem-separados 25
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Figura 3.2: Um conjunto ¥={c;} bem-separado e a “cerca” de Kesten correspondente a z;.

Definigao 3.2.1. Considere um paralelogramo M x 7M denotado por R = [a1,a; + M] X
[b1,b1+7M], e € = {c; }1<i<j um conjunto (o-colorido) de cruzamentos disjuntos da esquerda
para a direita. Escreva como z; a extremidade de ¢; do lado direito do paralelogramo e defina,
para algum n € (0, 1], o paralelogramo r; = z;+[0, \/nM]x [-nM,nM] ligado no lado direito
de R.

Dizemos que € estd bem-separado (do lado direito) em escala 1 se sdo satisfeitas as condi-
coes abaixo (ilustradas na Figura 3.2):

1. A extremidade de cada cruzamento nao estd préxima das outras extremidades:
Vi 7é j, d[St(Zi,Zj) > QﬁM,

2. As extremidades estdo distantes das quinas superior e inferior direitas do paralelo-
gramo, denotadas por Z_ e Z,:

A i, d[St(Zi, Zi) > 2\/ﬁM,

3. Cada um dos r; é cruzado verticalmente por um caminho ¢; de mesma cor que ¢; e estes
caminhos estdo conectados no interior de S /(%)

C; ~> 61 em éﬁM(Zz)

Para a terceira condicdo, pedimos que o caminho ligando ¢; a ¢; seja da mesma cor que eles.
Além disso, note que este caminho ndo necessariamente estd contido em r;, mas sim em um
paralelogramo centrado em z; um pouco maior. Podemos interpretar ¢; como uma pequena
extensdo de ¢; no lado direito de R, que nos possibilitard utilizar a generalizacdo de FKG
para estender os ¢;s para a direita.

Definigao 3.2.2. Dizemos que um conjunto € = {¢;}1<i<; de j cruzamentos disjuntos da
esquerda para a direita de R pode ser feito bem-separado (do lado direito) se existe outro
conjunto de caminhos €’ = {c}}1<i<; de j cruzamentos disjuntos que sdo bem-separados do
lado direito, i.e. satisfazem a Definicdo 3.2.1, tal que ¢, tem a mesma cor de ¢;, e a mesma
extremidade do lado esquerdo.
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As mesmas definicdes se aplicam para conjuntos de cruzamentos serem bem-separados na
esquerda e para cruzamentos de cima para baixo. Considere agora um conjunto de cruza-
mentos em um anel S, y. Podemos dividir esse conjunto em quatro subconjuntos, de acordo
com o lado de dSn no qual cada cruzamento chega. Por exemplo, tome o subconjunto dos
cruzamentos chegando no lado direito: utilizamos as definicdes anteriores para checar se
esse subconjunto é bem-separado. Dizemos que um conjunto de cruzamentos num anel .S, x
é bem-separado se cada um dos subconjuntos anteriores é bem-separado ou, analogamente,
o conjunto de cruzamentos é bem-separado nas duas bordas do anel. Note que pedir que os
cruzamentos estejam distantes das quinas do paralelogramo garante que eles estao distantes
dos cruzamentos nos outros paralelogramos adjacentes. Damos a mesma definicao para a
borda interna 05, neste caso, as extremidades dos caminhos estarem distantes das quinas
também nos garante que as “cercas’ associadas a cada caminho ndo se intersectem e que
estejam contidos em S,.

Estamos prontos para definir nosso primeiro sub-evento de A;,: para quaisquer ,7 € (0, 1),

flg{f/ (n, N) :={0S, T 0Sy}

]70-

denota o evento A;, com a condigdo adicional de que o conjunto de caminhos seja bem-
separado em escala n em 05, e seja bem-separado em escala ' em 0Sy.

Podemos prescrever as “zonas de aterrisagem” dos diferentes bracos, ou seja, a posicao de
suas extremidades. Introduzimos uma ultima definicdo com respeito a isso:

Definicdo 3.2.3. Seja N inteiro positivo. Uma sequéncia de aterrisagem {I;}1<;<; em 0Sy

é uma sequéncia de intervalos disjuntos Iy,...,I; em OSx em ordem anti-horaria. Dizemos
que a sequéncia de aterrisagem é n-separada se:

1. dist(I;, Ii11) > 2\/nN, V i
2. dist(1;, Z) > 2,/nN, V i e para toda quina Z de 0Sy.

Dizemos que {/;} é uma sequéncia de aterrisagem de tamanho 7 se satisfaz
3. length(1;) > nN, Vi,

onde length(Z;) denota o maximo das distancias entre dois sitios de I;.

Assim como no conjunto de caminhos, consideramos os (ndices da sequéncia de aterrisagem
ciclicamente. Identificamos duas sequéncias de aterrisagem em Sy e OSys se sao idénticas
a menos de uma dilatacdo. Além disso, sempre que exirgirmos que uma sequéncia de aterri-
sagem seja de tamanho 7, estaremos considerando eventos nos quais é necessario também o
conceito de conjunto de caminhos 7n-separados. Isso nos leva ao sub-evento de A%”/(n,N):
dadas duas sequéncias de aterrisagem I = {[; }1<i<; e I’ = {1} }1<i<;,

AT (0, NY 2= {08, -7 05y}

~ ’
denota o evento A;{," (n,N) com a condigdo adicional no conjunto de cruzamentos {c; }1<i<;
ue cada extremidade z; e z/ em, respectivamente, 0.5, e OSy satisfazem z; € I; e 2/ € I..
(2 7 (2

Por fim, temos também outro sub-evento intermedidrio entre A e A: fl][-ff/(n, N), para o qual
apenas adicionamos as sequéncias de aterrisagem I/I' para as extremidades dos j bracos
e apenas pedimos que a sequéncia de aterrisagem seja disjunta, mas ndo necessariamente
n-separada. Note, porém, que se as sequéncias de aterrisagem sdo 7/n’-separadas, temos
que as extremidades dos cruzamentos sao 7/n’-separados também.
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Aj o (n, N) = {j bragos 95, ~ dSy. cores o}

/ \

' 5 éncias =h ,
separados em escala n.5'+ pequenas extensoes sequéncias de aterrisagem /1

An/n' A AL ar
AV (n,N) Ay (n,N)

\_ /

o . : . - - ,
sequéncias de aterrisagem I/T pequenas extensoes (se I/T" estao n/n" separados)

\ /

ATV (0, W)

Observacao 3.2.4. Se tomarmos, por exemplo, cores alternadas ¢ = PBPB e as sequéncias
de aterrisagem I, ..., I, como sendo os quatro lados do paralelogramo Sy, respectivamente,

. . . i W x
lados direito, de cima, esquerdo e de baixo, o evento A4/&(O,N) (o “" significa que nao
colocamos nenhuma condigao sobre a borda interna) é entdo o evento que 0 é pivotal para a
existéncia de um cruzamento da esquerda para a direita de Sy.

3.3 Consequéncias da teoria de RSW

Antes de enunciar o resultado principal deste capltulo, precisamos de algumas consequéncias
diretas de RSW relacionadas aos sub-eventos intermedidrios anteriormente definidos:

Proposigao 3.3.1. Fixe 5 > 1,0 € Q~‘5j e 10,1y € (0,1).
1. "Extensibilidade”: Temos

BT (n, 2N)), BARTT (g2, N)) =< BLATTT (0, N))

uniformemente em p, P entre P, e P, n <N < L(p), e todas as sequéncias
de aterrisagem I/I' (respectivamente I/I') de tamanho n/n' (resp. 7/i') maior que
no/My. Em outras palavras: “uma vez bem-separados, os bragos podem ser facilmente
estendidos”.

2. "Quasi-multiplicatividade”: Temos, para algum C = C(no, n;) > 0 que

~

A ~ N ~ /71/ .
B(A; 0 (n1,n5)) > CB(AM™ (ny, 00 /4) BT (g, 1))

uniformemente em p, P entre P, e Pi_, no(j) <nyp <ng <ng < L(p), com ng > 4ny,
e todas as sequéncias de aterrisagem I, /I,y de tamanho n/n" maior que ny/n;.

3. Para quaisquer n,n' > 0, existe constante C' = C(n,n’) > 0 com a sequinte proprie-
dade: para qualquer p, P entre P, e P1_,, n < N < L(p), existem duas sequéncias de
aterrisagem [ e I’ de tamanho 77 e /', que podem depender dos pardmetros mencionados,
tal que:

P(AT (0, N)) > CP(AYY (n, N)).

Demonstragao: A prova é baseada na utilizacdo de varias construcées de RSW repetida-
mente. Os eventos que estamos considerando ndo sao mondtonos quando o é ndo constante,
portanto vamos utilizar a generalizacdo da desigualdade de FKG 1.3.2 para eventos local-
mente monotonos. A ideia para a demonstracao do item 1. é “construir rodovias” para que
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cada um dos j caminhos em S, x possa ser estendido com probabilidade maior que uma
constante universal positiva, tanto para o exterior quanto para o interior do anel. Isso vai nos

dar uma cota superior para o evento A, enquanto que a cota inferior serd uma consequéncia
do Teorema principal deste capitulo, cuja demonstracao ndo depende desta cota.

. ~n 17 I ~nI/n' I . . p "
Considere o evento A?U/" (n,2N). Note que o evento A’;O_/n (n, N) inclui as “cercas” nas
extremidades de cada um dos cruzamentos, portanto construimos os caminhos em S /7y o -

Além disso, note que as zonas de aterrisagem em 0Sy estarem 7'-separadas restringe a

n /0’ I’

quantidade mdxima de bragos para que o evento A, (n, N) seja ndo-vazio.

Definimos nossas j “rodovias” como sendo j anéis concéntricos em S, 7y oy, de forma que

todos tenham (aproximadamente) a mesma largura (%(2 — \/W)) como mostra a Figura 3.3.

Para cada um desses anéis, queremos indicar os “trechos” nos quais cada um dos caminhos
deve percorrer. Os trechos sao caixas do tipo [O,Ti%(Q — )] x [0, %(2 — /1)), para algum
7; > 0 podendo estar rotacionadas. A quantidade, localizagao na caixa e tamanho de cada
trecho depende de j,0,7" e do posicionamento das zonas de aterrisagem [ e I

Dizemos que um caminho “muda de rodovia” quando o trecho que o caminho deve cruzar
ndo estd contido em apenas uma das rodovias. Por fim, dizemos que um cruzamento preto
(branco) de S, n ¢ estendido para um cruzamento de .S, on Se para todos os trechos definidos
para este caminho em Sy oy, existe um cruzamento horizontal ou vertical, caso o trecho seja
rotacionado, preto (branco).

A cor associada a cada uma das rodovias depende de o e, a principio, a posicao em que cada
um dos j caminhos muda de rodovia depende de I e I, porém a quantidade de mudancas
de rodovia depende apenas de j e tal quantidade atinge seu maximo quando as zonas de
aterrisagem estao 7;,-separadas.

Figura 3.3: As rodovias entre Sy e 0San. A teoria de RSW nos garante que o cruzamento
de cada uma das caixas do “jeito dificil” ocorre com probabilidade longe de 0.

Utilizamos a desiqualdade generalizada de FKG com A = S, y (1447, A" sendo as rodovias
pretas e A~ sendo as rodovias brancas. Os eventos A*, A~ escolhemos como sendo a
existéncia dos cruzamentos pretos e brancos, respectivamente, em S, y, de forma que A* N
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—_ End/nT oG- A
A™ = A?U/" (n,N) e os eventos AT, A~, a existéncia dos cruzamentos pretos e brancos,
respectivamente, nas suas rodovias correspondentes. A intersecdo destes eventos é justamente

. ~ ~ I/n'.I
o evento em que existe extensao em Sy on para os cruzamentos dados por AZ’U/"’ (n,N).

Note que At N A~ consiste de uma quantidade finita de eventos de cruzamentos horizontais
de caixas de tamanho [0, Ti%(Q—\/W)] x [0, %(Z—ﬁ)] com 7; > 0. Dessa forma, o Teorema
de RSW nos garante que para cada um desses eventos, a probabilidade que existam esses
cruzamentos € pelo menos uma constante positiva, de forma que existe C' = Cj, . > 0 tal
que

P(A* N A™) = P(ANP(A™) > C.

Com isso obtemos que,

P(E%Mjbamw>zP«A+mA+mA—mAj

(AT NAT) P (AF N A-|ATn A7)

P
CP (Z;?;;/W(n, N)) .

v

A~ z:f /J/ . . , - L.
Para o evento P (A?J/” (n/Q,N)) e para o item 2, construgdes analogas sao suficientes
para demonstrar uma cota inferior, bastando construir as “rodovias” nas regides para as quais
os caminhos precisam ser estendidos.

Para o item 3, considere uma cobertura de 9.5, (respectivamente dSy) com no méximo 87!
(resp. 8n'~1) intervalos {I} de tamanho n (resp. {I'} de tamanho 7). Entdo para alguma
dupla de sequéncias de aterrisagem I, I":

BATI (0, NY) > (8717 (80~ T B(AYY (n, N))

[
Como consequéncia dessa Proposicdo, temos as sequintes cotas a-priori para os eventos de
braco:

Proposicao 3.3.2. Fixe algum j > 1, 0 € éj e no,my € (0,1). Entdo existem expoentes
0 < oy, < o0 e constantes 0 < C;, C" < oo, tais que

/

¢ (%) < P(AL" (n, N)) < O(%)

uniformemente em p, P entre P,ePy_,, n <N < L(p), e todas as sequéncias de aterrisagem
I/I" de tamanho /1’ maior que ny/n;.

Demonstragao: Por simplicidade de notacdo, vamos considerar n, N como poténcias de dois:
sejam k < K tal que n = 2¥, N = 2K Temos, ao iterar o item 1, que, para algum
J;=0€(0,1)
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]:/P)(Z?:;/nl,ll(2k7 2K>) Z 5 ]:@)(ZZ’U[/WIJI(QIC? 2K—1))
> 62 PATHT (28 2K 2)) >

Z 5K7k — 5Clog(%)

C'log(6)
_ 6Clog;(é)log(%) _ (ﬂ)

n
_(n —C'log(9)
B (N> '

Entdo, para a; = —C'log(d) > 0 temos a cota inferior. O fator C; surge ao considerar o caso
geral: para n < N quaisquer, consideramos k, K tais que 2¥t < n < 2F e 28 < N < 2K+
Obtemos' que

P(AT" (2571 984 < (AT (n, N)) = B(AT,™ (28, 25),

de onde obtemos que I@’(ZZ’;/”/’F(H, N)) > CjI@(Z;?;j/"“”(zk,QK)), para algum C; > 0.

Para a cota superior, consideramos anéis concéntricos: em cada um deles, a probabilidade
de existir quatro cruzamentos brancos de forma que um circuito se forme ao redor de S,, é
limitada inferiormente por uma constante universal (considere os circuitos sendo pretos caso
o= BB...B). A existéncia de um circuito desses implica a ndo existéncia de nenhum braco
preto (branco). Dessa forma, escrevendo C; = {ndo existe circuito branco em Syi 9i+1}, temos
que

K—1
P(ATI (28, 25)) < P(nECn) < T ()
1=k

<o)

para algum C” > 0 e algum o > 0. [

3.4 Resultado principal
O resultado principal sobre separacdo de bracos é o sequinte:

Teorema 3.4.1. Fixe um inteiro j > 1, alguma sequéncia de cores o € 65]‘ e no, 1 € (0,1).
Entdo, temos que

B(AMT (n, N)) < B(A; 4 (n, N))

uniformemente em todas as sequéncias de aterrisagem I /I’ de tamanho 7/n" maior que 7o/,
p,Pentre P, e P, e n < N < L(p).

TEssas relacdes nao sdo triviais sem a utilizacdo do Teorema 3.4.1. Como as cotas a-priori serdo utilizadas
apenas nas duas ultimas secdes, apds a demonstracdo do Teorema 3.4.1, ndo é um empecilho citd-lo aqui.
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A ideia principal para provar esse resultado é relacionar o evento A;,(n, N) a um evento

=10, Ing /1611
( ji, 0 N)) com escalas 1o /n), fixas. Vamos utilizar técnicas de RSW e as proprie-

dades demonstradas na ultima segao para, em anéis concéntricos em S, y, construir caminhos
que “‘descem” para o 0S,, em uma escala na qual a probabilidade de existirem cruzamen-
tos bem separados é alta e “subir” para dSy na escala “macroscépica” fixa, com um custo
constante para chegar L&.

Demonstragao: Primeiro, note que
B(AT;" (n, N)) < B(Aj(n, N))

vale por inclusdo de eventos. Além disso, é suficiente demonstrar o resultado para n, N como
sendo poténcias de dois, visto que nesse caso, temos que, se k, K sdo tais que 2871 < n < 2%
e 2K < N < 2K+1

< OyP(ATYT (28, 25))
< CoP(ATI () NY),

j?o—

onde a ultima desigualdade é uma consequéncia da extensibilidade. Temos que lidar com as
extremidades dos caminhos tanto na borda interior 95,, quanto na exterior Sy do paralelo-
gramo.

Extremidades exteriores

Vamos comegar dividindo Syx-1 95 em quatro regides em formato de U, que vamos denotar

; t . . u no. . .~
por Ujyi~y, i =1,...,4, como na Figura 3.4. O "ext” indica que um cruzamento nesta regido
conecta as duas partes demarcadas na borda. Para as extremidades internas, vamos utilizar
as mesmas regides em U, apenas demarcando dreas diferentes das bordas.

Uma observacdao chave contida no Lema a seguir é que em cada regido em formato de U,
qualquer conjunto de cruzamentos disjuntos pode ser feito bem-separado com probabilidade
alta:

Lema 3.4.2. Para qualquer 6 > 0, existe uma escala n = n(d) > 0 tal que para todo p,
qualquer P entre P, e P;_,, e qualquer N < L(p),

~

P(EU}\]’eXI) 2 1 - (5,

. . . 7 . 1 t N
com E 1.« := {qualquer conjunto de cruzamentos disjuntos no dominio Uy pode ser feito
N

n-bem-separado}.

Demonstragao: Primeiro, note que a probabilidade de existir um cruzamento (seja ele branco
ou preto) em U}V’e“ é menor que algum 1 — ¢’, por RSW. Por isso e pela desigualdade de
Reimer, temos que

P(existem pelo menos T cruzamentos disjuntos em Ux™) < (1 — )7,

Tome T tal que o lado direito da desigualdade acima seja menor que ¢/4.
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i,ext
UN

Figura 3.4: As quatro regides em formato de U, nas quais consideramos cruzamentos entre
as regides demarcadas

Considere por enquanto qualquer € (0,1), que serd escolhido apropriadamente durante
prova. Utilizando RSW, vamos construir “barreiras” nas extremidades dos cruzamentos e nas
quinas da regido em U, de forma que nenhuma quina ou outro cruzamento de qualquer cor
possa estar a uma distancia menor ou igual a 2,/pN. A escolha de n é de forma que a
probabilidade de essas barreiras existirem seja alta o suficiente.

Indicamos como construir cada uma dessas barreiras, primeiramente nas quinas e depois em
cada extremidade de cruzamento. Considere Z_ por exemplo, e olhe para anéis concéntricos
disjuntos centrados em Z_ da forma Sy-19(Z_), com \/gN < 271 < 28 < p¥8N. Por
um racioctnio andlogo ao usado na prova da extensibilidade, podemos tomar pelo menos
—C'logn anéis disjuntos dessa forma, para alguma constante C' > 0. Podemos também, por
RSW, afirmar que a probabilidade de ndo existir um cruzamento preto em algum desses anéis
é menor que (1 — ¢”) para algum 6” > 0. Assim, a probabilidade de existir um cruzamento
preto em no minimo um desses anéis disjuntos é pelo menos

1 — (1 . 5//)—Clogn'

Considere agora anéis da forma Syi—1 o (Z_), com p*/8N < 2!=1 < 2! < /4N analogamente,
com probabilidade de pelo menos

1 — (1 . 5//)—0’10g777

para algum C” > 0, existe cruzamento branco em algum desses anéis. Dizemos que Z_ estd
“protegido” se existem os dois circuitos descritos. A mesma construgao se aplica para Z,.

Nosso objetivo agora é fazer a mesma construcdo para as extremidades dos caminhos. Para
isso, gostarlamos que as barreiras fossem construtdas utilizando uma parte ainda nao explo-
rada do dominio, para continuar utilizando RSW livremente.

Considere a sequinte construcdo: tome ¢; o cruzamento monocromatico mais baixo (i.e. o
matis préximo do lado de baixo), co 0 cruzamento monocromatico mais baixo disjunto de ¢; e
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assim por diante. Esse processo termina com ¢ iteracdes, e denotamos por € = {¢; }1<i<t 0
conjunto de cruzamentos obtidos dessa maneira (se € ¢ vazio, convencionamos t = 0). Por
definicdo de T', temos que

Pt>T)<(1-0)" <6/

Denotamos por z; a extremidade de ¢; do lado direito e por o; € {P, B} sua cor. Para
conseguir a independéncia necessaria para aplicar uma construcdo como a anterior, vamos
condicionar na existéncia dos caminhos sucessivos. Considere algum j € {1,...,T} e uma
sequéncia ordenada de caminhos ¢, ¢, . . ., ¢; e suas cores 1, 02, . ..,0;. lemos que o evento
E;={t>jec,=¢,0,=0,paratodovel,... j}éindependente do estado dos sitios
acima de ¢;, portanto, se condicionarmos com respeito a £;, a percolagdo na regido acima de
¢; permanece com a mesma let e podemos usar o Teorema de RSW.

1
U Jext Z+

Z_

Figura 3.5: Utilizamos RSW nos anéis concéntricos em Z,, Z_ e ao redor da extremidade z;
de cada cruzamento ¢;.

Podemos fazer a mesma construcdo acima de cada extremidade, como mostra a Figura 3.5:
denotando por z; a extremidade do caminho ¢;, considere, por um lado, anéis disjuntos em
cada z; da forma Syi-1 9:(z;) com /N < 271 < 2! < p¥8N e, por outro lado, anéis dessa
mesma forma com n*/8N < 2171 < 20 < n4N. Suponha, por exemplo, que 6; = P. Com
probabilidade pelo menos 1 — (1 — ¢”)~¢11°8" existe um cruzamento branco em algum dos
anéis do primeiro conjunto e também um cruzamento preto em algum dos anéis do seqgundo
conjunto (note que o circuito preto estd mais distante de z; que o branco). Precisamos
também garantir que a pequena extensao de ¢; exista na sua ‘cerca” correspondente. Para
isso, consideramos anéis disjuntos da forma Syi-1:(z;) com /AN < 271 < 20 < p3/8N: a
probabilidade de existir um cruzamento preto em algum desses anéis é, também, pelo menos
1 — (1 —§")7C"losn Se esses trés cruzamentos ocorrem, dizemos que o ¢; estd “protegido
por cima”. Somando sobre todas as possibilidades de ¢, &, temos que, para algum Cf,

A

P(t > j e ¢; ndo estd protegido por cima) < (1 — §”)C1losn,
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Assim, para o conjunto de cruzamentos €,

A

P(€ nao estd n-bem-separado)
T-1
<Pt>T)+ Z]P’(t > j e ¢; ndo esta protegido por cima)
j=1

+P(Z_ nao estd bem protegido) + P(Z,. ndo estd bem protegido).

Cada termo na soma é menor que (1 — 6”)~¢"1987 e por definicdo de T, o primeiro termo é
menor que 0/4. Portanto (lembrando que T estd fixo), escolhemos 1 de forma que

(T + 1)(1 — §")=C"loen 4 g <.

Agora, assumindo que € estd n-bem-separado, vamos mostrar que qualquer outro conjunto
(ordenado) €' = {c}}1<j<v de t'(< t) caminhos disjuntos também pode ser feito n-bem-
separado. Para isso, substituimos recursivamente as extremidades de cada ¢} pela extremidade
de algum ¢,, usando a maximalidade de €. Por exemplo, tome ¢/: ele cruza pelo menos algum
caminho ¢,, pela maximalidade de €. Denote por ¢,, o caminho mais abaixo cruzado por ¢}
e note que ¢} ndo pode ter nenhum sitio abaixo de ¢,,, pela maximalidade e pela definicdo
dos caminhos em %. Definimos ¢/ da seguinte maneira: tome a parte de ¢ entre sua
extremidade 2{ e a Ultima intersecdo a; entre ¢ e ¢,, e troque pela parte correspondente
de ¢,,. Esse caminho tem a mesma extremidade de ¢,, do lado direito e podemos ver que a
pequena extensao para a ‘cerca’ ao redor de z,, também é herdada por esse novo caminho.
De fato, essa extensdo toca ¢,, num ponto b: ou by estd entre a; e z;, e portanto ¢/ estad
automaticamente ligado a extensdo &, ou by estd antes de ay, e portanto ¢ teve que cruzar
o caminho ligando ¢,, a &, logo ¢] estd ligado a ¢,,.

Considere depois ¢, e ¢,, analogamente ao que feito acima: necessariamente vy > vy, visto
que os conjuntos de cruzamentos estdo ordenados e os cruzamentos sao disjuntos. A mesma
légica se aplica e o resultado decorre de continuar o mesmo argumento até c},. |

Os bracos estao bem-separados com probabilidade positiva.

Vamos executar a ideia principal de “descer” em anéis concéntricos e aplicamos o Lema 3.4.2
em cada um deles. Trabalhamos com duas escalas de separacao diferentes:

e uma escala macroscépica fixa nj que usaremos para estender os bragos, associada a
uma constante de extensao fixa.

e outra escala ' que é bem pequena (n' < nj), de forma que os j bracos podem ser
feitos n'~-bem-separados com probabilidade bem alta.

Seja & > 0 (que serd especificado mais tarde) e ° > 0 associado a ele pelo Lema 3.4.2.
Comecamos pela escala 0S;x e olhamos para os cruzamentos induzidos pelos j bracos. O
Lema 3.4.2 nos diz que, com probabilidade muito alta, podemos modificar os 7 bracos em
Sox-1 9k de forma que eles sejam 7'-bem-separados. Além disso, note que o que ocorre em
Sox-1 9k € independente do que ocorre em Syk-1. Se os bragos j& estdao bem separados,
ndo temos o que fazer. Caso contrdrio, aplicamos novamente o Lema 3.4.2 para os anéis na
proxima escala e, em cada um dos passos, temos uma probabilidade muito pequena de falhar.
Mais precisamente, depois de um passo, temos que

Aj 428 25) C 121;{2/(2’“,2K) u (Aj,U(Qk, 2571) N {existe falha em algum dos U, ) :
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onde “falha” apenas significa que algum dos bracos nao esta n’-bem-separado (note a dife-
renca entre ser bem-separdvel e estar bem-separado). Por independéncia dos ultimos dois
eventos e pelo Lema 3.4.2, temos que

P(4;,,(25,25)) < PA]T (2¥,2%)) + (40)B(4;,(2*,27Y). (31

Iteramos esse argumento e, depois de K — k passos, obtemos:

K—k
]:p)(AjO' 2k 2K Z A/n 2k oK~ z))

=0

Uma vez que os bracos estdo n'-bem-separados, “subimos” usando a escala macroscépica
no, para a qual o custo de extensdo é constante: pelo item 3 da Proposicdo 3.3.1, existem
constantes C4,Cy > 0 dependendo apenas de 7’ tais que para todo 1 < i’ < 4, podemos
escolher alguma sequéncia de aterrisagem I,/, que pode depender de ¢/, tal que

PALT (2%, 257)) < CUB(A/T 1 (28 2K,
e, pelo item 1 da Proposicao 3.3.1, podemos “subir” para a préxima escala com custo de Cj:

/770 ,70

I/ -/
PATT M (28, 2K1)) < CyB(A] "0 (28, 2K 1Y),
Por fim, se para alguma escala m os caminhos j& estdo 7| -bem-separados, usamos a ex-
tensibilidade para que, com um custo constante C dependendo apenas de 7y, possamos
sair de 05, para 0Ss,. Sendo assim, iterando esse argumento para todo m da forma 2
K —i << K -1, temos que

/770 ,70

BALM (25,2K71)) < 0y Gy CYTR(ALE (24, 25)),

Resta o problema do primeiro termo da soma 3.1, I@)(AJ/Z/(Qk,2K)) Podemos assumir que

comecamos de 25~1 e "ignorar” esse termo:
K—k-1
P(A;,(2F,25)) < P(4;, (2%, 257 (28 9k—i-1y)
1=0
K—k—1 .
< (1 Gy Z (46Cy)" JO_O ”0(2’672K))_
i=0

Temos que Cj esta fixo, portanto escolhemos § de forma que 40Cy < 1/2, de forma que, para
algum C3 > 0 que depende apenas de 77/,

K—-k-1

Cy Cy 4500 < (5.

1=0
Assim, concluimos o que querlamos para as extremidades exteriores:

/770 no

P(A;,(25,25)) < CsP(A]," ™ (25,2%)).
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%,int
UN

Figura 3.6: As mesmas regides em U, considerando cruzamentos entre partes diferentes do
dominio.

Extremidades interiores

A argumentacdo para as extremidades interiores é similar, com a Unica diferenca sendo as
dreas de chegada dos cruzamentos em cada uma das regides em formato de U: consideramos
os dominios U4™ tendo o mesmo formato de Uy™, porém com diferentes partes do dominio
destacadas, como mostrado na Figura 3.6. Para essas regioes, o Lema 3.4.2 continua ver-
dadeiro e, portanto, para alguns C;,Cy > 0 que dependem apenas de 7 associado a algum
0 > 0 pelo Lema 3.4.2:

K—k—1
o =l el ,/,n |
P<Aj,zo O(Qk,2K)) ]P(A o 0<2k+1 2K S Z 4(5 zIP) 77 Mo 0<2k+1+172K>)
=0
K—k—1 oL o
< Ol 02 Z 4(500 (A]J 10/ M0>"nl) (2k7 2K>>
=0

Note que utilizamos um andlogo ao evento intermedidrio A;]/U assim como no caso das
extremidades exteriores, mas agora ja com as sequéncias de aterrisagem e escalas apropriadas

para a parte exterior. A conclusdo seque ao escolher ¢ apropriado.
[

3.5 Algumas consequéncias
Mostramos aqui algumas consequéncias importantes do Teorema 3.4.1.
Extensibilidade

Proposicao 3.5.1. Seja j > 1 e uma sequéncia de cores ¢ € &;. Entao

P(A;0(n,2N)), P(A;5(n/2, N)) = B(4;,(n, N))
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uniformemente em p, P entre P,ePi_, eng(j) <n<N < Lp).

Demonstragdo: Note que {A;,(n/2,N)} C {A;,(n,N)} e {A;,(n,2N)} C {A;,(n,N)},
portanto:
P(Ajo(n,2N)),P(A;0(n/2,N)) <P(Ajo(n, N)).

A cota superior seque combinando o Teorema 3.4.1 com a cota superior provada para os

eventos A.
[ |

Observacao 3.5.2. A cota inferior para a extensibilidade para os eventos A também é con-
sequéncia do Teorema 3.4.1.

Quasi-multiplicatividade

Proposicao 3.5.3. Seja j > 1 e uma sequéncia de cores o € ng. Entdo

~

P(Ajq(n1, n2))P(Aj,o(”2, nz)) < P(Aj,a(nla n3))
uniformemente em p, P entre P, e P, eng(j) <nip <mng <ns < L(p).

Demonstracao: Por um lado, lembrando que os eventos de cruzamento dependem apenas do
interior da regido, temos

~ ~

P(Ajo(n1,m3)) < P(Ajo(n1,n2) N Ajo(nz, ns)) < P(A;0(n1,12))P(A)5(n2,n3))

por independéncia dos eventos A;,(n1,n2) e A;,(n2,n3). Por outro lado, podemos assumir,

por causa da extensibilidade para os eventos A, que ny > 8n;. Entdo, para algum 7, I,
podemos utilizar novamente os resultados anteriores, o Teorema 3.4.1 e a Proposicao 3.3.1,

juntamente com a quasi-multiplicatividade para os eventos A para concluir que

A

B( Ay (1, 12)P(Aj o (n2,m3)) = P(Aj o (n1, ma/4)B(Aj o (2, 5))
= B(A/"™ (1, ma /4) (A3 (2, ms)
(Ajo(n1,m3)).

¢
>

Bragos com defeitos

Em alguns casos, serd necessario permitir que alguns bracos sejam “atravessados” por bracos
de outra cor e, nesse caso, nossa nocao de eventos de bracos completamente monocromaticos
ndo serd suficiente. A partir da(, surge a motivacdo de comparar o evento da ocorréncia de
bracos completamente monocromaticos com o evento de existirem bracos monocromaticos a
menos de um numero fixo de “defeitos” (sitios com cor oposta).

Definimos Af; o evento que existem j bragos disjuntos ay,...,a; de 95, para Sy das
cores prescritas por o, com a seguinte propriedade: para cada i € {1,...,7}, a; contém
no maximo d sitios da cor ;. O resultado sequinte é uma consequéncia da propriedade da
quasi-multiplicatividade e serd necessario posteriormente.
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Proposicao 3.5.4. Seja j > 1 e 0 € &;. Fixe um nimero de defeitos d. Entdo temos que
P(A{D(n, N)) < (1 +log(N/n))*P(A; 4 (n, N))

uniformemente em p, P entre P, e P1_, e ng(j) <n < N < L(p).

Demonstragao: Introduzimos uma diviséo logaritmica do anel S, y: tomamos k e K tais que
2=l < p < 2F e 2K < N < 2K+1 A ideia da prova é ‘retirar’ os anéis nos quais temos
defeitos em algum dos bragos e “colar” os pedagos dos bracos nos anéis remanescentes usando
a propriedade da quasi-multiplicatividade.

. . . T (D
Comecemos pela cota superior: considere o evento auxiliar Ag- g) o evento onde cada um dos

J bracos tém, somados, no méximo D defeitos. Em particular, note que Ag’dg - Ag{?. Vamos
provar que vale, para algum Cp > 0,

~ —

P(A2) (n, N)) < Cp(1 +log(N/n))PP(A;,(n, N)).

Precisamos desse evento auxiliar para podermos aplicar inducao no numero de defeitos, como

. . . d . . ~
indicado em [14]: se consideramos o evento Ag; e prosseguirmos como abaixo, ndo podemos
d—1)

afirmar que nos anéis posteriores ao anel com o primeiro defeito ocorre o evento Ag-a

Fazemos inducdo em D: a propriedade claramente vale para D = 0. Tome algum D > 1:
considere o primeiro anel Syi 9i+1 no qual um defeito ocorre em algum dos j bragos. Temos
que

K-—1
BAD (0, N)) < 3 B(A;,(25,2)) (A (2741, 25)).
1=k

Temos, pela hipdtese de inducdo, que I@((Agifl)(n, N)) < Cp_1(1+log(N/n))P~1P(A, (21, 25))
e, por quasi-multiplicatividade,

—_

P(AS)(n, N)) < Cp_1(1 + log(N/n))"~! 2 P(A; (2, 2))P((4;,(27,25))

i=k

< Cpo1(1+log(N/n))P™1 > " C'B((A;4(2F, 2))

< Cp(1 +1og(N/n))" (K — k)P(A;,(2*,2%)),

=

Il
=

e assim obtemos a cota superior desejada.

Para a cota inferior, vamos apresentar a ideia para mostrar que a probabilidade de existirem
bracos com exatamente um defeito estd cotada longe de 0. Considere o evento F, sendo a
ocorréncia da construcdo como a descrita a sequir em cada um dos j bracos: considerando
zonas de aterrisagem I = {/;}1<i<; em 0Ssa+1, existe um “tripé”, dado por:

e um circuito d; da cor o; bloqueando a zona de aterrisagem I;, sendo ¢; o circuito ‘mais
baixo’, ou seja, mais préoximo de I;;

e um circuito dy entre dy e 052 da cor ; bloqueando o circuito anterior, de forma que
¢y € 0 circuito mais proximo de cq;

e um braco da cor o; saindo da zona de aterrisagem I; e chegando em c;
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com probabilidade de pelo menos C7 > 0, por RSW. Assim, condicionados na existéncia de
caminhos e circuitos como acima, temos que existe um braco da cor o; saindo de 0Ss e
chegando em ¢y com probabilidade de pelo menos Cy > 0, também por RSW. Além disso,
como ¢, é caminho mais baixo, todo sitio de ¢y estd conectado a um sitio de ¢; por um caminho
da cor 0;. Dessa forma, seque que para alguma constante C} > 0, P(E,) > Cr.

Além disso, note que para todo k = ip < i1 < -+ < ig < lgy1 = K, Ang(n, N) D
AE?(Q’“*I,QK“) D) AE-?U)(Q’C*I,QK“) N { cada um dos j bracos tem exatamente um defeito
em cada um dos anéis Syir gir+1, 1 <7 < d }, de forma que, se K —k > d+1,

d
P(AY (n, N)) > > [ 24,2 2)B(E;,)

k=ig<i1<-<ig<igi1=K r=0

d
> Z Cd H P(Ajﬂ@ir—&-l, 2ir+1 ))
r=0

k=ipg<i1 <-<ig<ig41=K
K—k—1\x
> (7T B )
> CY(K — k)'P(A; (21,25,

e dal segue a cota inferior. |

Anéis generalizados

Vamos precisar considerar eventos de bracos um pouco mais gerais, em anéis da forma R\ r,
com r C R nao necessaritamente concéntricos. Os itens 1 e 2 dos lemas de separacdo para

eventos A podem ser estendidos para esse caso. As definicdes de bracos separados e bem-
separdveis podem ser feitas da mesma forma e, para qualquer 7 > 1, podemos demonstrar
resultados similares, uniformes nos pardmetros usuais e em paralelogramos 7, R tais que
Sp €1 C Sppe Sy € RC Sy para alguns n, N < L(p):

P(r ~+;, OR) =< P(DS, ~;, OSy) (3.2)

e similarmente para as condicoes de separabilidade nas bordas interna e externa.

Bragos no meio plano

Até agora, estdvamos interessados nos eventos de bracos no plano todo: podemos definir da
mesma maneira o evento B ,(n, V) que existem j bragos que ficam no meio plano superior H,
com as cores prescritas por o € Q~5j conectando 95! a S, com a notacdo que 95! = 95, NH.
Esses eventos sao interessantes pois aparecem naturalmente ao estudarmos o comportamento
de bracos préximos a uma borda: por exemplo, ao estudar eventos que ocorrem num espago
reduzido, como entre 95,, e Sy com n < N, e que necessitamos que os bracos permanecam
estritamente contidos no espaco entre essas bordas.

Para esses eventos, é possivel demonstrar que todos os resultados mencionados neste capitulo
ainda valem para os eventos no meio plano. Além disso, esses eventos tem uma propriedade
interessante que serd utilizada logo em sequéncia de que existe uma maneira natural de
se ordenar os diferentes bracos, o que simplifica algumas coisas. Ndo vamos utilizar esses
eventos daqui para frente para os resultados principais, apesar de mencionar resultados
interessantes para esta classe de eventos.
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Capitulo 4

Descricao da percolacao critica

Ao estudar a transicdo de fase da percolacdo, o regime critico tem um importante papel: para
o modelo da rede triangular, ele possui a forte propriedade de invaridncia conforme no limite
de escala.

Vamos relacionar diversos eventos com os eventos de bracos, que podem ser ligados a eventos
de bragos no ponto critico, p = 1/2. Portanto, introduzimos a seguinte notacao para o; =
PBPB...: para qualquer ng(j) <n <N,

7Tj<n7 N) = Pl/Q(AJ}Uj (n7 N)) (4.7)
e, em particular,
Ti(N) = P1ja(A;j0;(n0(j), V). (4.2)

Note que com essa notacdo, a cota a-priori e a propriedade da quasi-multiplicatividade sdo
escritas como
Cj(n/N)* < mj(n, N) < C'(n/N)*; (43)

mj(n1,ng) < w(ng, ng)mj(ng, ng). (4.4)

4.1 Expoentes de bracos para percolacao critica

Troca de cores

Nosso primeiro foco para o estudo da percolacao no ponto critico serdo nos eventos de bracos.
Para os eventos de bragos no meio plano, os B; ,(n, N) definidos na Ultima segao do Capltulo
3, um argumento combinatorial mostra que, uma vez fixado j, a sequéncia de cores prescritas
o nao altera a probabilidade desses eventos ocorrerem.

Proposicao 4.1.1 (Truque de troca de cores). Seja 7 > 1 inteiro qualquer. Se ¢, ¢’ sdo duas
sequéncias de cores quaisquer, entao para todo ng(j) < n < N,

Py 2(Bjo(n, N)) = Py1)2(Bj o (n, N)).

Demonstragao: A prova é baseada no fato de existir uma maneira candnica de ordenar
os bracos: considerando o meio plano superior, podemos fazer o processo de exploracao
comecando a esquerda da origem e determinar a ordem dos bracos sequindo a ordem em que
vao ocorrendo. Condicionando nos 7 bracos mais a esquerda, a percolacdo no resto do dominio
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continua inexplorada, de modo que podemos “inverter” as cores dos sitios nessa regido: para
qualquer sequéncia de cores o, denotamos por

~ (1) _ ~
U()_<01a"'70i70i+1a--'70j)

a sequéncia com as mesmas ¢ primeiras cores e as subsequentes invertidas (quando ¢ = 0,
apenas consideramos a sequéncia totalmente invertida). Como isso vale para toda configura-
¢ao, temos que

P1j2(Bjo(n, N)) = P1ya(B; 50 (n, N)).

Dadas duas sequéncias quaisquer o,0’, é possivel sair de o e chegar, utilizando um ndmero
finito de “inversées’, em ¢’ [
Esse resultado nao é tao direto no caso do plano inteiro, visto que nesse caso nao existe uma
maneira canonica de ordenar os bracos. Contudo, o argumento anterior pode ser adaptado
para provar que as probabilidades diferem apenas por um fator constante, desde que exista
uma interface: pelo menos um braco de cor preta e um braco de cor branca.

Proposicao 4.1.2. Seja j > 1 um inteiro fixo qualquer. Se 0,0’ € &; sdo duas sequéncias
de cores ndo constantes (ou seja, ambas as cores estdo presentes), entdo

P1/2<Aj7o-<n, N)) = P1/2<Aj7o-/(n, N))
uniformemente em ng(j) <n < N.

Demonstragao: Assuma que o3 = P e 05 = B e fixe alguma sequéncia de aterrisagem 1.
Vamos substituir o evento A;,(n, N) pelo evento mais forte flj{,’(n,N) e assim, podemos
condicionar no evento em que o braco preto chega em I; e o branco em Iy e esses sdo
os bracos (digamos, c¢; e ¢y, respectivamente) mais proximos uns dos outros: se isso ocorre,
entdo note que existe uma interface entre esses caminhos, ou seja, ¢; é o caminho preto mais
proximo de ¢y, entao todo sitio em ¢; estd cercado por caminhos brancos que impedem que
ele toque dSy e I; e todo sitio de ¢y estd cercado por caminhos pretos analogamente. Dessa
maneira, ndo existe nenhum cruzamento preto (branco) saindo de I; (I5) e chegando em 9Sy
entre c; e cs.

Escolhemos I de forma que o ponto (IV,0) estd entre I; e I, Os bracos ¢; e ¢y podem
ser determinados por um processo de exploracao comecando em (NN,0): basta encontrar os
primeiros dois cruzamentos saindo das zonas de aterrisagem como prescritos. A partir disso,
podemos replicar a demonstracao para o caso do meio plano: condicionamos na existéncia
desses dois bracos e “invertemos” as cores na regido remanescente, condicionando nos bracos
consecutivos e repetimos este processo uma quantidade finita de vezes.

[
Enfatizamos que durante a argumentacao anterior, é necessario fixar a sequéncia de aterri-
sagem e a existéncia de bracos de cores opostas. O primeiro foi essencial para definirmos
o processo de exploracdo. O segundo foi essencial visto que, dado um processo de explora-
cdo, esse processo de fato seria bem definido e terminaria. Caso a sequéncia de cores seja
constante, podemos encontrar problemas onde a existéncia de um circuito nos impossibilita
de condicionar os eventos em uma regido que possa existir cruzamentos entre 9.5, e dSy.
Dessa maneira, é esperado que o resultado anterior seja falso se o é constante e ¢’ é nao
constante, o que parece surpreendente a primeira vista.
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Derivagao dos expoentes

Pelo fato de a percolacdo critica na rede trianqular ser conformemente invariante, ela tem uma
ligacdo com o SLEg que torna possivel demonstrar a existéncia dos “expoentes de bragos”
(multicrométicos) e derivar os seus valores ([17, 4]) que foram previstos pela literatura da
Fisica (veja por exemplo [13] e suas referéncias).

Teorema 4.1.3. Fixe algum j > 1. Entao para qualquer sequéncia de cores ndo constante
S 63',
P1/2(Ajo(no(j), N)) = N,

quando N — oo, com
® (V] — 5/48,
® para j > 2, «a; = (5> —1)/12.

Damos uma breve ideia de como isso é provado. Considere o processo de exploracdo radial
em um disco unitdrio: usando a propriedade da invaridncia conforme no limite de escala,
podemos provar que esse processo converge para um SLFEg radial, para o qual é possivel
calcular probabilidades de desconexdo. Isso implica que

P12(Ajo)(nn,n) — g;(n),

para alguma fungao g;(n) ~ n*, quando n — 0. Entdo, o resultado desejado seque da
propriedade da quasi-multiplicatividade em anéis concéntricos de médulo fixo.

Como mencionado anteriormente, acredita-se que esse teorema é falso para sequéncias de
cores constantes. Nesse caso, a probabilidade deveria ser menor ou, equivalentemente, o
expoente critico, caso exista, deveria ser maior. Portanto, para 7 > 2, existem dois expoentes
diferentes: o expoente o de j-bragos multicromatico (ou simplesmente expoente de j-bragos)
e o expoente o de j-bragos monocromatico, para o qual ndo se sabe uma férmula fechada e
ndo existe uma previsdo de qual seja seu valor.

Note também que a derivacdo destes expoentes usando S L Eg nos dé apenas uma equivaléncia

logaritmica, porém existem razdes para acreditar que vale uma equivaléncia mais forte “<":
por exemplo, esse é o caso para os expoentes computados na préxima subsecao.

Mencionamos também que é possivel derivar da mesma maneira os “expoentes de meio plano”:
Teorema 4.1.4. Fixe algum j > 1. Entdo para qualquer sequéncia de cores o € &;,
P1/5(Bjo(n(7), N)) = N~%

quando N — oo, com
B; =i +1)/6.

Observagao 4.1.5. Como mencionado anteriormente, a rede trianqular é até o presente mo-
mento a Unica rede para a qual a invariancia conforme foi provada e, como consequéncia, é a
Unica rede para a qua a existéncia e os valores dos expoentes de bracos foram estabelecidos,
com a excecao dos expoentes “universais’ que vamos derivar a sequir.
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4.2 Expoentes universais

Vamos investigar agora alguns expoentes em particular, para os quais existem previsoes
heuristicas e derivacoes elementares: os expoentes de 2 e 3 bracos no meio plano, By =
1,83 = 2 e o expoente de 5 bracos no plano, ay = 2. Eles sdo todos inteiros e foram
estabelecidos antes da derivacdo usando SLFEjg, além de servirem como estimativas a-priori
para provar a convergéncia para o SLFEg. Além disso, a equivaléncia para neste caso é mais
forte: trocamos o “ &" por um ¢ <",

Teorema 4.2.1. Quando N — oo,

1. Para qualquer o € &,
PI/Z(BQ,U(Ov N)) = N_l

2. Para qualquer o € &3,
P1/2<Bgyg(0, N)) = N_2

3. Para qualquer o € &5 nao monocromatico,

Py /2(A5,,(0,N)) < N2

Demonstragao: Vamos utilizar apenas o item 3, portanto damos uma prova completa apenas
para esse item, e para os dois primeiros, descrevemos 0s passos para a prova.

Pelo truque da troca de cores, é suficiente mostrar a afirmacao para 0 = PBPPB. Usando
invaridncia por translagdo, temos que Py/o(v ~5, 0Sn/2(v)) = P1j2(0 ~5, OSn/2), para
qualquer v € Sy/2. Além disso, Sn/2(v) C Sy, de forma que, por extensibilidade dos eventos
de braco,

]Pl/g(v 5 o 05]\[) = ]P)l/Q(O 5o 8SN) (45)

uniformemente em N, v € Sy/. Portanto, é suficiente mostrar que o nimero de sitios em
Sny2 que satisfazem tal evento de 5 bragos é de ordem 1.

Comecamos pela cota superior. A ideia é fixar dreas de aterrisagem em 0Sy e mostrar que
existe no médximo 1 sitio v € Sy/, para o qual o evento {v ~+5, SN} ocorre e v é preto.
Tome a sequéncia de aterrisagem I4,..., 5 como na Figura 4.1 e considere o evento

Ay i={v~f, 9Sn} N{v é preto}.

Note que Py/2(A,) = %Pl/g(v wé’g JSy) visto que a existéncia dos bragos é independente
do estado do sitio v, portanto Py /5(A,) =< Py je(v wgp 0Sy). Afirmamos que A, ocorre em
no maximo um sitio v. De fato, suponha que ocorrem A, e A,, simultdneamente e denote por
T1,...,T5 € T],...,T5 seus bracos correspondentes. Note que r Ury U {v} é um cruzamento
preto da esquerda para a direita, como mostra a Figura 4.1, de forma que separa as areas
de aterrisagem I3 e I5. Portanto, w € ry Ury U {v} pois, caso contrdrio, ndo existiriam
simultaneamente bracos brancos ligando w a I3 e a I5. O mesmo argumento mostra que
w € r; Urg U {v}. Como os bragos sao disjuntos, seque que w € r; U {v}. Mas note que
ro Urs é um cruzamento branco de cima para baixo que separa I; de I, a menos de um sitio
preto (v), de forma que apenas um braco pode “atravessar” r Urs. Logo, os bracos r} U {w}
e r, U{w} devem ambos conter v. Como | N7y = &, concluimos que v = w.
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Figura 4.1: A sequéncia de aterrisagem para o expoente de 5 bragos no plano

Consequentemente, a cota da uniao nos da

1> Prjp(Unesyndo) = > Prja(Ay) < N?Pyjs(0 ~5, 9Sy),

’UGSN/Q

que nos d& a cota superior.

Para a cota inferior, a ideia é construir os 5 bracos e concluir, utilizando RSW, que a pro-
babilidade dessa construcdo ocorrer esta limitada por baixo. Considere as faixas horizontais
[—N,N] x [0,N/8] e [-N,N] x [-N/8,0]. Com uma probabilidade de pelo menos ¢ > 0,
existe um cruzamento horizontal preto na primeira faixa juntamente com um cruzamento hori-
zontal branco, que denotamos por b, na sequnda faixa. Assuma que esse é o caso e condicione
no cruzamento preto da esquerda para a direita acima de b mais baixo, que denotamos por
c. Note que esse cruzamento ndo necessariamente estd contido na primeira faixa, mas por
construcao estd acima de algum caminho branco contido na sequnda faixa. Além disso, como ¢
é caminho mais baixo, todo sitio contido nesse caminho tem 3 bracos induzidos por essa cons-
trucdo: 2 bragos pretos e 1 braco branco entre os dois bracos pretos. Como condicionamos
no caminho mais baixo, a percolacdo da regido acima de ¢ continua inexplorada.

Considere agora as faixas verticais [—-N/8,0] x [-N, N] e [0, N/8] x [N, N]. Ainda por
RSW, ¢ estd conectado ao topo por um caminho preto na primeira faixa e branco na sequnda
faixa com uma probabilidade de pelo menos ¢ > 0. Assuma que esses caminhos existem e
denote por vy e vy 0s sitios em ¢ onde eles chegam. Novamente, consideramos o caminho
preto ¢ mais a direita e denotamos por v o sitio em ¢ entre v; e vo onde esse caminho chega.
Note que o sitio v tem 5 bracos das cores desejadas: os trés primeiros bracos da primeira
construcdo, um braco preto da definicdo de v e um brago branco do fato de ¢’ ser caminho
mais a direita e estar entre vy e vo. Além disso, por construcdo, v € Sy, logo,

IP>1/2(UvesN/2{U ~50 0SN}) > C

para alguma constante universal C' > 0. Além disso, por 45 aliada a cota da unido, temos
que

P1jo(Uvesy o {v ~5,0 0SN}) < Z P1/2(v ~55 OSN)

’UESN/Q

S C/N2]P1/2(O M5 o 8SN)
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Assim, seque a cota inferior
Pl/g(o M50 QSN) Z C”N72.

Para os expoentes de meio plano, a ideia para a demonstracdo é tentar replicar os argumentos
anteriores de maneira apropriada. Para o expoente de 2 bracos, tomando ¢ = PB, fixe duas
zonas de aterrisagem Iy, I, em 0SY. Para a cota superior, tome o segmento [—N/2, N/2|x{0}
e note que no mdximo um sitio nesse segmento pode ter um braco preto chegando em I; e
um braco branco chegando em I, visto que os préoprios bracos separam as duas zonas de
aterrisagem. Para a cota inferior, o argumento é andlogo: construimos um cruzamento preto
na faixa, como na Figura 4.2, saindo de I; e chegando em [—N/2,0] x {0} e um cruzamento
branco na faixa saindo de I5 e chegando em [0, N/2] x {0}. Depois disso, consideramos o
cruzamento preto que chega mais a direita em [—=N/2, N/2] x {0}. O sitio no qual esse
cruzamento chega satisfaz o evento de 2 bragos. Por RSW, essa construcdo ocorre com
probabilidade pelo menos C' > 0 e dal seque o item 1.

Figura 4.2: Sequéncia de aterrisagem para o expoente de 2 bracos no meio-plano.

Para o expoente de 3 bragos, tomamos 0 = PBP e escolhemos zonas de aterrisagem I7, I}, I,
Para a cota inferior, também fazemos uma construcdo de RSW: podemos construir um cruza-
mento preto, digamos ¢/, saindo de I] e chegando em I5 passando por Sy/2 NH. Assumindo
que esse é o caso e condicionando no caminho mais baixo, RSW nos garante que existe um
cruzamento saindo de I} e chegando em ¢’ com uma probabilidade de pelo menos § > 0.
P - el , PN
ara a cota superior, note primeiro que para todo v € Sy 5, P1/2(0 ~5, 0Sy) =P12(v ~> 5,
0S5 (v)), por invaridncia por translacao. Podemos provar, por RSW, que para alguma cons-
tante C’ > 0,

v+(.§'N)"/I,

v+ N"/I/ /
Pryo(v L85, O8N (V) < C'Pyja(v o5, OSK(v)),

Nea

isto é, a probabilidade dos bracos serem estritamente positivos (ndo utilizarem s{tios da mesma
“altura” de v) é da mesma ordem de magnitude (a menos dos sitios préximos da origem) da
probabilidade dos bracos estarem contidos no meio plano superior a v. Além disso, note que
a probabilidade desses eventos ocorrerem é independente do estado de wv.

- LT Y
Definindo o evento A! = {w m;i Sy (v)} N {v é preto}, note que Py/(v v:,fév?)/f,
0Sy(v)) < %/IP’l/Q(A;), e com argumentos similares ao caso de 5 bracos no plano, nota-
mos que no maximo 3 sitios em waz podem satisfazer esse evento simultaneamente: suponha
que ocorre A! e sejam ry,ry, 13 0s bracos em questdo. Note que r1 Urz U {v} separam a re-
gido abaixo desse cruzamento preto de I}. Além disso, 5 impede a existéncia de cruzamentos
pretos na regido acima de m Urs U {v}, visto que os bragos devem ser estritamente positivos.
Por fim, como os bracos sao estritamente positivos, limitamos o nimero de sitios em r; Urg
que podem satisfazer esse evento. Logo, utilizando extensibilidade (para os eventos de braco
de meio plano), e que
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Figura 4.3: Sequéncia de aterrisagem para o expoente de 3 bragos no meio-plano. Os bragos
estritamente positivos permitem que apenas para 3 sitios, ocorra o evento A}

{0 20 aSk) € v L S},
conclutmos que
!/ v+ N" I/
NZPy (0~ 08y) < € 3 Pya(v 225, 0Sy) < C"

veSjv/z

e dal segue a cota superior desejada. |

Note que a prova para o Teorema 4.2.1 s6 depende de argumentos baseados em RSW e
dos lemas de separacdo (que também dependem somente de argumentos baseados em RSW).
Portanto, temos por consequéncia alguns teoremas que valem para a percolacao quase critica:
para P, quando N < L(p), valem as estimativas acima, em primeiro momento apenas para
as sequéncias de cores usadas nas provas. De fato, nosso objetivo na préxima secdo é
estender esse resultado para quaisquer duas sequéncias de cores nao constantes. Além disso,
para uma medida PP entre P, e P,_,, temos que ter um cuidado adicional: IP’(U ~55 OSN)
ndo necessariamente se mantém na mesma ordem de magnitude quando v varia. Ambas as
afirmacoes sdo consequéncias do Teorema 5.1.1 provado na secdo sequinte, que vat utilizar
como estimativa a-priori o seguinte resultado relativo a probabilidade do evento de 5 bracos:

Lema 4.2.2. Para ¢ = 05 = PBPPB, temos

D P(v s, 0Sy) < Y Puams, 0Sy) < 1

’UESN/Q UESN/S

uniformemente em p, P entre P, e P1_, e N < L(p).

Demonstragao: Basta notar que vale a afirmagao do item 3 do Teorema 4.2.1 para Pe que
P(0 ~+5,45 0SN) < P(v ~+5,, 0SN) para todo v € Syye. Logo

1< NP(A5,4,(0,N)) < > P(v~s5, 0S),

UESN/Q

onde a ultima relacao seque da extensibilidade. Argumentando analogamente com a caixa
Sn/s, 0 mesmo argumento se aplica e seque o resultado. [ |
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Capitulo 5

Eventos de bracos proximos da
criticalidade

5.1 Enunciado e prova do Teorema

Costarlamos de estudar a mudanca da probabilidade dos eventos A;,(n,N) conforme o
parametro p varia. Definimos, baseado nas probabilidades dos eventos de cruzamentos, a
escala L(p) na qual a percolacdo pode ser vista aproximadamente como critica, e sendo
assim, esperamos que essas probabilidades nao variem muito conforme p varia, desde que
n, N permanecam nessa escala. De fato, é o que acontece:

Teorema 5.1.1. Fixe j > 1 intetro e 0 € éij uma sequéncia de cores. Entao,

~

P(Ajq(n, N)) < P'(4;,(n,N))
uniformemente em p, If”, P entre P,e P, eng(j) <n<N < Lp).

Em particular, se tomarmos P = [Py 2, temos que as probababilidades dos eventos de bragos
permanecem aproximadamente equivalentes as da criticalidade:

P(Ajo(n, N)) = Prjz(Ajq(n, N)).

Observacédo 5.1.2. Note que a propriedade do decaimento exponencial com respeito a L(p)
provada na préxima secao mostra que essa escala é de fato a mais apropriada. De fato,
suponha p > 1/2: a probabilidade de existir um braco branco tende a 0 exponencialmente
(no ponto critico essa probabilidade decat polinomialmente), enquanto que a probabilidade
de existir um numero positivo de bracos pretos disjuntos tende a uma constante positiva.

Demonstracao: Dividimos a prova do Teorema em trés passos principais. Ressaltamos que
precisaremos da generalizacdo da Férmula de Russo 1.3.4 justamente para esse resultado.
Simplificacoes

Em vista dos lemas de separagao, podemos demonstrar esse Teorema nos restringindo a casos.
Tome P € {P,P'}: por quasi-multiplicatividade, para n > ng(j),

P(Ajo(n, N)) < P(Aj5(no(5),n)) Az (no(5), N)),

logo podemos nos restringir ao caso n = ng(j). Podemos também demonstrar o resultado
para [P’ fixo e P variando, logo podemos assumir que, para p < 1/2, P’ = P,. Dessa forma,
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denotando por p, os parametros de P, segue por hipdtese que p, > p para todo sitio v. Além
disso, vamos supor que os tamanhos dos anéis como sendo poténcias de dois: sejam ko, K
inteiros de forma que 2F0~1 < ng < 2k e 2K < N < 2K+1 Entdo para P € {P,P,},

P(A;,(ng, N)) < P(A; (2%, 25)).

Como dito, para estimar a mudanca na probabilidade quando p é trocado por p,, vamos
precisar de uma caracterizacdo para os sitios pivotais: localmente, cada sitio pivotal tem 4
bracos, de cores alternadas. Portanto, para analisar essas eventos de bracos nas vizinhancas
dos sitios, precisamos tratar os casos dos sitios muito proximos de 0Ssk, € 0S;x de maneira
diferente. Sendo assim, definimos uma medida intermedidria P definida com os parametros
Po = P em Sargts ox—3, Na qual fazemos uma mudanga de parametros de forma que p, = p,
em Sykg ox \ Sorg+s orx—3. Assim, a medida intermedidria P como definida estd entre P,elP_,
e P(A, (2503 2K=3)) = P, (A, ,(2%+3 2K-3)) Com essa iqualdade e por extensibilidade,
é suficiente mostrar o resultado para essa medida em vez de IP,: temos que

B} (2%, 29)) = B(A;0 (2975, 257%)) = B,(A, (27073, 257%)) = B, (A4;,(2%, 29)).

Por fim, o evento A;, (2%, 25) ndo pode ser escrito como intersecdo como na Férmula de
7 . [ N. I, N .

Russo, porém podemos considerar o evento fortificado Aj/a (2% 2K), para alguma sequéncia

de aterrisagem I' = I, ..., I;. Para esse evento, podemos superar essa dificuldade. Pelos

lemas de separacao, sabemos que, para P € {Ip’, I@’}
P(A;0(2,2)) < P(A]; (2%,2")),

logo é suficiente provar o Teorema para esse evento fortificado por essa sequéncia de aterri-
sagem.

Aparece a derivada do logaritmo da probabilidade

Estudamos sucessivamente trés casos, a fim de reduzir o problema para o cédlculo de uma
mesma integral. Os casos ficam sucessivamente mais complicados, porém técnicas muito
parecidas sdo suficientes para lidar com isso: comecamos com o caso de um braco, depois
para o caso de uma quantidade par de bracos de cores alternadas e depois o caso geral.
Para os dois primeiros casos, uma solucdo muito parecida é suficiente, visto que a presenca
de dois bracos de cores opostas apds cada um dos bracos na verdade ajuda a existéncia de
um sitio com 4 bracos. Para o Gltimo caso, para aplicar a mesma ideia, precisamos da nocao
de "bragos com defeitos’, que serd suficiente para nosso objetivo.

Caso 1: j=1

Para o primeiro caso, considere por exemplo o = P. Defina a familia de medidas (]fbt)te[(]yl]
cujos parametros sdo definidos pela interpolacdo entre os parametros de P, e P: para todo
v e S2k0+3’21<73

Po(t) =tp, + (1 —t)p.

Note que essa medida esta entre P, e P;_, para todo t € [0, 1], e que sua derivada em ¢ é
dada por
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d N o
ﬁv(t)Z{ Do — D, S€ U E Sokgts gr—3;

dt 0, caso contrario.

Com isso, a Formula de Russo generalizada apenas com um evento nao decrescente nos da:

d

GPAL @02 = YT (b, —p)Pi(v & pivotal para A{;(2%,25)).  (51)

v652k0+3’2K73

Como dito no inicio da prova, vamos caracterizar o evento acima em termos de eventos de
. 7 . ~. Il

cruzamentos de caixa: o evento {v é pivotal para Al/a (2% 2K)} acontece se, e somente se,

0 sequinte acontecer:

e existe um braco r; saindo de 0Ssyx, e chegando em I] com v € rq, tal que 1 \ {v} é
preto (A'l/f, (2%, 2K ocorre se v é preto);

e existe um caminho ¢; com v € ¢; e tal que ¢; \ {v} é branco, de forma que ¢; separa
0Syr, de I} (c; pode ser um circuito ao redor de 9S,k, ou um caminho com as duas
extremidades em 05,x). Nesse caso, ndo existe braco preto de 9S,x, para I quando
v é branco.

Figura 5.1: Se um vértice v é pivotal para A;, nos casos 1 e 2, o evento de 4 bragos ocorre
localmente.

Observamos também que a existéncia de dois bracos pretos disjuntos chegando em I] ndo
permite que um sitio seja pivotal nesse evento. Calcular a probabilidade desses eventos é
invidvel, porém podemos analisar o que acontece na vizinhanca de um sitio pivotal. Dessa
forma, vamos definir o losango R(v) ao redor de v. Se 0 € R(v), ndo podemos dizer nada com
respeito a eventos de bracgos saindo de v, dessa forma gostarlamos de evitar esse problema.
Caso contrario, v ser pivotal implica na existéncia de 4 bracos de cores alternadas saindo de
v: 11 nos dé os bracos pretos e ¢, os brancos. Além disso, se R(v) for “pequeno demais’, ndo
serd possivel reconstruir os cruzamentos através dos fragmentos de bracos dentro de R(v).
Por isso, utilizamos uma escala grande o suficiente para reconstruir os bracos do lado de
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fora, evitando incluir o 0 e o exterior de dSyx em R(v): se 21 < ]| < 21+2 para algum
[ > 1, definimos R(v) = Sy (v).

Com a definicdo dada, podemos checar que R(v) € Sy o+, de forma que para qualquer
t € [0,1], Py(dSp, ~» OR(v)) < Py(dSyry ~» 0Sy) (e analogamente para {9Syss ~
0Syx }). Além disso, usando extensibilidade e quasi-multiplicatividade, conseqguimos recuperar
o evento original, visto que obtemos que para alguma constante universal C; > 0,

Py(DSoro ~ DSy )Py (8Sys ~» DSk) < CLP(A{L (280, 2K)).
Dal, reunindo essas informacdes, temos

P, (v é pivotal para Ai{il(Zko, 25Y)
< Py ({0Syke ~ Ot} N {0Ss1s ~ DSk} N {v ~y 0, DS (v)})
= P (0Syxe ~ 0S5 )Py(DSgirs ~ DSK)PL(v ~ 44, DS (v))
< OYP(A]] (25, 25) Py (v~ 0, 05 (v)),

onde a igualdade vale por independéncia dos trés eventos, visto que eles sao definidos em
conjuntos de sitios disjuntos (lembrando que o4 = PBPB). Substitu{imos em 5.1 para obter:

d=  </r
S P(A]7 (2%, 25))

<C Y (= p)PUA]L (25, 25) P (v a6, 0801 (0))

VES,ko+3 gk —3

Dividimos por I@t(ﬁi{g@ko, 2KY) para que a derivada do logaritmo da probabilidade apareca:

d. = < -
SHogB (AL @ 2N < Y (= IR0 e, 05 (0).

VES ko +3 oK —3

Dessa forma, integrando ambos os lados, vemos que é suficiente demonstrar que

/0 Z (ﬁv - p)ﬁbt(v M4 oy 05,1 (U)) dt < C, (5.2)

VES ko +3 oK —3

para alguma constante universal C' > 0. Obtivemos o que gostarlamos e agora vamos partir
para os outros dois casos: apesar dos cdlculos serem diferentes, vamos reduzir o problema a
essa desigualdade.

Caso 2: j par e o alternando

Nesse caso, para AT = AT (2% 25) A= = A= (2% 2K), podemos escrever
T/ roke oK\Y _ A+ -
A/7 (@2 25)) = At A

com AT = {ocorrem j/2 bracos pretos disjuntos r; : OSqk, ~ Il,i € {1,3,...,5 — 1}} e
A~ = {ocorrem j/2 bracos brancos disjuntos 7; : 9Sqry ~ Il,i € {2,4,...,7}}.
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A partir daqui, prosseguimos como no primeiro caso: defina a familia de medidas (]fbt)te[(]jl]
como a interpolagao dos parametros das medidas P, e P em Syrgts ox—s. Obtemos da a
Férmula de Russo generalizada que

= Z (Pp—p) [If”t(v é pivotal para A" mas ndo para A=, A~ ocorre) (5.3)

v€52k0+3y2K73

— P,(v é pivotal para A~ mas nado para At A+ ocorre)|.

Note que o evento {v é pivotal para AT mas ndo para A=, A~ ocorre} acontece se, e so-

mente se, para algum ¢’ € {1,3,...,j — 1}, tivermos
e existem j bracos disjuntos monocromaticos rq,...,r; saindo de 0S5, e chegando em
Ii,..., I, com v € ry: 7; é branco se i é par e preto se i é {mpar, com a possivel

~ 77/
excecdo de 7 em v (0 evento A7% (2% 2K) acontece se v é preto):
o ’

e existe um caminho ¢ com v € ¢y e tal que ¢; \ {v} é branco, de forma que ¢; separa
0Syx, de I}, (cy deve ser um caminho com as duas extremidades em 0Syx, podendo
incluir os cruzamentos vizinhos ry_1 e ry41). Nesse caso, ndo existe braco preto de
0S4k, para I, quando v é branco.

Definimos R(v) como no caso anterior e as mesmas observacoes valem: para qualquer t €
[0, 1], por quasi-multiplicatividade e extensibilidade, existe constante universal Cy > 0 tal
que
Py( A0 (250, 2)) (A, (2772, 25)) < CyPy(A]] (2%, 25)),
Com isso e com a caracterizacao de um s{tio ser pivotal, obtemos, por independéncia entre os
trés eventos, que
P,(v é pivotal para AT mas nao para A=, A~ ocorre)

< Py(Aj, (25,2 N A, (273,25) N {v ~g 0, 0Sy(v)})

= Py(A4;,, (2", 2'))Py(A;0 (2742, 25) )P (0 4.5, 081 (0))

< CoPy (AL (2% 2K))P(0 =4 5, DSy (v)).

O mesmo argumento vale para {v é pivotal para A~ mas ndo para A™, AT ocorre}. Substi-
tuindo em 5.3, obtemos

dt
<20, Y (o — p)PUALL (2%, 25)P(v vy 0, OSn(v)),

v652k0+3 72}(73

SR 20,2

e dividindo por I@)t(fl'j{:@ko, 2K)), obtemos a derivada do logaritmo da probabilidade:

‘ log IP’t A{j’(gko,z’f))H <20, Y (P = P)P(v g, 0Su(v)),

v652k0+32K73
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Como prometido, reduzimos o problema a calcular 5.2.

Caso 3: quaisquer j,0

No caso geral, o fato de podermos ter bragos consecutivos de mesma cor é um problema
para identificarmos, assim como fizemos nos casos anteriores, um caminho de cor oposta que
“bloqueie” a zona de aterrisagem, portanto vamos precisar da nocdo de bracos com defeitos
para aplicar essa mesma ideia. Por exemplo, se v € r; e esse braco é preto, ainda temos os
dois bracos pretos saindo de v, mas nao necessariamente os dois bracos brancos alcancam

OR(v).

Para simplificar a nogao de um vértice ser pivotal, definimos um evento novo: agrupamos os
bracos consecutivos de mesma cor. Seja (riq,riqﬂ, - ,Tiq_Hq_l) sequéncia de [, bragos de
mesma cor, tomamos um intervalo I, cobrindo todas as I;,i, < i < i, + 1, — 1 e trocamos a
condicao "r; ~» I; para todo i, <i < i, 41, — 1" por "r; ~ I, para todo i, < i < i, +1,—1"
Constru{mos dessa forma o evento A = AT N A~; note que é um evento intermedidrio entre
Aj (20 2K e A'J{il(2k0,2K), portanto

P,(A) < Py(A, (2%, 25)). (5.4)

Com esse evento alternativo, podemos utilizar o Teorema de Menger (veja [1], Teorema 3.3.1):
considerando o conjunto de todos os bracos, por exemplo pretos, que saem de 0S5k, e chegam
em I~q como acima, se existe v pivotal para a ocorréncia desses caminhos, entdo o Teorema
de Menger garante que a quantidade total, digamos 7', de bracos pretos disjuntos saindo de
0S5k, € chegando em fq é exatamente [,. De fato, pelo Teorema de Menger, se T" > [,, a
quantidade minima de sitios cujos estados precisarlamos trocar para nao existir [, caminhos
disjuntos é pelo menos 2, ou seja, ndo temos sitio pivotal para esse evento. Dessa forma, vale
que: {v é pivotal para A* mas ndo para A=, A~ ocorre} acontece se, e somente se, para
algum braco ry num conjunto de bragos pretos (n-q,riqﬂ, . ,n-qu_l):

e existem j bragos disjuntos monocromaticos rq,...,7; saindo de 95 e chegando em
seus respectivos fq (um ndmero apropriado de bracos para cada intervalo), com v € ry:
cada um dos bracos é da cor prescrita, exceto possivelmente 7y em v (0 evento A
acontece se v € preto);

e existe um caminho ¢; separando 0S,k, de I;: esse caminho é branco, exceto em, no
maximo, [, — 1 sitios e, além deles, possivelmente em v.(podemos separar 9Syr, de I,
trocando o estado de, no méximo, [, — 1 sitios quando v é branco).

Novamente, tomamos o mesmo losango R(v) C Sy o143 associado a v. Se o evento de 4 bragos
saindo de v, {v ~>4,, 0Su-1(v)}, ocorre, a conclusdo seque por extensibilidade, utilizando
os mesmos argumentos dos casos anteriores. Caso contrério, existe algum I/, 1 <" <[ —2,
tal que o defeito em ¢y mais préximo de v ocorre em Syri1(v) \ Sor (v): nesse caso, o evento
de 4 bragos acontece no pedaco anterior ao primeiro defeito ( {v ~>4,, OSy(v)} ocorre),
enquanto que o evento de 6 bracos com no maximo j defeitos ocorre no pedago posterior ao
primeiro defeito ({OSqr+1(v) ngg 0S5 (v)} ocorre, onde oy = PPBPPB). Dessa maneira,

definimos o evento E(v) :
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Figura 52: No terceiro caso, eventos mais complicados podem acontecer, com 4 bracos
localmente e 6 bragos saindo da caixa 9S,r41

E(v) :={existe I' € {1,...,1 — 2} tal que v ~>4,, Sy (v) & OSqrs1(V) wngé DSy (v)}
U {U M40y 832171 (U)}

Mostraremos agora que para alguma constante universal C7 > 0,

P,(E(v)) < C7Py(v ~44, 0Sx(v)) (5.5)

Vamos lidar primeiramente com o evento de 6 bracos com defeitos: pela Proposicao 3.5.4, a
probabilidade desse evento acontecer é aproximadamente a mesma do evento sem defeitos,
com uma correcao logaritmica. Usando a consequéncia da desigualdade de Reimer 3.1.1 e a
cota a-priori para um braco 3.3.2, obtemos:

Py(DSyr1(v) ~, DS (v))
< Cs(1 = 1) P(0Sqr1: (v) 6,01 052(V))
< Cy(l = UV Py(8Sgr41 (1) ~4,0, D51 (0))Py(DSgrr41(v) 9, pp DS (v))
< Oyl = 1Y PDS 11 (V) ~4.y DSot(v))27 1),

Para estimar a probabilidade de E(v), basta somar sobre as possibilidades de {": por quasi-
multiplicatividade,

-2
Zﬁpt(v M h,04 8521/ (v))Ith(aSy,H ('U) WG,O’& 85’21 (U))
I'=1
-2 _ )
< CiYy Pi(v a0, 050 (0)PL(OS5r41(v) vy 08y (0)(1 = 1270
=1
-2 _
< C5 Y B0 v, 98 (0))(1 = )27 )
I'=1
~ -2
= OSPt(U 404 0S4y (U)) Z(l — l’)j2—o/(l—l’)

'=1

< Cﬁﬁpt(v 4,04 aS2l (U)>7
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visto que S0, (1 — 11727071 < 5% 9=t < o0 Dessa forma, encontramos a equacéo
5.5. A partir dai, a argumentacao é a mesma do caso 2:

P,(v é pivotal para A* mas ndo para A=, A~ ocorre)
< Py A (270, 2B (A0 (272, 25) )Py E (v))
< CiPy(Aj0 (2%, 25)) Py (v .0, 0521 (v))
< CsPy (0 ~ 4,6, 0S9(v))Py(A),

onde a ultima desigualdade seque de 5.4. Dal, obtemos
’_ log Pt ‘ < Cy Z (Po — p)Pt(U 4.0, 0S91(V)),
U652k0+3y2K73

e a equacao 5.2 seria suficiente.

Soma final

Agora sé nos resta provar 5.2, ou seja, que para alguma constante universal C' > 0,
1 ~
/ > (P = P)Pi(v ~ag, 09w (v)) dt < C. (5.6)
0

A principal relagao que vamos utilizar na prova seque da Formula de Russo, com a qual
podemos contar sitios com 4 bracos. Sejam N qualquer e P uma medida entre P, e P;_,,
entao

/Z PIBi(v {1, 9Sx) dt = B(&1(Sh) ~ By(@u(Sy) <1, (57)

vESN

onde I é a sequéncia de aterrisagem que consiste dos 4 lados de dSy.

Assuma que v € Sayi+1g1+2 cOmo antes. Vamos subdividir esse anel em 12 sub-caixas de

t ho 21 (cad b-caixa € “copia” de S. Fi 53 denot
amanho (cada sub-caixa é uma “cépia” de Sy, como na Figura 5.3), que denotamos por

R, (tedl, ..., 12}). Pelo menos uma dessas sub-caixas contém v, a denotamos por R(v).
ol+ ’ ’

A cada uma dessas caixas associamos uma caixa maior R, de tamanho 22 (“cépias” de

Syi+1), com notacdo analoga R'(v). Note que
{v ~4 5, 0S9112(v)} C {v ~40, OR (1)} C {v ~o4q, S (v)},
portanto, temos, por extensibilidade, que
Py(v ~ 4,5, 0S5 (V)) X Py(v ~oy g, OR (V).
Dessa forma, é suficiente encontrar uma cota superior para

Z Z/ Z Pt (V40 8R’2@) (5.8)

j=ko+3 i=1 eRz
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e para isso vamos mostrar que para cada ¢ € {1,...,12} e fixo t € [0, 1],
Sy = 3" (hy — p)Pe(v ~a0, ORY)
veR];

de fato decai rdpido o suficiente quando, comecando de j = K —4, fazemos j decrescer. Tendo
isso em vista, gostarlamos de trabalhar com uma medida que tenha alguma regularidade entre
essas sub-caixas. Para cada R’i definimos a nova medida P dentro de Sy« duplicando os
parametros da caixa R periodicamente dentro de Syx-3 e tomando p, = p, se v € Syxr-s.
Como essa caixa tem tamanho 27+ essa medida contém 225K=7-3) cépias da caixa original,
que vamos denotar por (R’) Também consideramos uma caixa menor de tamanho 27 centrada
em R’ que denotamos por R,.

(9521+2

Figura 5.3: Substitu(mos cada R(v) = Sy (v) por alguma das Rf,,, (i =1,2,...,12)
Restringimos a soma aos sitios na unido dos R,'s: vamos utilizar que U, R, C Sy« para obter

Z (P — p)ENDt(U 4,0, 0Sox)

vES K3
>3 Py — PPV ~40, OSox)

4 vER,

> C1 Y Y (Po = P)PUv ~u0, ORYPUR) ~4, 0Sax)

4 veER,

e (Z Py(R, ~40 ang)) St
q

G <Z Pi( R} ~5,0, OSyi )Pi(R) ~ 352K>—1> 5+

q
> 2% (K= (Z I@t(R; 505 aSzK)> 527(4)7

onde na penultima desigualdade utilizamos a desigualdade de Reimer e, na ultima, a cota
a-priort para um braco.

Agora, definimos analogamente a caixa R/ de tamanho 2/%? centrada em R. Dessa vez,
temos que UgRY 2 Sox. Além disso, pelo Lema 422, ZDGR, P(v ~+54, OR)) =< 1. Dal, para

o evento de 5 bra(;os
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(5.10)
Cy (Z Py(OR! ~50, 852;()) .

q

Também pelo Lema 4.2.2, ZUES . Pt(v ~5.05 095k) < 1 e, por extensibilidade, temos que

P(OR) ~5.0, 0Sar) < Py(OR] ~5,4; 0Sax). Com isso e com a relacao de 5 bragos acima
(equacao 5.10),
D PRl ~5,4, 08ax) > Cs (5.11)

para alguma constante universal C5 > 0. Substituindo na expressao de 4 bragos anterior
(equacao 5.9), isso implica que

557(4) < 062—0/(1(—]') Z (Do — p)]fbt(v ~ 4,04 OS9K). (5.12)

UESQK_;;

Finalmente, note que a equagdo 5.7 nos da que, para alguma constante universal C” > 0

/ > (Bo— )PV ~a, OSox)dt < C”
”UGSQK 3
Integrando 5.12 e utilizando a relagao acima, temos que

> (o — PPV ~a 0, ORY) dt < Cr2 K)

0 —
vGR;j

A soma da equacao 5.8 é, portanto, menor que

K—4 0o
D 120727 < Gy 27 < o0,
j=ko+3 r=0
0 que completa a prova. |

5.2 Informagdes complementares

Teorema para anéis generalizados

Podemos obter uma versdo do Teorema 5.1.1 para losangos ndo concéntricos. Por exemplo,
para qualquer n > 0 fixo,

P(3S,(v) ~ 8Sy) = P,(9S, ~ dSy) (5.13)

uniformemente em v € Sq_,n. Isso seque do comentdrio feito para anéis generalizados
(equacao 3.2) combinado com o Teorema 5.1.1 aplicado na medida P (IPJ transladado por v).
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Uma cota complementar

Uma das consequéncias do Teorema 5.1.1 é que a percolagao quase critica dentro da janela
de tamanho L(p) pode ser vista, assintoticamente, como a percolacdo critica. Seguindo as
ideias da prova anterior, podemos obter uma cota na outra direcdo: a probabilidade do evento
de um braco varia uma quantidade nao negligencidvel, como a probabilidade de eventos de
cruzamento, ou seja, existe uma diferenca macroscopica para o regime critico.

Proposicao 5.2.1. Existe uma constante universal C' > 1 tal que para todo p > 1/2,
Py(0 ~ 8S1(p)) = CPyyo(0 ~» 3Sip)). (5.14)

Demonstracdo: Tome K tal que 2K < L(p) < 25F! e considere a familia de medidas
(I@)t)te[o,l} que é a interpolagao linear entre Py/5 e P,. Escreva A = {0 ~» 8SL(p)}. Por
argumentos de colagem (como o argumento utilizado para o cdlculo da soma final do Teorema
5.1.1), temos que para qualquer v € Syx -1 o3,

~

P;(v é pivotal para A)
> C1P,(0 ~ DSgx—5)Py(Sarc—2 ~» DS ) )Pi(v ~4,0, OSaxc—5(v))
> CyP(0 ~» DSox )Py(0 ~45, DSar—s(v)).

Dessa forma,

2 og [@t(A)} > S (0 2)Bi(v v, 085x5(v)

VESYK 4 K -3

> Cy(p — 1/2) L(p)*Pe(0 ~> 40, OS1p)),

visto que cada sitio v € Syx-1 5x-3 produz uma contribuicdo de ordem P(0 ~y 0, 0SL(p). Na
préxima secao (Proposicao 6.14), vamos mostrar que (p—1/2)L(p)?P,(0 ~ 40, OSLp)) <X 1,0
que nos permite concluir o resultado (isso ndo causa nenhum problema, visto que ndo vamos
utilizar esse resultado mais a frente). |
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Capitulo 6

Consequéncias para as funcoes
caracteristicas

6.1 Diferentes comprimentos caracteristicos

Um comprimento caracteristico é uma quantidade cuja intencdo é medir uma escala “t(pica”
do sistema. Esses comprimentos sdo utilizados para prever o comportamento do sistema e
é esperado que, apesar de existirem diferentes definicdes naturais para tais quantidades,
produzam tamanhos de mesma ordem de magnitude. Para a percolacao em duas dimensdes,
as trés definicdes mais comuns sao:

Escala de tamanho finito

Os comprimentos L. definidos no inicio do trabalho, introduzidos em [6], sdo conhecidos como
“comprimentos caracteristicos de escala de tamanho finito":

L(p) = min{n : P,(Cy(R,) <€)}, quandop < 1/2,
\P) = min{n : P,(C;;(R,) <€)}, quandop>1/2.
Raio médio de um aglomerado finito

O raio médio (quadratico) de um aglomerado finito mede o tamanho “t(pico” de um aglomerado
finito, e pode ser definido como

1/2

MWUHC EJWF (0~ 2,]C(0)] < 0) (62)

£(p) =

Probabilidades de conexao

Uma possivel terceira definicao seria via decaimento das correlacoes. Tome primeiramente
p < 1/2. Para dois sitios z,y consideramos a probabilidade de conexdo entre eles

Tay = Pp(z ~> ), (6.3)
e consideramos o maximo das probabilidades de conexdo entre sitios a uma distancia n

Tp i= SUD Toa, (6.4)
€IS,



6.1. Diferentes comprimentos caracter(sticos 59

que estd bem definido por invaridncia por translacao. Gostartamos de estudar o limite quando
n — oo dessa quantidade. Para isso, precisamos do seguinte resultado referente a conver-
géncia de sequéncias sub-aditivas:

Lema 6.1.1. Seja (a,)n>1 uma sequéncia tal que, para todo m,n > 1,
Gm+4n S A, + Q.

Entdo a a
lim — = inf = (6.5)
n—oo N, n>1l n
Demonstragao: Sejam k,n > 1. Existem ¢,r € Ny, com r < k, tais que n = kq + r. Logo,
pela definicao de sequéncia sub-aditiva, temos
Un _ Ohgtr - 9% +a, _ qag

my,
< < —+—,
n n n qk n

com my = max{ay,...,a,_1}. Dessa forma, como isso vale para todo k, obtemos que
. a . s L e . .
limsup,, ., = < infz>; 5. Como, pela definicao de (nfimo, temos a desigualdade inversa,
vale a igualdade 6.5, como querlamos. |
Para estudar o limite quando n — oo de 7, note que para quaisquer n,m > 0, temos

7_n-‘,-m Z TnTm,

que garante que a sequéncia (—logT,),>0 € sub-aditiva. Pelo Lema 6.1.1, a sequéncia
(—log 7, /n),>0 converge, de forma que existe uma constante £(p) > 0 (possivelmente oo) tal

que
log 7, 1 log 7.,
8T %~——mf(— 8T, ) (6.6)
n §p) m
quando n — oo. Com esse limite e pelas definicdes, note a sequinte cota a-priori:

P,(0 ~ ) < o~ llelloo /€(p) (6.7)

Para p > 1/2, utilizamos a simetria entre p e 1 — p e consideramos os eventos para bracos
de cor branca: consideramos
7 = sup P,(0 ~" z), (6.8)

n
€08y,

e definimos £(p) analogamente. Vale uma cota a-priori idéntica:
P,(0 ~* z) < o~ llzlloc /€(p) (6.9)

Perceba que esse comprimento herda a propriedade de simetria:

£(p) = E&(1—p).

Relagoes entre os diferentes comprimentos

Como dito anteriormente, esperamos que esses comprimentos caracter{sticos tenham a mesma
ordem de magnitude, o que de fato ocorre: como consequéncia dos lemas de separacdo e
dos teoremas anteriormente demonstrados, vamos mostrar que, para €,€¢’ € (0,1/2), L < L;
posteriormente que L < & e finalmente, que L < 13
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6.2 Principais expoentes criticos

Vamos estudar trés funcoes habitualmente usadas para descrever o comportamento da per-
colacao.

2 N
e {(p) = [E[|C(o)\;|10(o)\<oo] oL z|AP, (0~ 2, |C(0)] < oo)] média quadrética de um
aglomerado finito;

e d(p) := P,(0 ~» 00). Essa funcdo pode ser vista como a densidade do aglomerado
infinito Cw no sentido que por ergodicidade temos que

1
W'SN N Cs| X5 6(p) (6.10)

quando N — oo.

e x(p) =E,[|C(0)];|C(0)] < oc] o tamanho médio de um aglomerado finito.
Teorema 6.2.1 (Expoentes criticos). As sequintes estimativas para leis de poténcia valem:

. Quando p — 1/2,

E(p) = E(p) = Lp) = [p — 1/2/*°, (6.11)
it. Quando p — 1/27,
0(p) ~ |p — 1/2|>/3. (6.12)
iit. Quando p — 1/2,
X(p) ~ |p— 1/2]7/%. (6.13)

Os expoentes correspondentes sdo geralmente denotados por, respectivamente, v, 3 e . Esse
Teorema vai ser provado ao longo das préximas subsecdes como consequéncia dos expoentes
(Teorema 4.1.3) para eventos de braco para percolacao critica com as estimativas estabelecidas
para percolacdo quase critica.

6.3 Expoente critico para L

Derivamos o expoente critico para L.(p) ao contar os sitios pivotais para o evento de cruza-
mento horizontal de uma caixa de tamanho L.(p), que coincidem com os sitios pivotais para

0 evento A;ﬁ;, com 04 = PBPB e I sendo os lados da caixa.

Proposicao 6.3.1 (10, 17]). Dado € € (0, 1/2) fixo, temos

p = 1/2|(Le(p))*ma(Le(p)) =< 1. (6.14)

Observacao 6.3.2. O expoente critico para L, seque da Proposicao e do expoente do evento
de 4 bracos, oy = 5/4, enunciado no Teorema 4.1.3: quando p — 1/2,

L~ |p = 1/2/(Le(p)*(Le(p) ™" = [p — 1/2|(Le(p))*"*
= L(p) ~|p—1/2]""*
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1/2

Figura 6.1: Se nos restringirmos aos sitios em [nL(p),n(1 — L(p))]?, esses sitios produzem
contribuicoes de mesma ordem de magnitude

Demonstragdo: Por simetria, podemos assumir que p > 1/2. A ideia para a prova é utilizar
a férmula de Russo para estimar a variagao na probabilidade do evento @ ([0, Lc(p)]®) entre
1/2 e p, que faz o evento fl;ﬁm aparecer. Pela definicdo de L.(p), a variacao na probabilidade
de eventos de cruzamento é de ordem 1, e os sitios “nao tdo proximos da borda” produzem
contribuicoes de mesma ordem. O resultado segue ao mostrarmos que, juntando todos os
sttios, eles produzem uma variacdo nao negligencidvel para as probabilidades de cruzamento.
Para isso, vamos precisar do seguinte Lema:

Lema 6.3.3. Para qualquer 6 > 0, 3ny > 0 tal que para todo p, P entre P, e P,_,, temos:

para qualquer paralelogramo [0, n] x [0, m] de lados n,m < L.(p) cuja razao é menor que 2
(ou seja, 1/2 < n/m < 2), para qualquer n < n,

P(&4([0,n] x [0,m])) = P(&x ([0, (1 +n)n] x [0,m]))| <

Demonstragao: Por inclusdo de eventos, é claro que

P(€1([0,n] x [0,m])) = P(&x ([0, (1 +n)n] x [0,m])).

Figura 6.2: E possivel estender cruzamentos em [0,n] x [0,mm] para cruzamentos no para-
lelogramo maior [0, (1 + n)n] x [0,m] utilizando anéis concéntricos ao redor de Z, e da
extremidade do caminho no primeiro paralelogramo
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Para a outra cota, vamos utilizar a mesma ideia usada para a prova do Lema 3.4.2: utilizamos
anéis concéntricos para “proteger” o topo direito de [0,n] x [0,m], Z, assim como o sitio na
borda direita da caixa no qual o cruzamento horizontal chega.

Considere as partes de anéis centrados em Z, de raio 2! tal que n%*n < 2! < '/2n, de
forma que esses anéis estejam contidos na caixa [0, n] x [0, m]. Escolhemos 7y de forma que
a probabilidade de existir pelo menos um cruzamento branco em um dos anéis seja de pelo
menos 1 — §/100, de forma que a probabilidade de existir um cruzamento horizontal preto
chegando a uma distancia menor que n%*n de Z, seja menor que 6/100. Note que RSW
garante que a cota inferior da probabilidade de existir cruzamento branco em um dos anéis
dependa somente da quantidade de anéis, de forma que sempre possamos escolher um 7
que satisfaca essa propriedade.

Assumindo que esse evento ocorre, condictonamos no cruzamento horizontal preto mais baixo,
que denotamos por ¢ e cuja intersecdo com a borda direita da caixa [0, n] x [0, m] denotamos
por z, e aplicamos RSW em anéis de raio 2!, com nn < 2! < 1*/*n, centrados em z, como
mostra a Figura 6.2. Note que um cruzamento preto em algum desses anéis necessariamente
estende o cruzamento ¢ para a borda direita da caixa de lado (1 4+ n)n. Além disso, a
existéncia dessa extensdo é independente de ¢, pois ndo depende dos sitios abaixo de ¢. Com
isso,

P(&5([0, (1 +n)n] x [0,m]))

> P(@x([0,n] x [0,m]))P(existe cruzamento preto em algum dos anéis da forma 21

Escolhendo 1y pequeno o suficiente, a probabilidade de existir alguma dessas extensoes, é
de pelo menos 1 — §/100, de forma que

P(€x ([0, (1+n)n] x [0,m])) > (1 — 6/100)P(Br ([0, n] x [0,m]))

e dal segue o resultado.
[

Voltamos para a demonstracao da Proposicdo. Tome 7o associado a ¢ = €/100 pelo Lema
6.33, escreva n = 19/4 e defina a medida P com parametros

pm =] P oseve [nLe(p), (1 —n)Le(p)]?,
v 1/2, caso contrario .

Vamos mostrar que PO (By([0, L (p)]?)) e Py(Bu([0, L(p)]?)) estdo muito préximas ao
mostrar que estdo proximas de PO (@ ([nLe(p), (1 —n)L(p)?)) = P,(Bu([nL(p), (1 —
n)Le(p)]?)). De fato, para qualquer medida P € {P™ P,}, temos

P(Gw([0, L (p)]?)) < P(Eu([nLc(p), (1 —n)Lc(p)] x [0, Lc(p)]))
1 —P(&Gy([nLe(p), (1 —n)Le(p)] x [0, Le(p)]))

— (B(& (InLe(p). (1 =) L(p)]) — 25)
= B(@u([nL(p), (1 = )L p)) +26,

onde a primeira desigualdade vale por inclusdao de eventos e a sequnda seque do Lema 6.3.3,
que utilizamos duas vezes, para reduzir o tamanho da caixa dos lados esquerdo e direito. Por

|/\
— 'ﬁ?
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outro lado, também vale

P(&r([0, Le(p)]*) = P(&n([nLe(p), (1 — n)Le(p)] x [0, Le(p)])) — 26
=1 PGy ([1Le(p), (1 = ) Le(p)] x [0, Le(p)])) — 26
> 1= P(&y([nLe(p), (1 = n)Le(p))*)) — 26
= P(Eu([nLe(p). (1 — n)Lc(p)]*)) — 26.

Em particular, obtemos pela prépria definicao de L.(p) que

PG ([0, Le(p)]*)) = Pyp(€u ([0, Le(p)]?)) — 40 > (1/2+ €) — 46,

ou seja, os sitios em [nLe(p), (1 —n)L.(p)] produzem uma contribuicdo ndo negligencidvel
para a variacdo da probabilidade dos eventos de cruzamento.

Aplicamos agora a férmula de Russo para as medidas (I@ﬁ"))te[o,” cujos parametros sao uma
interpolacao entre p e 1/2, piP(t) =t - p" + (1 — ) - 1/2, e os eventos Gy ([0, Lc(p)]?), e
obtemos

3 (p— 1/2)B (0 ~ {1 00, L(p))?) dt

O velmLe(p),1—n)Le®)
= PO (@ ([0, Le(p)]*)) — P112([0, Le(p)])) = /2,
portanto essa quantidade é de ordem 1. Finalmente, uma vez que 7 estd fixado, utilizamos

os lemas de separacdo para concluir que, uniformemente em p, P entre P,ePi_, eve
[nLe(p), (1 = 1) Le(p))*,
B g, 00, Le(p)) < B a0, 0531, (v)
= IEI’1/2(0 4,04 853&(1)))
= Pl/z(o 4,04 8SL€(p)).

O resultado segue ao notar que na integral anterior,
Do = 1Y2B (g, 00, Lp)’) < (Le(p))*ma(Le(p)).
vEMLe(p),(1-n)Le(p)]?

[
Os resultados que vimos até entao valem para qualquer valor € € (0,1/2) fixo, em particular
a Proposicao 6.14. Combinamos esse resultado com o expoente de 4 bracos para encontrar
que o comportamento assintético de L. quando € — 0 nao depende do valor de e.

Corolario 6.3.4. Para quaisquer €,¢" € (0,1/2),
Le(p) = Le(p). (6.15)

Demonstragdo: Assumimos que € < ¢, de forma que L(p) > Lo (p). Precisamos mostrar
que para alguma constante C' > 0, L.(p) < C'L.(p). Pela Proposicdo anterior, sabemos que

p = 1/2|(Le(p))*ma(Le(p)) = 1 = |p — 1/2|(Le (p)*74(Le (p))),
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de forma que para alguma constante Cf,

(Le(p))*ma(Le(p))
(Le (p))*ma(Le (p))

(
A quasi-multiplicatividade nos déd que m4(Lc(p)) < C'my(Le(p))ma(Le(p), Le(p)), para al-
guma constante C’, de forma que

(L) ) ma(Lo(p)) y
((E00) <Oy < Combeto) L™

A desigualdade de Reimer juntamente com o expoente de 5 bracos e a cota a-priori para o
evento de 1 braco nos ddo que

Ch.

IA

7T4<Le’(p)7Le(p>> Z 77'1([/6/(]9)7Le(p)>717r5<Le’(p)7Le(p)> Z CS ( :
Juntando as duas desiqualdades anteriores, obtemos que

Le(p) < CY* Lu(p),

como quer{amos. [ |

6.4 Decaimento exponencial uniforme e expoente critico para

0

Gostartamos de mostrar que L(p) é de fato a escala correta na qual a percolacao quase critica
pode ser tratada como a percolacdo critica. Até agora, nossos argumentos para os lemas de
separacao, eventos de bracos perto da criticalidade e o expoente critico para L foram baseados
em RSW em escala n < L(p), onde a percolacdo critica e quase critica puderam ser tratadas
simultaneamente. Por outro lado pela definicao de L(p), quando n > L(p) a figura comeca
a mudar para a de uma percolacdo super/sub-critica.

Para isso, vamos mostrar uma propriedade de decaimento exponencial uniforme em p. Essa
propriedade serd utilizada para ligar L aos outros comprimentos caracteristicos: vamos en-
contrar as seguintes expressoes para 6,£ e n em funcao de L:

1. 0(p) < m(L(p)).

Os expoentes criticos para esses comprimentos saem diretamente dessas expressoes, visto
que ja sabemos os expoentes para L e para os eventos de braco.
Decaimento exponencial uniforme

O Lema a sequir mostra que as correlacoes decaem exponencialmente com respeito a L(p).
Isso nos permite controlar a velocidade desse decaimento conforme p varia.
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Lema 6.4.1. Para qualquer ¢ € (0,1/2), existem constantes C; = C;i(e) > 0 (i = 1,2) tais
que para todo p < 1/2, todo n,

P,(€u([0,n] x [0,n])) < Cye= /L), (6.16)
Demonstracdo: Primeiramente, demonstramos a sequinte relacdo: para ¢’ = 102,
P,(%([0,2n] x [0,4n])) < C'[P,(€n ([0, 7] x [0,2n]))]%. (6.17)

De fato, é suficiente mostrar que um cruzamento horizontal em [0,2n] x [0,4n] induz um
cruzamento horizontal em dois sub-paralelogramos de tamanho [0, n] x [0, 2n]. Definimos os
4 sub-paralelogramos horizontais [0, 2n] x [in, (i+1)n], (i =0, ..., 3) e 6 sub-paralelogramos
verticais [in, (i + 1)n] x [jn, (j +2)n], (i =0,1, j = 0,1,2), como na Figura 6.3.

Figura 6.3: Pelo menos dois dos paralelogramos sao cruzados do jeito “facil”

Assumimos a ocorréncia de um cruzamento horizontal (que denotamos por ¢) no paralelogramo
mator que se inicla a esquerda de algum dos sub-paralelogramos verticais. Algum dos dois
cenarios ocorre:

e ¢ cruza a metade do paralelogramo maior, {n} x [0,4n], antes de cruzar o sub-
paralelogramo vertical do jeito dificil (induzindo um cruzamento do jeito facil em um
dos paralelogramos verticais),

e c cruza um dos paralelogramos verticais do jeito dificil antes de cruzar a metade do
paralelogramo maior (induzindo um cruzamento do jeito facil em um dos paralelogramos
horizontais).

Dessa forma, estamos apenas considerando ¢ (da esquerda para a direita) antes da pri-
meira intersecdo com {n} x [0,4n]. Considerando ¢ a partir a Ultima intersecao com {n} x
[0, 4n], reaplicamos o argumento anterior e, com isso, obtemos os dois cruzamentos em sub-
paralelogramos, como quertamos. Esses cruzamentos sao disjuntos por construcdo, entao a
afirmacdo seque como consequéncia da desigualdade de BK: denotamos cada um dos 10
sub-paralelogramos por R; e obtemos
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P,(€r(]0,2n] x [0,4n])) < P,(2 sub-paralelogramos sdo cruzados do jeito facil)
< D B(@u(R)oBu(Ry)

i,j€{1,...,10}
< ) [B(Bu((0,n] x [0,2n]))]?
i,j€{1,...,10}

< C'[P, (€ ([0, n] x [0,2n)))]%,

como quer{amos.

Lembramos que por definicao, P,(Ew ([0, L (p)] % [0, Lc(p)])) < € se € < €. Portanto, a
teoria de RSW implica que para todo € > 0, podemos tomar €y pequeno o suficiente para
obter, dependendo de € e independentemente de p que existe € tal que

Iterando a afirmacdo e tomando € como acima, temos que

C'Py(€r([0,2"Le(p)] x 0,2 Le(p)])) < C" (C'Py(@ ([0, 25 Le(p)] x [0,2°Le(p)])?))
< O (O"Py(€n ([0, 2" Le(p)] x [0,2"7 ' Le(p)])?))
<< (O

2

Em particular, escolhemos € = 1/(e*C”). Para cada inteiro n > L(p), tomamos k = k(n)
inteiro tal que 2¥ < n/L.(p) < 2% e obtemos

Py(1([0,n] x [0,n])) < By(€r([0, 2" Le(p)] x [0, 27 Le(p)]))

_ok+1
<62

elin/Lﬁ (p) .

VAR

Note que essa desigualdade vale inclusive para n < L.(p). Dessa maneira, provamos essa

propriedade do decaimento exponencial para qualquer e menor que algum ¢, fixo (dado por
RSW). O resultado para todo € € (0,1/2) seque do corolério 6.3.4.

[
Note que para a demonstracdo do Lema, ndo utilizamos nenhum dos resultados obtidos até
entdo, exceto pela equivaléncia dos comprimentos para diferentes valores de e. Dessa forma,
essa propriedade do decaimento exponencial uniforme poderia ser demonstrada anteriormente,
mas apenas para valores de € pequenos o suficiente.

Observagao 6.4.2. Serd til obter um resultado similar para cruzamentos em paralelogramos

”

alongados “do jeito facil”: para qualquer k > 1,
P,(@s([0, 1] x [0, kn])) < P05 n/1etw) (6.18)
para constantes Ci(k) (dependendo de k e de €). Esse resultado seque do Lema anterior,

combinado com o fato de que no Teorema 1.3.5 podemos tomar fj satisfazendo fx(1 —¢€) =
1 — Cre™ + o(e™) para C, a.
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Consequéncia para ¢

Quando p > 1/2, mostramos agora que a uma distancia L(p) da origem, jd ndo estamos “tao
longe do infinito” no sentido que, uma vez que alcancamos essa distancia, com probabilidade
positiva (limitada inferiormente longe de 0 uniformemente em p) chegamos ao infinito.

Corolario 6.4.3. Temos
0(p) = P,(0 ~ 00) < P, (0 ~ OSL(p)) (6.19)
uniformemente em p > 1/2.

Demonstragdo: Sabendo que 6(p) < IP,(0 ~» 0S1), é suficiente considerar paralelogramos
sobrepostos, como mostra a Figura 6.4, com cada um com o dobro do tamanho do anterior: o
primeiro sendo [0, L(p)] x [0,2L(p)], o segundo sendo [0,4L(p)] x [0,2L(p)], o terceiro sendo
[0,4L(p)] x [0,8L(p)] e assim por diante. A teoria de RSW nos garante que a probabilidade
de existir um cruzamento horizontal em [0, L(p)] x [0, £L(p)] é maior que alguma constante.
Dessa forma, a probabilidade da existéncia de 4 cruzamentos como mostra a Figura 6.4 é
pelo menos §* para algum ¢ > 0.

Figura 6.4: Consideramos paralelogramos sobrepostos, com o tamanho dobrando a cada passo.
A construgao em Sr,,) ocorre com probabilidade longe de 0 por RSW

Voltando a atencao aos paralelogramos maiores, a observacao 6.4.2 nos da que a probabi-

lidade de existir um cruzamento branco do ‘jeito facil” no k-ésimo paralelogramo é cotada
. _ k -
superiormente por Cie~%22" de forma que, ao utilizar FKG, obtemos

Py (0 ~ 00) > 5*P,(0 ~ 9S1) [ [ Bo(Bv ([0, 2°L(p)] x 0,257 L(p)]))

(e 9]

> 61P,(0 ~ 0S1) [ (1 — Cre= %)
k=0
Z C”Pp(O ~ GSL(p)),

visto que [y (1 — Cre=2") > 0. |
Combinamos o que obtemos (6.19) com o Teorema 5.1.1 para obter que, para p > 1/2,
0(p) < P,(0 ~ 0SL(p)) < P12(0 ~ 0S1ep)) = mi(L(p)). (6.20)

Com o expoente de 1 braco (a; = 5/48) enunciado no Teorema 4.1.3, e com o expoente critico
encontrado para L(p) na observacdo 6.3.2, derivamos o expoente critico para ¢: quando
p— 1/2%

0(p) = (L(p)">* = ((p = 1/2)7*) % = (p - 1/2)”*,

como enunciado no item it. do Teorema 6.2.1.
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Equivaléncia entre L e &

Para essa subsecdo, assumimos p < 1/2 para fixar ideias. Uma construcdo como a utilizada
na prova de RSW (Figura 1.4) nos da que

Py(€r([0, kL(p)] x [0, L(p)])) = 85167 % = Cre EHLWILE), (6.21)

de forma que L(p) mede exatamente a velocidade do decaimento. Com isso, comparamos o0s
dois comprimentos:

Corolario 6.4.4. Temos que .
¢ = L(p). (6.22)

Demonstragao: Considere x € 05,, e assuma, por exemplo, que x estd na parte direita de
0S,,: nesse caso, 0 ~ z implica que €x([0,n] X [n,n]) acontece. de forma que

Toe = Pp(0 ~» ) <P, (Er([0,n] x [0,2n]))

< CfZ)(;CéQ)n/L(p)

Por definicdo de 7,,, como a desigualdade acima vale para todo x € 05, seque que 7, <
C@e=C5n/L®) | que nos da que ThL(p) < C@ =7k ¢

_log (TkL(p)) S _log (CP) — CQ(Z)k . 02(2) .
kL(p) kL(p) koo L(p)

. log( (2) S .
= limy_y0o —%&f)”)) > % e obtemos a primeira desiqualdade:

1

Portanto, seqgue que )

£(p) < CL(p).

Por outro lado, a equagdo 6.21 nos da que P,(€x ([0, kL(p)]?)) > Che=%* para Cy, Cy > 0.
Além disso, a invariancia por translagao e a definicao de 751,y nos dao

P,(@n ([0, kL)) = By(@a(l— 2 L(p). L))

2 2
< Y By(w e 0Skp (@)
"€k L)
= Y B0~ 0Suwp)

PESk 1)

< (kL(p) + 1)*Thrm),

visto que um cruzamento horizontal em [—£L(p), £L(p)]? implica que algum dos sitios nessa
caixa tenha um caminho que percorra a distancia de kL(p). Consequentemente,

ThL) mPp(%H<[0, kL(p)]")) = m(jﬂ—@k_
Daf, ] ~
_IOg(TkL(p)) < _log (C1) = 2log(kL(p)) — Cok Cy

kL)~ kL(p) koo L(p)’

implicando a outra desigualdade: £(p) > C’L(p). |
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6.5 Expoentes criticos para Y, &

Algumas estimativas

Enunciamos aqui algumas estimativas que vamos utilizar para encontrar os expoentes criticos
restantes. As mesmas foram derivadas primeiramente para percolacdo critica (veja [12, 8]),
mas 0s mesmos argumentos sao suficientes para o caso de percolacdo quase critica, quando
n < L(p).

Lema 6.5.1. Uniformemente em p, P entre P, e Py_,, e n < L(p), temos:
1. El|z € S, : &~ 0S,|] =< n2my(n)

2. Para qualquer t > 0,

z||E PO ~ z) = 2|t P(0 25 2) < ntt2r2(n
0 00 1

{[GSn IESn
Em particular, o item 2 do Lema 6.5.1 com ¢ = 0 implica que
El|z € Sy : 2~ 0]] < E[|z € S, : 2 <% 0] < n?72(n).

Demonstragao: Primeiramente, vamos mostrar que na Proposicdo 3.3.2, podemos tomar o =
1/2 para 7 =1, ou seja, para quaisquer n < N inteiros,

mi(n, N) > C(n/N)"2. (6.23)

De fato, considere a divisao de Sy em sub-caixas, cépias de S, e destaquemos a faixa
central de sub-caixas, que denotamos por RY ie {1,...,N/n}. Note que um cruzamento
horizontal de Sy induz dois cruzamentos disjuntos (um para a esquerda e outro para a direita)
de alguma dessas cdpias de S,, para dSy. A desigualdade de BK nos déd que

P1jo(Bu(Sn)) < Prjo(ULT{RD ~» 89Sy} o {RY ~ 0Sy})

N/n
<> _Pip({RY) ~ Sy} o (R ~ 0Sw})
=1
N/n
<Y Pip({RY ~ 85y })?
=1
N
= Eﬂ'l (Tl, N>2

Como Py 5(€r(Sy)) = 1/2, obtemos m1(n, N) > C(n/N)'2

Prova do item 1. Usaremos que

Ellz € 8, : 1~ 08,]] = > Pz~ 0S,). (6.24)

IESn

Para a cota inferior, para qualquer x € S,,, consideramos a medida P* que é a translacdo de
P por x. Temos que

P(z ~ 85,) > P(2 ~» 8San(2)) > P*(0 ~» 0S5,) > C1P*(0 ~» 0S,) > Comy(n),
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Figura 6.5: Um cruzamento horizontal em Sy induz pelo menos 2 cruzamentos disjuntos em
alguma das caixas na faixa central.

onde na penultima desigualdade utilizamos extensibilidade e na ultima desigualdade utili-
zamos o Teorema 5.1.1.

Para a cota superior, vamos somar sobre paralelogramos concéntricos ao redor de 0, e con-
sideramos o evento {x ~» 0Syz0s,) (%)} 2 {x ~> IS, }:

Z If”(x ~ 08,) < Z IED(ZE ~ 08 4(2,08,)())

€Sy x€Sh

= Z I@’”‘"(O s an(IﬁSn))

TESh
n
< Cln X chn X OQPl/Q(O ~ 85’])
j=1
Usamos que temos no maximo Cjn sitios a uma distdncia j < n de 95, e novamente o
Teorema 5.1.1. Limitamos a ultima soma inferiormente: usando quasi-multiplicatividade,

n

anZm(j) = Cynmy(n) Z 1)) < Cynmy(n) Zm(j, n)~t.

m1(n)

j=1

Como 7 (j,n) > C(j/n)'/?, e portanto,

Z P(z ~~ 9S,) < Cynmi(n) (n1/2 Zj1/2> < Csn’mi(n),
j=1

xGSn

como quer{amos.
Prova do item 2. Por inclusdo de eventos,

> )P0~ 2) > > || B0 5 x),
€S TESH

portanto é suficiente mostrar uma cota superior para o lado esquerdo da equacdao e uma cota
inferior para o lado direito.
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Comegamos pela cota inferior: como n < L(p), a probabilidade de existir um circuito preto
¢ em Sa,/3, ao redor de 9Ss, /3 (evento que denotamos por E,) é de pelo menos &* por
RSW. Assuma que esse evento ocorre que 0 ~ 0S,. Note que para todo x € S,,/32n/3, S€
x ~> 0Ss,(x), em particular esse caminho cruza o circuito preto ¢, de forma que 2250 ocorre.
Portanto, para x € S,/32,/3, usando a desigualdade de FKG, extensibilidade e o Teorema
5.1.1, obtemos

P(0 % z) > I@)({E ocorre} N {0 ~> 95, } N {x ~ 0Ss,(z)})

> §4P(0 v 0S,)P(x ~» DSan(z))
> Cy7i(n).

Figura 6.6: Com essa construcao, que ocorre com probabilidade longe do 0 por RSW, qualquer
sltio x em S,,/3.9,,/3 conectado a uma distancia de 2n também estd conectado a 0 em S,

Consequentemente,

Yo lelllPOez) = Y 2]k Cini(n)

€Sy xesn/3,2n/3

> ) (n/3)Cimi(n)

TESn/3,2n/3
> Con'2mi(n).

Voltemos agora para a cota superior: defina & = k(n) tal que 2¥ < n < 281 e considere
uma divisdo logaritmica de \S,,. Temos

k+1
Do llzlEPO ) <+ Y0 > [l2llL PO~ ).
z€Sn J=3 $ES2j7172J‘

Seja = € S5 Note que Sy—2 e Sapi—2(x) sdo disjuntas, logo por independéncia de
eventos,
P(0 ~ x) < P(0 ~» 0Sgi—2)P(x ~ Saj—z ().
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Pelos mesmos argumentos anteriores (Teorema 5.1.1 e extensibilidade), essa quantidade é no
maximo Ca7i(2971). Como [Sgi-195] < C32% e para tal z, ||z||t, < 27, a soma ¢é limitada por

k+1 k+1

2 2/9j—1 240k - @
E Cy2% (V). Com?(2771) < 0,204 E :2 +t)(i—k (2k)

Novamente utilizamos a quasi-multiplicatividade e a cota a-priori para 1 braco para afirmar

que ”%(2(— < Cemy(2771,28)71 < €4270=R/2 além de que, pela definicdo de k = k(n),

224k 72 (9k) < Cyn®*Hr2(n). Portanto,

Z o+ (—k M1\ ) 7T1 2k < Cs Z o(2+1)(j—k —k)
< Oy Z 9 (1+0)1

I=-1

Como Zl ()l « 55, esse termo é no maximo uma constante Cy > 0. Dessa maneira,
reunindo as equaqoes:

> IallSB(0 ~ @) < Cron®'mi(n).

TESH

[
O Lema 6.5.2 a sequir nos permite associar diretamente L com x e £ A ideila principal é
mostrar que os sitios muito distantes de 0 tém uma contribuicdo negligencidvel, por causa da
propriedade do decaimento exponencial, de forma que os sitios em Sp,,y contribuam com uma
parcela relevante da soma total.

Lema 6.5.2. Para qualquer ¢t > 0, temos
Z ][5, (0 ~> @, |C(0)] < 00) < L(p)™**1(L(p)) (6.25)

uniformemente em p.

Demonstragao: A cota inferior seqgue do item 2 do Lema 6.5.1 e da seguinte inclusdo de
eventos: para todo = € Sy

SL(p)

{0~ 2, |C(0)| < 0o} 2 {0 ~= N3 circuito branco ao redor de 9S.,) em Sror},

e esses dois eventos sao independentes por dependerem de conjuntos disjuntos. Com isso,
temos que

ZH:CIV (0~ a, |CO) <o) 2 Y [lz]lkBy(0 ~ 2, |C(0)] < o0)

IGSL(p)

> P,(3 circuito branco ao redor de 0S5y, em Spar) Z ]| P, (0 oL 7)

!L’ESL(p)

> 50 [ellLPy(0 S ),

TESL(p)
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Figura 6.7: Para a cota superior, consideramos translacées de Sy, e somamos suas contri-
buicoes individuais.

com a Ultima desigualdade dada por RSW. O item 2 do Lema ?? nos permite afirmar que

3 2l By(0 ~E 2) = CLr3(L(p)),

CCESL(p>

donde seqgue a cota inferior.

Para a cota superior, vamos cobrir o plano por translacoes de Sy, e usaremos o decaimento
exponencial para as cdpias diferentes da original. Consideramos a familia de paralelogramos

(n1,m2)

St (2n1L(p), 2n2L(p)) (que vamos denotar por simplidade por S} ), para quaisquer
n1, Ny inteiros, como mostra a Figura 6.7. Podemos separar a contribuicao de Sp, (= S](;O’O))

do resto, para obter:

D lllEB(0 ~ 2, |C(0)] < o)

< > 2lEP0 ~ 2, |C(0)] < o0)
TESL(p)

+ 3 Y B~ 2, |C0)] < o)

n1,n2)7#(0,0 (n1,n2)

Com o item 2 do Lema 6.5.1, mostramos que o primeiro termo é da ordem de magnitude
desejada:

Y lzlliB(0 ~ 2, |C(0)] < o0) < CL(p)**mi(L(p)).

:EESL(p)

Para os termos restantes, vamos mostrar que cada paralelogramo a uma distancia kL(p) da
origem nos da uma contribuigao de ordem m(L(p)) - L' - Ey[|lz € Spp) :  ~» 0Srp)|] <
L2 (L(p)) (pelo item 1) multiplicada por uma quantidade que decai exponencialmente, de
forma que a série referente a esses termos convirja. Reagrupando os termos de acordo com
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sua distancia da origem, temos

2: ST Y [l B0 ~ 2, [C(0)] < o)

(n1 TLQ) S (n1,m2)
o TS

= Z Z Z [(2k + 1) L(p)]"P(0 ~~ z,|C(0)| < 0)
k=1 (n1,m2) L))
It ook "€

<> X CHRLM)EICO) NS IC0)] < o,
k=1 (n1,n2)
[(n1,m2)[lcc=k
onde usamos que a distancia maxima de um sitio em ng;)’)”” para a origem é de (2k+1)L(p).
Agora precisamos separar nos casos sub-critico e super-critico: em ambos os casos, vamos
provar que, para constantes Cp,Cy > 0,

E,[IC(0) N S5™1;1C(0)] < oo] < CLL*m3(L(p))e ", (6.26)

L(p)

Para p < 1/2, vamos utilizar a propriedade do decaimento exponencial para paralelogramos
longos (observacao 6.4.2) e o fato de que para que {0SL() ~+ OSkr(p) } ocorra, basta que
existam uma quantidade finita (dependendo apenas de k) cruzamentos em paralelogramos da
forma [0,n] x [0, kn] do jeito facil: temos que

P,(0S1p) ~ 0Skrm)) < C"Py(Ex([0,n] x [0,kn])) < Cye™*.
Com isso, por independéncia, quando |[(n1,n2)|ls = k, temos

E,[|C(0) N S} 1 1C(0)] < oc]

L(p)

< Py(0 ~ OSp) - Byllw € S{E™ + a ~» OSY™|

L(p)

Pp(9SLp) ~ 0S@k-1)L4))
< m(L(p)) - (C"L(p)*m(L(p))) - Cye ",
onde no primeiro termo utilizamos o Teorema 5.1.1 e no segundo termo utilizamos a definicao

de esperanca, que |Sp()| = CL(p)* e o Teorema 5.1.1.

Para p > 1/2, consequimos um resultado andlogo que pode ser deduzido do caso sub-critico:
denotando por C' o aglomerado correspondente ao cruzamento em questdo, temos que
IP’p((?SL(p) ~ 8SkL(p), |é| < OO)
< IP,(3 circuito branco em torno de um sitio de 0SLp) e um sitio de 8SkL(p))
S 056_06k.
Com isso, utilizamos a desigualdade de FKG para um evento ndo-crescente (a existéncia do

clrcuito branco) e outros eventos ndo-decrescentes, além da independéncia desses eventos
para obter

E,[1C(0) N 875" | 1C(0)] < o]
< Py(0 ~ 0S1n) - Eplle € S5 & s 0SS
- IP,(3 circuito branco em torno de um sitio de 05, e um sitio de 0Skr))

< m(L(p)) - (C"(L(p)*m(L(p))) - Cre™F,
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onde a seqgunda desigualdade seque dos mesmos argumentos do caso sub-critico. Como

existem no méximo C®k paralelogramos a uma distancia k da origem, para alguma constante
C®), o0 somatério anterior é no Maximo

> COk - R L(p)' - CLL(p) 7} (L(p))e~ @ < W (Z k) L(p)**#3(L(p))-
k=1 k=1

Como > p2, k'e%2F < oo, dal seque a cota superior desejada. |

Expoentes criticos para x e &

O Lema 6.5.2 anterior para t = 0 nos diz o sequinte:

Proposicao 6.5.3. Temos que

X(p) = E,[|C(0)[;1C(0)] < oo] < L(p)*i(L(p)) (6.27)

Em outras palavras, o tamanho médio de um aglomerado finito é equivalente (assintoticamente)
ao tamanho médio de um aglomerado finito préximo da criticalidade. Podemos derivar o
expoente critico para esse comprimento caracter{stico, usando o expoente critico para o evento
de 1 braco e o expoente de L(p):

X(p) = L(p)*[L(p) ™/ *] ~ |p — 1/2]7*/", (6.28)
Como enunciado no Teorema 6.2.1, vale o sequinte:

Proposicao 6.5.4. Temos que

&(p) = L(p).
Demonstragao: Relembramos que & foi definido via a férmula
1/2
§(p) = 2|2 P,(0 ~ x,|C(0)] < oo
= | gieEriow s 2 IR0 = 7100) <o
O Lema 6.5.2 para t = 2 e a Proposicdo 6.5.3 nos permitem concluir que
L(p)' w3 (L(p)]""
£(p x[— — Ly (6.29)
S )]

Em particular, seque que o expoente de & :

E(p) = [p—1/2]7*°. (6.30)
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