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Resumo

Em 1950, o matemadtico americano John Forbes Nash Jr. (1928-2015) revelou que todo
jogo em forma normal admite algum ponto de equilibrio, termo que agora conhecemos como
equilibrio de Nash. Nestas paginas apresentamos uma prova dessa afirmacao. Para obté-la,

recorremos ao Lema de Sperner, ao Teorema do ponto fixo de Brouwer e a alguns resultados da
topologia e da andlise de funcoes de R™ em R™.

Palavras-chave: Equilibrio de Nash, solugao de um jogo.






Abstract

In 1950 the American mathematician John Forbes Nash Jr. (1928-2015) showed that
every normal-form game admits at least one equilibrium point, an expression we now know as
Nash equilibrium. In this paper we present a proof of that claim. To get it we appel to Sperner’s

lemma, Brouwer’s fixed-point theorem and some results of topology and analysis of functions
from R™ to R™.

Key-words: Nash equilibrium, solution of a game.






Lista de notacoes

|al a norma do vetor a

| Al a cardinalidade do conjunto A

A~B A é homeomorfo a B

B(a;r) a bola aberta de centro a e raio r

D o disco unitdrio de R"

fr(A) a fronteira do conjunto A

int(A) o interior do conjunto A

[n] o conjunto dos inteiros positivos inferiores ou iguais a n
R* o conjunto dos reais nao negativos

St a esfera unitaria de dimensao n — 1

0 o vetor nulo
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Introducao

Os jogos, assim como a busca por modos mais eficientes de praticd-los, sao tao antigos
quanto a humanidade. Como area da matemaética, no entanto, a teoria moderna dos jogos se
estabeleceu apenas no século XX.

Conforme [5], é razoével considerar que o nascimento dessa teoria ocorre em 1944, com
a publicacao do Theory of Games and Economic Behaviour, dos estudiosos von Neumann? e
Morgenstern®. Tao grande foi o avanco ofertado pela obra & andlise de jogos estratégicos que sua
influéncia na teoria dos jogos é comparada a de Principia na fisica, de acordo com [10]. Além
disso, o trabalho impulsionou o estudo desse ramo do conhecimento ao mostra-lo importante
nao apenas para economistas, expoe [1].

Um conceito importante nessa teoria é o de solugdo de um jogo. Para [8], “Uma solucao
¢ uma descricao sistematica dos resultados que podem ocorrer em uma familia de jogos. A
teoria dos jogos sugere solugoes razoaveis para classes de jogos e examina suas propriedades”.
Na obra de 1944, von Neumann e Morgenstern descrevem um tipo de solugao, chamado ponto
de equilibrio, indica [1]. Mais ainda, provam que essa solugao ocorre em todo jogo de soma zero
com dois jogadores, no qual cada um dispde de um numero finito de agdes, complementa [1].

Pouco tempo depois, o jovem Nash descobre um fato mais geral, que removia as restri¢oes
quanto ao ntmero de jogadores e a estrutura dos resultados, aponta [6]. Uma demonstragao
concisa € revelada no seu breve artigo Fquilibrium Points in n-Person Games, de 1950, explica
[10]. No ano seguinte, Nash publica uma prova mais detalhada em Non-Cooperative Games,
completa [10]. Sua teoria possibilitou uma melhor compreensao sobre problemas de conflito
e cooperagao na politica, economia e ciéncias sociais, afirma [7]. Atualmente, um ponto de
equilibrio é conhecido como equilibrio de Nash.

A matemaética de Nash rendeu-lhe o Prémio Nobel de economia em 1994, quando a teoria
dos jogos ja iluminava a biologia evolutiva, a psicologia e a sociologia, descreve [10]. Na mesma
obra vemos que, posteriormente, outras areas foram alcangadas, como antropologia, neurociéncia
e fisica. As consideragoes do matematico americano sofreram modificacoes, generalizacoes e
refinamentos, considera [6]. Mas, em diversas ciéncias, a solugdo de Nash tem se mostrado um
bom ponto de partida para quem pretende analisar uma interacao estratégica, lembra o mesmo

artigo.

2John von Neumann (1903-1957), matematico, fisico, inventor e cientista da computagio. Nasceu no Império
Austro-Hungaro e foi naturalizado norte-americano em 1937.
30skar Morgenstern (1902-1977), economista nascido na Alemanha e naturalizado norte-americano em 1944.
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Nosso objetivo aqui é apontar uma prova do resultado de Nash. O texto esta dividido em
trés capitulos. No primeiro, exibimos a defini¢ao de jogo em forma normal, que serd ilustrada
com dois exemplos. Também conheceremos o equilibrio de Nash, depois de apresentarmos um
conceito mais simples, que servira de apoio para nossa assimilagao.

O Capitulo 2 oferece um preparo tedrico para a demonstragao que buscamos. Nele
verificaremos, entre outros resultados, o Lema de Sperner* e o Teorema do ponto fixo de
Brouwer®.

No terceiro capitulo, encerramos nosso trabalho construindo a prova procurada e calcu-

lando o equilibrio de Nash em trés jogos elementares.

4Emanuel Sperner (1905-1980), matemdtico alemao.
®Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1881-1966), matemético holandés.
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Capitulo 1
O que é um equilibrio de Nash?

Suponha que os individuos C' e D, suspeitos de cometerem um sério crime, foram
capturados pela policia. Sem provas suficientes para determinar o culpado, a policia tenta
persuadir algum deles a confessar o delito. Com esse proposito, eles sao postos em celas separadas
e interrogados. Impedidos de se comunicarem, o relato de um é desconhecido pelo outro. O
interrogante permite a cada um deles duas op¢oes: permanecer em siléncio ou acusar o outro

suspeito. Nessas condigoes,
e se ambos permanecem em siléncio, sao sentenciados a 2 anos de prisao;
e se ambos acusam o outro, recebem os dois uma pena de 4 anos;

e se apenas um deles fica em siléncio, este é obrigado a passar 10 anos preso, enquanto

o outro ¢ liberado.

Esse enunciado é uma versao do Dilema do prisioneiro e é baseado em [3]. Ele é muito
empregado na literatura da teoria dos jogos para introduzir o conceito que buscamos.

Na situacao descrita, cada um dos individuos precisa escolher uma entre duas acoes
disponiveis. Cada uma das quatro combinacoes de decisdes produz alguma recompensa a cada
suspeito. E impossivel expressar matematicamente o que alguém sente ao ser condenado a 10
anos de prisao, ou a alegria de ser posto em liberdade. Mas é razoavel presumir que o nivel de
satisfagao dos prisioneiros perante cada desfecho dependa do tempo da pena, que é um nimero
real. Assim, usaremos esse tempo para simplificar a tarefa de medir o “ganho” gerado por cada
combinagao. Dessa forma, a tabela adiante revela a recompensa obtida por C' em funcao dos

quatro possiveis resultados.

D
Siléncio | Acusacao
c Silencio —2 —10
Acusagao 0 —4

Tabela 1.1: Recompensas para C.

Na primeira coluna e na primeira linha, representamos as opcoes disponiveis para C' e D.

O restante da tabela representa uma matriz 2 x 2 tal que a entrada a; ; revela a recompensa
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(para C') quando C' e D optam, respectivamente, pela alternativa da linha i e da coluna j.
Indicaremos essa matriz por Mg e a chamaremos de matriz de recompensas de C.

Analogamente, Mp esta contida na seguinte tabela:

D
Siléncio | Acusagao
C Silencio -2 0
Acusacao —10 —4

Tabela 1.2: Recompensas para D.

A exposicao que fizemos é nosso primeiro exemplo de jogo em forma normal, que definimos

adiante.

Definigao 1.1 (Jogo em forma normal). Um jogo em forma normal consiste em:
(i) um conjunto N := [n] de jogadores;
(i) wm conjunto finito A; # 0 para cada i € N, chamado de conjunto de agoes de i;
(iii) wma funcao u; : Ay X ... x A, = R para cada i € N, denominada func¢ao recompensa de i.

Esse jogo € notado como (N, A, R), sendo A := A; X ... x A, e R:= (uq,...,u,). Cada elemento
a:= (ay,...,a,) € A € chamado de perfil de agdes.

Assim, para a ilustracao anterior, podemos escrever N = {1,2}, onde 1 e 2 representam
C' e D, respectivamente, e A; = Ay = {Acusacao, Siléncio}. Os conjuntos imagens de u; e uy
sao as entradas das matrizes Ms e Mp, nessa ordem.

Voltemos nossa atencao para o conjunto A desse exemplo. Vamos verificar que o perfil
de agoes (Acusagao, Acusagao) possui uma caracteristica interessante. Suponha que um dos
jogadores soubesse que a escolha do outro seria a indicada por esse perfil (na coordenada
correspondente). Entao, almejando o maior ganho, ele deveria escolher exatamente o que o
perfil indica. Isto é, sabendo que D o acusaria, C' escolheria a acusacao, e vice-versa. Esse perfil

é o que chamaremos de equilibrio puro®.

Defini¢ao 1.2 (Equilibrio puro). Seja (N, A, R) um jogo em forma normal. Dizemos que
a:= (ay,...,a,) € A € um equilibrio puro se, dado qualquer i € N,
wi(a) > wi(ay, ..., @Gi_1, iy Qix1, -y Q)

para todo x; € A;.

Note que (Acusagao, Acusagao) é o tnico perfil no Dilema do prisioneiro com essa
propriedade. Por exemplo, se soubesse que C' ficaria em siléncio, D, pensando no melhor para

si, nao faria o mesmo. Entao, o perfil (Siléncio, Siléncio) nao é um equilibrio puro.

INa literatura, algumas obras, como [8], denotam esse perfil por equilibrio de Nash. Julgamos conveniente
adotar outra nomenclatura, segundo a qual a expressao equilibrio de Nash refere-se a um perfil de estratégias
mistas, como veremos adiante.
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Mas esse tipo de perfil nao existe sempre. O exemplo que segue para mostrar isso é
baseado em [3]. Suponha que X e Y sdo duas empresas especializadas na venda de um mesmo
tipo de produto. Para atrair clientes, ambas dispoem das promocoes Py, P, e P3. A cada meés,
cada uma delas escolhe secretamente algum dos bonus e ambos sao langados simultaneamente.
As tabelas adiante mostram as médias de vendas mensais das empresas, em unidades, conforme

cada combinagao de agoes.

Y Y
PP B P P P
P21 30125 P 20| 18 | 40
X | P |28]24119 X | P |18 |38 | 34
Py | 22120 | 31 Py | 35|33 32
Tabela 1.3: Médias de vendas mensais de X. Tabela 1.4: Médias de vendas mensais de Y.

Nesse jogo em forma normal, nenhum dos 9 perfis de agoes é um equilibrio puro. Para
verificar isso mais facilmente, considere a nova tabela abaixo, onde as médias foram dispostas

lado a lado.

Y
Py Py Py
Py | (21,20 | (30, 18) | (25,40)
X [P [ (28,18) | (24,33) | (19, 34)
Py | (22,35) [ (20,33) | (31,32)

Tabela 1.5: Pares ordenados de termos de Mx e My.

Observe que, para qualquer par (a,b), existe algum par (A, *) na mesma coluna tal que
A > a ou existe algum (%, B) na mesma linha com B > b.

Na verdade, o equilibrio estabelecido pela Definicao 1.2 nao é o considerado por Nash em
seu teorema. Sua discussao aqui tem papel didédtico, antecedendo um conceito mais complexo.
De fato, um equilibrio de Nash nao é um perfil de agoes. Antes, é uma lista de distribuicoes de

probabilidade sobre os conjuntos A;.

Definig¢ao 1.3 (Distribuicao de probabilidade). Uma distribuicao de probabilidade sobre
um congunto finito Q é uma fungdo f: Q — [0,1] tal que

> f@) =1

z€e)

O conjunto de todas as distribui¢des de probabilidade sobre ) serd notado por D(2).

Defini¢ao 1.4 (Estratégia mista). Considere o jogo em forma normal (N, A, R), sendo
A:=A; x ... x A,. O conjunto de estratégias mistas para o jogador i é dado por S; := D(A;).

O conjunto de perfis de estratégias mistas € definido como S := S7 X ... X S,.

Definicao 1.5 (Ganho esperado de uma estratégia mista). Sejam (N, A, R) um jogo na

forma normal e i € N. Definimos U; : S — R como
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Ui[(s1y ey Sn)] = Z ui(a) H s;(aj).

Nesses termos, dizemos que U;(s) € o ganho esperado por i com o perfil s.

Em palavras, U;(s) é a média ponderada de todas as retribuigoes ao jogador i, sendo o

peso de cada ganho a probabilidade do perfil associado a ele ocorrer segundo s.

Notacao 1.6. Dados o perfil de estratégias mistas s := (s, ..., s,) e a distribuicdo ¢; € S;,
pomos

S_; = (81, ceey Si—15 Sid1y -0y Sn) (S (t“ S—i) = (81, ey Si—1, ti, Sidlyeey Sn).
Definicao 1.7 (Resposta 6tima). Uma resposta dtima do jogador i a combinagao de es-
tratégias s_; € uma estratégia mista t; € S; tal que U;(t;,s_;) > U;(si, $—i), qualquer que seja
S; € Sl

Fixados o jogador ¢ e a combinagao de estratégias s_;, a funcao g : S; — R dada por
g(s;) := Uy(si,s—;) ¢ linear?. Além disso, S; pode ser representado por um conjunto compacto
K C R4l que conheceremos no préximo capitulo. Sendo assim, ¢ deve assumir o valor minimo
e o valor maximo nesse compacto. Concluimos que, dada a combinacao s_;, sempre existe uma

resposta otima do jogador ¢ em relagao a ela.

s

Definigao 1.8 (Equilibrio de Nash). Um perfil de estratégias mistas s := (1, ..., Sn) € um

equilibrio de Nash se, para cada jogador i, s; € uma resposta otima a S_;.

Informalmente, um equilibrio de Nash é um conjunto de estratégias mistas, uma para cada
jogador, tal que nenhum jogador aumenta seu ganho se muda unilateralmente sua estratégia.

Diferente do que acontece para o primeiro tipo de equilibrio que analisamos, todo jogo
em forma normal possui um equilibrio de Nash. Demonstraremos esse fato no Capitulo 3, depois

de conferirmos os resultados preliminares.

2A prova desse resultado é simples, mas ela nio serd relevante em nossas discussées. Por isso, foi omitida. A
conclusao do paragrafo, no entanto, é uma observagao interessante.
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Capitulo 2

Fundamentos teoricos

2.1 O Lema de Sperner

Nesta se¢ao, daremos o primeiro passo rumo a prova do Teorema do equilibrio de Nash.
Primeiramente, conferiremos alguns conceitos geométricos envolvidos em importantes resultados

do texto.

Definicao 2.1 (Combinagao convexa). Uma combinacao conveza dos vetores vy, ..., vy, € R"

¢ um vetor da forma
m
E Aivi,
i=1

onde ) " N =1eX >0, Vie[ml.

3 39
wi=|——,—=, =
4’ 22

é uma combinagao convexa dos vetores vy 1= (—1,0,4), vy := (—2,4,6) e v3 := (1,—10,4), ja

Exemplo 2.2. O vetor

que
1 n 1 . 1
w = 2?)1 41]2 4’03.
Definicao 2.3 (Segmento de reta). Sejam x,y € R". O segmento de reta que une x ey € o

congunto das combinagoes converas desses vetores.

Pela Definicao 2.1, o segmento de reta que une os pontos x,y € R" consiste no conjunto
A+ (1=-Ny:0< A< 1}

Definicao 2.4 (Conjunto convexo). Um conjunto C C R"™ é convezro se, para quaisquer
z,y € C e X €[0,1], temos \x + (1 — Ny € C. Em outras palavras, C' é convexo se o segmento

de reta que une quaisquer dois de seus elementos estd contido em C.

Exemplo 2.5. Para qualquer n > 0, o conjunto

Cp =A{(x1,...,zp) eR":0<2; <1,Vi€n|}
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é convexo. O conjunto
I, ={(z1,....,2,) € R" : z; € {0, 1} para algum i € [n|}

nao é convexo, qualquer que sejan > 0. De fato, fixadon > 0, e tomandou :=0ev = (1,1,...,1)

em R", temos que u,v € I,,, mas 0,5u + 0,5v ¢ I,,.

Definicao 2.6 (Conjunto afim independente). Seja A := {vy,...,v,} um conjunto finito
de vetores em um espago euclidiano. Dizemos que A € afim independente se |A| = 1 ou se

{vg — v1,v3 — vy, ..., v, — v1} € linearmente independente. Caso contrdrio, A é afim dependente.

Por extensao, se A é afim independente, os vetores de A sao chamados de vetores afim

independentes. O mesmo ocorre quando A é afim dependente.
Exemplo 2.7. Os vetores v, := (1,0,0), v := (2,0,0) e v3 := (1,1,0) s@o afim independentes.

Exemplo 2.8. Qualquer conjunto C' linearmente independente é afim independente. De fato,

se |C] =1, o resultado é 6bvio. Também, se C' := {z1,...,x,} é i, com n > 1, entdo

n n
Z )\,(l’, — ZEl) =0= )\21‘2 + )\31]3 + ...+ )\nl’n - Z /\,-xl =0.
=2 =2
Entao, por hipodtese, todos os A\; devem ser nulos, o que garante o resultado. A reciproca nao

vale, como mostra o exemplo anterior.

Exemplo 2.9. Os vetores linearmente dependentes w; := (—2,0,0,0), wy := (1,0,0,3) e

ws = (0,0,0,2) sdo afim dependentes.

Definicao 2.10 (n-simplexo). Seja A := {vy, ..., 41} um conjunto de vetores afim indepen-
dentes. Chama-se n-simplezo determinado por A o conjunto (vy, ..., v,11) de todas as combinagoes

convezas dos vetores de A, ou seja,

n+1 n+1
<?}1,...,Un+1> = {Z)\ZU,L . Z)\l =1 e )\,L Z O,V 1€ [n+ 1]}

i=1 =1

Nesse n-simplexo, cada vetor de A é chamado vértice e cada k-simplevo (v;, ...,v;, ), com

i1y .0 € [N+ 1], € uma k-face.

Na defini¢ao de k-face apresentada acima, usamos implicitamente um fato bem simples

da algebra linear: se A é 1.i., qualquer S C A também é L.i..

Exemplo 2.11. Considere u; := (1,0, 1), us := (1,0,0) e ug := (0,2,0). Nesse caso, (uy, us, us)
é descrito geometricamente como o triangulo de vértices uq, us e uz contido no plano 7 : y+2x = 2.
Claramente, esse 2-simplexo possui uma unica 2-face, representada por ele mesmo, e suas O-faces
sao seus vértices. As 1-faces de (uy,us,u3) s@o os lados do triangulo mencionado. Adiante, o

2-simplexo é ilustrado.
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Uy

us Y
U2
X

Figura 2.1: Simplexo determinado por u; := (1,0,1),
uz := (1,0,0) e us := (0,2,0).

Defini¢ao 2.12 (n-simplexo canénico). O n-simplezo candnico A, € definido como
n+1
A, = {(xl,...,an) e R le =1e z;>20,Vie[n+ 1]} )
i=1

Em outras palavras, A, é o n-simplexo determinado pelos vetores da base canonica de
R™*!. Eles sao afim independentes pela observacao feita no Exemplo 2.8. Esse tipo de simplexo
serd muito importante em nossas discussoes. Note que ele ¢ um subconjunto compacto de R+,

pois é limitado e fechado.

Definicao 2.13 (Divisao simplicial). Uma divisao simplicial de um n-simplexo S é um

conjunto finito de n-simplexos {C; : i € [m|} tal que

UJc=s

1€[m)|
e, dados quaisquer j, k € [m], C;NCy € igual a ) ou a uma face de C; e Cy. Nesse caso, dizemos
que S estd simplicialmente dividido e que cada C; € um subsimplexo ou uma célula de S.

Exemplo 2.14. Sejam

21 14
= 1 t:= (1 = =, = ==, = = 1,0).
s:=(0,0,1), (1,0,0), wu (3,3,0), v (5,5,0) e w:=(0,1,0)

Pondo Cy := (s,t,u), Cy := (s,u,v) e C3 := (s,v,w), vemos que {C,Cy, C3} é uma divisao

simplicial de A,. Observe a figura abaixo.

t u
T

Figura 2.2: Uma divisao simplicial de As.
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Notagao 2.15. Sejam (vy,...,v,11) um simplexo e y := Z?:ll Av; um de seus elementos.

Notamos como i*(y) o conjunto {i: \; > 0}.

Defini¢ao 2.16 (Rotulagem prépria). Sejam S := (vy, ..., v,11) um simplexo simplicialmente
dividido e V' o conjunto de todos os vértices das células que compoem a divisdo. Uma funcao
L:V — [n+ 1] é uma rotulagem prépria dessa divisio se L(v) € it (v) para todo v € V. Nesse

caso, L(v) € o rétulo de v por L.

Exemplo 2.17. A divisao indicada no Exemplo 2.14 admite exatamente 4 rotulagens préprias,

que sao exibidas adiante como Lq, Lo, L3 e Ly.

Li(s) | Li(t) | Li(u) | Li(v) | L;

NN =
[\')[\3[\3[\3%\
N—

1
1
1
1

> | DN —| =.

Tabela 2.1: Rotulagens préprias para a divisao do Exemplo 2.14.

Definigao 2.18 (Célula completamente rotulada). Sejam L uma rotulagem prdpria para
a divisao simplicial {C; : 1 € [m]} de S = (v1,...,0511) € Vi 0 conjunto de vértices de uma

célula Cy. Dizemos que Cy é completamente rotulada se {L(v) : v € Vi.} = [n+ 1].

Exemplo 2.19. Todas as células do Exemplo 2.14 sao completamente rotuladas se tomamos
L3 indicada na tabela anterior. Por outro lado, apenas uma delas é completamente rotulada

considerando-se L1, Ly ou Ly.

Definicao 2.20 (Borda). Dado um n-simplezo S, a unido de todas as (n — 1)-faces de S é
chamada de borda de S e indicada por OS.

Concluidas as defini¢oes, veremos adiante que toda divisao simplicial com rotulagem
propria admite alguma célula completamente rotulada. A prova desse resultado depende dos

trés lemas que seguem.

Lema 2.21. Sejam S := (vy, ..., Uny1) simplicialmente dividido e L uma rotulagem propria da
divisao. Além disso, sejam C uma célula e F uma (n — 1)-face de C' contida em 0S. Se o

conjunto de rdtulos para os vértices de F' € [n], entdo F C (v1, v, ..., 0p).

Demonstragao. Por hipétese, F' é um (n — 1)-simplexo cujos vértices possuem rétulos 1,2, ..., n.

O vértice de rotulo 1 é da forma
n+1

Ao + Z AiVi,
i=2

onde A; > 0. Logo, ele deve estar contido em alguma (n — 1)-face de S contendo v;. Tomando

os demais vértices e argumentando de modo semelhante, temos que F' C (vq, vy, ..., v,). [ |

24



Lema 2.22. Sejam S um n-simplexo simplicialmente dividido e F' uma (n — 1)-face de uma
célula C. Entao, FF C 0S ou FF'=CN D, para alguma célula D # C.

Demonstra¢ao. Suponha que F' := (vy,...,v,) e considere a funcao g : S — R" definida por

9(T1, .y Ty, Tpyr) == (21, ...,2,). Note que o ponto

n
1
UJ::—E V;
n <

=1

estd em F. Sejam S’, C', OF' e w' as imagens de S, C, OF e w por g, nessa ordem. Entao,
escolha 6 > 0 tal que B(w'; ) NOF" = (). Assim, temos dois casos para analisar. Primeiramente,
se [B(w';0)\C'|NS" =0, devemos ter F' C 9S. Caso contrario, podemos tomar e < ¢ tal que
B(w'; €)\C" pertence a g(D), para alguma célula D. Desse modo, temos que CND =F. N

[lustramos a argumentacao acima na figura que segue. Escolhemos como exemplo uma
divisao simplicial de Ay. A partir dela, tomamos uma célula C, representada por um triangulo
cinza. Entao, consideramos dois casos. No primeiro, F' := (vy,v3) é uma face de C na borda
do simplexo. No outro, F' := (v, v3) é uma face de C' e de outra célula. Nas duas situagoes,

representamos C’ := ¢g(C') e, com uma circunferéncia pontilhada, assinalamos B(w’; ).

B(w'; 6)

.

Figura 2.3: Ilustracao para a demonstracao do Lema 2.22.

Lema 2.23. Sejam S := (v1,...,v0,11) € {C; 1 i € [m]} uma divisao simplicial de S. Entao, os

elementos de {C;NF : i € [m]} diferentes de () formam uma divisao simplicial de F := (vy, ..., v,).

Demonstracao. Com efeito,

J@np={JC|nF=SnF=F

i€[m] i€[m]

Agora, escolha duas células C} := (aq, ...,an11) € Co := (by, ..., b,1) da divisdo de S que
intersectam F. Entao, (C1NF)N(CoNF) = (C;NCy) N E. Logo, se Cy e Cy sao disjuntas, o
mesmo ocorre entre (C1NEF) e (CoNFE). Sendo, podemos escrever (C1NE)N(CoNF) == (¢, ..., Ck),
onde ¢, ..., ¢ s20, a0 mesmo tempo, vértices de C; contidos em F' e vértices de Cy contidos em F'.

Portanto, o simplexo determinado por eles é uma face tanto de (C; N F') como de (Co N F). W

25



Adiante, provaremos o resultado enunciado no titulo da secdo. O raciocinio aqui exposto

¢ exibido em [4].

Teorema 2.24 (Lema de Sperner). Sejam S,, := (v1, ..., Un11) um simplezo simplicialmente
dividido e L uma rotulagem propria da divisdo. Entdao, o numero de células completamente

rotuladas na divisao € impar.

Demonstracao. Para facilitar a compreensao da prova por indugao em n, verificaremos os casos
n=0,n=1en =2 antes de analisarmos o caso geral.

(i) O caso n = 0 é 6bvio, pois Sy é determinado por apenas um ponto v;. Entao, a tinica divisao
simplicial de Sy possivel é {(v1)} = v; e a tnica rotulagem prépria dessa célula é L(vy) = 1.

Assim, obtemos uma célula completamente rotulada.

(ii) Seja Sy := (vq,v9) simplicialmente dividido. Entao, S; é o segmento de reta que une v; e vs,
¢ as células formam uma familia de segmentos {C; : i € [m]}, onde Cy e Cyy1 sdo adjacentes,
com k € [m — 1]. Nesse caso, uma rotulagem prépria L é tal que L(vy) = 1, L(vy) = 2 ¢
L(z) € {1,2}, para qualquer outro vértice x em alguma célula de S;. Sendo assim, indo de
v1 até vy, o valor de L se altera um ntmero impar de vezes. Portanto, o niimero de células

completamente rotuladas ¢ impar.

(iii) Agora, considere uma divisao simplicial de Sy := (v1, v2,v3) e uma rotulagem proépria L.
Sejam D o nimero de células cujos vértices possuem rétulos {1,1,2} ou {1,2,2} e C' a quantidade
de células completamente rotuladas. Além disso, no conjunto das 1-faces das células, tomemos
aquelas cujos vértices possuem rétulos {1,2}. Nesse subconjunto, notemos por B o nimero de
elementos em 0Ss, e por I o numero dos demais. Pelo Lema 2.21, os B elementos citados estao
contidos, mais especificamente, em (vy, vq).

Contando as 1-faces com rétulos {1,2}, vemos que a cada um dos D elementos definidos
acima correspondem duas dessas faces, e a cada um dos C' elementos, exatamente uma delas.
Nessa contagem, cada 1-face na borda de S, é tomada apenas uma vez, enquanto as demais
devem ser consideradas duas vezes. Concluimos que 2D + C' = B + 21.

Conforme o Lema 2.23, as 1-faces dos subsimplexos contidas em (v, v) formam uma
divisao simplicial P desse 1-simplexo. Claramente, a restricao de L aos vértices dessas 1-faces é
uma rotulagem prépria de P. Sendo assim, de acordo com (ii), B é impar. Logo, pela equacao

acima, C' é impar.

(iv) Finalmente, suponha que a hipétese vale para todo k < n e tome S, := (v, ..., Ups1)
simplicialmente dividido. Seja L uma rotulagem prépria dessa divisao. De modo similar ao caso
anterior, seja D o nimero de células cujos vértices possuem rétulos {1,2,...,i—1,4,4,i+1,...,n},
com i € [n]. Denote por C' a quantidade de células completamente rotuladas. Mais ainda,
no conjunto das (n — 1)-faces das células, tomemos aquelas cujos vértices possuem rotulos
{1,2,...,n}. Nesse subconjunto, notemos por B o niimero de elementos na borda de S,, e por
I o nuimero dos demais. Novamente, pelo Lema 2.21, os B elementos agora definidos estao

contidos na (n — 1)-face de S,, determinada por vy, ..., vy,.
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Contando as (n — 1)-faces com rétulos {1, ...,n}, vemos que a cada um dos D elementos
acima descritos correspondem duas dessas faces, e a cada um dos C elementos, exatamente
uma delas. De acordo com o Lema 2.22, nessa contagem, cada (n — 1)-face em 05,, é tomada
apenas uma vez, enquanto as demais devem ser consideradas duas vezes. Concluimos que
2D+ C = B+ 2I.

Entao, segundo o Lema 2.23, as (n — 1)-faces dos subsimplexos contidas em (vy, ..., v,,)
formam uma divisdo simplicial P desse (n — 1)-simplexo, e a restrigdo de L aos vértices dessas
(n — 1)-faces é uma rotulagem prépria de P. Assim, pela hipétese de indugao, B é impar. Logo,

pela relacao acima, C' é impar. [ |

2.2 Um resultado topolégico

Agora, verificaremos que dois conjuntos em R"™ compactos, convexos e de interiores nao
vazios sao topologicamente equivalentes. Esse fato, que também se ampara em trés lemas,
legitima uma importante afirmacao da proxima secao. As provas dos lemas e do teorema que os

segue sao baseadas em [2].

Lema 2.25. Sejam K um conjunto compacto, Y CR" e f: K — Y wuma func¢ao bijetiva e

continua. Entao, f é um homeomorfismo.

Demonstracao. Devemos mostrar que a imagem de um conjunto aberto de K por f é um
conjunto aberto de Y. De fato, seja A C K aberto. Entao K\A é fechado. Mas, sendo K
compacto, K\ A é compacto. Logo, por continuidade, f(K\A) é compacto. Assim, f(K\A) é
fechado. Sendo f uma bijecao, Y\ f(K\A) = f(A). Desse modo, f(A) é um aberto de Y. W

Definigao 2.26 (Semirreta p,). Dado um ponto v € R"\{0}, a semirreta com origem em 0O

e que passa por x € o conjunto p, := {Axr: X € RT}.

Lema 2.27. Seja C C R™ um conjunto convexo e compacto tal que 0 € int(C'). Entdo, qualquer

semirreta com origem em 0 intercepta fr(C') em exatamente um ponto.

Demonstragao. Seja p uma semirreta com origem em 0. Sendo C' limitado, p N fr(C) é nao
vazio. Resta-nos mostrar que essa intersecao nao contém dois elementos distintos. Com efeito,
assuma que p,q € p N fr(C) e suponha que p # ¢. Entao, sem perda de generalidade, considere
Ip| < lg|. Uma vez que 0 € int(C), existe § > 0 tal que B(0;d) C C. Note que p,q € C, ja que
C' é fechado.

Seja U a uniao de todos os segmentos de reta que ligam ¢ a um ponto de B(0;4). Entao,

escolhendo 5
o < 9lal —Ip])

- lq|

temos que B(p;e) C U, como sugere a Figura 2.4. Assim, p € int(U). Mas, sendo C' convexo,

Y

U C C e, por isso, p € int(C'). Tal conclusdo é uma contradi¢ao e, portanto, p = q. [ |
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Figura 2.4: Ilustragao para a prova do Lema 2.27. Por
“semelhanga de triangulos”, obtemos € > 0 tal que B(p;e) C U.

Lema 2.28. Seja C' C R™ um conjunto convexo e compacto tal que 0 € int(C). Entao,
f:fr(C) — 5" dada por

€ um homeomorfismo.
Demonstragao. A aplicagao descrita é injetiva, pois, para quaisquer a, b € fr(C),

f(a)_f(b):,@—'_%:a,bem.

Assim, pelo lema anterior, a = b.

Além disso, f é sobrejetiva. Com efeito, escolha s € S™!. Entao, pelo Lema 2.27,
fr(C') N ps consiste em um tunico ponto ¢, para o qual temos f(c) = s.

Também, como 0 esta fora do dominio de f, a continuidade dos termos da fracao
garantem que f é continua. Sendo fr(C') claramente compacto, segue pelo Lema 2.25 que f é

um homeomorfismo. |

Teorema 2.29. Todo conjunto C' C R™ convexo, compacto e de interior nao vazio é homeomorfo
a D".

Demonstra¢ao. Uma vez que translagoes sdo homeomorfismos, assuma 0 € int(C') e ponha,

como no lema anterior, f : fr(C') — S"~! tal que

Agora, defina k : D" — C fazendo k(0) :=0 e

o) = lals ()

Em primeiro lugar, k ¢ injetiva. Realmente, k(x) # k(0) se = # 0 e, para dois vetores

para x # 0.

nao nulos a,b € D",

ko) = ko) = Lol () = bl (). 2.1)

a
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- (E) e )

sao vetores na fronteira de C' tais que um é multiplo do outro, como mostra a ultima igualdade
em (2.1). Entao, existe uma semirreta com origem em 0 passando pelos dois vetores. Como
ambos estao em fr(C'), eles devem ser iguais, de acordo com o Lema 2.27. Sendo assim, temos
que |a| = |b]. Agora, repare que a imagem de algum vetor w por f ou por sua inversa estd em
pw- Portanto, u € p, e v € p,. Mas, como p, = p,, a,b € p,, 0 que nos dé a = b.

Em acréscimo, verifiquemos que k é sobrejetiva. Ja sabemos que 0 € Im(k). Entao,

tomemos ¢ € C'\{0} arbitrariamente. Pondo ¢ := ¢/|c|, vemos que

— " e que ¢ _ | ~1
e eme k() = e

Mas f~1(c') € p. e, ao dividirmos um vetor nao nulo nessa semirreta pela sua norma, obtemos

(i) =

Um exemplo para esclarecer o raciocinio acima é dado pela figura que segue. Ela ilustra

sempre . Sendo assim,

um caso em que n = 3.

& Pe
C
()
C
// Cl
] ;
> ~—’§2 Y

Figura 2.5: Ilustragao para a prova do Teorema 2.29.
A funcao k definida nela é sobrejetiva.

Além disso, k é uma funcao continua. De fato, em D™\{0}, k é um produto de fungoes
continuas. J4 em x = 0 a continuidade é garantida porque, sendo C' limitado, existe um real
positivo M tal que |k(z)| < M|z|, qualquer que seja z € D". Entao, dado ¢ > 0, pondo
d :=¢/M, observamos que |z — 0] < § = M|z| < e = |k(z) — k(0)| < e.

Finalmente, visto que D™ é compacto, k ¢ um homeomorfismo consoante o Lema 2.25. W
Terminaremos a segao conferindo uma consequéncia do teorema anterior.
,e . o n — n . 7,

Corolario 2.30. Seja P :=[[;_; A,,. Pondo s =), m;, entao P ~ A.

Demonstracao. Basta-nos provar que A,, x A, ~ A+, para quaisquer m e n inteiros positivos,

ja que Ag = 1. Com esse intento, definamos [ : A,, x A,, — R™ pondo
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(x17"'7$m7xm+1) X (y17 "'7yn7yn+1) = (xla"';xm7y17"'7yn)'

Claramente, f ¢ continua' e injetiva. Notemos também que A,, x A, é compacto, pois é o
produto cartesiano de conjuntos compactos. Entao, pelo Lema 2.25, A, x A,, ~ Im(f). Sendo
a compacidade um invariante topolédgico, Im(f) é compacto. Além disso, é facil verificar que

Im(f) é convexo. Em acréscimo, Im(f) possui interior ndo vazio. De fato, o ponto

" (2<m1+ n) " 2<m1+ n>)

de R™™ pertence a Im(f) e, tomando
1

<—
‘ 3(m+n)’

teremos B(a;€e) C Im(f).

Agora, tomemos g : A, 1, — R™™ dada por

(Zla oy ZmAdny Zm+n+1) = (Zla k3 Zm-i—n)'

Por raciocinios anédlogos aos considerados para f, podemos concluir que Im(g) é um conjunto
convexo, compacto, de interior nao vazio e homeomorfo a A,, ..
Logo, de acordo com o Teorema 2.29, Im(f) ~ Im(g). Usando novamente a transitividade

da relagao ~, concluimos que A,, X A, ~ A, 1n. [

2.3 O Teorema do ponto fixo de Brouwer

Adiante, apresentamos outra proposicao essencial para a conclusao da descoberta de
Nash. Tal proposigao estabelece que se A é um conjunto compacto, convexo e int(A) # (), entao
toda aplicacao continua f : A — A mapeia um ponto em si mesmo. As provas exibidas nesta

segao sao baseadas na obra [9)].

Definicao 2.31 (Ponto fixo). Dada uma aplicacao f : A — A, dizemos que a € A € um ponto
fizo de f se f(a) = a.

Teorema 2.32 (Teorema do ponto fixo de Brouwer). Seja f : A,, — A, uma fung¢dao

continua. Entao f admite um ponto fizo.

Demonstracao. Seja (P,) uma sequéncia de divisdes simpliciais de A,, tal que, em Py € (P,),
a distancia entre quaisquer dois pontos em uma mesma célula é inferior ou igual a 1/k. Para o

conjunto de vértices Vj, das células de Py, definimos Ly, : Vi, — [m + 1] como
Li(v) € 7 (0) N {i : F(v); < wi).

Note que Lj esta bem definida, pois se f aumentasse todas as coordenadas positivas de v, ela

deveria diminuir alguma coordenada nula para assegurar que

'De fato, utilizando a definicio de continuidade via § e €, para toda escolha de € > 0, podemos tomar & := e.
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m+1 m+1

ZviZZf(U)z‘:L

o que nao pode ocorrer. Além disso, Ly é uma rotulagem propria, por construcao.

Para cada inteiro positivo k, escolha uma célula C), de P), completamente rotulada, o que
¢ permitido pelo Lema de Sperner. Nessa célula, seja vy 1 o vértice de rétulo 1. A sequéncia (vy, 1)
nao é necessariamente convergente. Mas, sendo 4,, compacto, ela admite uma subsequéncia
convergente, digamos (z,, 1), cujo limite é y € A,,. Nas células dessa subsequéncia, os vértices
de rétulo 2 também formam uma sequéncia de pontos (vy,2) que assume uma subsequéncia (z,,2)
convergente a y® € A,,. Repare que nas células referentes a (z,,9), a convergéncia da sequéncia
de vértices de rétulo 1 estd garantida, pois ela é uma subsequéncia de (z,1). Repetindo este
raciocinio, obtemos uma sequéncia de células completamente rotuladas tal que, notando o vértice

de rétulo j de seu i-ésimo elemento como u; ;, temos que
lim (u;;) = Z/(j):
1—00
para cada j € [m + 1].
As condicdes da construcdo de (P,) nos asseguram de que todos os y") sdo, na verdade,

um mesmo ponto, digamos p. Entao, tomando por exemplo o rétulo 1, temos

fluin) < (uwiqn) e leglo(uzl)l = p1-

Pela continuidade de f, segue que f(p); < p;. Como o mesmo vale para os demais rétulos,
obtemos m + 1 desigualdades. Somando-as membro a membro, observamos que

m+1 m+1

1= Ji<) pi=1

Afirmamos que f(p); = p; para todo j. De fato, se f(p); < p; para algum j, ndo poderfamos ter

as duas igualdades acima e as m + 1 desigualdades citadas. Consequentemente, f(p) =p. B

Corolario 2.33. Sejam P :=[[;_, Am, e f: P — P uma fungao continua. Entdo, f possui

algum ponto fizo.

Demonstra¢do. Assumindo s := > m;, o Coroldrio 2.30 nos revela que existe um homeomor-
fismo h : A, — P. Note que a funcdo h™'o foh: Ay — A, é continua e, segundo o teorema

acima, possui um ponto fixo a. Nesse caso, pondo b := h(a), teremos

h=H{f[h(a)]} = a= h7'[f(b)] = K (b) = f(b) =b.

Portanto, b é um ponto fixo de f. [ |

2.4 Propriedades da funcao U;

Terminaremos nossa preparacao para a prova de Nash verificando algumas propriedades
da funcao U;, definida no capitulo anterior. Lembramos que ela é uma aplicacao real cujo

dominio é o conjunto de perfis de estratégias mistas S e que é expressa por
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Ui[(s1y ey Sn)] = Z ui(a) H s;(aj).

Lema 2.34. Dado um jogo em forma normal (N, A, R), a fun¢do U; é continua, qualquer que

seja 1 € N.

Demonstragao. De fato, pondo m := Y " | |A4;], temos que U; é uma fungdo de m varidveis
definida em um subconjunto de [0, 1]™. Note que, escolhido s € S, U;(s) é uma soma finita
na qual cada parcela é um produtério composto por um coeficiente seguido de n dentre as m

varidveis. Ou seja, U;(s) é um polindémio de m varidveis. Assim sendo, U; é continua. [ |

Lema 2.35. Seja (N, A, R) um jogo em forma normal. Fizadosi € N er; € S;, a fun¢do
f:S — R dada por f(s) := U;(r;, s—;) € continua.

Demonstracao. Semelhante a do lema anterior. [ |
Lema 2.36. Se ¢ é combinacao convexa dos reais ay, as, ..., ay,, entdo ¢ > a; para algum i € [n).

Demonstragao. Suponha que a; > ¢ para todo i € [n]. Sejam

n
C = E )\Z-ai
i=1

e m := min{ay, as, ..., a, }. Entdo,
n
c> E Am =m > c,
i=1

que é uma contradicao. n

Definigao 2.37 (Suporte). O suporte de uma estratégia mista s; € S; € o conjunto
{a; € A; : si(a;) > 0}.

Repare que o suporte de qualquer estratégia é um conjunto nao vazio.

Notagao 2.38. Seja a; € A; uma acao disponivel ao jogador ¢ de um jogo em forma normal.

Notamos por @; o elemento de D(A;) que associa a; a 1.

Lema 2.39. Seja s := (s1,...,8,) € S1 X ... X S, um perfil de estratégias mistas de um jogo em
forma normal (N, A, R). Entao, para cada jogador i, existe uma a¢ao a; € A; no suporte de s;
tal que U(a@;, s—i) < Ui(s).

Demonstracao. Para simplificar a notacao, vamos provar a afirmacao para ¢ = 1, pois os outros

casos seguem analogamente. Considere que {xy, zs, ..., T, } seja o suporte de s;. Entao,

Ui(s) := Zul(a)sl(al)nsj(aj) = Z > Ul(a)sl(xi)HSj(aj)
= si(i) Ul(@)HSj(aj)

a1==x;
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Sendo assim, o Lema 2.36 nos garante que

Ui(s) > ) Ul(a)HSj(aj) = Ur(Ti, 51)

para algum i € [m)]. |

Lema 2.40. Considere que t := (t1,...,t,) € S1 X ... X S, seja um perfil de estratégias mistas
de um jogo em forma normal (N, A, R). Se para todo i € N e para todo a; € A; temos
Ui(a;,t_;) < Ui(t), entao t € um equilibrio de Nash.

Demonstra¢ao. Novamente fixaremos ¢ = 1. Entao, pondo A; := {x, 29, ...,z } e escolhendo

qualquer s; € 57, temos:

Ui(si,t1) = aez;ul(a)sl(al)flgtj(aj) = Xm; ; ul(a)sl(xi)flztj(aj)
_ f(@ > u1<a>]f[2t]<ag>
= isl(xi)Ul(:;,tl)
< s = G0

Dessa forma, t; é uma resposta 6tima a t_;. Uma vez que o mesmo ocorre para os demais

jogadores, temos que t é um equilibrio de Nash. [ |
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Capitulo 3

O Teorema do equilibrio de Nash

3.1 O resultado

Finalmente, conheceremos a demonstracao do Teorema do equilibrio de Nash. A prova
adiante fundamenta-se em [9]. Nela, empregamos uma nogao muito simples: o conjunto de

estratégias mistas S; pode ser representado por Ay, onde k := |A4;| — 1.

Teorema 3.1 (Teorema do equilibrio de Nash). Todo jogo em forma normal (N, A, R)

possui um equilibrio de Nash.

Demonstragao. Para quaisquer ¢ € N e a; € A;, facamos ¢; 4, : S — R como
©ia;(s) == max{0, U;(a;, s—;) — Ui(s)}.
De acordo com os lemas 2.34 e 2.35, ¢; 4, ¢ definida como o méximo de duas fun¢oes continuas.

Por isso, tal aplicacao é continua.

Em acréscimo, pomos ¢ : S — S como ¥(s) := ¢, onde

TOoN 5:(a;) + ©ia;(5) icin
s;(a;) = T S ois(5) € [n]. (3.1)

Por também ser continua, ¢ possui algum ponto fixo, conforme o Corolario 2.33. Obteremos o
resultado mostrando que ¢ é um ponto fixo de v se e somente se ¢ é um equilibrio de Nash.

Primeiramente, suponha que t := (t1,t, ..., t,) seja um equilibrio de Nash. Entao, dado
i € N, t; é uma resposta Otima a t_;. Assim, temos U;(t;,t_;) > U;(s;,t_;), para qualquer
s; € S;. Logo, ¢, (t) = 0, para quaisquer i € N e a; € A;. Portanto, ¢(t) = t' é tal que
ti(a;) = t;(a;). Nesse caso, ¥(t) = t, ou seja, t é um ponto fixo de 1.

Agora, considere que ¥(t) = t, com t := (t,ta, ..., t,). Segundo o Lema 2.39, para cada
jogador 7, existe uma agao ¢; tal que t;(c;) > 0 e U;(¢;,t—;) < U;(t). Portanto, ¢, ., () = 0. Pela

hipétese do ponto fixo,

iy tila) i)
ti(c;) = ti(c;) == T+ ZbeAi %71)(75)7
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Logo, Zbe A @i p(t) = 0. Como todos os termos desse somatério sdo reais nao negativos, temos
©ip(t) = 0 para quaisquer i € N e b € A;. Segue que, para todo i € N e para todo b € A; temos

Ui(b,t_;) < U;(t). Entao, pelo Lema 2.40, ¢ é um equilibrio de Nash. [ |

3.2 Calculando equilibrios de Nash em jogos simples

Encerraremos nosso trabalho obtendo os equilibrios de Nash de trés jogos elementares.
O primeiro jogo nao apresenta equilibrio puro. Ja o segundo possui um equilibrio puro, ao qual
se associa o unico equilibrio de Nash. O 1ltimo jogo, por sua vez, contém dois equilibrios puros
e trés equilibrios de Nash. A chave utilizada aqui para conseguir esses perfis de estratégias

especiais ¢ a proposicao adiante.

Proposicao 3.2. Seja t := (t1,ts,...,t,) um equilibrio de Nash. Entao, dado um jogador i,
Ui(Z,t_;) = Ui(yg,t_;) para quaisquer x,y no suporte de t;.

Demonstragao. Seja {x1,xs, ..., 2} o suporte de t;. Para cada j € [m], notemos U, (7;,t_1)

como p;. Desse modo,

Ur(tita) = Y ti()p;.
j=1

Se tivéssemos p; > po, poderfamos, aumentando ¢;(z1) e diminuindo ¢;(x3), obter uma estratégia
sy tal que Uy(s1,t_1) > Uy(t1,t_1), o que é impossivel. Similarmente, ndo podemos ter p; < ps.

Como os elementos fixados sao arbitrarios, a prova esta completa. [ |

Exemplo 3.3. Considere um jogo em forma normal tal que N = 2, A; = {a,b}, Ay = {c¢,d} e as
funcoes 11 e us assumem os valores indicados na tabela abaixo. Assim, as primeiras coordenadas

dos pares de nimeros correspondem a M, a matriz de recompensas de 1, enquanto as demais,
a Mz.

c d
a | (0,2) | (2,
b ( (1,

Tabela 3.1: Pares ordenados de termos de M7 e M>.

D
3)

Repare que esse jogo nao possui nenhum equilibrio puro. Mas, pelo Teorema 3.1, ele
admite algum equilibrio de Nash (1, t2), que sera calculado agora. Notemos esse perfil como
[(p,1—p);(q,1 —q)], onde p :=t1(a) e q := ta(c). Como nao ha equilibrios puros, 0 < p < 1.

Sendo assim, a e b estao no suporte de t;. Logo, pela proposicao acima,
_ - 1
Ui(@,tz) = Ui(b,t2) = 2(1 —q) =3¢+ 1—qg=q= T

Uma vez que 0 < ¢ < 1, ¢ e d pertencem ao suporte de t5. Entao, novamente pela Proposicao

3.2,
_ 3
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Portanto, o equilibrio de Nash nesse jogo é

G G))

Exemplo 3.4. Seja (t1,12) um equilibrio de Nash no Dilema do prisioneiro, jogo apresentado
no Capitulo 1. Como no exemplo anterior, expressemos esse perfil como [(p, 1 —p); (¢, 1 — q)],
onde p := t;(Siléncio) e q := t5(Siléncio). Lembre-se de que, em nossa versao, os jogadores sao

indicados por C' e D e as matrizes Mc e Mp possuem os valores exibidos na tabela abaixo.

D
Siléencio | Acusacao
Siléncio | (—=2,—2) | (—10,0)
Acusagao | (0,—10) | (—4,—4)

C

Tabela 3.2: Pares ordenados de termos de Mg e Mp.

Afirmamos que p = 0. Com efeito, suponha que 0 < p < 1. Entao, observando a

proposicao desta secao e a tabela anterior, segue que
Ui (Siléncio, ty) = Uy (Acusagao, ty) = —2¢ — 10(1 —¢q) = —4(1 — ¢q¢) = g = =

que é um absurdo. Agora, suponha que p = 1. Nesse caso, como t, deve ser uma resposta étima
a ty, terfamos ¢ = 0. Contudo, [(1,0); (0,1)] ndo apresenta as caracteristicas do perfil desejado.
Logo, devemos ter p = 0. Portanto, [(0,1);(0,1)] é o equilibrio de Nash desse jogo. Note que ele

esta associado ao equilibrio puro que haviamos encontrado no primeiro capitulo.

Exemplo 3.5. A tabela que segue revela as matrizes de recompensas M; e M, para um jogo

em forma normal.

el @) [
b {(0,0)

Tabela 3.3: Pares ordenados de termos de M7 e Ms.

Através do mesmo raciocinio empregado nos exemplos anteriores, é facil verificar que,

nessa situacao, os equilibrios de Nash sao:

o.0:0.0) 10.0:0.01 ¢ [(35):(53)]
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