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Resumo

Embora o estado quantico de um campo laser seja geralmente tratado como um estado
coerente na Optica quantica, a fase absoluta desconhecida do laser permite representa-lo
como uma mistura estatistica de estados coerentes com fases aleatorias, equivalente a uma
mistura de estados de Fock. Utilizando essa perspectiva, mostramos que ao empregar um
estado de Fock para o laser, somos capazes de gerar previsoes experimentais consistentes
com aquelas obtidas assumindo um estado coerente, mas com explicacgoes fisicas distintas.
Aplicamos esses conceitos a experimentos de luz comprimida em um e dois modos, demons-
trando que os resultados experimentais tipicos também podem ser previstos considerando
o campo laser em um estado de Fock ou em uma mistura de estados de Fock e concluimos
que, além de nenhum estado comprimido ser produzido, no caso de experimentos de estados
de vacuo comprimido em dois modos, nao ha emaranhamento entre os modos de feixe
'gémeos'de sinal e idler. Fornecemos uma explicagao fisica geral para a reducao de ruido
nos experimentos, utilizando o conceito de distribuicao de probabilidade de fase relativa,
proposta inicialmente por Luis e Sanchez-Soto [1], sendo que generalizamos a distribuicao
de fase relativa de dois modos proposta por Luis e Sanchez-Soto para tratar quatro modos
opticos: sinal, idler e dois osciladores locais. A explicagao fisica se baseia em uma melhor
definicao de relacao de fase, seja entre o campo sinal e o campo utilizado como oscilador
local para o caso de experimentos de vacuo comprimido em um modo, seja na relagao
entre os quatro modos 6pticos envolvido no caso de experimentos de estados de vacuo

comprimido em dois modos: sinal, idler e dois osciladores locais.

Palavras-chave: Optica Quéntica em Varidveis Continuas, Estados Comprimidos da Luz,
Distribuicao de Probabilidade de Fase Relativa.



Abstract

Although the quantum state of a laser field is generally treated as a coherent state in
quantum optics, the unknown absolute phase of the laser allows it to be represented as
a statistical mixture of coherent states with random phases, equivalent to a statistical
mixture of Fock states. Using this perspective, we show that by employing a Fock state
for the laser, we can generate experimental predictions consistent with those obtained
by assuming a coherent state, but with different physical explanations. We apply these
concepts to single-mode and two-mode squeezed light experiments, demonstrating that
typical experimental results can also be predicted by considering the laser field in a
Fock state or in a mixture of Fock states, and we conclude that, besides no squeezed
state being produced, in the case of two-mode squeezed vacuum experiments, there is no
entanglement between the "twin" beam modes of signal and idler. We provide a general
physical explanation for the noise reduction in the experiments using the concept of relative
phase probability distribution, initially proposed by Luis and Sanchez-Soto [1], and we
generalize the two-mode relative phase distribution proposed by Luis and Sanchez-Soto to
handle four optical modes: signal, idler, and two local oscillators. The physical explanation
is based on a better definition of phase relation, either between the signal field and the
field used as the local oscillator in the case of single-mode squeezed vacuum experiments,
or the relation among the four optical modes involved in the case of two-mode squeezed

vacuum experiments: signal, idler, and two local oscillators.

Keywords: Quantum Optics in Continuous Variables, Squeezed States of Light, Relative
Phase Probability Distribution.
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1 Introducao

Um dos quesitos necessarios para o estudo e compreensao dos fenémenos que a éptica
quantica abrange é a conexao de resultados experimentais, provenientes de experimentos
opticos envolvendo a interagao da luz laser com a matéria, com a descrigdo tedrica
apropriada para cada fenémeno observado. Para o desenvolvimento da Optica quantica,
a quantizacao do campo eletromagnético é um passo fundamental. A luz quantizada
pode ser pensada como um conjunto de fétons, quantas de excitagoes com quantidades
discretas de energia Aw. A quantizacao do campo eletromagnético leva a um Hamiltoniano
completamente analogo ao do oscilador harmoénico para cada modo do campo. Assim
sendo, o Hamiltoniano quantico que descreve a luz é equivalente a um conjunto infinito
de osciladores harmonicos [2]. A 6ptica quintica abrange uma vasta gama de fendmenos
como emaranhamento e superposicao e tecnologias avancadas, que vao desde a geragao e
manipulacgao de estados quanticos da luz até a aplicacao em areas como informagao quantica
[3H14], metrologia quantica [15-26], criptografia quantica [27], computagdo quantica [28,29],

entre outras areas [30,31].

Os estados comprimidos da luz destacam-se por serem estados quanticos nos quais
a incerteza (ou “ruido quintico”) em uma das quadraturas do campo eletromagnético
é reduzida abaixo do limite do ruido de vacuo (imposto pelo principio de incerteza de
Heisenberg), enquanto que a incerteza na quadratura conjugada é aumentada [2]. Estes
estados tém aplicagoes importantes em areas onde a reducao de ruido pode melhorar
significativamente o desempenho de deteccdo, como em metrologia quéantica e em varias
tarefas de informagao quantica [3,/15]. A geracao de estados comprimidos envolve técnicas
que exploram a nao linearidade em cristais para converter fétons de um comprimento de
onda em pares de fétons de comprimentos de onda diferentes do inicial. A deteccao de tais
estados é normalmente realizada através de um processo conhecido como detecgdo homodina
balanceada [2]. No tratamento usualmente adotado para a geragio e caracterizagao dos
estados comprimidos da luz, utiliza-se que o estado do campo laser é um estado coerente

com um grande nimero médio de f6tons [232].

Entretanto, é de conhecimento na literatura que, devido a falta de conhecimento
a priori da fase do laser, seu estado é melhor descrito por uma mistura estatistica de
estados coerentes, o que é equivalente a uma mistura estatistica de estados de Fock [32-37].
Portanto, considerar que o laser estd em um estado coerente é uma aproximagao tao valida
quanto considera-lo em um estado de Fock. O fato de que o estado quantico de um campo
laser é mais adequadamente descrito como uma mistura estatistica de estados coerentes
com fases aleatdérias (ou uma mistura estatistica de estados de Fock) gerou uma série

de discussoes na literatura. O teletransporte quantico experimental utilizando estados
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comprimidos [3] foi anteriormente criticado, pois, dado que o campo laser nao é um estado
coerente, os resultados experimentais nao poderiam ser associados a um protocolo de
teletransporte quantico [38]. Apds um intenso debate [34,39-H42], emergiu um ponto de
vista interessante argumentando que um referencial de fase deve ser estabelecido para
qualquer protocolo de informacao quantica em variaveis continuas. Sob essa perspectiva,
os resultados experimentais de [3] efetivamente demonstram a implementac¢do de um

protocolo de teletransporte quantico [39,40].

A interpretacao de diferentes experimentos muda completamente ao considerar o
campo de laser em um estado de Fock em vez de um estado coerente. De fato, é possivel
explicar experimentos, como a interferéncia produzida pela superposicao de dois campos
de laser independentes [43] e a medigao direta do campo elétrico das ondas de luz [44],
assumindo que os campos de laser estao em estados de Fock [33,45]. Essas diferentes
interpretacoes para os mesmos experimentos certamente trazem questoes intrigantes sobre
as leis fundamentais por tras dos resultados experimentais, enriquecendo a compreensao

dos sistemas em questao.

Nesta tese, descrevemos experimentos que produzem e caracterizam estados de
vacuo comprimido em um e dois modos, considerando a descricao do campo de laser
como uma mistura estatistica de estados de Fock, e ndo em um estado coerente [36,37].
Prevemos os resultados experimentais usuais, quando consideramos a base de Fock para
descrever o campo do laser, mas com uma interpretacao completamente diferente para o
fenémeno fisico envolvido. Apresentamos uma justificativa geral para a reducdo do ruido
no sistema, para os dois casos: um e dois modos. Em ambos os casos, a distribuicao de
probabilidade de fase relativa entre os campos envolvidos no sistemas estudados foi o ponto
chave para a explicagao geral dos resultados. No caso dos estados de vacuo comprimido em
um modo, utilizamos a distribuicao de probabilidade de fase relativa introduzida por Luis
e Sanchez-Soto [1], de onde concluimos que uma justificativa fisica independente da base
(estado coerente ou de Fock) é em termos de uma melhor definigdo da fase relativa entre os
campos de sinal e do oscilador local envolvidos no setup estudado. Essa distribuicao de fase
relativa de dois modos de Luis e Sanchez-Soto foi recentemente associada a informacao de
Fisher quantica para muitos estados puros tteis em metrologia quantica [46], que mostra
uma relevancia dessa distribuicao de fase no ambito da metrologia quantica. Para o caso
dos estados de vacuo comprimido em dois modos fizemos algo semelhante, mas primeiro
apresentamos uma generalizagao a distribuicao de probabilidade de fase relativa para o

caso em que temos quatro campos envolvidos: sinal, i¢dler e os dois osciladores locais.

A tese esta dividida em 4 capitulos. No capitulo 2 trazemos os fundamentos de
Optica quantica, com a quantizacao do campo eletromagnético e apresentagao de estados
do campo fundamentais para o desenvolvimento da tese, os estados de Fock e estados

coerentes, bem como muitas de suas propriedades. Também é apresentado outro conceito
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de suma importancia para o decorrer da tese que é o conceito de quadraturas do campo
eletromagnético, que estao associadas com o as componentes do campo eletromagnético

oscilante defasados de 90°.

No capitulo 3 introduzimos os estados comprimidos da luz. Abordamos o estado de
vacuo comprimido em um e dois modos, desde sua definicao matematica, suas propriedades
de reducao de ruido até a apresentacao um esquema para geracao e caracterizacao de

estados de vacuo comprimido, em um e dois modos.

O capitulo 4 abrange os conceitos de distribui¢ao de probabilidade de fase, come-
cando pela distribuicao de probabilidade de fase para um modo do campo e chegando na
distribuicao de probabilidade de fase relativa, apresentando a distribuicao de fase relativa
introduzida por Luis e Séchez-Soto |1]. Também apresentamos um breve comentario sobre

a associacao dessa distribuicao com deteccao de fase relativa.

Finalmente, no capitulo 5 temos os resultados obtidos em nosso tratamento para
a produgao e caracterizacao de estados comprimidos em um e dois modos. Inicialmente,
apresentamos uma breve justificativa do estado do campo laser ser melhor descrito por
uma mistura estatistica de estados coerentes com fase aleatoria, que é equivalente a uma
mistura estatistica de estados de Fock. Mostramos os resultados obtidos, para os dois
casos tratados, quando consideramos o estado do laser na base dos estados de Fock, que
nos leva a um tratamento sem o conceito de compressao ser empregado durante todo o
processo. Apresentamos uma explicagao geral, envolvendo a distribuicao de probabilidade
de fase relativa para os campos envolvidos, para o caso de dois modos, generalizamos a
distribuicao para quando temos quatro modos envolvidos. Os resultados apresentados nesta
tese foram publicados nas referéncias [Phys. Rev. A 102, 053723 (2020)] [36] e [Optics
Communications 550, 129945 (2024)] [37].
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2 Quantizacao do Campo Eletromagnético

Nos pilares da 6ptica quantica estd a quantizacao do campo eletromagnético. Muitos
fenémenos da luz s@o bem descritos pela 6ptica classica, em que o campo eletromagnético
é tratado como um campo classico. No entanto, varios fendmenos luminosos, especialmente
quando se adentra no regime de poucos fétons, nao sao bem descritos pela teoria classica,
torna-se necessaria a utilizacdo de uma teoria mais robusta para a explicacao fisica de tais
experimentos. A éptica quantica utiliza-se portanto da teoria da quantizagdo da radiagao

eletromagnética, onde os campos elétrico e magnético sao agora definidos como operadores.

Neste capitulo, apresentaremos a quantizacao do campo eletromagnético livre. A
quantizacao de um modo do campo eletromagnético livre é completamente analoga a
quantizacao do oscilador harmonico. Assim sendo, o Hamiltoniano quantico que descreve
a luz é equivalente a um conjunto infinito de osciladores harmdénicos, um para cada modo

do campo.

2.1 Quantizacao do Campo

O ponto de partida para a quantizacdo do campo eletromagnético é a observacao de
que a luz pode ser modelada como uma onda eletromagnética. Para a explicacdo de diversos
fendmenos observados em escala quantica é necessario que essa onda seja quantizada, ou
seja, a energia da onda eletromagnética nao varia de forma continua, mas sim em multiplos
discretos chamados quanta de energia, representados por fétons. O processo de quantizacgao
do campo eletromagnético ¢é realizado por meio da introducao de operadores de criagao e
aniquilacao, que descrevem, respectivamente, a criagao e a destruicao de particulas. No
contexto da Optica quantica, esses operadores sao aplicados ao campo eletromagnético,

permitindo a descri¢ao da cria¢ao e aniquilacao de fétons [2].

A quantizac¢ao do campo eletromagnético tem implicagoes profundas, levando a
compreensao de fendmenos como a dualidade onda-particula dos fétons, a probabilidade de
emissao e absorcao de fétons por sistemas atomicos, e o fendémeno quantico de emaranha-
mento. Além disso, ela desempenha um papel fundamental na compreensao de fenémenos
relacionados a interacao entre luz e matéria e é essencial para a compreensao de tecnologias

modernas, como lasers e dispositivos optoeletrénicos.

A quantizacdo do campo eletromagnético é uma peca central na construcao tedrica
da fisica quantica e proporciona uma compreensao profunda da natureza dualistica da luz
eletromagnética no reino quantico. Essa abordagem tedrica é essencial para a compreensao

da fisica das particulas elementares e para o desenvolvimento de tecnologias que dependem
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da manipulacao controlada da luz em niveis quanticos.

2.2 Campo Eletromagnético Classico: Modos Ortogonais

O campo eletromagnético num espaco livre de cargas e correntes satisfaz as equagoes

de Maxwell no vacuo

V X E(r,t) = —;B(r,t), (2.1a)
V X B(r,t) = ;;E(r, t), (2.1b)
V .E(r,t) =0, 2.1¢)
V . B(r,t) =0, (2.1d)

onde E(r,t) e B(r,t) sdo os campos elétrico e magnético e ¢ = 1/,/mpgo ¢ a velocidade
da luz no vacuo, com g e €y sendo, respectivamente, as constantes de permeabilidade

magnética e permissividade elétrica do vacuo.

Os campos elétrico e magnético podem ser obtidos dos potenciais escalar, ¢(r,t), e

vetorial A(r,t). Da equagao ([2.1d]) podemos escrever o campo magnético como
B(r,t) =V X A(r,1), (2.2)

uma vez que a divergéncia de um rotacional também é zero. Substituindo esse resultado

na equacao , temos o seguinte para o campo elétrico

V X E(r,t) = —QB(r,t)
ot 5 (2.3)
=-V X aA(r,t),
de onde chegamos a expressao
V x |E(r,t) + gtA(r,t) = 0. (2.4)

Podemos assim escrever o termo entre colchetes como o gradiente um potencial escalar,
visto que o rotacional de um gradiente também ¢é igual a zero, assim temos o campo elétrico

dado em termos dos potenciais como

E(r,t) = -Vo(r,t) — ;A(r, t),. (2.5)

Mudancas nos potenciais escalar e vetor sao conhecidas como transformacgoes de calibre e
sdo definidas como [47]

¢ (r,t) = o(r,t) — ;A(r, t) (2.6a)

Al(r,t) = A(r,t) + VA(r, t), (2.6b)
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onde A(r,t) é uma funcao arbitraria de r e t. Os campos elétrico e magnético, E(r,t) e
magnético B(r,t) sdo invariantes sob essas transformagoes. Substituindo os potenciais

transformados (2.6al) e (2.6b]) nas equagoes dos campos elétrico e magnético, (2.5)) e (2.11b)),

ficamos com

/ _ / a / — _ g _ Q
E'(r,t) = -V¢'(r,t) — §A (r,t) = =V |¢(r,t) 825A(r’ t) 5

B'(r,t) =V X A'(r,t) =V X [A(r,t) + VA(r, t)].

[A(r,t) + VA(r, t)]

(2.7)

Considerando que as derivadas temporais e espaciais sdo permutaveis na equagao do campo

elétrico sob transformacao de calibre, chegamos em

0
B(r,) = ~Vo(r,1) - = A(r,1) = B(r,1) (2.8)
Usando novamente que o rotacional de um gradiente é igual a zero, temos que a equacao

do campo magnético sob transformacao de calibre ¢é

B'(r,t) =V x A(r,t) = B(r, ). (2.9)

Como visto acima, as equagoes de Maxwell sdo invariantes segundo o calibre, assim
escolhendo o calibre de Coulomb, E(r,?) e B(r,t) sdo determinados a partir do potencial
vetor A(r,t). O potencial vetor satisfaz a equagdo de onda homogénea e a imposi¢ao de

divergéncia [32}/48]

1 02
VZA(r,t) — g@A(r,t) =0, (2.10a)
V-A(r,t)=0. (2.10b)

E os campos elétrico e magnético sao escritos em termos desse potencial vetor como

E(r,t) = —aatA(r,t), (2.11a)
B(r,t) =V X A(r,t). (2.11Db)

Note que substituindo as equagoes (2.11al) e (2.11b]) na equagao de Maxwell (2.1b]), obtemos

novamente que o potencial vetor satisfaz a equacao de onda (2.10al).

Pode-se, por conveniéncia, restringir o campo descrito a um certo volume no espaco
(considerar, por exemplo, que o campo estd contido em uma cavidade cibica com arestas
de comprimento iguais a L e impor condi¢des de contorno periddicas, obtendo solugoes
fisicas para a equacao de onda e num momento oportuno fazendo L — 00) e entao
escrever a expansao para o potencial vetor em termos de um conjunto discreto de modos
ortogonais 2,32

A(r,t) = [acuk(r)e ™ + ug (r)e™*]. (2.12)
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Substituindo a equagdo (2.12]) na equacao de onda ([2.10a]) teremos para cada modo

2

V2 (r) + %uk(r) =0. (2.13)

Além disso, as fungoes ug(r) devem satisfazer a condigao de transversalidade V - uy(r) =0

e formam um conjunto ortonormal completo, ou seja,
/ uy (r)ug (r)dr = . (2.14)
1%

Como estamos considerando uma cavidade cubica de arestas de lado L, o potencial
vetor pode ser dado por uma combinacao linear de ondas planas, com as fungoes uy(r)

escritas como |32
uy(r, s) = L% 2ey ™", (2.15)

para cada modo normal do campo eletromagnético, sendo ey, o vetor de polarizacado com
indice de polarizagdo s = 1,2 (duas polarizagdes independentes) e k o vetor de propagagao.

O vetor k tem componentes [32]

ko= =25 ng=0,LE2 (2.16)
2mn

k== my=0,£1E2. (2.17)
2mn,

k, = ”L” L om=0,41, 42, ... (2.18)

(2.19)

A polarizagao é ortogonal a direcao de propagacao devido a condicao de transversalidade

V - uk(r) =0, assim k - e, = 0. Assim, podemos agora escrever o potencial vetor como

€ks
Ar,t) =) 732

k,s

s ()™ + c;;s(weik-r] , (2.20)

com ¢, (t) = cxse” ™kt Os campos elétrico e magnético (2.11)) correspondentes sao entao

dados por

B(r, 1) = 2y 3wk oo 1)’ - cl*(s(t)e_ik'r} , (2.21a)
k,s

B(r,1) — L;/Q 3 (k % 1) s (1) ci’;s(t)e_ik'r} (2.21D)

k,s

A energia do campo é dada pela expressao

H:l/ (EOE-E+1B-B)dV. (2.22)
2.Jv Ho
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Identificando a frequéncia w; = ck e utilizando as relagoes

/V 6K GY = Vo, (2.23a)

(k X eks) . (—k X e,ks/) = —/{Q(Gks . e,ks/), (223b)

obtemos as contribui¢oes dos campos elétrico e magnético para a energia do campo H

1 . /
— / é‘OE . Edv — / Z Wkwk’eks ek/s/ |:Cks(t>ck’s’ (t)el(k‘f’k )'1'_
2Jv v kk’,s,s’
— b, (D) ey (1)e KT o () ek, (1)t kTR Ty
o (2.24)
+cp (t) ety (t)e KT gy
=& Zwkcks Ces(t) — R,
! ! B -BdV = Zk
— J— . = Cks C S
v o 1o 4 8
1
— 5 2 (kxew) (“kxe ) s (£ e (£) + G ()71 (1)]
Ho k,s,s’
=5 Z wkcks Y () + R,
(2.25)
onde
€ * *
R= 50 > wieks - € ke [tk (1) + () e (1) (2.26)
k,s,s’
que nos leva a seguinte expressao para a energia do campo
H =2e0> wicis(t)c,(t). (2.27)

k,s

Para posterior quantizagdo do campo, vamos reescrever H na forma Hamiltoniana intro-

duzindo um par de variaveis canonicas que serao definidas como

Gies (1) = 20/ [enes () + G5, (1)] (2.28a)
Prs(t) = —iwoer’? [crs (t) — ci ()] (2.28b)

Assim, a energia do campo é agora escrita da forma

1
H =237 [P (D) + wiial, ()] (2.29)
k,s
ou seja, para cada modo k,s do campo eletromagnético temos a energia de um oscilador

harménico de massa unitaria. Vemos que em termos das varidveis candnicas as equagoes
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candnicas de movimento, dadas pelas equagoes de Hamilton [48,149], sdo respeitadas uma

vez que valem as relagoes

OH 8ka

— 2.
O 5 © (2.30a)
OH apks
—=— . 2.30b

Ambas as variaveis oscilam sinusoidalmente com o tempo numa frequéncia wy.

2.3 Quantizacao do Campo

A quantizagdo do campo eletromagnético segue uma analogia completa com a
quantizacgao do oscilador harmoénico. Nesse contexto, o Hamiltoniano quantico que descreve
a luz é equivalente a um conjunto infinito de osciladores harmoénicos, sendo cada um
associado a um modo especifico do campo. Consequentemente, o espectro de energia para
cada modo do campo quantizado segue o mesmo padrao caracteristico de um oscilador
harmonico quantico. Em particular, veremos que a energia minima para um modo do
campo eletromagnético é de hw/2 e quanta de excitagoes, fétons, com uma energia de hiw
refletindo a natureza discreta da energia em niveis quanticos. O comportamento quantico

desses fotons é analogo ao de particulas associadas aos osciladores harmonicos quanticos.

A quantizacdo do Hamiltoniano para um oscilador harmonico é feita fazendo a
correspondéncia das variaveis candnicas de posi¢cao e momento com os operadores de posi¢ao
e momento gy, — Qs € Pxs — Pks- Lisses operadores estao relacionadas ao principio da
incerteza de Heisenberg, que limita a precisao com que podemos conhecer simultaneamente
a posicao e o momento de uma particula. Assim, eles devem satisfazer as relagoes de

comutagao [2,48|

[kaaﬁk’s’] - ih(gkk’éss’ € (231&)
[q\ksa (jk’s’] =0= [ﬁk&ﬁk’s’] . (231b>

Partindo da equagao (2.29)), o operador Hamiltoniano que descreve a energia do campo

eletromagnético serd portanto igual a

= 53 [ + i) (232)

Mas note que, nesse caso, § e p nao estao associados a posi¢ao e momento, mas a quadraturas

do campo eletromagnético, como sera discutido mais tarde.

-

E conveniente introduzir aqui dois operadores, conhecidos como operadores de
aniquilagao e criacao de fotons ay, e dLS, respectivamente. Para cada modo do campo,
o operador de aniquilacao deste modo é responsavel por “remover” um féton de um

estado dado, enquanto o operador de criacao esta associado a “adicao” de um féton ao
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estado. Posteriormente, veremos como ocorre a atuagao destes operadores em estados
relacionados ao campo eletromagnético, como os estados de Fock e coerente. Definimos

entdo os operadores [[]

1
dks - Thwk [wkq\ks + iﬁks] ) (2338‘)
1
Gl = ——— [wiis — iPrs] - 2.33b
Qs D on [kaks Zpks] ( )

Esses operadores satisfazem as relagoes de comutagao [2]

[aks, aL,S,} = S Oss € (2.34a)
[&ks; &k’s/] =0= {aks, CLL/ /} . (234b)

Escrevendo os operadores pys € gis em termos dos operadores de aniquilagao e criacao

(2.33a]) e (2.33b]) e substituindo na equacao (2.32) vemos que a equagao que descreve a

energia do sistema serd dada por

1 1 . 1
z hCUk |:aksa’k5 + :| - = Z hCLJk |:nks + :| 5 (235)
2% 2 24 2
s ,8

onde foi atribuido Ay, = @i dyxs como o operador nimero de fétons para cada modo,
sendo que cada um desses modos possui um conjunto associado de autoestados de niimero
de fotons, chamados de estados de Fock. Posteriormente, discutiremos mais sobre esse
autoestados de H.

Fazendo a correspondéncia das variaveis das equacgoes ([2.21)) com os respectivos
operadores, os campos elétrico e magnético serao agora também operadores, dados em

termos dos operadores de criagao e aniquilacao pelas expressoes
_ Ao ikr—wit) At —i(ker—wit)
E(r,t) =14)_ R €ks {akse H—a, e k } e (2.36a)

i(k-r—wgt) _ &Tk e—i(k~r—wkt)}
S

Z 2wk€0L3 (kX eg) s : (2.36b)

onde aqui escrevemos a dependéncia temporal do operador de aniquilagao de forma explicita

iwkt — A —iwkt

como Gys(t) = aks(0)e™ (xs€

2.4 Estados de Fock

Conhecidos também como estados de ntimero, os estados de Fock oferecem uma

abordagem conveniente para descrever sistemas com um niimero variavel de particulas,

L A dependéncia temporal serd suprimida nos operadores a seguir para nio sobrecarregar a notacio. Mas,

a menos que seja escrito explicitamente, estamos aqui considerando que pys(t) = Pks, Gks(t) = ks,

CAlks(t) = aksv dLs(t) - CLLS
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como ¢ o caso do campo eletromagnético quantizado, sendo autoestados do Hamiltoniano
que descreve a luz quantizada [2,48]. Cada estado de Fock especifico expressa o niimero de

fétons presentes em diferentes modos do campo [48]
{n}) = 1T Incs) = Inms,) a0 - (2.37)
k,s

O estado de Fock é um autoestado do operador niimero de f6tons [48]

ks [{n}) = mics {n}) - (2.38)

Definindo o operador niimero total de fo6tons como a soma de todos os operadores niimero

de fétons sobre todos os modos

n{n}) =nl{n}) (2.39)

vemos que o estado de Fock é também um autoestado do operador niimero total de fotons,

com autovalor dado pela soma do niimero total de ocupagao sobre todos os modos n.

Como ja mencionado, os estados de Fock sao autoestados de energia do operador
H [2,148]
H|{n}) = E|{n}), (2.40)
com
E =Y huwy (nk,s + 1) . (2.41)

k,s 2

Os operadores de aniquilacao, (2.33a)), e criacdo, (2.33b]) alteram o ntiimero de f6tons
do modo k, s em que eles estdo atuando. O operador de aniquilagdo remove um féton
do modo, enquanto o operador de criagao adiciona um féton. Teremos para o operador

criagdo, atuando no modo k, s 48],
iy Mies) = Gics [ s + 1) (2.42)
com gy, dado por
(acs| sl [macs) = [gs|” (macs + Lmaes + 1) = |gues|*. (2.43)
Utilizando a relagdo de comutacao temos também que
(s | s ifey [1cs) = (s (1 + T s) [acs) = 1+ s, (2.44)

assim mostramos que gxs = /1 + Nk s €

iy ) = \/1+ mies s + 1) (2.45)

De forma similar, é possivel mostrar que

dks |nks> = \/Nk,s |nks - 1> . (246)
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O estado fundamental, ou estado de vacuo (denotaremos por |[{0})), é o estado em
que todos os modos do campo encontram-se no menor estado de energia possivel, ou seja,
o nimero de ocupagao em cada modo é zero [{0}) = |0) |0) |0) ... [2,/48]. Qualquer estado
de Fock é gerado do estado de vacuo, aplicando sucessivamente operadores de criagdo no

estado de vacuo [2,/48]

Como nao ha particulas no estado de vacuo,

{m}) =11

k,s

iy [{0}) = 0. (2.48)

Os estados de Fock formam uma base completa e por serem autoestados de
operadores Hermitianos, dois estados de Fock diferentes sdo ortonormais, assim temos as

propriedades [4§]

% {nh){n}t =1 (2.49)

{n}{m}) = [T oncm. (2.50)

O valor esperado do operador campo elétrico (2.36al), para um modo do campo,

¢ facilmente calculado para o estado de Fock usando as propriedades do operadores de

criagdo e aniquila¢ao atuando num estado de Fock, ([2.45]) e (2.46)), e a ortogonalidade dos
mesmos (2.50))

(nl B(r £) [n) = iy |

(n| {&ei(k’r_w'f) — dTe_"(k'F_‘”t)} In) =0, (2.51)

vemos que o resultado serd sempre igual a zero, até mesmo no limite em que temos um
numero médio de fétons muito grande. No entanto, esperamos que nesse “limite classico”,
o valor esperado para o operador campo elétrico apresente um comportamento oscilatorio,
tal qual o caso classico. Diante disso, introduziremos a seguir estados com esse tipo de
comportamento e que sao uma importante classe de estados do campo eletromagnético: os

estados coerentes.

2.5 Estados Coerentes

Os estados coerentes sao os que mais se assemelham ao comportamento classico
da luz. Eles tém a propriedade de manter uma fase constante ao longo do tempo, por
possuirem um numero indefinido de fotons, ao contrario dos estados de Fock, nos quais
a fase é completamente indefinida e o nimero de fétons é bem definido [32]. Em ética

quantica, ha um tipo de relagdo de incerteza entre o nimero de fétons e a fase do campo
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oOtico, como discutiremos posteriormente. Os estados coerentes da luz sdo autoestados do

operador de aniquila¢do, assim para um modo do campo eletromagnético teremos [48]
ila) = ala), (2.52)

onde a é um numero complexo, evidenciando que esses estados nao sao afetados pela

aniquilacao de um féton.

Uma maneira de se obter os estados coerentes ¢ através da atuagao do operador

deslocamento no estado de vacuo [2,[32,/48]. Esse operador é escrito como
D(a) = elod=e"a), (2.53)

Usando a identidade de Baker-Hausdorff [50], dada pela expressao

e e A+ (R )66 A (YY) 66 6 A

2! 3!
(2.54)
Y e
T R AR B
podemos mostrar que
A it —ara _lel® et ara
D(a) = ela@'=a"d) — o= gadlgma’a, (2.55)
Atuando o operador (2.55)) no estado de vacuo |0) temos
A al? N * A
D(a)|0) = e=5 e e=0"2 |) . (2.56)

. . at ) ~ .
Expandindo a exponencial e** em série de Taylor, reescrevemos a expressao acima como

R w2 X ~T\n "
D(a)10) = e T > (QZI) e 0). (2.57)
n=0 :
Uma vez que [48]
* A\ 2
a0y = 1= a'a+ XD oy = oy (2.58)

2!

e que

()" |0) = Vnl|n) (2.59)

obtemos finalmente a expressao para o estado coerente

a) = D(a)[0) = 5 i 5% ny, (2.60)

onde |n) representa os estados de Fock que indicam o niimero de f6tons no modo considerado,

e a é um parametro complexo que determina a amplitude e a fase do estado coerente.
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Atuando o operador de aniquilacdo na expressao para o estado coerente (2.60)), obtemos

. e XAt
alay=e 2 Y ——aln)
n=0 n'
a2 o
o Vn!
e (2.61)
=e 2 In —1)
n;l (n—1)!
ol2 n+1
=% Y T—In) = ala),
n=0 n!

que ¢é a relagdo mostrada na equagao ([2.52)).

A distribui¢ao de probabilidade para o nimero de fétons n, num estado coerente, é
dada por uma distribuicao de Poisson

2n
2|y

P, = |(n]a)|> = e : (2.62)

n!

com (a| i ]a) = |a|* = 71, o nimero médio de fétons. A incerteza relativa para o operador
niimero de fétons decresce com o aumento do ntimero médio de fétons (An/n = 1/v/#),
onde An = \/(A2) — (A)* = Va. [2).

O valor esperado do operador campo elétrico (2.36al), para um modo do campo,

agora considerando um estado coerente é entao dado por

h’w i(k-r—w
PN [ae (kr—wt)

(o B(r,t) |a) = i — areilkr=wt)] (2.63)

Decompondo a em sua forma polar, a = |a|e’®, vemos explicitamente que o valor esperado

para o operador campo elétriccﬂ apresenta um comportamento oscilatério

(al E(r,t) |a) = 2la

2:;23 sin (wt —k -r — ¢). (2.64)

O valor esperado do campo elétrico em um estado coerente muda de forma previsi-
vel e continua, em contraste com os estados de Fock, que possuem ntimero de particulas
bem definido. Essa caracteristica suave e “deterministica” dos estados coerentes os torna
semelhantes aos padroes classicos de luz, onde o campo elétrico pode ser descrito de forma
simples por meio das equacoes de Maxwell . No entanto, é importante destacar que
os estados coerentes continuam sendo estados quéanticos com caracteristicas quanticas.
Portanto, apesar de o valor esperado do campo elétrico exibir uma forma sinusoidal seme-
lhante & classica, os estados coerentes ainda apresentam flutuagoes quanticas intrinsecas,

embora pequenas, ao longo do tempo [2].

2 Pode-se mostrar de maneira completamente andloga que o campo magnético também apresentard um

comportamento oscilatorio.



Capitulo 2. Quantiza¢io do Campo Eletromagnético 29

2.6 Espaco de Fase: Quadraturas

Um outro conceito importante de se introduzir sdo os operadores de quadraturas
no espaco de fase. Esses operadores sao fundamentais para a descricaio do comportamento
de um campo eletromagnético em termos de varidveis conjugadas, como amplitude e fase.
Os operadores de quadratura estao associados com as amplitudes dos campos oscilantes,
defasados de 90°. Em outras palavras, podemos relacionar as quadraturas com as amplitudes

do campo que oscilam com sin (wt + 6) e cos (wt + 6).

De forma genérica, os operadores de quadratura sao escritos em termos dos opera-

dores de criacao e aniquilagao
1 ) )
X(0) = 5(&e_“9 + a'e'), (2.65)

no entanto dois operadores de quadratura ortogonais importantes na descricao do campo

eletromagnético sao definidos como

X = ; (a+af) e (2.66a)
X, = 21Z (a—af), (2.66b)

que sdo andlogos adimensionais aos operadores de posi¢do e momento [2]. Notamos que
quando # =0 e = 7/2 em , obtemos, respectivamente, os operadores e
(2.66bh)). Quaisquer dois operadores de quadratura ortogonais entre si, satisfazem a relagao
de comutagao .

X1, R = 5 (2.67)

de onde segue a desigualdade [2]

. . 1

2 2 4
<(AX1) > <(AX2) > Z 16 (2.68)
Em outras palavras, as quadraturas no espaco de fase estao ligadas ao principio de incerteza
de Heisenberg, uma vez que para um estado quéantico especifico a precisao simultanea com

que se pode medir tanto a amplitude quanto a fase do campo é limitada.

E facil ver que estado de vacuo minimiza o produto de incertezas dos operadores

de quadratura (2.68) [2]

1

= —. 2.69
vac 16 ( )

<(AX1)2> <(AX2)2>

A igualdade no produto de incertezas também é obtida com os estados coerentes. Em

vac

outras palavras, as incertezas para cada quadratura em um estado coerente sdo iguais as
incertezas para esses operadores quando calculadas no estado de vacuo. Para o operador
X temos

(%), = 2 (ol (@+a")]a) = 5(a +a") (2.70a)
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(X2) = 2ol (a+ah)(a+a")|a) = i(oﬂ Fa420a|+1) = i[<a+a*)2 +1)], (2.70b)

(A%, = (&) — (%) =1 (2.70¢)

Analogamente é possivel mostrar que <(AX2)2> = 1/4, que nos leva a igualdade

(AX1)?) ((AXy)?) =—. (2.71)

a 16

«

Portanto, com estados coerentes, é possivel se prever as quadraturas com a mesma
precisao. Ao contrario do que ocorre na mecanica classica, o estado do sistema nao é
precisamente determinado por um unico ponto no espaco de fase, mas sim por uma
regiao de incertezas no plano das quadraturas. Tanto o estado de vacuo quanto os estados
coerentes possuem incertezas iguais para qualquer direcao no espaco de fase. Na verdade,
o estado de vacuo pode ser considerado também um estado coerente com niimero médio

de fétons igual a zero.

A seguir, exploraremos uma classe significativa de estados quanticos da luz: os
estados de vacuo comprimidos da luz. Esses estados sao denominados assim porque a
incerteza em uma determinada quadratura é menor do que a incerteza obtida quando
calculada com relagdo a um estado de vacuo (ou um estado coerente). Em outras palavras,
é possivel haver maior precisdo no conhecimento de uma quadratura especifica, do que
quando estamos considerando apenas o ruido associado ao estado de vacuo. A figura
a seguir representa em 1(a) incertezas iguais em todas as diregbes do espaco de fase,
tanto para o estado de vacuo quanto para o estado coerente e em 1(b) a compressao
da quadratura ao longo de X, na elipse de erro do estado de vacuo comprimido, em

comparagao com o circulo de erro do estado de vacuo.
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@ x ®) %

X4

Figura 1 — Representagdo no espago de fase: (a) estado de vacuo (azul) e estado coerente
(laranja), ambos com incertezas iguais em todas as diregdes. (b) estado de
vacuo comprimido (rosa), apresentando menor incerteza em X, comparado ao
estado de vacuo (azul).
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3 Estados Comprimidos da Luz

Os estados comprimidos da luz sao estados quanticos que apresentam uma reducao
na incerteza em uma quadratura especifica em relagao ao ruido do vacuo, que em outras
palavras significa dizer que a varidncia em alguma quadratura é menor do que o ruido
do vécuo [2,132,51]. Essa compressdo na incerteza é uma caracteristica particular de
tais estados e tem diversas aplicacoes importantes em areas como metrologia quantica e
informagao quantica (3,4, 11-22]. Ao reduzir o ruido em uma quadratura especifica, os
estados comprimidos possibilitam alcancar uma precisao além do limite classico, conhecida
como limite de sub-shot-noise [2,16,32]. Um exemplo notével do uso de estados comprimidos
da luz estd na melhoria da sensibilidade dos detectores de ondas gravitacionais [15]. Esse
assunto é bastante explorado em pesquisas atuais que visam aprimorar essa sensibilidade
nos detectores de ondas gravitacionais [16,17,[20-22,52,53]. Um outro poderoso recurso
obtido com estados comprimidos da luz é o emaranhamento quantico. Estados comprimidos
de dois ou mais modos sdo uma fonte de estados emaranhados, que sao fundamentais para

uma série de protocolos e aplicagoes em informacao quantica [3}4}11-14].

A seguir, apresentaremos propriedades dos estados comprimidos. Em particular,
trataremos do estado de vacuo comprimido da luz em um e dois modos, detalhando dois

esquemas de geracao e caracterizacao desses estados.

3.1 Estado de Vacuo Comprimido em Um Modo

Os estados comprimidos da luz sdao tipicamente gerados através da interacao entre
um campo laser, considerado estar em um estado coerente, e meios nao lineares [2,[32,[51].
Um estado é considerado comprimido quando sua variancia em uma quadratura é menor
do que a variancia correspondente no estado de vacuo, de acordo com o principio de

incerteza [2]

([AX(0)) < i ou ([AX(0+m/2)) < i (3.1)

com X (0) dada pela equagao ([2.65)). Isso implica que, conforme uma quadratura é compri-

mida, a quadratura ortogonal é necessariamente alongada.

Uma maneira de se descrever a interacao entre os modos para a geracao de estados
comprimidos da luz é através de um Hamiltoniano quadratico nos operadores de aniquilagao
e criacao do modo do campo, ja que os estados comprimidos resultam da geracao de pares
de fotons. Esse processo pode ser realizado por meio da conversao paramétrica descendente,
onde um meio nao linear ¢ excitado por um campo classico coerente de frequéncia wy,

gerando pares de f6tons de frequéncia w,/2. O Hamiltoniano correspondente é dado por [2]
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H = hwi'a + hwyb™h + ihy® (@%b — a'b), (3.2)

com b sendo o operador de aniquilagdo do modo do campo pump, a é o operador de
aniquilacdo do modo do campo sinal e y?) é uma susceptibilidade néo-linear de segunda

ordem [2].

Na aproximacao paramétrica, assume-se que o campo pump esta em um estado
coerente muito intenso, |Be~“r!), com um grande ntimero médio de fétons, |3 > 1.

—iwpt

Substituindo os operadores de aniquilacao e criacao pelos valores esperados, b— be e

bt — Bert. o Hamiltoniano é aproximado como

H(pA) _ M&Ta + ih(ﬁas&Qeiwpt o n&we—iwpt) — HO —+ Hmt, (33)

Com essa escolha, o Hamiltoniano torna-se independente do tempo quando w, = 2w,

resultando em H;,;, = ih(n*a® — nat?), e portanto o operador de evolucéo associado é [2]

U, (t,0) = elnta®—ma™) (3.4)

3.1.1 Definicao Matematica

A geragdo do estado de vacuo comprimido envolve a aplicagdo do operador de

compressao em um estado de vacuo,

1€)

S(€)10). (3.5)
O operador de compressao é definido como
S(g) = elbea—¢a™), (3.6)

onde ¢ = re'?, r é o pardmetro de compressio e ¢ é o angulo de compressao, com 0 < 7 < 00
e 0 < ¢ < 2n. Este operador é unitario, obedecendo 5(£)S1(€) = ST(£)S(€) = I. Note que
o operador de evolucao tem a mesma forma que o operador de compressao (|3.6)), com
2nt = €.

Este operador de compressao, quando aplicado ao estado de vacuo, altera a distri-
buicao de probabilidade das amplitudes dos modos do campo eletromagnético, resultando
em uma reducao do ruido em uma quadratura especifica, enquanto aumenta o ruido na

outra quadratura.

Vamos considerar
al0) =0, (3.7)
aplicando o operador de compressao dos dois lados da igualdade e usando o fato de que é
unitario, teremos [2]

A

S(€)aS'(€)S() [0) = S(£)asT(€)[¢) =o. (3.8)
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Pela identidade de Baker-Hausdorff (2.54)), vemos que

. a r/2[G.al  (r/22G,[G.a]] | (r/20°G. (G, (G,
T TR 2 + 31

Yo (39)

onde
G = el 0t =) _ =5 3(¢), (3.10)

lembrando que ¢ = re®. Calculando os comutadores em (3.9)) e agrupando-se os termos

em poténcias pares e impares de r teremos

$©@a8 e —a 2+ DT ) qatee (DT 4T (3.11)

a = a'e :
o2 4l 13 5l

onde identificamos que o termo no primeiro parénteses é a expansao em série de Taylor

para o cosseno hiperbodlico de r e o termo no segundo parénteses a expansao para o seno

hiperbdlico de r, que podem ser escritas como

00 2n 00 T2n+1

coshr =) (;n)' sinhr =) eIk (3.12)

n=0 n=0

Assim, substituindo o resultado da equagao (3.11]), com as identificacoes mostradas nas
equagoes (3.12), na expressao (3.8) teremos a seguinte expressao

(& coshr + ¢'?a! sinh r) 1£) = 0. (3.13)

Pelo fato dos estados de Fock formarem uma base completa, podemos também escrever o

estado de vacuo comprimido como uma expansao na base dos estados de Fock,

=> Cyln), (3.14)
n=0
que substituindo na equagao (3.13))
(& coshr + €G! sinh 7“) > Culn) =0, (3.15)
n=0
nos leva a seguinte relagao de recursao
Cpi1 = —e @ tanhr - 1On_1. (3.16)

Essa relacao tem solugao para n pares e impares, mas no nosso caso, estamos interessados

apenas na solucao que engloba o estado de vacuo (n = 0) [2], que nos leva a

: 2m — 1 , 2m—1)2m —1—2
Cy, = —e'® tanh r\/ZCQm2 = (—e’d’ tanh T)mJ ( 2mz;m —9) )szfz; =...

(2m — 1!
(2m)!!

Com = (—€" tanhr)™ -Co,

(3.17)
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com o duplo fatorial sendo definido por [54]

n/2
n!l = [](2i), para n par e

i=1

(n+1)/2 (3.18)
nll= ][] (2i—1), para n {mpar.

i=1
O coeficiente Cy é determinado pela condi¢ao de normalizacao

o0

> Copl =1
m=0
9 (3.19)
1P m (2m B 1>” o
mz::O (e *’tanhr) @m0 1,
usando as propriedades de duplo fatorial [54]
2m)!
(2m — 1)l = (2 m)| e 2m)!l = 2™m), (3.20)
mm!
teremos - (2m)!
2 m m)!
Utilizando a relagdo mostrada no anexo [A] vemos que
> z"(2n)!
| =gz =y w@n)t 3.22
(-2 =3 o (322)
0 que nos leva a seguinte igualdade
201 —1/2 _
0 ) .
|Co|”(1 — tanhr) 1 (3.23)
de onde finalmente vemos que
1
Co = —— (3.24)

Vcoshr

Assim, obtemos a forma explicita do estado de vacuo comprimido, em um modo, na base

de Fock

1= (2m)!
= — —e tanh )™
1£) — mX::O( )

Note que o estado de vacuo comprimido possui uma superposi¢ao quantica de ntimeros

12m) . (3.25)

pares de fotons.

3.1.2 Reducao do Ruido: Variancia da Quadratura Comprimida

Para o estado de vdcuo comprimido da equagao (3.25)), a redugdo da incerteza
em uma das quadraturas é evidenciada pela diminuicao da varidncia associada a essa
quadratura. Por exemplo, se considerarmos que a quadratura (2.66al) ¢ comprimida, a

variancia associada a essa quadratura serd menor em comparacgao com o estado de vacuo.
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Isso significa que o estado de vacuo comprimido exibe flutuagdes menores em X; em
relagdo ao estado de vacuo convencional. Por outro lado, a variancia da quadratura ([2.66b))

sera necessariamente maior.

Para calcular a varidncia do operador de quadratura (2.65), vamos calcular os

valores esperados de X (6) e X(0)2, no estado de vacuo comprimido. E facil ver que o valor
esperado <X(9)> é zero
(X(0)) = (€1 X(0) &)
1 . ‘ o (3.26)
= 5 (0] S¥()(@e™ +ale”)S(€)10),

utilizando novamente o lema de Baker-Hausdorff (2.54]) e identificando as séries de Taylor

para os cossenos e senos hiperbélicos, chegamos a expressao para o valor esperado de X (6)

A~ 1 . . ) .
<X(0)> =3 {e”e (0] (@ coshr — a'e’ sinh ) |0) + ” (0 (& coshr — ae™* sinh ) \O)} = 0.
(3.27)
Portanto, a variancia do operador de quadratura para o estado de vacuo comprimido sera
igual ao valor esperado de X ()2, <[AX(9)]2> = <X(9)2>
([AX(O)) = (€| X(0)*[¢)
1 A , A : A
=70l S1(€)(ae™ +a%e”)S(€)S"(€)(ae™ + a'e™)S(€) 10)
1 ) ) ) )
=1 (0| [e_w(& coshr — afe’® sinh r)+ e’e(dJr coshr — Ge™* sinh r)]2 0) .
(3.28)

Abrindo o quadrado na expressdo acima, usando as relacdes dos operadores criacao e

destruicao (2.45)), (2.46)), (2.48)) e agrupando os termos obtemos a variancia do operador

quadratura para um estado de vacuo comprimido,
. 1
<[AX(9)]2> = Z[cosh2 7 +sinh®r — 2 cosh 7 sinh r cos (20 — ¢)], (3.29)

que estd plotada no gréafico da figura [2| para alguns valores de ¢, onde vemos que para
alguns valores de 0 a variancia se torna menor do que a variancia calcula para o estado de
vacuo, caracterizando compressao naquela determinada quadratura. Em outras palavras,
sempre que <[AX (9)]2> < 1/4 existe compressdo em alguma quadratura. Note também
que, nesse caso, para a quadratura ortogonal, com 6 avan¢ado em 7/2, a variancia serd

maior que a do estado de vacuo, de forma que as relagoes de incerteza sao respeitadas.

3.1.3 Esquema para Geracao e Caracterizacdo de um Estado de Vacuo Com-
primido

O esquema para geracao e caracterizacao de um estado de vacuo comprimido em

um modo que foi tratado neste trabalho estd ilustrado na figura [3| Considerando que ha
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Variancia do Operador Quadratura em Fungéo de 6

1.75 1

1.50 4

1.25 4

1.00 4

(1aX(0)12)

0.75 A

0.50

0.25 A

0.00 -

o

wia
]
N
3

Figura 2 — Variancia do operador quadratura fixando r = 1, para os valores de ¢ = 0 em
laranja, ¢ = 7/2 em verde e ¢ = 7 em vermelho. A linha tracejada em azul
representa a variancia da quadratura calculada para um estado de vacuo.

um estado coerente deixando o laser, estados coerentes com amplitudes reduzidas sao
transmitidos e refletidos pelo divisor de feixes BS;. O campo refletido passa pelo cristal
nao linear NLCy, onde ocorre a geracao do segundo harménico que é um fenémeno nao
linear em que dois fétons de frequéncia w sdo combinados dentro de um material nao linear

para produzir um unico féton de frequéncia dobrada 2w.

O campo com frequéncia 2w é refletido pelo espelho dicréico DM; e o campo com
frequéncia w é transmitido. O campo refletido vai para um oscilador paramétrico éptico
(OPO), que consiste basicamente em um cristal nao linear inserido dentro de uma cavidade
optica. Os campos ficam confinados nesta cavidade do OPO, amplificando o sinal gerado
por conversao paramétrica descendente estimulada e devido ao cristal ndo-linear do OPO,
o Hamiltoniano para o campo eletromagnético fica equivalente ao Hamiltoniano da equagao
, gerando o estado de vdcuo comprimido no modo de frequéncia w [2,32]. O espelho

dicréico DM, na saida do OPO reflete o campo 2w e transmite o campo w para o modo a.

Estados comprimidos sao normalmente caracterizados por meio de detec¢ao ho-
médina, como é mostrado na figura [3 Na detecgdo homédina o campo conhecido como
sinal no modo a, que contém o estado comprimido, é combinado no divisor de feixes BS,,
considerado simétrico 50:50, com um campo de referéncia chamado de oscilador local,
que é um estado coerente com amplitude larga |3e’?),, (com 3 e ¢ reais), no modo ag. A
intensidade medida pelo detector D; é proporcional & &f¢, com & = (ao + ia)/+/2 sendo o
operador aniquila¢ao do campo no modo ¢ e similarmente para os outros modos, enquanto a

intensidade medida pelo detector Dy é proporcional & b'b, com b = (& +1ag)/+/2. Definindo
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BS1 M
Laser \ >
a,

DM1

>

D3 ™ D1

Figura 3 — Esquema para producao e caracterizagao de um estado de vacuo comprimido
em um modo. BS(1,2) - divisores de feixe, NLC(1,2) - cristais nao lineares,
DM(1,2) - espelhos dicroicos, OPO - oscilador paramétrico éptico, M - espelho,
D(1,2,3,4) - detectores, ¢ - fase ajustavel.

entao o operador diferenca do ntimero de f6tons como
afag — ala), (3.30)
no qual a variancia é dada por
(D)) = (A2) — (iue)?
= o (Be|(ataoala + alaa’a, — ataca’al — alaa
~ [ (Be|Gata) — iaha) o), ]

como estamos considerando uma amplitude grande para o oscilador local (5 > 1), vamos

oO—+

a)|pe’) e, — (3.31)

utilizar a aproximacao paramétrica e substituir os operadores de aniquilagao e criacao

associados ao modo ag, dg e &g, pelas correspondentes amplitudes, Be’? e Be*?, na equacao
(3.31)), de maneira que teremos

(D)) ~ 5 (alal e + aae ™ + ala + aal) — 5 (ae™ + ale)’

R R 9 R (3.32)
=482 ((X(0))?) — 46> (X(0)) =45 ((AX(0))?).
Para o estado de vdcuo comprimido da equacdo ([3.25)) temos [2,/32]
<(Aﬁbc)2> ~ (*[cosh® r + sinh® r — 2sinh r cosh 7 cos (20 — ¢)]. (3.33)

Variando-se a fase ¢ do oscilador local, é possivel medir uma quadratura arbitraria do
campo sinal. Vemos portanto que sempre que ((Afy.)?) < 5% teremos <(AX(0))2> < 1/4,

indicando que ha compressao em alguma quadratura.
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3.2 Estado de vacuo comprimido em dois modos

Os estados de vacuo comprimido em dois modos apresentam fortes correlagoes
entre dois modos diferentes do campo eletromagnético 2. Por isso, esses estados tém uma
relevancia significativa em protocolos de informacao quéntica, pois sdo uma fonte robusta

de emaranhamento, que é um recurso fundamental para tais protocolos [3,|4,/11-14].

Analogamente ao operador de compressao em um modo, o operador de compressao
em dois modos também ¢ unitério S5(€)S5(€) = S5(€)85(¢) =1 e é definido como

S(€) = el&ab—eald), (3.34)
onde ¢ = re’® e, novamente, r e ¢ sdo os parametros de compressao. Os operadores a e b

atuando cada um em um modo distinto.

Os estados de vacuo comprimido em dois modos sdo gerados de maneira semelhante
ao estado de vacuo comprimido em um modo, pelo processo de conversao paramétrica
descendente, porém numa configuragao nao-degenerado uma vez que os fétons em cada
par gerado sao emitidos em dois modos distinguiveis [55]. O Hamiltoniano desse processo

pode ser escrito como [2]
H = hw,dla + hwpb'h + hwyéfe + ine® (abet — afbfe), (3.35)

onde 0 modo ¢ contém o campo pump, que estd em um estado coerente, |[ye~™#') com um

grande niimero médio de fétons, |y| > 1. Com a aproximacio paramétrica (¢ — ye~“r e

&l — ve~™rt) o Hamiltoniano é aproximado como
HPY = hw,ata + hwybtb + ih(nabe™t — natble ™) = Hy + Hipy. (3.36)

Escolhendo w,, = wg+wy, 0 Hamiltoniano sera independente do tempo, com o Hamiltoniano
de interacao dado por

Hipy = ili(n"ab — na'bh). (3.37)
O operador de evolugao associado adquire a forma de um operador de compressao em dois

mOdOS Uint(t7 O) — e(n*t&,i)*n&”ﬁ)’ com nt — 5 l2]

3.2.1 Definicao Matematica

De maneira semelhante ao estado de vacuo comprimido em um modo, o estado de
vacuo comprimido em dois modos é gerado a partir da atuagdo do operador de compressao

em dois modos no estado de vacuo de dois modos [2]

€)5 = 52(€) [0),,10),, (3.38)

onde o operador de compressao em dois modos é dado pela expressao (|3.34)).
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De maneira andloga a sessao anterior, vamos novamente considerar
@l0,0) = 0. (3.39)

Atuando o operador de compressao em dois modos nos dois lados da igualdade e usando a

unitariedade do operador S5(€), teremos

52(€)aS3(€)52(€) [0,0) = 52(€)asSi(€) €), = (3.40)
Usando novamente a identidade de Baker-Hausdorff (2.54)), chegamos na relagdo [2]
S5(£)aS3(€) = acoshr + bt sinr (3.41)
e assim
(d cosh 7 + ebf sin r) 1£), = 0. (3.42)
Na base dos estados de Fock, em dois modos, teremos [2]
= Cumln,m), (3.43)

que substituindo na equacao (3.42) nos leva a equagao de autovalores

Z Cn,m[COShT\/E In—1,m) + e sinhrvm + 1 In,m+1)] =0
Chpiimecoshrvn + 1+ ei¢Cn7m+1 sinhrvm +1=0,

como estamos interessados apenas na solu¢ao que engloba o estado de vacuo comprimido

(3.44)

em dois modos (]0,0)) temos que [2]
Crnm = (—e' tanh )™ Co 0. (3.45)

O coeficiente Cy é determinado pela condicao de normalizagao [2]

Z |Cm,m|2 =

Z ’ "’ tanhr) 00,0‘2 =1 (3.46)
Z (tanh r)2m|C’070]2 =
m=0

Para 22 < 1, a férmula de uma série geométrica é dada pela expressio

1 Ca
LI (3.47)
1 - ‘T2 n=0
que podemos utilizar para determinar a forma do coeficiente Cy, que nos leva a
1
Coo = . 3.48
007 coshr ( )

Portanto o estado de vacuo comprimido em dois modos, na base dos estados de Fock, é
dado por [2]

1 [o¢]

L vcoshr nz::O

onde vemos que ha uma superposi¢ao quantica com termos que tém o mesmo nimero de

(—e™® tanh )™ |m,m), (3.49)

fétons em cada modo.
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3.2.2 Variancia nas Quadraturas

Como o estado de vacuo comprimido em dois modos apresenta fortes correlagoes
entre os modos, a compressao das flutuagées quanticas acontece em uma superposicao
dos modos [2|. Podemos escrever um operador de quadratura como uma combinagao das

quadraturas nos modos de interesse, a e b, da seguinte forma

X(6,) + X (6,)
7 :

X (0,,0,) = (3.50)

onde

40 ’\.-'- 0.
A ge "+ gle™
X(9j> = f

Assim como no caso do estado de vacuo comprimido em um modo, aqui também devemos

, com j = a,b. (3.51)

calcular os valores esperados de X (04, 6h) € X (04, 0)?, agora no estado de vdcuo comprimido
em dois modos. Utilizando o lema de Baker-Hausdorff (2.54)), é possivel obter as seguintes

relagoes

coshr — bl sinh r

2(§) = a
) = beoshr — ¢4l sinh r

(3.52)

Utilizando as relagoes acima, vemos que <X (0, Hb)> também sera zero

<X(0a, Qb)> = 2\1/§ (0,0] {(& cosh r — €T sinh T)e_w“ + (&T coshr — e *bsinh r)ewa—i-
+ (13 coshr — e sinh r)e_wb + (ET coshr — e G sinh 7‘) ewa] 10,0) = 0.
(3.53)

A variancia do operador quadratura para o estado de vacuo comprimido em dois modos

serd portanto <[X(9a, Hb)]2> = <X(9a, 9b)2>7

21X (0, 6)°[€)-
= ¢ (0.01[3}(€)(ae™ + afe™ + b7 + b'e)]"[0,0).

([X (60, 0)1%)

(3.54)

Somente os termos com aa' e bb' serdo nao nulos, de forma que a varidncia do operador

quadratura para o estado de vacuo comprimido em dois modos se reduz a

~ 1 ) .
<[X(9a, Gb)]2> =- [2 cosh? 7 + 2sinh? r — 2¢!at0o=0) _ 2e_z(9“+9”_¢)}
(3.55)

[cosh2 r +sinh®r — 2cos (0, + 0, — ¢) cosh r sinh 7‘} .

| — co

Da equacio (B.55)), vemos que varidncias para X (04, 6y) menores do que 1/4 caracterizam

compressao em dois modos e implicam em emaranhamento [2].
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3.2.3 Esquema para Geracao e Caracterizacao de Estados Comprimidos em
Dois Modos

O esquema mostrado na Figura [4] ilustra um experimento para a geracao e ca-
racterizacao do estado de vacuo comprimido em dois modos. Considerando o estado do
campo laser como um estado coerente, dois estados coerentes com amplitudes menores
sao transmitidos e refletidos no divisor de feixe BS;. O campo refletido, com frequéncia
w, interage com o cristal nao linear NLC;, onde ocorre a geragdao do segundo harmonico,
produzindo um campo de frequéncia 2w. O espelho dicréico DM, reflete apenas o campo
2w para um oscilador paramétrico 6ptico OPO. O vacuo comprimido em dois modos é
gerado através da interacao desse campo de frequéncia 2w com o cristal nao linear NLCs
dentro do OPO, por meio de conversdo paramétrica descendente nao-degenerada [55]. O
Hamiltoniano de interacao para o campo eletromagnético nessa situagao pode ser aproxi-
mado pelo da equacao . Aqui, consideramos que os dois modos (sinal e idler) tém
polarizacao ortogonal, de modo que o PBS na saida do OPO os separa, apds o espelho

dicréico DM, remover o campo 2w.

Os campos que foram divididos em modos a (sinal) e b (idler) sdo posteriormente
combinados com os campos dos osciladores locais que vém dos modos ¢ e d, assumidos
estar em estados coerentes intensos |Se™) e |Be'#?), respectivamente (com 3, ¢, e @y
reais). BS; e BS, s@o divisores de feixe simétricos 50:50 e A/2 é uma placa de onda que
tem o objetivo de tornar a polarizagao dos modos a e c idéntica. Medidas de intensidade de
luz pelos detectores De, Df, Dg e Dh completam a deteccao homoddina, essas intensidades
sendo relacionadas as quadraturas do campo eletromagnético quantico nos modos a e
b |2,55].

A variancia da soma das diferencas do nimero de fétons, fief = e — Ny € Mgy =
fg — N, € relacionada com a varidncia do operador quadratura X (6,,6,). Novamente,

temos que a variancia serd dada por
([Ales +ng)*) = ((reg +ng)? ) = (e + g)’ (3.56)

WV_ =(m+CV¢_g—(w+der

—i(a'e — éta + bfd + —d'b), que nos leva a

onde os operadores de aniquilagao sdo é = (a +
e h = (b+id)/v/2. Entdo temos (fies + fing

~— @>

([Ales + fng))) = ( — (a'e - ela+ bld + —d'h)*)—
(3.57)

T
como estamos considerando estados coerentes intensos para os osciladores locais,utilizando
novamente a aproximacao paramétrica e substituindo os operadores de criacao e aniquilagao
associados aos modos ¢ e d pelas amplitudes, S’ e Be™#* na equagao (3.57), conseguimos

relacionar a variancia da soma das diferencas do niimero de fétons com a variancia do
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BS2 M1
Laser
= '1/2
v dy
NLC1
Pa
PBS
DM1
a
BS3
é
T
De

Figura 4 — Esquema para producao e caracterizagao de um estado de vacuo comprimido
em dois modos: BS(1,2,3,4) - divisores de feixe, NLC(1,2) - cristais nao lineares,
DM(1,2) - espelhos dicréicos, OPO - oscilador paramétrico éptico, A/2 - placa
de meia onda, PBS - divisor de feixe polarizante, M(1,2) - espelho e D(e,f,g,h,i,j)
- detectores.

operador quadratura ((3.50)

([ + ) 2) 2 852 (£00,00%) — (X (00st0))) 3.59)
~ 2/3*[cosh®  + sinh® r — 2 cosh 7 sinh 7 cos (6, + 0 — @)] '

As quadraturas X (6,,6,) = PA( (0,) + X (0;,)} /v/2 medidas podem ser alteradas
mudando as fases dos osciladores locais ¢, e y,, uma vez que ; = ¢; + 7/2. Variancias
para f.s + fip, menores que 2% implicam em varidncias para X (04, 0p) menores que 1/4,
caracterizando compressao e implicando em emaranhamento de dois modos. Na figura
vemos uma representacao da equacao |3.58 Para que a compressao seja caracterizada, é
necessaria uma combinacao dos parametros 6, e 6, embora matematicamente a expressao
seja similar a expressao obtida no caso do vacuo comprimido em um modo, a interpretacao

¢ em termos da superposicao dos modos a e b .
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Variancia de ([A(Aer+ Apg)12) em fungdo de 6, e 6, e o plano 282

50

40

Ner + fing)12)

(Ia(

30

20

10

Figura 5 — Variancia de ([A(fies + fing)]*) em fungao de 6, e 6 e o plano 25? em vermelho,
fazendo r = 1, ¢ = 0 e 3% = 4. Vemos que variando as fases dos osciladores
locais, 0, e 6, sao alterados de forma que a varidncia para a soma das diferencas

do ntimero de f6tons A,y + fip, é menor do que 232
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4 Distribuicao de Probabilidade de Fase

A definicao de um operador Hermitiano de fase “(ﬁ” por vezes pode parecer algo na-
tural, uma vez que aparentemente fase e nimero de fétons sdo observaveis complementares.
Assim seria desejavel que tais “operadores” obedecessem a relagao de comutagio [, qZA)] =1
e portanto as flutuagoes no niimero de fétons e fase deveriam satisfazer AnA¢ > 1/2 [2].
No entanto a existéncia desse operador de fase para um tnico modo do campo nao é
verificada uma vez que o espectro de autovalores do operador 7 é limitado por baixo, o
que significa que ele ndo inclui os inteiros negativos [1,2,56]. Uma maneira de se contornar
este problema seria a introducao de um operador diferenca de fase, o que faz mais sentido,
visto que de um ponto de vista pratico uma fase absoluta nao tem qualquer significado e
todo tipo de medidas sdao tomadas com relagdo a um referencial de fase [1,[56]. Assim, a
variavel conjugada ao operador diferenca de fase é a diferenga no niimero de fétons, que

nao tem nenhuma restricdo quanto ao limite inferior |1,56].

O nosso foco aqui nao ira se ater na definicao de operadores de fase ou de diferenca de
fase, mas sim na distribuicao de probabilidade de fase, que é uma propriedade fundamental
para descrever o comportamento estatistico, caracterizar e manipular estados quanticos da
luz. A seguir abordaremos com mais detalhes a distribuicdo de probabilidade de fase para
um modo e a distribuicao de probabilidade de fase relativa, para dois modos do campo

eletromagnético quantizado.

4.1 Distribuicao de Probabilidade de Fase para Um Modo

Uma vez que o espectro do operador niimero é limitado por baixo [1,2,56], o operador
exponencial de fase E que emerge da decomposicao polar do operador de aniquilagao,

a= E\/ﬁ nao é unitario [1]. Na base dos estados de Fock, o operador E pode ser escrito

como [2]
E=Y"|n}n+1], (4.1)
n=0
de tal forma que
EY =3 |n+1)n|. (4.2)
n=0

Esses operadores nao comutam e nao sao unitarios, de forma que nao é possivel haver
um operador de fase Hermitiano tnico, pois os operadores £ e Ef ndo podem ser funcoes
de um operador comum [57]. Contudo, embora nao haja um operador de fase em 6ptica

quantica, é possivel definir estados de fase para um tinico modo do campo, como os estados
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de fase de um modo de Susskind e Glogower [58]

\/% Z ™ |n) (4.3)

que sao autoestados do operador E com autovalores ™.

A distribuicao de probabilidade de fase para um sistema p, em termos dos estados

de fase (4.3) pode ser definida como
P() = (9] p|9) (4.4)

Para um estado de Fock |n), temos que p = |n)(n| e portanto a distribuicao de probabilidade

de fase sera .

%a
que é uma distribuicao de probabilidade uniforme, como esperado para esse estado, ja que

P(Y) = (4.5)

os estados de Fock tém um nimero fixo de fétons e sdo autoestados do operador 7 [2]

devendo, portanto, ter uma incerteza em fase maxima.

Esse comportamento é diferente quando pensamos nos estados coerentes. A distri-

buicao de probabilidade de fase para um estado coerente ’aei¢’> ¢ dada por [2]

1

P() = (i) = e (4.6)

2
i in(9—¢) ‘Oé‘n
n=0 m

O somatorio na expressao acima, em geral é resolvido de forma numérica para obtencao
da distribuicao de probabilidade. Porém, uma aproximacao analitica dos resultados pode
ser obtida no limite de um grande nimero médio de fétons, |a|* > 1 [57]. Neste limite, a
distribuicao Poissoniana do niimero de fétons da equacao é bem aproximada por
uma distribui¢do Gaussiana [2}57]

n —(laf?-n)?
Pn:e_|°“2’a’ O (4.7)

Podemos entao substituir na amplitude (¢|a) a raiz quadrada de P, e realizar a integral

em n, de maneira que teremos [57]

<19| > 1 1 / in(¢—¢p) <|Z|‘2\;n>2d
a)=——5—|¢€ e Al n
V21 (2r|a)?)4

o\ 1/4 (48>
:<4|0") ol (=) jilaf(é—¢)
27
A distribuicao de probabilidade de fase resultante é entao dada pela expressao,
2|Of|2 2|a? (9
P(¥) ~ || T——e 72l (0=9), (4.9)

™
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Essa é uma distribuicao gaussiana, com pico em 1 = ¢. O pico desta Gaussiana se torna
cada vez mais estreito a medida que o nimero médio de fétons cresce. Na Figura [6] vemos
o grafico da distribuicao de probabilidade de fase em funcao de v para diferentes
numeros médios de fétons do campo, \04\2. Vemos que quanto maior o valor do niimero
médio de fétons, |a|2, menor sera a largura da distribuicdo de probabilidade de fase, em
outras palavras, menor a incerteza na fase. Isso acontece porque quanto maior o nimero
médio de fétons, maior a incerteza no niimero de fotons para um estado coerente, o que
evidencia uma relagdo de complementaridade entre nimero de fotons e fase. Assim as
relacoes de incerteza permitem que a fase seja melhor definida em estados coerentes com

numero médio de fotons elevado, o que de fato ocorre.

Distribuicdo de Probabilidade de Fase Para Diferentes Valores de |a|?

2.5 — |a2=1
|a]?=2
—_— |a|2=5
2.0 1 — |a2=10
1.5 A /\
>
-y
1.0 1
TN
0.5 1
0.0 1
-n -z 0 z n
9

Figura 6 — Distribuicao de probabilidade de fase para um estado coerente para diferentes
valores de |o|?, considerando ¢ = 0 na equacao (4.6).

4.2 Distribuicao de Probabilidade de Fase Relativa: Dois Modos

A distribuicao de probabilidade de fase relativa para dois modos pode ser definida
a partir da distribuicao de fase de cada modo. Essa distribui¢ao é importante em muitos
contextos da Optica quantica, especialmente em experimentos que envolvem interferéncia
entre os dois modos de luz. Em metrologia, por exemplo, se queremos inferir que fase
foi incluida em um dos bragos de um interferémetro por alguma razao (a passagem de
uma onda gravitacional, por exemplo), quanto melhor definida for a fase relativa entre os
modos, mais precisa deve ser essa inferéncia. Um exemplo é a associagao dessa distribuicao

de fase relativa com a informacao de Fisher quantica para muitos estados puros que sao
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tteis no contexto de metrologia quéntica [46]. A distribuigdo de probabilidade para a

diferenca de fase definida por Luiz e Sdnchez-Soto [1] é dada pela seguinte funcao
:/d9<9+q>,e|p|e+q>,e>, (4.10)

onde & = ¢; — ¢, com ¢ sendo a fase no modo 1 e ¢ a fase no modo 2. Assim,
P(®) depende da porcao do estado quantico com a diferenga de fase entre os modos
sendo ®, independentemente da fase em cada um dos modos. Usando o estado mostrado
equacgao (4.3), para escrever o estado de fase |# + @, 0), a distribui¢ao de probabilidade
para diferenga de fase é reescrita como [1]

zn1+n2 nj—nb)po

Z > el /d¢2 o (n,n5| plna, ng)

nl,n1 ng,n2

oo N N’

Z Yoy Y etmm d;:ei(NN/)“i>2 (ny, N =ni|plni, N —n1),

T N=ON'= 07n1=0n]=0

(4.11)

onde fizemos as mudangas de variaveis N = n; + ny e N’ = n} + nj,. Utilizando a relagao

[ dpee?™=N) = 276y v, a distribuicdo de probabilidade de fase relativa se reduz a

Z Z Z i1 —ny)® (ny, N —nl|p|ni, N —ny). (4.12)

2T NZ0m= 0n/=0

Assim, define-se a distribuicao de probabilidade para diferenca de fase finalmente como
[1,/561,/59,60]
P@inﬁ@“ﬂﬂ@m% (4.13)
N=0
onde os estados ‘CID(N )> estdo no subespaco Hy, com ntumero total de fotons N e sdo
definidos como
1

N
@) = —— 3 ™ |ny, N —ny) (4.14)
\ 2 ’

n1=0
Esses estados sao autoestados comuns do ntimero total de fétons (com autovalor N) e
de diferentes operadores de diferenca de fase (com autovalor de ®) entre os dois modos
considerados |1,/56,61]. Além disso, estao ligados a medidas 6timas de fase em interferéme-
tros [59./60].

Nos nossos resultados mostraremos que, considerando a variancia da distribuicao
de probabilidade de fase relativa introduzida por Luis e Sanchez-Soto [1], somos capazes de
fornecer uma explicagao geral para a diminui¢ao do ruido nos experimentos de geragao e
caracterizacao de estados de vicuo comprimido em um modo [36]. Além disso, mostraremos
uma generalizacao da distribuicao de probabilidade de fase relativa para quando temos
quatro modos envolvidos e sua relagdo com a explicacao fisica para reducao de ruido
em experimentos de geragao e caracterizacao de estados de vacuo comprimido em dois
modos [37].
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4.3 Associacao com Deteccao de Fase Relativa

E relevante mencionar que a informacdo de Fisher obtida a partir da distribuicdo
de fase relativa em dois modos proposta por Luis e Sanchez-Soto foi recentemente
demonstrada estar associada a informacgao de Fisher quantica para muitos estados puros
uteis em metrologia quantica, destacando o valor desta distribuicao de fase no campo da
metrologia quintica, no artigo [46], do qual fui segunda autora. O trabalho em questao

também foi tema de tese de doutorado de Felipe Fortes Braz [62].

A diferenca de fase entre dois modos épticos em um interferémetro é fundamental
na metrologia, com aplicacoes relevantes, como na deteccao de ondas gravitacionais
[15,21},55,63]. A metrologia quantica fotonica busca se aproximar ao maximo do limite
de Heisenberg, que representa a precisao maxima de medi¢ao imposta pela natureza
quantica da luz. Com o uso de recursos unicos da mecanica quantica, como estados
comprimidos e estados emaranhados, é possivel melhorar a precisao das medidas em
sistemas Opticos [64-66]. A incerteza minima na estimativa de fase (phase sensing) com
luz cléssica escala com 1/ VN ., onde N é o ntimero médio de f6tons, conhecido como limite
quantico padrao. Porém, com fontes de luz quéntica, a incerteza minima pode escalar com

1/N, o que é conhecido como o limite de Heisenberg [64,65,67].

Considere um estado inicial da forma [46]
W) =D Anklk), IN = k), (4.15)

Nk
que passa por uma evolucdo, onde uma fase # é introduzida entre os modos a e b, o estado
apos a evolugao ¢ [46]

o) = ™" [¥) . (4.16)
O limite de precisao para uma estratégia de medigao da fase 6 introduzidad é denominado
limite de Cramér-Rao [64,(66,68]

1

N — (4.17)
pF(0)

onde p é o nimero de repetigoes do experimento e F'(f) é a informagao de Fisher definida
por [64,(66]

1 [dp(a:,e)r (4.18)

Fo) = / @ pa) |
sendo P(x,#) a distribuigdo de probabilidade de obter um resultado x de uma medigao
quando o pardmetro estimado é #. A maximizacao de F() sobre todas as possiveis
medidas quanticas resulta na informacao de Fisher quéantica Fi para o estado quantico

9} na evolucdo e?  que estabelece a precisdo limite [64,66,(68,(69]. Para estados puros, a

informacao de Fisher para esse tipo de evolucao é [64,66]

Fo = ANng = 4[(] g [v) — (] 70a [1))7]. (4.19)
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A incerteza minima possivel na estimativa da fase #, de acordo com as regras da mecénica

uantica, para um estado sobre a evolucao ea? &
q , P G

A = (4.20)

pkg

Para estados do tipo (4.15)), a distribuicao de probabilidade de fase relativa (4.13))
se reduz a

2

Py(®) = (@™ )[", (4.21)

com ‘qD(N )> dado pela equacao (4.13)). Essa distribuicao reflete o quao bem definida é a fase

relativa entre os modos para esse estado quantico. Existe uma relacao de incerteza entre a

diferenca de fase e a diferenga no nimero de fétons entre os dois modos. Se a diferenca no
numero de fétons entre os modos é bem conhecida, teremos uma distribuicao uniforme
para a diferenca de fase. Por outro lado, para distribui¢oes com diferenca de fase bem

localizada, a diferenga no nimero de fétons possui uma grande incerteza associada [46].

Quando consideramos um estado com ntmero total de fétons fixo N, é possivel
chegar na desigualdade [46]
T

APAR, > 7. (4.22)

a partir da desigualdade entre a largura da distribuicao de diferenca de fase, AP, e a
largura da distribuicao da diferenca de fétons, An_, dada usualmente por A®PAn_ > m,
visto que para esses estados n_ = n, — ny = 2n, — N e portanto An_ = 2An,. E possivel
comparar a desigualdade com a desigualdade mostrada na equacao (4.17)), para
p = 1 e substituindo a informacao de Fisher pela informacao de Fisher quantica Fy ,

de onde obtém-se que
0

AbAn, > 7. (4.23)

ou seja, embora representem duas entidades diferentes, Af e AP obedecem a mesma
desigualdade com An,. Para detectar uma perturbacao na fase, essa perturbacao deve ser
grande o suficiente para realmente mover a distribui¢ao de fase inicial. Se a perturbagao
for muito pequena em relacao a incerteza inicial na fase, nao poderemos detecta-la com
precisdo. Portanto, o menor desvio detectdvel na fase (que é aproximadamente igual &
incerteza na estimativa da fase Af) deve ser aproximadamente do mesmo tamanho que a
incerteza inicial na fase A®. Se pensarmos na distribuicao de fase como uma curva suave,
descrevendo como a fase varia ao longo do tempo ou do espago, qualquer perturbacao
nessa curva pode afetar a medicao da fase. No entanto, é importante observar que, para
distribuicoes peridédicas de diferenca de fase, mesmo um desvio de fase menor que a
incerteza inicial pode alterar significativamente a distribuicdo. Isso ocorre porque, se
a distribuicao de fase for periédica, um pequeno desvio na fase pode resultar em uma

mudanca perceptivel na forma da distribui¢do ao longo de um ciclo completo, assim é
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importante encontrar uma maneira mais precisa e confidvel de entender como uma pequena

mudanca na fase afeta a distribuicao de fase relativa.

No6s mostramos que a distribuicdo de probabilidade de diferenca de fase pode ser
associada com a precisao na medi¢ao da variacao da fase relativa em interferometria,
aplicando a distribuicao de probabilidade de fase relativa proposta por Luis e Sanchez-
Soto [1] a varios estados quénticos da luz tteis em metrologia quantica foténica [46]. Foi
mostrado numericamente que a informacao de Fisher obtida a partir dessa distribuicao de
fase relativa de Luis e Sdnchez-Soto é equivalente a informacao de Fisher quantica para
os estados considerados, com diferencas médias da ordem de 0, 1% [46]. Esses resultados
indicam que a distribuicao de fase relativa pode ser empregada para prever a incerteza
minima possivel na deteccao de fase em metrologia quantica, especialmente para estados

puros [46].
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5 Resultados

Apresentaremos a descricao de experimentos que geram e caracterizam estados de
vacuo comprimidos da luz em um e dois modos, levando em considera¢ao uma descri¢ao de
mistura estatistica de estados coerentes para se descrever o estado do laser, em vez de um
estado coerente. Na base de estados de Fock, demonstramos que os experimentos podem
ser explicados sem a geragao de estados de luz comprimida em qualquer parte dos setups
mostrados nas figuras [3 e [ para um modo e dois modos, respectivamente, e sem que o
conceito de compressao seja utilizado em toda andlise. Apresentaremos uma explicacao
fisica geral para a reducao de ruido nos experimentos utilizando da distribuicao de fase
relativa de Luis e Sdnchez-Soto [56], sendo que generalizamos a distribuigdo para tratar os

quatro modos envolvidos na configuragao do esquema da figura []

5.1 Estado do Laser

Um campo laser é normalmente descrito por um estado coerente visto que essa
descri¢ao é altamente eficaz para muitos fendomenos observados em experimentos com
laser [41,51,/70,|71]. No entanto, a fase absoluta do campo laser geralmente nao é conhecida
com precisao a priori |32433})36,37,45]. Isso ocorre porque a fase absoluta é uma quantidade
global e nao pode ser diretamente medida sem uma referéncia externa [34.35,40]. Portanto,
ao lidar com a fase desconhecida, é mais apropriado considerar o campo laser como uma

mistura estatistica de estados coerentes com fases aleatoérias,
o [ | ] - S
pi= | g loe Xae| = 3 Pulatal, (5.1)

com « real e P, = a?e /n! sendo a distribui¢do de probabilidade Poissoniana para o
ntimero de fétons com niimero médio de f6tons igual a a? [32,33]. Vemos que essa equagio
¢é obtida a partir da equacao (2.60]), onde temos os estados coerentes na base dos estados

de Fock.

Considerando a visao adotada por por Klaus Mglmer na referéncia [Phys. Rev. A 55,
3195-3203 (1997)] [33], coeréncia 6ptica pode ser pensada como sendo uma superposigao
coerente de estados com diferentes nimeros de fotons. A coeréncia é crucial para varios
fendbmenos Opticos quanticos, como interferéncia e emaranhamento. No entanto, gerar
e manter coeréncia pode ser desafiador [33]. Uma maneira de demonstrar a dificuldade
em gerar coeréncia é considerar a dinamica de um sistema quantico interagindo com seu
ambiente, levando a decoeréncia. Vamos tomar um exemplo de um sistema quantico de

atomos numa cavidade laser. O Hamiltoniano desse sistema de dtomos interagindo com o
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campo eletromagnético dentro de uma cavidade 6ptica pode ser escrito como

H=Hq+ Hy + Hiy, (5.2)
onde .
Ho =" hw, (alisaks + 2) (5.3)
ks

¢ o Hamiltoniano do campo eletromagnético quantizado,
Hy = Z By i iy )iy (5.4)
5t
é o Hamiltoniano do meio (aqui representado pelos dtomos na cavidade) e

Hine = h 37 (ykslibes 11000 + F 5 175 ) (5.5)
Ks,7,i

¢ o Hamiltoniano de interagao, que mostra que que para cada féton criado, um atomo ~
faz a transigdo do nivel ¢ para o nivel j, de forma que o estado |i,) passa para o estado |j.),
enquanto que para cada féton absorvido pela cavidade, um atomo ~ faz a transicao do
nivel j para o nivel i, e agora o estado |j,) passa para o estado [i,). O termo de interacdo
I:Iint pode fazer com que a coeréncia do sistema decaia ao longo do tempo devido ao
emaranhamento com o ambiente, de maneira que a coeréncia do sistema é afetada pela

interacdo com o ambiente pelas flutuagoes e perdas do campo dentro da cavidade.

A partir da equagao , observa-se que o estado atémico j possui maior energia
em relagao ao estado i, enquanto o nimero total de excitagdes no sistema permanece
constante. Apos a evolucdo, o sistema se encontra em uma superposicao de estados, onde
ha emaranhamento entre o campo e os atomos. Ao calcular a matriz densidade para este
estado e obter a matriz densidade reduzida para o campo, ao tracar a parte referente aos
atomos, percebe-se que a matriz reduzida é diagonal no nimero de fétons, indicando a
auséncia de coeréncia éptica entre os estados. Além disso, mesmo processos incoerentes de
transicao dos atomos entre os estados ¢ e J ndo conseguem gerar superposigoes coerentes
de estados com energias diferentes [33,45]. Portanto, o campo quéntico de luz produzido
em uma cavidade laser possui um campo elétrico fundamentalmente indeterminado, pois
seu valor esperado na base de Fock é nulo. Isso implica que o estado do laser nao pode ser

considerado um estado coerente, como comumente é assumido.

Assim, vemos que considerar o estado de um campo laser como um estado coerente
é, na verdade, uma aproximacgao, uma vez que nao possui uma fase absoluta conhecida. O
estado de um campo laser é melhor descrito por uma mistura estatistica de estados coerentes
ou, equivalentemente, por uma mistura estatistica de estados de Fock, ndo possuindo uma
coeréncia Optica [32,33], dada pela equagao . Esse fato gerou um debate sobre se a
implementagao experimental de teleporte quantico com estados de luz comprimida [3]

realmente poderia ser considerada um protocolo de teleporte quantico [34}38-41]. A
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eventual conclusao foi que em qualquer protocolo de informagao quantica com varidveis
continuas, um referencial de fase deve ser estabelecido [40,41], de modo que a auséncia
de uma fase absoluta em um campo laser ndo é um problema, assim um protocolo de
teleporte quantico foi de fato realizado na referéncia [3]. Essa discussao esta relacionada
a questao sobre se a coeréncia, como a superposi¢cao quantica de estados de energia no
regime 6ptico (como em um estado coerente), é uma ficgao, como inicialmente argumentado
por Mglmer [33], ou um fato. Mas se considerarmos que um estado quéntico se refere
nao apenas as propriedades intrinsecas de um sistema, mas também a sua relagdo com
partes externas, nao ha dilema. Nessa visao, a coeréncia como ficcao estd associada a um
tratamento interno do referencial de fase, enquanto a coeréncia como fato estd associada a

um tratamento externo do referencial de fase, sendo ambas as visoes validas [40].

5.2 Tratamento sem Compressao: Um Modo

Como mencionado anteriormente, devido a falta do conhecimento a priori da
fase absoluta do laser, o estado do campo laser pode ser escrito como uma mistura
estatistica de estados coerentes, ou de maneira analoga, como uma mistura estatistica
de estados de Fock [32,33] como na equagao . Note que se o laser estd em um
estado coerente ]aei¢'>, a fase ¢’ define a fase ¢ do estado comprimido da equacao
B:23), &) = 1/Vcoshr 22 (—e™ tanh r)™/(2m)!/(2™m!) [2m). Entdo se existe uma
combinacao incoerente de fases absolutas para o campo do laser como na equacgao ,
consequentemente a combinacao incoerente de quadraturas comprimidas resultard em um
estado ndo-comprimido para o campo no modo a da figura [7} A representacao no espago

de fases para esse estado é observado na figura 8]

No esquema da figura 7] observe que a fase ¢’ do campo laser também define a fase
¢ do oscilador local no modo ag da figura[7] Assim, em relagio a fase do oscilador local, o
estado quéntico do campo no modo a da figura[7]é um estado comprimido. Uma vez que o
oscilador local é responsavel por estabelecer o referencial de fase, sob essa perspectiva, os

experimentos representados pelo arranjo da figura [7] de fato demonstram compressao.

5.2.1 Resultados Considerando a Base de Fock

Contudo, de acordo com a equacao , considerar que o laser é descrito por
um estado coerente é uma aproximagao tao boa quanto considerar um estado de Fock
para descrevé-lo. Desse forma, ¢ possivel chegar nos mesmos resultados experimentais da
equagao , ((Afpe)?) ~ B2[cosh? r+sinh? r —2sinh r cosh r cos (20 — ¢)], considerando
a base de Fock para o campo laser, mas com uma explicacao completamente diferente

para o fenémeno.

Se um estado de Fock |M) for considerado como o estado de saida do campo laser
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BS1 M
Laser \\ >
a,

DM1

>

D3 ™ D1

Figura 7 — Esquema para producao e caracterizacao de um estado de vacuo comprimido
em um modo. BS(1,2) - divisores de feixe, NLC(1,2) - cristais nao lineares,
DM(1,2) - espelhos dicroicos, OPO - oscilador paramétrico éptico, M - espelho,
D(1,2,3,4) - detectores, ¢ - fase ajustavel.

no arranjo da figura[7]} o estado logo apds o divisor de feixe BS; é um estado emaranhado
da forma [¢o) = 32325 As [M — s5), |s),,, onde s é o ntimero de fotons refletidos, M —s é o
numero de fotons transmitidos, e Ay é um coeficiente complexo. Posteriormente, no cristal
nao linear NLC; ocorre a geracao de segundo harmonico e os fétons com frequéncia 2w vao
para o OPO, onde ocorre a conversao paramétrica descendente. Uma vez que no processo
de conversdo paramétrica descendente fotons com frequéncia 2w sdo convertidos em pares
de fotons com frequéncia w, apenas nimeros pares de fotons sdo permitidos no modo a.
Vamos primeiro considerar o caso em que o campo pump 2w que incide no OPO estd em
um estado de Fock |n), . Neste caso, considerando uma evolu¢do Hamiltoniana para o
estado do sistema no OPO como descrita na equagao , onde cada foton aniquilado do

modo 2w gera dois fétons no modo a
> Cm [0 —m)y,, [2m), , (5.6)

onde C,, ,, é a amplitude de probabilidade de gerar m pares de fétons no OPO. Se o campo
pump incidente estiver em um estado de Fock |n'), com |n' —n| < n, devemos ter um
estado com coeficientes Cy , = Cy, 1, j& que o campo pump incidente teria essencialmente
a mesma intensidade e a amplitude de probabilidade de gerar m pares de fétons deve ser
essencialmente a mesma. Se, por outro lado, o campo pump 2w incidente estiver em um
estado coerente intenso |a), , esse campo nao é modificado pelo OPO e o campo no modo a
é dado pela equacdo (3.25)), |€) = 1/v/coshr 3250 (—e® tanh 7)™ /(2m)! /2™m! |2m), .

Dessa forma, concluimos que os coeficientes C,, ,, da equagao (5.6) podem ser substituidos
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Figura 8 — Representacao no espago de fase do estado nao-comprimido para o campo no
modo a da figura [7] quando considera-se uma mistura estatistica de estados
coerentes com fases aleatérias para o campo laser: uma mistura estatistica de
estados comprimidos com fases arbitrarias e diferentes nao apresenta compressao
para uma dada quadratura preferencial, a aleatoriedade da fase faz com que
nao seja possivel atribuir compressao a uma quadratura especifica.

pelos coeficientes C,, da equacao (3.25), uma vez que a amplitude de probabilidade para
gerar m pares de fétons no OPO deve ser a mesma se o campo pump incidente for um
estado de Fock |n) ou um estado coerente |a) com |a|?> = n grande, com uma pequena,

incerteza relativa no nimero de fétons.

Apenas para simplificar a discussao, consideramos a presenca de dois detectores
perfeitos D3 e Dy que contam os nimeros de fétons N,, e N,, que saem pelos modos as
e ay. O nimero total de fétons nos modos a e ag é, portanto, N = M — N,, — 2N,,, de

modo que o estado logo antes do divisor de feixe BS, é

) = i Cn [2m), [N —2m), (N=2m)e. (5.7)
m=0

onde (), é a amplitude de probabilidade de gerar m pares de f6tons no OPO. Esses coefi-
cientes (), sd0 0s mesmos que os da equacao , como discutido acima. Considerando
também que o ntimero de fétons no modo a é muito menor do que N, como necessario
no processo de deteccao homoédina, chegamos ao seguinte resultado para a variancia da
diferenga no niimero de fétons detectados por Dy e Dy fiye = 0y — R = i(alag + &(T)d) para
o estado da equagao ¢ dada pela equacao quando o numero de fo6tons no modo
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a é muito menor que N. Usando o estado da equacao (5.7 temos
((Afe)?) = (@] (A, — 1) [) = (] (@ doa" a0 — alaoaja — doaa’ao + afaaia) [v)
2:%0\{ (4m + 1) — 8m?|

, (5.8)
+ 1 Cont/ (N = 2m)(N — 2m — 1)(2m + 2)(2m + 1)¢**

+ C';Cmﬂ\/(N —2m)(N —2m — 1)(2m + 2)(2m + 1)62i0},

onde § = ¢ + 7/2. Fazendo a aproximagao N —2m ~ N — 2m — 1 & N, obtemos

<(Aﬁbc)2> ~ N i {yom|2(4m +1) + 2Re [C;Cmﬂ\/@m +2)(2m + 1)e_2i9] } (5.9)

m=0

Substituindo os coeficientes C),, da equagao (3.25)), temos
((Afpe)?) = N [A = Beos (20 — ¢)], (5.10)

com

A= ! i 22(3272:)2(tanh2 )™ (1 + 4m),

coshr ‘=,

sinhr & (2m)! 9 \m
B = ol Z - 5 (tanh” 7)™ (2 + 4m).

Usando as relacoes

= (2m)!

(=™ = 3 g™

m=0
d -1/2 _ = (@m0t 1 —3/2
d:t(l x) = mzzjo 22m(m!)2x m = 2(1 x)

2 . : .
com x = tanh”r, apés algumas manipula¢oes chegamos a valores para A e B que levam a

equagao ((5.10) a
<(Aﬁbc)2> ~ N[cosh? r 4 sinh® 7 — 2 cosh r sinh r cos (20 — ¢)], (5.11)

com 0 = ¢ + 7/2. Este resultado é equivalente ao da equagao (3.33)) para N = (2.

Note que, ao considerar o campo laser em um estado de Fock, usando a equacao
, concluimos que o estado quantico do campo no modo a nao é um estado comprimido,
mas uma mistura estatistica de nimeros pares de fotons da forma 300 |C,|* |2m)(2m).
Portanto, a explicagao fisica do fendémeno descrito na figura [7] na base de estados de Fock
nao envolve compressao. Os resultados experimentais podem ser associados ao estado
emaranhado entre os modos a e ag descrito na equacao . Para cada par de fétons

detectados pelos detectores D; e Dy, ha uma indistinguibilidade fundamental sobre se
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eles vieram diretamente do laser para o modo ag ou se foram convertidos pelo NLC; em
um féton de frequéncia 2w e convertidos pelo OPO em um par de f6tons com frequéncia
w novamente, chegando ao BS,; através do modo a. A interferéncia entre essas duas
amplitudes de probabilidade resulta no aumento ou na diminui¢ao do ruido representado
na equagcao , dependendo da fase ¢ do interferometro.

Essencialmente o mesmo resultado da equacao é obtido quando a descricao
mais realista do campo laser da equagao (5.1)) é empregada, que consiste em uma mistura
estatistica de estados de Fock. Se o niimero de fétons do campo laser inicial é desconhecido
e o namero de fétons que saem pelos modos a3 e ay também é desconhecido, havera
uma distribuicao de probabilidade no valor de N na equacao , com um valor médio
N e um desvio padrio AN. Mas como temos AN/N o 1/v/N — 0 nessa situacio, os

resultados sdo essencialmente os mesmos com a substituicio N — N na equacio ([5.11).

Vamos comentar agora como as explicacoes fisicas dos resultados experimentais
dos arranjos da figura [7] estdo diretamente relacionadas a base escolhida para descrever o
estado quantico do laser a partir da equacao , e como essas explicacoes fisicas sao
inconsistentes entre si. Na base de estados coerentes, um estado comprimido é produzido
no OPO da figura [7] e uma detecgdo homddina é realizada no campo a com o campo ag
atuando como um oscilador local. Mesmo se o campo laser nao tiver uma fase absoluta
definida, estando no estado misto da equacao (5.1)), a fase do oscilador local atua como
uma fase de referéncia. Mas observe que esta explicagao é inconsistente com a descrigao
do campo laser na base de estados de Fock, pois neste caso nao pode haver superposicao
coerente de diferentes estados de Fock no campo do modo a, sendo apenas misturas
estatisticas de estados de Fock possiveis, de modo que nao pode haver compressao. Se, por
outro lado, usarmos a base de estados de Fock para descrever o campo laser, a formacao
de estados emaranhados como o da equacao é responsavel por explicar os resultados
experimentais do arranjo da figura . Uma vez que os resultados da equacgao. (|5.11f) nao tém
uma forte dependéncia do nimero de fétons detectados IV, se o estado do laser tem uma
pequena incerteza relativa no numero de fétons, como no estado misto da equacao , 0s
resultados sao essencialmente os mesmos. Mas observe que esta explicacao ¢ inconsistente
com a descricao do estado do campo laser na base de estados coerentes, pois a incidéncia
de um estado coerente em um divisor de feixe resulta em um estado separado para os
modos transmitido e refletido, de modo que nenhum emaranhamento como expresso na
equagao pode ocorrer. Portanto, nenhuma dessas explicacoes apresentadas é geral, ja
que cada uma funciona apenas em uma base especifica para a representacao do campo

laser.
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5.2.2 Explicacdo Geral - Um Modo

Agora, fornecemos uma explicagao geral para o fendmeno, valida em qualquer base
(estados coerentes ou estados de Fock), relacionada & varidncia da distribuicao de fase
relativa entre o campo de sinal e o campo do oscilador local. Como visto, a distribuicao
de probabilidade de fase relativa entre dois modos da mesma frequéncia em um estado é

dado pela equagao (4.13)) . Substituindo o estado quantico da equacao ([5.7)) na equacao

[T3), temos

P®) = 3 (80]) (wfo) = 3= [(0fu)f
N=0 N=0
: 2 (5.12)
2—N ] ZO ZOCme m1<1> (N=2m)p <n1|2m> <N—n1|N/ — 2m> ,

como estamos tratando do regime em que temos um grande nimero de fétons N >
1, novamente teremos um delta 5n1,2m em <n1]2m) e posteriormente outro 5N, N/ €m
(N —2m|N’" — 2m) e assim temos como resultado final

2

Mmax

1 Z Cmef2zm(<1>+<,0)
m=0

P <I)
»(P) =5

(5.13)

)

COM Mypqr = N/2. Se, como estamos considerando aqui, o nimero de fétons no modo a
é muito menor que N, de modo que |C,,| é negligenciavel quando 2m é da ordem de N,
podemos considerar My, — 0o, de modo que P, (®) é independente de N neste limite.
Portanto, quando o estado puro da equagao ¢é substituido por um estado misto com
AN/N pequeno, temos a mesma distribuicao de diferenga de fase da equacao . Note
também que, ao considerar o problema na base de estado coerente para o laser, a equagao
fara uma projecao em um autoestado do niimero total de f6tons nos modos ag € a,
de modo que seguindo as aproximagoes adotadas também chegamos na distribuicao de

diferenga de fase da equacao ((5.13]).

Na figura @(a), plotamos a distribuicao de probabilidade da diferenca de fase da
equacao quando os coeficientes C,, sao dados pela equagao com¢p=0,r=1
e r = 2, considerando também ¢ = 0. Existem dois picos nessas distribuigoes, em & = 7/2
e ® = 37/2, cujas larguras diminuem com o aumento de r. Na verdade, a varidncia de cada
pico tem a mesma dependéncia com r que o desvio padrao da quadratura comprimida para
o estado de vdcuo comprimido da equacdo (3.25)), que decai como e [2/[32]. A figura [9[b)
demonstra esse comportamento, onde é plotado o logaritmo da razao entre a variancia de
Py (®), aw, e a varidncia quando o modo a estd no estado de vicuo, o2, em fungio de r,
considerando apenas a reglao entre ® =0 e ® = 7. A linha verde tracejada corresponde a
uma dependéncia O'w = o2e™". Uma vez que, pela equagio , o desvio padrao de 7. €
proporcional ao desvio padrao de X (0), seu valor minimo é proporcional a O'i. Assim, uma

explicacao geral para a diminuicao do desvio padrao de 7. com o aumento do parametro
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r, valida em qualquer descri¢ao de base do estado do campo laser, é uma diminui¢ao na

varidncia da fase relativa dos campos nos modos a e ay na figura [7]
(@)

Py(®)

e 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Figura 9 — Distribuigdes de probabilidade para a diferenca de fase entre os campos sinal e
oscilador local em estados de vacuo comprimido. (a) Py (®) da equagdo
para ¢ = 0 e C,, dado pela equacao (3.25) com ¢ = 0, r = 1 (linha pontilhada
verde) e r = 2 (linha sdlida roxa). (b) Logaritmo da razao entre a varidncia de
Py(®) da equagao , 03,, e a variancia quando o modo a esta no estado
de vdcuo, 02, em fungao de r, considerando apenas a regiao entre ® = 0 e
® = 7. A linha pontilhada verde corresponde a uma dependéncia o7, = oge™".
Utilizamos M4, = 200 na equacao (5.13)) para todos os gréficos.

5.3 Tratamento sem Compressao e sem Emaranhamento: Dois

Modos

Assim como no caso do estado de vacuo comprimido em um modo, os resultados
experimentais do esquema da figura [10] também devem ser previsiveis com o uso de um

estado de Fock para o campo laser, ou uma mistura estatistica de estados de Fock como
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na equacao (j5.1). Como mostramos a seguir, este é de fato o caso, mas a interpretacao

dos resultados experimentais é bastante diferente.

BS1 T BS2 M1
Laser
d'
NLC1
Pb
N .
DM1 ”
~ b A
a A g
BS3 f

Dg

Df

>

De

Figura 10 — Esquema para produgao e caracterizacao de um estado de vacuo comprimido
em dois modos: BS(1,2,3,4) - divisores de feixe, NLC(1,2) - cristais nao
lineares, DM(1,2) - espelhos dicrdicos, OPO - oscilador paramétrico éptico,
A/2 - placa de meia onda, PBS - divisor de feixe polarizante, M(1,2) - espelho
e D(e,f,g,h,i,j) - detectores.

Considere que um estado de Fock |M) sai da fonte de laser na figura (10| (por
conveniéncia, podemos considerar um laser pulsado). Apés o BS;, temos um estado
emaranhado da forma |Wy) = > A; |l) , |M — 1), onde A; é um coeficiente complexo,
é o niamero de fotons refletidos e M — [ é o nimero de fétons transmitidos pelo BS;. A
geracao de segundo harmonico ocorre no NLC; e os fétons com frequéncia 2w sao refletidos
pelo DM e direcionados para o OPO, onde ocorre a conversao paramétrica descendente
nao-degenerada. Vamos considerar que os detectores D; e D; estao posicionados conforme
mostrado na figura [10] e contam os nimeros de fétons N; e N; que saem do interferometro
pelos modos correspondentes. O ntimero total de fétons restantes nos modos a, b, ¢ e d
¢ entao N = M — N; — 2N;. Com essas consideragoes, o estado quéantico do sistema nos

modos a, b, ¢ e d é dado por

(W) = > CuQnr [m), [m)y IN"—m) [N = N'—m),, (5.14)

m,N’
onde @y sao coeficientes complexos e C,, sao dados pela equagao (3.49), uma vez que, assim
como no caso do estado de vacuo comprimido em um modo, a amplitude de probabilidade
de gerar um par de fotons nao deve depender se o campo incidente no OPO ¢é um estado

coerente com uma incerteza no nimero de fétons muito menor do que o niimero médio
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de fétons, como considerado na dedugao da equagao ([3.49)), ou se é uma combinacao de
estados de Fock com o mesmo niimero médio de fotons e uma pequena incerteza no niimero
de fétons, como considerado na dedugao da equagao (5.14)). Supomos que m < N’, o que é
uma condi¢do necessaria para o processo de detecgdo homddina (a amplitude dos campos
de osciladores locais deve ser muito maior do que a dos campos de sinal e idler). Também

consideramos um divisor de feixe balanceado 50:50 BSs, de modo que N’ ~ N — N’ = N/2,
e Xn |Qn P = 1.

Usando as consideragoes acima, deduzimos a variancia da soma das diferencgas no
namero de foétons ey = Ne — Ny € gy = Ny, — Ny NOs detectores correspondentes da figura
10, Empregamos a expressao usual [A(7es 4 fign)]? = (e + fign)?) — ((fley + fign))?, com

flef = e — Ny € Ngp, = Ny, — Ny. Com os operadores de aniquilagao dados por

o=t

f _ia+ cere
=7
bt dete (5.15)
= e
G
“ [A)  1eiPb
j— + 1de
V2
Assim, temos
(Prog + fign) = aTee® 4 efae™0% 4 b dei® + dfbe=, (5.16)

onde 6; = ¢; + m/2 para i = {a, b}. Usando o estado da equacgdo (5.14]), teremos

([Afres + iign)]?) = (W] (aTee™ + elae™ ™ + b de™® + dibe™)? | W)

SN {|om|2 N (om+ 1) — 4] +

m=0

(5.17)
+2C% Crugr(m + 1) (N = m)(N — N’ — m)e~1at)
+2C8 1 Crp(m +1)(N' —m)(N — N’ — m)eiCatts)

Novamente, considerando a condi¢ado para o processo de deteccdo homodina m <« N/,

fazendo a aproximacao N’ ~ N — N’ &~ N/2, e considerando Yy |Qn|> = 1, obtemos

([8Ger + 1)) N S [1Cl 2+ 1)+

m=0
+ CF Crppre ™ 0H00) (4 1) 4
+ Cpp 1 O %) (m 4 1)

(5.18)

Com a forma explicita dos coeficientes C,, dada pela Eq. (3.49)), a expressao acima é
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escrita como
<[A(ﬁef + ﬁgh)]2> ~ N Y sech’ r[(tanh 7)™ (2m + 1)—
m=0 (519)
— 2(tanh 7)*™ " (m 4 1) cos (0, + 0, — qb)]

Para 2% < 1, a férmula de uma série geométrica é

1—:;:2 Z o, (5.20)

a partir da qual obtemos

d
— 2 . 5.21
dx (1 - xQ) Z na! (5:21)
Podemos aplicar a equacao ((5.20)) e a equagao - na equagao (5.19) com z = tanhr, e
usando também as relagoes tanh r = sinh r/coshr, sechr = 1/coshr, e cosh? r —sinh?r = 1

para chegar a expressao
[A(fes + fign)]* & N[cosh®r + sinh® r — 2 cosh r sinh r cos (6, + 6, — ¢)]. (5.22)
Este resultado é equivalente as previsdes da equacao (3.58) quando N ~ 232

Assim, prevemos os mesmos resultados experimentais considerando tanto o campo
laser em um estado de Fock, como em um estado coerente no esquema da figura .
Mas observe que a partir da equacao deduzimos o seguinte estado reduzido para os
modos a e b

Pop = D |Col” Ima, mp (g, ma| (5.23)

m=0
que nao é um estado emaranhado ou comprimido, sendo uma mistura estatistica de
estados com igual niimero de fétons nos modos a e b. Portanto, os resultados experimentais
nao podem ser associados a geragao de estados de luz comprimida de dois modos nem
a existéncia de emaranhamento de dois modos no sistema. Eles estao associados as
propriedades nao classicas do estado de quatro modos da equacao . Para cada par
de fétons que sao detectados por [D. ou D¢] e [D, ou D], hd uma indistinguibilidade
fundamental sobre se esses fétons foram ambos gerados no OPO e chegaram nos modos a e
b ou se vieram dos modos do oscilador local e chegaram nos modos ¢ e d. Todo o setup da
figura deve ser visto como um interferémetro complexo para descrever os resultados

experimentais neste caso.

Se considerarmos o estado mais realista da equagao para o campo laser, com
uma combinacao incoerente de estados de Fock, e também considerarmos que o nimero
de fétons em D; e D; na figura nao sao medidos, o estado da equagao sera
substituido por uma mistura estatistica onde o niimero total de fétons N é desconhecido.
No entanto, para um grande niimero médio de fétons N, a incerteza relativa AN/N deve
ser pequena e a previsao experimental para a estatistica da equagao deve ser a

mesma com N substituindo N.
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5.3.1 Distribuicdo de Probabilidade de Fase para um Campo de Quatro Modos

Vimos que a explicacdo fisica dos resultados experimentais para a geracao e
caracterizagao do estado de vacuo comprimido em dois modos no esquema da figura
é bastante diferente se usarmos a base de estados coerentes para descrever o campo
laser ou a base de estados de Fock para descrever esse campo. Na situagao discutida
anteriormente na subsecao [5.2.2 usamos a distribuicao de fase relativa de dois modos
introduzida por Luis e Sdnchez-Soto [1] para apresentar uma justificativa geral para a
reducao de ruido do sistema, em termos de uma melhor definicao da fase relativa entre os
campos sinal e oscilador local [37]. Aqui, faremos algo semelhante para os experimentos de
vacuo comprimido em dois modos que discutimos acima, mas primeiro precisamos adaptar
a definicdo da distribuicao de fase relativa para o caso de quatro campos: sinal, idler e

dois osciladores locais.

O ponto de partida sao os estados de fase de um tnico modo de Susskind e
Glogower [2,58] visto na equacdo (4.3)), |v) = \/ﬂ > e |n). Como visto, esses estados
sao considerados como tendo uma fase bem definida ¥, embora nao haja um operador de
fase na Optica quantica [48]. Em seguida, consideramos estados de fase para os quatro

modos, fixando a fase do modo a como ¥, =¥, + 9. — 9y — P

‘q>(4)>: wbw — D — B, |04, 102). [Pabe

o8 SN Y Y et (5.24)

ng=0np=0n.=0ny4=0

% embﬁbezncﬁcezndﬁd

na>a |nb>b |nc>c |nd>d .

’®(4)> é um estado com a seguinte relagao de fase bem definida entre os quatro modos:
(U —9q) — (Vo — 0.) = ®. Rearranjando os termos exponenciais e realizando mudancas de

varidveis adequadas (n = ng + ng, l = n.+n, € k =ny — n,), este estado é escrito como

oo o0 oo

@(4) e —ing P zkﬁbezlﬁcX
) -G X3 3

ne=0n=0 [=0 k=—oc0 (525)

X e’”ﬁd 7)o [k 4 10)y 1 = 1a) [0 = 1) 4.

Usando o estado de quatro modos da equagao ([5.25)), é possivel calcular a distri-
buicao de probabilidade para a relagao de fase de quatro modos ® = (¥, — ¥4) — (¥, — 9.)
dentro do interferometro da figura [10],

- / dd, / do, / dq (20| pla™), (5.26)
onde p = [U) V| é o operador de densidade do estado da equagao ([5.14)) produzido dentro
do interferdmetro. A equagao ([5.26]) corresponde a uma generalizagdo da distribuigao de

fase relativa de dois modos introduzida por Luis e Sanchez-Soto [1] para o caso de quatro

modos. Para estados puros, a distribuicao de probabilidade de fase é dada pela expressao

/dﬁb/dﬁ /cwd a0 (5.27)
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Usando as Eqs. (5.25) e (5.14)), temos

1 —iN"9 ,—i(N—N")9q im
(2W>2N§/:e N'beomiN=N)bagim®y . O . (5.28)

Substituindo equacao (5.28) na equacio (5.27), usando a relagio [;™ e!*~")?dgp = 278

| 2

(®0]1) =

e, como mencionado antes, assumindo que Y./ |@Qn/|” = 1, finalmente obtemos a expressao

para a distribui¢ao de probabilidade da relagao de fase de quatro modos ® = (9, — ) —
(¥, — ¥.) para o estado da equacao (5.14))

2

P(®) — 217T (5.29)

> .
Z efzm<1> Cm
m=0

Na figura [11], plotamos a distribui¢do de probabilidade da relagao de fase conforme
descrita pela equagao (5.29)) quando os coeficientes C,,, sdo dados pela equagao (3.49) com
r=0.5r=1er=1.5, sempre com ¢ = (0. Para as trés curvas, ha um picoem ® =7 e a

largura dessas distribui¢coes diminui com o aumento do parametro de compressao r.

P(®)30
2.5
2.0
1.5

1.0 /\

A

0.0
0 ’-2‘ 7T 3 27T
o 2

Figura 11 — Distribuigao de probabilidade de fase P(®) da equagao (5.29) com C,, dado
pela equacao para os parametros de compressao r = 0.5 (vermelho),
r =1 (roxo) e r = 1.5 (laranja). Para as trés distribui¢oes, consideramos ¢ = 0
na equagao e um limite superior m,,,, = 10000 para m no somatorio

da equagao ([5.29)).

As variancias dessas distribui¢oes de probabilidade de fase exibem um comporta-
mento exponencialmente decrescente com o parametro r para r > 1. Para uma melhor
visualizagao, na figura|12é mostrado o logaritmo natural da razao entre a variancia de P(®)
para experimentos de compressao em dois modos, ai, e a variancia quando os modos a e b
da figura [10] estdo no estado de vacuo de dois modos |0,0), o2, em fun¢io do pardmetro de
compressao r. A linha continua mostra a fungdo —2r + 0.5, que se ajusta bem aos pontos

computados para r > 1. Esse comportamento é independente da base, o que significa que
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se um estado coerente for considerado para descrever o estado inicial do campo laser, os
resultados para as distribui¢oes de probabilidade da relagdo de fase considerada entre
os quatro modos sao essencialmente os mesmos. A variancia da quadratura comprimida,
quando consideramos um estado de vacuo de dois modos de equacao , tem um
comportamento analogo, ja que decai como e 2" [2]. Pode-se ver que para r pequeno,
a varidncia das distribui¢oes de probabilidade de fase na figura [I2] ndo se ajusta bem
a linha continua. Mas se observarmos a figura e notarmos que as distribuigoes de
probabilidade para r < 1 nao decaem para zero nos extremos 0 e 27, concluimos que a
varidncia ndo é uma boa medida da dispersdao de fase nesses casos, ja que P(®) é uma
funcao 2m-periédica. Note que a fase @ é definida como a soma/diferenca entre 4 fases,
cada uma estando no intervalo entre —7 e 7, de modo que podem haver valores entre —4m
e +4m. Mas as fases ® que diferem por um miultiplo inteiro de 27 sao equivalentes. Por
esse motivo, se a distribui¢ao de fase P(®) nao tender a zero nos extremos 0 e 27 (ou
0 e 0 + 2), sua varidncia nao é uma boa medida da dispersao de fase. Portanto, nao é
surpresa que nao tenhamos um bom acordo entre os pontos e a linha continua na figura
para r < 1. Infelizmente, ndo conseguimos encontrar uma boa medida para a dispersao de
fase a ser usada neste trabalho em vez da varidncia de P(®). Mas observe que a figura
mostra, pelo menos qualitativamente, que a varidncia de P(®) diminui com o aumento
do parametro de compressao do sistema para r < 1. Por outro lado, ha um bom acordo
entre os pontos e a linha continua na figura para r > 1, ja que as distribuicoes de
probabilidade sao mais localizadas nesse regime, de modo que uma relacao quantitativa

entre a variancia de P(®) e o nivel de compressao do sistema pode ser feita nesse caso.

Podemos concluir que uma explicacao geral para a reduc¢ao de ruido nos experi-
mentos representados na figura ¢ uma melhor localizacao da relagao de fase relativa
O = (I —Vy) — (¥, — J.) entre os quatro modos considerados: sinal, idler e os dois
osciladores locais. Essa relagao de fase localizada indica que a flutuacdo em (¥, — ¥y)
acompanha a flutua¢ao em (¢, —v..), gerando um alto grau de correlagdo entre as diferengas
de fétons 7.y = e — Ny € Ngp, = N, — Ny para r grande e fases adequadas no interferometro

da figura . Isso pode ser considerado a razao fundamental para a reducgao de ruido

expressa nas equagoes (3.58)) e ((5.22)).

5.3.2 Experimentos com Mais de um Pulso de Laser

Nesta secao, discutimos brevemente o caso em que ha um atraso da luz do laser
usada como osciladores locais em relagao ao pulso de laser que gera a compressao da
luz. Para simplificar, consideraremos um laser pulsado (com fase travada) em que o
primeiro pulso que sai da cavidade do laser é duplicado em frequéncia e usado para
bombear o OPO, enquanto o segundo pulso que sai da cavidade é usado para produzir

os osciladores locais. Supondo que o estado inicial da cavidade do laser esteja um estado
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Figura 12 — Logaritmo natura da razao entre a varidncia de P(®) da equagao ([5.29)) para
experimentos de compressao em dois modos, Oi, e a variancia quando os modos
a e b estdao no estado |0,0), 02, em fungio do parametro de compressao 7. Todos
os pontos foram obtidos usando um limite superior igual a m,,., = 10000

para m na equagao (5.29) e ¢ = 0 na equagao (3.49)), considerando a fase

® entre 0 e 2m. A linha continua corresponde a uma dependéncia do tipo

02 = o2e~2+05,

de Fock com M fétons |M),, ., apdés a emissdo dos dois pulsos, o estado do sistema ¢é
Sk Akt k) |y | M — k — 1), , ignorando qualquer geragao de fétons na cavidade do laser
neste periodo em nosso modelo simplificado. |k), é um estado com k f6tons no primeiro
pulso e |[), um estado com [ fétons no segundo pulso. Seguindo os passos que nos levaram
a equagao (5.14]), o estado do sistema nos modos a, b, ¢ e d da figura , mais o modo

da cavidade do laser, é

W) = Zl: CnBup Im), [m)y [p). 11— p)g IM" = 1= 2m),, (5.30)

m,t,p
onde M' = M — N; — 2N, é o nimero total de fotons do sistema apds a subtragao dos N;
fétons detectados por D; e dos IN; fétons detectados por D; na figura . Considere que
o numero de fétons na cavidade do laser também é medido e o valor encontrado é M,s. O
nimero total de fotons restantes no sistema é dado por N = M’ — M., e devemos impor
a condicao M’ — | — 2m = M., ou l = N — 2m, na equagcao (5.30]). O estado do sistema

entao se torna

(W) = > CouBr-omyp|m), Im), [p) [N = 2m —p),. (5.31)

m,l,p
O estado acima é equivalente ao da equagao (b.14)) se definirmos p = N’ —m e observarmos
que By_omp = By, para N > 2m, de modo que as mesmas previsoes experimentais
sao feitas. Em particular, a previsao para a variancia da soma das diferengas de nimero

de fétons Ay = fie — Ny € Ngy = Ny, — Ny NOs detectores correspondentes da figura (10)
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é a mesma que na equacao . Novamente, se considerarmos o estado mais realista
da equagao (5.1)) para o campo do laser, e também que o nimero de fé6tons no campo
da cavidade do laser, em D;, e em D; nao sao medidos, o estado da equacao sera
substituido por uma mistura estatistica onde o nimero total de fé6tons N é desconhecido,
mas com uma pequena variacao relativa no nimero de fétons. Nesse caso, a previsao
experimental para a estatistica da equacao deve ser a mesma com o nimero médio

de fétons substituindo N, como antes.

Van Enk e Fucks [34] e Pegg [72] mostraram explicitamente como pode haver
coeréncia de fase entre a luz que sai de uma cavidade a laser em momentos diferentes
para lasers continuos [34] e pulsados [72]. Mesmo que o estado inicial da cavidade tenha
uma fase completamente indeterminada, sendo uma mistura estatistica de estados de
Fock, ha uma relagdo de fase bem definida entre os diferentes pulsos de um campo a laser
com fase travada [72]. A fase de cada pulso nao é bem definida, com o valor esperado do
operador de campo elétrico sendo zero em todos os momentos, mas a relacao de fase entre
pulsos consecutivos é bem definida. Essa relacdo de fase bem definida esta associada a
correlacao entre o nimero de fétons dos diferentes pulsos do laser e os campos da cavidade a
laser [72]. Essa correlagao estd presente na discussdo do pardgrafo anterior, sendo essencial
para prever corretamente os resultados experimentais sobre a compressao de dois modos.
Portanto, as medidas homddinas funcionam mesmo se os campos dos osciladores locais

nao vém do mesmo pulso que gerou o campo de luz comprimida.
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6 Conclusao

Descrevemos experimentos que produzem e caracterizam estados de vacuo compri-
mido em um e dois modos, levando em consideracao o fato de que o campo laser usado
nos experimentos nao é um estado coerente, mas uma combinag¢ao incoerente de estados
coerentes com fases aleatérias, o que é equivalente a uma combinacgao incoerente de estados
de Fock. Apesar de conduzir aos mesmos resultados experimentais, existem diferengas nas
interpretagoes fisicas dos resultados observados quando diferentes bases (estados coerentes

ou Fock) sdo usadas para descrever o estado do campo laser.

Nos esquemas de geracao e caracterizacao de estados de vacuo comprimido em um
modo, quando utilizamos a base de Fock, os experimentos sao analisados sem a producao
de um estado comprimido de luz em nenhuma parte dos experimentos e sem o uso do
conceito de compressao na analise. Nessa abordagem, o estado de Fock para o laser resulta
na produgao de emaranhamento entre o modo do campo sinal, que sai do meio nao linear,
e o modo usado como oscilador local na detecgdo homddina. A interferéncia desses modos
em um divisor de feixe gera as mesmas previsoes experimentais que aquelas obtidas ao
considerar um estado coerente para descrever o laser. Concluimos que uma explicacao geral
para a diminuicao das flutuacoes da diferenca de intensidades medidas pelos detectores D,
e Dy no esquema da Fig. [7] com o aumento do pardmetro de compressao r é uma melhor
defini¢do da diferenca de fase entre os campos nos modos a e ag. Esta explicagao é valida
em qualquer base que usemos para descrever o estado do campo laser, ao contrario da
geracao de estado comprimido de vacuo pelo OPO, que é valida apenas na base de estado
coerente para o estado do laser, e da geracao de emaranhamento entre os modos a e ag,

que é valida apenas na base de estado de Fock para o estado do laser.

Nos esquemas de geracao e caracterizagao de estados de vacuo comprimido em
dois modos, assim como o caso do estado de vacuo comprimido em um modo, nao ha
producao de um estado comprimido em qualquer parte do experimento, bem como o
conceito de compressao nao é utilizado durante a anélise quando consideramos a base de
Fock para o estado do laser. Além disso, concluimos que nao ha emaranhamento entre
os modos sinal e idler, o que é um tanto quanto curioso, visto que que esse setup é
frequentemente usado para implementar protocolos de informagao quantica baseados em
emaranhamento, como o teletransporte quantico [3,[8-10]. No entanto vale ressaltar que,
embora nao haja emaranhamento quando consideramos apenas os modos sinal e idler,
pode haver emaranhamento quando os osciladores locais sao levados em conta, mas essa
analise de emaranhamento de quatro modos esta fora do escopo do presente trabalho.
Estendemos a distribuicdo de fase relativa de dois modos de Luis e Sdnchez-Soto [1] para

descrever uma relagao de fase entre os quatro modos relevantes no experimento: sinal,
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idler e dois osciladores locais. Concluimos que uma explicacao fisica geral para a reducao
de ruido no sistema é a reducao na variancia de uma distribuicao de probabilidade de

relacao de fase entre esses quatro modos com o aumento do parametro de compressao r.

As interpretacoes fisicas gerais apresentadas no escopo deste trabalho sobre expe-
rimentos com estados de vacuo comprimido da luz sao robustas, independentemente da
base utilizada para descrever o estado do campo laser. Esperamos que essa compreensao
mais profunda do fené6meno da compressao de luz, com tantas aplicacoes, possa trazer
esclarecimentos fundamentais para este importante cenario fisico na 6ptica quantica e

informacgao quéntica, inspirando avancos frutiferos nessas campos.
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ANEXO A - Expansdo (1 —z)~

Seja f(x) = (1 — z)~Y/2. Avaliando essa funcdo e suas derivadas no ponto = = 0
tem-se

flz,z=0)=1

f/(a:,x:()):;

fu(JJ,ZE:O):;)‘;

5 3 1 (A1)
frlae=0=5-53

N oy _@2n-1) 2n—-3) (2n—-5) 1 (2n-—1)Y
Yz, =0) = 5 5 5 g = TR
onde foi utilizada a propriedade de duplo fatorial para um ntmero impar. A partir da

relacdo de duplo fatorial com o fatorial, para um nimero impar 2n — 1, dada por

(2n)!
2n — 1! = A2
(on -1 =20 (A2)
é possivel escrever entdo a expansio para a funcao f(z) = (1 — 2)~/? como

-2 =3 ;;((25;; (A.3)

n=0
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