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Resumo
Embora o estado quântico de um campo laser seja geralmente tratado como um estado
coerente na óptica quântica, a fase absoluta desconhecida do laser permite representá-lo
como uma mistura estatística de estados coerentes com fases aleatórias, equivalente a uma
mistura de estados de Fock. Utilizando essa perspectiva, mostramos que ao empregar um
estado de Fock para o laser, somos capazes de gerar previsões experimentais consistentes
com aquelas obtidas assumindo um estado coerente, mas com explicações físicas distintas.
Aplicamos esses conceitos a experimentos de luz comprimida em um e dois modos, demons-
trando que os resultados experimentais típicos também podem ser previstos considerando
o campo laser em um estado de Fock ou em uma mistura de estados de Fock e concluímos
que, além de nenhum estado comprimido ser produzido, no caso de experimentos de estados
de vácuo comprimido em dois modos, não há emaranhamento entre os modos de feixe
"gêmeos"de sinal e idler. Fornecemos uma explicação física geral para a redução de ruído
nos experimentos, utilizando o conceito de distribuição de probabilidade de fase relativa,
proposta inicialmente por Luis e Sánchez-Soto [1], sendo que generalizamos a distribuição
de fase relativa de dois modos proposta por Luis e Sánchez-Soto para tratar quatro modos
ópticos: sinal, idler e dois osciladores locais. A explicação física se baseia em uma melhor
definição de relação de fase, seja entre o campo sinal e o campo utilizado como oscilador
local para o caso de experimentos de vácuo comprimido em um modo, seja na relação
entre os quatro modos ópticos envolvido no caso de experimentos de estados de vácuo
comprimido em dois modos: sinal, idler e dois osciladores locais.

Palavras-chave: Óptica Quântica em Variáveis Contínuas, Estados Comprimidos da Luz,
Distribuição de Probabilidade de Fase Relativa.



Abstract
Although the quantum state of a laser field is generally treated as a coherent state in
quantum optics, the unknown absolute phase of the laser allows it to be represented as
a statistical mixture of coherent states with random phases, equivalent to a statistical
mixture of Fock states. Using this perspective, we show that by employing a Fock state
for the laser, we can generate experimental predictions consistent with those obtained
by assuming a coherent state, but with different physical explanations. We apply these
concepts to single-mode and two-mode squeezed light experiments, demonstrating that
typical experimental results can also be predicted by considering the laser field in a
Fock state or in a mixture of Fock states, and we conclude that, besides no squeezed
state being produced, in the case of two-mode squeezed vacuum experiments, there is no
entanglement between the "twin" beam modes of signal and idler. We provide a general
physical explanation for the noise reduction in the experiments using the concept of relative
phase probability distribution, initially proposed by Luis and Sánchez-Soto [1], and we
generalize the two-mode relative phase distribution proposed by Luis and Sánchez-Soto to
handle four optical modes: signal, idler, and two local oscillators. The physical explanation
is based on a better definition of phase relation, either between the signal field and the
field used as the local oscillator in the case of single-mode squeezed vacuum experiments,
or the relation among the four optical modes involved in the case of two-mode squeezed
vacuum experiments: signal, idler, and two local oscillators.

Keywords: Quantum Optics in Continuous Variables, Squeezed States of Light, Relative
Phase Probability Distribution.
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1 Introdução

Um dos quesitos necessários para o estudo e compreensão dos fenômenos que a óptica
quântica abrange é a conexão de resultados experimentais, provenientes de experimentos
ópticos envolvendo a interação da luz laser com a matéria, com a descrição teórica
apropriada para cada fenômeno observado. Para o desenvolvimento da óptica quântica,
a quantização do campo eletromagnético é um passo fundamental. A luz quantizada
pode ser pensada como um conjunto de fótons, quantas de excitações com quantidades
discretas de energia ℏω. A quantização do campo eletromagnético leva a um Hamiltoniano
completamente análogo ao do oscilador harmônico para cada modo do campo. Assim
sendo, o Hamiltoniano quântico que descreve a luz é equivalente a um conjunto infinito
de osciladores harmônicos [2]. A óptica quântica abrange uma vasta gama de fenômenos
como emaranhamento e superposição e tecnologias avançadas, que vão desde a geração e
manipulação de estados quânticos da luz até a aplicação em áreas como informação quântica
[3–14], metrologia quântica [15–26], criptografia quântica [27], computação quântica [28,29],
entre outras áreas [30,31].

Os estados comprimidos da luz destacam-se por serem estados quânticos nos quais
a incerteza (ou “ruído quântico”) em uma das quadraturas do campo eletromagnético
é reduzida abaixo do limite do ruído de vácuo (imposto pelo princípio de incerteza de
Heisenberg), enquanto que a incerteza na quadratura conjugada é aumentada [2]. Estes
estados têm aplicações importantes em áreas onde a redução de ruído pode melhorar
significativamente o desempenho de detecção, como em metrologia quântica e em várias
tarefas de informação quântica [3, 15]. A geração de estados comprimidos envolve técnicas
que exploram a não linearidade em cristais para converter fótons de um comprimento de
onda em pares de fótons de comprimentos de onda diferentes do inicial. A detecção de tais
estados é normalmente realizada através de um processo conhecido como detecção homódina
balanceada [2]. No tratamento usualmente adotado para a geração e caracterização dos
estados comprimidos da luz, utiliza-se que o estado do campo laser é um estado coerente
com um grande número médio de fótons [2, 32].

Entretanto, é de conhecimento na literatura que, devido à falta de conhecimento
a priori da fase do laser, seu estado é melhor descrito por uma mistura estatística de
estados coerentes, o que é equivalente a uma mistura estatística de estados de Fock [32–37].
Portanto, considerar que o laser está em um estado coerente é uma aproximação tão válida
quanto considerá-lo em um estado de Fock. O fato de que o estado quântico de um campo
laser é mais adequadamente descrito como uma mistura estatística de estados coerentes
com fases aleatórias (ou uma mistura estatística de estados de Fock) gerou uma série
de discussões na literatura. O teletransporte quântico experimental utilizando estados
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comprimidos [3] foi anteriormente criticado, pois, dado que o campo laser não é um estado
coerente, os resultados experimentais não poderiam ser associados a um protocolo de
teletransporte quântico [38]. Após um intenso debate [34,39–42], emergiu um ponto de
vista interessante argumentando que um referencial de fase deve ser estabelecido para
qualquer protocolo de informação quântica em variáveis contínuas. Sob essa perspectiva,
os resultados experimentais de [3] efetivamente demonstram a implementação de um
protocolo de teletransporte quântico [39,40].

A interpretação de diferentes experimentos muda completamente ao considerar o
campo de laser em um estado de Fock em vez de um estado coerente. De fato, é possível
explicar experimentos, como a interferência produzida pela superposição de dois campos
de laser independentes [43] e a medição direta do campo elétrico das ondas de luz [44],
assumindo que os campos de laser estão em estados de Fock [33, 45]. Essas diferentes
interpretações para os mesmos experimentos certamente trazem questões intrigantes sobre
as leis fundamentais por trás dos resultados experimentais, enriquecendo a compreensão
dos sistemas em questão.

Nesta tese, descrevemos experimentos que produzem e caracterizam estados de
vácuo comprimido em um e dois modos, considerando a descrição do campo de laser
como uma mistura estatística de estados de Fock, e não em um estado coerente [36,37].
Prevemos os resultados experimentais usuais, quando consideramos a base de Fock para
descrever o campo do laser, mas com uma interpretação completamente diferente para o
fenômeno físico envolvido. Apresentamos uma justificativa geral para a redução do ruído
no sistema, para os dois casos: um e dois modos. Em ambos os casos, a distribuição de
probabilidade de fase relativa entre os campos envolvidos no sistemas estudados foi o ponto
chave para a explicação geral dos resultados. No caso dos estados de vácuo comprimido em
um modo, utilizamos a distribuição de probabilidade de fase relativa introduzida por Luis
e Sánchez-Soto [1], de onde concluímos que uma justificativa física independente da base
(estado coerente ou de Fock) é em termos de uma melhor definição da fase relativa entre os
campos de sinal e do oscilador local envolvidos no setup estudado. Essa distribuição de fase
relativa de dois modos de Luis e Sánchez-Soto foi recentemente associada à informação de
Fisher quântica para muitos estados puros úteis em metrologia quântica [46], que mostra
uma relevância dessa distribuição de fase no âmbito da metrologia quântica. Para o caso
dos estados de vácuo comprimido em dois modos fizemos algo semelhante, mas primeiro
apresentamos uma generalização a distribuição de probabilidade de fase relativa para o
caso em que temos quatro campos envolvidos: sinal, idler e os dois osciladores locais.

A tese está dividida em 4 capítulos. No capítulo 2 trazemos os fundamentos de
óptica quântica, com a quantização do campo eletromagnético e apresentação de estados
do campo fundamentais para o desenvolvimento da tese, os estados de Fock e estados
coerentes, bem como muitas de suas propriedades. Também é apresentado outro conceito
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de suma importância para o decorrer da tese que é o conceito de quadraturas do campo
eletromagnético, que estão associadas com o as componentes do campo eletromagnético
oscilante defasados de 90º.

No capítulo 3 introduzimos os estados comprimidos da luz. Abordamos o estado de
vácuo comprimido em um e dois modos, desde sua definição matemática, suas propriedades
de redução de ruído até a apresentação um esquema para geração e caracterização de
estados de vácuo comprimido, em um e dois modos.

O capítulo 4 abrange os conceitos de distribuição de probabilidade de fase, come-
çando pela distribuição de probabilidade de fase para um modo do campo e chegando na
distribuição de probabilidade de fase relativa, apresentando a distribuição de fase relativa
introduzida por Luis e Sáchez-Soto [1]. Também apresentamos um breve comentário sobre
a associação dessa distribuição com detecção de fase relativa.

Finalmente, no capítulo 5 temos os resultados obtidos em nosso tratamento para
a produção e caracterização de estados comprimidos em um e dois modos. Inicialmente,
apresentamos uma breve justificativa do estado do campo laser ser melhor descrito por
uma mistura estatística de estados coerentes com fase aleatória, que é equivalente à uma
mistura estatística de estados de Fock. Mostramos os resultados obtidos, para os dois
casos tratados, quando consideramos o estado do laser na base dos estados de Fock, que
nos leva a um tratamento sem o conceito de compressão ser empregado durante todo o
processo. Apresentamos uma explicação geral, envolvendo a distribuição de probabilidade
de fase relativa para os campos envolvidos, para o caso de dois modos, generalizamos a
distribuição para quando temos quatro modos envolvidos. Os resultados apresentados nesta
tese foram publicados nas referências [Phys. Rev. A 102, 053723 (2020)] [36] e [Optics
Communications 550, 129945 (2024)] [37].
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2 Quantização do Campo Eletromagnético

Nos pilares da óptica quântica está a quantização do campo eletromagnético. Muitos
fenômenos da luz são bem descritos pela óptica clássica, em que o campo eletromagnético
é tratado como um campo clássico. No entanto, vários fenômenos luminosos, especialmente
quando se adentra no regime de poucos fótons, não são bem descritos pela teoria clássica,
torna-se necessária a utilização de uma teoria mais robusta para a explicação física de tais
experimentos. A óptica quântica utiliza-se portanto da teoria da quantização da radiação
eletromagnética, onde os campos elétrico e magnético são agora definidos como operadores.

Neste capítulo, apresentaremos a quantização do campo eletromagnético livre. A
quantização de um modo do campo eletromagnético livre é completamente análoga à
quantização do oscilador harmônico. Assim sendo, o Hamiltoniano quântico que descreve
a luz é equivalente a um conjunto infinito de osciladores harmônicos, um para cada modo
do campo.

2.1 Quantização do Campo
O ponto de partida para a quantização do campo eletromagnético é a observação de

que a luz pode ser modelada como uma onda eletromagnética. Para a explicação de diversos
fenômenos observados em escala quântica é necessário que essa onda seja quantizada, ou
seja, a energia da onda eletromagnética não varia de forma contínua, mas sim em múltiplos
discretos chamados quanta de energia, representados por fótons. O processo de quantização
do campo eletromagnético é realizado por meio da introdução de operadores de criação e
aniquilação, que descrevem, respectivamente, a criação e a destruição de partículas. No
contexto da óptica quântica, esses operadores são aplicados ao campo eletromagnético,
permitindo a descrição da criação e aniquilação de fótons [2].

A quantização do campo eletromagnético tem implicações profundas, levando à
compreensão de fenômenos como a dualidade onda-partícula dos fótons, a probabilidade de
emissão e absorção de fótons por sistemas atômicos, e o fenômeno quântico de emaranha-
mento. Além disso, ela desempenha um papel fundamental na compreensão de fenômenos
relacionados à interação entre luz e matéria e é essencial para a compreensão de tecnologias
modernas, como lasers e dispositivos optoeletrônicos.

A quantização do campo eletromagnético é uma peça central na construção teórica
da física quântica e proporciona uma compreensão profunda da natureza dualística da luz
eletromagnética no reino quântico. Essa abordagem teórica é essencial para a compreensão
da física das partículas elementares e para o desenvolvimento de tecnologias que dependem
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da manipulação controlada da luz em níveis quânticos.

2.2 Campo Eletromagnético Clássico: Modos Ortogonais
O campo eletromagnético num espaço livre de cargas e correntes satisfaz as equações

de Maxwell no vácuo

∇ × E(r, t) = − ∂

∂t
B(r, t), (2.1a)

∇ × B(r, t) = 1
c2
∂

∂t
E(r, t), (2.1b)

∇ · E(r, t) = 0, (2.1c)
∇ · B(r, t) = 0, (2.1d)

onde E(r, t) e B(r, t) são os campos elétrico e magnético e c = 1/√µ0ε0 é a velocidade
da luz no vácuo, com µ0 e ε0 sendo, respectivamente, as constantes de permeabilidade
magnética e permissividade elétrica do vácuo.

Os campos elétrico e magnético podem ser obtidos dos potenciais escalar, ϕ(r, t), e
vetorial A(r, t). Da equação (2.1d) podemos escrever o campo magnético como

B(r, t) = ∇ × A(r, t), (2.2)

uma vez que a divergência de um rotacional também é zero. Substituindo esse resultado
na equação , temos o seguinte para o campo elétrico

∇ × E(r, t) = − ∂

∂t
B(r, t)

= −∇ × ∂

∂t
A(r, t),

(2.3)

de onde chegamos à expressão

∇ ×
[
E(r, t) + ∂

∂t
A(r, t)

]
= 0. (2.4)

Podemos assim escrever o termo entre colchetes como o gradiente um potencial escalar,
visto que o rotacional de um gradiente também é igual a zero, assim temos o campo elétrico
dado em termos dos potenciais como

E(r, t) = −∇ϕ(r, t) − ∂

∂t
A(r, t), . (2.5)

Mudanças nos potenciais escalar e vetor são conhecidas como transformações de calibre e
são definidas como [47]

ϕ′(r, t) = ϕ(r, t) − ∂

∂t
Λ(r, t) (2.6a)

A′(r, t) = A(r, t) + ∇Λ(r, t), (2.6b)
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onde Λ(r, t) é uma função arbitrária de r e t. Os campos elétrico e magnético, E(r, t) e
magnético B(r, t) são invariantes sob essas transformações. Substituindo os potenciais
transformados (2.6a) e (2.6b) nas equações dos campos elétrico e magnético, (2.5) e (2.11b),
ficamos com

E′(r, t) = −∇ϕ′(r, t) − ∂

∂t
A′(r, t) = −∇

[
ϕ(r, t) − ∂

∂t
Λ(r, t)

]
− ∂

∂t
[A(r, t) + ∇Λ(r, t)]

B′(r, t) = ∇ × A′(r, t) = ∇ × [A(r, t) + ∇Λ(r, t)] .
(2.7)

Considerando que as derivadas temporais e espaciais são permutáveis na equação do campo
elétrico sob transformação de calibre, chegamos em

E′(r, t) = −∇ϕ(r, t) − ∂

∂t
A(r, t) = E(r, t) (2.8)

Usando novamente que o rotacional de um gradiente é igual a zero, temos que a equação
do campo magnético sob transformação de calibre é

B′(r, t) = ∇ × A(r, t) = B(r, t). (2.9)

Como visto acima, as equações de Maxwell são invariantes segundo o calibre, assim
escolhendo o calibre de Coulomb, E(r, t) e B(r, t) são determinados a partir do potencial
vetor A(r, t). O potencial vetor satisfaz a equação de onda homogênea e a imposição de
divergência [32,48]

∇2A(r, t) − 1
c2
∂2

∂t2
A(r, t) = 0, (2.10a)

∇ · A(r, t) = 0. (2.10b)

E os campos elétrico e magnético são escritos em termos desse potencial vetor como

E(r, t) = − ∂

∂t
A(r, t), (2.11a)

B(r, t) = ∇ × A(r, t). (2.11b)

Note que substituindo as equações (2.11a) e (2.11b) na equação de Maxwell (2.1b), obtemos
novamente que o potencial vetor satisfaz a equação de onda (2.10a).

Pode-se, por conveniência, restringir o campo descrito a um certo volume no espaço
(considerar, por exemplo, que o campo está contido em uma cavidade cúbica com arestas
de comprimento iguais a L e impor condições de contorno periódicas, obtendo soluções
físicas para a equação de onda (2.10a) e num momento oportuno fazendo L → ∞) e então
escrever a expansão para o potencial vetor em termos de um conjunto discreto de modos
ortogonais [2, 32]

A(r, t) =
∑

k
[ckuk(r)e−iωkt + c∗

ku∗
k(r)eiωkt]. (2.12)
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Substituindo a equação (2.12) na equação de onda (2.10a) teremos para cada modo

∇2uk(r) + ω2
k

c2 uk(r) = 0. (2.13)

Além disso, as funções uk(r) devem satisfazer a condição de transversalidade ∇ · uk(r) = 0
e formam um conjunto ortonormal completo, ou seja,∫

V
u∗

k(r)uk′(r)dr = δkk′ . (2.14)

Como estamos considerando uma cavidade cúbica de arestas de lado L, o potencial
vetor pode ser dado por uma combinação linear de ondas planas, com as funções uk(r)
escritas como [32]

uk(r, s) = L−3/2ekseik·r, (2.15)

para cada modo normal do campo eletromagnético, sendo eks o vetor de polarização com
índice de polarização s = 1, 2 (duas polarizações independentes) e k o vetor de propagação.
O vetor k tem componentes [32]

kx = 2πnx
L

, nx = 0,±1,±2, ... , (2.16)

ky = 2πny
L

, ny = 0,±1,±2, ... , (2.17)

kz = 2πnz
L

, nz = 0,±1,±2, ... . (2.18)

(2.19)

A polarização é ortogonal à direção de propagação devido à condição de transversalidade
∇ · uk(r) = 0, assim k · eks = 0. Assim, podemos agora escrever o potencial vetor como

A(r, t) =
∑
k,s

eks

L3/2

[
cks(t)eik·r + c∗

ks(t)e−ik·r
]
, (2.20)

com cks(t) = ckse−iωkt. Os campos elétrico e magnético (2.11) correspondentes são então
dados por

E(r, t) = i

L3/2

∑
k,s
ωkeks

[
cks(t)eik·r − c∗

ks(t)e−ik·r
]
, (2.21a)

B(r, t) = i

L3/2

∑
k,s

(k × eks)
[
cks(t)eik·r − c∗

ks(t)e−ik·r
]
. (2.21b)

A energia do campo é dada pela expressão

H = 1
2

∫
V

ε0E · E + 1
µ0

B · B

dV. (2.22)
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Identificando a frequência ωk = ck e utilizando as relações∫
V

ei(k−k′)dV = V δkk′ , (2.23a)

(k × eks) · (−k × e−ks′) = −k2(eks · e−ks′), (2.23b)

obtemos as contribuições dos campos elétrico e magnético para a energia do campo H

1
2

∫
V
ε0E · EdV = −ε0

2V

∫
V

∑
k,k′,s,s′

ωkωk′eks · ek′s′

[
cks(t)ck′s′(t)ei(k+k′)·r−

− c∗
ks(t)ck′s′(t)e−i(k−k′)·r − cks(t)c∗

k′s′(t)ei(k−k′)·r+

+ c∗
ks(t)c∗

k′s′(t)e−i(k+k′)·r
]
dV

= ε0
∑
k,s
ω2
kcks(t)c∗

ks(t) −R,

(2.24)

1
2

∫
V

1
µ0

B · BdV = 1
µ0

∑
k,s
k2cks(t)c∗

ks(t)−

− 1
2µ0

∑
k,s,s′

(k × eks) · (−k × e−ks′)
[
cks(t)c−ks′(t) + c∗

ks(t)c∗
−ks′(t)

]
= ε0

∑
k,s
ω2
kcks(t)c∗

ks(t) +R,

(2.25)

onde
R = ε0

2
∑

k,s,s′
ω2
keks · e−ks′

[
cks(t)c−ks′(t) + c∗

ks(t)c∗
−ks′(t)

]
, (2.26)

que nos leva à seguinte expressão para a energia do campo

H = 2ε0
∑
k,s
ω2
kcks(t)c∗

ks(t). (2.27)

Para posterior quantização do campo, vamos reescrever H na forma Hamiltoniana intro-
duzindo um par de variáveis canônicas que serão definidas como

qks(t) = ε
1/2
0 [cks(t) + c∗

ks(t)] , (2.28a)
pks(t) = −iω0ε

1/2
0 [cks(t) − c∗

ks(t)] . (2.28b)

Assim, a energia do campo é agora escrita da forma

H = 1
2
∑
k,s

[
p2

ks(t) + ω2
kq

2
ks(t)

]
, (2.29)

ou seja, para cada modo k, s do campo eletromagnético temos a energia de um oscilador
harmônico de massa unitária. Vemos que em termos das variáveis canônicas as equações
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canônicas de movimento, dadas pelas equações de Hamilton [48,49], são respeitadas uma
vez que valem as relações

∂H

∂pks
= ∂qks

∂t
e (2.30a)

∂H

∂qks
= −∂pks

∂t
. (2.30b)

Ambas as variáveis oscilam sinusoidalmente com o tempo numa frequência ωk.

2.3 Quantização do Campo
A quantização do campo eletromagnético segue uma analogia completa com a

quantização do oscilador harmônico. Nesse contexto, o Hamiltoniano quântico que descreve
a luz é equivalente a um conjunto infinito de osciladores harmônicos, sendo cada um
associado a um modo específico do campo. Consequentemente, o espectro de energia para
cada modo do campo quantizado segue o mesmo padrão característico de um oscilador
harmônico quântico. Em particular, veremos que a energia mínima para um modo do
campo eletromagnético é de ℏω/2 e quanta de excitações, fótons, com uma energia de ℏω
refletindo a natureza discreta da energia em níveis quânticos. O comportamento quântico
desses fótons é análogo ao de partículas associadas aos osciladores harmônicos quânticos.

A quantização do Hamiltoniano para um oscilador harmônico é feita fazendo a
correspondência das variáveis canônicas de posição e momento com os operadores de posição
e momento qks → q̂ks e pks → p̂ks. Esses operadores estão relacionadas ao princípio da
incerteza de Heisenberg, que limita a precisão com que podemos conhecer simultaneamente
a posição e o momento de uma partícula. Assim, eles devem satisfazer as relações de
comutação [2, 48]

[q̂ks, p̂k′s′ ] = iℏδkk′δss′ e (2.31a)
[q̂ks, q̂k′s′ ] = 0 = [p̂ks, p̂k′s′ ] . (2.31b)

Partindo da equação (2.29), o operador Hamiltoniano que descreve a energia do campo
eletromagnético será portanto igual a

Ĥ = 1
2
∑
k,s

[
p̂2

ks(t) + ω2
kq̂

2
ks(t)

]
. (2.32)

Mas note que, nesse caso, q̂ e p̂ não estão associados a posição e momento, mas a quadraturas
do campo eletromagnético, como será discutido mais tarde.

É conveniente introduzir aqui dois operadores, conhecidos como operadores de
aniquilação e criação de fótons âks e â†

ks, respectivamente. Para cada modo do campo,
o operador de aniquilação deste modo é responsável por “remover” um fóton de um
estado dado, enquanto o operador de criação está associado à “adição” de um fóton ao
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estado. Posteriormente, veremos como ocorre a atuação destes operadores em estados
relacionados ao campo eletromagnético, como os estados de Fock e coerente. Definimos
então os operadores 1

âks = 1√
2ℏωk

[ωkq̂ks + ip̂ks] , (2.33a)

â†
ks = 1√

2ℏωk
[ωkq̂ks − ip̂ks] . (2.33b)

Esses operadores satisfazem as relações de comutação [2][
âks, â

†
k′s′

]
= δkk′δss′ e (2.34a)

[âks, âk′s′ ] = 0 =
[
â†

ks, â
†
k′s′

]
. (2.34b)

Escrevendo os operadores p̂ks e q̂ks em termos dos operadores de aniquilação e criação
(2.33a) e (2.33b) e substituindo na equação (2.32) vemos que a equação que descreve a
energia do sistema será dada por

Ĥ = 1
2
∑
k,s

ℏωk
[
â†

ksâks + 1
2

]
= 1

2
∑
k,s

ℏωk
[
n̂ks + 1

2

]
, (2.35)

onde foi atribuído n̂ks = â†
ksâks como o operador número de fótons para cada modo,

sendo que cada um desses modos possui um conjunto associado de autoestados de número
de fótons, chamados de estados de Fock. Posteriormente, discutiremos mais sobre esse
autoestados de Ĥ.

Fazendo a correspondência das variáveis das equações (2.21) com os respectivos
operadores, os campos elétrico e magnético serão agora também operadores, dados em
termos dos operadores de criação e aniquilação pelas expressões

Ê(r, t) = i
∑
k,s

√
ℏωk

2ε0L3 eks
[
âksei(k·r−ωkt) − â†

kse−i(k·r−ωkt)
]

e (2.36a)

B̂(r, t) = i
∑
k,s

√
ℏ

2ωkε0L3 (k × eks)
[
âksei(k·r−ωkt) − â†

kse−i(k·r−ωkt)
]
, (2.36b)

onde aqui escrevemos a dependência temporal do operador de aniquilação de forma explícita
como âks(t) = âks(0)e−iωkt ≡ âkse−iωkt.

2.4 Estados de Fock
Conhecidos também como estados de número, os estados de Fock oferecem uma

abordagem conveniente para descrever sistemas com um número variável de partículas,
1 A dependência temporal será suprimida nos operadores a seguir para não sobrecarregar a notação. Mas,

a menos que seja escrito explicitamente, estamos aqui considerando que p̂ks(t) ≡ p̂ks, q̂ks(t) ≡ q̂ks,
âks(t) ≡ âks, â†

ks(t) ≡ â†
ks.
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como é o caso do campo eletromagnético quantizado, sendo autoestados do Hamiltoniano
que descreve a luz quantizada [2,48]. Cada estado de Fock específico expressa o número de
fótons presentes em diferentes modos do campo [48]

|{n}⟩ =
∏
k,s

|nk,s⟩ = |nk1,s1⟩ |nk2,s2⟩ .... (2.37)

O estado de Fock é um autoestado do operador número de fótons [48]

n̂ks |{n}⟩ = nks |{n}⟩ . (2.38)

Definindo o operador número total de fótons como a soma de todos os operadores número
de fótons sobre todos os modos

n̂ |{n}⟩ = n |{n}⟩ (2.39)

vemos que o estado de Fock é também um autoestado do operador número total de fótons,
com autovalor dado pela soma do número total de ocupação sobre todos os modos n.

Como já mencionado, os estados de Fock são autoestados de energia do operador
Ĥ [2, 48]

Ĥ |{n}⟩ = E |{n}⟩ , (2.40)

com
E =

∑
k,s

ℏωk
(
nk,s + 1

2

)
. (2.41)

Os operadores de aniquilação, (2.33a), e criação, (2.33b) alteram o número de fótons
do modo k, s em que eles estão atuando. O operador de aniquilação remove um fóton
do modo, enquanto o operador de criação adiciona um fóton. Teremos para o operador
criação, atuando no modo k, s [48],

â†
ks |nks⟩ = gks |nks + 1⟩ , (2.42)

com gks dado por

⟨nks| âksâ
†
ks |nks⟩ = |gks|2 ⟨nks + 1|nks + 1⟩ = |gks|2. (2.43)

Utilizando a relação de comutação (2.34a) temos também que

⟨nks| âksâ
†
ks |nks⟩ = ⟨nks| (1 + n̂k,s) |nks⟩ = 1 + nk,s, (2.44)

assim mostramos que gks = √1 + nk,s e

â†
ks |nks⟩ =

√
1 + nk,s |nks + 1⟩ . (2.45)

De forma similar, é possível mostrar que

âks |nks⟩ = √
nk,s |nks − 1⟩ . (2.46)
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O estado fundamental, ou estado de vácuo (denotaremos por |{0}⟩), é o estado em
que todos os modos do campo encontram-se no menor estado de energia possível, ou seja,
o número de ocupação em cada modo é zero |{0}⟩ = |0⟩ |0⟩ |0⟩ ... [2, 48]. Qualquer estado
de Fock é gerado do estado de vácuo, aplicando sucessivamente operadores de criação no
estado de vácuo [2, 48]

|{m}⟩ =
∏
k,s

[
(â†

ks)mks

√
mks!

]
|{0}⟩ . (2.47)

Como não há partículas no estado de vácuo,

âks |{0}⟩ = 0. (2.48)

Os estados de Fock formam uma base completa e por serem autoestados de
operadores Hermitianos, dois estados de Fock diferentes são ortonormais, assim temos as
propriedades [48]

∑
{n}

|{n}⟩⟨{n}| = I (2.49)

⟨{n}|{m}⟩ =
∏
k,s
δnksmks

(2.50)

O valor esperado do operador campo elétrico (2.36a), para um modo do campo,
é facilmente calculado para o estado de Fock usando as propriedades do operadores de
criação e aniquilação atuando num estado de Fock, (2.45) e (2.46), e a ortogonalidade dos
mesmos (2.50)

⟨n| Ê(r, t) |n⟩ = i

√
ℏω

2ε0L3 ⟨n|
[
âei(k·r−ωt) − â†e−i(k·r−ωt)

]
|n⟩ = 0, (2.51)

vemos que o resultado será sempre igual a zero, até mesmo no limite em que temos um
número médio de fótons muito grande. No entanto, esperamos que nesse “limite clássico”,
o valor esperado para o operador campo elétrico apresente um comportamento oscilatório,
tal qual o caso clássico. Diante disso, introduziremos a seguir estados com esse tipo de
comportamento e que são uma importante classe de estados do campo eletromagnético: os
estados coerentes.

2.5 Estados Coerentes
Os estados coerentes são os que mais se assemelham ao comportamento clássico

da luz. Eles têm a propriedade de manter uma fase constante ao longo do tempo, por
possuírem um número indefinido de fótons, ao contrário dos estados de Fock, nos quais
a fase é completamente indefinida e o número de fótons é bem definido [32]. Em ótica
quântica, há um tipo de relação de incerteza entre o número de fótons e a fase do campo
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ótico, como discutiremos posteriormente. Os estados coerentes da luz são autoestados do
operador de aniquilação, assim para um modo do campo eletromagnético teremos [48]

â |α⟩ = α |α⟩ , (2.52)

onde α é um número complexo, evidenciando que esses estados não são afetados pela
aniquilação de um fóton.

Uma maneira de se obter os estados coerentes é através da atuação do operador
deslocamento no estado de vácuo [2, 32,48]. Esse operador é escrito como

D̂(α) = e(αâ†−α∗â). (2.53)

Usando a identidade de Baker-Hausdorff [50], dada pela expressão

eiĜλÂe−iĜλ =Â+ iλ[Ĝ, Â] +
(

(iλ)2

2!

)
[Ĝ, [Ĝ, Â]] +

(
(iλ)3

3!

)
[Ĝ, [Ĝ, [Ĝ, Â]]]+

+ . . .+
(

(iλ)n
n!

)
[Ĝ, [Ĝ, . . . [Ĝ, Â]] . . .] + . . . ,

(2.54)

podemos mostrar que

D̂(α) = e(αâ†−α∗â) = e− |α|2
2 eαâ†e−α∗â. (2.55)

Atuando o operador (2.55) no estado de vácuo |0⟩ temos

D̂(α) |0⟩ = e− |α|2
2 eαâ†e−α∗â |0⟩ . (2.56)

Expandindo a exponencial eαâ† em série de Taylor, reescrevemos a expressão acima como

D̂(α) |0⟩ = e− |α|2
2

∞∑
n=0

(αâ†)n
n! e−α∗â |0⟩ . (2.57)

Uma vez que [48]

e−α∗â |0⟩ =
[
1 − α∗â+ (α∗â)2

2! − ...

]
|0⟩ = |0⟩ (2.58)

e que
(â†)n |0⟩ =

√
n! |n⟩ , (2.59)

obtemos finalmente a expressão para o estado coerente

|α⟩ = D̂(α) |0⟩ = e− |α|2
2

∞∑
n=0

αn√
n!

|n⟩ , (2.60)

onde |n⟩ representa os estados de Fock que indicam o número de fótons no modo considerado,
e α é um parâmetro complexo que determina a amplitude e a fase do estado coerente.
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Atuando o operador de aniquilação na expressão para o estado coerente (2.60), obtemos

â |α⟩ = e− |α|2
2

∞∑
n=0

αn√
n!
â |n⟩

= e− |α|2
2

∞∑
n=0

αn√
n!

√
n |n− 1⟩

= e− |α|2
2

∞∑
n=1

αn√
(n− 1)!

|n− 1⟩

= e− |α|2
2

∞∑
n=0

αn+1
√
n!

|n⟩ = α |α⟩ ,

(2.61)

que é a relação mostrada na equação (2.52).

A distribuição de probabilidade para o número de fótons n, num estado coerente, é
dada por uma distribuição de Poisson

Pn = |⟨n|α⟩|2 = e−|α|2 |α|2n

n! , (2.62)

com ⟨α| n̂ |α⟩ = |α|2 = n̄, o número médio de fótons. A incerteza relativa para o operador
número de fótons decresce com o aumento do número médio de fótons (∆n/n̄ = 1/

√
n̄),

onde ∆n =
√

⟨n̂2⟩ − ⟨n̂⟩2 =
√
n̄. [2].

O valor esperado do operador campo elétrico (2.36a), para um modo do campo,
agora considerando um estado coerente é então dado por

⟨α| Ê(r, t) |α⟩ = i

√
ℏω

2ε0L3 [αei(k·r−ωt) − α∗e−i(k·r−ωt)]. (2.63)

Decompondo α em sua forma polar, α = |α|eiϕ, vemos explicitamente que o valor esperado
para o operador campo elétrico2 apresenta um comportamento oscilatório

⟨α| Ê(r, t) |α⟩ = 2|α|
√

ℏω
2ε0L3 sin (ωt− k · r − ϕ). (2.64)

O valor esperado do campo elétrico em um estado coerente muda de forma previsí-
vel e contínua, em contraste com os estados de Fock, que possuem número de partículas
bem definido. Essa característica suave e “determinística” dos estados coerentes os torna
semelhantes aos padrões clássicos de luz, onde o campo elétrico pode ser descrito de forma
simples por meio das equações de Maxwell (2.1). No entanto, é importante destacar que
os estados coerentes continuam sendo estados quânticos com características quânticas.
Portanto, apesar de o valor esperado do campo elétrico exibir uma forma sinusoidal seme-
lhante à clássica, os estados coerentes ainda apresentam flutuações quânticas intrínsecas,
embora pequenas, ao longo do tempo [2].
2 Pode-se mostrar de maneira completamente análoga que o campo magnético também apresentará um

comportamento oscilatório.
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2.6 Espaço de Fase: Quadraturas
Um outro conceito importante de se introduzir são os operadores de quadraturas

no espaço de fase. Esses operadores são fundamentais para a descrição do comportamento
de um campo eletromagnético em termos de variáveis conjugadas, como amplitude e fase.
Os operadores de quadratura estão associados com as amplitudes dos campos oscilantes,
defasados de 90◦. Em outras palavras, podemos relacionar as quadraturas com as amplitudes
do campo que oscilam com sin (ωt+ θ) e cos (ωt+ θ).

De forma genérica, os operadores de quadratura são escritos em termos dos opera-
dores de criação e aniquilação

X̂(θ) = 1
2(âe−iθ + â†eiθ), (2.65)

no entanto dois operadores de quadratura ortogonais importantes na descrição do campo
eletromagnético são definidos como

X̂1 = 1
2
(
â+ â†

)
e (2.66a)

X̂2 = 1
2i
(
â− â†

)
, (2.66b)

que são análogos adimensionais aos operadores de posição e momento [2]. Notamos que
quando θ = 0 e θ = π/2 em (2.65), obtemos, respectivamente, os operadores (2.66a) e
(2.66b). Quaisquer dois operadores de quadratura ortogonais entre si, satisfazem a relação
de comutação

[X̂1, X̂2] = i

2 , (2.67)

de onde segue a desigualdade [2]〈
(∆X̂1)2

〉 〈
(∆X̂2)2

〉
⩾

1
16 . (2.68)

Em outras palavras, as quadraturas no espaço de fase estão ligadas ao princípio de incerteza
de Heisenberg, uma vez que para um estado quântico específico a precisão simultânea com
que se pode medir tanto a amplitude quanto a fase do campo é limitada.

É fácil ver que estado de vácuo minimiza o produto de incertezas dos operadores
de quadratura (2.68) [2] 〈

(∆X̂1)2
〉
vac

〈
(∆X̂2)2

〉
vac

= 1
16 . (2.69)

A igualdade no produto de incertezas também é obtida com os estados coerentes. Em
outras palavras, as incertezas para cada quadratura em um estado coerente são iguais às
incertezas para esses operadores quando calculadas no estado de vácuo. Para o operador
X̂1 temos 〈

X̂1
〉
α

= 1
2 ⟨α| (â+ â†) |α⟩ = 1

2(α + α∗), (2.70a)
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〈
X̂2

1

〉
α

= 1
4 ⟨α| (â+ â†)(â+ â†) |α⟩ = 1

4(α2 +α∗2 + 2|α| + 1) = 1
4[(α+α∗)2 + 1)], (2.70b)

〈
(∆X̂1)2

〉
α

=
〈
X̂2

1

〉
α

−
〈
X̂1
〉2

α
= 1

4 . (2.70c)

Analogamente é possível mostrar que
〈
(∆X̂2)2

〉
α

= 1/4, que nos leva à igualdade

〈
(∆X̂1)2

〉
α

〈
(∆X̂2)2

〉
α

= 1
16 . (2.71)

Portanto, com estados coerentes, é possível se prever as quadraturas com a mesma
precisão. Ao contrário do que ocorre na mecânica clássica, o estado do sistema não é
precisamente determinado por um único ponto no espaço de fase, mas sim por uma
região de incertezas no plano das quadraturas. Tanto o estado de vácuo quanto os estados
coerentes possuem incertezas iguais para qualquer direção no espaço de fase. Na verdade,
o estado de vácuo pode ser considerado também um estado coerente com número médio
de fótons igual a zero.

A seguir, exploraremos uma classe significativa de estados quânticos da luz: os
estados de vácuo comprimidos da luz. Esses estados são denominados assim porque a
incerteza em uma determinada quadratura é menor do que a incerteza obtida quando
calculada com relação a um estado de vácuo (ou um estado coerente). Em outras palavras,
é possível haver maior precisão no conhecimento de uma quadratura específica, do que
quando estamos considerando apenas o ruído associado ao estado de vácuo. A figura
a seguir representa em 1(a) incertezas iguais em todas as direções do espaço de fase,
tanto para o estado de vácuo quanto para o estado coerente e em 1(b) a compressão
da quadratura ao longo de X̂1 na elipse de erro do estado de vácuo comprimido, em
comparação com o círculo de erro do estado de vácuo.
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𝑿𝟐

𝑿𝟏

𝑿𝟐

𝑿𝟏

(a) (b)

Figura 1 – Representação no espaço de fase: (a) estado de vácuo (azul) e estado coerente
(laranja), ambos com incertezas iguais em todas as direções. (b) estado de
vácuo comprimido (rosa), apresentando menor incerteza em X̂1 comparado ao
estado de vácuo (azul).
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3 Estados Comprimidos da Luz

Os estados comprimidos da luz são estados quânticos que apresentam uma redução
na incerteza em uma quadratura específica em relação ao ruído do vácuo, que em outras
palavras significa dizer que a variância em alguma quadratura é menor do que o ruído
do vácuo [2, 32, 51]. Essa compressão na incerteza é uma característica particular de
tais estados e tem diversas aplicações importantes em áreas como metrologia quântica e
informação quântica [3, 4, 11–22]. Ao reduzir o ruído em uma quadratura específica, os
estados comprimidos possibilitam alcançar uma precisão além do limite clássico, conhecida
como limite de sub-shot-noise [2,16,32]. Um exemplo notável do uso de estados comprimidos
da luz está na melhoria da sensibilidade dos detectores de ondas gravitacionais [15]. Esse
assunto é bastante explorado em pesquisas atuais que visam aprimorar essa sensibilidade
nos detectores de ondas gravitacionais [16,17,20–22,52,53]. Um outro poderoso recurso
obtido com estados comprimidos da luz é o emaranhamento quântico. Estados comprimidos
de dois ou mais modos são uma fonte de estados emaranhados, que são fundamentais para
uma série de protocolos e aplicações em informação quântica [3, 4, 11–14].

A seguir, apresentaremos propriedades dos estados comprimidos. Em particular,
trataremos do estado de vácuo comprimido da luz em um e dois modos, detalhando dois
esquemas de geração e caracterização desses estados.

3.1 Estado de Vácuo Comprimido em Um Modo
Os estados comprimidos da luz são tipicamente gerados através da interação entre

um campo laser, considerado estar em um estado coerente, e meios não lineares [2, 32, 51].
Um estado é considerado comprimido quando sua variância em uma quadratura é menor
do que a variância correspondente no estado de vácuo, de acordo com o princípio de
incerteza [2] 〈

[∆X̂(θ)]2
〉
<

1
4 ou

〈
[∆X̂(θ + π/2)]2

〉
<

1
4 , (3.1)

com X̂(θ) dada pela equação (2.65). Isso implica que, conforme uma quadratura é compri-
mida, a quadratura ortogonal é necessariamente alongada.

Uma maneira de se descrever a interação entre os modos para a geração de estados
comprimidos da luz é através de um Hamiltoniano quadrático nos operadores de aniquilação
e criação do modo do campo, já que os estados comprimidos resultam da geração de pares
de fótons. Esse processo pode ser realizado por meio da conversão paramétrica descendente,
onde um meio não linear é excitado por um campo clássico coerente de frequência ωp,
gerando pares de fótons de frequência ωp/2. O Hamiltoniano correspondente é dado por [2]
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Ĥ = ℏωâ†â+ ℏωpb̂†b̂+ iℏχ(2)(â2b̂† − â†2b̂), (3.2)

com b̂ sendo o operador de aniquilação do modo do campo pump, â é o operador de
aniquilação do modo do campo sinal e χ(2) é uma susceptibilidade não-linear de segunda
ordem [2].

Na aproximação paramétrica, assume-se que o campo pump está em um estado
coerente muito intenso, |βe−iωpt⟩, com um grande número médio de fótons, |β| ≫ 1.
Substituindo os operadores de aniquilação e criação pelos valores esperados, b̂ → βe−iωpt e
b̂† → βeiωpt, o Hamiltoniano é aproximado como

Ĥ(PA) = ℏωâ†â+ iℏ(η∗â2eiωpt − ηâ†2e−iωpt) = H0 +Hint. (3.3)

Com essa escolha, o Hamiltoniano torna-se independente do tempo quando ωp = 2ω,
resultando em Ĥint = iℏ(η∗â2 − ηâ†2), e portanto o operador de evolução associado é [2]

ÛI(t, 0) = e(η∗tâ2−ηtâ†2). (3.4)

3.1.1 Definição Matemática

A geração do estado de vácuo comprimido envolve a aplicação do operador de
compressão em um estado de vácuo,

|ξ⟩ = Ŝ(ξ) |0⟩ . (3.5)

O operador de compressão é definido como

Ŝ(ξ) = e[ 1
2 (ξ∗â2−ξâ†2)], (3.6)

onde ξ = reiϕ, r é o parâmetro de compressão e ϕ é o ângulo de compressão, com 0 ⩽ r < ∞
e 0 ⩽ ϕ ⩽ 2π. Este operador é unitário, obedecendo Ŝ(ξ)Ŝ†(ξ) = Ŝ†(ξ)Ŝ(ξ) = I. Note que
o operador de evolução (3.4) tem a mesma forma que o operador de compressão (3.6), com
2ηt = ξ.

Este operador de compressão, quando aplicado ao estado de vácuo, altera a distri-
buição de probabilidade das amplitudes dos modos do campo eletromagnético, resultando
em uma redução do ruído em uma quadratura específica, enquanto aumenta o ruído na
outra quadratura.

Vamos considerar
â |0⟩ = 0, (3.7)

aplicando o operador de compressão dos dois lados da igualdade e usando o fato de que é
unitário, teremos [2]

Ŝ(ξ)âŜ†(ξ)Ŝ(ξ) |0⟩ = Ŝ(ξ)âŜ†(ξ) |ξ⟩ = 0. (3.8)
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Pela identidade de Baker-Hausdorff (2.54), vemos que

Ŝ(ξ)âŜ†(ξ) = â

0! + r/2[Ĝ, â]
1! + (r/2)2[Ĝ, [Ĝ, â]]

2! + (r/2)3[Ĝ, [Ĝ, [Ĝ, â]]]
3! + . . . , (3.9)

onde
Ĝ = e(e−iϕâ2−eiϕâ†2) = e− r

2 Ŝ(ξ), (3.10)

lembrando que ξ = reiϕ. Calculando os comutadores em (3.9) e agrupando-se os termos
em potências pares e ímpares de r teremos

Ŝ(ξ)âŜ†(ξ) = â

(
1
0! + r2

2! + r4

4! + . . .

)
+ â†eiϕ

(
r

1! + r3

3! + r5

5! + . . .

)
, (3.11)

onde identificamos que o termo no primeiro parênteses é a expansão em série de Taylor
para o cosseno hiperbólico de r e o termo no segundo parênteses a expansão para o seno
hiperbólico de r, que podem ser escritas como

cosh r =
∞∑
n=0

r2n

(2n)! sinh r =
∞∑
n=0

r2n+1

(2n+ 1)! . (3.12)

Assim, substituindo o resultado da equação (3.11), com as identificações mostradas nas
equações (3.12), na expressão (3.8) teremos a seguinte expressão(

â cosh r + eiϕâ† sinh r
)

|ξ⟩ = 0. (3.13)

Pelo fato dos estados de Fock formarem uma base completa, podemos também escrever o
estado de vácuo comprimido como uma expansão na base dos estados de Fock,

|ξ⟩ =
∞∑
n=0

Cn |n⟩ , (3.14)

que substituindo na equação (3.13)
(
â cosh r + eiϕâ† sinh r

) ∞∑
n=0

Cn |n⟩ = 0, (3.15)

nos leva à seguinte relação de recursão

Cn+1 = −e−iϕ tanh r
√

n

n+ 1Cn−1. (3.16)

Essa relação tem solução para n pares e ímpares, mas no nosso caso, estamos interessados
apenas na solução que engloba o estado de vácuo (n = 0) [2], que nos leva à

C2m = −eiϕ tanh r
√

2m− 1
2m C2m−2 = (−eiϕ tanh r)m

√√√√(2m− 1)(2m− 1 − 2)
2m(2m− 2) C2m−4 = . . .

C2m = (−eiϕ tanh r)m
√√√√(2m− 1)!!

(2m)!! C0,

(3.17)
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com o duplo fatorial sendo definido por [54]

n!! =
n/2∏
i=1

(2i), para n par e

n!! =
(n+1)/2∏
i=1

(2i− 1), para n ímpar.
(3.18)

O coeficiente C0 é determinado pela condição de normalização
∞∑
m=0

|C2m| = 1

∑
m=0

∣∣∣∣∣(e−iϕ tanh r)m (2m− 1)!!
(2m)!! C0

∣∣∣∣∣
2

= 1,
(3.19)

usando as propriedades de duplo fatorial [54]

(2m− 1)!! = (2m)!
2mm! e (2m)!! = 2mm!, (3.20)

teremos
|C0|2

∞∑
m=0

tanh r2m (2m)!
22m(m!)2 = 1. (3.21)

Utilizando a relação mostrada no anexo A, vemos que

(1 − x)−1/2 =
∞∑
n=0

xn(2n)!
22n(n!)2 , (3.22)

o que nos leva à seguinte igualdade

|C0|2(1 − tanh r)−1/2 = 1, (3.23)

de onde finalmente vemos que
C0 = 1√

cosh r
. (3.24)

Assim, obtemos a forma explícita do estado de vácuo comprimido, em um modo, na base
de Fock

|ξ⟩ = 1√
cosh r

∞∑
m=0

(−eiϕ tanh r)m
√

(2m)!
2mm! |2m⟩ . (3.25)

Note que o estado de vácuo comprimido possui uma superposição quântica de números
pares de fótons.

3.1.2 Redução do Ruído: Variância da Quadratura Comprimida

Para o estado de vácuo comprimido da equação (3.25), a redução da incerteza
em uma das quadraturas é evidenciada pela diminuição da variância associada a essa
quadratura. Por exemplo, se considerarmos que a quadratura (2.66a) é comprimida, a
variância associada a essa quadratura será menor em comparação com o estado de vácuo.
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Isso significa que o estado de vácuo comprimido exibe flutuações menores em X̂1 em
relação ao estado de vácuo convencional. Por outro lado, a variância da quadratura (2.66b)
será necessariamente maior.

Para calcular a variância do operador de quadratura (2.65), vamos calcular os
valores esperados de X̂(θ) e X̂(θ)2, no estado de vácuo comprimido. É fácil ver que o valor
esperado

〈
X̂(θ)

〉
é zero〈

X̂(θ)
〉

= ⟨ξ| X̂(θ) |ξ⟩

= 1
2 ⟨0| Ŝ†(ξ)(âe−iθ + â†eiθ)Ŝ(ξ) |0⟩ ,

(3.26)

utilizando novamente o lema de Baker-Hausdorff (2.54) e identificando as séries de Taylor
para os cossenos e senos hiperbólicos, chegamos à expressão para o valor esperado de X̂(θ)

〈
X̂(θ)

〉
=1

2
[
e−iθ ⟨0| (â cosh r − â†eiϕ sinh r) |0⟩ + eiθ ⟨0| (â† cosh r − âe−iϕ sinh r) |0⟩

]
= 0.

(3.27)

Portanto, a variância do operador de quadratura para o estado de vácuo comprimido será
igual ao valor esperado de X̂(θ)2,

〈
[∆X̂(θ)]2

〉
=
〈
X̂(θ)2

〉
〈
[∆X̂(θ)]2

〉
= ⟨ξ| X̂(θ)2 |ξ⟩

= 1
4 ⟨0| Ŝ†(ξ)(âe−iθ + â†eiθ)Ŝ(ξ)Ŝ†(ξ)(âe−iθ + â†eiθ)Ŝ(ξ) |0⟩

= 1
4 ⟨0| [e−iθ(â cosh r − â†eiϕ sinh r) + eiθ(â† cosh r − âe−iϕ sinh r)]2 |0⟩ .

(3.28)

Abrindo o quadrado na expressão acima, usando as relações dos operadores criação e
destruição (2.45), (2.46), (2.48) e agrupando os termos obtemos a variância do operador
quadratura para um estado de vácuo comprimido,〈

[∆X̂(θ)]2
〉

= 1
4[cosh2 r + sinh2 r − 2 cosh r sinh r cos (2θ − ϕ)], (3.29)

que está plotada no gráfico da figura 2 para alguns valores de ϕ, onde vemos que para
alguns valores de θ a variância se torna menor do que a variância calcula para o estado de
vácuo, caracterizando compressão naquela determinada quadratura. Em outras palavras,
sempre que

〈
[∆X̂(θ)]2

〉
< 1/4 existe compressão em alguma quadratura. Note também

que, nesse caso, para a quadratura ortogonal, com θ avançado em π/2, a variância será
maior que a do estado de vácuo, de forma que as relações de incerteza são respeitadas.

3.1.3 Esquema para Geração e Caracterização de um Estado de Vácuo Com-
primido

O esquema para geração e caracterização de um estado de vácuo comprimido em
um modo que foi tratado neste trabalho está ilustrado na figura 3. Considerando que há
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Figura 2 – Variância do operador quadratura fixando r = 1, para os valores de ϕ = 0 em
laranja, ϕ = π/2 em verde e ϕ = π em vermelho. A linha tracejada em azul
representa a variância da quadratura calculada para um estado de vácuo.

um estado coerente deixando o laser, estados coerentes com amplitudes reduzidas são
transmitidos e refletidos pelo divisor de feixes BS1. O campo refletido passa pelo cristal
não linear NLC1, onde ocorre a geração do segundo harmônico que é um fenômeno não
linear em que dois fótons de frequência ω são combinados dentro de um material não linear
para produzir um único fóton de frequência dobrada 2ω.

O campo com frequência 2ω é refletido pelo espelho dicróico DM1 e o campo com
frequência ω é transmitido. O campo refletido vai para um oscilador paramétrico óptico
(OPO), que consiste basicamente em um cristal não linear inserido dentro de uma cavidade
óptica. Os campos ficam confinados nesta cavidade do OPO, amplificando o sinal gerado
por conversão paramétrica descendente estimulada e devido ao cristal não-linear do OPO,
o Hamiltoniano para o campo eletromagnético fica equivalente ao Hamiltoniano da equação
(3.2), gerando o estado de vácuo comprimido no modo de frequência ω [2, 32]. O espelho
dicróico DM2 na saída do OPO reflete o campo 2ω e transmite o campo ω para o modo a.

Estados comprimidos são normalmente caracterizados por meio de detecção ho-
módina, como é mostrado na figura 3. Na detecção homódina o campo conhecido como
sinal no modo a, que contém o estado comprimido, é combinado no divisor de feixes BS2,
considerado simétrico 50:50, com um campo de referência chamado de oscilador local,
que é um estado coerente com amplitude larga |βeiφ⟩a0 (com β e φ reais), no modo a0. A
intensidade medida pelo detector D1 é proporcional à ĉ†ĉ, com ĉ = (â0 + iâ)/

√
2 sendo o

operador aniquilação do campo no modo c e similarmente para os outros modos, enquanto a
intensidade medida pelo detector D2 é proporcional à b̂†b̂, com b̂ = (â+ iâ0)/

√
2. Definindo
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Figura 3 – Esquema para produção e caracterização de um estado de vácuo comprimido
em um modo. BS(1,2) - divisores de feixe, NLC(1,2) - cristais não lineares,
DM(1,2) - espelhos dicroicos, OPO - oscilador paramétrico óptico, M - espelho,
D(1,2,3,4) - detectores, φ - fase ajustável.

então o operador diferença do número de fótons como

n̂bc = n̂b − n̂c = i(â†â0 − â†
0â), (3.30)

no qual a variância é dada por〈
(∆n̂bc)2

〉
=
〈
n̂2
bc

〉
− ⟨n̂bc⟩2

= a0⟨βeiφ|(â†â0â
†
0â+ â†

0ââ
†â0 − â†â0â

†â†
0 − â†

0ââ
†
0â)|βeiφ⟩a0−

−
[
a0⟨βeiφ|(iâ†â†

0 − iâ†
0â)|βeiφ⟩a0

]2
,

(3.31)

como estamos considerando uma amplitude grande para o oscilador local (β ≫ 1), vamos
utilizar a aproximação paramétrica e substituir os operadores de aniquilação e criação
associados ao modo a0, â0 e â†

0, pelas correspondentes amplitudes, βeiφ e βe−iφ, na equação
(3.31), de maneira que teremos〈

(∆n̂bc)2
〉

≈ β2
〈
â†â†e2iθ + ââe−2iθ + â†â+ ââ†

〉
− β2

〈
âe−iθ + â†eiθ

〉2

= 4β2
〈
(X̂(θ))2

〉
− 4β2

〈
X̂(θ)

〉2
= 4β2

〈
(∆X̂(θ))2

〉
.

(3.32)

Para o estado de vácuo comprimido da equação (3.25) temos [2, 32]〈
(∆n̂bc)2

〉
≈ β2[cosh2 r + sinh2 r − 2 sinh r cosh r cos (2θ − ϕ)]. (3.33)

Variando-se a fase φ do oscilador local, é possível medir uma quadratura arbitrária do
campo sinal. Vemos portanto que sempre que ⟨(∆n̂bc)2⟩ < β2 teremos

〈
(∆X̂(θ))2

〉
< 1/4,

indicando que há compressão em alguma quadratura.
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3.2 Estado de vácuo comprimido em dois modos
Os estados de vácuo comprimido em dois modos apresentam fortes correlações

entre dois modos diferentes do campo eletromagnético [2]. Por isso, esses estados têm uma
relevância significativa em protocolos de informação quântica, pois são uma fonte robusta
de emaranhamento, que é um recurso fundamental para tais protocolos [3, 4, 11–14].

Analogamente ao operador de compressão em um modo, o operador de compressão
em dois modos também é unitário Ŝ2(ξ)Ŝ†

2(ξ) = Ŝ†
2(ξ)Ŝ2(ξ) = I e é definido como

Ŝ2(ξ) = e(ξ∗âb̂−ξâ†b̂†), (3.34)

onde ξ = reiϕ e, novamente, r e ϕ são os parâmetros de compressão. Os operadores â e b̂
atuando cada um em um modo distinto.

Os estados de vácuo comprimido em dois modos são gerados de maneira semelhante
ao estado de vácuo comprimido em um modo, pelo processo de conversão paramétrica
descendente, porém numa configuração não-degenerado uma vez que os fótons em cada
par gerado são emitidos em dois modos distinguíveis [55]. O Hamiltoniano desse processo
pode ser escrito como [2]

Ĥ = ℏωaâ†â+ ℏωbb̂†b̂+ ℏωpĉ†ĉ+ iℏξ(2)(âb̂ĉ† − â†b̂†ĉ), (3.35)

onde o modo c contém o campo pump, que está em um estado coerente, |γe−iωpt⟩, com um
grande número médio de fótons, |γ| ≫ 1. Com a aproximação paramétrica (ĉ → γe−iωpt e
ĉ† → γe−iωpt), o Hamiltoniano é aproximado como

Ĥ(PA) = ℏωaâ†â+ ℏωbb̂†b̂+ iℏ(η∗âb̂eiωpt − ηâ†b̂†e−iωpt) = Ĥ0 + Ĥint. (3.36)

Escolhendo ωp = ωa+ωb, o Hamiltoniano será independente do tempo, com o Hamiltoniano
de interação dado por

Ĥint = iℏ(η∗âb̂− ηâ†b̂†). (3.37)

O operador de evolução associado adquire a forma de um operador de compressão em dois
modos Ûint(t, 0) = e(η∗tâb̂−ηâ†b̂†), com ηt = ξ [2].

3.2.1 Definição Matemática

De maneira semelhante ao estado de vácuo comprimido em um modo, o estado de
vácuo comprimido em dois modos é gerado a partir da atuação do operador de compressão
em dois modos no estado de vácuo de dois modos [2]

|ξ⟩2 = Ŝ2(ξ) |0⟩a |0⟩b , (3.38)

onde o operador de compressão em dois modos é dado pela expressão (3.34).
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De maneira análoga à sessão anterior, vamos novamente considerar

â |0, 0⟩ = 0. (3.39)

Atuando o operador de compressão em dois modos nos dois lados da igualdade e usando a
unitariedade do operador Ŝ2(ξ), teremos

Ŝ2(ξ)âŜ†
2(ξ)Ŝ2(ξ) |0, 0⟩ = Ŝ2(ξ)âŜ†

2(ξ) |ξ⟩2 = 0. (3.40)

Usando novamente a identidade de Baker-Hausdorff (2.54), chegamos na relação [2]

Ŝ2(ξ)âŜ†
2(ξ) = â cosh r + eiϕb̂† sin r (3.41)

e assim (
â cosh r + eiϕb̂† sin r

)
|ξ⟩2 = 0. (3.42)

Na base dos estados de Fock, em dois modos, teremos [2]

|ξ⟩2 =
∑
n,m

Cn,m |n,m⟩ , (3.43)

que substituindo na equação (3.42) nos leva à equação de autovalores∑
n,m

Cn,m[cosh r
√
n |n− 1,m⟩ + eiϕ sinh r

√
m+ 1 |n,m+ 1⟩] = 0

Cn+1,m cosh r
√
n+ 1 + eiϕCn,m+1 sinh r

√
m+ 1 = 0,

(3.44)

como estamos interessados apenas na solução que engloba o estado de vácuo comprimido
em dois modos (|0, 0⟩) temos que [2]

Cm,m = (−eiϕ tanh r)mC0,0. (3.45)

O coeficiente C0,0 é determinado pela condição de normalização [2]
∞∑
m=0

|Cm,m|2 = 1

∞∑
m=0

∣∣∣(−eiϕ tanh r)mC0,0

∣∣∣2 = 1

∞∑
m=0

(tanh r)2m|C0,0|2 = 1.

(3.46)

Para x2 < 1, a fórmula de uma série geométrica é dada pela expressão
1

1 − x2 =
∞∑
n=0

x2n, (3.47)

que podemos utilizar para determinar a forma do coeficiente C0,0, que nos leva à

C0,0 = 1
cosh r . (3.48)

Portanto o estado de vácuo comprimido em dois modos, na base dos estados de Fock, é
dado por [2]

|ξ⟩2 = 1√
cosh r

∞∑
n=0

(−eiϕ tanh r)m |m,m⟩ , (3.49)

onde vemos que há uma superposição quântica com termos que têm o mesmo número de
fótons em cada modo.
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3.2.2 Variância nas Quadraturas

Como o estado de vácuo comprimido em dois modos apresenta fortes correlações
entre os modos, a compressão das flutuações quânticas acontece em uma superposição
dos modos [2]. Podemos escrever um operador de quadratura como uma combinação das
quadraturas nos modos de interesse, a e b, da seguinte forma

X̂(θa, θb) = X̂(θa) + X̂(θb)√
2

, (3.50)

onde
X̂(θj) = ĵe−iθj + ĵ†eiθj

2 , com j = a, b. (3.51)

Assim como no caso do estado de vácuo comprimido em um modo, aqui também devemos
calcular os valores esperados de X̂(θa, θb) e X̂(θa, θb)2, agora no estado de vácuo comprimido
em dois modos. Utilizando o lema de Baker-Hausdorff (2.54), é possível obter as seguintes
relações

Ŝ2(ξ)âŜ2(ξ) = â cosh r − eiϕb̂† sinh r
Ŝ2(ξ)b̂Ŝ2(ξ) = b̂ cosh r − eiϕâ† sinh r
Ŝ2(ξ)â†Ŝ2(ξ) = â† cosh r − e−iϕb̂ sinh r
Ŝ2(ξ)b̂†Ŝ2(ξ) = b̂† cosh r − e−iϕâ sinh r.

(3.52)

Utilizando as relações acima, vemos que
〈
X̂(θa, θb)

〉
também será zero

〈
X̂(θa, θb)

〉
= 1

2
√

2
⟨0, 0|

[(
â cosh r − eiϕb̂† sinh r

)
e−iθa +

(
â† cosh r − e−iϕb̂ sinh r

)
eiθa+

+
(
b̂ cosh r − eiϕâ† sinh r

)
e−iθb +

(
b̂† cosh r − e−iϕâ sinh r

)
eiθa

]
|0, 0⟩ = 0.

(3.53)

A variância do operador quadratura para o estado de vácuo comprimido em dois modos
será portanto

〈
[X̂(θa, θb)]2

〉
=
〈
X̂(θa, θb)2

〉
,〈

[X̂(θa, θb)]2
〉

= 2⟨ξ|X̂(θa, θb)2|ξ⟩2

= 1
8 ⟨0, 0|

[
Ŝ†

2(ξ)
(
âe−iθa + â†eiθa + b̂−iθb + b̂†eiθb

)]2
|0, 0⟩ .

(3.54)

Somente os termos com ââ† e b̂b̂† serão não nulos, de forma que a variância do operador
quadratura para o estado de vácuo comprimido em dois modos se reduz a〈

[X̂(θa, θb)]2
〉

= 1
8
[
2 cosh2 r + 2 sinh2 r − 2ei(θa+θb−ϕ) − 2e−i(θa+θb−ϕ)

]
= 1

4
[
cosh2 r + sinh2 r − 2 cos (θa + θb − ϕ) cosh r sinh r

]
.

(3.55)

Da equação (3.55), vemos que variâncias para X̂(θa, θb) menores do que 1/4 caracterizam
compressão em dois modos e implicam em emaranhamento [2].
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3.2.3 Esquema para Geração e Caracterização de Estados Comprimidos em
Dois Modos

O esquema mostrado na Figura 4 ilustra um experimento para a geração e ca-
racterização do estado de vácuo comprimido em dois modos. Considerando o estado do
campo laser como um estado coerente, dois estados coerentes com amplitudes menores
são transmitidos e refletidos no divisor de feixe BS1. O campo refletido, com frequência
ω, interage com o cristal não linear NLC1, onde ocorre a geração do segundo harmônico,
produzindo um campo de frequência 2ω. O espelho dicróico DM1 reflete apenas o campo
2ω para um oscilador paramétrico óptico OPO. O vácuo comprimido em dois modos é
gerado através da interação desse campo de frequência 2ω com o cristal não linear NLC2

dentro do OPO, por meio de conversão paramétrica descendente não-degenerada [55]. O
Hamiltoniano de interação para o campo eletromagnético nessa situação pode ser aproxi-
mado pelo da equação (3.37). Aqui, consideramos que os dois modos (sinal e idler) têm
polarização ortogonal, de modo que o PBS na saída do OPO os separa, após o espelho
dicróico DM2 remover o campo 2ω.

Os campos que foram divididos em modos a (sinal) e b (idler) são posteriormente
combinados com os campos dos osciladores locais que vêm dos modos c e d, assumidos
estar em estados coerentes intensos |βeiφa⟩ e |βeiφb⟩, respectivamente (com β, φa e φb
reais). BS3 e BS4 são divisores de feixe simétricos 50:50 e λ/2 é uma placa de onda que
tem o objetivo de tornar a polarização dos modos a e c idêntica. Medidas de intensidade de
luz pelos detectores De, Df, Dg e Dh completam a detecção homódina, essas intensidades
sendo relacionadas às quadraturas do campo eletromagnético quântico nos modos a e
b [2, 55].

A variância da soma das diferenças do número de fótons, n̂ef = n̂e − n̂f e n̂gh =
n̂g − n̂h, é relacionada com a variância do operador quadratura X̂(θa, θb). Novamente,
temos que a variância será dada por

〈
[∆(n̂ef + n̂hg)]2

〉
=
〈
(n̂ef + n̂hg)2

〉
− ⟨(n̂ef + n̂hg)⟩2 , (3.56)

onde os operadores de aniquilação são ê = (â+ iĉ)/
√

2, f̂ = (iâ+ ĉ)/
√

2, ĝ = (ib̂+ d̂)/
√

2
e ĥ = (b̂+ id̂)/

√
2. Então temos (n̂ef + n̂hg) = i(â†ĉ− ĉ†â+ b̂†d̂+ −d̂†b̂), que nos leva a〈

[∆(n̂ef + n̂hg)]2
〉

=
〈

− (â†ĉ− ĉ†â+ b̂†d̂+ −d̂†b̂)2
〉
−

−
〈
i(â†ĉ− ĉ†â+ b̂†d̂+ −d̂†b̂)

〉2
,

(3.57)

como estamos considerando estados coerentes intensos para os osciladores locais,utilizando
novamente a aproximação paramétrica e substituindo os operadores de criação e aniquilação
associados aos modos c e d pelas amplitudes, βeiφa e βeiφb na equação (3.57), conseguimos
relacionar a variância da soma das diferenças do número de fótons com a variância do
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Figura 4 – Esquema para produção e caracterização de um estado de vácuo comprimido
em dois modos: BS(1,2,3,4) - divisores de feixe, NLC(1,2) - cristais não lineares,
DM(1,2) - espelhos dicróicos, OPO - oscilador paramétrico óptico, λ/2 - placa
de meia onda, PBS - divisor de feixe polarizante, M(1,2) - espelho e D(e,f,g,h,i,j)
- detectores.

operador quadratura (3.50)〈
[∆(n̂ef + n̂hg)]2

〉
≈ 8β2

( 〈
X̂(θa, θb)2

〉
−
〈
X̂(θa, θb)

〉2 )
≈ 2β2[cosh2 r + sinh2 r − 2 cosh r sinh r cos (θa + θb − ϕ)]

(3.58)

As quadraturas X̂(θa, θb) =
[
X̂(θa) + X̂(θb)

]
/
√

2 medidas podem ser alteradas
mudando as fases dos osciladores locais φa e φb, uma vez que θi = φi + π/2. Variâncias
para n̂ef + n̂hg menores que 2β2 implicam em variâncias para X̂(θa, θb) menores que 1/4,
caracterizando compressão e implicando em emaranhamento de dois modos. Na figura 5,
vemos uma representação da equação 3.58. Para que a compressão seja caracterizada, é
necessária uma combinação dos parâmetros θa e θb, embora matematicamente a expressão
seja similar à expressão obtida no caso do vácuo comprimido em um modo, a interpretação
é em termos da superposição dos modos a e b [2].
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Figura 5 – Variância de ⟨[∆(n̂ef + n̂hg)]2⟩ em função de θa e θb e o plano 2β2 em vermelho,
fazendo r = 1, ϕ = 0 e β2 = 4. Vemos que variando as fases dos osciladores
locais, θa e θb são alterados de forma que a variância para a soma das diferenças
do número de fótons n̂ef + n̂hg é menor do que 2β2.
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4 Distribuição de Probabilidade de Fase

A definição de um operador Hermitiano de fase “ϕ̂” por vezes pode parecer algo na-
tural, uma vez que aparentemente fase e número de fótons são observáveis complementares.
Assim seria desejável que tais “operadores” obedecessem a relação de comutação [n̂, ϕ̂] = i

e portanto as flutuações no número de fótons e fase deveriam satisfazer ∆n∆ϕ ≫ 1/2 [2].
No entanto a existência desse operador de fase para um único modo do campo não é
verificada uma vez que o espectro de autovalores do operador n̂ é limitado por baixo, o
que significa que ele não inclui os inteiros negativos [1,2,56]. Uma maneira de se contornar
este problema seria a introdução de um operador diferença de fase, o que faz mais sentido,
visto que de um ponto de vista prático uma fase absoluta não tem qualquer significado e
todo tipo de medidas são tomadas com relação a um referencial de fase [1, 56]. Assim, a
variável conjugada ao operador diferença de fase é a diferença no número de fótons, que
não tem nenhuma restrição quanto ao limite inferior [1, 56].

O nosso foco aqui não irá se ater na definição de operadores de fase ou de diferença de
fase, mas sim na distribuição de probabilidade de fase, que é uma propriedade fundamental
para descrever o comportamento estatístico, caracterizar e manipular estados quânticos da
luz. A seguir abordaremos com mais detalhes a distribuição de probabilidade de fase para
um modo e a distribuição de probabilidade de fase relativa, para dois modos do campo
eletromagnético quantizado.

4.1 Distribuição de Probabilidade de Fase para Um Modo
Uma vez que o espectro do operador número é limitado por baixo [1,2,56], o operador

exponencial de fase Ê que emerge da decomposição polar do operador de aniquilação,
â = Ê

√
n não é unitário [1]. Na base dos estados de Fock, o operador Ê pode ser escrito

como [2]

Ê =
∞∑
n=0

|n⟩⟨n+ 1| , (4.1)

de tal forma que
Ê† =

∞∑
n=0

|n+ 1⟩⟨n| . (4.2)

Esses operadores não comutam e não são unitários, de forma que não é possível haver
um operador de fase Hermitiano único, pois os operadores Ê e Ê† não podem ser funções
de um operador comum [57]. Contudo, embora não haja um operador de fase em óptica
quântica, é possível definir estados de fase para um único modo do campo, como os estados
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de fase de um modo de Susskind e Glogower [58]

|ϑ⟩ = 1√
2π

∞∑
n=0

einϑ |n⟩ , (4.3)

que são autoestados do operador Ê, com autovalores eiϑ.

A distribuição de probabilidade de fase para um sistema ρ, em termos dos estados
de fase (4.3) pode ser definida como

P (ϑ) = ⟨ϑ| ρ |ϑ⟩ . (4.4)

Para um estado de Fock |n⟩, temos que ρ = |n⟩⟨n| e portanto a distribuição de probabilidade
de fase será

P (ϑ) = 1
2π , (4.5)

que é uma distribuição de probabilidade uniforme, como esperado para esse estado, já que
os estados de Fock têm um número fixo de fótons e são autoestados do operador n̂ [2]
devendo, portanto, ter uma incerteza em fase máxima.

Esse comportamento é diferente quando pensamos nos estados coerentes. A distri-
buição de probabilidade de fase para um estado coerente

∣∣∣αeiϕ
〉

é dada por [2]

P (ϑ) = 1
2π |⟨ϑ|α⟩|2 = 1

2π e−|α|2
∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

ein(ϑ−ϕ) |α|n√
n!

∣∣∣∣∣
2

. (4.6)

O somatório na expressão acima, em geral é resolvido de forma numérica para obtenção
da distribuição de probabilidade. Porém, uma aproximação analítica dos resultados pode
ser obtida no limite de um grande número médio de fótons, |α|2 ≫ 1 [57]. Neste limite, a
distribuição Poissoniana do número de fótons da equação (2.62) é bem aproximada por
uma distribuição Gaussiana [2, 57]

Pn = e−|α|2 |α|2n

n! ≈ 1√
2π|α|2

e
−(|α|2−n)2

2|α|2 . (4.7)

Podemos então substituir na amplitude ⟨ϑ|α⟩ a raiz quadrada de Pn e realizar a integral
em n, de maneira que teremos [57]

⟨ϑ|α⟩ = 1√
2π

1
(2π|α|2)4

∫
ein(ϕ−φ)e

−(|α|2−n)2

4|α|2 dn

=
(

4|α|2

2π

)1/4

e−|α|2(ϕ−φ)2
ei|α|2(ϕ−φ).

(4.8)

A distribuição de probabilidade de fase resultante é então dada pela expressão,

P (ϑ) ≈

√
2|α|2

π
e−2|α|2(ϑ−ϕ). (4.9)
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Essa é uma distribuição gaussiana, com pico em ϑ = ϕ. O pico desta Gaussiana se torna
cada vez mais estreito a medida que o número médio de fótons cresce. Na Figura 6 vemos
o gráfico da distribuição de probabilidade de fase (4.6) em função de ϑ para diferentes
números médios de fótons do campo, |α|2. Vemos que quanto maior o valor do número
médio de fótons, |α|2, menor será a largura da distribuição de probabilidade de fase, em
outras palavras, menor a incerteza na fase. Isso acontece porque quanto maior o número
médio de fótons, maior a incerteza no número de fótons para um estado coerente, o que
evidencia uma relação de complementaridade entre número de fótons e fase. Assim as
relações de incerteza permitem que a fase seja melhor definida em estados coerentes com
número médio de fótons elevado, o que de fato ocorre.

Figura 6 – Distribuição de probabilidade de fase para um estado coerente para diferentes
valores de |α|2, considerando ϕ = 0 na equação (4.6).

4.2 Distribuição de Probabilidade de Fase Relativa: Dois Modos
A distribuição de probabilidade de fase relativa para dois modos pode ser definida

a partir da distribuição de fase de cada modo. Essa distribuição é importante em muitos
contextos da óptica quântica, especialmente em experimentos que envolvem interferência
entre os dois modos de luz. Em metrologia, por exemplo, se queremos inferir que fase
foi incluída em um dos braços de um interferômetro por alguma razão (a passagem de
uma onda gravitacional, por exemplo), quanto melhor definida for a fase relativa entre os
modos, mais precisa deve ser essa inferência. Um exemplo é a associação dessa distribuição
de fase relativa com a informação de Fisher quântica para muitos estados puros que são
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úteis no contexto de metrologia quântica [46]. A distribuição de probabilidade para a
diferença de fase definida por Luiz e Sánchez-Soto [1] é dada pela seguinte função

P (Φ) =
∫
dθ ⟨θ + Φ, θ| ρ |θ + Φ, θ⟩ , (4.10)

onde Φ = ϕ1 − ϕ2, com ϕ1 sendo a fase no modo 1 e ϕ2 a fase no modo 2. Assim,
P (Φ) depende da porção do estado quântico com a diferença de fase entre os modos
sendo Φ, independentemente da fase em cada um dos modos. Usando o estado mostrado
equação (4.3), para escrever o estado de fase |θ + Φ, θ⟩, a distribuição de probabilidade
para diferença de fase é reescrita como [1]

P (Φ) = 1
2π

∑
n1,n′

1

∑
n2,n′

2

ei(n1−n′
1)Φ

∫
dϕ2

ei(n1+n2−n′
1−n′

2)ϕ2

2π ⟨n′
1, n

′
2| ρ |n1, n2⟩

= 1
2π

∞∑
N=0

∞∑
N ′=0

N∑
n1=0

N ′∑
n′

1=0
ei(n1−n′

1)Φ
∫ dϕ2

2π ei(N−N ′)ϕ2 ⟨n′
1, N

′ − n′
1| ρ |n1, N − n1⟩ ,

(4.11)

onde fizemos as mudanças de variáveis N = n1 + n2 e N ′ = n′
1 + n′

2. Utilizando a relação∫
dϕ2ei(N−N ′) = 2πδN,N ′ , a distribuição de probabilidade de fase relativa se reduz a

P (Φ) = 1
2π

∞∑
N=0

N∑
n1=0

N∑
n′

1=0
ei(n1−n′

1)Φ ⟨n′
1, N − n′

1| ρ |n1, N − n1⟩ . (4.12)

Assim, define-se a distribuição de probabilidade para diferença de fase finalmente como
[1,56,59,60]

P (Φ) =
∞∑
N=0

〈
Φ(N)

∣∣∣ ρ ∣∣∣Φ(N)
〉
, (4.13)

onde os estados
∣∣∣Φ(N)

〉
estão no subespaço HN , com número total de fótons N e são

definidos como ∣∣∣Φ(N)
〉

= 1√
2π

N∑
n1=0

ein1Φ |n1, N − n1⟩ . (4.14)

Esses estados são autoestados comuns do número total de fótons (com autovalor N) e
de diferentes operadores de diferença de fase (com autovalor de Φ) entre os dois modos
considerados [1,56,61]. Além disso, estão ligados a medidas ótimas de fase em interferôme-
tros [59, 60].

Nos nossos resultados mostraremos que, considerando a variância da distribuição
de probabilidade de fase relativa introduzida por Luis e Sánchez-Soto [1], somos capazes de
fornecer uma explicação geral para a diminuição do ruído nos experimentos de geração e
caracterização de estados de vácuo comprimido em um modo [36]. Além disso, mostraremos
uma generalização da distribuição de probabilidade de fase relativa para quando temos
quatro modos envolvidos e sua relação com a explicação física para redução de ruído
em experimentos de geração e caracterização de estados de vácuo comprimido em dois
modos [37].
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4.3 Associação com Detecção de Fase Relativa
É relevante mencionar que a informação de Fisher obtida a partir da distribuição

de fase relativa em dois modos proposta por Luis e Sánchez-Soto (4.13) foi recentemente
demonstrada estar associada à informação de Fisher quântica para muitos estados puros
úteis em metrologia quântica, destacando o valor desta distribuição de fase no campo da
metrologia quântica, no artigo [46], do qual fui segunda autora. O trabalho em questão
também foi tema de tese de doutorado de Felipe Fortes Braz [62].

A diferença de fase entre dois modos ópticos em um interferômetro é fundamental
na metrologia, com aplicações relevantes, como na detecção de ondas gravitacionais
[15,21,55,63]. A metrologia quântica fotônica busca se aproximar ao máximo do limite
de Heisenberg, que representa a precisão máxima de medição imposta pela natureza
quântica da luz. Com o uso de recursos únicos da mecânica quântica, como estados
comprimidos e estados emaranhados, é possível melhorar a precisão das medidas em
sistemas ópticos [64–66]. A incerteza mínima na estimativa de fase (phase sensing) com
luz clássica escala com 1/

√
N̄ , onde N̄ é o número médio de fótons, conhecido como limite

quântico padrão. Porém, com fontes de luz quântica, a incerteza mínima pode escalar com
1/N̄ , o que é conhecido como o limite de Heisenberg [64,65,67].

Considere um estado inicial da forma [46]

|ψ⟩ =
∑
N,k

AN,k |k⟩a |N − k⟩b , (4.15)

que passa por uma evolução, onde uma fase θ é introduzida entre os modos a e b, o estado
após a evolução é [46]

|ψθ⟩ = ein̂aθ |ψ⟩ . (4.16)

O limite de precisão para uma estratégia de medição da fase θ introduzidad é denominado
limite de Cramér-Rao [64,66,68]

∆θ ≥ 1√
pF (θ)

, (4.17)

onde p é o número de repetições do experimento e F (θ) é a informação de Fisher definida
por [64,66]

F (θ) =
∫
dx

1
P (x, θ)

[
dP (x, θ)
dθ

]2

, (4.18)

sendo P (x, θ) a distribuição de probabilidade de obter um resultado x de uma medição
quando o parâmetro estimado é θ. A maximização de F (θ) sobre todas as possíveis
medidas quânticas resulta na informação de Fisher quântica FQ para o estado quântico
|ψ⟩ na evolução ein̂aθ, que estabelece a precisão limite [64,66,68,69]. Para estados puros, a
informação de Fisher para esse tipo de evolução é [64,66]

FQ = 4∆2na = 4[⟨ψ| n̂2
a |ψ⟩ − (⟨ψ| n̂a |ψ⟩)2]. (4.19)
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A incerteza mínima possível na estimativa da fase θ, de acordo com as regras da mecânica
quântica, para um estado |ψ⟩ sobre a evolução ein̂aθ é

∆θmin = 1√
pFQ

. (4.20)

Para estados do tipo (4.15), a distribuição de probabilidade de fase relativa (4.13)
se reduz à

PN(Φ) =
∣∣∣〈Φ(N)

∣∣∣ψN〉∣∣∣2, (4.21)

com
∣∣∣Φ(N)

〉
dado pela equação (4.13). Essa distribuição reflete o quão bem definida é a fase

relativa entre os modos para esse estado quântico. Existe uma relação de incerteza entre a
diferença de fase e a diferença no número de fótons entre os dois modos. Se a diferença no
número de fótons entre os modos é bem conhecida, teremos uma distribuição uniforme
para a diferença de fase. Por outro lado, para distribuições com diferença de fase bem
localizada, a diferença no número de fótons possui uma grande incerteza associada [46].

Quando consideramos um estado com número total de fótons fixo N , é possível
chegar na desigualdade [46]

∆Φ∆na ≥ π

2 , (4.22)

a partir da desigualdade entre a largura da distribuição de diferença de fase, ∆Φ, e a
largura da distribuição da diferença de fótons, ∆n−, dada usualmente por ∆Φ∆n− ≥ π,
visto que para esses estados n− = na − nb = 2na −N e portanto ∆n− = 2∆na. É possível
comparar a desigualdade (4.22) com a desigualdade mostrada na equação (4.17), para
p = 1 e substituindo a informação de Fisher pela informação de Fisher quântica FQ (4.19),
de onde obtém-se que

∆θ∆na ≥ π

2 , (4.23)

ou seja, embora representem duas entidades diferentes, ∆θ e ∆Φ obedecem a mesma
desigualdade com ∆na. Para detectar uma perturbação na fase, essa perturbação deve ser
grande o suficiente para realmente mover a distribuição de fase inicial. Se a perturbação
for muito pequena em relação à incerteza inicial na fase, não poderemos detectá-la com
precisão. Portanto, o menor desvio detectável na fase (que é aproximadamente igual à
incerteza na estimativa da fase ∆θ) deve ser aproximadamente do mesmo tamanho que a
incerteza inicial na fase ∆Φ. Se pensarmos na distribuição de fase como uma curva suave,
descrevendo como a fase varia ao longo do tempo ou do espaço, qualquer perturbação
nessa curva pode afetar a medição da fase. No entanto, é importante observar que, para
distribuições periódicas de diferença de fase, mesmo um desvio de fase menor que a
incerteza inicial pode alterar significativamente a distribuição. Isso ocorre porque, se
a distribuição de fase for periódica, um pequeno desvio na fase pode resultar em uma
mudança perceptível na forma da distribuição ao longo de um ciclo completo, assim é



Capítulo 4. Distribuição de Probabilidade de Fase 51

importante encontrar uma maneira mais precisa e confiável de entender como uma pequena
mudança na fase afeta a distribuição de fase relativa.

Nós mostramos que a distribuição de probabilidade de diferença de fase pode ser
associada com a precisão na medição da variação da fase relativa em interferometria,
aplicando a distribuição de probabilidade de fase relativa proposta por Luis e Sánchez-
Soto [1] a vários estados quânticos da luz úteis em metrologia quântica fotônica [46]. Foi
mostrado numericamente que a informação de Fisher obtida a partir dessa distribuição de
fase relativa de Luis e Sánchez-Soto é equivalente à informação de Fisher quântica para
os estados considerados, com diferenças médias da ordem de 0, 1% [46]. Esses resultados
indicam que a distribuição de fase relativa pode ser empregada para prever a incerteza
mínima possível na detecção de fase em metrologia quântica, especialmente para estados
puros [46].
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5 Resultados

Apresentaremos a descrição de experimentos que geram e caracterizam estados de
vácuo comprimidos da luz em um e dois modos, levando em consideração uma descrição de
mistura estatística de estados coerentes para se descrever o estado do laser, em vez de um
estado coerente. Na base de estados de Fock, demonstramos que os experimentos podem
ser explicados sem a geração de estados de luz comprimida em qualquer parte dos setups
mostrados nas figuras 3 e 4, para um modo e dois modos, respectivamente, e sem que o
conceito de compressão seja utilizado em toda análise. Apresentaremos uma explicação
física geral para a redução de ruído nos experimentos utilizando da distribuição de fase
relativa de Luis e Sánchez-Soto [56], sendo que generalizamos a distribuição para tratar os
quatro modos envolvidos na configuração do esquema da figura 4.

5.1 Estado do Laser
Um campo laser é normalmente descrito por um estado coerente visto que essa

descrição é altamente eficaz para muitos fenômenos observados em experimentos com
laser [41,51,70,71]. No entanto, a fase absoluta do campo laser geralmente não é conhecida
com precisão a priori [32,33,36,37,45]. Isso ocorre porque a fase absoluta é uma quantidade
global e não pode ser diretamente medida sem uma referência externa [34,35,40]. Portanto,
ao lidar com a fase desconhecida, é mais apropriado considerar o campo laser como uma
mistura estatística de estados coerentes com fases aleatórias,

ρ̂l =
∫ 2π

0

dϕ′

2π
∣∣∣αeiϕ′〉〈

αeiϕ′
∣∣∣ =

∞∑
n=0

Pn |n⟩⟨n| , (5.1)

com α real e Pn = α2ne−α2
/n! sendo a distribuição de probabilidade Poissoniana para o

número de fótons com número médio de fótons igual a α2 [32,33]. Vemos que essa equação
é obtida a partir da equação (2.60), onde temos os estados coerentes na base dos estados
de Fock.

Considerando a visão adotada por por Klaus Mølmer na referência [Phys. Rev. A 55,
3195-3203 (1997)] [33], coerência óptica pode ser pensada como sendo uma superposição
coerente de estados com diferentes números de fótons. A coerência é crucial para vários
fenômenos ópticos quânticos, como interferência e emaranhamento. No entanto, gerar
e manter coerência pode ser desafiador [33]. Uma maneira de demonstrar a dificuldade
em gerar coerência é considerar a dinâmica de um sistema quântico interagindo com seu
ambiente, levando à decoerência. Vamos tomar um exemplo de um sistema quântico de
átomos numa cavidade laser. O Hamiltoniano desse sistema de átomos interagindo com o
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campo eletromagnético dentro de uma cavidade óptica pode ser escrito como

Ĥ = ĤC + ĤM + Ĥint, (5.2)

onde
ĤC =

∑
ks

ℏωk
(
â†

ksâks + 1
2

)
(5.3)

é o Hamiltoniano do campo eletromagnético quantizado,

ĤM =
∑
γ,i

Eγ,i |iγ⟩⟨iγ| (5.4)

é o Hamiltoniano do meio (aqui representado pelos átomos na cavidade) e

Ĥint = ℏ
∑

ks,γ,i
(f i,jγ,ksâ

†
ks |iγ⟩⟨jγ| + f ∗i,j

γ,ksâks |jγ⟩⟨iγ|) (5.5)

é o Hamiltoniano de interação, que mostra que que para cada fóton criado, um átomo γ
faz a transição do nível i para o nível j, de forma que o estado |iγ⟩ passa para o estado |jγ⟩,
enquanto que para cada fóton absorvido pela cavidade, um átomo γ faz a transição do
nível j para o nível i, e agora o estado |jγ⟩ passa para o estado |iγ⟩. O termo de interação
Ĥint pode fazer com que a coerência do sistema decaia ao longo do tempo devido ao
emaranhamento com o ambiente, de maneira que a coerência do sistema é afetada pela
interação com o ambiente pelas flutuações e perdas do campo dentro da cavidade.

A partir da equação (5.5), observa-se que o estado atômico j possui maior energia
em relação ao estado i, enquanto o número total de excitações no sistema permanece
constante. Após a evolução, o sistema se encontra em uma superposição de estados, onde
há emaranhamento entre o campo e os átomos. Ao calcular a matriz densidade para este
estado e obter a matriz densidade reduzida para o campo, ao traçar a parte referente aos
átomos, percebe-se que a matriz reduzida é diagonal no número de fótons, indicando a
ausência de coerência óptica entre os estados. Além disso, mesmo processos incoerentes de
transição dos átomos entre os estados i e j não conseguem gerar superposições coerentes
de estados com energias diferentes [33,45]. Portanto, o campo quântico de luz produzido
em uma cavidade laser possui um campo elétrico fundamentalmente indeterminado, pois
seu valor esperado na base de Fock é nulo. Isso implica que o estado do laser não pode ser
considerado um estado coerente, como comumente é assumido.

Assim, vemos que considerar o estado de um campo laser como um estado coerente
é, na verdade, uma aproximação, uma vez que não possui uma fase absoluta conhecida. O
estado de um campo laser é melhor descrito por uma mistura estatística de estados coerentes
ou, equivalentemente, por uma mistura estatística de estados de Fock, não possuindo uma
coerência óptica [32,33], dada pela equação (5.1). Esse fato gerou um debate sobre se a
implementação experimental de teleporte quântico com estados de luz comprimida [3]
realmente poderia ser considerada um protocolo de teleporte quântico [34, 38–41]. A
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eventual conclusão foi que em qualquer protocolo de informação quântica com variáveis
contínuas, um referencial de fase deve ser estabelecido [40,41], de modo que a ausência
de uma fase absoluta em um campo laser não é um problema, assim um protocolo de
teleporte quântico foi de fato realizado na referência [3]. Essa discussão está relacionada
à questão sobre se a coerência, como a superposição quântica de estados de energia no
regime óptico (como em um estado coerente), é uma ficção, como inicialmente argumentado
por Mølmer [33], ou um fato. Mas se considerarmos que um estado quântico se refere
não apenas às propriedades intrínsecas de um sistema, mas também à sua relação com
partes externas, não há dilema. Nessa visão, a coerência como ficção está associada a um
tratamento interno do referencial de fase, enquanto a coerência como fato está associada a
um tratamento externo do referencial de fase, sendo ambas as visões válidas [40].

5.2 Tratamento sem Compressão: Um Modo
Como mencionado anteriormente, devido à falta do conhecimento a priori da

fase absoluta do laser, o estado do campo laser pode ser escrito como uma mistura
estatística de estados coerentes, ou de maneira análoga, como uma mistura estatística
de estados de Fock [32, 33] como na equação (5.1). Note que se o laser está em um
estado coerente |αeiϕ′⟩, a fase ϕ′ define a fase ϕ do estado comprimido da equação
(3.25), |ξ⟩ = 1/

√
cosh r∑∞

m=0(−eiϕ tanh r)m
√

(2m)!/(2mm!) |2m⟩. Então se existe uma
combinação incoerente de fases absolutas para o campo do laser como na equação (5.1),
consequentemente a combinação incoerente de quadraturas comprimidas resultará em um
estado não-comprimido para o campo no modo a da figura 7. A representação no espaço
de fases para esse estado é observado na figura 8.

No esquema da figura 7, observe que a fase ϕ′ do campo laser também define a fase
φ do oscilador local no modo a0 da figura 7. Assim, em relação à fase do oscilador local, o
estado quântico do campo no modo a da figura 7 é um estado comprimido. Uma vez que o
oscilador local é responsável por estabelecer o referencial de fase, sob essa perspectiva, os
experimentos representados pelo arranjo da figura 7 de fato demonstram compressão.

5.2.1 Resultados Considerando a Base de Fock

Contudo, de acordo com a equação (5.1), considerar que o laser é descrito por
um estado coerente é uma aproximação tão boa quanto considerar um estado de Fock
para descrevê-lo. Desse forma, é possível chegar nos mesmos resultados experimentais da
equação (3.33), ⟨(∆n̂bc)2⟩ ≈ β2[cosh2 r+sinh2 r−2 sinh r cosh r cos (2θ − ϕ)], considerando
a base de Fock para o campo laser, mas com uma explicação completamente diferente
para o fenômeno.

Se um estado de Fock |M⟩ for considerado como o estado de saída do campo laser
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Figura 7 – Esquema para produção e caracterização de um estado de vácuo comprimido
em um modo. BS(1,2) - divisores de feixe, NLC(1,2) - cristais não lineares,
DM(1,2) - espelhos dicroicos, OPO - oscilador paramétrico óptico, M - espelho,
D(1,2,3,4) - detectores, φ - fase ajustável.

no arranjo da figura 7, o estado logo após o divisor de feixe BS1 é um estado emaranhado
da forma |ψ0⟩ = ∑∞

s=0 As |M − s⟩a1
|s⟩a2

, onde s é o número de fótons refletidos, M − s é o
número de fótons transmitidos, e As é um coeficiente complexo. Posteriormente, no cristal
não linear NLC1 ocorre a geração de segundo harmônico e os fótons com frequência 2ω vão
para o OPO, onde ocorre a conversão paramétrica descendente. Uma vez que no processo
de conversão paramétrica descendente fótons com frequência 2ω são convertidos em pares
de fótons com frequência ω, apenas números pares de fótons são permitidos no modo a.
Vamos primeiro considerar o caso em que o campo pump 2ω que incide no OPO está em
um estado de Fock |n⟩2ω. Neste caso, considerando uma evolução Hamiltoniana para o
estado do sistema no OPO como descrita na equação (3.2), onde cada fóton aniquilado do
modo 2ω gera dois fótons no modo a∑

m

Cn,m |n−m⟩2ω |2m⟩a , (5.6)

onde Cn,m é a amplitude de probabilidade de gerar m pares de fótons no OPO. Se o campo
pump incidente estiver em um estado de Fock |n′⟩2ω com |n′ − n| ≪ n, devemos ter um
estado com coeficientes Cn′,m ≈ Cn,m, já que o campo pump incidente teria essencialmente
a mesma intensidade e a amplitude de probabilidade de gerar m pares de fótons deve ser
essencialmente a mesma. Se, por outro lado, o campo pump 2ω incidente estiver em um
estado coerente intenso |α⟩2ω, esse campo não é modificado pelo OPO e o campo no modo a
é dado pela equação (3.25), |ξ⟩ = 1/

√
cosh r∑∞

m=0(−eiϕ tanh r)m
√

(2m)!/2mm! |2m⟩, [2,55].
Dessa forma, concluímos que os coeficientes Cn,m da equação (5.6) podem ser substituídos
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𝑿𝟐

𝑿𝟏

Figura 8 – Representação no espaço de fase do estado não-comprimido para o campo no
modo a da figura 7 quando considera-se uma mistura estatística de estados
coerentes com fases aleatórias para o campo laser: uma mistura estatística de
estados comprimidos com fases arbitrárias e diferentes não apresenta compressão
para uma dada quadratura preferencial, a aleatoriedade da fase faz com que
não seja possível atribuir compressão a uma quadratura específica.

pelos coeficientes Cm da equação (3.25), uma vez que a amplitude de probabilidade para
gerar m pares de fótons no OPO deve ser a mesma se o campo pump incidente for um
estado de Fock |n⟩ ou um estado coerente |α⟩ com |α|2 = n grande, com uma pequena
incerteza relativa no número de fótons.

Apenas para simplificar a discussão, consideramos a presença de dois detectores
perfeitos D3 e D4 que contam os números de fótons Na3 e Na4 que saem pelos modos a3

e a4. O número total de fótons nos modos a e a0 é, portanto, N = M −Na3 − 2Na4 , de
modo que o estado logo antes do divisor de feixe BS2 é

|ψ⟩ =
∞∑
m=0

Cm |2m⟩a |N − 2m⟩a0
ei(N−2m)φ, (5.7)

onde Cm é a amplitude de probabilidade de gerar m pares de fótons no OPO. Esses coefi-
cientes Cm são os mesmos que os da equação (3.25), como discutido acima. Considerando
também que o número de fótons no modo a é muito menor do que N , como necessário
no processo de detecção homódina, chegamos ao seguinte resultado para a variância da
diferença no número de fótons detectados por D1 e D2 n̂bc ≡ n̂b − n̂c = i(â†â0 + â†

0â) para
o estado da equação (5.7) é dada pela equação (3.33) quando o número de fótons no modo
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a é muito menor que N . Usando o estado da equação (5.7) temos〈
(∆n̂bc)2

〉
= ⟨ψ| (n̂b − n̂c)2 |ψ⟩ = ⟨ψ|

(
â†â0â

†â0 − â†â0â
†
0â− â0ââ

†â0 + â†
0ââ

†
0â
)

|ψ⟩

=
∞∑
m=0

|Cm|2
[
N(4m+ 1) − 8m2

]
+ C∗

m+1Cm
√

(N − 2m)(N − 2m− 1)(2m+ 2)(2m+ 1)e2iθ

+ C∗
mCm+1

√
(N − 2m)(N − 2m− 1)(2m+ 2)(2m+ 1)e−2iθ

,
(5.8)

onde θ = φ+ π/2. Fazendo a aproximação N − 2m ≈ N − 2m− 1 ≈ N , obtemos

〈
(∆n̂bc)2

〉
≈ N

∞∑
m=0

|Cm|2(4m+ 1) + 2Re
[
C∗
mCm+1

√
(2m+ 2)(2m+ 1)e−2iθ

], (5.9)

Substituindo os coeficientes Cm da equação (3.25), temos〈
(∆n̂bc)2

〉
≈ N [A−B cos (2θ − ϕ)] , (5.10)

com

A = 1
coshr

∞∑
m=0

(2m)!
22m(m!)2 (tanh2 r)m(1 + 4m),

B = sinhr
cosh2r

∞∑
m=0

(2m)!
22m(m!)2 (tanh2 r)m(2 + 4m).

Usando as relações

(1 − x)−1/2 =
∞∑
m=0

(2m)!
22m(m!)2x

m,

d

dx
(1 − x)−1/2 =

∞∑
m=0

(2m)!
22m(m!)2x

m−1m = 1
2(1 − x)−3/2,

com x = tanh2 r, após algumas manipulações chegamos a valores para A e B que levam a
equação (5.10) à〈

(∆n̂bc)2
〉

≈ N [cosh2 r + sinh2 r − 2 cosh r sinh r cos (2θ − ϕ)], (5.11)

com θ = φ+ π/2. Este resultado é equivalente ao da equação (3.33) para N ≈ β2.

Note que, ao considerar o campo laser em um estado de Fock, usando a equação
(5.7), concluímos que o estado quântico do campo no modo a não é um estado comprimido,
mas uma mistura estatística de números pares de fótons da forma ∑∞

m=0 |Cm|2 |2m⟩⟨2m|.
Portanto, a explicação física do fenômeno descrito na figura 7 na base de estados de Fock
não envolve compressão. Os resultados experimentais podem ser associados ao estado
emaranhado entre os modos a e a0 descrito na equação (5.7). Para cada par de fótons
detectados pelos detectores D1 e D2, há uma indistinguibilidade fundamental sobre se
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eles vieram diretamente do laser para o modo a0 ou se foram convertidos pelo NLC1 em
um fóton de frequência 2ω e convertidos pelo OPO em um par de fótons com frequência
ω novamente, chegando ao BS2 através do modo a. A interferência entre essas duas
amplitudes de probabilidade resulta no aumento ou na diminuição do ruído representado
na equação (5.11), dependendo da fase φ do interferômetro.

Essencialmente o mesmo resultado da equação (5.11) é obtido quando a descrição
mais realista do campo laser da equação (5.1) é empregada, que consiste em uma mistura
estatística de estados de Fock. Se o número de fótons do campo laser inicial é desconhecido
e o número de fótons que saem pelos modos a3 e a4 também é desconhecido, haverá
uma distribuição de probabilidade no valor de N na equação (5.11), com um valor médio
N̄ e um desvio padrão ∆N . Mas como temos ∆N/N̄ ∝ 1/

√
N → 0 nessa situação, os

resultados são essencialmente os mesmos com a substituição N → N̄ na equação (5.11).

Vamos comentar agora como as explicações físicas dos resultados experimentais
dos arranjos da figura 7 estão diretamente relacionadas à base escolhida para descrever o
estado quântico do laser a partir da equação (5.1), e como essas explicações físicas são
inconsistentes entre si. Na base de estados coerentes, um estado comprimido é produzido
no OPO da figura 7 e uma detecção homódina é realizada no campo a com o campo a0

atuando como um oscilador local. Mesmo se o campo laser não tiver uma fase absoluta
definida, estando no estado misto da equação (5.1), a fase do oscilador local atua como
uma fase de referência. Mas observe que esta explicação é inconsistente com a descrição
do campo laser na base de estados de Fock, pois neste caso não pode haver superposição
coerente de diferentes estados de Fock no campo do modo a, sendo apenas misturas
estatísticas de estados de Fock possíveis, de modo que não pode haver compressão. Se, por
outro lado, usarmos a base de estados de Fock para descrever o campo laser, a formação
de estados emaranhados como o da equação (5.7) é responsável por explicar os resultados
experimentais do arranjo da figura 7. Uma vez que os resultados da equação. (5.11) não têm
uma forte dependência do número de fótons detectados N , se o estado do laser tem uma
pequena incerteza relativa no número de fótons, como no estado misto da equação (5.1), os
resultados são essencialmente os mesmos. Mas observe que esta explicação é inconsistente
com a descrição do estado do campo laser na base de estados coerentes, pois a incidência
de um estado coerente em um divisor de feixe resulta em um estado separado para os
modos transmitido e refletido, de modo que nenhum emaranhamento como expresso na
equação (5.7) pode ocorrer. Portanto, nenhuma dessas explicações apresentadas é geral, já
que cada uma funciona apenas em uma base específica para a representação do campo
laser.
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5.2.2 Explicação Geral - Um Modo

Agora, fornecemos uma explicação geral para o fenômeno, válida em qualquer base
(estados coerentes ou estados de Fock), relacionada à variância da distribuição de fase
relativa entre o campo de sinal e o campo do oscilador local. Como visto, a distribuição
de probabilidade de fase relativa entre dois modos da mesma frequência em um estado é
dado pela equação (4.13) . Substituindo o estado quântico da equação (5.7) na equação
(4.13), temos

Pψ(Φ) =
∞∑
N=0

〈
Φ(N)

∣∣∣ψ〉 〈ψ∣∣∣Φ(N)
〉

=
∞∑
N=0

∣∣∣〈Φ(N)
∣∣∣ψ〉∣∣∣2

= 1
2π

∞∑
N=0

∣∣∣∣∣∣
∞∑

n1=0

∞∑
m=0

Cme−in1Φei(N−2m)φ ⟨n1|2m⟩ ⟨N − n1|N ′ − 2m⟩

∣∣∣∣∣∣
2

,

(5.12)

como estamos tratando do regime em que temos um grande número de fótons N ≫
1, novamente teremos um delta δn1,2m em ⟨n1|2m⟩ e posteriormente outro δN,N ′ em
⟨N − 2m|N ′ − 2m⟩ e assim temos como resultado final

Pψ(Φ) = 1
2π

∣∣∣∣∣∣
mmax∑
m=0

Cme−2im(Φ+φ)

∣∣∣∣∣∣
2

, (5.13)

com mmax ≈ N/2. Se, como estamos considerando aqui, o número de fótons no modo a
é muito menor que N , de modo que |Cm| é negligenciável quando 2m é da ordem de N ,
podemos considerar mmax → ∞, de modo que Pψ(Φ) é independente de N neste limite.
Portanto, quando o estado puro da equação (5.7) é substituído por um estado misto com
∆N/N pequeno, temos a mesma distribuição de diferença de fase da equação (5.13). Note
também que, ao considerar o problema na base de estado coerente para o laser, a equação
(4.13) fará uma projeção em um autoestado do número total de fótons nos modos a0 e a,
de modo que seguindo as aproximações adotadas também chegamos na distribuição de
diferença de fase da equação (5.13).

Na figura 9(a), plotamos a distribuição de probabilidade da diferença de fase da
equação (5.13) quando os coeficientes Cm são dados pela equação (3.25) com ϕ = 0, r = 1
e r = 2, considerando também φ = 0. Existem dois picos nessas distribuições, em Φ = π/2
e Φ = 3π/2, cujas larguras diminuem com o aumento de r. Na verdade, a variância de cada
pico tem a mesma dependência com r que o desvio padrão da quadratura comprimida para
o estado de vácuo comprimido da equação (3.25), que decai como e−r [2, 32]. A figura 9(b)
demonstra esse comportamento, onde é plotado o logaritmo da razão entre a variância de
Pψ(Φ), σ2

ψ, e a variância quando o modo a está no estado de vácuo, σ2
0, em função de r,

considerando apenas a região entre Φ = 0 e Φ = π. A linha verde tracejada corresponde a
uma dependência σ2

ψ = σ2
0e−r. Uma vez que, pela equação (3.31), o desvio padrão de n̂bc é

proporcional ao desvio padrão de X̂(θ), seu valor mínimo é proporcional a σ2
ψ. Assim, uma

explicação geral para a diminuição do desvio padrão de n̂bc com o aumento do parâmetro
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r, válida em qualquer descrição de base do estado do campo laser, é uma diminuição na
variância da fase relativa dos campos nos modos a e a0 na figura 7.

(a)

(b)
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Figura 9 – Distribuições de probabilidade para a diferença de fase entre os campos sinal e
oscilador local em estados de vácuo comprimido. (a) Pψ(Φ) da equação (5.13)
para φ = 0 e Cm dado pela equação (3.25) com ϕ = 0, r = 1 (linha pontilhada
verde) e r = 2 (linha sólida roxa). (b) Logaritmo da razão entre a variância de
Pψ(Φ) da equação (5.13), σ2

ψ, e a variância quando o modo a está no estado
de vácuo, σ2

0, em função de r, considerando apenas a região entre Φ = 0 e
Φ = π. A linha pontilhada verde corresponde a uma dependência σ2

ψ = σ2
0e−r.

Utilizamos mmax = 200 na equação (5.13) para todos os gráficos.

5.3 Tratamento sem Compressão e sem Emaranhamento: Dois
Modos
Assim como no caso do estado de vácuo comprimido em um modo, os resultados

experimentais do esquema da figura 10 também devem ser previsíveis com o uso de um
estado de Fock para o campo laser, ou uma mistura estatística de estados de Fock como
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na equação (5.1). Como mostramos a seguir, este é de fato o caso, mas a interpretação
dos resultados experimentais é bastante diferente.

𝜑𝑎

Laser

ൗ𝜆 2

BS1 BS2 M1

M2

BS3

BS4DM2

DM1

OPO

NLC1

෠𝑏ො𝑎
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PBS

De

Df

Dg

Dh

Ƹ𝑒

መ𝑓
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NLC2

Di Dj
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Figura 10 – Esquema para produção e caracterização de um estado de vácuo comprimido
em dois modos: BS(1,2,3,4) - divisores de feixe, NLC(1,2) - cristais não
lineares, DM(1,2) - espelhos dicróicos, OPO - oscilador paramétrico óptico,
λ/2 - placa de meia onda, PBS - divisor de feixe polarizante, M(1,2) - espelho
e D(e,f,g,h,i,j) - detectores.

Considere que um estado de Fock |M⟩ sai da fonte de laser na figura 10 (por
conveniência, podemos considerar um laser pulsado). Após o BS1, temos um estado
emaranhado da forma |Ψ1⟩ = ∑

lAl |l⟩R |M − l⟩T , onde Al é um coeficiente complexo, l
é o número de fótons refletidos e M − l é o número de fótons transmitidos pelo BS1. A
geração de segundo harmônico ocorre no NLC1 e os fótons com frequência 2ω são refletidos
pelo DM1 e direcionados para o OPO, onde ocorre a conversão paramétrica descendente
não-degenerada. Vamos considerar que os detectores Di e Dj estão posicionados conforme
mostrado na figura 10 e contam os números de fótons Ni e Nj que saem do interferômetro
pelos modos correspondentes. O número total de fótons restantes nos modos a, b, c e d
é então N = M −Ni − 2Nj. Com essas considerações, o estado quântico do sistema nos
modos a, b, c e d é dado por

|Ψ⟩ =
∑
m,N ′

CmQN ′ |m⟩a |m⟩b |N ′ −m⟩c |N −N ′ −m⟩d , (5.14)

onde QN ′ são coeficientes complexos e Cm são dados pela equação (3.49), uma vez que, assim
como no caso do estado de vácuo comprimido em um modo, a amplitude de probabilidade
de gerar um par de fótons não deve depender se o campo incidente no OPO é um estado
coerente com uma incerteza no número de fótons muito menor do que o número médio
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de fótons, como considerado na dedução da equação (3.49), ou se é uma combinação de
estados de Fock com o mesmo número médio de fótons e uma pequena incerteza no número
de fótons, como considerado na dedução da equação (5.14). Supomos que m ≪ N ′, o que é
uma condição necessária para o processo de detecção homódina (a amplitude dos campos
de osciladores locais deve ser muito maior do que a dos campos de sinal e idler). Também
consideramos um divisor de feixe balanceado 50:50 BS2, de modo que N ′ ≈ N −N ′ ≈ N/2,
e ∑N ′ |QN ′|2 = 1.

Usando as considerações acima, deduzimos a variância da soma das diferenças no
número de fótons n̂ef = n̂e − n̂f e n̂gh = n̂h − n̂g nos detectores correspondentes da figura
10. Empregamos a expressão usual [∆(n̂ef + n̂gh)]2 = ⟨(n̂ef + n̂gh)2⟩ − ⟨(n̂ef + n̂gh)⟩2, com
n̂ef = n̂e − n̂f e n̂gh = n̂h − n̂g. Com os operadores de aniquilação dados por

ê = â+ iĉeiφa

√
2

,

f̂ = iâ+ ĉeiφa

√
2

,

ĝ = ib̂+ d̂eiφb

√
2

e

ĥ = b̂+ id̂eiφb

√
2

.

(5.15)

Assim, temos
(n̂ef + n̂gh) = â†ĉeiθa + ĉ†âe−iθa + b̂†d̂eiθb + d̂†b̂e−iθb , (5.16)

onde θi = φi + π/2 para i = {a, b}. Usando o estado da equação (5.14), teremos〈
[∆(n̂ef + n̂gh)]2

〉
= ⟨Ψ| (â†ĉeiθa + ĉ†âe−iθa + b̂†d̂eiθb + d̂†b̂e−iθb)2 |Ψ⟩

=
∑
N ′

|QN ′ |2
∞∑
m=0

|Cm|2
[
N(2m+ 1) − 4m2

]
+

+ 2C∗
mCm+1(m+ 1)(N ′ −m)(N −N ′ −m)e−i(θa+θb)

+ 2C∗
m+1Cm(m+ 1)(N ′ −m)(N −N ′ −m)ei(θa+θb).

(5.17)

Novamente, considerando a condição para o processo de detecção homódina m ≪ N ′,
fazendo a aproximação N ′ ≈ N −N ′ ≈ N/2, e considerando ∑N ′ |QN ′|2 = 1, obtemos

〈
[∆(n̂ef + n̂gh)]2

〉
≈ N

∞∑
m=0

[
|Cm|2 (2m+ 1)+

+ C∗
mCm+1e

−i(θa+θb)(m+ 1)+
+ C∗

m+1Cme
i(θa+θb)(m+ 1)

]
.

(5.18)

Com a forma explícita dos coeficientes Cm dada pela Eq. (3.49), a expressão acima é
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escrita como 〈
[∆(n̂ef + n̂gh)]2

〉
≈ N

∞∑
m=0

sech2 r
[
(tanh r)2m(2m+ 1)−

− 2(tanh r)2m+1(m+ 1) cos (θa + θb − ϕ)
]
.

(5.19)

Para x2 < 1, a fórmula de uma série geométrica é
1

1 − x2 =
∞∑
n=0

x2n, (5.20)

a partir da qual obtemos
d

dx

( 1
1 − x2

)
=

∞∑
n=0

2nx2n−1. (5.21)

Podemos aplicar a equação (5.20) e a equação (5.21) na equação (5.19) com x = tanh r, e
usando também as relações tanh r = sinh r/cosh r, sech r = 1/cosh r, e cosh2 r−sinh2 r = 1
para chegar à expressão

[∆(n̂ef + n̂gh)]2 ≈ N [cosh2 r + sinh2 r − 2 cosh r sinh r cos (θa + θb − ϕ)]. (5.22)

Este resultado é equivalente às previsões da equação (3.58) quando N ≈ 2β2.

Assim, prevemos os mesmos resultados experimentais considerando tanto o campo
laser em um estado de Fock, como em um estado coerente no esquema da figura (10).
Mas observe que a partir da equação (5.14) deduzimos o seguinte estado reduzido para os
modos a e b

ρ̂′
ab =

∞∑
m=0

|Cm|2 |ma,mb⟩⟨ma,mb| , (5.23)

que não é um estado emaranhado ou comprimido, sendo uma mistura estatística de
estados com igual número de fótons nos modos a e b. Portanto, os resultados experimentais
não podem ser associados à geração de estados de luz comprimida de dois modos nem
à existência de emaranhamento de dois modos no sistema. Eles estão associados às
propriedades não clássicas do estado de quatro modos da equação (5.14). Para cada par
de fótons que são detectados por [De ou Df ] e [Dg ou Dh], há uma indistinguibilidade
fundamental sobre se esses fótons foram ambos gerados no OPO e chegaram nos modos a e
b ou se vieram dos modos do oscilador local e chegaram nos modos c e d. Todo o setup da
figura (10) deve ser visto como um interferômetro complexo para descrever os resultados
experimentais neste caso.

Se considerarmos o estado mais realista da equação (5.1) para o campo laser, com
uma combinação incoerente de estados de Fock, e também considerarmos que o número
de fótons em Di e Dj na figura 10 não são medidos, o estado da equação (5.14) será
substituído por uma mistura estatística onde o número total de fótons N é desconhecido.
No entanto, para um grande número médio de fótons N̄ , a incerteza relativa ∆N/N̄ deve
ser pequena e a previsão experimental para a estatística da equação (5.22) deve ser a
mesma com N̄ substituindo N .



Capítulo 5. Resultados 64

5.3.1 Distribuição de Probabilidade de Fase para um Campo de Quatro Modos

Vimos que a explicação física dos resultados experimentais para a geração e
caracterização do estado de vácuo comprimido em dois modos no esquema da figura
(10) é bastante diferente se usarmos a base de estados coerentes para descrever o campo
laser ou a base de estados de Fock para descrever esse campo. Na situação discutida
anteriormente na subseção 5.2.2, usamos a distribuição de fase relativa de dois modos
introduzida por Luis e Sánchez-Soto [1] para apresentar uma justificativa geral para a
redução de ruído do sistema, em termos de uma melhor definição da fase relativa entre os
campos sinal e oscilador local [37]. Aqui, faremos algo semelhante para os experimentos de
vácuo comprimido em dois modos que discutimos acima, mas primeiro precisamos adaptar
a definição da distribuição de fase relativa para o caso de quatro campos: sinal, idler e
dois osciladores locais.

O ponto de partida são os estados de fase de um único modo de Susskind e
Glogower [2, 58] visto na equação (4.3), |ϑ⟩ = 1√

2π
∑∞
n=0 einϑ |n⟩. Como visto, esses estados

são considerados como tendo uma fase bem definida ϑ, embora não haja um operador de
fase na óptica quântica [48]. Em seguida, consideramos estados de fase para os quatro
modos, fixando a fase do modo a como ϑa = ϑb + ϑc − ϑd − Φ∣∣∣Φ(4)

〉
= |ϑb + ϑc − ϑd − Φ⟩a |ϑb⟩b |ϑc⟩c |ϑd⟩d

= 1
(2π)2

∞∑
na=0

∞∑
nb=0

∞∑
nc=0

∞∑
nd=0

eina(ϑd+ϑc−ϑb−Φ)×

× einbϑbeincϑceindϑd |na⟩a |nb⟩b |nc⟩c |nd⟩d .

(5.24)

∣∣∣Φ(4)
〉

é um estado com a seguinte relação de fase bem definida entre os quatro modos:
(ϑb − ϑd) − (ϑa − ϑc) = Φ. Rearranjando os termos exponenciais e realizando mudanças de
variáveis adequadas (n = nd + na, l = nc + na e k = nb − na), este estado é escrito como∣∣∣Φ(4)

〉
= 1

(2π)2

∞∑
na=0

∞∑
n=0

∞∑
l=0

∞∑
k=−∞

e−inaΦeikϑbeilϑc×

× einϑd |na⟩a |k + na⟩b |l − na⟩c |n− na⟩d .
(5.25)

Usando o estado de quatro modos da equação (5.25), é possível calcular a distri-
buição de probabilidade para a relação de fase de quatro modos Φ = (ϑb − ϑd) − (ϑa − ϑc)
dentro do interferômetro da figura 10,

P (Φ) =
∫
dϑb

∫
dϑc

∫
dϑd

〈
Φ(4)

∣∣∣ ρ̂ ∣∣∣Φ(4)
〉
, (5.26)

onde ρ̂ = |Ψ⟩⟨Ψ| é o operador de densidade do estado da equação (5.14) produzido dentro
do interferômetro. A equação (5.26) corresponde a uma generalização da distribuição de
fase relativa de dois modos introduzida por Luis e Sánchez-Soto [1] para o caso de quatro
modos. Para estados puros, a distribuição de probabilidade de fase é dada pela expressão

P (Φ) =
∫
dϑb

∫
dϑc

∫
dϑd

∣∣∣⟨Φ(4)|Ψ⟩
∣∣∣2 . (5.27)
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Usando as Eqs. (5.25) e (5.14), temos

⟨Φ(4)|Ψ⟩ = 1
(2π)2

∑
N ′,m

e−iN ′ϑce−i(N−N ′)ϑdeimΦQNcCm. (5.28)

Substituindo equação (5.28) na equação (5.27), usando a relação
∫ 2π

0 ei(n−n′)ϕdϕ = 2πδn,n′ ,
e, como mencionado antes, assumindo que ∑N ′ |QN ′|2 = 1, finalmente obtemos a expressão
para a distribuição de probabilidade da relação de fase de quatro modos Φ = (ϑb − ϑd) −
(ϑa − ϑc) para o estado da equação (5.14)

P (Φ) = 1
2π

∣∣∣∣∣
∞∑
m=0

e−imΦCm

∣∣∣∣∣
2

. (5.29)

Na figura 11, plotamos a distribuição de probabilidade da relação de fase conforme
descrita pela equação (5.29) quando os coeficientes Cm são dados pela equação (3.49) com
r = 0.5, r = 1 e r = 1.5, sempre com ϕ = 0. Para as três curvas, há um pico em Φ = π e a
largura dessas distribuições diminui com o aumento do parâmetro de compressão r.

𝚽

𝑷 𝚽

Figura 11 – Distribuição de probabilidade de fase P (Φ) da equação (5.29) com Cm dado
pela equação (3.49) para os parâmetros de compressão r = 0.5 (vermelho),
r = 1 (roxo) e r = 1.5 (laranja). Para as três distribuições, consideramos ϕ = 0
na equação (3.49) e um limite superior mmax = 10000 para m no somatório
da equação (5.29).

As variâncias dessas distribuições de probabilidade de fase exibem um comporta-
mento exponencialmente decrescente com o parâmetro r para r > 1. Para uma melhor
visualização, na figura 12 é mostrado o logaritmo natural da razão entre a variância de P (Φ)
para experimentos de compressão em dois modos, σ2

ψ, e a variância quando os modos a e b
da figura 10 estão no estado de vácuo de dois modos |0, 0⟩, σ2

0, em função do parâmetro de
compressão r. A linha contínua mostra a função −2r + 0.5, que se ajusta bem aos pontos
computados para r > 1. Esse comportamento é independente da base, o que significa que
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se um estado coerente for considerado para descrever o estado inicial do campo laser, os
resultados para as distribuições de probabilidade da relação de fase considerada entre
os quatro modos são essencialmente os mesmos. A variância da quadratura comprimida,
quando consideramos um estado de vácuo de dois modos de equação (3.49), tem um
comportamento análogo, já que decai como e−2r [2]. Pode-se ver que para r pequeno,
a variância das distribuições de probabilidade de fase na figura 12 não se ajusta bem
à linha contínua. Mas se observarmos a figura 11 e notarmos que as distribuições de
probabilidade para r < 1 não decaem para zero nos extremos 0 e 2π, concluímos que a
variância não é uma boa medida da dispersão de fase nesses casos, já que P (Φ) é uma
função 2π-periódica. Note que a fase Φ é definida como a soma/diferença entre 4 fases,
cada uma estando no intervalo entre −π e π, de modo que podem haver valores entre −4π
e +4π. Mas as fases Φ que diferem por um múltiplo inteiro de 2π são equivalentes. Por
esse motivo, se a distribuição de fase P (Φ) não tender a zero nos extremos 0 e 2π (ou
θ e θ + 2π), sua variância não é uma boa medida da dispersão de fase. Portanto, não é
surpresa que não tenhamos um bom acordo entre os pontos e a linha contínua na figura 11
para r < 1. Infelizmente, não conseguimos encontrar uma boa medida para a dispersão de
fase a ser usada neste trabalho em vez da variância de P (Φ). Mas observe que a figura 12
mostra, pelo menos qualitativamente, que a variância de P (Φ) diminui com o aumento
do parâmetro de compressão do sistema para r < 1. Por outro lado, há um bom acordo
entre os pontos e a linha contínua na figura 12 para r > 1, já que as distribuições de
probabilidade são mais localizadas nesse regime, de modo que uma relação quantitativa
entre a variância de P (Φ) e o nível de compressão do sistema pode ser feita nesse caso.

Podemos concluir que uma explicação geral para a redução de ruído nos experi-
mentos representados na figura (10) é uma melhor localização da relação de fase relativa
Φ = (ϑb − ϑd) − (ϑa − ϑc) entre os quatro modos considerados: sinal, idler e os dois
osciladores locais. Essa relação de fase localizada indica que a flutuação em (ϑb − ϑd)
acompanha a flutuação em (ϑa−ϑc), gerando um alto grau de correlação entre as diferenças
de fótons n̂ef = n̂e − n̂f e n̂gh = n̂h − n̂g para r grande e fases adequadas no interferômetro
da figura (10). Isso pode ser considerado a razão fundamental para a redução de ruído
expressa nas equações (3.58) e (5.22).

5.3.2 Experimentos com Mais de um Pulso de Laser

Nesta seção, discutimos brevemente o caso em que há um atraso da luz do laser
usada como osciladores locais em relação ao pulso de laser que gera a compressão da
luz. Para simplificar, consideraremos um laser pulsado (com fase travada) em que o
primeiro pulso que sai da cavidade do laser é duplicado em frequência e usado para
bombear o OPO, enquanto o segundo pulso que sai da cavidade é usado para produzir
os osciladores locais. Supondo que o estado inicial da cavidade do laser esteja um estado
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r

Ln
𝝈𝝍
𝟐

𝝈𝟎
𝟐

Figura 12 – Logaritmo natura da razão entre a variância de P (Φ) da equação (5.29) para
experimentos de compressão em dois modos, σ2

ψ, e a variância quando os modos
a e b estão no estado |0, 0⟩, σ2

0, em função do parâmetro de compressão r. Todos
os pontos foram obtidos usando um limite superior igual a mmax = 10000
para m na equação (5.29) e ϕ = 0 na equação (3.49), considerando a fase
Φ entre 0 e 2π. A linha contínua corresponde à uma dependência do tipo
σ2

Ψ = σ2
0e−2r+0.5.

de Fock com M fótons |M⟩las., após a emissão dos dois pulsos, o estado do sistema é∑
k,lAk,l |k⟩1 |l⟩2 |M − k − l⟩las., ignorando qualquer geração de fótons na cavidade do laser

neste período em nosso modelo simplificado. |k⟩1 é um estado com k fótons no primeiro
pulso e |l⟩2 um estado com l fótons no segundo pulso. Seguindo os passos que nos levaram
à equação (5.14), o estado do sistema nos modos a, b, c e d da figura (10), mais o modo
da cavidade do laser, é

|Ψ⟩ =
∑
m,l,p

CmBl,p |m⟩a |m⟩b |p⟩c |l − p⟩d |M ′ − l − 2m⟩las. , (5.30)

onde M ′ = M −Ni − 2Nj é o número total de fótons do sistema após a subtração dos Ni

fótons detectados por Di e dos Nj fótons detectados por Dj na figura (10). Considere que
o número de fótons na cavidade do laser também é medido e o valor encontrado é Mlas.. O
número total de fótons restantes no sistema é dado por N = M ′ −Mlas., e devemos impor
a condição M ′ − l − 2m = Mlas., ou l = N − 2m, na equação (5.30). O estado do sistema
então se torna

|Ψ⟩ =
∑
m,l,p

CmBN−2m,p |m⟩a |m⟩b |p⟩c |N − 2m− p⟩d . (5.31)

O estado acima é equivalente ao da equação (5.14) se definirmos p = N ′ −m e observarmos
que BN−2m,p ≈ BN,p para N ≫ 2m, de modo que as mesmas previsões experimentais
são feitas. Em particular, a previsão para a variância da soma das diferenças de número
de fótons n̂ef = n̂e − n̂f e n̂gh = n̂h − n̂g nos detectores correspondentes da figura (10)
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é a mesma que na equação (5.22). Novamente, se considerarmos o estado mais realista
da equação (5.1) para o campo do laser, e também que o número de fótons no campo
da cavidade do laser, em Di, e em Dj não são medidos, o estado da equação (5.31) será
substituído por uma mistura estatística onde o número total de fótons N é desconhecido,
mas com uma pequena variação relativa no número de fótons. Nesse caso, a previsão
experimental para a estatística da equação (5.22) deve ser a mesma com o número médio
de fótons substituindo N , como antes.

Van Enk e Fucks [34] e Pegg [72] mostraram explicitamente como pode haver
coerência de fase entre a luz que sai de uma cavidade a laser em momentos diferentes
para lasers contínuos [34] e pulsados [72]. Mesmo que o estado inicial da cavidade tenha
uma fase completamente indeterminada, sendo uma mistura estatística de estados de
Fock, há uma relação de fase bem definida entre os diferentes pulsos de um campo a laser
com fase travada [72]. A fase de cada pulso não é bem definida, com o valor esperado do
operador de campo elétrico sendo zero em todos os momentos, mas a relação de fase entre
pulsos consecutivos é bem definida. Essa relação de fase bem definida está associada à
correlação entre o número de fótons dos diferentes pulsos do laser e os campos da cavidade a
laser [72]. Essa correlação está presente na discussão do parágrafo anterior, sendo essencial
para prever corretamente os resultados experimentais sobre a compressão de dois modos.
Portanto, as medidas homódinas funcionam mesmo se os campos dos osciladores locais
não vêm do mesmo pulso que gerou o campo de luz comprimida.
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6 Conclusão

Descrevemos experimentos que produzem e caracterizam estados de vácuo compri-
mido em um e dois modos, levando em consideração o fato de que o campo laser usado
nos experimentos não é um estado coerente, mas uma combinação incoerente de estados
coerentes com fases aleatórias, o que é equivalente a uma combinação incoerente de estados
de Fock. Apesar de conduzir aos mesmos resultados experimentais, existem diferenças nas
interpretações físicas dos resultados observados quando diferentes bases (estados coerentes
ou Fock) são usadas para descrever o estado do campo laser.

Nos esquemas de geração e caracterização de estados de vácuo comprimido em um
modo, quando utilizamos a base de Fock, os experimentos são analisados sem a produção
de um estado comprimido de luz em nenhuma parte dos experimentos e sem o uso do
conceito de compressão na análise. Nessa abordagem, o estado de Fock para o laser resulta
na produção de emaranhamento entre o modo do campo sinal, que sai do meio não linear,
e o modo usado como oscilador local na detecção homódina. A interferência desses modos
em um divisor de feixe gera as mesmas previsões experimentais que aquelas obtidas ao
considerar um estado coerente para descrever o laser. Concluímos que uma explicação geral
para a diminuição das flutuações da diferença de intensidades medidas pelos detectores D1

e D2 no esquema da Fig. 7 com o aumento do parâmetro de compressão r é uma melhor
definição da diferença de fase entre os campos nos modos a e a0. Esta explicação é válida
em qualquer base que usemos para descrever o estado do campo laser, ao contrário da
geração de estado comprimido de vácuo pelo OPO, que é válida apenas na base de estado
coerente para o estado do laser, e da geração de emaranhamento entre os modos a e a0,
que é válida apenas na base de estado de Fock para o estado do laser.

Nos esquemas de geração e caracterização de estados de vácuo comprimido em
dois modos, assim como o caso do estado de vácuo comprimido em um modo, não há
produção de um estado comprimido em qualquer parte do experimento, bem como o
conceito de compressão não é utilizado durante a análise quando consideramos a base de
Fock para o estado do laser. Além disso, concluímos que não há emaranhamento entre
os modos sinal e idler, o que é um tanto quanto curioso, visto que que esse setup é
frequentemente usado para implementar protocolos de informação quântica baseados em
emaranhamento, como o teletransporte quântico [3, 8–10]. No entanto vale ressaltar que,
embora não haja emaranhamento quando consideramos apenas os modos sinal e idler,
pode haver emaranhamento quando os osciladores locais são levados em conta, mas essa
análise de emaranhamento de quatro modos está fora do escopo do presente trabalho.
Estendemos a distribuição de fase relativa de dois modos de Luis e Sánchez-Soto [1] para
descrever uma relação de fase entre os quatro modos relevantes no experimento: sinal,
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idler e dois osciladores locais. Concluímos que uma explicação física geral para a redução
de ruído no sistema é a redução na variância de uma distribuição de probabilidade de
relação de fase entre esses quatro modos com o aumento do parâmetro de compressão r.

As interpretações físicas gerais apresentadas no escopo deste trabalho sobre expe-
rimentos com estados de vácuo comprimido da luz são robustas, independentemente da
base utilizada para descrever o estado do campo laser. Esperamos que essa compreensão
mais profunda do fenômeno da compressão de luz, com tantas aplicações, possa trazer
esclarecimentos fundamentais para este importante cenário físico na óptica quântica e
informação quântica, inspirando avanços frutíferos nessas campos.
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ANEXO A – Expansão (1 − x)−
1
2

Seja f(x) = (1 − x)−1/2. Avaliando essa função e suas derivadas no ponto x = 0
tem-se

f(x, x = 0) = 1

f
′(x, x = 0) = 1

2
f

′′(x, x = 0) = 3
2 · 1

2
f

′′′(x, x = 0) = 5
2 · 3

2 · 1
2

...

fn(x, x = 0) = (2n− 1)
2 · (2n− 3)

2 · (2n− 5)
2 . . .

1
2 = (2n− 1)!!

2n ,

(A.1)

onde foi utilizada a propriedade de duplo fatorial para um número ímpar. A partir da
relação de duplo fatorial com o fatorial, para um número ímpar 2n− 1, dada por

(2n− 1)!! = (2n)!
2nn! , (A.2)

é possível escrever então a expansão para a função f(x) = (1 − x)−1/2 como

(1 − x)−1/2 =
∞∑
n=0

xn(2n)!
22n(n!)2 . (A.3)
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