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RESUMO

Neste trabalho sdo apresentadas e implementadas trés formulagdes nao-
singulares do Método dos Elementos de Contorno (MEC) aplicadas a problemas
bidimensionais de potencial. Nessas formulagdes sao utilizados elementos
1soparamétricos quadraticos, cubicos e quarticos. A primeira implementa¢ao do MEC
se baseia na Equacdo Integral de Contorno (EIC) padrao utilizando pontos de
colocagao fora do dominio, associada a uma técnica de subelementos. A segunda
implementagdo utiliza a EIC auto-regularizada do potencial, que permanece com
uma integral fracamente singular, a qual ¢ avaliada utilizando-se um esquema de
quadratura logaritmica ou quadratura gaussiana juntamente com a transformacao
proposta por Telles. A terceira utiliza a EIC auto-regularizada do fluxo que ¢ uma
formulacdo totalmente regular, mas que exige uma continuidade C"* das funcdes
densidade. Como essa exigéncia ndo ¢ atendida para elementos isoparamétricos
utiliza-se o conceito de continuidade relaxada. Trés problemas de transmissdo de
calor e um problema de fluxo de 4gua através do solo foram analisados para avaliar o
desempenho dessas formulagdes, comparando-se os resultados com as solugdes
analiticas dos problemas ou com os resultados obtidos através da formulacdo padrao
do MEC baseada no valor principal de Cauchy. Com base nos resultados obtidos
neste trabalho, pode-se observar que a utilizagdo da formulag¢do padrao com ponto de
colocacdo fora do dominio fornece valores muito precisos para todos os exemplos
analisados. O mesmo ocorre com a formulacio auto-regularizada do potencial, onde
foram obtidos valores equivalentes aqueles encontrados através da formulacdo
baseada no valor principal de Cauchy. Pode-se observar ainda que ¢ necessaria a
utilizacdo da formulacdo auto-regularizada do fluxo com elementos quarticos de
forma a se conseguir a mesma precisdo obtida ao se utilizar a formulag¢do auto-
regularizada do potencial com elementos quadraticos. Dessa forma as formulagdes
ndo-singulares utilizadas neste trabalho podem ser consideradas como uma
alternativa robusta as formulacdes fortemente singulares para a solucao de problemas
bidimensionais de potencial.

Palavras Chave: Elementos de Contorno, Formulagdes auto-regularizadas do MEC,
Formulacdo com ponto de colocagdo fora do dominio, Subelementagdo, Teoria de

Potencial
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ABSTRACT

In this work three non-singular formulations applied to two-dimensional
potential problems are presented and implemented. In these formulations quadratic,
cubic and quartic isoparametric boundary elements were used. The first formulation
is based on the standard BEM with the collocation point outside the domain,
associated with a sub-element technique. The second one is the self-regularized
potential-BIE that remains with a weakly singular integral, that can be evaluated by
means of a logarithmic quadrature or a standard gaussian quadrature together with a
particular transformation proposed by Telles. The third formulation is the self-
regularized flux-BIE which is fully regular but requires the C"** continuity of the
density functions. This requirement is not satisfied by the isoparametric boundary
elements, but it is remedied by adopting the relaxed continuity strategy. Three heat
problems and one ground water flow problem have been analyzed and the results
were compared with exact solutions or with the results obtained by means of the
standard CPV-formulation. The standard formulation with the collocation points
outside the domain have presented highly accurate results for all problems analyzed.
The same can be seen when using the BEM-potential, that is fully equivalent to the
standard CPV-formulation. The flux-BIE required quartic elements to show the same
level of accuracy obtained when the BEM-potential with quadratic elements were
used. In this way the non-singular BIE formulations used in this work may be
considered as robust alternatives to strongly singular BIE formulations for 2-D

potential problems.

Keywords: boundary elements, self-regular BEM, formulation with the source point

outside the boundary, subelementation, potential theory



1- INTRODUCAO

O Método dos Elementos de Contorno (MEC) ¢ um método numérico que
pode ser utilizado para a resolugdo de diversos problemas de engenharia, tais como,
problemas de potencial, actstica, mecanica dos solidos, mecanica da fratura,
geotecnia. Ele se baseia na Equagdo Integral de Contorno (EIC) do problema onde as
incognitas, no dominio ou no contorno, sdo descritas apenas em termos dos valores
de contorno. Este método possui algumas vantagens sobre os métodos numéricos que
discretizam o dominio, como o método dos elementos finitos, pois € necessaria a
discretizagdo apenas da superficie que delimita o volume do corpo, reduzindo a
ordem do problema de uma unidade, e consequentemente a quantidade de dados de
entrada. Com isso fica mais simples a geracdo dos dados requeridos para modelar um
determinado problema. O MEC foi originalmente desenvolvido para solucao da
equagao de Laplace sendo sua aplicacao posteriormente ampliada para problemas de
elasticidade e outros.

A formulagao tradicional do MEC, possui uma integral fracamente singular
e uma integral singular, definida no sentido do valor principal de Cauchy. Nessa
formulacao usualmente adota-se um algoritmo de regularizacao local, quando o
ponto de colocagao situa-se sobre o elemento a ser integrado, obtendo-se dessa forma
resultados satisfatorios. No caso das formulagdes auto-regularizadas, a regularizagao
¢ feita globalmente na equagdo integral, ou seja, antes da mesma ser discretizada.
Através da utilizagdo da formulagdo auto-regularizada consegue-se retirar ou
diminuir as singularidades, que foram introduzidas artificialmente pela utilizacao de
solugdes fundamentais. Isto é possivel quando esta singularidade de fato ndo existe

no problema fisico.



Neste trabalho, tem-se como objetivo principal trabalhar com as
formulacdes nao-singulares do MEC. Apresentam-se os resultados obtidos por meio
da aplicagdo das formulagdes auto-regularizadas, assim como aqueles obtidos
utilizando-se a formulagdo padrdo com o ponto de colocagdo localizado fora do
dominio. A formulacdo auto-regularizada do potencial permanece com uma integral
fracamente singular que pode ser calculada através da utilizagdo da quadratura
logaritmica de Gauss ou através da quadratura de Gauss padrao associada a
transformagao proposta por TELLES (1987). A implementagdo da formulagao
padrdo com ponto de colocacdo fora do dominio permite o célculo associado a
técnica de subelementagdo ou sem a utilizagdo da mesma. A formulacdo auto-
regularizada do fluxo exige continuidade de Holder C'“, condigdo que ndo ¢
obedecida ao se utilizar elementos isoparamétricos. Foi entdo utilizado o conceito de
“continuidade relaxada”, onde a fun¢do densidade possui continuidade de Holder
C"* apenas na vizinhanca do ponto de colocagdo. A partir dos valores de potencial e
fluxo no contorno pode-se calcular, em uma fase de pds-processamento, os valores
de potencial e gradiente do potencial para pontos internos através da utilizagdo de
formulagdes padrdo e regularizadas.

No capitulo II apresenta-se uma revisdo literaria sobre o Método dos
Elementos de Contorno enfatizando-se o estudo das formulagdes auto-regularizadas
para problemas de potencial. O capitulo III contém a descri¢do da metodologia
utilizada para o estudo das formulacdes das Equagdes Integrais de Contorno para
problemas bidimensionais de potencial.

No capitulo IV trata-se do Método dos Elementos de Contorno, com a
descri¢do dos diversos aspectos da implementagdo computacional dos algoritmos
utilizados, destacando-se a formulagdo auto-regularizada do potencial com a
implementagdo da quadratura logaritmica ou da transformagao de Telles para o
calculo da integral fracamente singular remanescente, a formulagao auto-regularizada
do fluxo, que utiliza o conceito de “continuidade relaxada” de forma a possibilitar a
utilizacdo de elementos de contorno isoparamétricos que nao possuem continuidade
C"“, ¢ a rotina da formulagio padrio como ponto de colocagio fora do dominio que

pode ser utilizada com ou sem o auxilio da técnica de subelementagao.



No capitulo V sdo apresentados os exemplos numéricos utilizados para
testar as formulagdes apresentadas e no capitulo VI as conclusdes obtidas ao longo
do desenvolvimento deste trabalho.

Os resultados obtidos ao longo deste trabalho confirmam a validagdo das
formulagdes nao-singulares para o céalculo dos valores de potencial e fluxo nos
pontos do contorno assim como para o calculo das incognitas nos pontos internos. A
formulacao padrao com ponto de colocagdo fora do dominio utilizando a técnica de
subelementagdo apresentou resultados muito confidveis, algumas vezes utilizados
como valores de referéncia para os problemas. Todos os resultados obtidos através
da utilizagdo da formulagdo auto-regularizada do potencial convergiram
monotonicamente para a solucdo exata, mostrando-se equivalentes aos valores

obtidos através da formulagao padrao baseada no valor principal de Cauchy.



2- REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1. Conceitos de Teoria de Potencial

Este trabalho se baseia no estudo de formulagdes ndo singulares para o
calculo das Equagdes Integrais de Contorno aplicadas a problemas bidimensionais de
potencial. A teoria do potencial estuda o movimento de uma particula de massa
unitaria, sujeita a um campo de for¢a F, que se move de um ponto £a um ponto x no
espaco; resultando em trabalho do campo de forca sobre esta particula. O trabalho
depende do caminho da particula, porém se o campo for tal que este trabalho seja
independente do caminho tem-se um campo conservativo. Quando o campo ¢é
gravitacional o potencial ¢ chamado Newtoniano.

KELLOG (1967) estudou a teoria do potencial que ¢ relacionada a equagao
diferencial de Laplace. Esta equacdo diferencial governa diversos problemas, tais
como, problemas de fluxo de calor em regime permanente num meio homogéneo,
problemas de percolagdo de dgua e problemas eletromagnéticos.

Por fluxo de calor entende-se o processo pelo qual a energia ¢ transportada.
KREITH (1973) estudou os principios da transmissdo de calor e como pode ser visto
em seu trabalho a energia ¢ transmitida sempre que existir um gradiente de
temperatura no interior de um sistema ou quando dois sistemas com diferentes
temperaturas forem colocadas em contato. A primeira lei da termodindmica diz que a
energia ndo pode ser criada nem destruida, apenas modificada, enquanto pela
segunda lei da termodindmica o calor fluird dos pontos de temperatura mais alta para
os de temperatura mais baixa. J& os problemas de percolacao seguem a lei de Darcy e
necessitam o estudo dos fluidos. Esse estudo pode ser feito através da utilizagdo da
equacao de Euler, que recebe a forma da equacdo de Laplace quando aplicada a fluxo

irrotacional de um fluido incompressivel.



2.2. Revisao literaria

Vérios estudos vém sendo desenvolvidos a respeito do Método dos
Elementos de Contorno (MEC). O sucesso do MEC como método numérico
desenvolvido a partir das Equagdes Integrais de Contorno (EIC) se deve as
propriedades especiais das solucdes fundamentais utilizadas. Em 1963
JASWON (1963) e SYMM (1963) fizeram um estudo das equacdes integrais de
Fredholm, que serviram de base para estudos mais profundos a respeito do método.
Jawson lidou com a parte tedrica da equagdo para problemas de potencial, enquanto
Symm trabalhou com os procedimentos numéricos e com a solu¢do de problemas de
potencial bidimensionais triviais obtendo resultados que convergiram para a solucao
exata com o aumento do numero de elementos utilizados para aproximar o contorno.
Segundo ele o valor do nimero de elementos a serem utilizados ¢ limitado e
especifico para cada contorno, pois, a partir de um certo valor aparece erro por mal
condicionamento. De acordo com suas experiéncias, um condicionamento 6timo para
um dado niimero de elementos poderia ser melhor obtido mantendo-se constante o
intervalo entre os elementos do contorno. RIZZO (1967) fez uma extensdo do
método das equacdes integrais de contorno para problemas bidimensionais de
elasticidade aproveitando-se da analogia existente entre a teoria do potencial e a
elasticidade classica, tendo também utilizado elementos igualmente espagados na
maioria de seus exemplos, seguindo o que foi observado por SYMM (1963) para os
problemas de potencial, porém sugeriu que intervalos desiguais deveriam ser
estudados. O niimero de elementos para aproximar o contorno, a partir do qual a
equagdo fica mal condicionada ainda ¢ desconhecido. Foi Rizzo quem primeiro
reconheceu a necessidade de uma avaliacdo cuidadosa das integrais singulares
substituindo a dependéncia singular por identidades ndo singulares.

CRUSE (1969) trabalhou com problemas tridimensionais de elasticidade
através da utilizacdao de equacdes integrais singulares. Nesse caso, Cruse adotou uma
abordagem analitica dos nucleos singulares, substituindo o contorno real por
elementos planos que puderam ser calculados através de integracdo analitica. Nesse
trabalho Cruse observou que refinando apenas um elemento proximo a area de

concentracdo de tensdes a solucdo obtida para os outros elementos ndo era



seriamente afetada, ou seja, o analista poderia refinar apenas os elementos proximos
as areas onde ocorre esta concentracdo de tensdes sem prejuizo dos resultados.
CRUSE (1972) demonstrou detalhadamente o método das Equagdes Integrais de
Contorno (EIC) para as equacdes de Laplace e de Navier e apresentou, através de
resultados numéricos, a habilidade deste método ao se trabalhar com condigdes de
contorno mistas para problemas de potencial. CRUSE (1974) fez uma melhoria do
método das EIC para problemas de elasticidade 3-D através do desenvolvimento de
um modelo com variagao linear dos valores de contorno por meio de uma abordagem
analitica correta. A aplicacdo de elementos de ordem superior utilizou o conceito de
movimento de corpo rigido para calcular o termo livre na EIC do problema.
LACHAT e WATSON (1976) apresentaram a representacdo isoparamétrica, que €
utilizada até hoje na maioria das implementac¢des das EIC. CRUSE (1977) publicou
um trabalho reunindo os pontos mais importantes do método das equagdes integrais
de contorno no qual ele discute duas formas de se obter as solu¢des das equacdes
integrais bi e tridimensionais para a equac¢ao de Laplace; neste trabalho Cruse
também apresenta o método das equagdes integrais para problemas de elasticidade bi
e tridimensionais.

BREBBIA et al. (1984), BREBBIA ¢ DOMINGUES (1992) bem como
diversos outros autores, utilizaram o método dos residuos ponderados para obter as
equagoes integrais necessarias a formulagdo do MEC, o que permitiu relacionar este
método as outras técnicas numéricas, facilitando a compreensdo do mesmo por quem
ja fosse familiarizado com as outras técnicas.

HUANG e CRUSE (1993) apresentaram um texto constituido por uma
revisdao de algumas técnicas numéricas normalmente adotadas para o célculo das
integrais singulares ou quase singulares; este texto ¢ importante devido ao fato da
técnica utilizada ser critica para a obten¢do de uma andlise eficiente dos elementos de
contorno.

As preocupacdes com a precisdo dos esquemas de integracdo gaussiana
continuam até os dias atuais, ¢ muitos pesquisadores tem procurado técnicas para
melhorar a precisdo e a confiabilidade desses esquemas de integracdo. O primeiro
procedimento de regularizacao para solu¢des numéricas foi a expansao de Taylor dos

deslocamentos de contorno utilizada por CRUSE e VAN BUREN (1971). A



expansdo de Taylor para o operador singular ¢ derivada de uma abordagem de
regularizagdo amplamente utilizada no tratamento analitico das solugdes de equagdes
integrais. LEAN ¢ WEXLER (1985) sugeriram uma combinagdo de integracdo
gaussiana ponderada e uma transformagdo de varidveis para eliminar a singularidade
existente em problemas bidimensionais. TELLES (1987) propds uma alternativa
altamente eficiente para a melhoria da precisao da quadratura de Gauss, utilizada na
avaliacdo da integral quase singular, que consiste na utilizacdo de transformacdes
polinomiais de coordenadas, de forma a proporcionar uma distribuicdo mais
uniforme dos pontos de integragdo para os nucleos singulares. HAYAMI e
BREBBIA (1988) utilizaram o método da expansdo de Taylor para casos de Valor
Principal de Cauchy (VPC) e para casos de quase singularidade. PRADO e TELLES
(1991) demonstraram a viabilidade da utilizacdo de uma EIC hipersingular de fluxo
para problemas bidimensionais de potencial, trabalhando com nds duplos nos pontos
de canto e prescrevendo condi¢des de contorno adicionais relativas a esses nos.
Virios estudos tem sido feitos com a finalidade de se retirar a natureza
singular introduzida na formulacao das EIC. CRUSE e AITHAL (1993) utilizaram a
expansdo de Taylor para reduzir as integrais singulares ou quase singulares a fungdes
regulares. CRUSE e SUWITO (1993) desenvolveram uma forma fracamente singular
da identidade Somigliana de tensdo através de regularizacao, ou seja, a equagao nao
precisava mais conter os termos fortemente singulares ou hipersingulares. Em 1994,
continuando o trabalho de CRUSE e SUWITO (1993), HUANG e CRUSE (1994)
desenvolveram uma formulacdo da EIC de forcas de superficie que envolve apenas
integrais fracamente singulares para problemas tridimensionais e integrais totalmente
regulares para problemas bidimensionais. Segundo eles a interpretagdao segundo o
Valor Principal de Cauchy (VPC) ¢ desnecessaria quando se utiliza a formulagdo
regularizada. PRADO e TELLES (1995) fizeram um estudo sobre o efeito da
continuidade da derivada do potencial na formula¢ao hipersingular do MEC para
problemas bidimensionais de potencial, onde foi verificada que a continuidade dessa
derivada é condi¢cdo necessdria para a existéncia do Valor Principal de Cauchy.
MARTIN e RIZZO (1996) concordaram que, apesar de elementos de contorno nao
obedecerem a condigdo de continuidade de Holder C'* das fungdes densidade no

ponto de colocagdo, condicdo suficiente para a existéncia de integrais



hipersingulares, os conceitos de VPC e Parte Finita de Hadamark poderiam ser
evitados; porém salientaram que, se os requisitos de suavidade fossem ignorados,
através da utilizagao de continuidade relaxada, seria dificil prever o que aconteceria
com os resultados. CRUSE e RICHARDSON (1996) mostraram a necessidade de se
utilizar elementos ndo conformes para equagdes hipersingulares através da utilizagao
da tensdo média nos noés de canto. A natureza singular foi removida naturalmente por
meio de uma formulagdo analitica apropriada do problema de -elasticidade.
RICHARDSON et al. (1997) e LUI e CHEN (1998) utilizaram o conceito de
continuidade relaxada, no qual a fun¢do densidade poderia ser continua por partes. A
classe de algoritmos com regularizagdo relaxada mantém numericamente a relagdo
entre as incdgnitas no ponto de colocagdo e seu estado de regularizagao de tal forma
que a densidade regularizada ¢ C"* na vizinhanga do ponto de colocacdo. Foi
verificado que a regularizacdo relaxada ¢ totalmente consistente com a integracao
padrao da parte finita de Hadamard para a teoria de elasticidade bidimensional e que
a aproximac¢ao numérica mantém um comportamento fracamente singular. Em 1999
Cruse e Richardson apresentaram dois trabalhos sobre as formulagdes regularizadas.
O primeiro, CRUSE e RICHARDSON (1999), apresenta resultados sobre problemas
bidimensionais de elasticidade, nesse trabalho eles observaram que as formulagdes
regularizadas para for¢as de superficie necessitam uma ordem de interpolagdo maior
para se obter a mesma precisdo da formulacdo tradicional com ordem inferior, para
um mesmo numero de graus de liberdade. O segundo, RICHARDSON ¢ CRUSE
(1999), apresenta os resultados para problemas tridimensionais de potencial,
utilizando o conceito de continuidade relaxada. RIBEIRO e JORGE (2000)
apresentaram um trabalho sobre as formulagdes auto-regularizadas do potencial e do
gradiente do potencial para problemas bidimensionais de potencial, apresentando os
principais passos para obtencdo das mesmas, assim como resultados numéricos para
dois exemplos de transmissdo de calor. RIBEIRO et al.(2000) calcularam a integral
fracamente singular que permanece na formulag¢do auto-regularizada do potencial
utilizando quadratura logaritmica e verificaram que esta formulagdo apresenta
resultados totalmente equivalentes aos resultados obtidos através da utilizagao da

formulagdo padrao do MEC.



3- FORMULACOES NAO-SINGULARES DAS EQUACOES INTEGRAIS DE
CONTORNO PARA PROBLEMAS BIDIMENSIONAIS DE POTENCIAL

3.1-  Introdu¢do

Neste capitulo sdo abordados os pontos principais da teoria das equagodes
integrais de contorno (EIC) para as formulacdes ndo-singulares utilizadas neste
trabalho. Apresenta-se a equagdo integral para pontos de colocagdo fora do dominio,
bem como as formulagdes auto-regularizada do potencial e auto-regularizada do
fluxo, visando sua implementacao através do MEC.

Para formular as EIC torna-se necessario o emprego das chamadas solucdes
fundamentais. A solugdo fundamental utilizada neste trabalho, Eq.3.1, ¢ uma solugdo
bem conhecida, disponivel em literatura, que satisfaz a equagdo de Laplace para
dominio infinito. Seu desenvolvimento pode ser visto detalhadamente em

CRUSE (1977). Para problemas bidimensionais tem-se

* 1 1
u (p,Q)—zﬂln(r(p’ Q)J (3.1)

onde u™* ( p,Q ) ¢ a solugdo fundamental e » corresponde a distancia entre o ponto de
colocacdo ( p) e o ponto onde se busca o valor da solu¢do fundamental (Q) e de sua
derivada. A derivada da solugdo fundamental em relacdo a normal a superficie que

passa através do ponto Q, € expressa por ¢* ( p,Q ).



3.2-  Equacdo Integral de Contorno

A formulagdo das equagdo integrais para problemas de potencial se baseia
em aspectos tais como a existéncia de uma solucdo fundamental para a equacdo de
Laplace e a existéncia de uma relagdo reciproca entre duas funcdes que sejam
continuas e possuam derivada primeira continua.

A solu¢dao fundamental utilizada é a Eq.3.1 e a relagdo de reciprocidade
entre duas fungdes ¢é obtida através da utilizagdo do teorema da divergéncia de Gauss
tomando-se como operador diferencial a equacdo de Laplace, que ¢ uma equacdo
diferencial parcial eliptica de segunda ordem, tal como descrito em CRUSE (1977).

O contorno do problema possui condigdes de contorno essenciais ou
naturais especificadas. Para problemas de potencial as condigdes de contorno
essenciais sdo aquelas correspondentes aos valores de potencial e as condicdes de
contorno naturais correspondem aos valores das derivadas do potencial. Quando o
problema possui apenas condigdes de contorno essenciais prescritas, tem-se um
problema de Dirichlet, enquanto que problemas com condi¢des de contorno naturais
prescritas, sdo conhecidos como problemas de Neumann. Os problemas que
envolvem condig¢des de contorno essencial e natural sdo conhecidos como problemas

mistos.

Figura 3.1- Defini¢des basicas I

Neste trabalho S corresponde a um somatorio de superficies suaves, ou seja,
superficies cuja fungdo € continua para todos os pontos de um contorno fechado, Q
representa um ponto de integracdo no contorno e 7 ¢ um ponto auxiliar nesse

contorno. O ponto de colocagdo € representado por p quando o mesmo € um ponto
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qualquer do dominio, por P quando ¢ um ponto do contorno e por p’ quando ¢ ponto
fora do dominio, conforme Fig.3.1. A curva fechada § delimita a regido

bidimensional R, cujo vetor unitario normal n ¢ dirigido para fora de R como pode

ser visto na Fig.3.2; onde R ¢ a regido fora do dominio.

(a) Dominio finito (b) Dominio infinito

Figura 3.2 — Defini¢des do dominio do problema

Sendo F uma fungdo continua com derivada primeira continua, pode-se
aplicar o teorema da divergéncia de Gauss, que transforma um problema de volume
em um problema de superficie e vice-versa. Aplicando-se esse teorema a problemas
de potencial com F =uVu *, onde u ¢ correspondente ao potencial e u* ¢ a solugdo
fundamental, obtém-se a primeira identidade de Green. Aplicando-se novamente o
teorema da divergéncia, agora com F =u * Vu , obtém-se uma equagdo que, subtraida

da primeira identidade de Green leva a segunda identidade de Green:

_ _ *
I(uvzu*—u*v2u)dV: J(u du —u*ﬂJdS (3.2)
K ; dn dn
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Como a solugdo fundamental satisfaz a equagdo de Laplace, tem-se que
Viu*+A(p,0) =0
onde A(p,Q) ¢ a funcdo delta de Dirac.

Viu*=~A(p,0) (3.3)

Multiplicando a Eq.3.3 por u e integrando-a no dominio tem-se

[[uVPu1av = [ul-A(p,Q)1dV = -u(p) (3.4)
R R

Aplicando-se a Eq.3.4 juntamente com a equacio de Laplace, V1 =0 na segunda
identidade de Green, Eq.3.2, e considerando que a derivada do potencial em relagao a

normal pode ser expressa por

% =q= Vu.i
tem-se
~u(p) = [[u(@)q* (p.0)dS - [ [u*(p.Q)q(Q)]dS
ou
u(p)+ [[1(Q)g* (.S = [ [u* (p.0)q(©)]dS (3.5)

no dominio R.

Quando a derivada do potencial em relagdao a normal ¢ multiplicada por uma
constante, tem-se o que se chama fluxo.

Por um processo de limites o ponto p ¢ levado ao contorno, alterando-se o
contorno original conforme Fig.3.3-a e fazendo o limite do raio (g¢) dessa nova
superficie tender a zero. Esse desenvolvimento ¢ apresentado por CRUSE (1977), e a

Eq. 3.5 fica na forma:
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cu(P)+ [[u(Q)g*(P,Q)IdS = [ [u*(P,0)q(Q)] dS (3.6)

E sabido que o coeficiente c vale

sendo do angulo interno em radianos, num ponto de colocacdo, conforme Fig.3.3-b.
Para superficie suave tem-se 8 = 7 e ¢ = ', para pontos internos ¢ = 1 e para pontos

externos ¢ = 0.

PONTO DE PONTO DE
COLOCACAO COLOCACAO

e /1. //

i ﬂ

(a) processo limite (b) definigao de 4
Figura 3.3 — Defini¢des basicas II
Estendendo a Eq.3.6 para um ponto p’ fora do dominio, ou seja, em R, e

lembrando que neste caso ¢ = 0, obtém-se a equacdo a ser implementada ao se

utilizar a formulagdo da EIC com ponto de colocagao fora do dominio

[[(@q*(p',001dS = [[u*(p',0)q(@)]dS  Vp'eR (3.7)
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3.2.1- Formulagdo auto-regularizada do potencial

As formulagdes auto-regularizadas para problemas bidimensionais de
potencial apresentadas aqui foram deduzidas por RIBEIRO e JORGE (2000),
seguindo um procedimento andlogo ao adotado por CRUSE e RICHARDSON
(2000) para regularizar as EIC para problemas tridimensionais de potencial. A
formulagdo auto-regularizada do potencial é uma formulagdo parcialmente regular,
pois permanece com uma integral fracamente singular de natureza logaritmica. O
processo de regularizagdo exige que a varidavel de campo (potencial) atenda a
condi¢do de continuidade de Holder u(p) € C**, 0 < o < 1, 0 que normalmente
ocorre nos problemas praticos.

Neste trabalho sdo apresentadas apenas as etapas fundamentais para o
entendimento do processo de regularizacdo da equacdo integral do contorno para
problemas de potencial.

Partindo-se da equagdo integral de contorno apresentada na Eq.3.5,

> o
reescrevendo-se q por Vu.n ¢ substituindo-se u* pelo valor da solugao fundamental

bidimensional, Eq.3.1, obtém-se a seguinte equacdo que representa o potencial num

ponto genérico p no interior do dominio R:

21(p) =~ [ulQ) Vi (@j (0)ds
1

+ ;[%(Q)- i(Q)In (wj dS  VpeR (3-8)

N

Esta ¢ a representacdo integral padrdo para pontos internos. A formulagao

do gradiente do potencial pode ser representada pela seguinte equagao:

— d 1
27V =— —V In|l——||dS
ZV u(p) Sf[u(Q)[ -V, (r(p Q)ﬂ

b

_ _ 1
Vv -n(OW  In| —— |dS 3.9
+Sj u(0)-#Q)V, ”[r(p, Q)] (3.9)
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ondeV , ¢ o operador gradiente para o campo que, quando aplicado a um potencial

r (p,Q), tem a seguinte propriedade:

V,r(p,0)=-V,r(p.0) =-Vr(p.0) (3.10)

na Eq.3.10, quando o operador ndo possui indice significa gradiente em relagdo a Q.

A Eq.3.8 pode ser estendida para um ponto p’ fora do dominio, obtendo-se

0= —Sju(Q)ﬁzn (r (pf ’Q)J .ii(Q)ds +Sj%(Q)- i (0)in (r (p{ ’Q)de (3.11)

A identidade de Green ¢ diferente para pontos no interior do dominio e
pontos no contorno, sendo portanto descontinua. Sendo a fung¢do campo u(p),
continua no sentido de Holder, tal como apresentado anteriormente (u(p) € C*“para
0 < o < 1) a mesma pode ser regularizada, eliminando-se a descontinuidade na

representacao do potencial. A regularizagao ¢ feita através da soma e subtracao da

integral singular u(7) I@(ln j-ﬁ(Q)dS , calculada num ponto de colocagao
S

5

no contorno (7'), Fig.3.1, de forma a remover a descontinuidade na equacao integral
do potencial, antes da mesma ser discretizada, sendo obtida dessa forma a seguinte

equacao:

27u(p)=—u(T) j Vin (@] .i(0)ds - sj[u(Q) —u(T)]Vin (@J .i#(0) ds

= 1
+ Vu(Q)-ﬁ(Q)ln(—J ds (3.12)
I 0
onde /n 5.0 ¢ o potencial Newtoniano que ¢ descontinuo quando p — 7. A
rep,

primeira integral da Eq.3.12 € entdo expressa em termos do angulo de varredura que

vale 2r para qualquer ponto p € R, em um contorno fechado.
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Apoés a substituicdo do angulo de varredura, a identidade de Green auto-

regularizada ¢ dada pela seguinte equagao:

2 u(p)=27u (7)- j[u(Q)—uszn[r ( I’Q)j.ﬁ(Q)dS

N 1
+ S_fVu(Q)-n(Q) ln(mde (3.13)

Nessa equagdo todos os termos singulares foram cancelados naturalmente.
A primeira integral da Eq.3.13 ¢ totalmente regular, enquanto a segunda integral ¢
fracamente singular. Mesmo assim, essa equacdo ¢ considerada auto-regularizada.

Quando p— T, obtém-se a seguinte equagao:

d 1 du
0= —Sj[u(Q) —u(T)]E]n(m]dS + IE

S

1
In| —— |dS 3.14
s”(r(r,g)j G149

Essa equagdo ¢ continua para qualquer 7 € S incluindo pontos angulosos.
Segundo Ribeiro e Jorge (2000), o processo de limite para a obtencdo da equacdo
integral de contorno para pontos externos leva a uma equagdo idéntica a equagao
acima, mostrando que a representacao do potencial € continua para todos os pontos

de contorno nos quais a variavel do campo u(p) € C *“sendo 0 <o < 1.
3.2.2- Formulagdo auto-regularizada do fluxo

O gradiente do potencial no ponto interno p, € calculado a partir Eq.3.13

22V u(p) == [[u(0Q) —u(T)]{% v, ln(@ﬂdS

S b

N 1
+ Sjw(Q) -i(Q)V,, ln(@JdS (3.15)
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sendo V , o operador gradiente para o campo, que possui a propriedade apresentada

pela Eq.3.10. A equacdo a seguir representa a forma indicial da Eq.3.15, onde as
derivadas dos potenciais envolvidas sdo todas em termos do ponto Q, tendo sido

efetuadas as trocas convenientes de sinais.
277”(17),,‘ = I[”(Q) —u(T)] In (#jsij n; (Q)dS
] Hp.0) )"

_ 1
—|v Q) In| ——— |, dS 3.16
Sj u(Q) - #i(Q) ”(r(p, Q)j (3.16)

Nessa equacao as duas integrais contém singularidade forte resultando numa
representacdo descontinua do gradiente do potencial u(p). O primeiro integrando ¢
hipersingular e contém derivadas normal e tangencial do potencial Newtoniano. A
formulagdo auto-regularizada é obtida através da soma e subtragdo de um gradiente

constante, que corresponde a subtracdo de um campo potencial linear dado por:
u(Q)=u(l)+u, |7 [x,(Q) —x,(T)]
O gradiente desse campo linear ¢ dado por

Vu*(Q) = Vu(T)

Seguindo os procedimentos apresentados por Jorge et al. (2001) e Cruse e

Richardson (2000), obtém-se a seguinte equagao

2zu(p),; =27u(l), + Sj[u(Q) —uL(Q)]ln(@

- [Vu(Q)- Vu(T))-ii(Q) z(#j ds (3.17)
R r(p,0)

Jaij n; (Q)dsS

Essa equacgdo ¢ também chamada identidade de Green auto-regularizada do

gradiente do potencial para um ponto interno. Ela é regular para todos os pontos
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internos proximos ao contorno, inclusive em regides de canto onde a condi¢do de
.. 1 , . . - ., o~ .
continuidade u(p) € C"“ ¢ satisfeita. A equagdo a seguir é a equagdo integral de

contorno auto-regularizada, obtida quando p—Q:

0= fiut@)—u* @) [(1 )j (s
N

r,Q

— [VulQ) - Vu(1))-i(0) ln( j s (319
e T

Essa equacdo ¢ valida para todo ponto de contorno que satisfaz a condicao
u(p) € C"* em qualquer ponto O=7. Ela ¢ uma equacio vetorial, ¢ representa duas
equagdes para problemas bidimensionais, uma para cada direcdo dos eixos
coordenados de referéncia, sendo dessa forma super-especificada. E necessario
portanto escolher uma das equagdes. A formulagdo normalmente escolhida ¢ obtida
através da projecao do vetor gradiente do potencial na dire¢ao da normal operando-se

sobre o sistema de equagdes com a normal local n; (T ); essa € a equacdo que

usualmente produz melhores resultados numéricos conforme enfatizado por
RICHARDSON e CRUSE (1999). Operando-se com a normal no ponto obtém-se a

identidade de fluxo de Green para a teoria de potencial:

_ iy 1
0=n,(T )J.[M(Q) u= (0] IH[F(T’ Q)}” n;(Q)ds

—n,(T) WM(Q)—W(T)]%(Q)M[;}[ ds (3.19)
SI AT, 0)

2
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4- IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL DO METODO DOS ELEMENTOS
DE CONTORNO

4.1- Introdugao

No capitulo anterior, foi apresentada a formulagdo béasica do Método dos
Elementos de Contorno, assim como as formulacdes integrais de contorno auto-
regularizadas para problemas bidimensionais de potencial. Neste capitulo sera
apresentada a aproximag¢dao numérica para as mesmas, utilizando elementos
1soparamétricos quadraticos, cubicos e quarticos. A implementagao ¢ realizada para

problemas com dominio finito representados pela Fig.3.2-a.

4.2- Discretizagao

O contorno S, que delimita o dominio sobre o qual o problema ¢ formulado,
¢ dividido em segmentos finitos denominados elementos de contorno, que sdo
aproximados por um esquema de interpolacdo previamente definido, com base nas
coordenadas de pontos nodais situados sobre o contorno real. Analogamente, os
valores de potencial e fluxo s3o aproximados por fungdes de interpolagao
apropriadas definidas em termos dos respectivos valores nodais de contorno. As
funcdes de interpolacdo sdo também chamadas fungdes de forma. No caso de
elementos de contorno isoparamétricos, tais como os adotados neste trabalho, as
fungdes para aproximar a geometria sdo as mesmas utilizadas para aproximar os
valores de contorno. Podem ser aplicados diferentes tipos de elementos; neste

trabalho utilizam-se elementos quadraticos, ctibicos e quarticos, Fig. 4.1.
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(a) quadraticos (b) cubicos (c) quarticos

Figura 4.1 — Coordenadas parametrizadas dos elementos de contorno

Todos os elementos acima possuem geometria curva. Os elementos
quadraticos possuem trés nods, sendo um em cada extremidade do elemento e o
terceiro no meio do elemento; nesse caso portanto o potencial e o fluxo possuem uma
variagdo quadratica ao longo do elemento. Nos elementos cubicos existem quatro
nos, sendo dois nas extremidades ¢ os outros dois situados a cada ter¢o do elemento;
nesses elementos os valores de potencial e fluxo possuem uma variagao cubica. Os
elementos quarticos possuem cinco noés, sendo dois de extremidade e os outros trés
localizados de forma a se ter um nd no meio do elemento e os outros dois a um
quarto das extremidades. Nesse caso os valores de potencial e fluxo possuem
variacdo quartica ao longo do elemento. Geralmente, ao se aumentar o grau do
polindmio utilizado, a precisao dos resultados melhora, isto ¢, costuma-se obter
resultados melhores com elementos quarticos do que com elementos quadraticos ou
cubicos.

A intersecao entre dois elementos deve receber uma atengao especial, pois o
potencial ¢ continuo na maioria dos casos praticos de interesse, ao passo que o fluxo
geralmente ndo o €. Ocorre descontinuidade do fluxo quando se possui
descontinuidade da normal ao contorno, ou seja, as normais possuem direcdes
diferentes para os elementos que concorrem no nd, como pode ser verificado nos nés
de pontos angulosos, Fig.4.2. A descontinuidade do fluxo também ocorre quando se
tem descontinuidade da condicdo de contorno, ou seja, quando o fluxo, mesmo
prescrito em contorno suave, apresenta descontinuidade, Fig.4.3. O algoritmo que
esta sendo utilizado neste trabalho admite descontinuidades da normal ao contorno e

ou das condigdes de contorno, utilizando um unico ndé nos cantos, permitindo
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prescrever valores de fluxo diferentes nos elementos anterior e posterior ao nd
compartilhado. Pode-se prescrever também o fluxo na extremidade de um desses

elementos e o potencial, que ¢ continuo, na extremidade do outro elemento.

Y

Figura 4.2 — Descontinuidade da normal ao contorno

Descontinuidade
do Fluxo

Fluxo do elemento i+1
é Fluxo do elemento i

Figura 4.3 — Descontinuidade de fluxo

Quando se tem um nd de canto, podem ocorrer quatro casos diferentes,
dependendo das condi¢des de contorno do problema. A primeira possibilidade ¢
quando o fluxo ¢ prescrito antes e depois do canto, tendo-se como incognita o
potencial. A segunda possibilidade ¢ potencial e fluxo do elemento anterior
prescritos; nesse caso a incognita sera o fluxo do elemento seguinte. Se o potencial e
o fluxo do elemento seguinte forem prescritos, a incognita sera o fluxo do elemento
anterior. Caso o Unico valor prescrito seja o potencial, tem-se duas incognitas que
serdo os fluxos do elemento anterior e posterior; nesse caso pode-se calcular uma
normal média unitaria e obter o fluxo para ela, ou utilizar o conceito de ponto fora,
Fig.4.5, no qual os pontos sdao afastados da posi¢ao real para se obter os valores a
partir deles.

As implementacdes feitas neste trabalho foram realizadas em Fortran 77

partindo de um programa desenvolvido por RIBEIRO, JORGE e CRUSE para
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problemas bidimensionais da teoria de potencial baseado nas formula¢des auto-
regularizadas do potencial e do fluxo. As implementacdes foram feitas de modo que
através do programa final, o usudrio ¢ capaz de resolver problemas bidimensionais de
potencial utilizando formulag¢do das EIC padrdo com ponto de colocagdo fora do
dominio com base na Eq.3.7, formulagdo auto-regularizada do potencial, Eq.3.14, ou
formulacao auto-regularizada do fluxo, Eq.3.19.

A formulacdo com ponto de colocagdo fora do dominio pode ou ndo ser
associada a técnica de subelementagdo, que esta apresentada na secao 4.2.1. A
formulagdo auto-regularizada do potencial permanece com uma integral fracamente
singular que pode ser calculada através da utilizagdo da transformagdo proposta por
TELLES (1987) ou por meio de um esquema de quadratura logaritmica. Para a
formulacao auto-regularizada do fluxo ¢ feito um estudo da influéncia da derivada
tangencial do potencial sobre os valores obtidos.

Como resultado obtém-se os valores de potencial e fluxo para todos os nos
do contorno. A partir desses valores, sdo obtidos, em uma etapa de poOs-
processamento, os valores do potencial e do seu gradiente para pontos internos com a
utilizacdo de formulagdes cléssicas, Eq.3.8 ¢ Eq.3.9, ou formulagdes regularizadas,

Eq.3.13 e 3.17.

| Elemento

Contorno
Aproximado

= |

Figura 4.4 — Exemplo de discretizagdo com elementos quadraticos
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A Fig.4.4 apresenta um dominio discretizado com elementos quadraticos,
que sao aqueles elementos constituidos por trés nos, sendo dois de extremidade, que
pertencem a dois elementos € um no interno, localizado no meio do elemento. O
contorno aproximado ¢ composto por elementos calculados utilizando fungdo
quadrética.

A geometria ¢ aproximada pela seguinte relagao

©) ~x(&) =3 N, (&)
SRR CE “

WO~ W& =S N(©)y'
i=1

onde x' e )’ representam as coordenadas dos nés do elemento, m corresponde ao
nimero de pontos nodais do elemento que vale trés, quatro ou cinco para elementos
quadraticos, cubicos ou quarticos, respectivamente, e N,(&) sdo as funcdes de
interpolagdo.

Os valores de potencial e fluxo no contorno sao aproximados pelas

seguintes expressoes:

u(Q) ~u(®) = 3 N,
= 4.2)

40~ =3 N:©d'
i=1

onde ' e ¢' representam respectivamente os valores nodais de potencial e fluxo no
contorno.

As coordenadas curvilineas de um ponto genérico do elemento de contorno
sdo parametrizadas em funcdo das coordenadas dos nos de extremidade, através de
coordenadas locais homogéneas & apresentadas na Fig.4.1, que variam de —1 a 1.
Essas coordenadas parametrizadas sdo necessarias quando se utiliza quadratura de

Gauss padrao para o calculo das integrais envolvidas, sendo J o Jacobiano de
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transformagdo que relaciona a coordenada adimensional & com a coordenada
curvilinea S de forma que o comprimento dS corresponda a aproximadamente |J| d&.

Para os elementos utilizados, as funcdes de forma ficam expressas

respectivamente por:

Elementos quadraticos:

1
Ny =2ee-D)

1
N, =—&(E+1) (4.3)
N, =(1-E)(1+&) 2o

Elementos Cubicos:

N (E=D(-98°) _1+3E)(1-¢°)

N3
16 16
, , (4.4)
N, 2 1=38)(1=¢) N, = (E+ D98 1)
16 16
Elementos quarticos:
v = €055 -05)(-1) v = (E+DEE+05)(E-1)
1 1,5 ! ~0,375
v, 2 E+DeE-05)(-1) v, o EH09EE-05)E+1) (45
’ ~0,375 i 1,5
v = EHDE+05)(E-05)(¢-1)
’ 0,25

A partir das consideragdes anteriores a equacao integral de contorno, Eq.3.6

discretizada € expressa como:
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cu(P)+ z J u(Q)Vln

k=1 AS,

VR

) Q)j-ﬁ(Q)dS(Q)
1

-y [Vu(0)- n(Q)ln( v Q)de(Q) (4.6)

b

onde O =f (&) e N € o nimero de elementos do contorno

Quando o ponto de colocagdo se localiza sobre o elemento que estd sendo
integrado, a primeira integral possui termos singulares envolvendo a derivada da
solucdo fundamental e a integral do segundo termo da equag¢do possui termos
fracamente singulares. Existem inumeras técnicas para resolver essa equacao.
Tradicionalmente utiliza-se uma regularizagdo local através de movimento de corpo
rigido para o célculo da primeira integral; a segunda integral pode ser calculada
através de integracdo logaritmica ou através da transformagdo proposta por
TELLES (1987).

Uma alternativa para eliminar o problema da singularidade ¢ a utilizagdo de
pontos de colocagdo fora do dominio. Nesse processo sdo criados pontos de
colocacdo correspondentes a cada ponto do contorno afastados da posicdo real na
direcao da normal ao elemento a que ele pertence, de forma que o valor de r seja
sempre diferente de zero. Outra forma de se evitar o problema da singularidade ¢ a
regularizacdo das equacdes integrais de contorno, antes da discretizagdo das mesmas,

conforme apresentado nas segdes 3.2.1 e 3.2.2.
4.2.1- Formulagao padrao com ponto de colocacao fora do dominio

Discretizando a Eq.3.11, para pontos de colocacdo fora do dominio, de

forma analoga a Eq.4.6, obtém-se

0= i[_ [ u(QWzn[r (p{} Q)j - ﬁ(Q)dS(Q)]

k=1 AS,

k=1

+ﬁ[ jvu(Q) n(Q)ln( (p{,Q)JdS(Q)J 4.7)
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Nessa equacdo, p’ € o ponto de colocacdo fora do dominio, conforme
Fig.4.5. Esse ponto se situa a uma distancia d = « L, onde « ¢ uma constante a ser
definida pelo usudrio de forma a posicionar o ponto de colocagdo mais proximo,
quando seu valor for muito pequeno, ou mais distante do contorno, ¢ L ¢ o
comprimento do elemento. O ponto p’ estd localizado na dire¢do da normal ao
elemento no ponto considerado, quando o ponto de colocagdo pertence a um so
elemento. Quando dois elementos concorrem no nd, ou seja, quando o ponto
considerado coincide com n6 de extremidade, o ponto de colocagdo passa a se
localizar na dire¢ao da normal média dos elementos que concorrem no n6 e L passa a
valer Lm que corresponde ao comprimento médio desses elementos. Os pontos de
colocacdo s3o correspondentes aos pontos de contorno, existindo tantos pontos de

colocagao quanto forem os pontos do contorno.

L - — %
N
*,

- =i

- -

Figura 4.5 — Pontos de colocagao fora do dominio

A implementagdo ¢ feita aplicando-se diretamente a Eq.3.11, sem
preocupacdo com singularidades. Porém, quando o valor de a ¢ muito pequeno, o
ponto de colocagdo se aproxima do contorno, ocorrendo uma tendéncia de quase

singularidade, gerando imprecisdes na integracdo dos elementos adjacentes ao ponto.
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Essas imprecisdes numéricas podem ser evitadas por meio de uma técnica de
subelementagao, tal como adotado em SILVA (1996).

A técnica de subelementagdao consiste na subdivisao do ou dos elementos
que contém o ponto do contorno correspondente ao ponto de colocacdo considerado,
quando o ponto de integracao se localiza sobre um desses elementos. Essa subdivisao
¢ feita de forma que o comprimento do primeiro subelemento seja igual a d, isto &,
igual a distancia do ponto de colocagdo ao contorno. Os demais subelementos terdo
comprimento igual a distancia entre o ponto de colocacao e a extremidade do ultimo
subelemento calculado, conforme pode ser visto na Fig.4.6. Esse calculo ¢ feito até
obter-se o ultimo subelemento, onde ¢ feita a seguinte verificagdo: caso o
comprimento desse Ultimo elemento seja maior ou igual a 40% do comprimento do
penultimo elemento, ele ¢ mantido; caso contrario, o ultimo subelemento desaparece
e seu comprimento ¢ dividido proporcionalmente entre os subelementos anteriores.
Cada subelemento ¢ entdo integrado normalmente através da quadratura de Gauss
padrao. A subelementagdo permite a utilizacdo de pontos fora muito préximos ao
contorno com resultados confiaveis.

O célculo do comprimento infinitesimal de elementos curvos ¢ dado por

ds = (dx* + dy* )%, que em coordenadas intrinsecas corresponde a ds =|J| dé. O

1
comprimento dos subelementos pode entdo ser calculado como s = ﬂJ | dé.
-1

Figura 4.6 — Processo de subelementacdo
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4.2.2- Formulagao auto-regularizada do potencial

A forma discretizada da equacdo integral auto-regularizada do potencial, ¢
obtida com base no processo de aproximacdo anteriormente descrito, utilizando-se

esquemas de interpolacdo quadraticos, cubicos e quarticos.

P (».0)

k

- [ -uen [ ! j n,(0)dS(Q)

1
r(P,0)

+k§=1: j%u(Q)-ﬁ(Q)ln( JdS(Q) (4.8)

ASy

Essa equacdo ¢ parcialmente regularizada, pois a regularizagdo ¢ feita
somente sobre a primeira integral, que era originalmente singular. A primeira integral
da equacdo ¢ totalmente regular e ¢ avaliada por meio de quadratura gaussiana
padrdo, enquanto a segunda integral permanece fracamente singular e ndo necessita
nenhuma regularizagdo para ser calculada, porém sua correta avaliagdo numérica
depende da forma como ela esta sendo calculada devido a natureza logaritmica da
solucao fundamental do problema bidimensional.

Nesse trabalho foi feita a implementagdo da quadratura logaritmica para
avaliacdo da integral fracamente singular utilizando elementos quadraticos, ctibicos e
quarticos, seguindo procedimentos analogos aos apresentados por BREBBIA et al.
(1984).

Ao se utilizar quadratura logaritmica para resolver a integral fracamente
singular, € necessario fazer outra transformacdo obtendo uma coordenada intrinseca

7, que varia de 0 a 1, que s@o os limites de integragcdo desse esquema, isto é:

1 n
[rm ln%dn =3 fow, ( (4.9)
0 i=1

onde n ¢ igual ao numero de pontos de integracdo, 77; € a coordenada adimensional do
1-€simo ponto de integragdo e w; € o fator ponderador.
O processo de transformacado ¢ apresentado detalhadamente no Apéndice 1.

Esse processo gera uma integral fracamente singular avaliada por meio de quadratura
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logaritmica e integrais ndo singulares avaliadas por um esquema de quadratura de
Gauss padrao. Situagdes distintas ocorrem quando o ponto de colocagdo coincide
com as extremidades do elemento ou com os pontos internos, para cada tipo de
interpolacdo considerada.

Uma alternativa altamente eficiente, que permite utilizar apenas quadratura
de Gauss na avaliagdo numérica das integrais da Eq.4.8 ¢ a utilizacdo da
transformagao proposta por TELLES (1987). Essa transforma¢ao melhora a precisao
da quadratura de Gauss para a avaliacdo da integral quase singular relocando os
pontos de integracdo proximos ao ponto singular. Essa alternativa também foi

implementada neste trabalho para os trés elementos considerados.

4.2.3- Formulagao auto-regularizada do fluxo

A formulagdo auto-regularizada do fluxo, descrita pela Eq.3.19, ¢

discretizada seguindo a mesma metodologia adotada anteriormente

0= n(P) [[u(Q)~u (Q)]ln( e Q)},,n (Q)dS(Q)

k=1 AS,

—én(P) Mj [Vu(Q) - Vu" (0)]-7#(0) m(ﬁ) dS(Q) (4.10)

M

A implementacdo dessa equagdo se baseia no conceito de ‘“continuidade
relaxada”, ou seja, a densidade regularizada possui continuidade de Holder C'“
apenas na vizinhanca do ponto de colocacdo, ndo estando garantida a continuidade
no ponto. Esse conceito ¢ adotado devido ao fato dos elementos utilizados neste
trabalho serem isoparamétricos conformes, ndo preservando a continuidade de
Holder C"% que ¢é requerida para a validade da formula¢io auto-regularizada do
fluxo. Segundo MARTIN e RIZZO (1996), se os requisitos de suavidade forem
ignorados ¢ dificil prever matematicamente o que ird acontecer, pois apesar da
regularizagdo permitir evitar os conceitos de Valor Principal de Cauchy (VPC) ou da
Parte Finita de Hadamard (PFH), a suavidade requerida ¢ exatamente a mesma da
equacdo original; por outro lado, RICHARDSON et al.(1997) utilizaram o conceito

de “continuidade relaxada” para a teoria de elasticidade bidimensional concluindo
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que a regularizagdo relaxada ¢ totalmente consistente com a interpretacdao padrdo da
parte finita de Hadamard e que a aproximacao numérica mantém um comportamento
fracamente singular, obtendo resultados convergentes sob refinamento das malhas.
Em 1999, Cruse e Richardson obtiveram excelentes resultados ao aplicar a
formulagdo regularizada com “continuidade relaxada” a problemas bidimensionais
da elasticidade, inclusive para pontos no dominio quando estes se aproximam do
contorno.

A formulagdo auto-regularizada do fluxo requer uma representacao explicita
do gradiente para pontos no contorno. Esse gradiente ¢ obtido através de uma
combinagdo vetorial da derivada tangencial local do potencial no contorno e do fluxo
em cada n6 do elemento, como serd explicado a seguir. Neste trabalho o calculo da
componente tangencial do gradiente esta sendo realizado localmente com base na
interpolacdo do potencial sobre o elemento do contorno de forma a evitar que as
derivadas tangenciais sejam incluidas como novas varidveis do problema. Essa

aproximacao ¢ feita com base no esquema de interpolagao sobre o elemento, Eq.4.2

ou 1 ,
~—>» N'. ! 4.11
0~ T2 (S (4.11)

dN ; ) .
sendo N'i=d— e u' o vetor de valores nodais do potencial no elemento.

Conseqiientemente a derivada tangencial tem ordem um grau inferior ao do esquema
de interpolacao no elemento.

As derivadas normal e tangencial do potencial, conhecidas ou incognitas,
sdo referidas ao sistema local do elemento, sendo portanto necessario fazer um
mapeamento, de forma a se obter essas derivadas no sistema global, que serdo

necessarias para exprimir o gradiente do potencial no sistema global, ou seja

T
V| (4.12)
ox Oy
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Como pode ser visto no Apéndice 2, as componentes do gradiente no sistema global

correspondem a

ou
ox [] 1
=[r
e
o g
Onde
R=| oA R]=|B() 4
[R]= B, A, ou [R]=|B() A()
Sendo
n,
- "
A= e B() = (4.13)
m n,
J

Dessa forma, o gradiente do potencial pode ser escrito como
Vu(Q) ~ Vu(é,) = AE) Y N' (Q)u' + B(E)Y N, F' (4.14)
i=1 i=1

Quando o elemento 7, que compartilha o ponto de colocacio P/, esta sendo integrado,
os termos para a auto-regularizacdo da equacao integral, Eq.4.10, sdo dados pela

expansdo de Taylor para o potencial da seguinte forma

u' (Q) = u(P")+Vu(P)(Q-P")
Vul (0) = Vu(P") (4.15)

sendo Vu(P") calculado sobre o elemento AS;.

Quando o elemento que estd sendo integrado nao compartilha o ponto de colocagdo

P', 0s termos para a auto-regularizagio da equagio integral, Eq.4.10, sdo dados por
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u*(0) :%[u(m+%<P’>.(Q—P’>+u<PJ)+?u<PJ>.(Q—PJ>]

Vu (0) = %[%(P’)Jr Vu(P')] (4.16)

sendo portanto o gradiente regularizador, a média de Vu(P') e Vu(P’). Caso o ponto
de colocagdo esteja no interior do elemento o valor de Vu(P") é Gnico. Dessa forma o
gradiente para o /-ésimo elemento ¢ calculado usando a Eq.4.14 e a expansdo de
coordenadas naquele elemento. O potencial ¢ continuo no ponto de colocacdo e as

fun¢des densidade

u(Q)—u"(Q)
Vu(Q)-Vu"(Q) (4.17)

sio de ordemr’(P,Q)e r(P,Q), respectivamente. Conforme Richardson et al.
(1996), o algoritmo do MEC proporciona a condi¢ao de regularidade requerida para
que a EIC seja limitada, embora a condicdo de continuidade C** do potencial nio
seja atendida.

Os gradientes regularizadores na Eq.4.10, calculados da forma descrita
anteriormente, sio univocamente definidos no ponto de colocagdo P', no modelo
analitico, porém nao sdo unicos no algoritmo do MEC baseado na condigdo de
“continuidade relaxada”. Valores calculados com base nos valores nodais e na
interpolagdo sobre o elemento sdo usados localmente para avaliacdo das integrais
sobre os elementos que compartilham o ponto de colocagdo P. O valor médio nodal
em P ¢ adotado para a regularizag@o das integrais dos demais elementos de contorno
que nao compartilham esse ponto de colocagao.

O algoritmo que esta sendo utilizado neste trabalho admite descontinuidades
da normal ao contorno Fig.4.2, e ou das condi¢des de contorno Fig.4.3, utilizando um
unico no nos cantos, permitindo prescrever valores de fluxo diferentes nos elementos
anterior e posterior ao ndé compartilhado. Pode-se prescrever o fluxo na extremidade
de um desses elementos € o potencial, que ¢ continuo, na extremidade do outro

elemento.
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4.3- Ponto Interno

O célculo do potencial e do respectivo gradiente para os pontos internos ¢
feito em uma etapa de pds-processamento utilizando os valores obtidos para o
contorno. Neste trabalho esse calculo estd sendo feito através da utilizagdo de
formulacdes padrao e regularizada. As formulagdes padrao para céalculo dos valores
de potencial e gradiente do potencial para pontos internos correspondem as Eq.3.8 e
3.9 do capitulo anterior, enquanto as formulagdes regularizadas correspondem as
Eq.3.13 ¢ 3.17. O célculo de todas as integrais ¢ feito através de quadratura de Gauss
padrdo. Espera-se obter melhores resultados ao se utilizar a formulacio regularizada,
principalmente quando os pontos internos se aproximam dos pontos do contorno,
pois neste caso ocorre uma tendéncia de quase singularidade na formulagao padrao,
gerando imprecisdes na integragdo dos elementos, o que ndo ocorre na formulagdo

regularizada.

4.4- Descrigao do programa

O programa final ¢ composto pela rotina principal e por 46 sub-rotinas, que
sao utilizadas para calcular problemas bidimensionais de potencial com dominio
finito, Fig. 3.2-a. Como resultado obtém-se os valores incdgnitos de potencial e fluxo
para os pontos do contorno, e potencial e gradiente do potencial para pontos internos.
O tipo de formulacdo a ser utilizado ¢ escolhido pelo usuério, sendo oferecidas as
seguintes opgoes:

a- Formulagao auto-regularizada do potencial com transformacao de Telles,
para tratar a integral fracamente singular remanescente, Eq.4.8;

b- Formulacdo auto-regularizada do potencial com integracdo logaritmica,
para tratar a integral fracamente singular, Eq.4.8;

c- Formulagao auto-regularizada do fluxo, Eq.4.10;

d- Formulagdo padrio com ponto de colocacdo fora do dominio sem
subelementagdo, Eq.4.7;

e- Formulacdo padrdao com ponto de colocacao fora do dominio com

subelementagdo, Eq.4.7.
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Neste programa ¢ utilizado o esquema de quadratura de Gauss padrdo para o
calculo de todas as integrais, exceto a integral fracamente singular quando for
escolhida a op¢ao com quadratura logaritmica.

As sub-rotinas principais do programa sdo descritas resumidamente a seguir,

enquanto a forma de utilizagdo do programa e a descri¢cdo do arquivo de dados sdo
apresentados no Apéndice 3.
PMAIN ¢ a rotina principal para problemas de potencial através da utilizacao das
formulacdes auto-regularizada do potencial, auto-regularizada do fluxo ou
formulagdo padrdo com ponto de colocagdo localizado fora do dominio. Nessa rotina
sdo definidos os nimeros-limites do programa, como dimensdes das matrizes e
vetores utilizados no mesmo. A escolha da formulagdo ¢ feita através da tela, quando
o tipo da formulagdo ¢ armazenado na variavel IKIND. Caso seja escolhida
formulacgdo auto-regularizada do potencial (IKIND = 0), o usudrio podera optar pelo
calculo da integral fracamente singular, remanescente na formulacdo, através de
transformagdo de Telles (IKINDO = 0) ou através de integragdo logaritmica
(IKINDO = 1). Caso seja escolhida a formulacao padrao com o ponto de colocacao
fora do dominio (IKIND = 2), o usuario podera optar por utilizar a técnica de
subelementac¢do (IKIND2 = 1) ou por ndo utilizé-la (IKIND2 = 0). Apds essa escolha
o usudrio devera fornecer o valor de ALFA que, ao ser multiplicado pelo
comprimento do elemento, correspondera a distancia do ponto de colocacdo em
relacdo ao contorno, na dire¢do normal ao elemento. A formulagdo auto-regularizada
do fluxo possui apenas uma forma de célculo e portanto ndo ¢ fornecida nenhuma
opg¢ao para o usuario. Apos a escolha da formulagao e da entrada das particularidades
de cada uma, o programa requer o nome dos arquivos de dados e de saida.

O arquivo de dados ¢ o mesmo para qualquer formulacdo escolhida pelo
usuario, uma vez que os dados especificos para cada formula¢do em particular ja
foram fornecidos através da tela. A organizacdo dos arquivos de dados e a forma de
se utilizar o programa sao fornecidos no Apéndice 3.

A rotina principal chama a subrotina POTBEM que ¢ uma rotina especifica
para o programa de potencial. Ela ¢ a principal rotina do programa apés a PMAIN. A
POTBEM chama a POTREAD, que obtém os dados necessarios para a execugao do

programa. Depois chama a POTCOL, que seleciona as rotinas especificas para fazer
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a integragdo numérica para cada formulacdo e também fornece as coordenadas do
ponto de colocagdo, sendo ele no contorno ou fora do mesmo, de acordo com a
formulacdo a ser utilizada. Na POTBEM também siao chamadas as rotinas
relacionadas com a solu¢do do sistema de equacdes e ¢ feito um reposicionamento
dos resultados para a impressao correta dos resultados. Se o problema possuir pontos
internos ¢ aqui também que as rotinas para o calculo de potencial e gradiente do
potencial serdo chamadas, em uma fase de pos-processamento. Nessa rotina ainda ¢
questionado ao usuario se o mesmo deseja calcular a derivada tangencial
isoladamente.

As subrotinas ADISPOT2, ADISPOT3, ADISPOT40, ADISPOT4l1,
PALOCINT e PDISTINT calculam numericamente as integrais de contorno e todos
os coeficientes da matriz do sistema, sendo especificas para problemas de potencial e
sdo chamadas pela POTCOL de acordo com a forma de integracdo escolhida pelo
usuario. A ADISPOT?2 ¢ utilizada quando o usudrio opta pelo célculo via formulagao
auto-regularizada do potencial com a integral fracamente singular calculada através
de transformacdo de Telles. A ADISPOT3 ¢ utilizada para a mesma formulagao
anterior, porém com utilizagdo de quadratura logaritmica. Caso o usudrio opte pela
utilizacdo da formulagdo padrdo com ponto de colocagdo localizado fora do dominio,
existem duas opgoes: calculo sem subelementacdo, que ¢ feito a partir da subrotina
ADISPOT40 e calculo com subelementacao através da ADISPOT41. As subrotinas
PALOCINT e PDISTINT sdo especificas para o calculo via formulagdo auto-
regularizada do fluxo, sendo a primeira utilizada quando o ponto de colocacdo
compartilha o elemento que estd sendo integrado e a segunda quando o ponto de

colocagao nao compartilha o elemento que esta sendo integrado.
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5- RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo analisados quatro problemas classicos da teoria de
potencial através das formulacdes e algoritmos implementados conforme descrigao
anterior. O primeiro ¢ um problema simples com solugdo analitica conhecida e que
funciona como um “Patch test” e os outros trés sdo problemas nado triviais de

potencial, dos quais os dois Gltimos contém singularidade de fluxo.

5.1 — Exemplo 1: Problema de transmissdo de calor num dominio quadrado

Este ¢ um problema de transmissdo de calor através de um dominio
quadrado de lado igual a 6,0 em regime permanente. A temperatura u é prescrita
como sendo 0 em uma das bordas laterais e 300 na borda oposta, enquanto o fluxo é

prescrito igual a zero nas bordas superior e inferior, conforme Fig. 5.1.

u=300 + u=0

L=6,0

Figura 5.1 — Exemplo 1- geometria
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O coeficiente de condutividade térmica k ¢ assumido como 1. Este problema
possui solugdo analitica exata conhecida, onde o potencial varia linearmente em uma
direcdo quando y ¢ mantido constante. Os valores de potencial e fluxo sdo dados

respectivamente por

u(x)=-50x+300

q=—k e +50

O contorno do problema foi discretizado com malhas de quatro elementos
quadraticos, cubicos e quarticos respectivamente, as mais simples possiveis para
cada tipo de elemento. As malhas sdo compostas por um elemento em cada lado do
quadrado, onde foram obtidos os valores de potencial e fluxo para todos os pontos do
contorno. Foram obtidos também os valores de potencial e gradiente do potencial
para cinco pontos internos. As Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 apresentam o erro maximo
observado dos valores do potencial ¢ do fluxo no contorno em relagdo a solugdo
exata para cada formulagdo utilizada, sendo 10 um valor proximo a solucio exata,
considerando-se o calculo via computador, com precisao dupla. O valor de o usado
para o calculo da posi¢cdo do ponto de colocagdo quando se utiliza a formulagdo
padrdo com ponto de colocagdo fora do dominio foi adotado igual a 0,25.

Nas Tabelas 5.1, 5.2 ¢ 5.3, tem-se que:

FPPFSS - Formulagao Padrao com Ponto Fora - sem subelementagao

FPPFCS - Formulagao Padrao com Ponto Fora - com subelementagao

FARP12 - Formulagdo Auto-regularizada do Potencial - com Transformacao de
Telles e 12ptos de Gauss para o célculo da integral fracamente singular

FARP20 - Formulacdo Auto-regularizada do Potencial - com Transformacdo de
Telles e 20 ptos de Gauss para o calculo da integral fracamente singular

FARP40 - Formulagdo Auto-regularizada do Potencial - com Transformacgdo de
Telles e 40 ptos de Gauss para o calculo da integral fracamente singular

FARPIL - Formulagao Auto-regularizada do Potencial - com Integra¢ao Logaritmica

FARFLU- Formulagao Auto-regularizada do Fluxo
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Tabela 5.1: Exemplo 1 — Elementos quadraticos

Formulag¢dao | Pontos integracao | Erro do potencial | Erro do fluxo
(%) (%)
FPPFSS 12 0,002308 -0,015400
FPPFCS 12 1,27E-11 1,45E-10
FARP12 12 <10 0,474241
FARP20 20 <10™ 0,107162
FARP40 40 <10 0,004670
FARPIL 12 <10 -2,18E-09
FARFLU 12 6,66E-13 1,18E-11

A Tabela 5.1 apresenta os erros de potencial e fluxo para cada formulagao,
com elementos quadraticos. O niimero de graus de liberdade neste caso foi igual a
oito, enquanto a ordem de integracdo foi igual a 12. Para a formulagdo auto-
regularizada do potencial com transformagao de Telles, foi estudada uma variagao do
numero de pontos de integragdo local, podendo-se observar um aumento da precisao
dos resultados de fluxo com o aumento do nimero de pontos de integragao. O melhor
resultado de potencial foi obtido utilizando-se a formula¢do auto-regularizada do

potencial, tanto com a transformagdo proposta por Telles, como com integragdo

logaritmica.
Tabela 5.2: Exemplo 1—- Elementos ctibicos
Formulacdo |Pontos integracdo | Erro do potencial | Erro do fluxo
(%) (%)
FPPFSS 12 0,002285 0,004043
FPPFCS 12 1,35E-11 9,72E-10
FARP12 12 -0,032974 -0,672037
FARP20 20 0,000734 0,014895
FARP40 40 -0,00148 -0,030746
FARPIL 12 4,47E-08 -2,18E-09
FARFLU 12 5,00E-13 -5,80E-12

Na Tabela 5.2 sdo apresentados os resultados obtidos com elementos
cubicos e 12 graus de liberdade. Foram utilizados 12 pontos de integragdo. No caso
da transformacao proposta por Telles, foi feita uma variacao desse nimero adotando-
se 12, 20 e 40 pontos de integragdao sendo constatada uma melhora dos resultados ao

se utilizar 20 pontos. E possivel observar também que a formulagdo auto-
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regularizada do fluxo foi a que apresentou os melhores resultados ao se utilizar

elementos cubicos.

Tabela 5.3: Exemplo 1— Elementos quarticos

Formulacdo |Pontos integracdo | Erro do potencial | Erro do fluxo
(%) (o)
FPPFSS 12 0,006052 -0,145883
FPPFCS 12 1,67E-09 8,45E-08
FARP12 12 -0,008376 -0,724053
FARP20 20 0,006852 -0,098076
FARP40 40 -0,002021 -0,054517
FARPIL 12 -2,25E-06 -2,31E-06
FARFLU 12 4,00E-13 1,08E-11

A Tabela 5.3 contém os resultados obtidos ao se utilizar elementos quarticos
para aproximar a geometria e os valores de contorno. A formulagao auto-
regularizada do fluxo foi a que apresentou melhores resultados, tanto para potencial
quanto para fluxo.

Nesse problema ndao ocorrem erros de interpolacdo da geometria do
contorno; a aproximagdo da geometria ¢ feita de forma exata. A aproximacao dos
valores de contorno também ¢ feita de forma exata, a menos de erros de integracao.
Pode-se observar que as formulagdes auto-regularizada do potencial com integracdo
logaritmica, auto-regularizada do fluxo e formulacdo padrdo com ponto de
colocagao fora do dominio com subelementacdo foram as que apresentaram os
melhores resultados para os trés elementos analisados. A formulacdo padrao com
ponto de colocagdo fora do contorno mostrou-se muito efetiva, apresentando uma
melhora significativa quando associada a técnica de subelementacdo descrita na
secdo 4.2.1. Para a formulagdo auto-regularizada do potencial com transformacao de
Telles, o estudo da influéncia do aumento do nimero de pontos de integragao para o
calculo da integral fracamente singular mostra um aumento da precisdo dos
resultados quando o nimero de pontos de integragao utilizado para a avaliacao dessa
integral ¢ maior ou igual a 20 em relagao aos resultados obtidos com 12 pontos.
Percebe-se ainda que, todos os erros encontrados nas Tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 foram

inferiores a 1%.
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A seguir sdo apresentados alguns resultados obtidos para a malha de
elementos quadraticos com os diversos algoritmos implementados, onde foi feita
uma variagdo do numero de pontos de integragao de 4 a 12.

Para as Tabelas 5.4 ¢ 5.5 o numero de pontos de integracdo logaritmica foi
mantido constante igual a 12, ao passo que o numero de pontos de Gauss padrdo
variou de 4 a 12. Fez-se essa distingao devido ao fato de ter sido observado ao longo
dos estudos, que a variagdo do numero de pontos de integracdo logaritmica, no
intervalo de 4 a 12 pontos, nao alterava o resultado.

Na Tabela 5.4 estdo apresentados os resultados para a formulacdo padrdo
baseada no Valor Principal de Cauchy, obtidos com o programa de BREBBIA e
DOMINGUES (1992).

Tabela 5.4: Formulagdo padrdo — obtida com o programa de Brebbia e Domingues

Pontos Integragao Erro no Erro no
Padréao Potencial (%) Fluxo (%)
4 <10 0,011344903
8 <10 1,21629E-05
10 <10™ -1,84017E-07
12 <10™ 2,17700E-09

Na Tabela 5.5 sdo apresentados os valores de erro percentual do potencial e
do fluxo para a formulagao auto-regularizada do potencial com a integral fracamente

singular calculada com integracao logaritmica.

Tabela 5.5: Formulagdo auto-regularizada do potencial com integracdo logaritmica

Pontos Integragao Erro no Erro no
Padréao Potencial (%) Fluxo (%)
4 <10 0,011344903
8 <10™ 1,21629E-05
10 <10™ -1,84017E-07
12 <10 2,17700E-09

E possivel perceber que a formulagio auto-regularizada do potencial com

integragdo logaritmica ¢ totalmente equivalente a formulagao padrao do MEC. Ao se

40



variar o nimero de pontos de integracdo logaritmica de 4 a 12, o resultado ndo se
altera, tendo sido obtidos os mesmos resultados apresentados nas Tabelas 5.4 ¢ 5.5

A Tabela 5.6 contém os resultados obtidos ao se utilizar transformacao de
Telles para o célculo da integral fracamente singular remanescente na formulacdo
auto-regularizada do potencial. Nesse caso fez-se uma variacdo tanto do nimero de
pontos de integracdo local quanto do numero de pontos da integragdo geral. Por
integragdo local considera-se a integracdo dos elementos que possuem o ponto de
colocagdo, ao passo que integragao geral se refere ao célculo dos elementos que nao

possuem o ponto de colocacao.

Tabela 5.6: Formulacao auto-regularizada do potencial - transformacao de Telles

Pontos Integracao Erro no Erro no
Padrao — local e geral Potencial (%) Fluxo (%)
4 <10 -11,89777918
8 <10 -1,531600332
10 <10 -0,807252755
12 <10 -0,47650113

Para a obtencdo da Tabela 5.7, manteve-se o numero de pontos de
integracdo local igual a 12 e variou-se o nimero de pontos de integracdo geral de 4 a

12, verificando-se que o resultado ndo se altera.

Tabela 5.7: Formulacao auto-regularizada do potencial - transformacgao de Telles

Pontos Integragao Erro no Erro no
Padrao geral Potencial (%) Fluxo (%)
4 <107 -0,46518
8 <10 -0,47678
10 <10™ -0,47650
12 <10™ -0,47650

A Tabela 5.8 ¢ composta pelos valores de erro obtidos mantendo-se o
numero de pontos de integragao geral igual a 12 e variando-se o nimero de pontos de
integragdo local. Nesse caso o numero de pontos de integracao local influenciou de
forma significativa os resultados, havendo uma redu¢do dos erros a medida que o

nimero de pontos de integracdo local aumentou de 4 a 12, sendo da mesma ordem

41



dos valores obtidos na Tabela 5.6. O erro do fluxo, que era de -11,91% com 4 pontos

de integracao, caiu para —0,48 ao se utilizar 12 pontos.

Tabela 5.8: Formulagdo auto-regularizada do potencial - transformacdo de Telles

Pontos Integragao Erro no Erro no
Padréo local Potencial (%) Fluxo (%)

4 <10™ -11,9102

8 <10™ -1,5316

10 <10™ -0,8073

12 <10™ -0,4765

A utilizacdo da formulacdo auto-regularizada do potencial com
transformagao de Telles apresentou resultados praticamente iguais ao manter-se o
numero de pontos de integracdo local fixo e variar-se o nimero de pontos de
integracdo geral; entretanto, os resultados foram muito sensiveis a variacdo do
numero de pontos de integracgao local.

Na Tabela 5.9 sdo apresentados os erros de potencial e fluxo para a
formulacao auto-regularizada do fluxo. Todos os resultados apresentados sdo
praticamente exatos, dentro do limite de precisdo do computador; apresentando um

comportamento comparavel ao de polindomio.

Tabela 5.9: Formulagdo auto-regularizada do fluxo

Pontos Integragao Erro no Erro no
Padrao Potencial (%) Fluxo (%)
4 <10 -1,39888E-12
8 <10 -3,9968E-13
10 <10™ 1,40998E-12
12 -6,66134E-13 -1,17906E-11

A Tabela 5.10 contém os erros percentuais calculados através dos resultados
fornecidos pela formulagdo padrao com ponto de colocacdo fora do dominio,
associada a técnica de subelementacdao, onde percebe-se que, com 12 pontos de

integracao, os valores de fluxo e de potencial foram praticamente exatos.
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Tabela 5.10: Formulac¢do padrao com ponto fora — com subelementagao

Pontos Integragéo Erro no Erro no
Padrao Potencial (%) Fluxo (%)
4 0,002516784 0,037755317
8 3,58171E-07 -2,41082E-07
10 -2,39201E-09 5,95939E-09
12 1,26787E-11 -6,5592E-11

Para a formulacao padrdo com ponto de colocacdo fora do dominio foi

estudada a variagdo do valor de a.. Os resultados sdo apresentados na Tabela 5.11.

Tabela 5.11: Influéncia da variacdo de o na formulagdo padrdo com ponto de

colocagao fora do dominio com elementos quadraticos

Com subelementacao

Sem subelementacao

o Erro no Erro no Erro no Erro no
Potencial (%) Fluxo (%) Potencial (%) Fluxo (%)

1,00E-15 0,3922736 0,53383 -164,9180033 524,59766
1,00E-07 -0,0133714 4,42597 - -
1,00E-04 -0,4569736 19,67965 - -
1,00E-03 | -3,5667E-10 3,54E-09 - -
0,00150 -2,14230269 31,59631 -214,27837317 547,09650
0,02000 | -3,06644E-11 2,34660E-09 - -
0,02040 | -2,46692E-11 2,31760E-09 - -
0,02050 -13,5298260 29,93228 -71,9589842 193,41057
0,02500 -20,2075073 360,61087 - -
0,03000 -25,7628894 310,79534 - -
0,04000 -12,4072071 171,54789 - -
0,05000 64,1323749 503,78525 -14,6928771 48,62307
0,06000 58,5164822 2526,55038 -9,0954159 30,99125
0,06030 | -171,6026604 2495,53291 - -
0,06034 | -171,1242153 2492,91004 - -
0,060345| 2,85338E-10 -3,85003E-10 - -
0,06100 | 2,85993E-10 -3,66596E-10 -8,67602672 29,63092142
0,06500 | 2,85338E-10 -2,96208E-10 - -
0,07000 | 2,78666E-10 -4,48797E-10 - -
0,08000 | 2,51343E-10 -6,65201E-10 -3,598444006 12,68464631
0,09000 | 2,09999E-10 -7,71383E-10 - -
0,10000 1,65334E-10 -8,00404E-10 -1,455688848 5,2383667
0,25000 | -1,26787E-11 6,5592E-11 -0,002308166 0,009510101

0,5000 <10-14 -9,99201E-13 -2,59827E-07 1,31083E-06

1,0000 <10-14 -4,996E-12 -6,06134E-13 5,9952E-13
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A variagio de o foi feita de 10™"° a 1. Essa variacdo significa que a nova
posi¢do do ponto de colocagdo estd a uma distdncia perpendicular ao contorno
variando de 10°C a 1C, onde C corresponde ao comprimento médio dos elementos
que contém o ponto correspondente ao ponto de colocagdo. Para esse estudo foi
utilizada a mesma malha de elementos quadraticos adotada anteriormente e 12
pontos de integragdo. Os erros percentuais do potencial e do fluxo em relacdo ao

valor de a sdo apresentados graficamente nas Fig.5.2 e Fig.5.3, respectivamente.

= )
S
©
]
c
2
o
Q
2
w
—— COM Subelementagao
-0 SEM Subelementagao
0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
o
Figura 5.2 — Exemplo 1 — Erro potencial — variacao de o
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Figura 5.3 — Exemplo 1 — Erro fluxo — variagdo de o
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Analisando a Tabela 5.11 e as Fig.5.2 e 5.3 pode-se concluir que a
formulacdo com ponto fora apresenta resultados muito mais precisos quando
associada a técnica de subelementag¢dao. Pode-se perceber resultados muito precisos
para valores de o na faixa de 6 a 100 % do comprimento do elemento, entretanto
nota-se a ocorréncia de um mal comportamento para valores de a na faixa de 2,05 a
6,034 %, gerando resultados com precisdo muito ruim.

O programa calcula também os valores de potencial e gradiente do potencial
para os pontos internos a partir das formulag¢des padrao (Eq.3.8 € 3.9) e regularizada
(Eq.3.13 € 3.17), sendo as incognitas do contorno calculadas através das formulagdes
auto-regularizadas do potencial e do fluxo. Na Tabela 5.12 sdo apresentados os
valores de erro em relagdo a solugdo exata para pontos internos utilizando elementos
quadraticos. Foram calculados os erros para os pontos internos apresentados na
Fig.5.1, de coordenadas (2;2), (3;3), (4;2), (2;4) e (4;4). O maior erro encontrado ¢é

apresentado na Tabela 5.12.

Tabela 5.12: Exemplo 1 — Elementos quadraticos — pontos internos

Formulagdo | Pontos integracdo | erro do potencial | Erro do gradiente direcao x
(%) (%)
FARPIL-PIP 12 -1,59E-05 -2,10E-05
FARPIL-PIR 12 -1,25E-05 3,15E-10
FARFLU-PIP 12 -1,59E-05 -2,10E-05
FARFLU-PIR 12 -1,25E-05 7,99E-13

Onde

FARPIL - Formulagdo Auto-regularizada do Potencial - com Integracdo Logaritmica
FARFLU - Formulagao Auto-regularizada do Fluxo

PIP - Ponto Interno calculado através da formula¢ao Padrao

PIR - Ponto Interno calculado através da formulagdo Regularizada.

A formulacdo regularizada (Eq.3.13 e 3.17) mostrou-se altamente eficaz
para o calculo dos valores dos pontos internos, como pode ser visto na Tabela 5.12,
ao se comparar resultados de um mesmo algoritmo de solugdo do contorno. O valor

do gradiente foi mais sensivel ao tipo da formulagao utilizada.
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A Fig.5.4 apresenta os resultados de potencial para pontos internos obtidos
por meio da equagdo padrao (Eq.3.8) e da equacdo regularizada (Eq.3.13), enquanto
os resultados para o gradiente nesses pontos, obtidos através das Eq.3.9 e Eq.3.15,
sdo apresentados nas figuras Fig.5.5 e Fig.5.6.

Foram calculados valores ao longo de linhas paralelas ao eixo horizontal,
nas posicoes y = 0,3; y =1 e y = 3, aproximando-se os pontos internos do contorno
de forma a se verificar o comportamento quase singular, que ocorre na formulagao

padrao.

700

i? ——EXATO
—8—Padréo-Y=0,3
—A— Padréo-Y=1
—X¥— Padréo-Y=3
500 —@— Regularizada-Y=0,3
—6— Regularizada-Y=1
—/x— Regularizada-Y=3

600

POTENCIAL

0 1 2 3 4 5 6
X

Figura 5.4 — Exemplo 1 - potencial nos pontos internos

Na Fig. 5.4 pode-se observar que as duas formula¢des apresentaram
resultados precisos ao longo de todo o trecho analisado. Pontos muito proximos ao
contorno, entretanto, apresentaram distor¢ao dos resultados, para o calculo através da
formulagdo padrdo o que ndo aconteceu quando se utilizou a formulacdo
regularizada.

A Fig.5.5 apresenta o grafico da componente do gradiente na dire¢do x para
pontos internos, onde pode-se observar o comportamento da solucao ao se aproximar
os pontos do contorno. Percebe-se que a formulagcdo auto-regularizada apresentou
resultados muito precisos, mesmo para pontos muito proximos do contorno, ao passo

que houve uma perturbacdo nos resultados obtidos através da formulagdo padrdo
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devido ao problema de quase singularidade existente nessa tltima. Essa perturbagdo
¢ mais evidente quando a coordenada y vale 0,3, ou seja, quando o ponto interno se

aproxima de duas bordas do contorno.
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Figura 5.5 — Exemplo 1 — componente do gradiente na dire¢ao x nos pontos internos
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Figura 5.6 — Exemplo 1 — componente de gradiente na dire¢@o y nos pontos internos
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Na Fig.5.6 apresenta-se o grafico da componente do gradiente na dire¢do y
para pontos internos. Nesse caso a formulagdo auto-regularizada também apresentou
resultados muito mais precisos que a formulacdo tradicional, principalmente para
pontos muito proximos do contorno.

Pode-se concluir portanto que, quando o ponto interno se aproxima do
contorno a formulagdo regularizada supera totalmente a formulagao padrao devido ao

problema de quase singularidade existente nesta ultima.

5.2 — Exemplo 2 — Tubo de parede espessa

Problema de transmissao de calor através de um tubo de parede espessa em
regime permanente. O tubo possui secdo transversal com raio interno igual a 1,0 e
raio externo igual a 5,0. Apenas um quarto da secdo transversal do tubo foi
discretizada aproveitando-se a simetria axial do problema, consequentemente o fluxo
¢ nulo sobre as bordas radiais coincidentes com os eixos de simetria. A borda circular
interna possui fluxo prescrito igual a 31,21, enquanto a borda circular externa possui

temperatura prescrita igual a 20, conforme Fig.5.7.

q=0
100 40 |

Figura 5.7: Exemplo 2 - geometria
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A solugao analitica exata do problema ¢ dada por

u(x) = 31,21 In (9,49018552875 / r)

e
@=—31,21 q=—kVu.ii
dr r

O contorno foi discretizado com uma malha inicial de 6 elementos conforme
exemplificado na Fig.5.8, para elementos quadraticos. A partir desta malha foram
feitos refinamentos sucessivos através da subdivisdo dos elementos da malha anterior
em dois elementos de mesmo tamanho. Foram estudadas também as implementacdes
utilizando-se elementos cubicos e quarticos. As malhas de elementos quadraticos e
cubicos foram divididas sucessivamente até a obtencdo de malhas com 192

elementos, enquanto a malha de elementos quarticos foi refinada até 96 elementos.

Figura 5.8: Primeira malha do contorno discretizado — 6 elementos quadraticos

A ordem de integragdo numérica utilizada foi igual a 12 e os valores de
potencial e fluxo foram obtidos através de todos os algoritmos implementados.
Adotou-se a = 0,25 para a formulacdo padrdo com ponto de colocagdo fora do
dominio associada a técnica de subelementagdo, enquanto a formulagdo auto-
regularizada do potencial foi aplicada utilizando-se a integracdo logaritimica ou a

transformagdo de Telles para avaliacdo da integral fracamente singular. Nas Tabelas
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5.13 a 5.16 e nas Fig. 5.7 a 5.10 s@o apresentados os valores de erro do potencial no
ponto A e de erro do fluxo no ponto B em relacao a solugao exata. O potencial exato

vale 70,230557 em A e o fluxo exato vale — 6,242 em B.

Tabela 5.13: Exemplo 2- Formulag¢ao padrao com ponto de colocagao fora do

contorno

N.° de elementos| Numero de | Erro potencial | Erro fluxo (%)
Quadraticos Nos (%)
6 12 -2,66612 13,37697
12 24 -0,77835 2,05312
24 48 -0,18592 0,21956
48 96 -0,03555 0,04477
96 192 -0,00567 0,01164
192 384 -0,00071 0,00304
384 768 1,9317E-05 0,00078
N.° de elementos| Numero de | Erro potencial | Erro fluxo (%)
cubicos Nos (%)
6 18 -0,98616 -8,31738
12 36 -0,20002 0,05477
24 72 -0,03020 -0,02768
48 144 -0,00349 -0,00301
96 288 -0,00042 -0,00033
192 576 -0,00012 -6,0997E-05
384 1152 -7,9459E-05 | -2,8728E-05
N.° de elementos| Numero de | Erro potencial | Erro fluxo (%)
quarticos Nos (%)
6 24 -0,38241 3,88432
12 48 -0,05737 0,15767
24 96 -0,00854 0,00124
48 192 -0,00363 2,3853E-05
96 384 -0,00327 -9,3015E-05
192 768 -0,00323 -0,00013

A Tabela 5.13 apresenta os erros percentuais de potencial e fluxo para a
formulacdo padrdao com ponto de colocacdo fora do dominio com elementos
quadraticos, cubicos e quarticos e a Fig.5.9 representa graficamente esses erros.
Pode-se observar que os resultados obtidos através da utilizagdo de elementos
quarticos convergem para a solugdo exata muito mais rapidamente do que com os

outros dois elementos.
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Figura 5.9: Formulagao padrao com ponto de colocagdo fora do contorno

Visando fazer uma avaliacdo da influéncia da transformacao de Telles em
relacdo ao esquema de integragdo logaritmica, o problema foi também analisado por
meio da formulagdo auto-regularizada do potencial usando elementos quadraticos,
com a integral fracamente singular sendo calculada por meio das seguintes
alternativas: integrag¢do logaritmica com 12 pontos de integragdo; transformagao de
Telles com 12 pontos de integragdo; transformagdo de Telles com 40 pontos de

integragdo local e 12 geral. Os erros de potencial no ponto A e de fluxo no ponto B

podem ser vistos na Tabela 5.14 e na Fig.5.10.

Tabela 5.14: Exemplo 2- Formulagao auto-regularizada do potencial

N.° de elementos

Integ. Logaritmica

Transf.Telles-12

Transf.Telles-40

Quadraticos | Erro Potencial (%) | Erro Potencial (%) | Erro Potencial (%)
6 0,34121 0,329832 0,343918
12 0,0906 0,084457 0,092822
24 0,01826 0,015134 0,019809
48 0,00255 0,000988 0,0035448
96 0,00028 -0,000500 0,0008848
192 2,59E-05 -0,000359 0,0003863
N.° de elementos| Integ. Logaritmica | Transf.Telles-12 | Transf.Telles-40
Quadraticos Erro Fluxo (%) Erro Fluxo (%) Erro Fluxo (%)
6 1,16114 0,53745 1,144973
12 0,43252 -0,19275 0,407272
24 0,08994 -0,5253 0,054306
48 0,01042 -0,59618 -0,036414
96 0,00024 -0,60053 -0,058203
192 -2,80E-04 -0,59733 -0,070486
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Figura 5.10: Formulagdo auto-regularizada do potencial

Pode-se observar através da Tabela 5.14 e da Fig.5.10 que o valor do
potencial convergiu para a solugdo exata praticamente da mesma forma ao se utilizar
integracao logaritmica, transformacao de Telles com 12 ou transformagdo de Telles
com 40 pontos de integragdao. Pode-se observar ainda que o resultado de fluxo obtido
com integracdo logaritmica convergiu rapidamente para a solucdo exata. A utilizagdo
da transformacdo de Telles para o calculo da integral fracamente singular também
apresentou uma melhora significativa dos resultados com o aumento do nimero de
pontos de integracdao local, como observado no Exemplo 1. Os resultados obtidos
com 40 pontos de integragdo foram muito proximos daqueles encontrados ao se
utilizar integracdo logaritmica, com a vantagem de se utilizar apenas um esquema de
integracao para o célculo de todas as integrais envolvidas.

A Fig.5.11 e a Tabela 5.15 apresentam os resultados para a formulagao auto-

regularizada do potencial com integracdo logaritmica para os trés elementos

estudados.
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Figura 5.11: Formulagao auto-regularizada do potencial com integracao logaritmica
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Tabela 5.15: Exemplo 2- Formulagao auto-regularizada do potencial com integragdo

logaritmica
N.° de elementos| Numero de | Erro potencial | Erro fluxo (%)
Quadraticos Nos (%)
6 12 0,34121 1,16114
12 24 0,09060 0,43252
24 48 0,01826 0,08994
48 96 0,00255 0,01042
96 192 0,00028 0,00024
192 384 2,5887E-05 -0,00028
384 768 2,2691E-06 -0,00011
N.° de elementos| Numero de | Erro potencial | Erro fluxo (%)
cubicos Nos (%)
6 18 0,23029 4,04174
12 36 0,03506 0,55361
24 72 0,00388 0,06661
48 144 0,00032 0,00673
96 288 0,00002 0,00059
192 576 8,1699E-07 4,2541E-05
384 1152 -1,2071E-07 -2,84E-07
N.° de elementos| Numero de | Erro potencial | Erro fluxo (%)
quarticos Nos (%)
6 24 0,03813 -0,23960
12 48 0,00506 0,03680
24 96 0,00037 0,00339
48 192 0,00002 0,00021
96 384 1,50E-06 2,353E-05
192 768 3,0659E-07 8,768E-06

A Fig.5.11 mostra que a formulagdo auto-regularizada do potencial com
integracdo logaritmica retornou valores de potencial e fluxo muito precisos. Pode-se
observar também, que os resultados convergiram muito mais rapidamente para a
solucdo exata ao se utilizar elementos quarticos.

Os erros obtidos quando da aplicacdo da formulagdo auto-regularizada do
fluxo com elementos quadraticos, cubicos e quarticos podem ser vistos na Fig.5.12.

Essa formulacao foi implementada utilizando o conceito de “continuidade relaxada”,

como explicado na secao 4.2.3.
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Figura 5.12: Formulagdo auto-regularizada do fluxo

Os resultados numéricos sdo apresentados na Tabela 5.16.

Tabela 5.16: Exemplo 2 — Formulagao auto-regularizada do fluxo

N.° de elementos| Numero de | Erro potencial | Erro fluxo (%)
quadraticos Nos (%)
6 12 41,159 -172,994
12 24 8,286 -18,944
24 48 -5,553 -90,052
48 96 -0,590 1,4400
96 192 -0,638 11,168
192 384 -0,041 0,217
384 768 -0,003 0,073
N.° de elementos| Numero de | Erro potencial | Erro fluxo (%)
cubicos Nos (%)
6 18 11,3440 111,7340
12 36 3,9910 36,3580
24 72 1,0780 7,8620
48 144 0,2230 1,4440
96 288 0,0390 0,2630
192 576 0,0060 0,0460
384 1152 0,0009 0,0078
N.° de elementos| Numero de | Erro potencial | Erro fluxo (%)
quarticos Nos (%)
6 24 3,85600 -19,8960
12 48 0,45000 0,0140
24 96 0,03200 -0,0840
48 192 0,00210 -0,0070
96 384 0,00030 0,0002
192 768 0,00008 0,0002
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Nos graficos apresentados na Fig.5.12 pode-se perceber que os resultados
com elementos quarticos convergem rapidamente para a solugdo exata de forma
monotonica. Essa convergéncia monotonica ndo foi observada ao se utilizar
elementos quadraticos. Analisando a Tabela 5.16 pode-se perceber que os resultados
obtidos com a formulagdo auto-regularizada do fluxo sdo muito pobres para malhas
pouco refinadas, porém eles melhoram significativamente com o aumento do numero
de nos, para todos os elementos analisados.

Numa avaliagdo geral de todas as andlises efetuadas € possivel observar que
todas as formulacdes utilizadas fornecem resultados que convergem para a solucdo
exata quando a malha se torna mais refinada. Os resultados obtidos através da
formulacao auto-regularizada do potencial se mostraram muito precisos inclusive
para as malhas mais grosseiras como pode ser observado nas Fig.5.10 ¢ 5.11, onde o
erro maximo encontrado para potencial foi de 0,35% e para fluxo foi de 4%. Os
resultados da formulagdo padrao com ponto de colocacio fora do dominio, associada
a técnica de subelementacdo também convergiram rapidamente, de forma
monotoncia, para a solucdo exata. A formulagdo auto-regularizada do fluxo,
entretanto, necessita de malhas muito refinadas para obter resultados confidveis
principalmente quando se utilizam elementos quadraticos. Adotando-se um critério
de convergéncia de erro maximo de 1% seriam necessarias malhas com 24 elementos
quadraticos, 12 elementos cubicos e 12 elementos quarticos para a utilizagdo da
formulagdo padrao com ponto de colocagdo fora do dominio e subelementacdo. No
caso de formulacdo auto-regularizada do potencial esta precisdo ¢ encontrada com 12
elementos quadraticos ou cubicos, ou 6 elementos quarticos. Com base no mesmo
critério, para o algoritmo baseado na formulacao auto-regularizada do fluxo seriam
necessarias malhas com 192 elementos quadraticos, 96 ctbicos ou 12 quarticos. Esta
ultima formulagdo ¢ portanto muito sensivel ao grau do polindmio de interpolagdo
utilizado, convergindo muito mais rapidamente para a solucao exata a medida que se
aumenta o grau do polindmio interpolador.

As formulagdes utilizadas para o calculo de potencial e gradiente do
potencial para pontos internos foram estudadas através do célculo desses valores nos
pontos internos pertencentes a uma reta que coincide com a bissetriz do quadrante

analisado. Como esses valores sao obtidos em fase de pods-processamento a partir dos
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resultados do contorno, ¢ necessaria a utilizacdo de uma formula¢do que forneca
resultados confiaveis. Nesse exemplo os valores do contorno foram calculados
através da formulagdo auto-regularizada do potencial com integracdo logaritmica, 48

elementos quarticos e 12 pontos de integragao.
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Figura 5.13: Potencial e fluxo para pontos internos

Na Fig.5.13 sdo apresentados os valores de potencial € da componente radial
do gradiente do potencial. Como pode ser observado, o comportamento da solugdo
numérica baseada na representacdo integral padrdo e regularizada para pontos
internos ¢ semelhante aquele observado no Exemplo 1. Aqui também ¢é possivel
perceber a vantagem da formulac¢do regularizada para pontos internos proximos ao
contorno, devido ao fato da mesma evitar as perturbagdes numéricas decorrentes da

tendéncia ao comportamento quase singular.

5.3 — Exemplo 3 — “Motz problem” , MOTZ (1946)

Este ¢ um problema classico da teoria de potencial usado como um
problema de referéncia para a comparagdo entre os diferentes algoritmos visando
avaliar a sua precisdo para tratar campos com singularidade. Ele consiste de um
dominio retangular cuja geometria e condicdes de contorno sdo apresentadas na
Fig.5.14. Neste problema hda uma singularidade no ponto O resultante de uma

descontinuidade de fluxo nesse ponto.
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Figura 5.14 — Exemplo 3 — geometria

A primeira malha utilizada ¢ apresentada na Fig.5.15, onde ¢ apresentada a

numeragdo dos elementos do contorno. Essa figura também contém os pontos

internos localizados proximos ao ponto singular, onde foram calculados os valores de

potencial e gradiente do potencial.
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Figura 5.15 — Exemplo 3 — malha com 26 elementos

O problema foi calculado através da utilizacdo da formulagdo auto-

regularizada do potencial com integracdo logaritmica, da formulacao

auto-

regularizada do fluxo e da formulagdo padrio com ponto de colocagdo fora do

dominio associada a técnica de subelementa¢do. Foram aplicados os trés tipos de

elementos, com malhas de 26 elementos cada uma. Ao estudar este problema ¢ dada

énfase a borda inferior pois esta ¢ a borda de maior interesse devido a presenca do

ponto singular sobre a mesma.
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Figura 5.16: Exemplo 3 - Potencial e fluxo na borda inferior

A Fig.5.16 apresenta os valores de potencial no trecho OB e de fluxo no
trecho AO, na borda inferior, para todas as formula¢des analisadas. Os resultados
obtidos foram comparados aos valores apresentados por PARIS ¢ CANAS (1997)
com elementos quadraticos, que estdo muito proximos da solucdo obtida por
WHITEMAN e PAPAMICHAEL (1972) e JASWON e SYMM (1977). Uma analise
desses graficos mostra que o resultado converge para a solucdo de referéncia para
todas as formulagdes e todos os elementos utilizados, exceto para a formulagao auto-
regularizada do fluxo com elementos quadraticos. Através deste exemplo € possivel
perceber que, assim como mencionado por RIBEIRO et al.(2000), a formulacao
auto-regularizada do potencial é totalmente equivalente a formulacdo padrao do
MEC.

O gréfico do fluxo na borda OA mostra que todos os resultados obtidos
longe do ponto singular sio muito proximos da solu¢cdo de referéncia, a menos
daqueles obtidos quando se utiliza a formulagdo auto-regularizada do fluxo com
elementos quadraticos, que apresenta uma diferenca significativa. Para pontos
proximos ao ponto singular, entretanto, obteve-se um resultado oscilatério que pode

ser observado na Fig. 5.17.
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Figura 5.17: Exemplo 3 - Fluxo na borda inferior préximo ao ponto singular

Nesta figura percebe-se que, proximo ao ponto singular, a formulacao auto-
regularizada do fluxo ¢ a que melhor representa o comportamento singular do
problema, sem apresentar o comportamento oscilatorio presente nas outras

formulagdes.

Tabela 5.17: Exemplo 3 — Resultados numéricos do potencial no trecho OB

Jaswon Auto-regularizada Auto-regularizada Padrao com Ponto Fora

dL e Symm | Potencial/Integ. Log. Fluxo / subelementagdo
Quadr. | Cubic. | Quart. | Quadr. | Cubic. | Quart. | Quadr. | Cubic. | Quart.
0 500,00 |500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00 | 500,00
0,035714 | 576,4 |573,83|574,84| 575,29 | 586,20 | 561,39 | 578,53 | 574,29 | 576,01 | 576,01
0,071429 | 608,9 |607,22|607,84 | 608,12 | 686,31 | 594,74 | 609,05 | 607,93 | 608,50 | 608,62
0,107143 | 634,4 | 633,77 (633,61 | 633,81 | 660,10 | 624,69 | 634,81 | 633,79 | 634,19 | 634,24
0,142857 | 656,5 | 655,32|655,79 | 655,95 | 716,35 | 646,25 | 656,86 | 655,90 | 656,30 | 656,30
0,285714 | 728,5 |727,64|728,10| 728,14 | 557,21 | 722,02 | 728,54 | 728,02 | 728,43 | 728,36
0,428571 | 788,9 | 788,39 | 788,75 | 788,67 | 345,95 | 783,81 | 788,72 | 788,68 | 788,94 | 788,83
0,571429 | 844,4 | 844,77 | 844,42 | 844,20 | 559,43 | 840,65 | 843,90 | 844,20 | 844,56 | 844,31
0,714286 | 897,3 |897,72|897,76 | 897,20 | 508,85 | 894,77 | 896,54 | 897,16 | 898,45 | 897,27
0,857143 | 948,9 | 948,82 949,52 | 948,88 | 803,33 | 946,26 | 948,15 | 948,88 | 949,88 | 948,92
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A Tabela 5.17 apresenta os resultados numéricos para o potencial no trecho
OB utilizando como referéncia a distancia normalizada d/L, onde d é a distancia do
ponto singular ao ponto analisado e L ¢ a distancia de O a B, que vale 7. Esta tabela ¢
apresentada de forma a se obter uma melhor comparagdo entre os resultados
calculados através das formulacdes estudadas neste trabalho e os resultados
existentes na literatura. Através desses resultados ¢ possivel observar claramente a
vantagem de se utilizar o refinamento p, ou seja, o refinamento no qual se aumenta o
grau do polindmio. Principalmente quando se utiliza a formulacao auto-regularizada
do fluxo ¢ mais vantajoso utilizar elementos quarticos do que elementos quadraticos
ou cubicos.

Devido ao fato da formulagdo auto-regularizada do fluxo com elementos
quadraticos ter apresentado resultados tao ruins para o céalculo de potencial, foi feito
um refinamento da malha quadrética para um estudo mais aprofundado da mesma.
Neste estudo, a primeira malha ¢ composta por 26 elementos de contorno como na
Fig.5.15, porém os nds da borda inferior foram reposicionados com a ajuda de um
programa que calcula as coordenadas dos nds através de um processo de gradacao
por progressdo geométrica. A proporcdo entre o elemento mais distante do nd
singular e o mais proximo ¢ mantida igual a 10 e o refinamento ¢ feito simplesmente
dobrando-se o numero de elementos de uma malha para outra. Nas outras bordas o
refinamento ¢ feito de forma que as malhas refinadas possuem sempre o dobro de
elementos da malha anterior através da divisdo do comprimento de cada elemento ao
meio. Foram utilizadas sete malhas sendo que a primeira possui 26 elementos e a
mais refinada 1664 elementos. O numero de nos destas malhas pode ser calculado
multiplicando-se o nimero de elementos por dois, j4 que cada elemento quadratico
possui trés nos.

Os resultados obtidos através destes refinamentos podem ser vistos nas Fig.
5.18 e 5.19. Nestas figuras a solucdo de Referéncia ¢ aquela obtida através da
aplicacdo da formulacdo com ponto fora associada a técnica de subelementagao,

utilizando elementos quadraticos para a Malha 3.
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onde v ¢ o campo de velocidade, # o potencial hidraulico e K o coeficiente de
permeabilidade. A escavagao ¢ suficientemente grande para permitir um estudo plano
do problema, onde deve-se calcular o fluxo de agua no fundo da mesma. Considera-
se que ndo ha influéncia da escavacdo a uma distancia de 100 metros do centro da

mesma e que existe uma camada impermeavel coincidente com a borda EF.
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Figura 5.23 — Exemplo 4 — geometria

Aproveitando-se a simetria do problema, coincidente com a borda AF, tem-
se as condi¢des de contorno e a geometria apresentadas na Fig.5.23. Nessa figura sdo
apresentados os niveis da camada impermeavel e do lencol d’4dgua. Sob a hipotese de
solo e dgua incompressiveis este problema ¢ governado pela equagdo de Laplace e o
fluxo ¢ singular no ponto B.

Este problema foi analisado a partir da formulacao padrao com ponto de
colocacao fora do contorno associada a técnica de subelementacdo, formulagdo auto-
regularizada do potencial com integrag¢do logaritmica e formulacio auto-regularizada
do fluxo. Foram utilizados os trés tipo de elementos descritos no capitulo 4 de forma
a verificar a influéncia da formulagdao e do tipo de elemento nos resultados. A
discretiza¢ao foi feita de forma que todos os elementos sobre as bordas que ndo
concorrem no nd singular, possuem comprimentos iguais e constantes. Nas bordas
AB e BC, que concorrem no nd singular tem-se gradacdes diferentes de acordo com

o elemento utilizado.
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Os dados da geometria da primeira malha utilizada sdo apresentados na

Tabela 5.20 e na Fig.5.24, onde a malha de elementos quadraticos possui 34

elementos, com 68 nods ao todo, a de elementos cliibicos possui 23 elementos com um

total de 69 nds e a de elementos quarticos possui 18 elementos e 72 nos.

Tabela 5.20 — Detalhe das malhas

Numero de elementos / distancia entre os nos
Tipodo | Borda AB | Borda BC | Borda CD | Borda DE | Borda EF | Borda FA
Elemento
Quadratico 5 8 7 3 8 3
(Fig. 5.22) | (Fig. 5.22) 6,786 3,333 6,250 1,333
Cubico 4 5 5 2 5 2
(Fig. 5.22) | (Fig. 5.22) 6,333 3,333 6,667 1,333
Quartico 3 4 4 1 4 2
(Fig. 5.22) | (Fig. 5.22) 5,936 5,000 6,250 1,000
‘ 6x 1,1667 10x 0,5 \ 10x 0,5 ‘
. . .
C B A
Elementos quadraticos
3x0,1667 3x0,1667
| 3x2,3333 9x0,5 \ /] 9x0,5 |
i L l
C B A
Elementos Cubicos
4x0,25 4x0,25
| 4x1,75 8x0,5 | \ | / | 8x0.5 |
l ——— l
C B A

Elementos Quarticos

Figura 5.24 — Malha para as bordas AB e BC
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Figura 5.18 — Exemplo 3 — Potencial no trecho OB por meio da formulagao auto-

Potencial

regularizada do fluxo para elementos quadraticos — malhas 1 a 5
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Figura 5.19 — Exemplo 3 — Potencial no trecho OB por meio da formulagdo auto-

regularizada do fluxo para elementos quadraticos — malhas 5 a 7
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Estes resultados mostram que a precisdo obtida para as malhas 3 e 4 ¢ muito
pobre. Porém a medida que se refina a malha, os valores calculados tendem a solucao
de referéncia de forma oscilatoria, com diminui¢do da amplitude das oscilagdes e
aumento da freqliéncia.

Na equagdo auto-regularizada do fluxo ¢é requerida uma representagao
explicita do gradiente para pontos do contorno. Este gradiente ¢ composto por
valores de derivada normal e derivada tangencial. Como ndo se deseja entrar com
mais variaveis no problema, a componente do gradiente na dire¢do tangencial ¢
calculada localmente com base na interpolacdo sobre cada elemento, sendo funcio da
derivada das fun¢des de forma e do potencial prescrito nos pontos do contorno
(Eq.4.11). Isso significa que, quando a derivada normal possui uma aproximacao
quadratica, a derivada tangencial possui uma aproximacgao linear. Nas Fig.5.20 ¢ 5.21
sdo apresentados os graficos da derivada tangencial, utilizados para tentar mostrar a
relacdo existente entre a oscilagdo do potencial e a oscilagdo que ocorre no célculo da

derivada tangencial.

——Malha 1 —&—Malha 2
--&--Malha 3 —»—Malha 4
10000 1 4 . —o—Malha 5

5000 -

Derivada Tangencial

- 0,020 0,040 0,060 0,080 0,100 0,120 0,140 0,160 0,180 0,200

Distancia Normalizada

Figura 5.20 — Derivada tangencial — refinamento elementos quadraticos —

formulagdo auto-regularizada do fluxo —malhas 1 a 5
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Figura 5.21 — Derivada tangencial — refinamento elementos quadraticos - formulagao

auto-regularizada do fluxo — malhas 5a 7

Nas Fig.5.20 e 5.21 podem ser observadas grandes descontinuidades nos
valores da derivada tangencial nos pontos que compartilham dois elementos, por
exemplo no caso das malhas 3 e 4. E possivel também verificar claramente a
variacao linear da derivada tangencial, que possui um grau a menos que o grau de
interpolacdo do elemento. Nesse problema o valor da derivada tangencial do
potencial parece influenciar de forma significativa a resposta do potencial através da
formulacao auto-regularizada do fluxo, pois o comportamento oscilatério observado
nas Fig.5.20 e 5.21, que representam a variacao da derivada tangencial no trecho OB,
também pode ser observado na resposta de potencial nas Fig.5.18 ¢ 5.19.

A Fig.5.20 apresenta o resultado do fluxo préximo ao né singular, obtido
através da formulagdo auto-regularizada do fluxo com elementos quadraticos, para o
refinamento descrito anteriormente. No caso de fluxo, os resultados para as malhas 3
e 4 também sdo pobres, e ao se utilizar a malha 3 pode-se perceber que o grafico
possui sentido contrario ao das outras malhas, apesar disso a malha mais refinada

tende a representar melhor o comportamento do fluxo.
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Figura 5.22- Fluxo — refinamento elementos quadraticos - formulagdo auto-

regularizada do fluxo

A Tabela 5.18 apresenta os valores de potencial para os pontos internos

indicados na Fig.5.14. Estes valores foram calculados através das formulagdes

regularizadas, Eq.3.13 e 3.17 e ndo regularizadas, Eq.3.8 ¢ 3.9. Os resultados aqui

apresentados fazem parte de um pds-processamento partindo dos valores de contorno

obtidos através da formulagdo auto-regularizada do potencial com integracdo

logaritmica, a sexta malha e elementos quarticos. E feita uma comparacdo com a

solugdo de WHITEMAN e PAPAMICHAEL (1972) e de PARIS e CANAS (1997).

Tabela 5.18- Resultado pontos internos

Pontos kox Formulagdo ndo regularizada | Formula¢do regularizada
(6;1,0) 561,94 561,7826786 561,7826786
(7;1,0) 603,77 603,3927550 603,3927550
(8;1,0) 669,54 669,1433126 669,1433126

** Whiteman e Papamichael

Na Tabela 5.18 percebe-se que os resultados obtidos com as duas

formulacdes foram iguais, pois esses pontos estdo suficientemente afastados do
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contorno. Na seqiiéncia foram utilizados pontos internos mais proximos do contorno

de forma a verificar o comportamento do resultados de potencial na regido adjacente

ao contorno.
Tabela 5.19- Pontos internos proximos ao contorno
Ponto Valor do Potencial
(x;y) Formulagdo nao regularizada | Formulagdo regularizada

(6;0,1) 506,871757417708 506,871278790772

(7;0,1) 532,516386493298 532,516386491589

(8:0,1) 656,119375036315 656,118747129728
(6;0,01) 509,798124754576 500,682476002777
(7;0,01) 507,335993544256 507,669819801589
(8;0,01) 667,918955275975 655,960213600257
(6;0,001) 328,556189012836 500,097525652716
(7;0,001) 449,909396242496 501,227402459143
(8;0,001) 430,896843256564 655,940456436186

Através da Tabela 5.19 ¢ possivel perceber que existe uma grande diferenca
entre o resultado do potencial calculado para os pontos internos através da utilizagdo
da formulagao regularizada e da formula¢ao nao regularizada. Nesse caso novamente
percebe-se a tendéncia de comportamento quase singular quando o ponto interno se
aproxima do contorno, evidenciando a vantagem da utilizagdo da formulacao auto-

regularizada.

5.4 — Exemplo 4 — Percolacao de agua através do subsolo

Este problema representa o estudo da influéncia de uma escavagdo na
percolagdo de 4gua no subsolo seguindo a lei de Darcy. Esta lei relaciona o fluxo de
agua através do solo e o gradiente do potencial hidraulico. Para o caso isotropico esta

lei assume a forma

v=-KVh
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As Fig.5.25 e 5.26 apresentam o resultado do fluxo nas bordas DC ¢ BA e

do potencial nas bordas BC, ED, EF e FA respectivamente, conforme legenda

apresentada na Fig.5.27. Neste exemplo considera-se como resposta de referéncia a

formulag@o padrdo com ponto de colocagdo fora do dominio associada a técnica de

subelementagdo, utilizando elementos quarticos.

30 45 60 75 90

D Y C

FLUXO
&
IS

9% 97 %8 99 100
B

Borda DC

Borda BA

Figura 5.25 - Fluxo nas bordas DC e BA, para a primeira malha

POTENCIAL

POTENCIAL

Borda ED
11
12
-
= < 13
0 S
Z Z .14
5 5 -Is
2 a
16
17
0 20 40 60 80 100 0 2 4 6 8
E X F F Y A
Borda EF Borda FA

Figura 5.26- Potencial nas bordas BC, ED, EF, FA, para a primeira malha
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—=a— Auto-Regularizada do Fluxo - elem. Cubicos
—a— Auto-Regularizada do Fluxo - elem. quarticos
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—x— Auto-Regularizada do Potencial - elem. cubicos
—e— Auto-Regularizada do Potencail - elem. quarticos
—m— Ponto Fora - elem. quadraticos

—+—— Ponto Fora - elem.cubicos

777777 Ponto fora - elem. quarticos

Figura 5.27- Legenda

A partir destes graficos pode-se perceber que o comportamento observado
nos resultados deste problema ¢ muito semelhante aquele encontrado no Exemplo 3.
Os resultados de fluxo, apresentados na Fig.5.25, representam bem a solucao do
problema para todas as formulagdes utilizadas, em pontos localizados ao longo das
bordas, fora das proximidades dos cantos, podendo ser observadas diferencas
significativas apenas em pontos proximos aos cantos B e C. Pode-se observar
também que a resposta obtida através da utilizagdo da formulagdo com ponto fora
representa bem o comportamento do fluxo, tendendo a infinito no ponto singular,
sem saltos ou oscilagdes. Os resultados de potencial sdo apresentado na Fig.5.26. O
resultado obtido através da formulagdo auto-regularizada do fluxo com elementos
quarticos estd de acordo com aquele obtido utilizando-se a formulagdo padrao com
ponto fora do contorno e elementos quarticos € com a solucdo apresentada por
PARIS e CANAS (1997); os resultados para elementos cubicos com a formulagio
auto-regularizada do fluxo apresentaram alguns erros significativos, mas, no geral, as
curvas que representam essa solugcdo seguem a resposta de referéncia. Através da
formulacao auto-regularizada do fluxo com elementos quadraticos obteve-se
resultados de potencial oscilatdrios e muito ruins, apresentando erros acima de 12%,
como pode ser visto nas bordas ED e FA. Todas as outras formulagdes analisadas
apresentam resultados muito precisos, sendo comparaveis aos resultados obtidos por

PARIS e CANAS (1997).
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Na seqiiéncia foi feito um refinamento das malhas simplesmente dividindo-

se os elementos das malhas anteriores ao meio. Estas novas malhas foram testadas

através da utilizagdo da formulacdo auto-regularizada do fluxo com elementos

quadraticos, cubicos e quarticos e os resultados de potencial na borda BC sdo

apresentados na Fig.5.28.
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Figura 5.28 — Refinamento geral das malhas

Novamente percebe-se claramente que a formulagdo auto-regularizada do

fluxo com elementos quadraticos apresentou comportamento oscilatorio e resultados

divergentes. Foi feito entdo outro refinamento para a malha de elementos

quadraticos, seguindo a discretizacdo utilizada por Paris e Canas, conforme Fig.5.29

no qual apenas as bordas BA e BC sdo refinadas, mantendo-se as outras bordas como

na malha anterior, Tabela 5.20.

10x0,1 10x0,1
6x0,1666 6x0,1666
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/ 4x025 4x05
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\
.
B

Figura 5.29 — Malha 3 para as bordas AB e BC — com elementos quadraticos
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Figura 5.30 — Refinamento das bordas BA e BC

Os resultados obtidos através deste segundo refinamento, podem ser visto na

Fig.5.30. Esses resultados foram melhores do que aqueles obtidos através da

Malha 2, porém piores que os obtidos através da utilizagdo da primeira malha.
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Figura 5.31 — Refinamento geral 2
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A segunda malha de elementos quadraticos foi refinada por mais duas vezes
globalmente e o resultado ¢ apresentado na Fig.5.31, onde pode-se perceber que,
ap6s uma piora dos resultados 0 mesmo volta a convergir de forma oscilatéria para a
solugdo de referéncia, como aconteceu no Exemplo 3.

Os Exemplos 3 e 4 representam problemas com singularidade de fluxo.
Pode-se observar que, em ambos os casos, apareceu um comportamento oscilatério
ao se utilizar a formulagao auto-regularizada do fluxo com elementos quadraticos. A
influéncia do gradiente regularizador, considerado como a média dos gradientes
nodais calculados localmente com base nos esquemas de interpolacdao dos elementos
que concorrem no ponto de colocacdo, quando este ponto ¢ localizado em nés de
extremidade, ¢ provavelmente uma das causas que contribuem para o comportamento
oscilatério nos resultados de potencial utilizando a formulagdo auto-regularizada do
fluxo com elementos quadraticos. Este tipo de erro ndo ¢ introduzido quando o ponto
de colocagdo se localiza dentro do elemento. E interessante enfatizar que esse
comportamento oscilatorio ndo foi observado na aplicacao de elementos de contorno
cubicos e quarticos para todos os exemplos analisados. Ao que tudo indica a
utilizagdo da hipdtese de continuidade relaxada ndo trabalha bem com elementos
quadraticos no MEC baseado na formulagdo auto-regularizada do fluxo. Nao possuir
pelo menos termos quadraticos parece ser uma restrigado muito forte para a derivada
tangencial do potencial no caso de elementos quadraticos. Os termos de ordem mais
alta, presentes na derivada tangencial do potencial ao se utilizar elementos cubicos e
quarticos na formulacdo auto-regularizada do fluxo, parecem dar os graus de
liberdade necessarios para se obter uma suavidade razoavel para a solu¢ao do
potencial. E necessario um aprofundamento da pesquisa numérica para a

confirmagdo desta observacgao.
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6- CONCLUSAO

Neste trabalho foram implementados trés algoritmos nao-singulares do
Meétodo dos Elementos de Contorno para a analise de problemas bidimensionais de
potencial utilizando elementos isoparamétricos quadraticos, ctubicos e quarticos. O
primeiro algoritmo se baseia na formulagao padrao da Equacao Integral de Contorno
com ponto de coloca¢do fora do dominio, implementado de forma a permitir a
utilizacdo ou ndo da técnica de subelementacdo. Os dois outros algoritmos sdo
baseados em formulacdes auto-regularizadas das Equacdes Integrais de Contorno,
nas quais a regularizacao ¢ feita na equacao integral antes da mesma ser discretizada.
Essas sdo as chamadas formulagdo auto-regularizada do potencial e formulagdo auto-
regularizada do fluxo. A formulacdo auto-regularizada do potencial ndo ¢ totalmente
regularizada, pois ainda permanece com uma integral fracamente singular. Essa
integral fracamente singular foi calculada, neste trabalho, através da utilizacdo de
quadratura logaritmica e através da transformacgdo proposta por TELLES (1987),
sendo neste Ultimo caso necessaria a utilizacdo de apenas um esquema de integragdo
numérica Gaussiana tradicional para o calculo de todas as integrais envolvidas. Por
outro lado a formulagao auto-regularizada do fluxo ¢ totalmente regularizada, porém
requer continuidade de Holder C'** das fungdes densidade, requisito ndo satisfeito
quando se utilizam elementos de contorno isoparamétricos. Adota-se, nesse caso, o
conceito de “continuidade relaxada” no processo de discretizagao da equagdo, que
significa uma reducdo dos requisitos de suavidade, podendo-se utilizar fungdes
densidade continuas por partes. A obtencdo de bons resultados depende nao s6 da
formulacao utilizada, mas também de uma discretizagdo adequada do contorno. As
possiveis fontes de erro ao se utilizar o Método dos Elementos de Contorno sdo a

modelagem matematica, a limitacdo dos computadores a representagdo dos niimeros

73



reais e a discretizacdo do contorno. A modelagem matematica pode causar erros
devido a diferenca existente entre valores exatos, obtidos através do modelo
matematico, e os valores medidos no sistema fisico. Essa diferenca se torna pequena
se as hipoteses do modelo matematico, forem razoaveis para o sistema real. A
limitagdo dos computadores a representacdo dos niimeros reais causa erros de
arredondamento cumulativos. Nesse programa utilizou-se precisdao dupla, que
significa precisdo até a décima quarta casa decimal, de forma a minimizar esse
problema. A discretizacao do contorno pode introduzir erros devido a aproximacao
da geometria e das grandezas do contorno, causando uma diferenca entre a solugdo
exata, obtida pelo modelo matematico, e a solugdo apresentada através do modelo
discreto, pois ao se discretizar o problema utiliza-se um numero finito de graus de
liberdade para representar o nimero infinito existente no modelo matematico, que €
continuo. Como estamos utilizando elementos isoparamétricos, as condigdes de
contorno sdo aproximadas pelo mesmo esquema de interpolagdo utilizado para
aproximar a geometria de forma que se garante que os valores prescritos sao exatos
apenas nos nos dos elementos.

A formulagdo padrdo com ponto de colocagdo fora do dominio se mostrou
altamente eficaz, apresentando uma melhora significativa dos resultados ao ser
utilizada associada a técnica de subelementacdo. Nesse caso € possivel a utilizagao
de pontos de colocagdo tdo proximos do contorno quanto necessario. Os resultados
obtidos foram tdo confidveis que, para os problemas mais complexos nos quais nao
se tinha a solucdo exata, essa formulag@o passou a ser utilizada como referéncia.

Quando a integral fracamente singular remanescente na formulacao auto-
regularizada do potencial ¢ calculada através de quadratura logaritmica, obtém-se
resultados muito precisos em todos os exemplos analisados, podendo-se observar no
Exemplol que esses resultados foram plenamente equivalentes aos encontrados
através da formulacdo padrdo baseada no Valor Principal de Cauchy. Percebe-se
ainda, neste exemplo, que os resultados ndo se alteram ao variar a ordem de
integracdo logaritmica de 4 a 12 pontos e que apenas a variacdo da ordem de
integracdo gaussiana padrdo influencia nesse céalculo.

A formulagdo auto-regularizada do potencial com a integral fracamente

singular calculada através de transformag¢do de Telles possui a vantagem de
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necessitar apenas um esquema de integracdo para o calculo de todas as integrais
envolvidas, porém, deve-se tomar cuidado ao se integrar o elemento que contém o
ponto singular, pois nesse caso, o nimero de pontos de integracdo pode influenciar
significativamente o resultado. Como pode ser observado no Exemplol, a precisdo
do resultado aumenta a medida que se aumenta o numero de pontos de integracao
local, ao passo que a variagdo da ordem de integracao para o céalculo dos elementos
que nao possuem o ponto singular praticamente nao altera o resultado.

Ao se utilizar a formulagao auto-regularizada do fluxo ¢ possivel perceber
que a utilizagcdo do conceito de “continuidade relaxada” mostrou-se valida quando se
utilizam elementos cubicos e quarticos, para todos os problemas analisados.
Entretanto essa formulagdo apresentou um comportamento oscilatorio bem evidente
para potencial, ao se utilizar elementos quadraticos para a solucao de problemas com
singularidade, Exemplos 3 e 4, inclusive para malhas refinadas. A formulagdo auto-
regularizada do fluxo foi também a que melhor representou o comportamento do
fluxo proximo ao ponto singular, sem saltos e oscilagdes. A influéncia do gradiente
regularizador, calculado de forma diferente para pontos sobre o elemento que
contém o ponto de colocagdo e elementos que ndo o contém parece ser uma das
causas do comportamento oscilatério do potencial quando utilizam-se elementos
quadraticos. Esse comportamento, que ocorre em problemas com singularidade,
parece estar relacionado a derivada tangencial calculada localmente sobre o elemento
que contém o ponto de colocagdo a partir dos valores nodais de potencial. Isso ¢
necessario pois a derivada tangencial ndo faz parte da formulacdo original do
problema. A derivada tangencial possui portanto um grau a menos que aquele
relativo as fungdes de interpolacao dos elementos. Esse fato parece explicar por que
a solucdo encontrada por meio de elementos cubicos e quarticos ¢ significativamente
melhor. Nesse caso acredita-se que os graus de liberdade fornecidos por essas
fungdes sdo suficientes para garantir a suavidade da solugdo do potencial e
conseqiientemente um  comportamento melhor da derivada tangencial
correspondente. No Exemplo 3, pode-se perceber que o resultado do potencial para a
formulagdo auto-regularizada do potencial com elementos quadraticos apresentou
valores extremamente pobres e oscilatérios para as malhas 3 e 4, mas esse resultado

finalmente convergiu para o valor de referéncia de forma oscilatéria com o
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refinamento das malhas. No Exemplo 4 essa formulagdo também apresentou
comportamento oscilatério, similar ao ocorrido no Exemplo 3, pois ao refinar uma
vez a malha 1 os resultados pioraram significativamente, entretanto foi possivel obter
resultados que convergiram para a solu¢do de referéncia para os dois refinamentos
seguintes.

Além disto, a influéncia do gradiente regularizador considerado como a
média dos gradientes nodais, calculados localmente com base no esquema de
interpolagdo dos elementos compartilhando o ponto de colocagdo, ¢ provavelmente
uma das causas que contribui para o comportamento oscilatério na resposta do
potencial quando se utilizou a equagdo auto-regularizada do fluxo e elementos
quadraticos.

Este tipo de erro ndo ¢ introduzido quando o ponto de colocagdo esta dentro
do elemento e ¢ interessante notar que o comportamento oscilatorio ndo foi
observado nas aplicagdes usando elementos ctbicos e quarticos nos Exemplos 3 ¢ 4.

Nao possuir pelo menos termos quadraticos parece ser uma restrigdo muito
forte para a derivada tangencial do potencial no caso de elementos quadraticos. Os
termos de ordem mais alta, presentes na derivada tangencial do potencial ao se
utilizar elementos cubicos e quarticos na formulagdo auto-regularizada do fluxo,
parecem dar os graus de liberdade necessarios para se obter uma suavidade razoavel
para a solu¢io do potencial. E necessario um aprofundamento da pesquisa para
confirmagao dessa observagao.

O célculo dos valores de potencial e gradiente do potencial para pontos
internos ¢ feito numa etapa de pos-processamento, apds a determinacao da solucdo
no contorno. Neste trabalho este calculo foi feito utilizando-se as formulagdes padrao
e as formulagdes regularizadas. Pode-se perceber que, quando os pontos internos
estdo distantes do contorno, o resultado obtido através da utilizacdo das duas formas
foi praticamente o mesmo, representando muito bem a solucdo exata do problema.
Porém quando esses pontos se aproximaram do contorno a formulacao regularizada
superou totalmente a formulagdo padrdo, que apresentou mal comportamento devido
ao problema de quase singularidade que tende a ocorrer nesse caso.

Finalmente, através dos estudos realizados ao longo deste trabalho pode-se

constatar que as formulagdes nao-singulares do MEC aqui apresentadas fornecem
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excelentes resultados, sendo necessario apenas a utilizagdo adequada da técnica e da
ordem de integracdo, para o caso da formulagdo auto-regularizada do potencial, € um
esquema de interpolagdo de grau superior para a utilizagdo da formulagdo auto-
regularizada do fluxo. Dessa forma as formula¢des ndo-singulares apresentadas
podem ser consideradas como uma alternativa robusta as formulagdes fortemente
singulares para a solucdo de problemas bidimensionais de potencial, podendo ser

estendida a problemas de elasticidade e de mecanica da fratura.
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APENDICES

Apéndice 1 - Célculo com integragdo logaritmica

A implementacdo da quadratura logaritmica para a avaliagdo da integral

fracamente singular remanescente na Equac¢do Integral de Contorno auto-

regularizada do potencial ¢ feita seguindo procedimentos analogos aos apresentados

por Brebbia et al. (1984).

Seja a integral fracamente singular remanescente na Eq.4.8 onde

du =
—=qg=Vun
dn 1

e sabendo que u* segue a Eq.3.1, tem-se:

Y [u*(P.0)q(0) dS(Q)

k=1 AS,

Substituindo a Eq.4.2 na Eq.Al.1 escreve-se:

M=

Iu *(N,g' +N,qg° +...+ N,q")dS

L AS,

e
I

u*N,q¢' +u*N,g* +...+u*N,q")dS

M=
[Zp—

=~
Il
—_
B
=

(AL.1)



ou ainda

N
Z J. ﬁ})q1+a§f)q2+ +a(j)qi)dS

k=1 AS,
Nessa equacdo aj’? vale:
a(’,) = Iu*NidS
AS,

para i=1,2,...m

onde m corresponde ao nimero de nés do elemento.

a1
”_—”A! —NdS

; 1L
()]
a;, =— |In—N,|J|d
Jl 27[_'[ 7 l| | é:

Para problemas bidimensionais ag.’l) sdo integrais fracamente singulares

onde pode-se utilizar quadratura logaritmica, Eq.A1.2:

[ra ln%dn = Zm:f(n,-)wi (A41.2)

Como o limite de integragdo para a quadratura logaritmica varia de 0 a 1,
deve-se fazer uma transformacao sobre o limite da integral utilizada com quadratura
de Gauss padrdo, que varia de —1 a 1, para o atual. Para isso deve-se escrever » para
diferentes casos. Neste trabalho o processo de transformacao sera detalhado para
elementos quadraticos. Para elementos ctbicos e quarticos serdo fornecidas apenas as

equacdes principais.
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Para esta transformagao £variade—1ale pvariadeOal.

Seja r a distancia do ponto fonte ao ponto de integracao.

7f2=()c—)cp)2+(y—yp)2 (A1.3)

onde X, e y, sdo as coordenadas do ponto de colocacdo.

O valor de r varia conforme a posicdo do ponto de colocagdo sobre o

elemento
1) Elementos quadraticos
a) Ponto fonte sobre 0 1°nd & =-1

X=X, =X—X

onde
x=xN,+x,N, +x;N,
x=x,=x=x, =5, N, + X, N, +x;N; —x; =x, (N, =) + x, N, + x; N,

Substituindo N; , N> e N; , pelas respectivas funcdes de forma, para

elementos quadraticos, Eq.4.3, tem-se:

v, = 0@ DEHD (1= E +D D HEEHD (41 4)

Faz-se uma mudancga de variaveis para utilizar integracao logaritmica, visto
que as fungdes de forma e o Jacobiano utilizados no programa foram deduzidos para

coordenadas intrinsecas que variam de —1 a 1:
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n=aé+b o E=0
n=1 ¢= b="1 s
n=1

De forma que:

n=nhé+ N

E=2n-1

Reescrevendo a Eq.Al1.4 de forma a se ter £ ou um multiplo de £em

evidéncia, tem-se:

v, = [ 2 20 - )%, +Ex,]

ou

vox, =g, ) (41.5)

onde

8, (&) =[(E-2)x, +2(1-8) x, + & x5 ] (A1.6)
Faz-se o mesmo procedimento para y obtendo-se:

y=y, =g, ) (41.7)

onde

8,(6)=[(c=2)y +2(1-9)y, + S y;] (41.8)
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Substituindo as Eq.A1.5 ¢ A1.7, na Eq.A1.2 tem-se
1+& ? 1+&
rt = [ M@} [ g1y (5)}

e NG NG
Dessa forma:

lnr—ln[l2 }m[gu & +a,7©)] = h{“ﬂ g 2@+, ©)] (19)

Como, em coordenadas intrinsecas para a utilizacao de Gauss padrao aj.’l) ¢

igual a

all =—— jJ(f)N (&) Inrdé (A1.10)

Substitui-se a Eq.A1.8 em Eq.A1.9, obtendo-se
1! 1+& 1

(1) _ 2 2 2

Ay == _J;J (SN, (5){111—2 3 ln[gu +8y, ]}df

ou

4’5

0t =L jJ@N B IJ(f)N @ mle, +e,Jes
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Na Eq.Al.11 a primeira integral ¢ fracamente singular e sera calculada por

integragdo logaritmica, Eq.A1.2 e a segunda ¢ ndo-singular e sera calculada por

integragdo de Gauss padrao.

Primeira Integral da Eq.A1.11:

- IJ@N @t as

Como:

n=né+ )
E=2n-1
dé =2dn

Tem-se que

1= [JON,@mn2dn = [JEN, @) dn (41.12)
T 7Ty n

b) Ponto fonte sobre 0 2°n6 & =0 ==
X=X, =X—X, je=1

entao

x—xp=%ﬁa§—D—%§z+%%§@+D (A1.13)
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Para pontos no interior do elemento, a mudancga de variaveis ¢ feita em dois

trechos, como pode ser observado a seguir.

n=-c n=¢
c
gl=-n s2=n
x—x,=£g,.($)
onde
g.(&)= K%}xl -$x, +(%jx3} (A41.15)
c
y-y,=6g,() (A41.16)
onde
2, () = K%}y ¢y, +(%jy} (A1.17)

r=¢lgn @ + g,

A integral fracamente singular, de acordo com o procedimentos analogos

aos utilizados para o primeiro ponto, ¢ entdo dada pela seguinte equacao

1 1
M= [JEON,ED g di - [JEDN,ED)nn di
7T 27 0
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n=-L]J@DNAaﬂnldn+¥L]ﬂgmeanmldn (A1.18)
27 n 27 § n

b) Ponto fonte sobre 0 3°n6 & =1

£=-1
X=X, =X—X, £=0
entdo =1
X—x, = %xls‘(f “D+x, (1-5)(S+D) +%x3 (1-8)(=¢-2) (41.19)
A mudanga de variaveis ¢ dada por
_1=¢
=7
§=1-2n
Entao
v-x, =S, (@) (41.20)
onde
8. (&) =[(- &k +20+&)x, + (- -2)x,] (A1.21)
e
y—yp=l%£gu@) (41.22)
onde
g, (=[-8, +20+&)y, +(-£-2)y,] (41.23)
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re %[glx ©*+g,@?]

A integral fracamente singular ¢ dada por

n=_t j J(E)N. (&) Int dn (A1.24)
T 0 n

Essas integrais nao-singulares e fracamente singulares apresentadas
anteriormente sdo, entdo, as integrais a serem calculadas para elementos quadraticos

ao se utilizar quadratura logaritmica.

2) Elementos ctbicos

A posicao dos nds desses elementos podem ser observados na Fig.4.1-b e os
procedimentos para chegar as equagdes seguem o que foi apresentado para elementos

quadraticos.

a) Ponto fonte sobre 0 1°no & = -1

X=X, =X-X

X—x, =%x1(—9§3 +9¢? +§—17)+%x2 (1—35)(1—52)+%x3(1+3§)(1—§2)

+%x4 (& +1)(9E% - 1) (A1.25)

mudanca de variaveis

1+¢
=7
¢=2n-1
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Dessa forma

X—X :ﬂ
2

g..() (A41.26)

onde

g, = éxl(—%z +18§—17)+§x2 (32 —4§+1)+§x3(—3§2 +2E+1)

+éx4 (9£% 1) (41.27)

y-y, = g,(%) (41.28)

1+&
2

onde

G =9 HIBE—1T) 42 3, (88 ~AE + 4 3, (367 264D

S SACEER) (41.29)
1+ Y
r= Tf[glx(‘):)z + gly(g)z]/
A integral fracamente singular ¢:
1 1
== [JEN,(&n—dn (A41.30)
T n

b) Ponto fonte sobre 0 2°n6 & =-1/3

X=X, =X—X,
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X-x, = %xl(f —1)(1-9&%) Jr%x2 (1,5 = 0,5) (=182 +12& +14)

+%x3(1+3§)(l—§2)+%x4(§+1)(9§2 -1 (A1.31)
mudanca de variaveis
n=-15£-0,5 n=0,75¢ + 0,25

€
631:_(77"‘0:5) §2: (77_0525)
1,5 0,75

Dessa forma
x—x,=(-15§-05)g, (5 (A41.32)

onde

g :ixl(6§2 —8§+2)+%x2 (-18&° +12r§+14)+%x3(2r§2 -2)

16
+%x4(—6§2 —4£+2) (41.33)
c
y=y,=(15¢-05g, (&) (41.34)
onde
L (67 - L (ige 2 08—
8y =g 11 (657 —8e+2) 1oy (FI8GT + 125+ 14) + 3, (267 - 2)
+% Yo (=68 —4£ +2) (41.35)

r=(-15£-039)g,. (&) +g,(©)’]"
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A integral fracamente singular é:

n=_- [7€DN,n It dp+—— [r€2n,(&2) Int
3m n L5z n

1
~0,23104906 '[J(§3)N,. (3) ln% dy
-1

onde

3=}/+O,5

d L5

e ¥ coordenada para quadratura de Gauss padrdo &
c¢) Ponto fonte sobre 0 3°nd £=1/3

X=X, =X—X,

¥ox, = (€D -98) o, (12381 - &)
+ %% (=0,75& +0,25)(36&> + 24£ —28) + %n (E+1)(9E% -1)

mudanga de variaveis

n=-0,75¢£ +0,25 n=15£-05
e
Fl= (-7 +0,25) £ = (n+0,5)
0,75 1,5
Dessa forma

x—x, = (=075 +025)g,,(£)

onde

A-12

(A1.36)

(A1.37)

(A1.38)



g =%xl(l2§2 —85—4)+%x2 (47 +4)+%x3(36§2 +24& - 28)

+%x4(—12§2 —16& - 4) (41.39)

y—y, = (0,75, +0,25)g, (&) (A1.40)

onde

1 9 1
&, =EJ’1(12§2 —85—4)+Ry2 (-4¢* +4)+EJ’3(36§2 +245 - 28)

+%y4(—12§2—16§—4) (AL41)

F=(=0,75£+025)[g,. (&) + g, ()]’

A integral fracamente singular ¢:

n-—1 j J(EDN, (1) Int dn+ 1 j J(E2N,(£2) Int dn
1,57[ 0 n RY/4 b n
4 Q1102453 [7(€3N,(£3) Int dy (A1.42)
4 4

onde

y+2
3

&=

e Y coordenada para quadratura de Gauss padrio &

d) Ponto fonte sobre 0 4°nd =1

X=X, =X—X,
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x-x, =%xl(§ 1)1-9&) +%xz (1-38)1 —§2>+%x3<l+3§)(l—§2>
+ %&, (=& +1)(=9E> —18E ~17) (41.43)
mudanca de variaveis
1-¢
2
§=1-2n

77:

Dessa forma

v, =g (A1.44)

onde

2 =§x1<9§2 —1)+§x2 (-3¢ —25+1)+§x3<3§2 +4g 1)

+%x4 (-9&% —18£ -17) (41.45)

y-y,= %gu ) (A1.46)

onde

g, =%y1(9§2 —1)+§y2 (-3¢ —2§+1)+§y3(3§2 +AE 1)

+% Y4 (-9 —18£-17) (41.47)
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re %[gu@z v, @]

A integral fracamente singular é:

11:3-La§ym(5nnldn (A1.48)
72'0 n

3) Elementos quarticos

A posicao dos noés dos elementos quarticos podem ser observados na
Fig.4.1-c e os procedimentos para chegar as equagdes seguem o que foi apresentado

para elementos quadraticos.
a) Ponto fonte sobre 0 1°nd & =-1
X—X, =X—X
1 1
X=X, =75h ((£+0,5)8(5 =055 -D-15)+ 55 (45 +1D)(&E-05)(S - 1)

+ x5 (4 +1D(E +0,5)(5 - 0,5)(5 ~ 1) + %M (-4(c+D(E+0.5)(c 1)

+ (G HDEH0S)EE-05) (41.49)

mudanga de variaveis

_1+§
=
§=2n-1
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Dessa forma

x, =g (@) (41.50)
onde
2 o 4 3 2
glx O 75 1(§ 2§ +1>75§ 155) , (é: 1559{: +0>5§)
4 0675x3 (& =&~ 0255 +0,25) 0475x4 (& 0587 —0,58)
g€ 0258) (A1.51)
(]
1
y=y, =g, ) (41.52)
onde
_ (& =2E% +1,758 -1,5) - 4 (&2 1,58 +0,58)
& =075 ’ > 70,75 ’ :
o (& — £~ 0,258 +0,25) TInE 058 ~050)
Lrer (& -0,258) (A1.53)
1 Y
e NG

A integral fracamente singular ¢ dada por

n=_, j J(E)N.(&) Int dn (A1.54)
T 0 n
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b) Ponto fonte sobre 0 2°n6 & =-0,5

X=X, =X—X,

1
0,375
1
0,375

X—X, =

, 115 5 ((§+0,55(5-0,5(5-1) -

b

X, (&6 + (S - 0,5)(¢ ~1)-0,375)

+ x5 (4 +1D(E +0,5)(5 = 0,5)(5 ~ 1)~ X, ((S(6 + (s +0,5)(s ~1))

+

ox (@ DEH09EE -05) (4159

2

mudanga de variaveis

n=-2&-1 n =0,666& + 0,333
e
631:_(77"‘1) §2: (77_07333)
2 0,666
Dessa forma
x—x, = (226 -1)g,, (&) (41.56)
onde

g5 =15x1 (-0,58° +0,75% —0,258) — 0 ! x, (0,58 + 0,587 +0,25& - 0,375)

1 375
1
0,375

+ 0125 xX,(<0,587 +0,2587 +0,56 - 0,25) - x,(-0.58° +0,5¢)

+ 115 X, (0,58 — 0,257 +0,258) (A1.57)

y-y,=(25-1)g,, (&) (A1.58)
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onde

—0,587 +0,75£% = 0,258) -
»1(=0,5¢ 4 =037

SR

72 (F0.5¢ 40,587 +0,256 - 0,375)

9

1
J’_

0,58 +0,25&% + 0,5 —0,25) — -0,5£° +0.,5
0’25y3( g g g ) 0 75y4( g <)

b

+ 115y5 (-0,58% = 0,258 +0,25¢) (A1.59)

r=(=2£-g,. (&) +g, )]

A integral fracamente singular ¢ dada por:

1 1
n=—- j J(EDN,(E1) Int dn+ L> j J(EQN,(£2) Int dn
4z § n 2z ] n
1
_ 94119796 j J(EIN,(E3) Int dy (A1.60)

M y

onde

32740333

1,333

e ¥ coordenada para quadratura de Gauss padrio &

¢) Ponto fonte sobre 0 3°no6 £=10

X=X, =X—X,

A-18



1

£, = (€ +0EE -05E 1) -

X, (E(E+1D(6 =0,5)(5 -1)

) 0,375
+,((4E+D(E+0,5)(6-05)(S-D)-1) - 0 317 ez (S(E+D(E+0,5)(5 1))
F (G DEHOIEE-03) ( A161)
mudanga de variaveis
n=-c n=q
e
cl=-n §2=1
Dessa forma
x-x,=£g.(5) (41.62)

onde

21, = 0,666x, (& — &% — 0,258 +0,25) — 2,666x, (£° —0,55% — & +0,5)
+4x;5(E7 —1,258) - 2,666x, (& + 0,587 —£-0,5)
+0,666x5 (£ + &2 —0,25& - 0,25) (A41.63)

x—x,=¢g,() (A1.64)

onde

g, = 0,666y, (£* — &% —0,258 +0,25) - 2,666y, (£° — 0,57 — £ +0,5)
+4y,(E —1,258) - 2,666y, (E° + 0,58 —£-0.5)
+0,666y, (&7 + £ — 0,258 - 0,25) (A1.65)

A-19



r=¢lg (&) + 2.,

A integral fracamente singular ¢ dada por:
! !
= ~— [J(EDN,(E)Iny dn—— [J(E2N,(£2)Iny dn (A1.66)
27§ 27§

d) Ponto fonte sobre 0 4°nd & =0,5
X—Xx,=Xx-X,

1
0,375
1

¥, = (@ OS)EE - 0)E - D)~ (6 + DE-05)E D)

+ x5 (4 + 1D +0,5)(5 = 0,5)(c ~ 1)~

x, (G +D(E +0,5)(c ~1)=0,375)

0,375
1
T (E+D(E+0,5)85(£-0.5)) (A1.67)
mudanca de variaveis
n =-0,666¢ + 0,333 n=2&-1
e

g2 (033-0) U

0,666 2
Dessa forma
x—x, =(-0,666¢ +0,333)g,,($) (A1.68)

onde
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1 1

= —1,58% +0,75&% +0,758) — -1,58% +1,5
gix Lsxl( ¢ g %) 0’375)62( 4 &)
1 3 2 1 3 2
+ X, (1,58 —0,75E% + 1,58 +0,75) — x,(=1,58% —1,56% +0,75& +1.125
25 ;(=15¢ g g ) 0375 4(=L5& g g )
+ 15 x5 (1,587 —2,258% —0,75¢) (A1.69)
c
y-y, =(-0,666 +0,333)g,,($) (A1.70)
onde
1
= —1,58° + 0,756 + 0,758) — -1,58° +1,5
81y 1’5)/'1( g g $) 0’375)}2( g )
1
+ —1,58°% —0,75&% + 1,5& +0,75) — —1,58° —1,5&% +0,75& +1.125
o,zsyS( g g g ) 0,375y4( g g $ )
+ 115 P (=1,5E = 2,257 —0,758) (A1.71)

r = (<0,666¢ +0,333)[g,.(6) + g, (&))"

A integral fracamente singular ¢ dada por:

n=2" [EUAEY Int dn+ L [7En,&2) It dn
T n Az s n
+ Q137326 1jJ(§3)N,. Ent dy (A1.72)
k 4
onde
&3= r+3

4

e Y coordenada para quadratura de Gauss padrio &
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e) Ponto fonte sobre 0 5°n6 & =1

X=X, =X—X;

1

X=X, = llsxl (£ +0,55(5 = 0.5)(c -1) - x, (6(&+ (& =0,5)(5 ~ 1)

0,375
+4x;((E+0,5)(E+ (S - 0,55 —1) - 03175)64 (GG +DE+0,5)(&-1)
+ 115 X ((E+D(E+0,58(&E-0,5)-1,5 (A1.73)
mudanca de variaveis:
_1=¢

7=
§=1-2n
Dessa forma

1—
vox, =) (41.74)
onde

g, =1,333x, (=& +0,258) +5,333x, (&7 + 0,57 —0,5¢)
+8x, (=& —£7 +0,256 +0,25) + 5,333x, (£ + 1,587 +0,58)
+1,333x, (=& - 2&° 1,756 —1,5) (A1.75)

y—yp=l§£gu@) (A1.76)

onde
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g, =1,333y, (=& +0,258) +5,333y, (&7 + 0,567 — 0,58)
+8y, (=& — &2 + 0,258 +0,25) + 5,333y, (E° + 1,58 +0,58)
+1,333y, (&7 = 2&° —1,75¢ - 1,5)

d :%[gu(é)z +g,©?]

A integral fracamente singular ¢ dada por

1= [JN, @)l dn
Ty n
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Apéndice 2- Calculo do gradiente do potencial

As derivadas normal e tangencial do potencial no sistema local sdo
conhecidas ou incégnitas, sendo portanto necessario fazer um mapeamento de forma
a se obter essas derivadas no sistema global, que serdo necessarias para se obter o

gradiente do potencial, Eq.A2.1.

T
Vu= Ou u (A42.1)
ox Oy

As derivadas normal e tangencial do potencial no sistema local podem ser escritas

como
€
Ou _ Ou Ox  Ou dy (42.3)

O ox 08 dy O

onde utiliza-se as seguintes aproximagoes

ﬁ: nl a_yz n2
on on

e

ﬁz N';x' 5_)/: Ny
o¢ ¢

onde n; e n, sao as componentes do vetor normal unitario do ponto de integragdo e
N’; sdo as derivadas das fungdes de forma na forma matricial, as equagdes Eq.A2.2 e

A2.3 podem ser escritas como
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, au
o n, ox
ou - N'i Xi N'i Yi 5
oF ou
oy
ou
, o
ox
=[R]"
o ou
oy

de onde se obtém as derivadas do potencial no sistema global

ou

ox []q
=|R

e

o g

¢ entdo necessario calcular a matriz R, que ¢ a inversa da matriz [ R T

R—Bl 4,
[R]= B, 4

sendo

N, X' =|J|n
€

N, Y =|J|n,

as fungdes de mapeamento A e B, sdo dadas por
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_ n, n
~ J(n12+n§) _ n12+n§
A(E)= e B($) =
n, )
J(n12+n22) n12+n22

2 2
como n;” +ny =1

Dessa forma, o gradiente do potencial pode ser escrito como

Yus) > Vu(E) = ALV, G’ + BEOXN, F'
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Apéndice 3- Descri¢do da entrada de dados

A entrada de dados do programa ¢ feita em duas etapas. A primeira etapa
consiste da entrada de dados pela tela, na qual sdo fornecidos o tipo de formulagdo a
ser utilizada assim como suas particularidades. A segunda etapa corresponde a
entrada de dados a partir de um arquivo de dados, comum a todas as formulacdes

utilizadas.

1) A entrada de dados pela tela ¢ feita de maneira interativa com o usudrio da

seguinte forma:

a) Escolher o nimero da formulacdo a ser utilizada:
0-Formulacao auto-regularizada do Potencial
1-Formulag¢da auto-regularizada do Fluxo

2-Formulagao padrao com ponto de colocagado fora do elemento

a.l) Escolhendo 0 (Formulagdo auto-regularizada do Potencial):
Pode-se escolher a forma de se calcular a integral fracamente singular:
0-utilizando Transformacgao de Telles
1-utilizando Quadratura Logaritmica
a.1.1) Escolhendo 0 ou 1:
Pede o nome do arquivo de Entrada de Dados e o nome do arquivo de

saida

a.2) Escolhendo 1 (Formulacao auto-regularizada do Fluxo):

Pede o nome do arquivo Entrada de Dados e o nome do arquivo de saida

a.3) Escolhendo 2 (Formulacdo padrao com ponto de colocagdo fora do
elemento):
Pode-se escolher com ou sem subelementacao:

0-sem subelementagao

1-com subelementagao
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a.3.1) Escolhendo 0 ou 1:
Pede o valor de alfa- porcentagem do elemento que o ponto fora estara afastado

Pede o nome do arquivo Entrada de Dados e o nome do arquivo de saida

1) O arquivo de Entrada de Dados deve ser constituido da seguinte maneira:

(Dados gerais)
ZKT
NDIM NPE INO INLOG NUMNODE NUMPI NUMELEM NDBC NTBC

(Coordenadas dos n6s do contorno)

Xl X2 X3

(Coordenadas dos pontos internos)

Xl X2 X3

(Incidéncia dos elementos)
NCONNI NCONN2 NCONN3 (Elementos Quadraticos)
NCONNI NCONN2 NCONN3 NCONN4 (Elementos Cubicos)
NCONNI NCONN2 NCONN3 NCONN4 NCONNS5 (Elementos Quarticos)

(N6s com potencial prescrito)

NDUMNOD ZU

(N6s com fluxo prescrito)

NDUMNOD ZT
(descontinuidade de fluxo, quando o fluxo ¢é prescrito para um elemento e o

potencial para o outro elemento que concorrem no no)

NUMDISC
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IWHELEM  LPOS KDIRECT INODE  TVALUE

Onde:

= ZKT — condutividade térmica K, adotado igual a 1.
=  NDIM- dimensao do problema. O programa ¢ aplicavel a problemas
bidimensionais.

=  NPE — ntimero de nés por elemento

3 (Elementos Quadraticos)
4 (Elementos Cubicos)
5 (Elementos Quarticos)

= INO - numero de pontos de integragdo. Para integrar os elementos que nao
possuem o ponto de colocacao.
= INLOG - nimero de pontos de integra¢do. Para integrar os elementos que
possuem o ponto de colocagdo.
= NUMNODE — ntimero de nds do contorno
=  NUMPI- nimero de pontos internos
= NUMELEM- niimero de elementos
= NDBC- numero de n6s com potencial prescrito
=  NTBC- ntimero de n6s com fluxo prescrito
n X
X1- coordenada x
X2- coordenada y
X3- coordenada z
= NCONN
NCONNI- nimero global do 1° n6 do elemento
NCONN2- niimero global do 2° n6 do elemento
NCONNn- nimero global do n-ésimo n6 do elemento
= NDUMNOD- nimero do né com potencial ou fluxo prescrito
= ZU —valor do potencial prescrito no n6 NDUMNOD
= ZT — valor do fluxo prescrito no n6 NDUMNOD
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= NUMDISC — nimero de nés com descontinuidade de fluxo. Quando o no tiver
descontinuidade de fluxo, prescreve-se o potencial e coloca-se o fluxo
descontinuo.

= [WHELEM - ntimero do elemento onde existe descontinuidade de fluxo

=  LPOS - posicao do né com descontinuidade, em relagdo ao elemento

= KDIRECT - na dire¢do X, y ou z (para problemas de potencial, dire¢do x ou 1
sempre)

=  7INODE — nimero global do n6é com descontinuidade de fluxo

= TVALUE - valor da descontinuidade

Exemplo — Problema de transmissdo de calor em dominio quadrado, a ser calculado

por meio de elementos quadraticos com doze pontos de integracao, tanto local quanto

geral. O contorno foi discretizado com uma malha de 4 elementos, num total de 8

nds. Nesse problema ainda existem cinco nds internos onde se calcula os valores de

potencial e gradiente do potencial.

1.00000000000000
2 31212 85 4 6 2

.00000000000000  0.00000000000000  1.00000000000000

3.00000000000000  .00000000000000  1.00000000000000
6.00000000000000  .00000000000000  1.00000000000000
6.00000000000000  3.00000000000000  1.00000000000000
6.00000000000000  6.00000000000000  1.00000000000000
3.00000000000000  6.00000000000000  1.00000000000000
.00000000000000  6.00000000000000  1.00000000000000
.00000000000000  3.00000000000000  1.00000000000000
2.00000000000000  2.00000000000000  1.00000000000000
2.00000000000000  4.00000000000000  1.00000000000000
3.00000000000000  3.00000000000000  1.00000000000000
4.00000000000000  2.00000000000000  1.00000000000000
4.00000000000000  4.00000000000000  1.00000000000000
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O I W»n b~ W =g W W

[N \S)

2
4
6
8

3
5
7
1

300.00000000000000
.00000000000000
.00000000000000
.00000000000000
300.00000000000000
300.00000000000000

.00000000000000
.00000000000000

W = W

1

~N D W

.00000000000000
.00000000000000
.00000000000000
.00000000000000
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