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Resumo

Dado o sucesso do método de Regularizacao Implicita em separar e analisar as arbi-
trariedades espurias, vindas do tratamento de integrais divergentes, nos propusemos
a aplica-lo em trés casos distintos. No primeiro, calculamos a correcao de Coulomb C
para a condutividade a.c. de particulas de Dirac sem massa interagentes no grafeno,
no limite sem colisao, utilizando a abordagem do tensor polarizacao. As arbitrarie-
dades sao fixadas somente pela invariancia de rotacao espacial O(2) do modelo, que
equivale a transversalidade do tensor de polarizacao. Consequentemente, C é deter-
minada (19 —67)/12 neste modelo efetivo. No segundo caso, estudamos a QED3, ¢ as
consequencias da invariancia de rotulagao dos momentos na quebra da simetria da pa-
ridade da teoria. No terceiro caso, consideramos um modelo efetivo constituido pela
QED, usual com a adigdo de uma interagdo nao-minima, que viola Lorentz (propor-
cional a um 4-vector b, fixo). Mostramos que a invariancia de calibre da QED usual,
considerada como um limite do modelo para b, — 0, desempenha um papel impor-
tante na discussao dos termos que violam Lorentz e que sao induzidos radiativamente

em ordem de 1-loop.
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Abstract

Given the Implicit Regularization’s success to separate and analyse spurious arbitrari-
ness, which arise while treating divergent integrals, we proposed to apply this method
in three distinct cases. In the first, we compute the Coulomb correction C to the a.c.
conductivity of interacting massless Dirac particles in graphene using the polariza-
tion tensor approach. Arbitrary parameters are fixed on physical grounds exploiting
only spatial O(2) rotational invariance of the model which amounts to transversa-
lity of the polarization tensor. Consequently C is unequivocally determined to be
(19 — 67) /12 within this effective model. In the second case, we study the QED3 and
the consequences of momentum routing invariance for the violation of the theory’s
parity symmetry. In the third case, we consider an effective model formed by usual
QED, with the addition of a nonminimal Lorentz violating interaction (proportional
to a fixed 4-vector b,). We show that gauge invariance from usual QED, considered
as a limit of the model for b, — 0, plays an important role in the discussion of the

radiatively induced Lorentz violating terms at one-loop order.
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“If there is a Universal and supreme Conscience I am an idea in it.
After I have died God will go on remembering me,

and to be remembered by God,

to have my consciousness sustained by the Supreme Conscience,

s mo that, perhaps, to be immortal?”

Mighel de Unamuno!

! Tragic Sense of Life trans. J.E. Crawford Flitch, Dover, New York, 1954.



1 InTRODUCAO

Quando se utilizam métodos perturbativos em Teoria Quantica de Campos, fre-
quentemente é necessario usar um método de regularizacao para lidar com divergéncias
inerentes a andlise das teorias. Alguns dos métodos mais comuns encontrados na li-
teratura incluem a Regularizacao Dimensional, introduzida por Giambiagi e Bollini
em [1, 2] e por 't Hooft e Veltman em [3], no qual os cdlculos sao feitos em d + €
dimensoes e ao final é tomado o limite de ¢ — 0; Regularizacao Pauli-Villars, intro-
duzida por Pauli e Villars em [4] que, a grosso modo, consiste em trocar o propagador
1/k* — 1/k* — 1/(k* + M?) e depois tomar o limite de M — oo; e a Regularizacao
Cutoff que trabalha com a simples ideia de impor um limite superior nas integrais
divergentes no espaco de momentos. Apesar de evitarmos escolher um destes como
o melhor método, sempre nos confrontamos com algum nivel de comparacgao, especi-
almente se os métodos de regularizagao computam diferentes valores para a mesma
grandeza fisica. A razao dessa discrepancia, encontrada com frequéncia na literatura,
¢é devido ao modo que cada método lida com as divergéncias contidas nos célculos.
Essas diferencas acabam gerando um certo desconforto, e, por isso, seria interessante
achar um método que fosse capaz de lidar com as divergéncias sem regularizar, criando
uma estrutura independente de regularizagao.

O grupo de Teoria Quantica de campos de BH, sob coordenacao da Profa. Dra.
Maria Carolina Nemes e do Prof. Marcos Donizeti Sampio, criou em conjunto com o
Prof. Orimar Battistel, no final da década de 90, um método com essa caracteristica
[5] chamado Regularizagao Implicita. Para explicar a ideia por tras do método, usa-
mos as ideias discutidas em [19]: quando lidamos com um modelo onde as contri-
buigoes quanticas radiativas sao finitas, ha casos onde algumas dessas corregoes nao
podem ser determinadas pela teoria. Estas correcoes sao arbitrariedades carregadas
pelos calculo da teoria, e é por causa destas correcoes deles que diferentes métodos
de regularizacao sao capazes de extrair diferentes valores. Entao, como é sugerido

pelo mesmo autor, o processo ideal é deixar estes termos, finitos mas indefinidos,
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sem calcular até o final das contas do modelo e deixar o encargo da definicao des-
sas arbitrariedades para os experimentos ou simetrias fisicas. E exatamente isso que
conseguimos fazer com o método de Regularizacao Implicita, que esta explicitado no
capitulo 2.

Considerando o espaco crescente de pesquisas de métodos de TQC aplicadas ao
estudo de materiais nanoestruturados, resolvemos estudar uma discrepancia encon-
trada na literatura [6, 8, 13, 14, 15] nos valores da corre¢ao quantica da condutividade
a.c. do grafeno. Este cdlculo, apresentado no capitulo 3, é feito em um modelo base-
ado em teoria quantica de campos construido em 2+1 dimensoes, mas que do ponto
de vista pratico acaba se tornando um estudo do método em 2 dimensoes euclidia-
nas, que a principio nao tem nenhuma ambiguidade quanto a manipulagao sobre sua
dimensionalidade.

Apesar de nao ser necessario no caso de 2 dimensoes euclidianas, uma carac-
teristica importante do método de Regularizacao Implicita é que ela opera na di-
mensao fisica do modelo. Isto significa que nao ha nenhuma continuagao analitica ou
manipulacao dimensional. Como consequéncia, o método acaba se tornando um bom
candidato para modelos sensiveis a dimensao, como por exemplo as teorias quirais
e topologicas. Assim, aplicamos no capitulo 4 o método no estudo da QED3, que é
uma teoria topoldgica de Chern-Simons. A Regularizacao Dimensional, que é uma
perfeita candidata para QEDy, falha devido a continuagao analitica da algebra do
tensor antissimétrico de Levi-Civita e**” que nao é bem definida em dimensoes nao-
inteiras. Nosso interesse era explorar as consequéncias da simetria da invariancia de
rotulagao dos momentos na anomalia de paridade e nas arbitrariedades dos célculos
da teoria. Uma motivacao adicional para este estudo é devido ao uso das proprie-
dades topologicas da QED3 para construcao de modelos de Isolantes Topoldgicos em
Matéria Condensada.

Outro cenario interessante no qual destaca a importancia de se atuar na dimensao
fisica do modelo é a QED, estendida, que inclui termos tipo aether capazes de gerar
radiativamente termos tipo Chern-Simons. Estes tipos de termo nao estao presentes
na QED, convencional, e foram mostrados [68, 69] ser capazes de produzir resultados
ambiguos perturbativos para o Tensor de Polarizacao do Vacuo. Por isso, aplicamos
o método de regularizagao implicita para entendermos a fonte de tais ambiguidades

e se sao possiveis de serem resolvidas baseando-se na invariancia de gauge da teoria.
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Os resultados deste estudo estao presentes no capitulo 5.

Em resumo, esta tese se divide da seguinte maneira: no capitulo 2 apresentamos
o método da Regularizacao Implicita e como analisar os parametros arbitrarios dos
modelos; no capitulo 3 aplicamos o método de regularizacao para resolver as am-
biguidades surgidas na correcao quantica para a condutividade a.c. do grafeno; no
capitulo 4 analisamos os efeitos diretos da invariancia de rotulacao de momentos em
diagramas de Feynman na geracao da anomalia da paridade em QED3; no capitulo
5, utilizamos a Regularizagao Implicita em uma teoria estendida da QED, para pre-
vermos sobre a producao de termos que violam a simetria de Lorentz; no capitulo
6 tecemos comentarios gerais, conclusoes e perspectivas futuras sobre as aplicacoes
estudadas. Adicionalmente, o apéndice A serve de suporte para os cédlculos mais

extensos do capitulo 3.



2 SOBRE A REGULARIZACAO IMPLICITA

A Regularizacao Implicita é um método no espaco de momentos que opera na
dimensao fisica do espaco-tempo do modelo estudado. Ela assume a existéncia de uma
regularizagao implicita (e.g. um cutoff de momento) para uma amplitude geral de
Feynman em n-loop. Essa consideragao é somente para podermos aplicar a identidade

matematica

1 _ v (p* +2p- k) 2.1)
[(k+p)2—p?] (k2 —p?) (K2 =)k +p)*—p?]’ '

nos propagadores que demonstram seu conteudo divergente como uma integral bésica

de divergéncia. Esse tipo de integral recebe esse nome pois é escrita somente em
termos dos momentos internos. Como sua definicao matematica depende do grau
de divergéncia, podemos dar um exemplo de uma integral béasica logaritmicamente

divergente em n dimensoes de Minkowski:

o [ d'k 1
Ilog(:u ) = / (271')” (kQ _ Mg)n/g‘ (22)

Quando uma amplitude de n-loop é considerada, podemos reduzir os n — 1 mo-

mentos internos pela subtragao criteriosa das subdivergéncias. Uma integral bésica
de divergencia pode ser absorvida na definicao das constantes de renormalizacao sem
ser calculada explicitamente, como veremos na se¢ao 2.5. As derivadas dessas inte-
grais em relacao a uma escala arbitraria de massa sao também exprimiveis em termos
das préprias integrais bésicas de divergéncia, mas possuem um grau de divergéncia
superficial menor. Dessa forma, as funcoes do grupo de renormalizacao podem ser
consistentemente avaliadas dentro desse método. A estratégia é compativel com a
versao local da “BPHZ forest formula”, que se baseia na subtracao dos contratermos
locais [39] e, por isso, concorda com a localidade, invariancia de Lorentz e unitari-
edade. Podemos exemplificar tomando o caso onde o comportamento ultravioleta é
logaritmico. Ali, uma amplitude de 1-loop de Feynman é composta como uma funcao

finita de momentos externos, uma integral bdsica de divergéncia (e.g. I;o,(\?)) e

5
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termos de superficie descritos pela derivada total de uma integral no espago de mo-
mentos. A origem desses termos de superficie provém das integrais de loop com

divergéncia logaritmica I (A\?), que podem conter um produto de momentos in-

log
ternos carregando indices de Lorentz pu, v, ... no integrando. Estas integrais de loop
com divergencia logaritmica podem ser expressas de uma forma precisa como o pro-
duto dos tensores da métrica simetrizados nos indices de Lorentz por uma integral de
divergéncia basica [j,,(A\?), acrescida de um termo de superficie. Esses termos de su-
perficie, locais e dependentes de regularizagao, sao intrinsecamente arbitrarios no que
diz respeito ao seu valor. Foi mostrado que colocé-los para zero corresponde a exigir
invariancia de rotulacdo de momentos nos loops de um diagrama de Feynman [18].
Além disso, foi provado [40] que uma versdo com vinculos da regularizagao implicita,
na qual os termos de superficie sao sistematicamente colocados para zero, preserva
as identidades de Ward para gauge e supersimetria. Essas arbitrariedades sao distin-
tas de parametros finitos relacionados com a liberdade da escolha das constantes de
renormalizacdo que usualmente sao fixados pelas condigbes de renormalizagao (i.e. a
escolha de um ponto de renormalizacao). Neste método de regularizacao, os termos de
superficie podem ser extraidos de uma forma consistente, permitindo uma discussao
clara sobre as ambiguidades envolvendo a manipulagao de integrais divergentes.

Por agir na dimensao fisica de teoria, a regularizacao implicita é particularmente
util para modelos de dimensao especifica. Nestas situagoes, métodos de regularizacao
dimensional sao falhos por causa das ambiguidades na continuacao analitica da di-
mensao do espaco-tempo. Teorias de Campos supersimétrica, quiral e topoldgicas sao
exemplos de modelos sensiveis a dimensao. Como referéncia adicional sobre o estudo
do método e suas aplicagoes, sugerimos os artigos [35, 37, 38, 39].

Para exemplificar o uso da Regularizacao Implicita e suas interpretagoes, mos-
tramos suas relacoes em diferentes dimensoes, das quais faremos uso ao longo da

tese.
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2.1 141 Dimensoes: Modelo de Schwinger

Para ilustrar esse método em um caso simples, !, discutiremos a geracao quantica
de massa para os fétons na eletrodinamica quantica em 1+1 dimensoes do espaco-
tempo de Minkowski (conhecido como Modelo de Schwinger). Por simplicidade, consi-
deramos os férmions sem massa. Além disso, a geracao de massa do foton é avaliada
através de um tensor de polarizacao do vacuo, que, por sua vez, ¢ finito, mesmo
sendo superficialmente (logaritmicamente) divergente. Isso também é exatamente o
que ocorre no caso do tensor polarizacao e funcao de vértice do calculo da condutivi-
dade. Vamos verificar como simetrias do modelo podem ou nao fixar os parametros
intrinsecos arbitrarios.

No modelo de Schwinger
- - 1
L=ipdp — epy" A — 7 (Fu)” (23)

o féton sem massa em nivel drvore adquire a massa de e?/m em corregoes a 1-loop,
com e sendo a constante de acoplamento. Como o termo de massa para o campo de
gauge A deve ser proporcional a A%, precisamos calcular o tensor de polarizacao do
Vacuo 21 z' z'

I (p) = z'tr/ e W”Efy”m : (2.4)
Uma concepcao possivel para as matrizes de Dirac é g = 02, 71 = ico!, onde ¢/ sdo
as usuais matrizes de Pauli.

Podemos usar a Regularizacao Implicita para avaliar a amplitude acima. Apds
fazermos a algebra do trago, separamos o contetdo divergente em termos do momento
de loop usando a identidade (2.1). Nesta identidade, y é a massa ficticia para o elétron,
que pode ser tomada para zero no final. Este limite é bem definido em modelos salvos

de infravermelho. Com isso, é possivel mostrar, como em [41],

1 2 HpY
<U+ w/_pp )’ (25)

% (p) = —
S(P) - 5 g 7

no qual o parametro arbitrario dependente de reqularizacao v é a diferenca entre duas

'Podemos fazer uma conexao deste caso de 1+1 dimensdes com o caso da condutividade a.c. do
grafeno, desenvolvida no capitulo 3. Pois apds integrarmos as frequéncias nas integrais do modelo

do grafeno, teremos integrais de momento em 2 dimensoes de um espaco euclidiano.
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integrais logaritmicamente divergentes:

¢k g, &k kk
v — v _2 TR % EA2D 2
Xm / (2m)2 (k? — m?2) / (2m)2 (k2 — m?2)2 my (2.6)

Se o parametro arbitrario for calculado explicitamente pela Regularizacao Dimensio-

nal ou Pauli-Villars, ele sera avaliado como zero. Esse fato estd em consonancia com o
carater transversal do tensor polarizacao exigido pela invariancia de gauge. A massa
gerada radiativamente para o féton é de m% = ¢?/m. Entretanto, seguindo R. Jac-
kiw em [19] nés podemos considerar v como um parametro arbitrério indeterminado.
Esse é um bom exemplo de corregoes radiativas que sao finitas mas indeterminadas,
e como tais elas deveriam ser fixadas baseadas em simetrias ou fenomenologia. Dessa
forma, podemos atribuir um termo nulo para v tanto pela transversalidade quanto
pelo valor “fenomenolégico” gerado para a massa do féton, caso essa massa existisse.
Entretanto, na sua versao quiral, o Modelo de Schwinger Quiral exibe uma con-
servagao nao-simultanea andémala da corrente vetorial e quiral [42], similar a famosa
anomalia de triangulo AVV [43]. A apresentacao democrética da anomalia entre as
duas identidades de Ward sé pode ser realizada se v é deixado como arbitrario. O
calculo por si s6 nao decide qual identidade de Ward é satisfeita. Em outras palavras,
como indicado em [19], a resposta para tal amplitude anémala nao é intrinseca a
prépria amplitude, mas depende do contexto em que ela emerge. Por isso, como a re-
gularizacao de Pauli-Villars ou Dimensional preservam invariancia de gauge vetorial,
¢é importante ressaltar que essa pode nao ser a opgao correta caso a invariancia quiral
precise ser garantida.

2’ /. 2D
Por outro lado, é possivel que AZD

2D ? 0 2
22 = [ Gy () 27

Em [18, 40] foi discutido que diferencas particulares entre integrais divergentes de loop

possa ser escrito? como um termo de superficie,

isto é,

com o mesmo grau de divergéencia tal como Ail,? estao intimamente relacionadas com
a invariancia de rotulacao de momento em um diagrama de Feynman arbitrario. Ou
seja, designar os termos de superficie para zero implementa a invariancia de rotulagao.
Tal propriedade acaba sendo uma condicao necessaria para qualquer regularizacao

invariante de gauge e supersimétrica que opera na dimensao fisica do modelo tedrico

2Transformar a equagao (2.6) na (2.7) s6 é possivel para uma classe de regularizadores que deixe

a integral de superficie bem definida.
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de campos. Essa abordagem pode ser generalizada a uma ordem arbitraria de loops
[40] e ¢ usada no capitulo 4.

Para concluir essa discussao envolvendo o modelo de Schwinger, o parametro de-
pendente de regularizacao v, que aparece como a diferenca entre integrais logaritimi-
camente divergentes, deveria ser considerado indeterminado apesar da amplitude ser
finita. Citando Jackiw em [19]: “Os graficos de Feynman do modelo de Schwinger
nao necessitam ser regularizados, mas eles dao uma polarizacao de vacuo com uma
parte local indeterminada.”E essa indeterminacao que deve ser fixada, tomando por
premissa os argumentos fisicos e nao sua regularizagao. E claro que a regularizacao
de Pauli-Villars ou Dimensional consentem com a invariancia de gauge, e de fato o
calculo explicito dos termos de superficie, usando regularizacao dimensional, os avalia
como zero. Estas discussoes sugerem que quebras quanticas de simetrias em teoria de
perturbacao é de alguma forma conectada com o colapso da invariancia de rotulacao
de momentos nos loops de diagramas de Feynman.

Como dito anteriormente, o calculo explicito das integrais de loop é necessério.
As constantes de renormalizacdo em uma teoria quantica de campos renormalizavel
podem ser definidas em termos das integrais basicas de divergéncias. Neste caso
de 1+ 1 dimensoes a 1-loop, em uma escala de massa arbitraria positiva (grupo de

renormalizacdo) A, temos

2
liog (m?) = L1y ) = boIn (55 ). (2.8)
com .
i
Esta relagao é conhecida como relagao de escala.

E possivel, entretanto, construir uma parametrizagao explicita geral para as inte-
grais basicas de divergéncia exibindo os parametros arbitrarios dependentes de regu-
larizacao, e revelando o comportamento divergente através de um cutoff. Isso permite
um calculo que preserve simetria (por exemplo, em teorias de campos de gauge) ainda
que seja utilizado um cutoff rigido, ja que valores esptrios nao serao atribuidos para
os parametros intrinsecamente arbitrarios. Exemplificando o argumento, considere a

derivagao independente de regularizagao de Ij,,(m?) em relagao a m?

dI10e(m?) by
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De mesma forma
a1’ (m?) g" b,

log
= - 2.11
dm? 2 m?’ (2.11)
onde - L,
1.V
I'"(m?) = : 2.12
log(m ) / (27_(_)2 (k’2 o mg)g ( )
Uma parametrizacao geral que respeita as relagoes acima é dada por
A2
Ilog(mZ) = bg In <ﬁ) + aq,
v 9" A?
][;g(m2) =5 [b2 In <ﬁ> +a |, (2.13)

em que aq, ) s@o constantes arbitrarias sem dimensao dependentes de regularizacgao,
e A é um cutoff ultravioleta.
A arbitrariedade do termo de superficie, definido em (2.7), se torna evidente ja

que

ARG = 9" Tog(m?) = 21150 = (o0 — a)g™

log
= wvg". (2.14)

Termos de superficie com um ntimero arbitréario de indices de Lorentz podem
também ser definidos desde que sua geragao em ordem arbitraria de loops esteja de
acordo com o teorema BPHZ, tornando a abordagem unitaria, local e invariante de
Lorentz [18, 40].

Outras grandezas similares que podem ser definidas nessa dimensionalidade e que

serao uteis no estudo do modelo para o grafeno sao: a integral basica de divergéncia

linear 2h
1
Lin(m?) = : 2.15
)= | ot 1)
e o termo de superficie da diferenca entre integrais linearmente divergentes
=20 _ / e _/ e (2.16)
= ] (2m)2 (k2 — m2)1/2 (27)2 (k% — m2)3/2° :

2.2 241 Dimensoes

Podemos redefinir as grandezas da segao anterior para 2 + 1 dimensoes. Elas

terao a mesma utilidade para o estudo da Regularizacao Implicita na QED3 feito no
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capitulo 4. Comecamos pela definicao da integral bésica de divergéncia linear
d3k 1
tin () / (27)3 k2 — m? ( )

Esta integral pode ser parametrizada como fizemos em (2.13):

L (m?) = 2TV (2.18)
(am)}

onde ¢; é uma constante arbitraria de integracao e A é o cutoff ultravioleta.

O tnico termo de superficie necessario sera

Bk g Bk kuk
= 2\ — pv nhy
5um) = [ s =2 | Gy (2.19)

Porém, outro termo com indices Lorentz adicionais também pode ser definido pela

diferenca de integrais basicas de divergéncia linear:

- o d3k 1
Ewap(M) =(9uw9op + Guagus + Jupdva) @ —m?

Bh kokkaks
8| G e (220)

2.3 3+1 Dimensoes

Para estudarmos o caso da QED, estendida, no capitulo 5, definimos as mesmas

grandezas para 3 + 1 dimensoes. Comecamos pelas integrais basicas de divergéncia

logaritmica
d*k 1
2y
Liog(m*) = / )1 (2 = m2) (2.21)
Podemos escrever uma relacao de escala como
7 m?
[log(mz) = 1109(/\2) - W In (V) . (222)

Da mema forma, definimos a integral basica de divergéncia quadratica como

d*k 1
2\ —
Iquad(m ) = /Wm (223)

Um termo de superficie que sera usado é a diferenca de integrais quadraticamente

Pr g &k kk
Y, = [ S8 _Iw o v 2.24
a / (2m)4 k2 — m? / (2m)4 (k2 — m?)? (224)

divergentes
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Outros dois termos utilizados sao definidos pela diferenca de integrais logaritmica-

mente divergentes:

ik g Ak ko
A, = Wy uly 2.2
z / (2m) (B2 — m2)? / (20 (B2 — m2)3" (2.25)

- Ak 1 Ak kokokoks
A/ﬂ/aﬁ = g{pygaﬁ}/ (27‘{')4 (k‘2 — m2)2 - 24/ (27‘(‘)4 (kj/; — m2)4, (226)




3 CONDUTIVIDADE A.C. DO GRAFENO

O valor da condutividade a.c. do grafeno corrigido pela interagao de Coulomb tem
sido um assunto de debate na literatura recente. Sua forma geral para frequéncias
pequenas pode ser obtido no contexto de técnicas de grupo de renormalizagao [6, 7, 8],
baseado em relacoes de escala vélidas perto do ponto quantico critico, conforme se vé

na notacgao:

o(w) = oy (1 + C€—2> : (3.1)

vp + % In %

Na relagao acima oy = e*/4h, é conhecida como “condutividade minima” (na auséncia
de interagoes), medida em [10, 9] como oy = (1,01 & 0,04)e?/4h, onde vr é a velo-
cidade do férmion de Dirac, que é renormalizada por % ln% devido a interagao de
Coulomb, e A é um cutoff superior [11]. Na referéncia [12], foi discutido dentro da
abordagem perturbativa da Teoria Quantica de Campos que as divergéncias podem
ser renormalizadas na velocidade de Fermi e funcoes de onda do elétron. Portanto,
observaveis fisicos que incluem as correcoes da interacao de Coulomb para as proprie-
dades 6pticas do grafeno sao independentes de cutoff. O coeficiente C é uma constante
universal, que pode ser calculada por um modelo que leve em conta as interagoes de
Coulomb entre os férmions. A fim de obter C, a maioria dos calculos dependem de
uma analise perturbativa de elétrons interagentes por Coulomb sem desordem. En-
tretanto um calculo completo da estrutura eletronica baseado em um Hamiltoniano
realistico de tight-binding foi feito em [46]. Em teoria perturbativa diagramatica,
em primeira ordem da interagao elétron-elétron, os diagramas de Feynman que con-
tribuem para a fungao resposta densidade-densidade e corrente-corrente (expressado
juntos por um tensor de polarizacao) podem ser desenhados em analogia com a ele-
trodinamica quantica tedrica [47]. A estrutura geral do tensor polarizagdo pode ser
estabelecido em fundamentos geométricos, bem como pela equacao de continuidade

dp

== 2
Vj+at 0, (3.2)

13
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que expressa a funcao resposta densidade-densidade em termos da funcao resposta
corrente-corrente. Embora a geometria do reticulo do grafeno seja Cg simétrico,
o modelo efetivo de baixa energia pode ser tratado aqui como espacialmente O(2)
simétrico. Dessa forma, enquanto a invariancia rotacional conduz para a transversali-
dade do tensor de polarizagao, a equacao de continuidade restringe a forma da funcao
de vértice de Coulomb, levando a uma identidade tipo-Ward-Takahashi similar em
QED [13], [14]. Vamos explorar isso na segao 3.51. Entretanto, foi alegado em [47]
que embora a equacao de continuidade seja valida em um nivel nao interagente, ela
falha quando as interagoes entre elétrons é levada em conta. Isso ocorre devido aos
infintos ultravioletas que demandam um cutoff rigido de momento.

Os principais resultados encontrados na literatura sao obtidos usando a Férmula
de Kubo [6, 15, 14, 13], o Operador de Polarizacdo do Elétron [15, 13] e a Equacao
Cinética [15, 8], que produzem diferentes resultados para C, dependendo de como
cada método lida com as integrais divergentes intermedidrias. Por exemplo, em [15]
foi mostrado que quando regularizando o potencial coulombiano, um cutoff rigido
na integral para grandes momentos produz os mesmos resultados pelos trés métodos
mencionados. Por outro lado, um cutoff suave resulta em C = (19 — 67)/12 em
todos os métodos. Usando a Férmula de Kubo e um cutoff rigido, C foi encontrada
como (25 — 67)/12 em [6], enquanto que em [13] o valor de C mostrado dependia
da ordem em que se tomavam os limites das fronteiras de integragao, resultando em

C=(11-3m)/6 ouem C = (25 — 67)/12. Além disso em [14], ainda no esquema da

19—67

1 ~1/2 5
5 5 Inbe , onde o parametro

Férmula de Kubo, C foi parametrizada como C =

b depende de como o cutoff foi introduzido na contribuigao principal para o(w). Os
autores explicaram que se o cutoff for introduzido na integral de momento associada
com o potencial de Coulomb, entdo b = e'/?, resultando em C = (19 — 6m)/12;
enquanto que, se o mesmo cutoff for introduzido nas funcées de Green, b = e~ /2
resultando em C = (25 — 67)/12. Tendo em vista essa ambiguidade, os autores
evocaram a conservacao da carga expressa pela transversalidade do tensor polarizacao
e da identidade tipo-Ward-Takahashi. Eles afirmaram, fazendo uso de uma mudanca
ingénua na varidvel de integragao (exploraremos com mais detalhes na se¢ao 3.2), que
a transversalidade é compativel com ambos os valores de b. No entanto, se levamos
em conta a identidade tipo-Ward-Takahashi, somente é possivel o valor b = /2,

O método que utiliza tight-binding ab initio feito em [46] afirma que a ambiguidade
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caracterizada pelas vérias abordagens é relacionada a anomalia quiral no sistema. Isso
seria consequéncia de uma separacao obscura entre a fisica infravermelha e ultravio-
leta. Por isso a regularizacao do modelo efetivo é uma questao importante e essencial.

Os autores em [46] também apontam que seus resultados sao compativeis com [13];

11-3m
6

que ela é problematica quando usado em teorias anomalas em 2+1. Por esta razao,

ou seja C = , onde a Regularizacao Dimensional foi utilizada mesmo sabendo-se
a Regularizacao Dimensional deve ser manipulada com cuidado quando for descrever
anomalias quirais [48, 19]. E sabido que a regularizacao nao deveria fazer nenhuma
escolha em particular de uma identidade de Ward axial ou vetorial em presenca de
anomalias, tal como a anomalia quiral de Adler-Bardeen-Bell-Jackiw (ABJ) [43]. A
regularizacao deveria exibir a anomalia em um “modo democréatico” para que seja
possivel distinguir as anomalias esptrias das fisicas.

A priori a Regularizagao Dimensional parece ser uma boa candidata para lidar
com esse problema, se levarmos em conta seu sucesso em calculos perturbativos ba-
seados em diagramas de Feynman de teorias de gauge no Modelo Padrao de fisica de
particulas. Nesse contexto, além de preservar as Identidades de Ward que codificam
a invariancia local de gauge U(1), uma biblioteca de integrais de Feynman esta dis-
ponivel em livros textos [17, 16]. De qualquer forma, cuidados devem ser exercidos
com as validades dessas integrais em dimensdes menores que 4 (ver apéndice A.2).

Em [13], os autores utilizaram a abordagem do Operador Polarizacao e a Regula-
rizagao Dimensional para lidar com as integrais divergentes intermediarias no calculo
da condutividade. Nesse artigo eles afirmaram que em um resultado anterior pu-
blicado em [6], de mesma autoria, faltava uma continua¢ao dimensional consistente
para as matrizes de Pauli e, por isso, esse resultado violava a identidade tipo-Ward-
Takahashi para a fungao de vértice de Coulomb, proveniente de (3.2). Ademais, foi
alegado que um termo faltante (ausente na dimensao fisica), relacionado a continuagao
do espago-tempo da algebra da matriz sigma, seria o culpado pela discrepancia entre
os resultados para C, (25 — 67)/12 em [6] e (11 — 37)/6 em [13].

A proposta desta nossa contribuicao é trazer alguma luz para essa controvérsia,
aplicando o método do Operador de Polarizacao, assim como feito em [13], e usar uma
abordagem independente de regularizacao que opera na dimensao fisica do modelo.
Esta proposta que chamamos de Regularizacao Implicita foi explorada no capitulo

2. Uma peculiaridade importante da Regularizacao Implicita, que a faz ideal para
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calcular a condutividade, é sua forma clara de parametrizar termos arbitrarios vindos
de diferentes integrais logaritmicamente divergentes (termos de superficie), contendo
apenas uma variavel de integra¢ao (o momento de loop) de uma forma independente
de regularizacao. Isto parece ser o cerne dos resultados controversos para C. Em

nossos calculos, obtivemos para a condutividade a.c.

¢ = 2ma 4+ 207 (3.3)
12

onde a é uma constante arbitraria finita (termo de superficie definido em (2.6)),
que parametriza a dependéncia da regularizacao. Como discutido no capitulo 2,
parametros arbitrarios, de teorias finitas, decorrentes do cancelamento de integrais
divergentes, deveriam ser fixados por simetrias do modelo em questao ou de feno-
menologia. No caso presente, mostraremos que « ¢ inequivocamente fixado em zero
somente pela estrutura transversal geral do tensor de polarizacao inferida pela in-
variancia rotacional espacial O(2). Consequentemente, temos que C = %. Dois
aspectos sao dignos de nota. O primeiro desses aspectos diz respeito a equagao de
continuidade (cuja validade é controversa quando interagoes sao consideradas [47])
que leva a identidade tipo-Ward-Takashi para a fungao de vértice [13]. Vé-se que essa
identidade nao desempenha nenhum papel na determinacgao de . Em segundo lugar,
a pode ser calculada como sendo zero na Regularizacao Dimensional, o que indica,
a principio, que tal regularizacao deveria concordar com o nosso resultado, mas esse
nao ¢é o valor obtido em [13]. Mesmo nao desempenhando o papel que esperariamos,
faremos um estudo do resultado da identidade tipo-Ward-Takashi para a funcao de
vértice. E importante, contudo, manter em mente que o modelo é preditivo devido a
transversalidade derivada de uma propriedade de simetria geral que ainda continua
valida com a presenca de interagoes. Desenharemos um mapa com os diferentes valo-
res de C para diferentes avaliagoes do parametro dependente de regularizacao o que
é, por si, arbitrario, devendo assim ser fixado com base em requerimentos de simetria.
Do ponto de vista experimental, a melhor area de prova para C - constante que
os valores controversos diferem por uma ordem de grandeza em magnitude - reside
na transparéncia optica do grafeno, ja que a transmitancia é relacionada com a con-
dutividade no regime 6ptico em t(w) = (1 4 270 (w)/c)~2. Dados experimentais em
transmissao 6ptica [10] sugerem uma corregao negligencidvel para a corregao devido
a interacdo de Coulomb, o que é compativel com o valor C = 2257 ~ (.01. Ainda

12
de acordo com [10], as propriedades dpticas do grafeno residem sobretudo em sua
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estrutura bidimensional e em um espectro eletronico sem gap, mas nao envolve a

quiralidade de seus portadores de carga [46].

3.1 O Modelo

Comegando de um modelo com tight-binding com o vizinho mais préximo, a lei
de dispersao eletronica linear perto do nivel de Fermi F(p) = +vrp, vp ~ 10%cm/s é
consistente com a estrutura eletronica de baixa energia do grafeno. O sinal de + se
refere a banda de condugao (energia positiva) e banda de valéncia (energia negativa).
Entao o Hamiltoniano do grafeno monocamada pode ser descrito por quasiparticulas
sem massa de Dirac, bidimensionais, com a velocidade da luz substituida por vr e o
pseudo-spin correspondente aos indices da sub-rede [20]. Assim:

HF) Y)Y () (1)
|

|7 — 17

= / LYt (Fopd - P (i) + € / d*Fd*r’ . (34
onde ¢ = (0,,0,). Note que incluimos uma interacado de Coulomb de dois-corpos
entre os elétrons [21].

O modelo de Dirac para o grafeno foi proposto em 1984 por Semenoff, DiVincenzo e
Mele [22, 23], vinte anos antes de sua descoberta experimental por Geim e Novoselov
[24], que acabaram ganhando o prémio Nobel em 2010 pelas inovagoes experimen-
tais feitas com o grafeno. Tal analogia permite em principio uma investigacao dos
fenomenos quanticos relativisticos em experimentos de bancada. Ademais, pode-se a
principio explorar as ferramentas tedricas de campos quanticos envolvendo férmions
planares, nomeadamente a Eletrodinamica Quantica em 2+1 dimensoes, para cal-
cular por exemplo o operador polarizacao definido através de uma acao efetiva dos
férmions na presenca de campos eletromagnéticos. O tensor de polarizacao pode ser
interpretado em termos da condutividade do grafeno [13], assim como ser usado para
descrever outros fenomenos interessantes, como os efeitos Hall e de Faraday, a taxa
de absorcao de luz em folhas de grafeno, e a interacao de Casimir no grafeno [25, 26].
E claro que se deve ter em mente que estamos tratando as interacoes elétron-elétron
efetivamente através de um potencial coulombiano nao-relativistico. Alguns autores
argumentam que a descricao tedrica completa para as propriedades eletronicas do
grafeno deve ser caracterizada por cargas pontuais movendo-se em um espaco bidi-

mensional enquanto os fétons se propagam em trés dimensoes espaciais, fazendo com
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que a descricao teodrica através de campos quanticos reside em algum lugar entre a
QED; e a QED, [21].

Baseado no teorema de flutuagao-dissipagao [27], o valor esperado do operador de
tempo real da densidade de corrente elétrica J(7,t) pode ser relacionado com o tensor

polarizacao em tempo imaginario

I, (7, 7) = (T[ju(7,7)5,(0,0)]), (3.5)
com
Ju(7, 1) = (N7, D) (7, 7), vpt (7, P)G (1,7), (3.6)
onde u =0,1,2, e ¢(7,7) sdo campos sem massa com duas componentes.

A relacao de dispersao linear também implica em uma densidade nula para os
estados de particula tinica no nivel de Fermi, o que sugere que os efeitos da interacao
de Coulomb entre os elétrons sao fracos. Além disso, o grafeno pode ser considerado
um liquido de Fermi e por isso os parametros de interacao efetiva decrescem em
temperaturas e frequéncias pequenas, até atingirem uma saturagao [28]. Em resumo,
os efeitos devido as interagoes elétron-elétron parecem contribuir para uma pequena
correc¢ao positiva para a condutividade [6].

A fungao correlacao no espago reciproco I1,,,(g,), com g, = (i, ) e ¢ = (¢1, ¢2),
serd calculada com a expansao da constante de acoplamento até a ordem de e?, assim

como em [13]. Isto é:

Hulj(qu> = ng(q,u) + 6H/LV(Q;M %)7 (37)

onde H?W representa a contribuicao nao-interagente que caracteriza a condutividade
minima, e 01I,, é a primeira correcao devido a interacao de Coulomb entre as quasi-

particulas. Ainda,

o 2me?
Ve = / PRV () = E . (3.8)
Explicitamente, o termo principal em (3.7) é
*dw [ d*k , S
110, (q.) = —4 /Oo 5 / Wtr[Gk(@w)ouGHq(zw +1iQ)o,] (3.9)

onde 4 é o nimero de copias dos campos fermionicos de duas componentes para o

grafeno e G, é o propagador fermionico, que pode ser operacionalizado em
. iw+3d-k
Gpliw) = — == (3.10)
w? 4 k2
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Definindo P como em [13]

730 (qu) / / (iw)0, Glpqiw + i) (3.11)
IT9, pode ser abreviado em
10y, (q) = —4Tr[P,(q,)00)- (3.12)

Em uma forma similar, a primeira correcao para a funcao correlagao pode ser

escrita como

de > dw, N . . .
611, (q,) :—4/W/ gTr[P”(p,q,w,Q)Gpﬂ(zw +1Q)0, G, (iw")]

/d%/ / / {V s TrlAr+ Aq}, (3.13)

onde P, ¢ a funcao de vértice

L : Pk [ dw . : :
PP, iw; P+ ¢, iw + 1§2) = —/ om)? / g‘/g_ﬁGk(zw)aﬂGHq(M +iQ)  (3.14)

Ay = Gi(iw) 0, Gy q(iw + Q) 0, G (iw) Gy (iw")
Ay = Gi(iw)0,Grpg(iw + iQ)Gpyq (i’ + 1) Grpg(iw + i) 0,

A correcao para a condutividade pode ser relacionada com o segundo termo da
expansao da componente espacial do tensor polarizacao [13, 15]
e? i

U(Q7 ’(JD = _q2

F Ol (©2 4100, ]g]) (3.15)

onde a condutividade a.c. é dada por lim, o0 (2, |q]) .

3.2 Restricoes de Simetria

Como discutido em [19], em teorias onde as corregoes radiativas s@o finitas, os
parametros arbitrarios vindos do cancelamento de integrais divergentes devem ser
fixados por simetrias do modelo estudado ou pela fenomenologia. Esse é exatamente a

situacao com a qual estamos nos confrontando quando fazemos o calculo das correcoes
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de Coulomb para a condutividade a.c. do grafeno. A simetria rotacional espacial
O(2) ¢é preservada tanto no caso nao-interagente quanto no caso com a interagao de
Coulomb. Por este motivo, podemos construir a seguinte estrutura geral para o tensor

polarizagao [49],[13]:

HHV(q) = HA(qu)A,uV + HB(qM)B;wy (316)
Ccom
4iq;

duqu
A,LLI/ =G — ;T - B,uzza

(3.18)

com II5(g,) sendo sua componente espacial transversa. Consequentemente, I1,,,(q) é

transverso: ¢,I1,,(q) = 0. Utilizando a equacao (3.7), podemos escrever:

" [10),,(qy) + 610, (q,)] = (113, (q) + 010, (g)]g” = 0. (3.19)

Para olharmos a transversalidade do primeiro termo acima, comecamos avaliando
a parte nao-interagente do operador de polarizacao 772 vindo das equagoes (3.11) e
(3.12). Os detalhes desse calculo podem ser encontrados no apéndice A.1 (e algumas
observacoes sobre o uso das formulas de Regularizacao Dimensional em D = 2 neste

contexto podem ser encontradas no apéndice A.2). Explicitamente

0 V2 + g2 (iQ+7 Qo (i2+7-q)
Puln) =g |ow = 20— 0+
q? 0-qo,0-q T
- YL o, - 25,0 - I Es, (320)

onde # ¢ um parametro arbitrdrio (termo de superficie definido em (2.16)) com di-

mensoes de momento definido como

_ 0; Kk
5513 _/k(k2+A2)1/2 /k(k?2+A2)3/2 (321)

e A? ¢ definido em (A.4). Dessa forma a transversalidade da parte nao-interagente

pode ser calculada como

2
q"'Tr (7330”) =0 — \é—Z_QMTY [ngu — 20,00, — ?

+ q“gzﬁéuoTwy (3.22)
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Note que apenas o primeiro termo do lado direito de (3.20) é transverso, enquanto o

restante dos termos resulta, apds alguma algebra,

—i$2)0,,
¢"Tr (P0,) = <6g _ \/?) ( 216) 0

que é transversa apenas se 3 é fixada como

3 2\/?. (3.24)

(3.23)

Assim, partimos para estudar as propriedades da transversalidade de ordem O(e?) da
correcao 611, (¢q). Por uma questao de conveniéncia e comparacao com a literatura,

definimos

, k[ dw .
(i) :/<27r)2/ %Vk—kaJrq(lw + i), (3.25)

—0o
onde Yq o ¢ usualmente chamada de auto-energia do elétron, em analogia com a

QED. Usando essa definicao, podemos escrever formalmente

¢oua) =4 [ S [ NG (00)0, (i) a(0)

o0 2T
— Tr[Gg (iw + i), Gy (i + m)zpvq(im]}, (3.26)

onde usamos diretamente a identidade

q“ay = —inzXQ +§ i

- G;}rﬂ,mq - G;}c' (3.27)
Devido a identidade do propagador
* dw , , . .
/ 2—Gk+q(zw + Q) Glpqg(iw + Q) =0 (3.28)
oo 2m

e, usando a propriedade de ciclicidade do trago, o estudo da transversalidade de 011,
equivale a investigacao do comutador de [Gy i k19 20pq)- Para esse propdsito pode-
mos desenvolver mais a expressao para Xq,,. Partindo de (3.25), depois de fazer a
parametrizacao de Feynman [16] para completar o quadrado da varidvel de integracao
no denominador, e uma prolongada &lgebra (explorada com maior detalhamento no

apéndice A.4), podemos escrever

Ypq = Spiqo + €2 - G, (3.29)
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onde o é o mesmo termo de superficie que aparece no calculo de C, e é dada por

2 B 2 1. 2 .
e = TR N B g
2m)2 k2 + m? (2m)2 (k2 + m?)? (2m)2 0k; \ k2 + m?

Além disso, seguindo os passos dito anteriormente (explorados no apéndice A.3),

podemos demonstrar que X, ,0 X ¢ - (p'+ ¢), ou, de forma mais completa,

(F+q)?°
)\2

2

e, o
Yiptrg0 = ga (P + 4 |:47TIlog()‘2) —In (

) +4In2 — 47«4 . (3.31)

Com esses resultados podemos discutir a transversalidade de d1I,,. Por causa de

(3.31), podemos perceber que
[Grtq(iw 4+ i), Epig0(iQ)] = 0. (3.32)
Portanto, se tomarmos (3.29), logo
[Grig(iw +i9Q),32,,,(iQ)] = me*a [Graqy(iw +iQ), 3 - ). (3.33)

Como o comutador no lado direito da equacgao acima nao é nulo em geral, podemos
concluir que a transversalidade da correcao de Coulomb para o tensor de polarizacao
implica em

a=0. (3.34)

Note que esse é o mesmo argumento ilustrado na secao 2.5 para a QQED,, onde a

invariancia de gauge fixa o valor do parametro arbitrario como zero também.

3.3 O Calculo da Condutividade A.C.

De acordo com a segao 3.1, o primeiro termo da fungao correlagao (3.7) resulta na

condutividade minima. Para verificar esse fato, usamos 732 calculado na segao 3.2:

E1 g Q45 - )on(iQ+5 - §)
a1 ST [ 010 g
2 G- o, q
- \éz_ {au — A0, — %} (3.35)

onde usamos § = 24/¢%/m como dado pela equagao (3.24).
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Depois de tomar o trago em (3.12) e, usando a relagao entre o tensor polarizac¢ao

e a condutividade (3.15), conseguimos encontrar a conhecida condutividade minima

1 e?

-3= (3.36)

00

Note, entretanto, que o valor de 5 nao entra no calculo da condutividade pois o termo
proporcional a 3 some no limite onde ¢? vai para zero. Desta forma, a condutividade
minima é independente de regularizagao.

Para a correcao da condutividade, ndés tomamos a expansio em ordem de €2,

011,,,(q,), definida na segdo 3.1 e a separamos em duas partes:
011, (i€2, 0) = OI1%, (€2, 0) + 61T, (€2, 0) (3.37)
onde o primeiro termo OIIj;, expressa a correcao para chamada auto-energia (em

analogia com a QED)

s [ PE
o 2m 21 ) (2m)2 (2m)2 kP

tr [Gz(iw)o, Gy (iw + iQ)0, G (iw)Gy(iw")] . (3.38)

o112, (i0,0) = 8 /

e o segundo 5HZV ¢ chamado de correcao para o vértice (continuando com a mesma
analogia)

© dw dw’ / d*k  d*p

o 2m 2w | (2m)2 (2m)2 kP

tr [Gy(iw)o, Gy (iw + iQ)Gpi' +iQ)o, Ga(iw')] . (3.39)

8115, (iQ2,0) = 4 /

Usando a equagdo (3.15) podemos verificar no apéndice A.5 que 117, resulta em

contribuicao

1 1 1
0, = —0pe> (Wflog()\2> + 1 In A — 1o + ;ln2 ~173 In Q) (3.40)

enquanto 5wa, por sua vez, resulta

1 3
o, = o€’ (W]zog()\Q) +3 In \? + 7o + 3 In2

1 1 4
SO - T4 (4+3m)+ v ”) . (3.41)
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A fim de obter a correcao para a condutividade, esses termos devem ser combina-

dos para obtermos

19 -6
0. = 0y’ (27?& + Tﬂ> . (3.42)

E interessante notar que as divergéncias logaritmicas Ij,,(\?) e a dependéncia da
escala de renormalizacdo expressa por In(\?) acabam se cancelando no final como
esperado. Também é importante ressaltar, como discutido no inicio deste capitulo,
que o resultado da condutividade acima carrega um parametro intrinsecamente ar-
bitrario que caracteriza a dependéncia dos resultados na regularizacao escolhida. Em
nosso caso, utilizando os argumentos de simetria do modelo, explorados na se¢ao 3.2,
conseguimos determinar o = 0, o que fixa o valor da correcao da condutividade acima

em

_19—67r
12

Por outro lado, podemos proceder a discussao olhando para outros resultados para

C (3.43)

C, que aparecem na literatura utilizando outros métodos de regularizacao.
Utilizando formulas de livros textos de Teoria Quantica de Campos [16, 17] na
definigao de «, pela equagao (3.30), é possivel mostrar que a Regularizacdo Dimen-

sional computa essa constante como zero. Esse resultado indica que a principio esse

19—67m
12

método de regularizacao também deveria levar a C = , contrariamente ao re-

sultado achado em [13]. Uma avaliagao direta de (3.30), utilizando um cutoff rigido,

25—67

oo Sur-

produz 1/(4m), que, por sua vez, se avaliado em (3.42), resulta em C =
preendentemente, essa avaliagao viola a transversalidade, ja que o comutador (3.33)
nao se anula.

A titulo de comparacao com os nossos resultados, recordamos o calculo apresen-
tado em [14], no qual foi usado um regulador tipo cutoff no pontencial de Coulomb

para obter o resultado da auto-energia

5 () = i (3.44)

e’ - pln {4—/\1)] ,

p

—-1/2

onde a constante b pode assumir dois valores: b = /2 e b = e~/2. Usando a versao

euclidiana da parametrizacao geral para [;,,(A\?), equagao (2.13),

1 A? ~
Ilog()\Q) = Eln (F) + b, (345)
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podemos reescrever nosso resultado para X, (calculado no apéndice A.3)

2 AQ _
Ypo = %&’-ﬁ{ln (—) +b+In\ —Inp*+4In2 —4na| . (3.46)

22
Note que os parametros arbitrarios « e b sao independentes. O primeiro é um termo
de superficie discutindo na segao 2.5, enquanto o segundo é uma arbitrariedade na
parametrizagao geral de I;,,(A?). Dessa forma, podemos reescrever b = Inb, para

reformular a equacao acima como
2 4Ab
&p:%ﬁ¢ﬂm(——)—mmy (3.47)

que é basicamente a equacao (3.44) com o termo de superficie. Em nosso célculo,
a arbitrariedade representada pelo parametro b se cancela na adigao de (3.40) com
(3.41), j& que ela faz parte da integral divergente bésica Ij,5(A\?), enquanto o termo
de superficie a sobrevive (como mostrado no apéndice A.4) tanto no calculo da con-

dutividade 3.3 quanto na transversalidade (3.2).

3.3.1 Efeitos da Identidade tipo-Ward para a Funcgao de Vértice

Nesta se¢ao olhamos para a consideragao feita em [13], de que uma identidade
tipo-Ward-Takahashi poderia ser derivada, similar a uma que aparece na prescricao
tedrica de campos da QED. Para isso, foi definido a “funcao de vértice”A,, derivada
da transformada de Fourier da fun¢ao matriz de quatro pontos m,(ri — 7, t; — t,7 —

73t —to) = (Tyju(t, ) (ts, 1)1 (te,73)), de tal forma que

i _ 7
’/Tw,k;w—l—Q,k—l—q - GkaAw,k;w—l-Q,k—l—qGWJerkJrq7 (348)

levando a
" _
qqu,k;w+Q,k+q = DYt Q4,0 — Mo k,0- (3.49)

Para derivar (3.49) é importante notar que a equagao de continuidade foi usada em
sua forma ingénua V -j+ % = 0 que, de acordo com [47], ndo é satisfeita no sistema
interagente. Assumindo que (3.49) é vélida para a funcdo de vértice de Coulomb até

primeira ordem da constante de acoplamento,

2me?
5A/L(Qapa Q) i ﬁGw,kUqu+Q,k+q7 (350)
Fo [P — kKl
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que de acordo com (3.49) deve satisfazer

qM5AN<vaa Q) = Eo.)—+-Q,;D-i—q,0 - Ew,p,o' (351)

Para verificar explicitamente em quais condicoes essa identidade é satisfeita, resolve-
mos ambos os lados da equagao (3.51), usando a técnica de Regularizacao Implicita.

O lado direito da equacao, calculado no apéndice A.4, resulta em

- o 1 D+ 2
Ep,q—zp,ozeza'p{_gln[(p 2 }}

p
1 1 1
+€25'" i{gllog(/\2> + gln)\Q + §1H2 - glﬂ(ﬁ‘i‘ @2}
ey 5(?) _ (3.52)

O lado esquerdo de (3.51), calculado no apéndice A.6, é

L o[ 1 P+ q)? (1 7«
q”Pﬂ—620~p{—§ln{ 5 + %) il

1 1 1
+625'-q_’{gflog()\2)+§1n)\2+51112— gln(ﬁ+®2}

1
+ %G -7 (_) : (3.53)

onde « é exatamente o mesmo termo de superficie que aparece nos calculos de C e no
estudo da transversalidade de 0II,,. Claramente a identidade tipo-Ward-Takahashi

(3.51) somente ¢ satisfeita se

1
= —. 3.54
R ( )
Esse resultado é incompativel com a transversalidade de 611, que exige que a = 0,

25—67

e curiosamente, o o acima leva para o resultado C = =

Surpreendentemente, nossos cédlculos sugerem que a Regularizacao Dimensional
também seria incompativel com (3.51) ji que ela avalia a em zero. Acreditamos
que, de fato, a equagao de continuidade precisa ser modificada como sugerido em
[47], o que explicaria a violagdo da identidade tipo-Ward-Takahashi em sua forma
ingénua. Certamente a transversalidade do tensor polarizacao de vacuo e a identi-
dade de Ward Takashi [16] em QED, devem ser vélidas em todas as ordens de teoria
de perturbacao. Reproduzimos estritamente essa propriedade com um tunico valor

de a = 0 [41, 35, 36, 40, 18], assim como a Regularizagdo Dimensional, expressando
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invariancia de gauge e de rotulacao de momentos nos diagramas de Feynman. FEn-
tretanto, esse nao é necessariamente o caso em um modelo efetivo nao-relativistico,
tal qual usamos aqui para descrever correcoes da interacao de Coulomb de particulas
de Dirac para o grafeno. Também nao é garantido que, por respeitar a identidade
tipo-Ward-Takahashi, o esquema de regularizacao va produzir o exato valor de C para

o sistema fisico [47, 44]. Curiosamente, o valor av = 1/(4m) que satisfaz (3.51), resulta

25—6m

- Entretanto, o modelo efetivo representado pela Hamil-

em uma corre¢ao C =
toniana (3.4) tem poder preditivo pois o tinico parametro livre « é inequivocamente
fixado pela exigéncia da transversalidade do tensor de polarizacao, que é geral e é

uma propriedade bem definida na presenca das interagoes.

3.4 Consideracoes Finais

Empregamos uma andlise independente de regularizacao que manifestadamente
preserva parametros arbitrarios dependentes de regularizacao que deveriam ser fixa-
dos pelas simetrias do modelo em questao. Por isso, essa andlise é especialmente
interessante para lidar com os calculos da condutividade do grafeno, que envolvem
contribuigoes separadas, e que sao divergentes mas possuem somas finitas e depen-
dentes de regularizacao. Baseando-se na simetria espacial O(2), que é traduzida na
transversalidade do tensor de polarizagao, um parametro livre « foi fixado em zero.
Isso resulta em C = % ~ 0.01, que esta de acordo com as medicoes experimentais
[10] e esta de acordo com a Regularizacao Dimensional, pois a é avaliado em zero
se for calculado explicitamente por esse método (ver também [50]). Por outro lado,
se esse parametro arbitrario for avaliado utilizando um cutoff rigido, por exemplo,
o = 1/(4r), a transversalidade ¢ quebrada, resultando em C = 2-5% ~ 0.51. E im-
portante mencionar que nao foi utilizado o recurso da identidade tipo-Ward-Takahashi
para o vértice, pois sua validade na presenga de interagoes foi contestada em [47], e a

transversalidade é o suficiente para fixar o tnico parametro livre do modelo.
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O interesse nos resultados da QED3 se encontra ativo ainda hoje. Em parte, isso
se deve a massa topoldgica induzida radiativamente [52], que é o principal ingrediente
de modelos tedricos de Isolantes Topolégicos [55] em Matéria Condensada. Interes-
santemente, esse termo de massa produzido quebra uma das simetrias da lagrangiana
classica: a paridade. Essa anomalia foi bem explorada em [52, 51], onde a Regu-
larizacao Pauli-Villars foi utilizada para demonstrar que essa quebra de paridade é
introduzida ao se aplicar uma regularizagao invariante de calibre. Isto é, é a escolha
da regularizacao que promove a selecao de qual simetria ficaria respeitada.

Além do método de Pauli-Villars utilizado inicialmente, muito se debateu [56, 57,
59, 60, 61] sobre o uso de outros métodos de regularizacao, sobre suas consequéncias e
das possiveis ambiguidades geradas pelos métodos no calculo perturbativo. O caso da
Regularizagao Dimensional é particularmente interessante. Por ser um método criado
para respeitar a simetria de calibre, a priori parece ser uma boa proposta emprega-lo
para compararmos com os resultados via Pauli-Villars. Mas como foi mostrado em
[56], 0 uso ingénuo desse método nao deixa a teoria bem definida, principalmente na
parte finita dos calculos. Isso se deve a algebra do tensor antissimétrico de Levi-Civita
e"P que nao é bem definida em dimensoes nao-inteiras. Além disso, ao resolver a
parte divergente é necessario fazer uma continuacao analitica das férmulas encon-
tradas em livros textos, ja que a solucao se encontra fora do limite de validade das
formulas usuais.

Para evitar tais ambiguidades ao sair da dimensao fisica do problema e analisar
ambiguidades provenientes da regularizacao, a Regularizagao Implicita foi utilizada

m [35]. Os autores mostraram que o método se mostrou igualmente valido e mais
simples, j4 que evita um primeiro passo necessario apontado por [58], que é a uti-
lizagao da Regularizagao HCD (higher covariant derivative). Com o avango do préprio
método da Regularizagao Implicita [18], aprendemos que uma andlise mais delicada

do papel dos rotulos pode render uma melhor compreensao sobre as simetrias em

28
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questao no modelo. Nesse mesmo artigo foi mostrado que a invariancia de rotula-
gem de diagramas de Feynman é uma condi¢ao necessaria e suficiente para garantir
a simetria de calibre abeliana em qualquer ordem de loop. Concluimos entao que
seria interessante voltar ao caso da QEDj3 e implementar a mesma metodologia para
compreendermos melhor o que o rétulo pode nos dizer sobre o caso levantado em
[51, 52] das simetrias de calibre e paridade.

Outra razao para analisarmos o caso da QED3 ¢é devido a pesquisa tedrica de Iso-
lantes Topologicos em Matéria Condensada, que utiliza modelos construidos a partir
de teorias de Chern-Simons [55]. Mesmo com as questoes sobre o uso da Regula-
rizagdo Dimensional levantadas em [56], vemos artigos, e.g. [54], usando o método
sem abordar as questoes de ambiguidade vindas da continuagao analitica dimensional
usada pelo método. Ali os autores afirmam usar a Regularizacao Dimensional devido
ao aparante sucesso do seu uso em um modelo tipo Teoria Quantica de Campos para
o grafeno [13], cujo resultado foi debatido e contestado no capitulo 3.

Separamos nossa andlise em duas secoes diferentes: uma para o calculo da QEDj3

abeliana convencional e outra para um caso nao-abeliano da QEDj.

4.1 Caso Abeliano

Dado a Lagrangiana do modelo
_ 1
L =1 (iv"0, — ey Ay —m) ¢ — ZF“”FW’ (4.1)

comegamos olhando para a expansao perturbativa da acao efetiva da QED3 com rétulo
arbitrario. A proposta é empregar a Regularizacao Implicita e analisar o efeito dos
rétulos na simetria de calibre e, consequentemente, a simetria de paridade. Para isso
olhamos, na expansao a 1-loop da acao, os termos capazes de produzir uma massa

efetiva; ou seja, os termos quadraticos em A*:

A = 5 [ G AT () A b), (42)

onde II"* é o tensor polarizacao do vacuo

(k) = / (;;];3‘51" [S(k+p+ a)yS(p+ a)y"], (4.3)
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a é o rétulo arbitrério do diagrama de Feynman, e S(p) é o propagador fermionico

Sy = = e

T (4.4)

Para computar o traco do tensor polarizagao (4.3), usamos os resultados em 3D das

matrizes y*:

trly"y"] = 2¢", (4.5)
tr[y"y"y7] = 2ie”, (4.6)
tr[y* "] =2 (9" 9" — "9 + 9"79"") . (4.7)

Com isso, obtemos trés partes para o tensor polarizagao
I"#(p) = n" + m"* + 1", (4.8)

onde n"*, m"* e ["* sao as partes com as divergéncias lineares, logaritmicas e os

termos finitos respectivamente:

i &p 2[2(p+ )" (p+04) — ((p+ a)* =m?) g""]
/ (2m)3 [ (k+p+ a } ((p+ a)? —m?) ’ (4.9)

o _ [ &P Q[k”(p+a)“+k”(p+a)” k- (p+ a)g™]
" _/(27T)3 [(E+p+a)’—m2] (p+a)2—m?) (4.10)

(4.11)

[vh — / &Pp  2ime™* [(p+k + a), — (p+a),
27 [(k+p+a)® —m?] ((p+ )2 —m2)
Como existe a possibilidade de se fazer uma mudanca na varidvel de integracao nos
termos finitos e com divergéncia logaritmica, os termos m** e ["* produzem ja um
resultado conhecido [35]. Dessa forma, apenas resta olharmos para os termos em n**.
Para separar as partes divergentes, finitas e as dependéncias dos rétulos, aplicamos a

identidade (2.1) consecutivas vezes e obtemos

nt = 29" Iy (m?) = 27" (m?) = 2f5"(m?) + 25" (m?) (4.12)
onde definimos
d3 1
v [ &p g*[(k+a)+2(k+a)-pl
Y (m?) = / @) (0 —m2)? [(k +p+ ) —m?] (4.14)

(4.15)

it (1n2) — / d’p 2(p+ )" (p+ ) [+ 2k - (p+a)]
’ (27)° ((p+ a)? = m?)* [(k + p + @)? = m?]’

g2y _ [ &P 2P+ ) (p+ )
0= | G s o (410
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Podemos demonstrar que f;*(m?) = — f"(m?) fazendo duas mudangas consecutivas:

p — —p—kep— p+a. Sabemos que a mudancga na variavel de integracao neste caso
¢é permitido por estarmos lidando com termos finitos e com divergéncias logaritmicas.
Isso nos permite concluir que f;*(m?) = 0. J4 o termo f;*(m?) pode ser demonstrado
independente de «, pois como possui apenas termos finitos e divergéncias logaritmicas,
podemos transformar p + a — p, obtendo assim um resultado j& conhecido [35].

O termo f3"(m?) ainda pode ser decomposto usando a identidade (2.1)

Vﬂ(m2> _/ d3p 2prN + / d3p 2051/0‘“
’ (2m)? (p* — m?)? (2m)? (p* — m?)?

_ / ’p 4(p + )" (p+ a)*(@® +2p- a)
(2m)® (p* —m?)? ((p+ a)? —m?)
@p 2(p+ )" (p + ) (@* +2p- a)®
i / (2m)* (p2 —m?2)? ((p+ )2 — m?)”

(4.17)

O primeiro termo acima pode ser somado ao [j;, da eq.(4.12), obtendo o termo de

superficie definido em (2.19)

3 v 3 Voo [b
E"“:/ & 9% —2/(dp rr (4.18)

(2m)2 p* — m? 2m)* (p* — m?)*

Para mostrar o resultado dos outros termos, completamos o quadrado, adicionamos
e subtraimos massa (a2 +2p-a)? — (a? +2p-a)[(p + a)? — m? + m? — p?| no tltimo

termo de (4.17) para somar com o peniltimo, obtendo

_ / &*p 2(p+ @)’ (p+ a)*(a®+2p - @)
21 (2 —m22[(p+ )2 — m2]
[ &p 2p+a)’(p+a)(a®+2p-a)
/ @) (= m?)[(p+ ) —m?* (4.19)

Para juntar os dois termos, fazemos uma mudanca no segundo p — —p — a. Da
juncao ainda podemos fazer o mesmo procedimento de completar o quadrado, somar
e subtrair massa

B / dp  207a* N / dp  2(pYat + ptar + a¥at)
(2m)? (p? — m?)? (27)% (p* —m3)[(p + a)* —m?]

(4.20)

Note que o primeiro termo aparece com sinal trocado em (4.17). J& o segundo termo
pode ser mostrado nulo, pois uma mudanga de p + o — —p o transforma apenas em

um sinal global, como f;*(m?).
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Somando os resultados, podemos escrever

P / d3p dp"p* K% + 2k - p]
- (2m)3 (p* —m?)?[(k +p)? —m?]

(4.21)

E valido ressaltar que os procedimentos de completar o quadrado ou de adicao e sub-
tragao podem alterar os graus de divergéncia, com consequéncias visiveis no resultado
das integrais. Para assegurar-nos, também resolvemos as integrais de forma explicita
e achamos os mesmos resultados aqui apresentados.

O mais importante é que agora demonstramos diretamente que o resultado nao
depende dos rétulos. Assim, resta-nos apenas o calculo das integrais do Tensor Pola-
rizacao

gy = 2z [ F2 W2k
(2m)* (p* —m?)? [(k + p)* —m?]
p 2[k'p" + k'p” — k- pg™]
/ (27 [(k + p)* — m2] (p* — m?)

/ d3p 2Z'm6/?7/ﬂ [(p + k)P B pp] (4 22)
(2m)* [(k +p)* = m?] (p? — m?)
O resultado é conhecido [35]
I (p) = 227 + 2H, (5%, m?)ep, + 2H, (% m?) (L2 — gom (4.23)
pb) == 1\p,m )e""pp 2P, m p2 g ) .

onde

2 oy 1 [ m ) 1+ \/p?/4m?
H,(p*,m*) ym _\/]?1 <—1—W)]7 (4.24)

Hy(p*, m?) = i Vm? — %ﬁ(ﬁ + 4m?) In (i\/—i m>] : (4.25)

Como conhecemos o termo de superficie =, ele deve ser fixado pelas simetrias da

teoria ou medidas experimentais [53, 19]. Neste caso da QED3 abeliana, as duas
simetrias da lagrangiana classica sao: Gauge e Paridade. A discussdo levantada em
[51, 52] ¢ justamente sobre a anomalia quantica criada pelos termos resultantes em
(4.23). Enquanto os termo que acompanham H;(p*, m?) e Hy(p?, m?) sdo invariantes
de calibre, o termo que acompanha H;(p?, m?) nao é invariante por paridade.

A priori, poderiamos dizer que o termo de superficie deveria ser capaz de re-

produzir dois possiveis resultados. Cada um preservando uma simetria especifica.
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Dessa forma, poderiamos concluir que a escolha da regularizacao é o que determi-
naria qual simetria sobreviveria no resultado. Para analisarmos de uma forma mais
completa, podemos partir de uma versao mais completa de =Z¥* incluindo uma possivel
dependéncia do rétulo a;, como se vé abaixo:

v 2y — [ LP g [ @ pta)(pta)
— ( ) ) / (271')3 (p + a)2 — m?2 2/ (271')3 ((p + 04)2 _ m2)2' (4'26>

2

Para primeiramente analisarmos a dependéncia em m* iniciamos derivando

d _. N Bp 1 B dp 4(p+ a)’(p+ a)*
dma (@) =9 /(27T>3((p+a)2—m2)2 /(%)3 ((p+ )2 —m?)”

" amiVer? T V!

= 0. (4.27)

Com isso, concluimos que =Z"*(«) nao depende de m?. A seguir, aplicamos o mesmo

procedimento para «

%:uﬂ(a) _ / (d p 2(p+ @)’ (p+ )"2(p + )

do 2m ((p+ )~ m?)
B / d*p 2(g"(p+ )" + g (p+a)”)
(2m)? ((p+ )2 —m2)?

:/ dgp/ 4p/yp/up/>\ B / d?’p/ g”)‘p’“—l—g”p"’
@r)? w2 —m?? ") @n)F (R m)?
= 0. (4.28)

Ambas as partes sao nulas pois sao impares em p. Os Unicos parametros livres que
restam em ="* sdo uma constante de integracao ¢’ e o grau de divergéncia A. Uti-
lizando a parametrizacao da divergéncia linear (2.18), podemos analisar a primeira
parte de (4.26)

—g™ (4;)3 Varm? — ¢ Ag™", (4.29)
e a segunda .
gt (4;)3 Vrm? + ¢y Ag™. (4.30)

Somando-as temos a forma geral possivel para o termo de superficie

EVF = —(c) — cy)Ag™t. (4.31)
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A dependéncia em m? foi cancelada, como o esperado de (4.27). A tinica opgao para
obtermos um resultado finito para o termo de superficie é caso ¢ seja o mesmo que
¢y, ou seja ) = ch; desta forma =" = 0.

Como o tunico termo nao-invariante de calibre no Tensor Polarizagao foi aqui
demonstrado ser zero. Podemos concluir que as parametrizagoes (4.29) e (4.30) nesta
analise estao conectadas com a invariancia de calibre da teoria. Entao, podemos

concluir que

Vol
1" (p) = 2H, (p*, m?)e""p, + 2Hy (p?, m?) <ppf - g””) . (4.32)
No limite m — oo, o Tensor Polarizacao vai para
14 Z’ m v
11" (p) = E|m—|6 "pp. (4.33)

Apesar dos resultados estarem de acordo com os achados anteriores, pela Regu-
larizagao Pauli-Villars [51, 52] e pelo primeiro uso da Regularizagao Implicita [35], o
método aplicado neste caso foi conceitualmente diferente. Diferentemente de propor
usar uma regularizagao invariante de calibre ab initio, o que ja supostamente levaria
a quebra da paridade, pudemos empregar um método olhando para a liberdade de
rotulacao dos momentos da perturbacao da lagrangiana original da QED. O uso de
método capaz de reproduzir um resultado que deixe a paridade como a boa simetria,
deverd quebrar a invariancia de calibre necessariamente. Caso seja interessante estu-
dar uma teoria sem a violagao da paridade, seria necessario partir de uma QED3 com

uma acao modificada, como por exemplo [62].

4.2 Caso nao-Abeliano

Outro caso nao menos interessante de se estudar, nem que seja por uma questao
de curiosidade matematica, é o caso nao-abeliano da QED3. Nesta secao, nos restrin-
gimos a um caso especifico de nado-comutatividade, também estudado em [51], onde
o campo de calibre é constante (A =constante) mas nao comuta: [A*, A¥] # 0, onde

At = gAtT, /21 e T, sdo as matrizes de Pauli. Para a teoria ndo-abeliana:

Isf[A] = —itrIn() + m), (4.34)
D(z) = —i(§+ A). (4.35)
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Como A* =constante, a integragdo em [ d*z nada mais é que o volume. Entao,
podemos olhar direto para a Lagrangiana:
LerrlA] :i/%lndet(}/ﬁ%—qé—izﬁjtm), (4.36)
onde « é novamente um rétulo arbitrario.
Por questoes de conveniéncia, passamos para o calculo da acao efetiva no espaco

Euclidiano. Para isso, fazemos uma rotagao de Wick e introduzimos (—iA%, A', A?) —
(A3, At A?):
[ dPp . .
LAl =i 2y Indet[o”(p* + ot — i A*) +im). (4.37)
T
A matriz A¥ pode ser diagonalizada fazendo rotacoes no espago e no espaco de isospin.

Dessa forma, o determinante da equacgao acima se torna

det [a“ ((p + Q) — gAgra> + im} = ((p+ @) +m?)* +2(p+ )’trA> + A (4.38)
—4[(p1+ 1)’ AT + (p2 + a2)’ A3 + (ps + as)’ A3]

A = 2m’trA? + (A%)? — tr" F? + 8im det A. (4.39)

Podemos normalizar I.;; adicionando um termo tal que I.sf[A] — I.s[A=0] =0

Leps = / (;i%{ In [((p +a)? + m2)2 +2(p + a)*trA® + A
— 4 [(p1 + a1)? A7 + (p2 + a2)? A3 + (ps + as)’ A3] }
—In (p2 + m2)2 }
B d3_p " 2(p + a)*trA? A
a / (2m)3 ! [1 i (p+a)2+m2?  ((p+a)?+m?)’
CAl(pr + ) A+ (p2 + @2)* A3 + (ps + 043)314%]} .
((p+ @)? +m?)’

Expandindo o logaritmo
Lo = / d’p { 20p+ @)*trA®  4[(p1+ 1) AT + (p2 + 2)? A3 + (ps + as)® Af]
‘ (27T)3 ((p + 06)2 + m2)2 ((p + a)Q + m2>2
A 2m?2tr A? }
+ 5 + >
(p+a)+m?)”  ((p+a)?+m?)

+.o, (4.40)

onde A’ = (trA?)% —tr* F2 4+ 8im det A. Neste estagio, podemos notar que as integrais

sdo muito similares as do caso abeliano. Elas sao iguais as (4.12), mas com os indices
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1 e v contraidos. Dessa forma, é possivel fazer a mesma andlise feita na se¢ao anterior,
para concluirmos que o resultado é independente dos rétulos. Por isso, a partir desse
ponto, deixaremos de denotar os termos « nos calculos.
Ao levarmos em conta os termos quadraticos A", ja que sao capazes de quebrar
a invariancia de calibre da teoria, podemos ignorar o resto dos termos da expansao.
Olhando para os termos divergentes, podemos juntar o primeiro e tltimo termo da
equagao (4.40) e abrir o traco da matriz A que agora estd diagonalizada:
/ d*p 2 (p* +m?) (A2 + A2+ A2) _/ d*p 2(A? + A3+ A2)
(2m)? (p* +m?)° ) @ (PP m?)
= 2 (A} + A3 + A3) Lin(m?), (4.41)

onde I;;,(m?) foi definido em (4.13).
A outra parte divergente estd no segundo termo da eq.(4.40), que podemos separar

nas coordenadas:

Bp  pi 2 o p*sin®(6) cos?(¢)
| G g ) (@) / iy [ snieran [ s 0+ m?)?

(271') Y /(; dp—p ) (4.42)
d3p P2 T p?sin?(6) sin?(o)
/ (2m)2 (p2 +m2)*  (2m)? /p dp/ sin d@/ 10 (p +m2)
an I .
<27r> 7], Yoty 4

dp P 2 p* cos®(6)
d 0)do | dp—— s
/(27) S +m2)? (2n)? / p/ il /0 ¢(p 2+ m?)*

(27?) 3/0 R —i—m2)2

Podemos transformar as integrais acima em

1 00 p4 1 / d3p p2
| dp— = = , 4.45
(27T)3 /0‘ p(p2 + m2)2 47T (27'(')3 (pQ 4 m2)2 ( )
obtendo para o segundo termo de (4.40)
/ d’p —4 (pTAT + p3AS + piAY) _ _é/ dp p? (AT + A + A3)
(27)3 (p2 + m?)? 3) @n)F (pam2)?

Para parametrizar a integral divergente acima, primeiramente derivamos em m? para

(4.44)

(4.46)

podermos obter uma integral finita em p
4/ d*p —2p* (AT+ A3+ A3) 2w (AT + A3 +A2)
3) @rF (P m2) (4m)3vm?

(4.47)
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Integrando de volta em m? parametrizamos o segundo termo de (4.40)

+4 (AT + A3 + A3) @ — 2c1A, (4.48)
(4mr)>
onde ¢; é uma constante arbitraria e A é a divergéncia.
Ja que na lagrangiana original nao ha termos quadraticos em A* para absorver as
divergéencias via Renormalizacao, partimos para analisar as divergéncias lineares da
equacgao (4.40) encontrados nas partes (4.41) e (4.48). Podemos utilizar a relagao de

escala (2.18) da integral basica de divergéncia linear:

9. /2
Ly = — 2TV A (4.49)
(4m)?
Deixamos ¢ como uma constante diferente daquela presente em (4.48), j4 que ambas
surgem de fontes diferentes. Dessa forma, podemos somar os termos (4.41) e (4.48)

parametrizados:

N

A/1m?2
3 +202A+4ﬁ—m

3 — 261A
(4)}

=2 (A7 + 45+ A}) (2 — 1) A (4.50)

LI = (AT + A+ A7) | —4

47r)

Para que a parte divergente de L.¢; seja nula, podemos explorar a arbitrariedade
da parametrizacao do Iy, fixando ¢; = ¢;. O mesmo resultado é obtido via Regula-
rizagao Implicita, caso optdssemos por somar e subtrair massa ao termo da equacao
(4.46) ao invés de usar o procedimento de derivar e integrar em m?. Se tivéssemos
escolhido esse caminho, terifamos as mesmas constantes de integracao multiplicando
A, porém os coeficientes seriam diferentes. A tnica forma de lidarmos com o termo
quadrético trA? seria colocar as constantes para zero e, com isso, nao poderiamos
preservar a divergéncia linear de cada integral. Por isso, escolhemos a forma mais
geral apresentada nesta se¢ao pois conseguimos lidar com os termos quadraticos em
A* sem eliminar a priori o carater divergente das integrais.

Este mesmo resultado pode ser encontrado no caso da Regularizacao Dimensio-
nal. O unico problema que pode surgir da-se no caso de tentarmos usar a continuacao
analitica (ver apéndice A.2) das férmulas de integrais em N-dimensoes [16]. Se fosse
adicionado e subtraido massa, como explicado no paragrafo anterior, a parte diver-
gente das integrais nao se cancelam. Neste caso, diferentemente da parametrizacao
usada em (4.49) na Regularizacdo Implicita, ndo ha liberdade para colocarmos o

termo restante para zero.
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A covarianca de Lorentz e a simetria CPT sao ingredientes bésicos para a cons-
trucao de teorias de campos quanticos locais. Consequentemente, elas estao presentes
na construcao do Modelo Padrao das interagoes fundamentais. Entretanto, modelos
que violam Lorentz e CPT tem sido uma area de intensa investigacao na ultima
década, [63]-[110] como um possivel limite de uma teoria mais fundamental. A for-
mulagao de um Modelo Padrao Estendido (SME) [63]-[66] abre um leque de possibi-
lidades de estudo, dentre os quais nos interessam particularmente os setores de gauge
e fermionico.

No setor de gauge, percebemos que os estudos sao normalmente concentrados em
dois tipos de termos: o termo tipo-Chern-Simons CPT-impar de Carroll-Field-Jackiw
[77] € um termo quadrédtico CPT-par no tensor de campo eletromagnético [64]. No
setor fermionico, as pesquisas tém sido focadas em um termo axial que viola Lorentz e
CPT, basicamente por ter havido uma controvérsia sobre a geragao do termo Carroll-
Field-Jaciw radiativamente [83]-[31].

Recentemente, o interesse em termos CPT-par cresceu devido ao desenvolvimento
do conceito de aether e do estudo de dimensoes extras. Em [67], os autores discu-
tem o uso de campos tensoriais (aether) que violam Lorentz com valores esperados,
alinhados com dimensoes extras para manteé-las escondidas. Os termos que violam
Lorentz dos setores de gauge, de férmions e de escalares viriam da interacao entre
estes campos com os campos aether. Em [68] e [69], a geracao quantica desses termos
de interagao aether foram estudadas. Particularmente, no caso da eletrodinamica
[69], o termo de acoplamento minimo foi substituido por um nao-minimo que viola
Lorentz. O termo de interacao aether foi gerado quando a auto-energia do féton foi
calculada, com um coeficiente que é dependente de regularizacao no caso de 4 di-
mensoes do espaco-tempo. Mais especificamente, foram feitos os calculos em 3, 4 e
5 dimensoes com diferentes métodos de regularizacao, e apenas em 4 dimensoes foi

detectado ambiguidades nos calculos.

38
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Nesta parte do trabalho, consideramos um versao modificada da Eletrodinamica
Quantica em 4 dimensoes com o acoplamento entre o foton e o férmion composto por
dois termos: um nao-minimo e um minimo. Este modelo ja foi considerado em outros
trabalhos [70, 71, 72] no contexto da Mecanica Quantica Relativistica. Em [71] o
modelo foi usado para calcular correcoes do espectro de Hidrogénio e colocar fortes
restri¢oes na magnitude do parametro que viola Lorentz. Em [72] o modelo foi usado
para estudar a geracgao de momento magnético vindo do acoplamento nao-minimo, ja
que um pequeno momento de dipolo magnético de particulas neutras podem assinalar
uma violacao da simetria de Lorentz. Aqui analisaremos as correcoes quanticas para
o setor fotonico, considerando a teoria como um modelo efetivo. Este é apenas um
de muitos outros possiveis termos nao-renormalizaveis que violam Lorentz. Além
do rico conteddo fisico explorado a nivel drvore em [70, 71, 72|, a motivacao para a
investigacao presente é o aspecto interessante com que ¢é possivel gerar radiativamente
ambos termos CPT-par e de Carroll-Field-Jackiw (CFJ). Embora a geracao quantica
do termo CFJ de um termo axial no setor fermionico ja ter sido investigada, a presente
possibilidade ainda nao foi explorada.

O fato do modelo ser invariante de calibre nos permite fazer uma anélise inte-
ressante dos valores de ambos os coeficientes dos hipotéticos termos gerados radia-
tivamente CPT-par e impar. De fato, mostramos que as correcoes finitas a 1-loop
que violam Lorentz sao suprimidas caso seja usado uma regularizacao que respeite a
invariancia de gauge. Entretanto, um método que viola gauge, seguido por um con-
tratermo que restaura simetria no setor simétrico em Lorentz abre a possibilidade de
tais indugoes. Em calculos de ordem superior para o parametro que viola Lorentz, as
restrigoes que foram construidas em [71] colocam fortes vinculos para a estrutura dos
contratermos. Para um modelo efetivo, a energia de cutoff é um parametro importante
e deve ser estabelecido por motivos fisicos subjacentes. Caracteristicas desejadas de
uma Teoria Quantica de Campos, como causalidade e estabilidade, podem ser perdi-
das em energias muito altas [75, 76]. Por isso, propomos uma condigao que o cutoff
deve satisfazer a fim de prevenir a proliferacao de novos termos em ordens acima de
1-loop.

Esta parte da pesquisa estd organizada da seguinte maneira: a primeira secao é
dedicada a apresentacao do modelo; a segunda secao apresenta uma analise na geracao

a 1-loop de termos que violam Lorentz no setor puramente de gauge; na terceira se¢ao
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apresentamos os calculos, que utilizando a invariancia de gauge é capaz de fixar os
coeficientes das correcao quanticas a 1-loop; na quarta secao analisamos, em bases
gerais, a predizibilidade do modelo em ordens superiores a 1-loop usando argumentos

de simetria. Por fim, apresentamos nossos comentarios finais na quinta secao.

5.1 O Modelo

Comegamos considerando a agao usada em [69] em 4 dimensoes do espago-tempo,
na qual o termo de acoplamento minimo da QED é substituido por um termo de
interacdo nao-minima que viola Lorentz —epet’*P~5b, F, o1, com b, sendo um vetor
constante que seleciona uma direcao fixa do espaco-tempo. Este termo pode ser
mostrado como invariante de gauge, bastando para isso transformar ¢ — €@ e
A, — A, + 0,a(x), para notarmos que o termo nao varia. Ainda assim, a agao toda
nao ¢ invariante devido a falta do acoplamento minimo. Como os autores mostraram,
quando a correcao de 1-loop para a funcao de dois pontos do féton é calculada, um
termo aether dependente de regularizacao é gerado. Para tal modelo nao ha uma
forma de fixar o coeficiente desse termo.

Nossa intencao nessa parte do trabalho é analisar uma versao modificada desse
modelo [70], [71], [72], no qual a invariancia de gauge da acao original é restaurada
pela presenca do termo de acoplamento minimo juntamente com o nao-minimo que

viola Lorentz:
1 _
Y = /d4x {_ZFWFW +¢ (i —m—ef — es“”o‘ﬁyﬁbqua) 1[)} : (5.1)

O termo de interacao contém duas contribuigoes: o vértice tradicional da QED e o
que viola Lorentz. Além do fato de X ser invariante de gauge, nds veremos que suas
correcoes quanticas de 1-loop podem produzir dois tipos de termos que violam Lorentz
no setor fotonico: o termo aether CPT-par e o termo tipo-Chern-Simons de Carroll-
Field-Jackiw CPT-impar [77]. Interessa-nos a possibilidade de fixar os coeficientes
desses termos, baseado em argumentos de invariancia de calibre. Estas contribuicoes
sao geradas pelo tensor de polarizagao do vacuo, composto em ordem de 1-loop por
apenas um diagrama. Efetivamente, essa amplitude pode ser decomposta em quatro

partes, ja que do ponto de vista calculacional o problema é equivalente ao de que
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existem dois vértices diferentes,
1 (p) = 1YY (p) + 1135 (p) + 115y (p) + 1155 (p). (5.2)

Os indices inferiores sao referentes aos vértices, onde 1 (2) se refere ao acoplamento
minimo (nao-minimo). Na equagao acima, o primeiro termo corresponde a QED tra-
dicional, os dois termos cruzados sao responsaveis pelo termo de Chern-Simons e o
ultimo termo gera a parte CPT-par. Podemos tecer alguns comentarios se considerar-
mos toda a amplitude. Os termos que possivelmente violam Lorentz, nomeadamente
os ultimos trés, sao individualmente invariantes de gauge. Dessa forma, se focarmos
simplesmente nestas pecas nao conseguimos trazer nenhuma luz a discussao, se nossa
intencao for usar a simetria de gauge para fixar os coeficientes arbitrarios do mo-
delo. E importante reforcar que estamos considerando a invariancia de gauge da acao
(transversalidade do tensor de polarizagao do vdcuo), que é uma condigdo um pouco
menos restritiva a principio, e que permite um termo tipo-Chern-Simons.

Primeiramente, escrevemos todas as contribuicoes de 1-loop para a auto-energia

do féton:
Iy = —tr/kiey”s(p + k)iey"s(k)
= thr/V”s(p + k)yts(k) = e*TH, (5.3)
k
Iy = —tr/ (—2ie€°"8”pfypba(—p5)) s(p+ k)iey"s(k)
= 262€a5”pb5p5T””, (5.4)
Iy = —2e%e*¥ bops T (5.5)
e
IS = —462(= bps) (7, bap, ) T, (5.6)
onde
T = tr/kyl’s(p + k)y*s(k), (5.7)

com s(k) sendo o propagador fermionico e [, significa [ d'k/ (27)*. Observamos que,

devido & estrutura de Lorentz de T*¥, é possivel concluir que IT}5 = 157 .



CAPITULO 5. QED; COM ACOPLAMENTO NAO-MINIMO 42
5.2 As correcgoes radiativas violadoras de Lorentz

As corregoes de 1-loop para a auto-energia do féton sdo dadas pelas equagdes (5.3)-
(5.6). Agora focaremos nas tltimas trés contribuigoes, que sdo as possiveis fontes de
violacao de Lorentz no setor puramente fotonico. Comecamos considerando a forma
geral do tensor T", sem calcular explicitamente a amplitude, para entao focar na
parte de interesse da amplitude e determinar os coeficientes.

Analisando primeiro as duas contribuigoes idénticas vindas das equagoes (5.4) e
(5.5), que podem produzir um termo CPT-impar tipo-Chern-Simons de Carroll-Field-
Jackiw. Temos

I3 + II5Y = 46’ bopsTH, (5.8)

no qual
THP — (pupp —p2g“p) H(pQ) + ang“p 1 BptpP (5.9)

¢ a expressao mais geral para TH?. TI(p?) é a fungao que pode incorporar as di-

vergéncias e «,  sao constantes adimensionais. O termo tipo-Chern-Simons é dado

por
% = lim (1145 +1147). (5.10)
p?—0
Entao vemos que
% = 4am?e2e™ b, pg. (5.11)

Podemos realizar uma analise similar para o termo CPT-par:
Iy = —4€e*(e* baps) (e 5brps) T (5.12)
Agora precisamos apenas das partes de 7% com p? = 0. Entédo

", = —4ae’*m? (5“ﬁ”pbapﬂ) (e21Pbyp,)

par

= —40462ng”“bapﬁbApgeagnpéA““p. (5.13)

Usando as propriedades do tensor de Levi-Civita, podemos fazer as contragoes para
obter

[ = —4ae2m2 {(pp,pu . pQQ,uV) b2

par

+(p-b)*g"™ — (p-b) (P'V” + p"0") + p*b"b"} . (5.14)
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Os primeiros dois termos juntos possuem a forma de Maxwell e nao sao de inte-
resse. As iltimas quatro contribuicoes dao a seguinte correcao para a densidade de
Lagrangiana:

Laether = 200€*m? (b“FW)2 , (5.15)

que é o termo tipo-aether analisado em [67] e gerado em [68] e [69], no qual b*
desempenha o papel de um campo aether. Esse termo pode ser mapeado em um

termo CPT-par cldssico proposto em [64],

1
£pa7" = _ZKuuaﬁFuyFaﬁy (516)

desde que possamos estabelecer a relacao

Ruvap = —2ae’m? (Guabibs — guabubs + guabuba — gu50u0a) - (5.17)

Na sequéncia, realizamos uma tentativa de avaliar a constante . Como discutido

acima, podemos escrever am?g"’ = T* (p = (). Entao temos

g — / tr [y G+ ) ()

(kQ _ m2)2
_ 4/A Oty — (]{2 _ m2)g;w
SN TR

— 4/kA {2(1{:2151‘/{;2)2 - (k2gibum2)}
A v
_ /k 82‘“ {(k26m2>}7 (5.18)

onde o indice A indica que as integrais sao divergentes e necessitam de alguma regu-

larizacao.

O célculo acima revela que « € originado de um termo de superficie vindo da dife-
renga entre duas integrais quadraticamente divergentes, igual ao termo (2.24). Como
foi observado em [68], note que esse coeficiente é totalmente dependente de regula-
rizacao. Na préxima secao, faremos uma discussao mais geral, a fim de determinar

essa constante, nos baseando em argumentos de simetria [19].
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5.3 A correcao de 1-loop da auto-energia transver-

sal do féton

Quando levamos em conta as corregoes radiativas, uma questao que naturalmente
surge é a possibilidade de violacao de alguma identidade de Ward-Takahashi. Em
outras palavras, nos questionamos se existe alguma anomalia no modelo. Nesta secao,
mostraremos que, ja que a QED convencional é invariante de gauge, nao é possivel
haver um tensor de polarizagao de vacuo nao-transverso no presente modelo.

Comecaremos contraindo o momento externo p, com a amplitude total. Temos

pu Il = erMT“” + 2626‘“B”pbapﬂp/3T“"
—262€a6“pbapup5pr - 462(50‘6”pbap5)(5AU”5b,\pMpa)T”5. (5.19)

Podemos notar que os ultimos termos sao identicamente nulos pois o tensor antis-
simétrico de Levi-Civita estd contraido com o produto simétrico p,pg. O segundo
termo também ¢é nulo pela mesma razao, ja que a estrutura de Lorentz de TH” ¢é do
tipo apresentada na equacgao (5.9). Desta forma, ficamos apenas com a primeira con-
tribuicao, que nao é nada além do termo da QED convencional. Isto mostra que, para
o tensor de polarizacao do vacuo, uma violacao da simetria de gauge em um modelo
modificado é possivel somente se a mesma violagao ocorrer na QED tradicional.
Para concluir esta se¢ao, podemos obter algumas condigoes que o esquema de
regularizacao deve satisfazer a fim de respeitar a transversalidade de II*”. Como
veremos, isso estd intimamente conectado na possibilidade de geracao de termos que
violam Lorentz, que foram discutidos na tltima se¢ao. Se analisarmos o primeiro

termo da equacao (5.19), ou seja

p M = /ktr {’}/VS(]{?) ps(k +p)}

o1 1
:_/ktr{vk—mp%—l—]ﬁ—m}' (5.20)
Usando a identidade p = (f +p — m) — (f — m), temos que

o= [ofris) [ ol

- A ]{ZV A (l{? +p)u
Sy Ry (5-21)
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Na expressao acima, o primeiro termo é nulo e o segundo difere dele apenas por uma
mudanc¢a no momento de integracao. Ja que o segundo termo é linearmente diver-
gente, ele difere do primeiro apenas por um termo de superficie. O indice A indica que,
ja que as integrais sao divergentes, elas precisam ser regularizadas. Em vez de usar-
mos uma regularizacao em particular, a deixaremos implicitamente como explicado
no capitulo 2. Para a identificacao do termo de superficie, usamos recursivamente,

no segundo termo acima, a identidade (2.1) para obter
T[,LV o 4 v 2
puT = —4p” {an + p*(ag — 209) } (5.22)

onde os «;’s sdo os termos de superficie definidos em (2.24), (2.25) e (2.26):

A A A
_ v kK, / 0 k,
L = — 2 — = , .2
a1gu /k k2 — m2 /k (k2 — m2)? . Okt \ (k2 —m?) (5.23)
A A A
— gMV o kl,l,kl/ . / a ky
Rl e M e i Ao Cremrre ) BT

A A
1 k., k,kok
rJo = rvia _24 —,u,l/aﬂ 525
0439{;1 g 8} g{,LL g B}/k (k_2 )2 /k (kQ o m2)4’ ( )

— m?2

o que significa que

AN o

A
I Gapy (s — ag) = /k o | (k2 — m2)?
Vemos que a fim de obter um tensor de polarizacao do vacuo transverso, existem
duas possibilidades: a primeira fixa todos os termos de superficie para zero (a; = 0)
e a segunda fixa a; =0 e az = 2ap. E importante notar que nas duas possibilidades
a1 = 0 é uma condicao necesséaria para a preservacao da simetria de gauge. Por fim,

podemos identificar a constante «, vista na ultima se¢ao, com a relagao

am?® = —4a;. (5.27)

Faz-se necessario explorar a discussao deste resultado. Os valores das constan-
tes a; sao determinados pelo procedimento de regularizacao usado para calcula-las.
Dessa forma, elas sao dependentes de regularizacao. Se uma técnica de regularizagao
for usada, que preserva a invariancia de gauge da QED tradicional, «y serd zero.
Entretanto, é sempre possivel escolher um procedimento nao-invariante de gauge e

depois restaurar a simetria de gauge por meios de um contratermo nao-simétrico.
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Nesse caso, ja que os setores de violagao e preservacao de Lorentz sao independentes
um do outro, os termos que quebram Lorentz sobreviveriam. Isso seria equivalente
a usar diferentes procedimentos de regularizacao nos diferentes setores (invariante de
Lorentz e que viola Lorentz). De qualquer forma, acreditamos que a estrutura na-
tural seria escolher uma regularizagao tnica para o célculo das integrais da mesma
amplitude. Neste caso, o calculo que preservasse a transversalidade nao geraria, em
ordem de 1-loop, os dois termos que violam Lorentz (CPT-par e CPT-impar).

Reforcamos que isso nao é uma condigao forte o suficiente para a invariancia de
gauge que, por consequéncia, proibiria a geragao a priori de termos Chern-Simons.
Esse seria o caso de impor invariancia de gauge da densidade de Lagrangiana, que ¢é
muito mais forte do que a da acao. Este iltimo é obtido simplesmente pela transversa-
lidade da auto-energia do féton, que por sua vez permite o aparecimento de um termo
de Chern-Simons. Enfatizamos que foi usada uma condicao mais fraca: a invariancia
da agao. A transversalidade do tensor de polarizagao do vacuo fixa ay = 0.

A fim de ilustrar que isso nao é uma condicao restritiva no que diz respeito a
inducao de um termo de Chern-Simons, podemos apresentar os resultados publicados
em [31] e [36]. Nesses trabalhos, a indugdo do termo que viola Lorentz que vem
do termo axial no setor fermionico (bulﬁy“ﬂﬁw) foi estudada baseada nos mesmos
fundamentos utilizados aqui. Eles obtiveram os seguintes resultados: até a primeira
ordem na constante b,, para a auto-energia do féton a 1-loop (no caso sem massa

para simplificar):

" =T1(p?) (p"p” — p*g"™) — dong"”

4
—3 {eal'p” = p*¢") + 207" + 179" (05 — 202) }
+iogpabse’, (5.28)

no qual os «;’s s@o os mesmos definidos aqui nas equacoes (5.23)-(5.25). Note que
nesse caso a condicao de transversalidade exige que a; = 0 e a3 = 2ap, assim como
apresentado neste presente estudo. A diferenca é que na equacao acima, o coeficiente
do termo de Chern-Simons é proporcional a as, que por sua vez nao ¢é exigido ser
nulo. Por isso, o procedimento que adotamos nao é restritivo a geracao de um termo

de Chern-Simons. Esse resultado é simplesmente uma particularidade deste modelo.
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5.4 Discussao sobre contribuicoes de ordens supe-

riores

Quando célculos de ordem superiores sao realizados e linhas internas de fétons
sao consideradas, o grau de divergéncia das contribuicoes crescem por unidade para
cada vértice interno nao-minimo. Nesta secao, discutiremos a capacidade preditiva
do modelo para quando estes calculos sao executados. Estamos interessados nas
correcoes dos setores do foéton. Para calculos multi-loop, podemos identificar dois
tipos de contribuicao, que se distinguem entre si pelo aparecimento ou nao dos vértices
internos nao-minimos.

Para o célculo em n-loop do tensor de polarizacao do vacuo, para cada topologia
temos que considerar todas as combinacoes dos dois tipos de vértices. No caso onde
os vértices nao-minimos aparecem apenas nos pontos externos do diagrama, podemos
separar em quatro grupos, da mesma forma que fizemos no célculo de 1-loop: o
primeiro com acoplamentos minimos; o segundo com acoplamento nao-minimo no
primeiro vértice; o terceiro no qual o acoplamento nao-minimo ocorre no segundo
vértice; o quarto no qual os dois vértices externos sao nao-minimos.

Suponhamos que temos na ordem n a seguinte expressao para a auto-energia do
foton da QED pura:

TW =T+ TW? 4.+ TF, (5.29)

)i corresponde a um grafico diferente. Tomando como exemplo o grupo

onde cada T}
onde o acoplamento nao-minimo ocorre no primeiro vértice externo iea“paAprUVA, é

possivel ver que a contribuicao desse grupo ¢ dada por

w2 =, MrpeTyy. (5.30)

v

Entre os possiveis grupos que citamos, o segundo e o terceiro vao contribuir para o

termo de Chern-Simons. Assim como na analise de 1-loop,
T = (papy — PPga) NP (0?) + a™m?gy, + ™pap, (5.31)

é a expressao mais geral para a auto-energia do féton da QED pura. O termo CPT-
fmpar é obtido pelo limite p> — 0 e seu coeficiente é proporcional a a™. O tensor de

polarizacao do vacuo em ordem n é dado por

@) =70 + 10 4 1 4+ 1) + 10,

(5.32)
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onde 1, ,([VL) inclui todos os graficos com acoplamentos nao-minimos internos. Podemos
notar que a fim de obter p“T,E,T,L) =0, a™ = 0 é uma condicio inevitavel, da mesma
forma que temos no caso a 1-loop. Portanto, os graficos nos quais os acoplamentos
nao-minimos ocorrem apenas nos fotons externos nao contribuem para a geracao
radiativa do termo CPT-impar que viola Lorentz se o procedimento de regularizacao
usado for invariante de gauge. O mesmo argumento pode ser estendido para o termo
CPT-par. Portanto esses termos podem ser gerados radiativamente somente pela
contribuic¢ao do acoplamento nao-minimo para os fétons internos.

O préximo passo é considerar as contribuicoes incluidas em 1, f,f,) que possuem aco-
plamentos nao-minimos nos fotons internos. Consideramos novamente a geragao do
termo CPT-impar, ja que uma anélise similar pode ser feita para o termo CPT-par.
As contribuicoes sempre sao de poténcia impar em b,. Para exemplificar, pegamos
para a discussao os graficos lineares em b, em loop de ordem arbitréria, ou seja, que
possuem uma interacao nao-minima. Por contagem de poténcias, eles sao superficial-
mente divergentes ctibicos. Considere que o momento do féton interno que acopla com
o vetor de fundo ¢ k; dessa forma, o vértice é dado por ies”**Pb, k,vs. A amplitude,

entao, sera dada por
Ay = Pb, L pos, (5.33)

com 1,03 sendo uma integral multi-loop.

A integral acima tem dimensido de m? e estamos interessados no limite p? — 0.
Considerando sua estrutura de Lorentz, podemos ter todas as combinacoes de indices
em dois tipos de termos: o primeiro tem a forma p,p,p,gas € resultard em uma con-
tribuigdo nula, devido ao tensor antissimétrico; o segundo tem a forma m*pgg,agv,-
Concluimos que os termos nao nulos sao todos do segundo tipo e darao uma contri-
buicao proporcional a

M2 b’ (5.34)

E interessante notar que, diferente do que acontece no caso de mesma ordem
quando o vértice nao-minimo é externo, a contribuicao tipo-Chern-Simons neste caso
vem do produto entre o tensor Levi-Civita e o termo quadratico no tensor da métrica.
Isso é um efeito da poténcia extra do momento interno no nimero do integrando.
Embora o fator m? sugira que esse coeficiente é também originado de integrais qua-
draticamente divergentes, nao é possivel assegurar que ele esteja ligado a algum termo

de quebra de simetria de gauge no setor da QED pura sem um calculo explicito. Uma
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vez que esse termo CPT-impar respeita a invariancia de gauge da agao, nao hé ne-
nhuma restrigao para impedir que ele seja gerado em ordem de loop superior. Apesar
dessa andlise ter sido feita em primeira ordem do vetor de fundo b,, ela pode ser
estendida para poténcias superiores de b,. Para a contribuicao cibica em b, teremos
algo proporcional a

m*b%e b p” (5.35)

e assim sucessivamente.

Outra questao a ser pontuada é o fato do aumento na ordem da constante de
acoplamento permitir contribuicées de ordem superior do vetor de fundo, juntamente
com o aumento do grau de divergéncia das integrais. Porém, foi mostrado em [71]
que a magnitude do parametro de Lorentz nesse modelo é extremamente pequeno.
Por isso, é razodvel impor a condigao [0?|A? << 1, a fim de recuperar a QED. O
efeito das divergéncias pode ser visto, de forma simplificada, substituindo m? por
A? nos coeficientes. Para exemplificar, tomemos os termos CPT-impar. Na contri-
buigdo linear em b, temos que A%e,,,,.3b"p®. Para a contribuicio cibica em b, temos
que A*b%e,,.50"p", e assim por diante. Embora a geragao dos termos que violam
Lorentz seja inevitavel além da primeira ordem, a previsibilidade do modelo efetivo é
assegurada pela desigualdade do cutoff acima. Isso ocorre porque, em mesma ordem
de loop, vértices nao-minimos adicionais contribuem com poténcias positivas de b,
enquanto ordens superiores de loop para um nimero fixo de vértices nao-minimos sao
controladas pela pequeneza da constante de estrutura.

Para um modelo efetivo, a energia de cutoff é um parametro muito importante e
deveria ser estabelecida por motivos fisicos. Caracteristicas desejadas de uma Teoria
Quantica de Campos, como a causalidade e estabilidade, podem ser perdidas em
energias muito altas [75, 76]. A condi¢ao imposta pela desigualdade |b*|A? << 1 é
tal que poténcias superiores em b, nao proliferam em uma mesma dada ordem de
loop. Em [71] foi configurado um limite tal que e - |b,| < 10732 (eV)~!. Esse limite,
adicionalmente a desigualdade que propomos, garante que esse modelo efetivo nao é

considerado em escalas de energia além da escala de Planck.
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5.5 Comentarios Finais

Estudamos neste capitulo uma modificacao para a Eletrodinamica Quantica, que
inclui um acoplamento nao-minimo, além do minimo usual, que viola a simetria de
Lorentz. Este é um modelo parecido com o analisado em [69], no qual o acopla-
mento minimo nao foi considerado. Além disso, a adi¢ao da interacao minima abre a
possibilidade da inducao quantica de um termo tipo-Chern-Simons.

As correcoes radiativas de 1-loop para a funcao de dois pontos do féton, nesse
modelo, tem quatro distintas contribuicoes: uma vinda da QED convencional; dois
termos cruzados idénticos que teriam a forma de Carroll-Field-Jackiw; e uma tltima
que produziria um termo CPT-par que viola Lorentz com a forma discutida em [67]
para a interacao entre os campos de gauge e aether. Mostramos que a 1-loop a
invariancia de gauge do modelo fixa os coeficientes das correcoes CPT-par e CPT-
impar, que violam Lorentz, para zero, se for usado um procedimento de regularizacao
que seja invariante de gauge. Entretanto, é sempre possivel escolher uma técnica
nao-invariante de gauge e restaurar a simetria de gauge através de um contratermo
nao-simétrico. Neste caso, ja que os setores que violam e preservam Lorentz sao
independentes um do outro, os termos que quebram Lorentz sobreviveriam. Este
resultado é desconfortavel, ja que é equivalente ao uso de diferentes procedimentos
de regularizacao em cada setor e acreditamos que a forma mais correta seria escolher
uma unica forma de regularizar para calcular as integrais da mesma amplitude. Dessa
forma, utilizando um método de cédlculo que preserve a transversalidade nao geraria,
em ordem de 1-loop, esses tipos de termo que violam Lorentz (CPT-par e CPT-impar).

A anilise sintetizada acima ¢ muito préxima daquela feita em [31], onde foi consi-
derado a geracao quantica de um termo tipo-Chern-Simons em uma QED modificada
com um termo axial no setor fermionico utilizando os argumentos de invariancia de
gauge. Nesse caso, entretanto, foi mostrado que a invariancia de gauge nao desem-
penha nenhum papel na determinacao do coeficiente em questao. Embora sendo um
termo de superficie, o termo «s, definido na equagao (5.24), pode ser considerado
indeterminado se for usado a condigao ag = 2as.

Apesar do uso de um procedimento invariante de gauge produzir um coeficiente
nulo para os termos que violam Lorentz no setor puramente fotonico a um 1-loop, a

nao-renormalizabilidade do modelo nos impossibilita de declarar afirmagoes gerais de
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ordens superiores. Entretanto, na ultima secao deste capitulo fomos capazes de exibir

a forma geral dos termos de quebra (no limite p*> — 0) além de ordem de 1-loop.



O CONCLUSOES

Aplicamos o método de Regularizagao Implicita para o Tensor Polarizagao em trés
problemas distintos: no modelo tridimensional com férmions de Dirac interagentes;
na QED3; e em uma QED, estendida. Em todos os casos, lidamos com o céalculo de
grandezas finitas contaminadas com integrais divergentes, que necessitavam ser regu-
larizadas. Essa contaminacao deu origem a arbitrariedades, as quais fomos capazes
de identificar e tratar utilizando as simetrias subjacentes a fisica dos modelos.

No caso do modelo com férmions de Dirac interagentes por Coulomb, nos baseamos
na simetria espacial O(2) para fixar o inico parametro livre « em zero. Este parametro
se encontrava na corre¢ao quantica para a condutividade a.c. do grafeno, que pode
ser fixada em C = =57 ~ 0.01.

Na QEDj3; pudemos entender que a invariancia de calibre, e nao o método de
regularizacao propriamente dito, é quem gera a anomalia da paridade e preserva a
invariancia de gauge.

No caso da QED, estendida, nos baseamos na invariancia de gauge da teoria
para limitar as arbitrariedades ligadas a geracao de termos de Chern-Simons no setor
puramente fotonico. Apesar da nao-renormalizabilidade do modelo, pudemos analisar
também a forma geral dos termos que quebram a simetria de Lorentz em ordens acima
de 1-loop.

Uma possivel extensao deste trabalho seria a aplicacao do método de Regula-
rizacao Implicita em uma Eletrodinamica Quantica Reduzida: RQED,3, onde 4 ¢
a dimensao dos fétons e 3 é a dimensao dos férmions da teoria. Considerando as
limitagoes tedricas do modelo apresentado no capitulo 3, uma teoria RQED, 3 ser-
viria para a construcao de modelo relativistico para o grafeno. Apontamos ainda
outra possivel extensao, o estudo de Isolantes Topoldgicos, que utilizam as mesmas

propriedades topoldgicas da QEDs5.

o2



A CALCULOS PARA O GRAFENO

A.1 Cilculo de P,
Comegando pela (3.11)

P (qu) = / (212 /_OO 21 (W2 4 k2)[(w + )2 + (k+ ) (A1)

podemos fazer uma parametrizacao de Feynman para obter

0 42k dw (iw + 7 - K)ouli(w+Q) 47 - (k+ Q)
Putan) = / / / (o + Q)2 1 M2 o (A2)

onde M? = (k + Gy)* + (¢ + P)y(1 —y).

Para tentar aliviar a nota¢ao, vamos denotar [ d?k/(2m)? = [, [7 dw/(2m) = [

e fol dyEfy.

A integral em w é finita e resulta em

—w?o N,

onde N, = Q®y(1 — y)o, — iQy(k + q)io,01 + iQ(1 — y)kioyo, + ki(k + q) ;010,05

Se fizermos uma mudanca k=K =k+ qy, e definirmos

A = (¢ + DP)y(1 —y), (A4)

a equacao acima pode ser reescrita em

—0
PO qﬂ // /{:’2—|—A#2 1/2 (A.5)

2 .
T /y/k m{ﬁ y(1 = y)o, — (1 = y)ao.o
— iyl = y)aoo, + kik;jo0,0; — agiy(L - y)UZUuUj}.

93
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O primeiro e quarto termos do lado esquerdo sao linearmente divergentes e podem

ser somados, produzindo

1 kK
—0, /k —(k2 AT + 010,0; /k —(k2 AT (A.6)
Definindo a divergéncia linear basica, no espirito da secao 2.5, tém-se
oo _ 1 ki
LH :—Uu/km+algudj/km. (A?)

A fim de explicitar a ambiguidade como um termo de superficie, usamos

= 0 kj — 5j - k’jk’l
B0y _/kak‘l ((k'2_|_A2)1/2> - /k (k2 + A2)1/2 /k(k2+A2)3/2. (A.8)

Usando a defini¢ao da integral basica de divergéncia linear (2.15), temos

o [T Pk 1
&) = [ (A9)

—0o0

Inserindo a definigdo acima na equagao (A.7), encontramos

LY = =0, Lin(A%) + 010,05 (65 L1in (A®) + 501)

= (—0u + 20,01) Lin(A?) + 26,0, (A.10)

onde 1 é a matriz unidade 2x2.
Subtraindo o modo de frequéncia-zero 732 — PB(Q =0)— 732 e integrando em &,

achamos

A —A
PS (qll») :i /{ o7 (25u0 - O-,u) + 6/5110} (Al].)
Y

1 2
+ 16 /y qu%y(l —Y)010,0;

1 9 , .
/ s [QQy(l —y)o)u —iQy(1l —y)qgo.o — iQy(1 — y)qoo,
Y

" 16r
+ kikjo10,05 — qgy(1 — y)alauaj}

onde A”? = ¢?y(1 —y) e B/ = 26(A?%) — 23(A"?). Note que essa subtracao elimina a

divergeéncia linear. A integracao em y nos fornece o resultado final para 732

VE+ ¢

0 B (IQ+7- Qo (i2+7-q)
Pu(qu) = 64 {Uu — 200 — 02 _ﬁ ¢
2 G-qo,o-q T
- \é—z— |:O'M — 20,0 — %] + 6_45/(5”0' (A.12)
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A.2 Regularizacao Dimensional no Calculo de 772

Discutiremos aqui o calculo explicito da (A.8) a luz da Regulariza¢ao Dimensional.

As integrais na equagao (A.8) tém a forma

dPk k7
/ (2m)D (k2 4+ M2)A’ (A.13)

com valores diferentes para D, A e j.

Vemos que a expressao (A.13) é divergente para D+j > 2A, que é o caso particular

presente em 772:

d*k 1
/(27_‘,)2 /—kQ—f—MZ’ (A14a)

Ak k2
/ (2m)2 (k2 + M2)3/2° (A.14b)

Isso significa que qualquer procedimento de regularizacdo em (A.14) deve implicar
em um resultado contendo termos divergentes. Para enfatizar esse aspecto, podemos

reescrever (A.13) usando a parametrizacao de Schwinger (truque de Schwinger)

1 00
a;nla;Tn Ce ar_n”m — W / dtl . dtmt?lil . tq;nm—le—tal.--—tam7 <A15)
=1 t) JO

onde podemos usar a; = k* + M? e ny = A em (A.13) para produzir

1 1 [ o g2
= dt tAte tk M) Al
(k2 + M2)A ~ T(A) /0 ‘ (A.16)

Se usarmos (A.16) na (A.13), para o caso particular de j = 0, teremos:

dPk 1 _ 1 1 oodt/t/(A—l—%)e—t’M2
(2m)P (k2 + M2)A  T(A)2PxP/2 |,

1 1 nloa [T a-D g
_ T(A-D/2) (M?)z—4
T T T(A)  2DgbE

(A.17b)

Neste ponto, podemos notar que somente é possivel derivar um resultado finito para
(A.17b) de (A.17a) se A—D/2 > 0.

Em (A.17a), reescrevemos

o D
/ dte”'t" ' =T'(x) , r=A-— 5 > 0. (A.18)
0
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Para o outro intervalo de z, podemos considerar uma continuagao analitica f’(:c) tal
que
5 r 1 o
[(x) = Fe+1l) = / dtt* et 1), -1 <z <0. (A.19)
Z 0
Neste caso, temos que I'(=1/2) = —2y/7 in (A.19) e T'\(=1/2) é indeterminado em
(A.18) j& que estd fora do intervalo de z.

Adicionalmente, usando (A.19), podemos reescrever

/ dt t*7te™t = T'(x) +/ dtt*=1 -1 <z <0. (A.20)
0 0

Na equacao acima, o lado esquerdo é divergente para —1 < x < 0, enquanto o
lado direito exibe uma contribuicéo finita (I'(z)), além de uma parte divergente para
-1 <z <0.

Substituindo (A.20) em (A.17a) com x = A — D/2, obtemos

/ dPk 1 (M2)5—4

(2m)D (k2 + M2)A ~ T(A)2D7D/2 (A.21)

g D o0 D
X{P(A—5)+/ dttA‘2‘1}, ~1<z<0.
0

Nota que o ultimo termo do lado direito aparece somente no caso onde a integral esteja
sendo avaliada fora da regiao R(A — N/2) > 0 e R(N/2) > 0. No caso particular de
(A.21), onde A =1/2e D =2, temos que

2 2
/ (3752 W = —%W+ ;Cf\f_p lim ¢71/2, (A.22)
onde T'(1/2) = /7 e I'(=1/2) = —2/7 (continuacio analitica). Esse resultado
mostra que se nao considerarmos corretamente a regiao de validade, a equagao (A.21)
apareceria finita, produzindo apenas o primeiro termo da equagao (A.22). Como
esse nao ¢ o caso aqui, a equagao acima mostra explicitamente o comportamento
divergente da integral. Essa expressao é diferente daquela obtida em [13] em seu
apéndice A. Em [45] uma integral divergente foi considerada exclusivamente finita em
uma situagao similar (equagoes (A9) e (A10) de [45]). A razao para isso reside na
substituigao direta de A =1/2 e D =2 em (A.17b). Essa substituigao ¢ indevida, ja

que foi feita fora do intervalo permitido que foi definido na transi¢ao de (A.17a) para
(A.17D).
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Se realizarmos uma anédlise similar para equacdo (A.14b), podemos ter

D 2 D+2 —A
/dk k _D (M) A_D+2 (A.23)
(2m)D (k2 + M?)A ~ 2 T(A)2D7D/? 2
b D+2
+/ dttA‘2‘2} : A—T+<0.
0

Como um caso particular de (A.23), com A =3/2 e D = 2, temos

&’k k2 1 o VM2,
/(%)2 e~ VM T g . (4.24)

Podemos observar que as integrais em (A.22) e (A.24) podem ser combinadas a
fim de eliminar as contribuigoes divergentes encontradas em ambas as expressoes. Isto

estd relacionado com o fato de que

/ d2k i /{Jj B / d2k 5z’j B / A2k l{izl{?]
(2m)2 0k \VkZ+ M2) | (2m)2 k2 + M2 (27)2 (k2 + M?)3/2
= [0y (A.25)

Podemos fazer uma contracao nos indices da equacao acima para obter

A’k 1 1 Ak k?
b= / NEEsvel 5/ (2n ) (&2 + A2 O (420

onde usamos as expressoes (A.22) e (A.24).

Concluimos que as integrais apresentadas inicialmente em (A.14) podem gerar um

resultado finito somente quando combinadas da maneira apresentada em (A.26).

A.3 Calculo de X,

: Comegando da defini¢ao de X, (i€2)

5,0(iQ) = / (di /_ ‘é“’ Vi Gi(i’ +i9)

27)?
_/d%/ do' € W+ Q) +5k (A27)
) (2n)2 o 2T |k —p| (W + Q)2+ k2 '

e integrando em w’, temos que

2 > I
Spli0) =met [T
@m? (K - 5?2 [F)

(A.28)
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Ainda podemos fazer a parametrizacao de Feynman:

= A2
A1/281/2 / Ve / (k — ﬁ)2 (1—y)k?]’ (4.29)
onde A = (k — p)* e B = k2, do qual se obtém:
(i) / / i (A.30)
Zpol —1 = A :
onde M? = —p?y(y — 1).
Usando a identidade (2.1) duas vezes, expandimos
¥,0(iQ) = €2 /1 L{anipjflgg(MQ) p’yol J;
o Vy(l—y)
0 Ty + WPV T} (A3Y)
onde
Z Lk Kk
Ilgg(M2) / 2,7 ’ ) <A32)
(27)? (k2 + M2)2
d*k k;
(27)2 (k2 + M2)[(k — py)? + M?]
d*k kik;
"7”:/2 2 (12 22_'j—*2 2]’ (A.34)
(2m)% (k2 + M2)2[(k — py)? + M?]
d*k kik;ky,
u7ijk:/2 e o p (A.35)
(2m)% (k2 + M2)2[(k — py)? + M?|

I’

log
do momento p) se usarmos a identidade independente de regularizacao, o que resulta

(M?) pode ser transformada em uma integral divergente bésica (independente

em
5 (M2
1, 2 ? 2
[lgg<M ) Ilgg()\ ) - 8_7T In ( A2 )
1. 54 M? 1 ..
= S0y () = = 1n (—) _ Zash. (A.36)

Na ultima igualdade usamos a definigao (3.30) e introduzimos a constante do grupo
de renormalizacao \. Essa constante devera ser cancelada naturalmente no final dos

calculos, dado que o modelo ¢é finito.
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Calculando o primeiro termo da equacao (A 31), usando (A.36), encontramos

pO :6 7 p/ dyﬂ Ilog >\2 47T / ln( )
—a625’-]7/ dy, | —— A.37
-y 1 — (A.37)

O primeiro e tltimo termos podem ser calculados usando fol dy/y/(1 —y)=7/2. O

segundo termo ¢ calculado abaixo

eap pyl— e2G-p. p* e*d-p
/dy,/ ln[ } ——3 lnﬁjt i In2.  (A.38)

Logo
p?
1 25 . i & 2 T
Y, o=€0p (zllog()\ ) — 3 lnﬁ —5 + —ln 2) (A.39)
Passamos agora para o Segundo termo da equagao (A.31)
62/ p yQ jjj
VY 1—y
1
_ . 1
:ezfdw/dm_x/_, A0
0 y y(l _ y> 0 ( ) . [k:’2 +M’2]2 ( )

onde M"”? = p*y*(1 —x)x — p*y(y — 1) e K=k — Py(1 — x). Integrando em k' temos

go_——m-g/dquj_/‘ 1—S;f)@—ﬂ

Para o calculo do terceiro termo em (A.31)

———"p*"p' Ty, (A.42)

— 92 / ' dy
o Vy(l—y)
usamos a parametrizacao de Feynman e a mesma definicao de M e k' usada antes.
Dessa forma [J;; resulta em

(K +piy(1 — 2)) (K} + pjy(1 — x))
= 2/ dx // k’2 ) . (A.43)

Integrando J;; em k', Z;O se torna
2 1l
1 Y x
YWo=——3-p dydz § =
=m0 yx{ﬂ Ty —a)a+ (1 —y)

2 Y z(l— =)’
b v e SR
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Resolvendo as integrais em x e y, podemos encontrar

— 7 T e? 1 T
or p[27” ; 3} or’ p[zﬂ V3t 2}
L9 2
(L) s

o' p'p" T, (A.46)

primeiramente fazemos o calculo de J;j; usando a parametrizagao de Feynman e as
mesmas definicoes de k' e M'?, para obter
(K" + ply(1 — 2)) (K" + ply(1 — 2)) (K + p*y(1 — x))
Tijk = 2/ dr // (2 + M) . (AA47)

Apds uma certa dlgebra, podemos integrar em £/, resultando em

1 k . ij j . ik
T :2/ in o {p y(l —2)0v  py(l — )
0

167 M7 167 M7
pry(l — )6 ply(l —2)py(1 — x)pFy(l — z) (A4S)
16w M'? STM'™ ' ’

Na equacao acima, o primeiro, segundo e terceiro termos produzem o mesmo resultado

26_”/ \/t/ ym_;f})l_y)]:

enquanto o quarto termo produz outro diferente:

e /yy\/T/ yxl—;_f()f—y)]?:

ez, (1, us

Integrando e somando todos os quatro termos da equagao (A.48), ficamos com
e? 16 s
Yo=—¢-p =mV3+= ). A51
i p(27” Vit (A51)
Finalmente, somando todas as partes de ¥,, calculadas nas equagoes (A.39),

(A.41), (A.45) e (A.51), temos o resultado final

2
Yoo = %5’ P[4 Loy (M) + InA* — Inp® + 4In2 — 47a (A.52)
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A.4 Calculo de ¥,

Se definirmos a funcao F'(k) como

oik;

F(R) = —2 ,
(k— R)2 + M2

(A.53)

onde R = (5+ Q)y e M2 = —(F+ )%y(1 — y), podemos usar o apéndice A.3 para

verificar que

1
d -
R (A.54)

Sprqo = € | ——— [ F(E). (A.55)
o Vy(l—y)Jk

Expandindo a funcao F (l; + ¢) em poténcias de ¢, temos

F(k+q) = F(k) +qj£F(E) T (A.56)

Podemos usar a derivada de F(k)

- i0ij kj — R;
D piy e 00 gy = Ry) (A.57)
k; (k — R)? + M2 [(k — R)? + M2]?
e integrar a equacao acima para achar que
Ypq =Xp+q0
! dy : oF oiki(k; — R;)

+62/ —q”/ S -2t J . (A.58)

o VU —y) e |[(F=Rp+ar T(F - Rp+ 2P

O primeiro termo da direita é dado por (A.52), e por isso focaremos no segundo



APENDICE A. CALCULOS PARA O GRAFENO 62
termo. Usando a identidade (2.1) obtemos

- 2
Ypg =Xpiq0 T €

Jr
o Vy(l—y)

2/1 dy /q } —R*+2k- R
e — | 7-q —
o Vy(l—y)Jk (k> + M?)[(k — R)* + M?]
! dy , 2R -k — R?
+ —201'@]/ ki R; 5=
/o NOITE S TR VO T e VE)
2R -k — R?
+:I€ZR] al _,k _;R
(k* + M?)[(k — R)* + M?]?
1 .1 P2
o Vy(l—y) g (k% + M?)?[(k — R)* + M?]
2R -k — R?
ik R_,k al . (A.59)
(k2 4+ M?)[(k — R) + M?)?

Note que a segunda integral carrega uma arbitrariedade (definida em (3.30)), mas a
integral em y é simples e resulta em 7. O resto dos termos, que sao finitos, sao nulos,

como mostraremos abaixo. Comegamos pelo terceiro termo:

bod ~R*+2k- R
]-'1262/ —y/a-cf e . (A.60)
o Vy(l—y) Jx (k2 + M?)[(k — R)? + M?]
Considerando que ele é finito, podemos fazer uma mudanca ¥ = k — R(1 — z) e

redefinir M = R*z(1 — x) + M? = R?[z(1 — x) + (1 — y) /y], de modo que

) 1 dy 1 —R2
foecoa [ [
! o Vy(l—1v)JwJo (k2 + M™2)?

2K + R(1—2))- R
(k’Q —I—M’2)2 > : (A'61>

Integrando em k', achamos

- / / L, 2R (1—a)
1=¢7q ,/71_ 47rM’2 ir M2 )

Essa integral pode ser reescrita como

I 2(1—2)—1
Fiaii [ [ Vi <1—x>+%>] .

(A.64)

(A.62)

Il
e
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Agora focando na quarta parte de (A.59), podemos reescrever a equagao

! dy , 2R -k — R?
= | —EF—20,¢ | |kR —
o Vy(l—y) k k? + M?)?[(k — R)* + M?]
2R -k — R?
+kiR; = . (A.65)
(k2 + M?)[(k — R)* + M?]?
e fazer uma parametrizacao de Feynman. Definindo fy* f dy/ — y) para

simplificar a notagao, temos

]:2 = 20'Z‘qj/ /I{?ZR](Qé : E - RQ)
yx Jk

' (1-x)
2/0 TR 1 a0

+2/0 d:p[(g_ =TI M’QF’] . (A.66)

Considerando que uma integral cancela parte da outra, o calculo se torna um pouco

mais facil:

. k2R R-k+ rR;R:2R*r — R, R; R?
r, — . i J Y 1L ly
2= 40ug /y* /x/k { [k2 + M]3 } ' (4.67)

Integramos o primeiro termo em k para obter

1 g+ a)(p+ g //[
Fo=—o0;¢ J_ 2
2T T (i g 1— 1) 1—y>/y

r(2z — 1)
BT W} - (A9

Deixamos J» na mesma forma, ja que ela se tornara mais simples quando somada com

F3. Partimos entao para analisar o tltimo termo (quinto) de (A.59), e retornaremos

para JF» logo apos,

__2/20 / OR -k — R?
v TR MR (- Ry + M7

L 2R -k — R?
TR Mk — R)? + M2 |

(A.69)

O mesmo processo usado para o calculo de F; pode ser aplicado para o termo acima,
e o resultado é

Fy— 9 / // k*[gij(2x — 1)R%* + 2R;R;2z] + 2RiRj R*2*(2x — 1)
= —20,¢q A EFSVCE :
(A.70)
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A diferenca neste caso esta nos termos impares que serao todos nulos devido a simetria.
Integrando em k, podemos conferir que o primeiro termo da equacao acima pode ser

escrito como

VA R 122
For=d-q— dydx . (A.71)
o Jo T T =g |21 —2) + 52

Note que F3*' é o mesmo que F; (equagao (A.63)), que é zero. Os outros termos em

(A.70) podem ser adicionados a F; resultando em

1 (pz+Qz i+ q;) 1—2x)
f'rest+F_ J J //|:
> or oiq’ (F+ q)? 1—1) —y)/y

2z — 1) 2?(2x — 1)
[2(1 =)+ (1 —y)/y]?

Calculando a integral em x e y, podemos descobrir que o resultado é nulo.

(A.72)

Com estes cédlculos concluimos que o terceiro, quarto e quinto termos de (A.59)

sao zero. Ficamos entao com o resultado

Ypa = Sprgo + QG ¢ (A.73)

A.5 Calculo de 4II,,

Nesse apéndice, calcularemos o Tensor Polarizacao com a interacao de Coulomb
até ordem em e?. De acordo com as equagoes (3.38) e (3.39), 011, = OII}, + oI1),

onde

dw dw' d’k  d*p
oI1¢ (i€2,0) =
o (162,0) 8/ or 2r | (2n)? (27T)2vk nd

tr [Gz(iw)o,Gr(iw + iQ)0, G (iw)G(in')] ,  (A.74)

* dw dw' d’k  d*p
OTIY (i€ =4 —_—— —
(2, 0) /oo o7 or /(2@ 2 (2m)2 FP

tr [Gz(iw)o,Gr(iw + iQ)Gpi' +iQ)o, Ga(iw')] . (A.75)

Tomando p = v = x, podemos usar a equacao (3.25) para reescrever 411¢  como
% , P quag p .

o112 (i€2,0) / / de Gr(iw)o,Griw + iQ)0,Gr(iw) Sk (iQ)] . (A.76)
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Utilizando o resultado (A.52) para Yo, ainda podemos reescrever a equagao acima

como

2
5112, (190, 0) / /d’“

tr [G (iw)o, Gy (iw + i) o, G (iw)o - k (A+ Bln k2)] , (A7)

onde A = 27l},5(A*) +1/2In A% + 2In2 — 2ra e B = —1/2. Usando a definigao do

propagador fermionico (3.10), temos que
d*k A+ Blnk?
OIS (482,
0 / / 2 (W2 4 B2)P[(w + Q) 4 K]
X tr [(M VG- k:)ax(i(w L)+ Rou(iw+ - R)G-k|. (ATS)

Calculando os tragos das matrizes de Pauli, achamos

o /- 4e? A+ Blnk?
o1, 0.0 = 5 [ 5 / (2 2w + O + 17
X [—dw(w + Q)k2 +2(ky — k) — 22 (K2 — k)] - (A.79)

A integracao dos dois 1iltimos termos, na verdade, é nula, ja que [, (k3 —k;)f(k) =0

e [,(k2 —k2)f(k) = 0. Entao, integrando em w, podemos obter

/oo do  (CAR)WP+wQ]  [E|(Q2 - 4k?) (A.80)
0o 21 (W2 +F E22[(w+ Q)2+ k2] (24 4k2)2 '
de tal forma que
. A2k |E|(Q2 — 4k?)
1%, (i€2,0) = 4e A+ Blnk?). A.81
0 ac:c(z 70) € /(271_)2 2(92—|—4]€2)2( + nk’) ( 8 )
Subtraindo o modo de frequéncia-zero, obtemos
A’k Q202 + 12k
o113, (i, 0) = 4¢” / 5 (@ + 126 (A+ Blnk?). (A.82)
(27) 8|k (92 + 4k2)?

Considerando que o termo envolvendo A nao carrega nenhuma dependéncia em k,

podemos integrar em k e encontrar

—_|QJA. (A.83)

/ Pk Q22+ 12k9)A 1
(2m)% 8|k|(Q2 + 4k2)2 32
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A outra parte (envolvendo B) é

—2
@ SR ke el T aminz = (AS)

/ Pk QX(Q2 4+ 12k%)Blnk? 1

Isso nos fornece o resultado 6112 (i€2,0), o qual é a primeira contribuigdo para a
correcao quantica para a condutividade do grafeno:
, U D 3 11
0o = =00 | Tlipg(A) + -In N —7ma+ -In2——-——-InQ |, (A.85)
4 2 4 2
62
E.
Para o cdlculo de 611%,(i€2,0), podemos seguir os mesmos passos técnicos feitos

onde o9 =

para 6112_(i€2,0). Por isso apenas apresentamos o resultado

1 3
op = 0ge” <7TIlog()\2) + 2 In A% 4+ ra + 3 In2

1 s 1 4—m
—§an—§+E(4+3n)+ 1 ) (A.86)

A.6 Calculo de P, and ¢"P,

P, definido em (3.14), é

k[ dw 27e?
o do et N
PR =~ [ G [ G O Gl 1), (AsT)

Reescrevendo essa equagao, seperando a integral em w

oo P’k 2me?
P, (q,p,12) = _/Wﬂ ws (A.88)
onde . B
Lo [Tl Bali s )45 E1g) (A59)
oo 2T (W2 E?)[(w + Q)2 + (k + )]

Apés uma certa dlgebra (apresentada no apéndice A.1), obtemos

! —0 N,
I - "% N A.
@ /0 dy(4M+4M3)’ (A.90)

onde M? = (k + Gy)* + (¢* + P)y(1 —y) e

N, = sz(l —y)o, —iQy(k + q)0,00 +i1Q(1 — y)kjoy0, + ki(k + q)i000,01. (A91)
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Usando os resultados acima na equagao (A.88), temos que

' —0 N, 2me?
N d Ft #] ——— =P, + P, A.92
/k;/o Y [4M AM? | 4](F — k)12 T ( )

Ap6s fazermos uma parametrizagdo de Feynman, o primeiro termo em (A.92) se torna

1

) R K] e ——

onde ¢’ = plw — 1) + Gry e M™? = (02 + ¢))wy(1 —y) + x(1 — )(F + Gz)*.

Como a equagao acima é logaritmicamente divergente na integral k, podemos usar

(2.1) para separar essa divergéncia. Dessa forma, obtemos

e? 1 1
Pl =0, — [ 7110 ( N> ——/ S
' N2[ o) AT Jey /2(1 — )
2 12 .
" ln<M2)—/ q +q2k: q
A k(K2 + M?2)[(k+ )% + M7

onde estd implicito que [ = fol fol dzdy. O ultimo termo da equagao (A.94) resulta

. (A.94)

em zero, o que pode ser visto imediatamente apds a parametrizagao de Feynman.

Podemos reescrever Pﬁ como

2

e In \?
Pi =0uy {W]log(v) +

4

1 1

1 2
") (a4 b)x —ax®]|, (A.95)
onde
a= )+ 20 Dy + ()’ (A.96)
b=—(+ ) —v). (A.97)

A outra parte de (A.92) é

7re 1
_ / dy / e (A.98)

Definindo A = M? e B = (p — k)?, escrevemos

1 I'(2)
= T4/ = A.
A3/2B1/2 3/2 P 1/2 / 1 — .Z'M2 1 - x)(_,_ /{:)2)2 ( 99)
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e fazemos, por questoes de conveniéncia, uma mudanca de variavel kK — k — ¢’ que

resulta em

Ny = N = Q%y(1 = y)o, — Q1 — y)goo, + (414) — 4,9;)010,0;

+iQy(¢ — q)iouo1 + kikjoi0,0;. (A.100)
Dessa forma A
Pi=Pa 4> P, (A.101)

i=1
onde 735 ) contém a parte divergente de 733 e pode ser lida de acordo com as regras

da regularizacao implicita como

. , v [0 s 1 M\ gy
P = —e /M Vi—z [7 (Il"g(A ) ) m | oowes (A102)

onde M"? = z(1 — z)(p'+ qy)* + zy(1 — y) (2% + ¢*)%. Na equagao acima usamos

k‘lk" 2 aép
/km = 5zj/2]log(M ) B TJ (A.lOS)
e a relacao de escala
Liog(M"?) = L,y(N*) — 1 /47 In (M"?/\?). (A.104)

Procedemos com o célculo dos termos finitos 773 @ com i = 1,2,3,4. Apos inte-

2(1
grarmos em x e k, 73#( ) resulta em

o2
7;3(1) — _EQQO"/yy(l — )L, (A.105)
onde
1 1 m
1 :t/‘ = . A.106
Ve - el =)+ \latb)+b ( )
As definigoes para a e b sao as equagoes (A.96) e (A.97) respectivamente.
Dado que
. QQ
P = ZZ / (1 —y){G - p&uIs+yG - G0, 0r — G - po, 01}, (A.107)
T
y
onde

x 1 T la+b w
[2:/x\/(1—x)[a(1—x)+b]za b a (A.108)
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podemos, apds alguma algebra, integrar em k e z, 773 ®) para obter
P20 = —— [ (G F0,G-7 [~ — 2[5 + I3]+

+7 - qoud-p [—yls +yls]+
q

+G 70,57 [—yl+y*L5]}, (A.109)
onde
2 2
[3:/ x v _ | (atb)” _1[3a+ b}. (A.110)
V(A=) fal—2)+0] @ |\/ba+b)| @ | 2
Finalmente, o ultimo termo
2(4) ie? o o - i
P = —EQJM /y{a -ply — 0 -ply +yd - qly — o - ¢}, (A.111)
y

no qual deixamos em evidéncia alguns termos em comum que podem ajudar quando

contrairmos ¢ com P,,.

Isso conclui essa parte dos calculos. Somando todas as partes computadas (A.95)
com (A.102), (A.105), (A.107), (A.109) e (A.111), obtemos

Py =PL+ P2+ P24 P22 4 p2() 4 P2, (A.112)

Com este resultado, partimos agora para contrair ¢ com P,. Podemos decompor

¢"P,, da seguinte maneira
¢"Pu =" PV + ¢" PP + g PID (A.113)

onde o sobrescrito denota cada parte da contragao envolvendo termos multiplicando

Q, 7 -poud-q. Primeiramente

1
¢" Py 216295 {—1(92 +¢%) /y(l — )L + ¢ /y[h + (1 = 2y)15]
Yy )
T

+2p J/y(fl — L) +2p- J/y(fg — 1'2)} —i6297
Yy Yy

+ |92 /y(l —y) 1 + p? / (I, — 21y + I3) + ¢ / (—yly + yQIg)} (A.114)

Y Y

1
—ie?20— { b(I, — I,) + /a(h I — 212)} - 2'629?. (A.115)
Yy )
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Para simplicar ainda mais, usamos as propriedades que sao extraidas da definicao
de (A.106), (A.108) e (A.110)

Is— I = ——— + I,— A.116
3 — 12 54 + 2 ( )
b
L-L="-21. (A.117)
a a
Com elas, obtemos
FPD — it — 20" (A.118)
K 8 2
De forma similar, podemos mostrar que
2
¢'PLP = %5 P+ +In(p?)] . (A.119)

Por ultimo avaliamos

1 1
T 1oy (M2) + 5N+ S In2

2
/m(\/FJr\f)Jr—/ y(1—y)I,

Y Y

¢PD =G q {

( ) 2(y*Is — ylo) — p*(Is + I — 21,)]

(E) /y[y(l — ) —y(yl — 11)]} : (A.120)

Usando a equagao algébrica abaixo

/1n<\/a——i-b+\/l_7)——ln(p+<j)2 /y(quJrﬁ'@

——/ \/:[ (1_2y>—2y(yq2+ﬁ-q”)]7 (A.121)

podemos simplificar, assim como fizemos antes, para obter

62

¢PED — 37 T [47110g(A\?) + I (A?) — In (F+ @)* +41n (2) — 1] . (A.122)

I

Dessa forma, podemos adicionar todos os termos (A.118), (A.119) e (A.122) juntos
Lo 1, [(p+9)? Ta
qupu :620"p{—§1n |:T +e Q §—7
25 o oy Ly o 1 Lo oo
+e°d - q —Ilog()\)—i—gln)\ +§ln2—§ln(p+cj)

+ €%5 - (j(—) : (A.123)
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