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Resumo

Neste trabalho, iremos estudar a equacao de Allen-Cahn u; = Au — e 2 f(u). Co-
megaremos analisando a boa colocagao do problema de valor de fronteira induzido
por esta equagao, com condigoes de fronteira de Neumann. Também mostraremos
algumas propriedades da solugao, como o Principio do Maximo. Em seguida, iremos
partir para a analise numérica. Mostraremos que um esquema semi-implicito de dis-
cretizagao no tempo ¢ incondicionalmente estavel e apresenta um erro que cresce de
forma polinomial em €' desde que o passo de tempo satisfaca algumas hipoteses.
Por fim, iremos introduzir uma discretizagao espacial por elementos finitos e mos-
trar que, com algumas adaptacoes nos argumentos, também é possivel obter uma

estimativa de erro com dependéncia polinomial em e~

Palavras-chave: Equacao de Allen-Cahn, Existéncia e Unicidade, Analise Numé-
rica, Método dos Elementos Finitos



Abstract

In the following thesis, we will study the Allen-Cahn equation u; = Au — e 2f(u).
We will begin by showing the well-posedness of the boundary value problem induced
by this equation with Neumann boundary conditions. In addition, we will prove that
its solution satisfies a Maximum Principle and some regularity proprieties. Next,
we will move to the numerical analysis and study a semi-implicit discretization in
time, showing that it is unconditionally stable and that its error grows only polino-
mially in €' if the time-step satisfies some hypothesis. Finally, we will introduce a
spatial discretization, using the finite element method, and show that, with certain
adaptations in the arguments, it is also possible to obtain an error estimative that

depends only polinomially in e~

Key-words: Allen-Cahn Equation, Existence and Uniqueness, Numerical Analysis,
Finite Element Method
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Introducgao 8

Introducao

O objetivo deste trabalho é estudar a equagao de Allen-Cahn u; — Au + 6% flu) =
0 (um tipo especial de equagdo de reacao-difusao com aplicacdo em Ciéncia dos
Materias) desde suas propriedades mais basicas, como a existéncia e unicidade de
solucao até os aspectos mais praticos, como a analise de erro para uma aproximagao
da solucao por elementos finitos. Apesar de nenhum resultado deste trabalho ser
original, ¢ desconhecido ao autor uma apresentagao dos mesmos com esta amplitude.

A equacao de Allen-Cahn é definida como:

u—Au+5f(u) =0 (z,t) € Qx(0,T)

0

a_“,m:() (AC)
n

u(zx,0) = ug

em que  C R? é um conjunto aberto limitado com fronteira suave e n é o ve-

tor normal a esta fronteira. A funcdo f(u) = u® — u é a derivada do potencial

1
F(u) = =(u*—1)?, que tem minimos em u = +1. Essa equagao aparece em diversos

fenémenos de dinamica de interfaces em ciéncia dos materiais, quando modelados
através do método dos campos de fase. Na forma apresentada acima, por exemplo,
ela modela um processo de solidificagao isotérmica de um material puro. O parame-
tro € representa a espessura da interface e, em geral, ¢ muito menor que as dimensoes
caracteristicas do problema. A condigao de fronteira de fluxo zero significa que nao
hé perda de massa na fronteira do dominio. O nome desta equacao refere-se aos
pesquisadores Sam Allen e John Cahn, que, na década de 70, publicaram diversos
artigos, como por exemplo, [1; 7; 2] estudando processos de transformagao de fase
em materiais, e deduziram a equagao acima com base em principios termodinamicos.

Outra forma de ver a equagao (AC) é como um fluxo gradiente do funcional de
energia I (u) = [,{3|Vul* + ZF(u)}dz com relagao ao produto interno em L*().
Também ¢é possivel mostrar que, quando ¢ — 0, a dinamica da superficie de nivel
definida por u = 0 aproxima um fluxo de curvatura média. Estes fluxos tem uma
grande importancia no contexto da geometria diferencial. Veja por exemplo [13] e
referéncias ali contidas.

Do ponto de vista numérico, a equagao de Allen-Cahn apresenta algumas caracteris-
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ticas que dificultam a obtencao de boas aproximagoes. Além da nao-linearidade, em
geral, os sistemas modelados por ela representam fendmenos em que uma interface de
espessura O(e) se move. Desta forma, qualquer tentativa de aproximacgao da solucao
por métodos de discretizacao do espago deve utilizar sub-regioes de tamanho pro-
ximo a €. Isso faz com que os passos de tempo necessérios para se obter estabilidade
sejam extremamente pequenos, tornando o custo computacional da aproximacao al-
tissimo, devido tanto a quantidade de nés da malha espacial quanto ao nimero de
passos de tempo.

Além dessas dificuldades, uma pergunta importante quando se estuda algoritmos
numéricos para este problema, é como o erro de aproximagao (diferenca entre a
solugdo numérica e analitica) se comporta em fungao de e. As abordagens mais
tradicionais, utilizando argumentos de perturbacao e o lema de Gronwall fornecem
estimativas para o erro que dependem de e ! exponencialmente, o que as torna
pouco relevantes em quase toda aplicacao pratica desta equagao; veja por exemplo

[3].

Para contornar este problema, Feng e Prohl [14] utilizaram uma estimativa do
autovalor principal do operador de Allen-Cahn linearizado Lac = —A + f'(u)l
obtida por de Mottoni e Schatzman e Chen [11; 8], e conseguiram estimativas de
erro dependendo polinomialmente de €', para um esquema numérico implicito no
tempo e com discretizacao espacial usando elementos finitos. Apos este trabalho,
muitos outros utilizaram-se também desta estimativa espectral para obter melhores
estimativas de erro para o problema de Allen-Cahn. Por exemplo, em [21], Yang
obtém estimativas de erro muito similares as de Feng e Prohl, para um esquema
semi-implicito de discretizagdo no tempo. Em [17] Kessler, Nochetto e Schmidt
obtém estimativas a posteriori.

Inicialmente, no capitulo 1, iremos estudar a boa colocacao e algumas propriedades
da solugao de (AC). Comegaremos apresentando a formulagao fraca da equagao (AC)
e mostrando a existéncia de uma solucao para ela. Em seguida, mostraremos que,
sob algumas condic¢oes razoaveis, esta solucao é tnica e satisfaz um Principio do
Maximo. Ainda ao final do capitulo, provaremos alguns resultados de regularidade
que serao importantes para a subsequente analise numérica.

Nos capitulos seguintes, iremos focar na analise de erro para o esquema semi-
implicito de discretiza¢do no tempo, seguindo o artigo de Yang [21]. Primeira-
mente, no capitulo 2, vamos demonstrar diversas estimativas de energia, apresentar
o esquema de discretizacao no tempo e provar alguns resultados preliminares do
mesmo. Em seguida, no capitulo 3, vamos mostrar como obter uma estimativa para
o erro que depende polinomialmente de e!, utilizando a desigualdade espectral de
De Mottoni, Schatzman e Chen.

J& no capitulo 4, vamos introduzir uma discretizacao espacial por elementos finitos e
realizar uma anéalise de erro da mesma, bastante semelhante a do capitulo 3, obtendo
novamente estimativas de erro com dependéncia polinomial em ¢! para o erro. No
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final, teremos um apéndice, com uma lista de teoremas e resultados importantes que
serao utilizados neste trabalho.
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Capitulo 1

Propriedades Analiticas

1.1 Consideracoes Iniciais

Neste capitulo, iremos apresentar uma demonstracao da existéncia de solugao para
a formulagao fraca do problema de Allen-Cahn (AC). Para esta demonstragao, uti-
lizaremos o método de Faedo-Galerkin, que consiste em procurar por fungoes que
satisfacam o problema fraco em subespacos de dimensao finita do espaco de Sobolev
onde o problema é formulado. A partir destas solucoes, tenta-se obter estimativas
a priori que possam garantir a convergéncia fraca de alguma subsequéncia destas
funcoes para uma solugao do problema.

Apos a prova da existéncia, ainda provaremos alguns resultados sobre a regularidade
da solugao e mostraremos que ela é unica e satisfaz o Principio do Méximo. Estes
resultados serao importantes para as anélises que faremos nos capitulos seguintes.

1.2 Existéncia da Solucao

E bastante comum no estudo das Equagoes Diferenciais Parcias (EDPs), trabalhar-se
com a formulacao fraca de uma EDP ao invés de sua forma forte. Para o problema
de Allen-Cahn, a forma forte é a descrita em (AC). Porém, no que segue, vamos
estudar a solucao fraca para este problema, que definimos da seguinte forma:

Dado ug € H'(Q), dizemos que u é uma solugao fraca do problema de Allen-Cahn
(AC) se uw € L*(0,T; H'(Q)), us € L*(0,T; H'(Q)) e, para todo v € H'(2)

1.1

{(ut,v> + (Vu, Vu) + 5(f(u),v) =0, q.t.p. em (0,7),
u(z,0) = uo.

Em que (-,-) e (-,-) denotam a dualidade entre H'(Q) e H'(Q) e o produto in-
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terno em L*(Q)(ou L*(2)?) respectivamente. Daqui em diante, para simplificar as
notagoes, iremos omitir o dominio. Ou seja, usaremos L? ao invés de L*(Q) e H!
ao invés de H*(2). A derivada u; ¢ definida através da nogao de derivagao fraca em
espacos de Sobolev. Para uma explicacao mais detalhada sobre espagos de Sobolev
envolvendo tempo, recomendamos a leitura dos livros [12] e [19].

Agora que temos bem definida a nocao de solucao fraca, vamos mostrar a existéncia
dela.

Teorema 1. Seja Q C R? um conjunto com fronteira suave, ug € H', e T > 0.
Entao existe u € L*(0,T; H'), com u; € L*(0,T; H™') tal que, para todo v € H',
vale:

(ug, v) + (Vu, Vo) + é(f(u),v) =0, q.t.p. em (0,7),

e u(x,0) = ug

Vamos dividir a prova deste teorema em varias partes. Na primeira, vamos mostrar
a existéncia de uma sequéncia de func¢oes que satisfaz a forma fraca 1.1 em espacgos
de dimensao crescente, mas finita. Nesta parte precisaremos utilizar o teorema de
Picard-Lindelof para garantir a existéncia local destas fun¢oes. Na segunda parte,
iremos obter estimativas para estas fungoes em diversas normas. Como consequéncia
disso, iremos garantir a existéncia global delas e também a existéncia de subsequén-
cias fracamente convergentes em certos espacos. Por fim, na terceira parte, iremos
utilizar o teorema de compacidade de Aubin e Lions para mostrar que o limite fraco
dessas subsequéncias é uma solugao fraca para o problema.

Demonstragao: Parte I: Inicialmente, vamos escolher os subespacgos de dimensao
finita onde iremos procurar aproximagcoes para a solucao.

Sejam {¢r}72, as autofungdes do Laplaciano em (2, normalizadas com relagao a
norma L?, com condicoes de fronteira de Neumman zero. Ou seja,

A¢k = Ak¢k7 €m Qa

6¢k‘
n o0 07

[@xllo = 1.
para todo k =1,2,3...
Proposigao 1. As seguintes propriedades sao validas:
(i) {¢r}7, é uma base ortonormal de L? e ortogonal de H'.
(ii) {¢r}52, sdo fungoes em C()
(ifi) 0 = A\ < Ap < Age..

Para uma demonstracao destas propriedades, o leitor pode consultar por exemplo
[12].
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De posse desta base, construimos os seguintes espacos de dimensao finita, para
N=123..

VN = span {¢17¢2, ---7¢N}-

Claramente,

VN CVN_H e U Vi :L2.

NeN

Em que o fecho ¢ tomada em relacdo & topologia induzida pela norma L2

Fixando N, vamos procurar aproximacoes para a solucao do nosso problema no
espaco V. Ou seja, queremos uma funcao uy que satisfaca:

N
Z ), 1.3

{<(uN)t,> (Vuy, Vo) + % (f(un),0) =0, gqt.p. em (0,T), -

un(z,0) = Zk:l(um ¢k>¢k

para todo v € Vy.

Como Vy tem dimensao finita, basta que a equacao 1.4 seja valida apenas para os
elementos da base (pois ela é linear em v), portanto, basta que uy satisfaga, para

k=12 .. N:

(un)e, o) + (Vun, Vo) + Eiz(f(ujv), ér) =0, qtp. em (0,T). 1.5

além é claro, da condicao inicial uy(x,0) = Zgzl(uo, Or) Pk

Substituindo 1.3 em 1.5, obtemos as seguintes equagoes para os coeficientes ¢ (t):

N N

<Z ¢;(t)d;, o) +(V Z ()b, Vo) + Z cj(t)p;), ox) =0, q.t.p.em (0,7).
Jj=1 7j=1

1.6

que podemos simplificar, obtendo, para k =1,2, ..., N,
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N
() — Apex(t ch )9i), k) =0,  q.t.p.em (0,7). 1.7
j=1
Definindo C(t) = (c1(t), ca(t), ..., en(t)), essa equagao pode ser escrita como

C'(t)=G(C(t)), q.t.p. em (0,7). 1.8

em que

Mrea(t) = B (i, cx(t)dn), 61)

¢
Aaco(t) — 52<f<ziil cr(t)br), 2)
G(C(t) = : 7 1.9

Aven(t) — 2 (f (Zk 1 ck(8)Pk), O)
¢ uma funcio em C°(RY;RY).

Desta forma, pelo teorema de Picard-Lindelof (teorema 9, enunciado no Apéndice),
o problema de valor inicial

{C’(t) = G(C(t)), 1.10
C(0) = ((ug, d1), (g, d2), .., (1o, on))-

Admite uma solugao C(t) num intervalo (0, ay).

Portanto, reconstruindo a fun¢ao uy a partir dos coeficientes ¢, (t) podemos dizer
. N
que, em (0, ), existe uy = >, _; cx(t) ¢y tal que:

1.11

{«umt, 0) + (Vuy, Vo) + 5(f(un),0) =0, em (0,a),
uN(xv O) - Zk:l(u(]v ¢k>¢k7

para todo v € Vy.

Perceba que, como é conhecido que a solu¢ao de uma equacao diferencial ordinaria
(EDO) como 1.10, é suave, podemos garantir que 1.11 vale em todo intervalo (0, ay)
(ndo s6 q.t.p.) e que a dualidade ((uy)¢, v) pode ser trocada pelo produto interno

((un)e, v)-

E um fato conhecido da teoria de EDOs que, se (t,t3) é o intervalo maximal onde
existe uma solugao ¥ para uma EDO que satisfaz as condig¢oes do teorema de Picard-
Lindelof, entao, ou lim; 4, () = £00 ou a solugao é global. Portanto, se mostrar-
mos que a funcao uy que obtemos acima é limitada, teremos como consequéncia
que, para todo N, podemos tomar ay = T.
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E isto que faremos na proxima parte.

Parte II: Sabendo que, para todo N = 1,2, 3... existe uy satisfazendo 1.11, vamos
desenvolver algumas estimativas a priori para diversas normas de uy. Além destas
estimativas serem tuteis para provar a existéncia global das funcoes uy, elas também
servirdo para garantir a existéncia de subsequéncias de {uy}¥_; que convergem
fracamente para uma funcao u que serd nossa candidata a solu¢ao do problema
original.

Para obter estas estimativas, para N arbitrario, comegamos fazendo v = uy(t) em
1.11 (pode-se fazer isto pois uy(t) € Vy para todo ¢ onde uy esta definida) e
chegamos a

((un)e(t), un(t)) + (Vun (t), Vun (t)) + é(f(uN(t)), un(t)) = 0.
Simplificando, e usando a definicao de f, obtemos

1d
2dt

1 1
lun (DI + [IVun (®)]]5 + ;LUN(t)4dw = e_ZHUN(t)H‘Q)' 1.12

Donde concluimos que

d 2
Sllux (@) < S lux @13

De posse desta desigualdade, podemos utilizar o lema de Gronwall (teorema 11,
enunciado no Apéndice) e obter a seguinte desigualdade para [|uy(t)]o

2t 2T
lun (®)]15 < |IUN(0)|!36XP(€—2) =< HUOngXP(E—Q) 1.13

Como [lun()|2 = 2N, 3(t), a desigualdade 1.13 nos dé uma estimativa a priori

global para as fungoes ¢;(t), o que nos garante a existéncia de solugdo global para
1.4.

Além disso, devido a esta desigualdade, concluimos que uy € L*(0,T; L?).

De posse desta cota para ||uy(t)||3, podemos aplici-la no lado direito de 1.12 e
integrar ambos lados de 0 a T, para obter

1 ) ) T ) 1 [T . T ) 2T
§(IIuN(T)IIO—IIUN(O)IIOH i IIVuN(t>||odt+€—2 i ||uN(t)|IL4dt§—IIuolloexp(e—Q)-

€2
1.14
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Donde concluimos que:

T
| Ivux(o)1f d < e Dl 1.15
0

T
| T (®l dt < ol Dl 1.16
0

Como ja sabemos que |luy(t)||2 ¢ limitada, segue de 1.15 que fOT |lun ()] também
¢ limitada. Portanto, {uy}%_, ¢ limitada em L?(0,T; H'). Além disso, por 1.16,
{un}_, € limitada também em L*(0,T; L*(Q2)) = L*([0,T] x Q).

Vamos agora tentar obter alguma estimativa para a norma da derivada temporal de
uy. Para isto, fagamos v = (uy),(t) em 1.11, o que nos dé:

d (1 1
| (un)ell + 7 <§|]VuN||(2] +3 /Q F(uN)dx> =0, em (0,7). 1.17

Integrando a equag@o acima de 0 a s (s € [0, 7] arbitrario), obtemos

[ M@ 51 9un 9+ [ Plan(s)de = 5IVux(O)lf+5 | Flus©)d.
1.18

Perceba agora que, pela escolha dos espagos Vi, temos que uy(0) — ug fortemente
em L?. Todavia, utilizando a definicao das funcoes ¢y, nao é dificil provar que, para
uma funcao 1 € H*', suas projecoes com relacao aos produtos internos de L? e de
H' em Vy coincidem. Portanto, podemos afirmar que uy(0) — uo fortemente em
H'.

Em primeiro lugar, isso nos garante que ||[Vuy(0)||3 < ||uol|3;:. Além disso, como

estamos em dimensao dois, H' CC L?(Q), Vp < oo (CC significa imersdo com-
pacta). Portanto, F(un(0)) converge fortemente para F(ug) em qualquer espago
LP(Q2),p < oo, pois a fungdo F' é um polindmio. Em particular, isto implica que
Jo F(un(0)) < C [, F(uo).

Desta forma, é possivel chegar na seguinte desigualdade:

s 1 1 C
[ 1Ol e+ 519un 1 + % | Plux()ds < ol + 5 [ Plaod.
1.19

Portanto, como F(un(s)) > 0 (pela definicdo de F'), segue que

C
IV () < luollm + 5 [ Fluo)ds, s € 0.7, 1.20
Q
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e, fazendo s =T em 1.19:

T C
0 Q

Logo, {(un):}35_, ¢ limitada em L?(0,T; L?) e {uy}%_, ¢ limitada em L>(0,T; H).
Vamos agora agrupar os resultados que temos.

Por 1.15, 1.16 e 1.20, a sequéncia de fungdes {uy}%¥_; é limitada nos espagos:
L*(0,T; HY), L*Y0,T; L*(Q)), e L>=(0,T; H'). Como os dois primeiros sao reflexi-
vos, segue, do teorema de Banach-Alaoglu que essa sequéncia tera um subsequéncia
fracamente convergente nestes espagos. Denotando por {u,,}5°_, esta subsequéncia,
temos entao que

Uy, — u fracamente em L*(0,T; H') e L*(0,T; L*(Q)). 1.22

Também teremos a seguinte convergéncia

U, — u na topologia fraca-estrela de L>(0,T; H). 1.23

Além disso, temos que, por 1.21, {(uy):}%_; ¢ limitada em L%(0,7’; L?), e, como
este espaco também é reflexivo, tomando outra subsequéncia, temos que existe uma
funcao @ € L?(0,T; L?) tal que

(Up); — @ fracamente em L*(0,T; L?) 1.24

Usando a definicao da derivada fraca, é facil ver que @ = ;.

Esta funcao u definida por estes limites fracos é a nossa candidata a solucao fraca
do problema de Allen-Cahn. Se este problema fosse linear, seria bastante simples
mostrar que de fato, u© é uma solugao da equacao fraca. Todavia, a nao-linearidade
torna essa passagem muito mais complicada, uma vez que nao é 6bvio que

lim (f (um(t)),v) = (f(u(t)),v), paratodo v € H'. 1.25

m— 00

A prova deste resultado é a parte mais importante que ainda nos falta fazer e sera
tratada na parte III, com o auxilio do seguinte resultado de compacidade de Aubin
e Lions.

Lema 1. (Aubin e Lions, 1963) Sejam Xy, X e X; espagos de Banach, com X, C
X C X;. Suponha que Xj esteja compactamente imerso em X e que X esteja
continuamente imerso em X;. Dados 1 < p,q < 0o, defina:

W = {u € L*(0,T; Xo)|u, € L4(0,T: X1)}.
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Tem-se entao que:
(i) Se p < 00, a imersdao de W em LP(0,T; X) é compacta.

(ii) Se p =00 e ¢ > 1, a imersao de W em C(0,T; X) é compacta.

Para uma prova deste resultado, o leitor é convidado a consultar [20].

Parte III: Nesta terceira parte, vamos utilizar o lema acima para mostrar que a
funcao u, definida por 1.22 é de fato a solug¢ao que procuramos.

Primeiramente, vamos aplicar o lema de Aubin e Lions com Xy = H', X = X| = L2,
ep=q=2.

Desta forma, temos que W; = {u € L*(0,T; H")|u; € L*(0,T;L?)} esta imerso
compactamente em L?(0, T, L?), portanto, a partir da convergéncia fraca de {u,, }>_,
para u, que tinhamos em Wy, podemos garantir a convergéncia forte desta sequéncia
em L?(0,T,L*) e esta convergéncia forte nos garante (a menos de subsequéncia)
convergéncia q.t.p. em (0,7) x .

Portanto,

Uy, — u fortemente em L*(0,T;L?) = L*([0,T] x Q) e q.t.p em (0,T) x . 1.26

Além disso, considerando Wy = {u € L>(0,T; H')|u; € L*(0,T; L*)}, podemos usar
a segunda parte do lema 1 e 1.23 para obter mais uma convergéncia forte

U, — u fortemente em C(0,7T; L?). 1.27

Porém, estes resultados ainda nao sao suficientes para completarmos a prova. Pre-
cisaremos de mais um tltimo lema da teoria da medida.

Lema 2. Seja 1 < p < oo um ntmero real e {g,,}°°_; uma sequéncia de fungoes
mensuraveis num espago de medida (X, A, ). Se a sequéncia {||gml||r»}5o_, for
limitada e ¢,, — g p-q.t.p em X, entdo g,, — ¢ fracamente em LP(X).

Para uma prova deste lema, o leitor pode consultar por exemplo a pagina 207 do
livro [15].

O uso deste lema nos garante uma convergéncia importante no nosso problema.

3 — ,,, donde concluimos que

Para usé-lo, note que f(u,,) = us,

3
4 1 1 4 4
flum)| . 4 :(/ uil—uma‘dx) §24(/ ui’ng+ um3d$>
1)y = (= ol L
1.28
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Portanto,

||f(uW)||L%([O,T}><Q) S C(HumHi‘l([O,T}XQ) + ||uW||L%([O,T}XQ)) 1.29

Lembrando agora que, por 1.16, ||ty ||14(07)x0) ¢ limitada e, como o conjunto € ¢é
finito, HumHL% ([071x€) também serd limitada. Portanto, concluimos que a sequéncia
{I1f (um)l 4}y € limitada. Além disso, como u,, — uq.t.p em (0, 7)) x 2, segue que
f(um) = f(u) q.t.pem (0,7) x . Desta forma, a sequéncia de fungoes { f(u,,)}50_,
satisfaz as hipoteses do lema 2, e como consequéncia, temos que f(u,,) — f(u)

fracamente em L3 (([0,T] x Q)).

Isto significa que

lim 6_2/ fun)v dedt = 6_2/ f(u)v dzdt, Yo e L*([0,T]xQ). 1.30
[0,7]x2

N—roo [0,7]x 9

Além disso, por 1.22 e 1.24, temos que

T T
lim (Vuy, Vo)dt = / (Vu,Vo)dt, Vv e L*(0,T;H"Y),
N—oo /g 0
T T
lim ((un)¢, v)dt :/ (ug,v)dt, Vv e L*(0,T; HY).
N—oo Jg 0

Somando estes trés limites e lembrando que L*(0,T; H') € L(0,T; H')NL*(0, T; L*(Q2)),
segue que, para todo v € L*(0,T; H'),

T

lim {((uN)t,v) + (Vuy, Vo) + é(f(u;ﬂ,v))} dt = /0 [(ut,v) + (Vu, Vo) + %(f(u), vy | dt

N—oo 0 €

em que (-,-) denota a dualidade entre L3(Q) e L4(€).

Defina agora o espaco Wy = {w = S0, ap(t)éy | ai € C=([0,T])}. Claramente
Wy C LY0,T; H'), e, portanto, se v € Wy, entao existe Ny tal que, se N > Ny,
vale, para cada t € [0,T]

()i t), 0(8)) + (Vun(t), Vo (b)) + = (f (un (1)), v(t)) = 0.

€

Segue que, se v € Wy, entao,
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lim [((UN)t, o) + (Vuy, Vo) + é< Flun), m] dt

N—oo 0

— /OT {(ut,v) + (Vu, Vo) + %(f(u),v}} dt = 0.

Mas, como Wy é denso em L*(0,T; H'), podemos concluir que, para todo v €
LY0,T; HY),

/OT {(ut,v) + (Vu, Vv) + %(f(u),v)} dt = 0. 1.31

€

O 1ltimo passo ¢ mostrar que, para quase todo t € [0,T] e Vv € H'

1
(w(t),v) + (Vu(t), Vov) + 6—2(f(u(t)),'u) =0. 1.32
Para isso, vamos supor por absurdo que exista um conjunto A C [0, 7], de medida
positiva e uma funcao v € H', tais que 1.32 nao seja valido. Neste caso, poderemos
decompor A em dois conjuntos disjuntos A; e Ay, tais que

(1(t),0) + (Vu(t), o) + 5 (f(u(0),0) > 0, em A,
1 1.33
(u(t),v) + (Vu(t), Vo) + G—Q(f(u(t)),v) <0, emA,.

Certamente, um destes conjuntos tera medida positiva. Suponhamos, sem perda de
generalidade que seja A;. Defina entao

1.34

va(t) =0 se t € A,
va(t) =0 caso contrario.

Claramente, vy € L*(0,T; H'), portanto podemos fazer v = v4 em 1.31, e obter

1
[ e+ (90 + S @] d =0 1.5
Ay
1
O que é um absurdo, pois (w(t),v) + (Vu(t), Vv) + E—Q(f(u(t)),v) >0 em A e
p(Aq) > 0. Isso prova 1.32.

Finalmente, para concluir a prova do teorema 1, basta provar que u(0, x) = ug, mas
isto segue diretamente de 1.27.



1. Propriedades Analiticas 21

Observagao: Note que provamos que a fungao u; esta em L%*(0,T; L?), o que é um
pouco mais forte que a hipotese do teorema, que afirma que u; esta em L(0,T; H™1).
Isto aconteceu porque, na verdade, o teorema é valido mesmo se uy € L?, e, como
usamos 1y € H' como hipétese, ganhamos um pouco mais de regularidade.

1.3 Unicidade e Principio do Maximo

Apos provarmos a existéncia de uma solucao fraca para o problema de Allen-Cahn,
uma pergunta natural é quanto a unicidade desta solugao. Nesta secao, vamos
mostrar que, desde que nossa condigao inicial ug satisfaga |ug(z)| < 1 q.t.p em €,
teremos de fato a unicidade da solucao. Um subproduto desta prova sera o Principio
do Méximo, que diz que, u(t,z) <1 q.t.p em [0,7] x Q.

Vamos comegar enunciando precisamente o teorema que iremos provar:

Teorema 2. (Principio do Maximo e Unicidade) Se u ¢ uma solugao fraca do pro-
blema de Allen-Cahn e |ug(z)| < 1 q.t.p em Q, entao u(t,xz) < 1 q.t.p em [0,T] x Q.
Sob esta condi¢ao, u é uma soluc¢ao tnica.

Demonstracao: A prova aqui é bem mais simples do que a da se¢ao anterior.
Primeiramente, mostramos que dada um solucao qualquer u, podemos construir a
partir dela uma solucao wu, que satisfaz o Principio do Maximo. Depois, usando que
f € mondtona em (—oo, —1) e (1, 00) obtemos uma desigualdade interessante para a
diferenca u — w, a partir da qual podemos concluir que u = u. Isto facilita bastante
a prova da unicidade, pois poderemos tomar uma limitacao uniforme para a fungao
f, j& que ela so ira agir no intervalo [—1,1]. Com isso, e mais uma outra aplica¢ao
do lema de Gronwall, poderemos concluir a prova.

Vamos entao a prova. Seja u a fungao obtida truncando u no intervalo [—1,1]. Ou
seja,

u = min{1, max{—1,u(t,z)}}. 1.36

Nao é dificil ver que u satisfaz as propriedades de regularidade de u provadas no
teorema 1. Ou seja, u € L*(0,T; H') e u; € L*(0,T; L?). Além disso, temos que

u=u, Vu=Vu e f(u)=f(u) em {(t,z) €[0,T]xQ : u(t,x) <1}. 1.37
e, pelo lema de Stampacchia (teorema 12, enunciado no Apéndice)

u =0, Vu=0 e f(u)=0 caso contrario. 1.38
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Desta forma, fica facil ver que u é também uma solucao fraca do problema de Allen-
Cahn. Portanto, valem,

(g, v) + (Vu, Vo) + é(f(u),v) =0, 1.39

(1, v) + (V& Vo) + é(f(ﬂ),v) 0, 1.40

Subtraindo estas equacgoes, concluimos que a diferenca § = u — u satisfaz,

(60,0) + (V3,V0) = —(f(u) — £(30), 0). 1.41

€2

Perceba que, caso obtenhamos uma forma de cotar o tltimo termo da equacao 1.41
com alguma funcao que s6 dependa de ¢, poderemos utilizar esta equagao para obter
estimativas para ¢. Para isto, vamos utilizar a convexidade da fungao f. Observe
que, se u # u, entao, u > 1 ou u < —1. No primeiro caso, como f é convexa em
[1,00], vale

Flu) = F(@) = f@)(u—a) = /(1) (u— ) = 2(u— 7). 1.42

No outro, como f é concava em [—oo, —1],

Flu) = £(i) < F@)(u— ) = f/(=1)(u— i) = 2(u— 7). 1.43

Multiplicando ambas desigualdades por v — u, concluimos que

(f(u) — f(@)(u—1u) > 2lu—1ul*, qt.pem [0,7] x Q. 1.44
De posse desta desigualdade, vamos testar 1.41 com v = §, de modo a obter

1d 9 9 2 9

o3+ 113 < — 2 ol 1.45
Lembrando que §(0) = 0, fica facil de ver que 6 = 0, q.t.p em [0,T] x €.

Portanto, u = w, q.t.p em [0, 7] x §2, o0 que conclui a prova do Principio do Maximo.

Para provar a unicidade, considere duas solugoes u; e us. Pelo Principio do Maximo,
podemos supor que |uq], |Juz| <1 q.t.p em [0,7] x .

Seja ¢y = sup,e_q 17 [f'(s)]. Temos entao que

|f(ur) — f(u2)| < eplus —us|, q.t.p. em [0,7] x Q. 1.46
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Além disso, a diferenca 5= up — Uy satisfaz

~ 1
(04, v) + (V6,Vv) = —=(f(ur) — f(u2),v). 1.47
Testando com v = § e utilizando 1.46, concluimos que

1d

2 2 _ Cf 2
S 1312 + V518 < Lol 1.48

Lembrando que §(0) = 0 e aplicando o lema de Gronwall, obtemos que u; = wus,
q.t.p em [0,7] x Q. Isto conclui a prova da unicidade.

E importante ressaltar aqui, que, apesar da hipotese lug| < 1 parecer um pouco
restritiva, na pratica, ela nao é. Na maioria dos sistemas modelados através da
equacao de Allen-Cahn, a variavel u representa um parametro que indica a fase ou a
concentracao de um composto, e apenas valores entre —1 e 1 possuem sentido fisico.

1.4 Regularidade

Para a analise de erro que faremos nos capitulos seguintes, precisaremos de alguns
resultados mais fortes sobre a regularidade da solucao fraca do problema de Allen-
Cahn. Para isso, precisaremos fortalecer um pouco a hipétese do teorema 1. Vamos
pedir que a condigao inicial ug esteja em H?(Q2). Com isso, poderemos provar que
uwe L*0,T; H*(Q)), u € L*(0,T; H'), e uy € L*(0,T; H ') (note que, na formula-
¢ao fraca original 1.1, sequer sabiamos da existéncia da segunda derivada no tempo
de u). Apos isto, vamos mostrar que, com uma hipotese adicional sobre o compor-
tamento das fung¢oes V(uy); na vizinhanca da condigao inicial, é possivel mostrar
também que u, € L*(0,T; H*(Q)) e uy € L*(0,T; L*(2)).

Para provar estes resultados, precisaremos de outras estimativas para as normas
das fungoes uy, diferentes de 1.15, 1.16 e 1.21. A ordem em que provamos estes
resultados é bastante importante, pois o primeiro é tutil para provar o segundo e
ambos sao importantes para provar o terceiro. Uma propriedade essencial para a
obtencao destas estimativas é que as fungoes uy estdo em C*((0,7") x ), pois as
fungoes ¢y estdo em C(Q2) por 1.2 e as fungdes cy estao em C°(0,7T), pois sao
solugoes de uma EDO suave.

Teorema 3. Considere as mesmas hipoteses do teorema 1, porém, suponha que
ug € H*(Q), e |Juo|lr~ < 1. Entao, além das conclusoes do teorema 1, também
valem:

(i) uw € L2(0,T; H2()),
(ii) u; € L*(0, T; HY),
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(111) Uy € L2(O,T, H_l).

Demonstragao: Para obter as estimativas que precisamos, comece testando 1.4
com v = Auy

((un)e(t), Aun (8)) + (Vun (1), V(Aun (1)) + %(f(uN(t)% Auy(t)) =0, em (0, 7).

€
1.49

Utilizando integragao por partes,

1d 9 s 1.,

5 IV~ [Auy ()] — 5 (7 (an(0)Vux (1), Van(0) =0, 150
usando agora que f'(u) = 3u? — 1, segue que,

1d 5 1 9 5 3 9

5 7 IVun@llo + S Vun @)y = [[Aun (@)lls + Zllun () Vun @)]o- 1.51

Integrando na variavel temporal, de 0 a 7', obtemos a seguinte desigualdade

T 1 T
/O | Bun (D)3 dt < [Vun(T)]3 ~ [Vun () + 5 / IVun(®)|2 dt, 152

e, por 1.20, uy € L*(0,T; H'). Entao, podemos concluir que (uy)3_, é limitada
em L*(0,T; H*(Q)), uma vez ||ux||zz < C(||Aunllo+]|un]lo). (Este dltimo resultado
segue da teoria de regularidade dos operadores elipticos. Para mais detalhes, veja
por exemplo [19]).

Para provar (ii), tome a derivada no tempo de 1.4 e teste com v = (uy)y,

((un)ee(t), (un)e(£))+(V (un )i (t), V(UN)t(t))Jr%(f’(uN(t))(uN)t(t), (un)i(t)) = 0, em (0, 7).

€

Utilizando integragao por partes,

D) 19 Cam ()3 + 5 e () (0, Can () =0,

donde concluimos que

1d 3 1

5 77 1 @) @OI5 + 1V (un (D1l + S 1 n)e@Oun (Ol = Fll(wn): @Ol 1.53
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Aplicando o lema de Gronwall, ndo ¢ dificil mostrar que, para qualquer ¢t € (0,77,

[ Cun)e(t) 3 < € lim [l(un)e(0)13 1.54

Observe agora que, testando 1.4 com v = (uy);, fazendo uma integragao por partes
e usando a desigualdade de Schwartz, obtemos,

1Cun)e(@N1F = (Aun(t) — € (un (), (un)e(t))

< 14|muN< O3+ S (@) + 5 IOl 155

Portanto, fazendo ¢t — 0% e usando a regularidade H? de uy,

lim | (un ) ()5 < Cre™ (lluoll 2 + 1f (uo) [5) 1.56

t—0t+

Agora, integrando 1.53 de 0 a T, podemos obter a seguinte desigualdade

T 1 T
| IV Ol it < CO unll+ L)+ 5 [ (0l de. 157

Donde podemos usar 1.21 para concluir que ((ux):)¥-; ¢ limitada em L?(0,T; H').
Note também que, por 1.54 ¢ 1.56, segue que ((uy);)¥_; ¢ limitada em L>(0, T; L?).

Para (iii), vamos usar novamente a derivada temporal de 1.4
1
((un)te, v) + (V(un)e, V) + E—Q(f'(uN)(uN)t, v) =0, em (0,7). 1.58
Integrando no tempo de 0 a T', chegamos a,
T T 1 /7
/ ((un ), v)dt = —/ (V(un)e, Vo)dt — 6—2/ (f (un)(un)s, v)dt. 1.59
0 0 0

Usando a desigualdade de Holder para estimar o primeiro termo do lado direito,
segue que

T
1
/ ((un)e, v)dt < H(UN)tHLQ(mT;Hl)HUHL2(0,T;H1) + 6—2Hf/(UN)HOH(UN)tHMHUHL‘*-
0

1.60
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Observe agora que f’(uy) = 3u3 — 1, portanto, como uy € L>(0,T; H'), segue que
f'(un) € L>=(0,T; L"), e portanto,

T

/0 (f (un)(un)s, v)dt < ||f'(UN)||L°<>(0,T;L1)/0 ((un)e,v)dt

< )l | (un)ell 2z [0l 22y 1-61

de onde segue que,

T
/ ((un)u(t), v)dt < ||(un)ell L2 rmm 0l 20,
0

+ €21 f (un) |z o) || (un)ell 202y [0 22 0,7s02) - 1.62

Portanto, ((ux))3%-; ¢ limitada em L2(0,7T; H').

De posse destas estimativas, basta tomar limites fracos nos espagos L?(0,T; H*(Q2)),
L*(0,T; HY) e L?(0,T; H™') para provar (i), (ii) e (iii) respectivamente.

Uma observagao interessante que podemos fazer agora é que, com estes resultados
de regularidade, fica facil de ver, considerando igualdades do ponto de vista de
L%, que u é de fato uma solucao forte (considerando a equivaléncia em L?) para o
problema de Allen-Cahn (observe que u satisfaz a condi¢ao de contorno pois todas
uy satisfazem).

Além disso, nao é dificil mostrar, usando as mesmas ideias que usamos na parte final
da prova do teorema 1, que para todo v € H' e para quase todo t € [0,T7:

(g, 0) + (Vug, Vo) + ?12( F(w)ug, v) = 0. 1.63

Este resultado basicamente diz que podemos derivar a forma fraca 1.1 na variavel
tempo.

Para concluir o capitulo, vamos mostrar que, adicionando uma hipotese de regula-
ridade adicional para ug, é possivel melhorar ainda mais a regularidade da solucao,
garantindo que u; € L*(0,T; H*(2)) e uy € L*(0,T; L?).

Teorema 4. Considere as mesmas hipdteses do teorema 3 e suponha, adicional-
mente que uy € H3(2). Entao, valem:

(i) uy € L?(0,T; L?),
(i) u; € L*(0,T; H*(Q)).
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Demonstragao:

Por fim, para provar (i), primeiramente, teste 1.4 com v = (uy ). ApOs algumas
integragoes por partes chegamos a

[Cun e ®) + 21V (an o) = —é(f’(uzv(t))(w)t(t), (un)u(t)).  1.64

2dt

Aplicando a desigualdade de Schwartz no ultimo termo, temos que

)3 + 5 IV )3 < 117 G () Cun eI + 5l un )3 165

Integrando de 0 a 7', e fazendo algumas simplificagoes, obtemos

/O lux)a (I dt < [V (ux) ()2 + / 1/ (0) n)eDI2de 1.66

Como uy € L>®(0,T; H') e H' CC LP, segue que 3ud — 1 = f'(uy) € L>=(0,T; L?).
Portanto,

/0 L (e (8)) (un ) (@) 15t < 1F (e () oo 0.7, 1 (un)e (B 122 0,12

Desta forma,

T
2\
/0 I(un)e @5 dt < [V (un)e(0)5 + alf (un ()| Zoe o,:2) ) (O [ 0.2
1.67

Vamos olhar agora o primeiro termo do lado direito da desigualdade acima. Observe

que (uy):(0) = ZJN 1 ¢;(0)¢;. Usando 1.7, temos que

N
1
¢(0) = Ajc;(0) Z 0)61), é5) = Aje;(0) = — (f (o), 6;)

Multiplicando essa identidade por ¢; e somando de j =1 até j = IV, segue que,

(un)e0) = Ao = STl f (M)

Portanto,
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V(un)i(0) = VAug — E%VHN F(Tuo)

Como temos a hipétese uy € H3, segue que,

1 1
IV (un)i(0)[§ = IV Auo — VI f(Tyuo) 5 < lluoll7e + 5 11f (Tavuo) [

Donde, com a ajuda de 1.67, concluimos que ((uy)y)%¥—; ¢ limitada em L?(0, T; L?).

Para provar (ii), tome a derivada no tempo de 1.4 e teste com A(uy);, para concluir
que

((un)ee(t), Alun)e(£))+(V (un)i(), VA(UN)t(t))+€—12(f'(uN)(uN)t(t% Alun)e(t)) = 0.
1.68

Fazendo algumas integracoes por partes, é possivel obter

1d

IV )+ A ()2 = 5 G () )elt), Al )e(r)). 169

Aplicando a desigualdade de Schwarz, temos que,

1d

AR+ 5

1 1
IV @n)®l5 < Z 1 (un (D) (un)e (Ol + 5 1A un) (O[5 1.70
Integrando de 0 a T', fazendo algumas simplificagoes, obtemos,

| 1801 bt < IVl + 5 [ 1) 0l 171

Observe que, no lado direito, temos exatamente os mesmos termos da desigualdade
1.66. Relembrando que || - ||z € equivalente & || - ||o + [|A - ||o, € repetindo os mesmos
passos da prova do item anterior para cotar o lado direito da desigualdade acima,
concluimos que ((ux)¢)3—; ¢ limitada em L*(0,T; H*(2)).

De posse destas estimativas, basta tomar limites fracos nos espagos L*(0,T; L?) e
L*(0,T; H*(Q)) para provar (i) e (ii) respectivamente.

De posse destes resultados de regularidade, é facil ver que u também é solucao forte
de 1.63. Portanto, sob as hipoteses do teorema 4, temos que existe v € L?(0,T; H?),
com u; € L*(0,T; H?) e uy € L*(0,T;L?) tal que, para quase todo t € [0,7], a
seguintes igualdades sao vélidas em L?:
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u — Au+ f(u) =0, 1.72
Ut — AUt + f,(U)Ut = O7 1.73
ou
%Lfm =0,

u(z,0) = uy.

Nos capitulos que seguem, vamos assumir estas mesmas hipoteses e trabalhar com
as equagoes neste formato (forma forte).
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Capitulo 2

Estimativas a Priori

Introducao

Neste capitulo, vamos construir uma base de resultados preliminares sobre a equa-
¢ao de Allen-Cahn que serao essenciais para as andlises de erro que iremos fazer
nos capitulos 4 e 5. Basicamente, estes resultados sao estimativas em funcao de e
para diversas normas da solu¢ao. Primeiramente, iremos discutir as hipoteses que
serao adotadas no desenvolvimento destas estimativas e também nos capitulos sub-
sequentes. Em seguida, iremos enunciar e provar algumas estimativas para a solugao
exata da equagao 1.72. Apos isto, vamos mostrar uma adaptacao que faremos na
funcao f, que, apesar de nao alterar a solugao de 1.72, simplifica muito a anéalise de
erro. Por fim, apresentaremos o esquema semi-implicito de discretizacao no tempo,
discutiremos suas vantagens e mostraremos algumas estimativas para sua solucao.

2.1 Consideracgoes Iniciais e Estimativas a Priori

Seria demasiadamente interessante e inesperado se fosse possivel desenvolver uma
analise de erro para a equacao de Allen-Cahn utilizando apenas as hipoteses do
teorema 1. Todavia, este nao é o caso. Precisamos de um pouco mais de regularidade
para obter estimativas relevantes para o erro. No que segue, iremos considerar as
hipoteses do teorema 4, para que possamos desenvolver estimativas para a norma
L? de uy, que nos serao bastante tteis. Entretanto, cabe ressaltar que em [14], os
autores mostram que é possivel obter estimativas de erro (um pouco mais fracas)
utilizando apenas uma estimativa para a norma H~! de wy, sem precisar portanto,
de fazer a hipotese ug € H3.

Nas contas que seguem, até o fim deste trabalho, utilizaremos repetidas vezes o
simbolo <. Dizemos que a < b se, e s6 se, existe uma constante C' que nao depende
de € (nem das discretizagoes no tempo e espago, que introduziremos mais adiante)
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tal que a < Cb.

Além das hipoteses do teorema 4 iremos considerar também as seguintes hipote-
ses que nos permitirao estimar diversas normas da solucao de 1.72 em termos de
poténcias de €:

1
Fe(u()) = EHVUOH% + 6_2/ F(uo)dm S 6—201; H1
Q
[Aug — e fluo)llo S € H2
IV(Aug — 2 f(uo)llo < €. H3

onde 01,09 € 03 sao constantes reais nao-negativas.

Agora que temos as hipoteses necessarias, vamos enunciar nosso primeiro lema, que
trata de estimativas a priori para a solu¢ao exata do problema de Allen-Cahn.

Lema 3. Considere que todas as hipdteses do teorema 4 ¢ H1,H2 e H3 sejam sa-
tisfeitas. Seja u a solucao de 1.72, entao, as seguintes estimativas de energia sao
validas:

1 T
css sup {§HW(S>H3+62 / F(u(s»dx}+ | llir s et 2

5€[0,T) Q

T
/ | Au(r)|2dr < =212 9.2
0

T
ess S}é%] {lwe(s)la + lluls) |7, } +/ Vg (7)|2dr < @min(-or-1-02) 9.3
se|0, 0

T
Ay (7)||2dr < 2min(-o1-2,-03) 2.4
| odT S
0

T
€SS sup ||Vut(s)||g —I—/ ||utt(7—)||(2)d7— 5 EQmIH(_O'l—Q,—OB) 2.5
s€[0,T 0

Demonstracao:

Para provar as desigualdades 2.1-2.5, vamos multiplicar a equacao original com
fungoes especificas, e usar algumas desigualdades conhecidas (principalmente H1, H2
e H3) para obter as estimativas. Todas as fun¢oes que utilizaremos para multiplicar
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a equacao original sao elementos de L*(0,T; L?). Para verificar isto, o leitor pode
consultar o teorema 4.

Para provar o primeiro item do lema, multiplique 1.72 com u; e integre por partes
no espago para obter

10 _
el + §EWUH3 +e 2 (fu),ue) = 0.
) . 0
Note também que, pela regra da cadeia, (f(u),u;) = 5 F(u)dz, portanto, temos
Q

que

0 (1 0
2 L 2, -2 _ 2 _
o+ g5 (3190l + < [ Fude) = ul3 + S0 =o.

integrando no tempo obtemos:

t
FG(U) + / HUtHng = Fe(uO)-
0

Portanto, usando H1, temos

ess sup Ic(u(t)) < Te(ug) S e e,
s€[0,T7]

T
/Hm%hsnwwsgm.
0

Desta forma
T
ess sup T(u(t)) + [ () [fdr S 2 2.6
s€[0,T 0
como queriamos.

Para obter 2.2, multiplique 1.72 por Au e integre no espaco para obter

1Aullg = (ue, Au) + €7*(f (), Au),

integrando por partes o ultimo termo e usando a desigualdade das médias no se-
gundo, ficamos com

1 — / — /
1Aullg < 5 (gl Aullg) = (f () Vu, Vu) < 5 (lludllg+ Aullg)+e > [Lf (@)l V5.

N | —
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Lembrando que | f'(u)| < 2 (pelo Principio do Maximo, 2) e rearranjando os termos,
chegamos em

1Aullg < fluellg + 47| Vulls. 2.7

Integrando os dois lados da tltima desigualdade em relagao a t e usando 2.1, obtemos

T T
/||Au||3dt§e_201+4e_2/ Vul2dt
0 0

Nao ¢ dificil ver que, por 2.1 a que ultima integral do lado direito nao ultrapassa
T % ess supgc,<p ||Vull§ < 2T€ 271, portanto

T
/ | Aul|2dt < e 2172,
0

Para obter o terceiro item, 2.3, vamos multiplicar 1.73 por u; e integrar no espaco
para chegar a

(e, ug) — (Aug, ug) + € 2(f (w)ug, u) = 0.

Integrando por partes e usando a regra da cadeia, obtemos

10

§E”“t||(2) + [Vl + € 2(f (w)ue, u) = 0

Integrando com relacao a variavel temporal de 0 até ¢, e rearranjando os termos,
ficamos com

)1 = ) 1F) + [ 1V ir = = [, u)ar,

note agora que, pelo teorema 4, temos que u; € H'(0,T, L?*) e u € H'(0,T, H?), o
que, por 13, nos garante que u; € C(0,T,L?) e u € C(0,T, H?). Utilizando isto e a
equagao 1.72; temos que [|u:(0)||2 = ||Aug — €72 f(u(0))||2. Desta forma,

el [ IVaIr < e [ ) 5 Au0)—2 (o) 3

Somando

1Au(@®)][5
4

concluir que

nos dois lados da desigualdade acima e usando 2.7, podemos
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t
e (@5 + [[Au(®)]5 +4/0 [V (7)l[5dr < 4€72||[Vu(t)]f5

L8 / () 3 + 2 Au(0) = 2F(u(O))I3, 2.8

uma vez que sabemos que |f'(u)| < 2.

Podemos entao usar 2.1 e H2 para estimar o lado direito da desigualdade acima por
poténcias de €

467 Vu(t)[[ + 8¢~ /0 lue(T)13dT + 2l Au(0) — e (u(0))]5 <

6—26—201 + 6—26—201 + 6—202 S 6Zmin(—al—l,—ag) 2.9
Portanto, podemos concluir que, para quase todo ¢ € [0, T]

t
e (#)[[5 + (| Au(®)][5 +/0 Vg (7)||2dr < 2min(=o1=1—02),

Como ||ulo é limitada, e as normas || - ||z e || - [[o + [|A - [|o s30 equivalentes, segue
que

t
lue(1IE + ()]l +/0 IVur(7)l[odr S =t qtp em [0, 7).

Finalmente, tomando o supremo, obtemos 2.3.

Para provar 2.4, vamos multiplicar 1.73 por Au; e integrar no espago. Apos algumas
manipulagoes, chegamos em

a — / — /
SVl + [ Aullg = e (f (W, Aur) < S(€7 f (wull§ + [ Aue]5)-

DN | —

Integrando com relacao a variavel temporal, de 0 até T', obtemos

T T
2V + [ 8wl <267 [ ) +2 lim, 190(5) 1

Utilizando H1 e H3, o resultado segue.

Por fim, para 2.5, multiplique 1.73 por u;. Apds integragao por partes ficamos com
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HuttHé = —(Vu, Vuy) — E*Q(f’(u)ut,utt).

Como Vu; € L*(0,T; H') e Vuy € L*(0,T; H™'), podemos utilizar o teorema 14 ¢
concluir que (Vuy, Vuy) = §§||Vut||% Portanto,

10 B
lul = —§§||Vut||3 — e 2(f (w)us, ug).
Usando agora a desigualdade das médias e Cauchy-Schwartz, chegamos em

10

|
lea(7)lIe < =551V uellg + S 1L @)% luells + lluellc),

Utilizando novamente o teorema 14, temos que a aplicagdo ¢ — ||[Vu,||2 ¢ absolu-

0
tamente continua. Portanto, EHVUtH% = ||Vus(8) |2 — [[Vus(0)||2. De posse desta

igualdade, vamos agora integrar a desigualdade anterior de 0 até t. Com isso, obte-
mos

t t
lé|wﬁ%dr+anun%suvmxmn%+%f{£|wxﬂmw7

Para cotar o primeiro termo do lado direito da desigualdade acima, relembre que,
pelo teorema 14, temos que u; € C(0, T, L?) eu € C(0,T, H?). Utilizando a equagao
1.72, segue que u;(0) = Aug— e 2f(u(0)). Tomando gradiente dos dois lados, segue
que Vuy(0) = V(Aug — e 2f(u(0))). Agora sim, podemos usar H3 para cotar o
primeiro termo do lado direito. Para o segundo, usamos 2.1 e concluimos que

/0 luee () 157 + [[Vue(B)[I5 < 1V (Aug — 6‘QJ”(U(O)))H%+26‘4/0 lue(7)I5d

< 28 42t < @min(oi-2m0) 9 10

Finalmente, tomando o supremo com relacao a t, temos

T
ess sup V()3 + [ () litr 5 =20
s€[0,T] 0

o que conclui a prova de 2.5.
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2.2 A discretizacao no tempo

Com essas estimativas, estamos prontos para introduzir uma discretizagao temporal
no nosso problema, e analisar o quao bem a solucao deste problema discretizado
no tempo aproxima a solu¢ao do problema de Allen-Cahn. Dentre varios possiveis
esquemas de discretizacao no tempo, vamos escolher o de primeira ordem, semi-
implicito, estabilizado. Faremos esta escolha pois, como seréd provado a seguir,
esse esquema é energeticamente estavel (a energia total decresce a cada itera¢ao no
tempo), linear (devido ao tratamento explicito do termo nao-linear), e apesar disso,
requer passos de tempo da mesma ordem de grandeza(em termos de €) do esquema
implicito (veja por exemplo em [14] que uma restrigao do tipo At < €%, em que At
é o passo de tempo, é necessaria mesmo em um esquema implicito). Todavia, antes
de apresenta-lo, vamos introduzir uma adaptacao no termo nao-linear da equagao
(AC), que iré simplificar bastante nossos calculos, assim como faz Yang, em 21.

Gragas ao Principio do Méximo (teorema 2), o comportamento da funcao f fora do
intervalo [—1, 1] ndo tem nenhuma importancia na solugao, pois a fungao u(t), que
é o argumento da funcao f, ird sempre assumir valores entre —1 e 1. Desta forma,
considerando:

f(2), |2 <2
flz) =< 112 —16, z>2 2.11
11z +16, z< -2

é bastante claro que, trocando f por f em (AC) a solugao continua a mesma. Porém,
ao contrario de f, a funcao f é Lipschitz continua, assim como sua derivada f’ e
esta propriedade nos sera bastante util. No que segue, para manter a notagao mais
clara possivel, vamos considerar o problema formulado com f mas iremos manter o
simbolo f para o termo nao-linear e F' para sua primitiva (£’ = f). Denotaremos
por L a maior das constantes de Lipschitz entre f e f’.

Agora que introduzimos a adaptacao no termo nao-linear, vamos apresentar o es-
quema semi-implicito estabilizado, de discretiza¢ao no tempo, que é definido, recur-
sivamente, da seguinte forma: Dado ug € H*, defina, de forma recursiva, a sequéncia
de fungoes {u,,}M_, em H', de modo que

%—Aum L (f(tmr) + 5(thy — U 1)) =0
o, 2.12
o —— o0 = 0.

Em que s é um fator de estabilizacao, 0 = ty < t; < t3 < ... < tpy = T é uma
particdo uniforme do intervalo [0,7], ¢ k = t;41 — t; (para todo 0 < i < M) é o
passo de tempo. {u,,}*_, ¢ uma sequéncia de fungdes que, no capitulo seguinte,
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mostraremos ser uma boa aproximacao para a sequéncia {u(t,,)}_,, onde u é a

solugao de (AC).

O nosso primeiro teorema nos garante a estabilidade do método e também da uma

estimativa para o decrescimento da energia. No que segue, d;u,, denota o quociente
U — Um—1

k

L
Teorema 5. Se s > 3 o esquema 2.12 ¢é energeticamente estavel e a solucao

satisfaz a seguinte estimativa de energia:
M P M
2 2
k Z:l et + 5 Z_lkHdtVumHO + max T(uy) < 20(uo).

Demonstragao: Multiplicando 2.12 por d;u,,, fazendo integragdes por partes e
agrupando os termos, chegamos a

1 k _ _
||dtum||(2)+§dt||Vum||§+§||dtVum||+ske | dptm |lg+€ 2 (f (Um_1), ditty) = 0. 2.13

Para estimar o ultimo termo, vamos usar a expansao de Taylor,

1
F(um) == F(umfl) + f(umfl)(um - umfl) + §f/(€m)(um - umfl)Qa
donde concluimos que

f (1) (U = Um1) > Ftm) = Ftm-1) — g(um - Um—1>2'

Integrando nas coordenadas espaciais, obtemos

L
(f(umfl)aum - umfl) Z (F('me) - F(umfl)a 1) - EHum - umfluga

e dividindo por k

kL

1 2
(f(tm-1), dyti) > E(me) — F(up-1),1) — 7l|dtum”0'

Aplicando a desigualdade acima em 2.13, chegamos a
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1 k _
ldsm 1§+ Al Vetmllg + S lldi V| + ske™||drnmI5
1 kL

+ E_Q(E(F(um) — F(tp-1),1) — 7||dtum||(2)) <0. 2.14

Reagrupando os termos, ficamos com,

L 1 k 1
(14 (5= e )t B el Vet [+ 2 1Vt |+ (F 1) = F 1), 1) < 0.

Perceba agora que, se somarmos esta desigualdade para m = 1,2,3..., M iremos
obter uma soma telescopica em alguns termos. Fazendo isso e multiplicando por k,
obtemos

L

(1+(S—§

M
_ 1 1
Yke kD ldyun[5 + §||VUM||(2) - §||VUOI|§
m=1

M
k —
+ 5m;1<;||cz,5wm||3 + e 2(F(up) — Flug), 1) < 0.

Reagrupando os termos, ficamos com,

L

(1+(S—§

M M
k
Ve )k D Ml [§ + 5 D klldeVuum[§ +Te(urr) < Teuo). 215
m=1 m=1

Nao é dificil ver que se tivéssemos feito a soma telescopica de 1 até n apenas, teriamos
que, para qualquer 1 <n < M,

L. 5. < ko
(14 (s = 5 ke 2)k;mZ:1 [} + 5m;/f||dtvum||g +Te(up) < Te(u).  2.16

h

Somando 2.15 e 2.16, tomando o maximo sobre n, e lembrando que s > 3 ©
resultado segue.
Para a analise do erro, ainda precisaremos das seguintes estimativas que estao rela-

cionadas com a norma H?, e sdo versoes discretas de 2.2 e 2.3:
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2

Lema 4. Se o passo de tempo k satisfaz k < €%, as seguintes estimativas sao

validas:
M
EY N Au§ < e 2.17
m=1
M
25 (e + [ 8} + 83 [P S 7000 28

Demonstragao: Para provar 2.17, comegamos multiplicando 2.12 por —Au,, e
integrando no espago, de modo a obter

HAUmHS = (dtuma Aum) - Eiz(f(um—l)v _Aum> + Sk€72(dtum7 Aum)

Reagrupando termos e fazendo integracao por partes

| At |13 = (1 + ske )it Ati) — € 2(f (Up—1) Vi1, V). 2.19

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz e que || || < L (lembre-se que aqui,
f denota a fungao modificada), temos as seguintes estimativas:

1
(1+ ske’2)dtum, Auy,) < §|]Aum|\g +(1+ 32k26’4)|]dtum|]§;

Le?
2

—€ (' (m—1) Vi1, Vi) < IVt l§ + [ Vetm-15)-

Aplicando-as em 2.19, segue que,

1 Le™?2
[ A5 < §||Aum\|§ + (14 8B ) || dyum|§ + T(IIVUmHﬁ + [ Vum-1l3). 2-20

Rearranjando os termos, ficamos com

1Aum|l5 < 201+ s*K*e™") [|duml[§ + Le™* (| Vel + | Vetm-15).

Multiplicando por k e somando para m = 1,2, ..., M obtemos

M M M
EY AR <200+ 52K ) > kllditn || +2kLe 2 Y | Vunl[§ + kLe 2| Vol [2.
m=1 m=1 m=1
2.21
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Para cotar o lado direito, perceba que o Teorema 5, juntamente com H1 nos garante
que:

M
Z k| it [§ < Te(uo);

m=1

IVuollg < 2Tc(uo);

kZHVumHO<2kZF U, <2kZF ) = 2kMT(ug) = 27T (uq).

m=1 m=1

Aplicando estas trés desigualdades em 2.21, obtemos

M
B 1Aty [1§ < 20c(uo) (1 + s°k%e ™ + 2LTe * + kLe™?) S e 22,
m=1

0 que termina a prova de 2.17.

Para provar o segundo item, vamos aplicar d; em 2.12 e entao multiplicar por d;u,,
e integrar por partes, para, com a ajuda da identidade 15, obter

1 k
(1+5k€_2)(§dt||dtum||%+§||dt2um||(2))‘|‘ ||thum||g+6_2(dtf(um_1), dtum) =0. 2.22

Como f é Lipschitz continua, aplicando novamente a desigualdade das médias e
Cauchy-Schwartz

L
~(def (1), ditim) < 5 (ldyum[§ + l1dettm [5)-

Usando entao esta desigualdade em 2.22, temos que

1 k
Sulldim [+ 2 |3 + [V} <

P k _
(1 + ske 2)(§dtlldtum|!3 + §deumH3) + || Vdyum |5 = =€ (dy f (Um—1), dytim)
L(—:_2

(Idewmll5 + [l detim—1llg). 2.23
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Multiplicando a desigualdade acima por k e somando para m = 2,3, ..., M, obtemos

1 1 B M
§HdtuMH§ - §Hdtull\3 +3 >kl di g+ k> V|3
m=2 m=2

kLe? ) , = ,
< —5— (ldeulfo + [l druarlfo +2 D ldunllf). 2.24
m=2
Mas, pelo Teorema 5, segue que
M-1 M 9
e+ sl +2 3 el < 23 doun ;< (o)

Aplicando isto em 2.24, concluimos que

M M
ldsurel§ + kY Klld7unll§ + kY I Vdewnll S €*Teluo) + [[dpunl[5-

m=2 m=2

Nao vamos repetir as contas, mas é facil ver também que, para qualquer 1 < j < M,

M M
ldeus 15+ kD klldZunll§ + kD [ Vedunll§ S € *Deluo) + [l 5. 2.25

m=2 m=2

Para estimar o laplaciano de w,,, vamos precisar de resgatar a equacao 2.20, que
nos dava

1 -~ Le™?
§||Aum||3 < (14 k%) || dyunm |5 + T(IIVumH% + [Vt [[5)-

Usando o Teorema 5 e 2.25, com j =m

Le™?
2

(1 + 5"k ") | dyunml[5 + (Vg + [ Vtm-1]5) S € *Te(uo) + lldeun[I5,

portanto, para todo 1 < m < M,

M M
AU [I5+ | dett |5 +F D klldZuml5+k > 1V diunl[5 S € *Te(uo) + |din |5 2.26
m=2 m=2
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Vamos agora obter uma cota para ||dyu;||2 em termos de €. Para isso, vamos fazer
m =1em 2.12, e testar com d;uq,

I deur |y — (Auy, dywy) + € 2(f(uo), dywr) = —ske ?||dyuy || < 0.

Agora, vamos usar o teorema da divergéncia e um truque algébrico que nos permitiréa
estimar os termos que envolvem w; a partir de termos que envolvem g

| deur ||y + (Vuy, Vdiur) — (Vug, Vdguy) + (Vug, Vdeur) + € 2(f (uo), deug) < 0.

Rearranjando alguns termos e usando novamente o teorema da divergéncia, chega-
mos em

1
[deur |5 + k|| Vdur |5 < (Aug — €72 f(ug), dyu) < §(||AU0 — € 2 f(uo)|[§ + [|deur ).

Note que na tltima passagem, usamos novamente as desigualdades das médias e
Cauchy-Schwartz. A partir disso, vemos facilmente que

deur |5 < [[Aug — €7 f(uo)[l§ < €

Portanto, por 2.26, para todo 1 < m < M, vale

M
1AW 1§+ I dewalls + &Y (I Vditll

m=2

M M
< N Aunl§ + ldiwnll + 5 Y klldiunll§ + kD I Veeunlls

m=2 m=2

S €T (ug) + ||dpun |5 S €722 4 7202 S @mintoimlme),

Note agora que, como u,, = kY ., dyu; + ug, ¢ possivel usar o teorema 5 e mostrar
que ||umllo S e 7. Com isto, e relembrando que as normas || - |[gz e || - |lo + [|A - ||
sao equivalentes segue que, para todo 1 <m < M

el + Nl e 5 + & Z IVdpu[§ S €21,

m=2

Para terminar a prova, basta tomar o maximo sobre m na desigualdade acima.
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Concluimos aqui o desenvolvimento das estimativas a priori que serao necessérias
para a analise de erro do esquema 2.12. Algumas das estimativas feitas aqui podem
parecer pouco naturais para o leitor, mas no préximo capitulo, veremos que todas
elas sao importantes para desenvolvermos uma estimativa de erro para este esquema
numeérico que seja polinomial em e.
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Capitulo 3

Estimativas de Erro para o esquema
semi-discreto

3.1 Introducao

Neste capitulo, nosso ojetivo principal é provar um teorema que fornece estimativas
de erro para a solucao do esquema semi-discreto 2.12. Iniciaremos apresentando a
desigualdade espectral de de Mottoni, Schatzman e Chen, que é um dos componentes
essenciais desta prova. Em seguida, vamos a demonstragao propriamente dita, uti-
lizando como referéncia o trabalho de Yang [21]. Nesta demonstragao utilizaremos
a seguinte forma discreta do Lema de Gronwall:

Lema 5. (Lema de Gronwall discreto) Se {y, 152, {fn}5%0, € {9 }22, s@0 sequéncias
de reais nao-negativos, tais que

n—1

Yn < fu+ > gkyr. para algum n > 0.
k=0

entao, tem-se que
n—1 n—1
Un < fut+ (Z fk%) exp (Z 9j> :
k=0 j=0
Para uma prova deste resultado, o leitor pode consultar, por exemplo, [16].

3.2 Estimativa Espectral

Conforme explicado na introducgao deste trabalho, um dos principais ingredientes da
prova de estimativas de erro polinomiais em € para o problema de Allen-Cahn é o
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uso de uma estimativa para o autovalor principal do operador de Allen-Cahn linea-
rizado. Esta estimativa, que foi desenvolvida independentemente por de Mottoni e
Schatzman [11] e Chen [8] é a seguinte:

Lema 6. (Estimativa Espectral) Defina o operador de Allen-Cahn linearizado (L a¢)
da seguinte forma: Lac : H*(Q) — L*(Q) tal que, para cada 1 € H*(Q)

Lac(¥) = =A¢ + f'(u),

em que u € H?*(Q2) é a solugao do problema de Allen-Cahn fraco 1.1, em algum
instante de tempo fixo. Entao, existe uma constante Cy > 0, independente de ¢, tal
que o autovalor principal de Lac(Aac) satisfaz

Mo = inf IV + e 2(f"(w), )
YEH $#£0 [2)]2

2 _007

para todo € > 0

3.3 Estimativa de Erro

Com o uso de 6, podemos demonstrar a seguinte estimativa de erro para o esquema
2.12:

Teorema 6. Sejau € 2x(0,T) asolu¢ao do problema de Allen-Cahn (AC). Assuma
que sejam validas as hipoteses do teorema 4 além de H1, H2 e H3 e que {u,,}_,
seja a solugao do esquema de primeira ordem 2.12. Entao, existe uma constante C'
que nao depende de k e € tal que, se

k < Cmin(e?, €™, €*?),

em que:

2 1 4
o — max(o; E , 03) + e ap = max(o; + 2, 03) +max(oy + 1, o9) + 4.

Entao valem as seguintes estimativas de erro:

[w(tm) = Umllo < kemin(=o1=2 —o3) 3.1

M
(kS IV () = um)|2)? S kemintoi=3 o), 3.2
m=0

Demonstragao: Para provar este resultado, comegamos subtraindo 2.12 de (AC),
de modo a obter a seguinte equacao para o erro e, = u(t,) — Umn,
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diem — Aep + € 2(f(ultm)) — f(Um_1) — ske *dytiy, = Ry, 3.3
em que,
1 tm
R, = ——/ (s — tm—1)uy(s)ds. 3.4
k tm—1

Vamos agora somar f(u,,) nos dois lados de 3.3 e tomar o produto interno de com
em, para obter,

1 k _
illemlls + Slldienmls + 1Vemls + 7 (f (ultm)) = f(um), em)

+ € 2(f(um)) — f(tme1), em) — ske 2(dgtip, €m) = (R, €m), 3.5

1 k
em que usamos a identidade (die,,, en) = §dt||em||(2) + §||dtem||(2) (Ver teorema 15,

Apéndice).

O préximo passo é obter estimativas para os ultimos trés termos do lado esquerdo e
para o termo do lado direito de 3.5.

Para o termo (f(u(t;,))— f(um), €m), utilize a formula f(a)— f(b) = foa_b fla—&)d¢
para concluir que

(Flatt)) = Flumen) = ([ Fluttn) = 1. e
=</06m(f’(U(tm)—€)—f(( D)) m) ([ e e). 36

Como [ é Lipschitz continua, |foem(f’(u(tm)—5)—f’(u(tm)))d§| < foem LEdE = gez 7

entao

([0t =9 - Flattni, en) + ( [ e, e

2—(§6i7lem|)+(f’(U(t ))ems €m) = = H€m||L3+<f< (tm))em, em). 3.7

Portanto,

(f (ultm)) = f(tm), €m) = —gHemHis + (f'(ultm))em, €m)- 3.8
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Para os outros dois termos do lado esquerdo, as cotas sao mais simples.

Lembrando que f é Lipschitz continua e usando a desigualdade de Schwarz, obtemos

— () = Fltmos), ) < (1 F ) = Flmor)] e

- -1)¢
1 1 2 _—4 2 1 2 2
< (GLlum = um-ilsleml) < SE € dumlls + 5L lemlls. 3.9

Para o termo ske_Q(dtum, em), basta usar a desigualdade de Schwarz,

1 1
ske 2 (dpti, €) < §k26_4||dtum||(2) + §s2||em||(2). 3.10

Por fim, para o termo do lado direito de 3.5, usamos a mesma desigualdade, de
modo a obter

1 1
(Rmv em) < §||Rm||g + 5”6771”3 3.11

Utilizando as cotas 3.8, 3.9, 3.10 e 3.11 em 3.5, temos que

1 k _
L el + S il + Vel + €27 (ultm))em en) <
14 L2+ 2

T enl3 3.12

L _ 1
llemlds + K2 dumll} + 511l +

Agora vamos estimar |[|[Ve,, ||2+€e2(f(u(tm))em, em) através da estimativa espectral
(Lema 6),

IVemll§ + e *(f (ultm))em, €m) IVONE + (" (w), ¥)

> Aac = > —Cp.
lleml[5 beH! b0 12115
3.13
Aplicando esta estimativa em 3.12, obtemos,
1 k L _ 1 L2 4+ s +2C,+1
sailemllitzlldienlls < S5 llemlzs+k e dmumllo+5 1 Rmlic+ lemllo-
3.14

Agora, multiplicamos esta desigualdade por 2k e somamosdem =l atém =n < M.
Percebendo que o primeiro termo ¢é telescopico, temos que,
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HenHo+kaHdt€mHo (L% + 5" +2Cy + 1) kZHemHo

m=1 m=1

+ 263 ldsunll + B [Rulld + — > llemlis. 3.15
m=1 m=1 m=1

Agora, vamos ter que cotar os tultimos trés termos do lado direito de 3.15.

Para o termo k"
concluir que

" ldiu, |3, basta usar o teorema 5. Desta forma, é possivel

2k3e —42 [ dytin||2 < K2e 20174, 3.16

Para o termo kY. _, || R, precisaremos de um pouco mais de trabalho. Usando
3.4 e a desigualdade de Schwarz, temos que

1 tm tm k2 tm
HRAE< 3 [ (s tosds [ Juats)lids =5 [ Jueto)fas. 37

tm—1 tm—1 tm—1

Somando de m = 1 até m = n,

k Z ||Rm||(% Z/ [ ||0d5 3.18
m=1 tm 1

Vamos agora usar 2.5 para concluir que,

’fZHR 5 S KPePmin(zoi=2m0s), 3.19

Utilizando 3.16 e 3.19 em 3.15, ficamos com

||€n||0 +k Z kHdtemH(Q) g k Z ||em”0 k2 Zmin(-o1=2,703) + 2 Z ||€mHL3 3.20

m=1 m=1

Por fim, precisamos cotar o termo Y v _, ||em||3s. Essa ¢ uma das passagens mais de-
licadas de todo este trabalho. A ideia é usar a desigualdade de Gagliardo-Niremberg
para cotar a norma L? em funcdo da norma L?. Porém, uma aplicacao direta da
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mesma nao nos permite chegar a uma cota polinomial para o erro. Como veremos
a seguir, para obter uma cota polinomial, precisamos que os termos que dependem
de € sejam todos absorvidos pelo termo k2e2™n(=71=2.=93) " que nao multiplica ||e,, ||o.
Desta forma, poderemos usar o lema de Gronwall e nao obter nenhum fator € na
parte exponencial.

Para mostrar, precisamente, que o termo que envolve a norma L? pode ser absorvido

—01—2,—03)

pelo termo k2e?™in( , iremos utilizar um argumento indutivo, e, para isto,

serd necessario que o indice final do somatoério > _ |le, |35 seja n — 1 ao invés de
n. Isto é simples de ser feito. Basta observar que, para 1 <m <mn

lemllzs < 4(llem—1llZs + &lldeem|[7s)- 3.21

Agora, podemos utilizar a desigualdade de Gagliardo-Niremberg para dominios li-
mitados 16, cujo enunciado esté detalhado no apéndice, para obter

1 5
lem-1llzs S D% em-1l§ llem-1ll§ + llem—1lo- 3.22

Elevando ao cubo, segue que

5 1 1 5 1
lem-tls S lem-slld ID%en-1lld + llem1Z) S lem-sldllen-lZe.  3.23

Por 2.3 e 2.18, ||ep_1]| 2 < ein(=o1=L=2) portanto

. 5
lem-1])3s S ez mintar-tmo|e 2, 3.24

Para o termo k*||d;e,, |7, também usamos a mesma desigualdade, para obter,

. 1 5
Flldienlzs < K (ldeDeml|g ldeemlls + ldeemlo)- 3.25

5
Em seguida, fatoramos ||die,,||¢,

5 1 1
K ldemllis S K \ldiemlld (|diD*en | + [ldiemI?)- 3.26
2 I3 3 3 3 €m — €m-13
Note agora que ||dD?e,,||g +||diem || < [|diem] ;2 e reescreva ||diep, || 7. = ||T||H2

Usando a desigualdade triangular, obtemos,

1 1 1
diem||Ze < k72 (leml| 2o + lemi]|Ze)-

Usando agora a mesma desigualdade da passagem de 3.23 para 3.24 para estimar
as normas H?2, concluimos que,
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dueml| b < h-bedminor-ton)

Y

Usando este resultado em 3.26, chegamos a,

|| drem|2s < k3ezmintor-lmo2) | gc 112 3.27

[

1 .
Finalmente, por 2.18, ||die,,[|2 < ez™n(-o1-1-02) ¢ portanto:

K|\ diem||3s < k3emntor-lm02) | ge 112, 3.28

~Y

Somando as desigualdades 3.24 e 3.28 de m = 1 até m = n, e usando 3.21,
chegamos a

n n n
. 5 .
> llemllfs S exmmCntme N e g+ k2R N e, |2 3.29
m=1 m=1 m=1

Usamos agora 3.29, para, a partir de 3.20 concluir que

lenlld + kD klldienl3 S kY lemll} + k2e2mint-or=2mo)

m=1 m=1
. n—1 5 . . n
+eaminCoTbme) 2 N e (|2 4 k2 e b))y Y dye |5 3.30
m=1 m=1

Observe agora que, se,

k%Emin(—a1—1,—02)—2 < k2 3.31

~ )

entao o tltimo termo de 3.30 pode ser absorvido pelo segundo termo do lado direito.
Mas isto é exatamente equivalente a hipotese k < €*'. Portanto, temos que, para
todol <n<M

||€n||3 + k Z k‘HdtemHg 5 k Z ||6m||g + kj2€2min(_0'1—2,—0'3)

m=1 m=1

n—1
) 5
+epminn Lo 2 S e lE 3,32
m=1
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Ou seja, existem constantes A;, Ay e A3, que nao dependem de k e € tais que, para
todol<n<M

||€n||g +k Z k?||dt€m||(2) < Ak Z ||€m||(2) + AQkQEQmin(_Ul_Qv_UB)

m=1 m=1

n—1
. 5
+ AgezminCa—loe) 2 N e 1120 3.33

m=1

Vamos agora utilizar o argumento indutivo que mencionamos anteriormente para
finalizar a prova de 3.1. Suponha que, para todo j com 1 < 7 < /¢ < M, valha

J
les g + & Z klldiemlls < C Agh?e2min(=o1=2.703), 3.34

m=0

(Observe que o caso base, £ = 1 segue de 3.33 caso suponhamos k < ﬁ, onde C' > 2

¢ uma constante que depende apenas de Ay, As e A3 que seré definida adiante)

Portanto

J4
6% min(fo'lfl,fog)ka Z HemHOg < 6% min(fa'lfl,fo'g)ka Z(CAZkQGQmin(fU172,fag)>%.

S

m=1 m=1
3.35
O lado direito desta desigualdade pode ser escrito como
(CA2) % (k‘g)k%E% min(fo'lfl,fag)%*g min(70172,703)72. 3-36
Observe agora que a hipotese k < €*2 é exatamente equivalente a
]{536% min(—o‘l—l,—ag)—f—g min(—o1—2,—03)—2 S Clk2€2 min(—01—27—03)‘ 3.37

Utilizando 3.35 e 3.37 em 3.33 para n = ¢ + 1, e fazendo C; = ALQ obtemos

041 /41
lecills + kD klldienlls < Ak llemll3
m=1 m=1

+ (Ag + C(Ay)T As(k0))k2e2min(-o1-2-03) 3 38
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Agora, podemos aplicar o lema de Gronwall e nao obter nenhum fator € no expoente.
Fazendo isso, chegamos a

£+1
leesalls + &> klldieml§ <
m=1
5 1 Akl Akl 9 2 min(—o1—2.—
1 /¢ 1 e k min(—o1—2, 0'3). .39
(Ay + C1(As)1Az(k ))( + 1—A1k‘eXp<1—A1k>) € 3.3

Com isto, se a constante C for tal que,

5 1 ALkl ALkl

Teremos que,

{41
lecsillf + kD klldien|[§ < CA k22 mnor=20s), 3.41
m=1
Escolha agora
C = (1+2A,T exp (2A,T)) A3, 3.42

e, caso necessario, redefina A, de modo que

7
A2 > 1+ (1424, Texp (24,T) 1) AIT. 3.43

Fazendo algumas contas simples, é facil ver que escolhendo C' desta forma e redefi-
nindo As de modo a satisfazer 3.43, podemos garantir a validade de 3.41 e concluir
a prova do passo de inducao.

Portanto, para todo 1 < ¢ < M, vale

l
lecll + kD klldien|§ < CA k> or=2703), 3.44

m=0

O que nos garante que

M

2 2 < 20'A 2 _2min(—o01—2,—03) 3.45
max fleello + & Z_OkHdtemHo < 2C Ak :
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e conclui a prova de 3.1.

De posse de 3.45, nao ¢ dificil provar 3.2. Basta voltar em 3.5 e fazer as estimativas
de uma maneira diferente:

— (f(ultm)) = f(um), em) S € *llemlls
—€ (f(um) = f(tm-1), em) S K|l dettmnl§ + € *[lemllg 3.46
ske™*(dgtum, em) S ke |deumllg + €2 [leml[s

Note que nas duas primeiras desigualdades de 3.46, utilizamos que f é Lipschitz
continua.

Agora, basta utilizar 3.46 e 3.11 em 3.5 para obter,

dt\lem\lo +IVemlls S ke (ldeunmlls + € llemlls + [ Rmll5- 3.47

Entao, multiplicamos por k e somamos de m =1 até m = M

M M
||6M||o+kz IVenlls S ke ‘QZ deumlly + €8> llemlld+ 5D [1RmlS, 3.48
m=1 m=1 m=1 m=1

e utilizamos 5 e 3.19, para chegar a

M
||€M||O + k:z ”VemHQ < 22012 + 2k Z ||€m||(% + k262min(—01—2,—03)‘ 3.49

m=1

Por fim, usamos a cota L? que ja provamos (3.1),

y|eMy|0+kZ [Ven|? < kPe 20172 4 p22min-on=3—os=1) 4 2 2min(-o1=2-03) 3 5

m=1

Simplificando, obtemos,

kZ ||v€m”3 < k’2 2min(—o1—3,—03— 1) 3.51

Finalmente, basta elevar ambos lados a %, para terminar a prova de 3.2.
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Capitulo 4

Estimativa de erro para uma solucao
por Elementos Finitos

4.1 Introducao

Neste capitulo, vamos estudar uma discretizacao do espago para nosso problema,
através do método dos Elementos Finitos. O objetivo serd obter estimativas de
erro similares as obtidas no capitulo 4 para a solucao do problema discretizado no
espaco. Primeiramente, vamos definir de forma precisa o problema discretizado e
provar algumas estimativas de energia similares aos resultados do teorema 5. Em
seguida, vamos apresentar algumas propriedades de aproximagao dos operadores de
projecao em L? e H'. Apos isto, ainda teremos que adaptar a estimativa espectral 6
para aplica-la no esquema discreto. S6 entao é que poderemos desenvolver a anéalise
de erro propriamente dita.

4.2 A discretizagao por Elementos Finitos

Considere uma triangulacao 7T, de € tal que Q = |J KeT, K. Definimos o tamanho
h da triangulacao como h := maxge7; hi. Seja agora S o subespaco de elementos
finitos de Argyris de H? associado com 7Tj,. E de extrema importancia que usemos
elementos com regularidade H? nesta anéalise, pois iremos precisar disto para utilizar
a desigualdade de Gagliardo-Niremberg. Para mais detalhes sobre este espacgo de
elementos finitos, o leitor pode consultar por exemplo os livros [5] e [6].

A solugao aproximada para o problema de Allen-Cahn neste subespago é a sequéncia
de funcoes {U,,}M_, € S;, que satisfaz, para cada m = 1,2, ..., M,

1
(dtUm,Uh) + (VUm, Vvh) + - ((f(Um_l), Uh) + Sk?(dtUm,Uh)) =0 Vu,e8, 4.1

€
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e Uy = Pyug, em que Qp, : H' — S, é o operador de projecao H! em S;,. Lembre
ainda que k e s sao o passo de tempo e a constante de estabilizagao definidos no
capitulo 2.

4.3 Estimativas de Energia

M

m=

Nesta segao, vamos mostrar que a solugao {U,, }
de energia.

o de 4.1 satisfaz duas estimativas

Proposigao 2. Se s > %, a solucao {U,, }M_, de 4.1 satisfaz as seguintes estimativas

M M
k
. 2 2
(i) k §1 d:Unllo + 5 ElkHdtVUmHo + max Te(Un) < 20(Uh)

M M
(11) HdtUM||(2) + k Z k||dem||(2) + Z k”dtVUmHg < 2min(—o1-1,-03)

m=1 m=1

Demonstragao: A prova de (i) é exatamente idéntica a prova do teorema 5, basta
testar 4.1 com d,U,, e seguir os mesmos passos feitos la.

Ja para (ii), basta seguir os mesmos passos da prova da desigualdade 2.18 do lema
4.

4.4 Estimativas Uteis dos Operadores de Projecao

Nesta secao, vamos enunciar algumas propriedades de aproximacao dos operadores
de projecao L? e H!'. Estas propriedades serdo muito tteis nas proximas secoes,
onde iremos estimar o erro de aproximacao da solucao de 4.1 em relagao a solugao
de (AC).

Teorema 7. Seja Q), : L? — S), o operador de projecao L? definido por

(u—Qpu,v) =0 Yv €Sy,

e P,: H* — S), o operador de projecao H' definido por

(u— Pyu,v) + (V(u — Pyu),Vu) =0 Yu € Sp.

Entao, as seguintes propriedades de aproximacao sao validas
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lu — Qnullo + AV (u — Quu)llo < Chllullg Yu € H'(Q) 4.2
lu — Quullo < CR*||ul|g> Yu € H*(Q) 4.3
|u — Puullo + R||V(u — Pyu)llo < Ch?||lu|lg2 Yu € H*(Q) 4.4
|u — Pyul|pe < Ch||ullge Yu € H*(Q) 4.5

||<U — Phu)tHL2(O,T;L2)+ < Ch2|’ut||L2(0,T;H2) Yu € Hl(O, T, HQ(Q>) 4.6

A demonstracao destas desigualdades pode ser feita utilizando as propriedades do
operador de interpolagao .#" e as estimativas inversas descritas em [6] e [9].

4.5 A Estimativa Espectral Adaptada

Como vimos no capitulo 4, a estimativa espectral de De Mottoni, Schatzman e
Chen é um dos ingredientes essenciais no desenvolvimento de uma estimativa de erro
polinomial em ¢! para o problema de Allen-Cahn. Portanto, ¢ natural que facamos
algum uso da mesma novamente neste capitulo. Todavia, como veremos adiante,
seré necessario fazer uma pequena adaptacao na mesma. Ao invés de utilizarmos o
operador Lo = —A+ f/(u)l, utilizamos L", = —A+ f'(Pyu)I. Entao, é necessario
mostrar que, mesmo com esta adaptacao, ainda temos uma desigualdade similar a
do lema 6. Esta ¢é a funcao do lema a seguir.

Lema 7. Defina o operador de Allen-Cahn discreto (L") da seguinte forma: L%, :
H?(Q) — L*(Q) é tal que, para cada ¢ € H*(Q),

Lac(p) = =Av¢ + f'(Pyu)ip,

em que u € H*(Q) é a solugao do problema de Allen-Cahn fraco 1.1, em algum
instante de tempo fixo. Entao, existe uma constante Cy > 0, independente de ¢, tal
que, se ¢ for suficientemente pequeno, o autovalor principal de L (Aac) satisfaz

VoI + (' (Phu)t, )

Moo= inf > —2C),
ACT yert o EE -
desde que h satisfaca a desigualdade
h < —CO gmax(o1+3,0242) 4.7

= 120,

Em que C5 é a menor constante positiva independente de € para a qual vale

|lu — Pyul|pe < Cophe™n(=o1=1,702)

(A existéncia de Cy segue do teorema 7, item 4.5 e da estimativa 2.3.)
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Demonstragao: Vamos reproduzir aqui uma adaptagao da prova de [14] para
este resultado.

Inicialmente observe que condi¢ao em h nos garante que

- C
llu — Poul|pe < Cghemm(_"l_lv—@) < 1_562‘

Portanto, se €2 < é—i, entao ||u— Pyul|r~ < 1, e, pela desigualdade triangular e pelo
Principio do Maximo, vale

| Phe]| oo 0,13000) < ||| oo 0,500y + || Pre — || oo 0,500y < 2.

Dai segue que

1 (Phu) = f'(w)|| oo o,15250) < max | Pru — wl| oo (o,rsz) < Coe?,

POis maxj¢|<o |7 (&) = 12.

Donde concluimos que f/(Pyu) > f'(u) — Coe?.

Portanto,
hoo_ IVY|? + e (f' (Pauw), )
M= R Tk >
2 -2 /
e VO + (W), ¢) — (Cotp, ¥) e — Co
YEH! 0 4112

e o resultado segue aplicando o lema 6.

4.6 A Estimativa de Erro

Os resultados das tltimas trés se¢oes, juntamente com algumas estimativas de ener-
gia que provamos no capitulo 2 sao os ingredientes necessarios para o desenvolvi-
mento de uma anélise de erro para a solucao por elementos finitos do problema de
Allen-Cahn. Agora que temos posse de todos estes ingredientes, vamos enunciar e
provar as estimativas de erro que sao o principal objetivo deste capitulo.

Teorema 8. Suponha as hip6teses H1,H2 e H3 e seja {U,,}_, uma solugio de
4.1 numa malha de tempo uniforme de tamanho k£ e numa malha espacial quase-
uniforme 7;, de tamanho h. Suponha ainda, que existam constantes C,Cy e Cy (as
duas tltimas ja foram definidas no lema 7) tais que,
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k < Cmin(e?, e™),

h < CO Emax(al+3,ag+2)
— 1204
k* + ht < O

Entao, se Uy = Pyu(ty), as seguintes estimativas de erro sao validas

[w(tm) — Unllo S (k + h?)emintmor=2, =02, —os), 4.8

M
(k> NIV(ultn) = Un)[3)7 S (k + h)emin(m—dmoemaa=t) 4.9
m=0

Demonstracao: Para provar este resultado, a ideia é decompor o erro global
E,, = u(t,,) — U, em duas partes, E,, = 0,, + ®,,, em que

Om = u(ty,) — Pyu(t,) € o erro de representagdo em Sy e,

®,, = Pyu(ty,) — Uy, € Sy, € H? ¢ 0 erro do método de Elementos Finitos,

e tentar repetir os mesmos passos da prova do teorema 6. Naquela prova, comegamos
testando a equagao que tinhamos com o erro global. Neste caso, isso nao é possivel,
pois s6 podemos testar a equagao com elementos de S;,. Desta forma, é natural
usarmos ®,,,. Portanto, o primeiro passo ¢é testar 4.1 com v, = ®,, e subtrair da
equagao forte (AC) também testada com ®,,. Iremos obter uma equagao para o erro

(thma q)m) + (VEmu VCIJm) + E_Q(f(u(tm)) - f(Um>’ (I)m)
= (R, Pm) + Sk€72(dtUm, d,,) — efz(f(Um) — f(Un-1),Pm), 4.10

em que R,, ¢ o mesmo definido no capitulo 4,
1 [t
R, = ——/ (s — tym—1)uu(s)ds. 4.11
k tm—1

Multiplicando a equagao 4.10 por k, utilizando a decomposi¢ao E,, = ©,, + ®,, e
somando o termo (f(Pyu(ty,)), ) & ambos lados, ficamos com,

1 k _

= (R, &) + Sk‘e_Q(dtUm, D) — 6_2(f(Um) = f(Un-1), ®m) — (diOm, )
—(VO,,,Vd,,) — E_Q(f(u(tm)) — f(Pou(tn)), ). 4.12
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Para os trés primeiros termos do lado direito, repetimos as estimativas da prova do
teorema 6

1 1
(R, @) < §||Rm||(2) + §I|<I>m||§- 4.13
_2 Lo 4 o 1 2
Sk (diUs @) < 5K U3 4+ 5571 @i 4.14
1 1 2 —4 2 1 2 2
—2([(Un)) = f(Un-1), ®m) < Sk ldeUnllg + 5 17| Pmllo, 4.15

Para os termos —(d;0,,, ®,,) ¢ —(VO,,, V&,,) temos que

1 1
—(diOm, D) < S dOnl + 5 1Pml5, 4.16

e, como (O,,,v)y = 0 para todo v € Sy, segue que (0,,, ®,,) g1 = 0, portanto,

1 1

J& para o termo —e 2(f(u(tm)) — f(Puu(tm)), @), lembramos que a fungao f(z) é
Lipschitiziana, com constante de Lipschitz L. Entao vale a desigualdade,

L2
<

€ 2(f(ult) — F(Prulin)), B) < 25

1
1Oml6 + 5 l1®mllo: 4.18

Usando todas estas estimativas em 4.12 obtemos

1 k _
SAlPnll3 + SldDnll3 + [V O3+ € (f (Pra(tn)) = f (U, P)
4+ s>+ L2

5 |Pmllg + e ld U [

2+ L2
2

1
< S Rnl3+

1
+§”dt@m‘|(2)+ H@mH?) 4.19

Perceba agora que o termo € 2(f(Pyu(t,,)) — f(Un), @) pode ser tratado de forma
idéntica ao termo ¢ 2(f(u(t;)) — f(um), €m) na prova do teorema 6 (ver equagoes
3.6, 3.7 e 3.8). Fazendo isso, ficamos com

e (f(Pru(ti)) = f(Un), ®pm) > —%H@m!lis + (f (Prtu(tm))m, @) 4.20
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Aplicando isto em 4.19

1 k

§dt|!<1>m\|§ + §||dt<1>mH3 +{IVPulls + (f' (Puu(tn)) P, ) }

4452+ 12
2

1
+ 51403 +

10 ][5 + ke ldeUnm I

24 L2
2

1
< SRl +

L
Ol + 55 1Pnlts. 421

Podemos agora utilizar a estimativa espectral adaptada (lema 7) para estimar o
termo entre chaves na desigualdade acima e obter

44+ 4Cy + 52 + L?
2

1 2+L2 —4
+ 5 [1diOmll5 + —||@m||0 62||cI>m||ia. 4.22

H@mH(Q) + k2€_4||dtUm||3

1 k 1
édtH(I)mHg + §||dt¢)m||(2) < §||Rm||g +

Multiplicando por k e somandode m =1 até m=¢ < M

H‘I>eHo+kaHdt mllo < (4+4Co +5* + L?) kZH(DmHo

m=1 m=1

l L l
kL _
= E 10|75 + 2k% 4§ !\dtUmII§+k§ 1Rl

+/<?Z||dt mllo + (2 + L _4kZH@mHo+H®ollo 4.23

m=1

Os ultimos cinco termos do lado direito de 4.23 podem ser cotados por poténcias de
€. Mais precisamente, podemos usar o item (i) da proposigao 2, 3.19, as estimativas
4.4 e 4.6, para concluir que



4. Estimativa de erro para uma solucao por Elementos Finitos 61

2]{33 —42 ”dtU H2 < k2 —201— 4

kZuR I3 S ketmint-or-ara,

4o ) 4.24
k‘ZHdt 2 S hiemintoi-2-0s)
m=1

y4
2+ L%k Y |1Omll5 S hte
m=1

120l = [| Pru(to) — Ul = 0.

Aplicando estas desigualdades em 4.23,

L
H@zHoJrkaHdt nlls < @+4C +5° + L)k ) [|1Pwl3

m=1 m=1

y4
kL - .
e § @, ]|25 + C(E? + h*)e2min(-o1=2-03) = 4 25
m=1

Perceba agora que esta desigualdade é analoga a 3.20, e as condi¢oes impostas sobre
k e h no enunciado do teorema 8 sao andlogas as usadas no teorema 6. Portanto,
podemos repetir a cota para o termo || ®,,]|3s que utilizamos na prova do teorema 6
e também o argumento indutivo para concluir que

M
2 2 < 2 4\ _2min(—o1—2,—03)
IISI;%IICI)eIIoJrkZ)kIIdt@mIIo S (K5 +h%)e 4.26
€,
k,z HVCDm” ]{32 —|-h4) 2min(—o1—3,—03— 1) 4.27

Perceba que para repetir a prova do teorema 6 aqui, é necessario, para o uso da
desigualdade de Gagliardo-Niremberg, que ®,, tenha regularidade H?. Por isso,
utilizamos o espaco de elementos finitos de Argyris. E vélido mencionar que em
[14], os autores utilizam elementos C° que garantem apenas regularidade H' para
®,,,. Por conta disto, eles fazem o uso da desigualdade de Gagliardo-Niremberg de
forma local. Nao é claro para este autor como contornar uma possivel dependéncia
em h que surgiria na constante da referida desigualdade utilizando esta abordagem.
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Retornando a nossa estimativa de erro, note que, de 4.26, segue que
| Potut) — Unllo S (k + h?)emintzor=2 —os), 4.28
e de 4.27, que,
M
1 .
(kY IV (Patltn) = Un)[13)2 S (k o+ h2)emnCnmesh, 4.29
m=1

Por fim, basta cotar as outras partes dos erros, o que é feito facilmente com o uso
de 4.4 (teorema 7) e 2.3(lema 3)

[u(tm) — Pr(tm)lo < h2emin-o1=1 —o2) 4.30

IV (u(ty) — Pou(tm))]lo S heminCor=t —o2) 4.31

Usando a desigualdade triangular, concluimos que,

lu(tn)=Unllo S llu(tm) = Paultm)llo+| Pru(tn) —Unllo S (k+h%)emntor=2 mon =os),
4.32

e, de forma similar,
M
1 . -
(k> IV (ultm) = Un)[§)? S (k+ h)emmorsmozmos=l), 4.33
m=1

Isto completa a prova do teorema 8 e conclui o presente trabalho.
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Apéndice A

Lista de Resultados Uteis

Neste apéndice, vamos enunciar alguns dos principais teoremas e resultados impor-
tantes que utilizamos durante o trabalho. Também iremos fornecer referéncias para
suas demonstragoes.

Teorema 9. Teorema de Picard-Lindelof

Seja £ um espago de Banach e f : [to — a,tg + a] X B(xp,b) C R x E — E uma
aplicacao limitada, continua e lipschitziana em relagao a segunda variavel (note que
se F tem dimenao finita, a condi¢ao de limitada é redundante). Entao, existe uma
tnica solucao do problema de Cauchy:

dz
a = f(tv 37)
I(t()) = Xy,

definida em [ty — «, tg + a.

Onde a = min{a, =} e, M = sup {|f(t,z)|, (t,z) € [to — a, to + a] x B(zo,b)}.
Para uma prova deste teorema, o leitor pode consultar, por exemplo, o capitulo 2
de [10].

Teorema 10. Teorema de Banach-Alaoglu

Para todo espaco normado FE, a bola Bg é compacta na topologia fraca-estrela
o(E',E) de E' (aqui, E’ denota o dual de F).

Para uma prova deste teorema, o leitor pode consultar qualquer livro de Anélise

Funcional, como por exemplo, [4].

Teorema 11. Lema de Gronwall
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Sejam ¥, G : [0,7] — R fungodes continuas, com G nao-decrescente e v um numero
real positivo. Se:

U(t) < G(t) —|—’y/ot\lf(s)ds q.t.p. em [0, 7]

entao:

U(t) < G(t)exp(yt) q.t.p. em [0,T]
Para uma prova deste resultado, o leitor pode consultar, por exemplo, o capitulo 9
de [19].
Teorema 12. Lema de Stampacchia

Seja 2 C R™ um conjunto limitado e G : R — R uma funcao lipschitziana, com
G(0)=0ewu:Q — R uma funcio de H(Q2). Entdao G(u) € H(Q) e vale:

VG(u) = G'(u)Vu
Para uma prova deste resultado, o leitor pode consultar, por exemplo, o capitulo 2
de [22].
Teorema 13. Célculo em espagos de Sobolev envolvendo tempo - versao 1

Considere um espago Banach X e uma fungao u € W'?(0,7;X), 1 < p < oo.
Entao,

(i) u € C(0,T; X) (ap0s possivelmente alguma redefinigdo em um conjunto de me-
dida zero).

(ii) u(t) = u(s) + f; u'(T)dT para todo 0 < s <t <T.

(iii) Além disso, temos a estimativa

max [[u(t) o < Cllullwrsor

em que a constante C' depende apenas de T

Para uma prova deste resultado, o leitor pode consultar, por exemplo, [12].

Teorema 14. Célculo em espacos de Sobolev envolvendo tempo - versao 2

Seja U um conjunto aberto e suponha que v € L*(0,T; HY(U)), com v’ € L*(0,T; H-Y(U)),
entao,
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(i) u € C(0,T; L*(U)) (ap6s possivelmente alguma redefinigdo em um conjunto de
medida zero).

(ii) A aplicagao t — ||ul|2 ¢ absolutamente continua, com

d 2 /
lu(§ = 20 (1), u(®))

para quase todo ¢t em [0, 7.
(iii) Além disso, temos a estimativa
OIQ%XT [u(®)llo < Cllullzomm) + [0/l L2070-1))

em que a constante C' depende apenas de 7.

Para uma prova deste resultado, o leitor pode consultar novamente o livro [12].

Teorema 15. Uma identidade bastante util

Seja {z,}Y_, uma sequéncia de fungdes em um espaco de Banach U e d; o operador
de diferenciacao discreta, com passo de tempo k (dyr, = =="=*). A seguinte
identidade é valida

1
(i, 2a) = 5 (elall3 + Klldezal )

Como se trata de um resultado bem simples, vamos dar aqui uma prova do mesmo.

Demonstracao: Observe que

(dtIna xn) = (dtmna kdtxn + xn—l) - k||dtxn||(2) + (dtxna l‘n—l)

Podemos agora reescrever o segundo termo do lado direito como l(xn — Tp1,Tn_1),

k
ficando com

1 1 1
(ditn; ) = klldiwnllg + 2 (@n = 21, @n1) = Klldiallg + (0, 2n1) = Zlenlg
Observe agora que (2, Tp_1) = ||Zn||2— (24, ¥ —2,_1). Aplicando isto na identidade
acima, chegamos a
g, 1 2 1 2
(dsn, Tp) = k| sy |g + E(Hxnno — (@n, T — Tn-1)) — EHxn—lHO =

1 1
Flldiwnllg + 7 (I2alls = lznalle) = 7 (@n, 20 = 201)
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Por fim, observe que 7(||z,[3 — l|za-1l}) = dillzalld e que f(zp, 2y — 20m1) =
(dyzy, z,), portanto

(divp, w,) = /fHdtiUan + dtHang — (dyn, Tn)

Movendo o tltimo termo do lado direito para o lado esquerdo e dividindo por 2, o
resultado segue.

Teorema 16. Desigualdade de Gagliardo Niremberg em dominios limitados

Considere um dominio aberto com fronteira Lipschitz 2 € R" e sejam 1 < ¢,r < 00
e m € N. Sejam também o € R e j € N tais que

1 g 1 m 11—«
-—==+|-——]a+ ;
p n roon q

J<a<l.
m

Entao, para fungoes u € LI(Q) N W™"(Q), a seguinte desigualdade ¢ valida

ID7ullze < C1lD™ullf: [l + Collul

Ls,

em que s > 0 é arbitrario e C7 e Cy sdo constantes que nao dependem de u (mas
podem depender de ().

Para uma prova deste resultado, o leitor pode consultar, por exemplo, [18].
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