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SIMBOLOGIA

operador que define ax equagfoz que governam
o problema

potencial vetor magnético

area do triangulo

operador de ewpecificagio daux condigBesm de
contorno

vetor indugdoc magnética

componentes do campo magnélico nas diregles 3T
e 3, respectivamente

vetor denwidade de fluxo elétrico

vetor campo elétrico

componentes do campo eléirico nas direglew ax
© gy, respectivamente

fungdes ou operadorests que dependem de A e B o
que A0 definidos através do calculo
variacional . E pode significar {Lambém o
médulo de um campo elétrico

funglexn de interpolagao em termos: de
coordenadas generalizadas

fungSez ou operadores pré-definidom que

dependem de A e B
vetor campo magnético

vetor densidade de corrente elétrica

matriz de rigidez geral
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P
R
Ri1, Rz
Se
Xi, Xi, Xk
Yi, Yi, Yk
We
a, b, ¢, d
a1, az
a
-’
ax, ay

av, aj, al,
bi, bj, b,

Civ, Cj, cl

Cviiid
parametro relacionado com a powigdo de qo
operador diferencial linear
operador diferencial linear

fungdes de interpolagido, geralmente fungdesm

de forma

pontos arbitrariou de R?

residuo ou erro

subregi e

adrea de cada elemento

abcil gsas referentos aoss nos i, J e Kk
respect i vamente

ordenadas referentes aosg nog i, J e k
rezpectl i vamente

funcio de ponderagdc do erro

constantes relativas a fungdo distancia. a
pode também significar inclinagdo de uma reta
posigUes relativas de segmentos do contorno I
de uma determinada geometria

parametroz de interpolagao

vetores unitarios naw direqles dou eixosx das

abcissan e ordenadast, resipectivamente

constantes que dependem da geometria do

elemento



ci, cz, C3,

4

ds1, dz
@

L

f<x>

9

i, j, k
A
i, 3, k
m

n

nx, nDy, hnhz

L 4y 3¢

qi1z

gqo, g1, qz

Cix>

relativo ast curvas superiores e inferiores de
uma determinada subregiao

comprimenito de megmentoss do cotorno I' de uma
determinada geometlria

relativo a cada elemento, constante de Neper
vetor independente

fungSes de x pré-definidas

fungio ou operador pré~-definido que depende
de A e B

nés de um elemento Lriangular qualquer
vetores ortogonaiz uniltariou naw diregles Ox,
Oy © 0Oz respectivamente

numero de elementos

numero de noés de um elemento

.’
componentes do vetor n em coordenadas

cartesianas
vetor normal ao contorno I’
carga olétrica esmtatica

fator de qualidade de um triéangulo

fator de qualidade de doiw triangulos
ad jacentesw
parametros auxiliares no calculo das

constantes relativas a fungdo distancia
semi-perimetro do triangulo

fung&o arbitraria
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vetor de fungido a determinar

vetor de fungdo de aproximagéoc de u
fungao arbitraria

vetor de coordenadas:

contorno do dominio Q

variavel da fungao digtancia

funcional

fung3do digtribuigdo de potencial

valorey especificados de potenciais nost noés
i, J ek

dominio de estudo

angulo relacionado com a fungao distancia
parametros de interpolagao

operador diferencial

permissividade

permeabilidade

maxima diferenga de potencial permigsivel
entre doix nés adjacentes

operador Laplaciano

gradiente da fungdo ¥

divergente

rotacional

diferencial na diraqso normal ao contorno I’
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plano real

distancia Euclidiana em R*

angulo formado entre doixz zegmentox quaisquer
angulos de convergéncia

constante multiplicativa



CapPituLO - 1

INTRODUGAO

1.1 -~ Conmideragdes Geraiy

O eztudo do comportamento dos campox elétiricom e
magnéticos sempre foi um grande desafio para ou engenheiros
elotLricistay. Nom dltimox anox, © advento do computador
poswibilitou a regolugdo de um grande namero de equagtes
integraix e diferenciais, facilitando célculos de
tranuwitériog e de fluxo de carga em wisteman elétricomz de
poténcia, bem como auxiliando nos projetos de malhas de
aterramento, nos projetos de equipamentos elétrico=, etc. No
célculo de campom elétricom o magnéticow o computador
possgibilitou resiolver problemas onde anteriormente uma

solugdo analitica na maior parte dou casos era imposmivel.

De uma maneira geral om “programas" desenvolvidos
para calculo de campo se estruturam em trés etapas,

pré-procemsamento, processmamento e pée-processamento, da

seguinte forma:



Entrada de Dados

Definigdo do Dominio

1

Decomposgigdo do Dominio em
“"elementosr finitos"
GERACAO AUTOMATICA e OTIMIZAGCAO da

MALHA de “"olementos finitos"

!

Determinagdo do Sistema de Equa -
qBex Algébricams para cada Elemen-
Lo Finito

Mont.agem do Sistema Global de
Equaglews

Introdug&o dawm Condigles de
Fronteira

Resolugio do Siustema Global de

Equagleu

Vigsualizag8o dax linhas de Campo,
equipotenciaizy no campo elétrico
e linhay de fluxo no campo magné-
tico.

Resultados numéricom

Calculo de grandezas de engenharia,
Ex :Capacitancias, Indutanciaws,
Forgas, Con jugados, etc.

l

Saida de Dadowu

} Pré-

Processa~-
mento

} Procouma~-

ment.o

Pés-~-

} Processa~
mento




A obtengao de rezultadoy watisfaloriox na
utilizagao dox métodos numéricos, egla diret.amente

relacionada com a qualidade da malha {inal de ‘elementos

finitos “ gerada na etapa de pré-proceszament.o, como pode

sexr observado no fluxograma anterior.

Devido a mua grande importancia, esta etapa tem

merecido uma grande atengio por parte dos pesquisadores.

Dentre os métodox numeéricos utilizadoxy para

regolver am equagdes matematicas que governam o© problema,

dostaca~we o Mét.odo de Elementoxm Finitos.

Na etapa de pow-processamento é feita uma andlise
visual © numérica dos resultados obtidos para depois decidir

pela impresséo dom resultados ou pelo inficio de wum novo

céalculo,
1.2 - Historico

Pode-ze dizer que, no desenvolvimento dos
“programas' de célculo de campo, inicialment.e os
pesquisadores concentraram seous eomstudon na parte do

processament.o. Dentre o métodos numéricos utilizados para



resolver au equagdew integrais e diferenciais om contornos
fechados, Método das Diferengas Finitas o o Método de
Elomentos Finitos <MEF), destacou-se o altimo. Dewenvolvido
originalmente na década de 50 para solucionar problemay
ligados a engenharia mecanica, o MEF difundiu-se rapidamente
para outras areazw do conhecimento., Particularmente na década
do 60 © 70, o MEF wsofreu um profundo e rigorogo estudo de

fundamentagido ¢ revizio de suas equagfeos matematicaw,

Assvociado a grande utilizagao do MEF em
“programas’ de calculo de campo veio o demafio de
dizcretizar © dominio de estudo em “elementos finitos”. Nosm
Ultimox quinze anos, inGmeras técnicas de decompowigéo do
dominio foram desenvolvidas, ob jetivando subdividir a
regido, a partir do seu contorno, em "elementos finitos" bem
proporcionados ¢ bem digtribuidox,. Torna-we ovidente a
importancia da etlapa de pré=-processamento, uma vez que,
quanto menores © melhor divtribuidom forem estesm “elementos
finitos", mai# a wvolugBo discretizada me aproxima da wsolugdo

continua, ¢ que repreusentaria o caso ideal.

E comum dividir esta etapa na parte da Geragiio
Aut.omatica da Malha ¢ na parte do Refino da Malha de

Elementos.
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No Brasil, ox primeirox ogtudos de Geragao
Aut.omatica e Refino da Malha de Elementoux datam desta
década, Egt.ex out.udos vieram acompanhadox t.ambém do
degeonvolvimento de ‘programas’, utilizando o MEF, para
calculo de campos eléLricoss © magnéticox. Deve~swe a BASTOS
<1984>, CARDOSO <1985 o RIBEIRO & SALDANHA <(<1986> o=
primeiros trabalhos, Pode~me dizer que hoje, qualro pequenos
grupos e consolidam nessa  area, a  saber, UFMG/LEAT,

UFSC/GRUCAD, USP ¢ CEPEL/RIO.

O proewonte tLrabalho é o megundo no ambito de uma
dizwertagdo de mestrado na UFMG. SSo exploradas a
potencialidade dau téScnicay de Delaunay ¢ Bryant. para a
Geragao Automatica de Malha para problemas bidimensionais.
S8o apresentadas tLambém au rewolugles de calculox de campos
eloetLrogtaticoy o magnetostalicos bidimensionaiz através do

MEF, wutilizando a técnica desenvolvida de Geragao

Automatica de Malha.

1.3 = Roteire do Trabalho

o trabalho desenvolvido trata da Geragao
Aut.omética de Malha para o Calculo de Campos Eletrogstaticos

& Magnetozxtaticoz Bidimensionais através do Método de

e PRV TN
Elementom Finitow. Foi desenvolvido um pro rama o -ZD,

i R - 3 i A(’
\l; O




para auxiliar no ewtudo dowxs campos aletrostaticou @
magnetlostaticos om regides complexas. A seguir ¢ feit.o um

breve resumo de cada capitulo deste trabalho.

No wsegundo Capitulo é feito o deseonvolvimento de
t.oda a Leoria com oy conceitor fundamentais envolvidos no

Método dom Elementos Finitos,

No terceiro Capitulo xS0 abordadoy ow avpectow
fundamentaiz envolvidoy na Geragdo Automatica da Malha
Inicial de Elementos, S30 aprementadas au tLécnicas de
Lindholm e Delaunay, onde destaca~we pauso a payso a geragao
aut.omatica da malha inicial de elomentosm através da técnica

de Delaunay.

No quarto Capitulo zSo abordadon om aspectos
fundamentaiu envolvidos no Refinamento da Maitha de
Elementos. S350 apresentados os conceitos wsugeridou por
Bryant. para a introdugio de né# interiores na malha inicial

de elementos.

No quinto Capitulo ¢ feita a wsplicagiio da teoria
demwonvolvida, S&o momtrados eoxemplos de calculo de campowm
oletroutaticos o magnetoutaticos com gerag@o automatica da

malha, em regies complexas.



0 wmexto Capitulo refereo-ue ag conclusdes o

propostas deo Lrabalhoy correlatos para dar prouseguimento a

osto.

O Apéndice A refere~ze a um Exemplo de Aplicagdo

do MEF om Problemas Unidimenusionais.

O Apéndice B refere-me a uma oxplanagido paszo a
passo da Lécnica de introdugdo de “noém" interiores (BRYANT,

1988) descrita no quarto Capitulo.

O Apéndice C refere-ue ao ‘“programa” FEM-2D,
desenvolvido para microcomputadores e que utiliza a tLeoria

apresentada no trabalho.



CAPITULO - 2

O METoDO LE ELEMENTOS FINITOS

2.4 - Historico

Deve-uo a ZI1ENKIEWICZ 19652 ay primeiraw
aplicag¢dos do método dos elementos finitosw em problomas de
eletromagnetizsmo, embora o método tenha wsido primeiramente
demonvolvido por engenheiroz mecénicos na década de 50 para

analisar gvistemaxw eutruturaiz de avidew,

COURANT <1943>, apresentou o primeiro artigo sobre
o tema, sweguido por TURNER, et alii, 1956), CLOUGH <1960),

que parece tLeor wido o primeiro a empregar o termo "elemento

finito"”, @ ARGYRIS (1963), dentre oulLros,

SILVESTER e CHARI <(1970), apresentaram o primeiro
artigo propondo a utilizago deste método em problemas
eletromagnéticos, incluindo, na zua formulagéo, &a resolugdo

de problemas ndo lineares,

Devide a smua grande utilizagdo, ©o meétodo de

elementos finitos sofreu uma rigorosa analise t.edrica



baseada no calculo variacional ¢ no método de RAYLEYGH-RITZ
(RAYLEYGH, 1877; RITZ, 1909, Na  ultima década, varios
autoresg contribuiram para o demsenvolviment.o da tLeoria
matematica dos elementos finitos, entre eless BABUSKA e AZIZ

<1972>, CIARLET e RAVIART <1972>, AUBIN <1972> ¢ ODEN ¢

REDDY<1976).

2.2 - Introdugio

Sera feita neste capitulo uma breve introdugdo
sobre a formulagdo do método de elementos [finitos mem a
preocupagéo de wum maior aprofundamento. Iuso, deve-mze ao
fato desta matéria wzer tLratada om diversas bibliografias
clésgicas, (ZIENKIEWICZ, 1977>, <(HUEBNER, 1975), <SILVESTER
& FERRARI, 1983>, (SABONNADIERE & COULOMB, 1986>, <(CARDOSO,

1985), (RIBEIRO, 1987)>, (BASTOS, 1989), dentre outros.

0 método dom elementos finitom & um procedimento
numeérico que consiste em dividir uma determinada regiio de
egtudo Jd{dominio (0 em “elementos finitos" e descrever o
fendmeno figico <(potencial elétrico & ou potencial vetor

Y
magnético A) através de equagles wimples sobre os elementos.

Sera estudada neste capitulo, bamicament.e a

aplicagéo do MEF a resolugiio das equagles de Laplace e
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Poisgon que governam o comportamento dox campos

sletroutaticoy e magnetostaticoss bidimensionaiw.

O primeiro passo é definir o dominio Q0 e awu

condigdes no contorno I' de 0 , (Figura 1> abaixo

elemento 0O°

s

v

Figura 1 -~ Dominio Q das Fung@es: u e weu contorno I'

Dopoiz de delimitar a regido de estudo, para se
resolver © problema, qualquer que smeja ele, resta determinar
as fungdes u que dovem matisfazer a um certo conjunto de

equacdes diferenciaiv

A1 Cuwd

AzCw> | _ <D

i
Andud
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e certas condigdes no contorno I' de Q da forma

BiCu>
Bz Cud
1

]
Bnduw

As fungdes u, no presente tLrabalho, podem wmer o
potencial elétrico 3Cx,y,2> ou as componentes do
potencial vetor magnético ut = Axdx,y,z> , uz = Aydx,y,z)

e ua = Az(x,y,z).

0 método de elemeontos finitos, por mer uma

aproximagao, permite escrever uma solugio da forma

e
R
ic
]
12
]
la)

2D

onde N 850 fungdes de interpolagido demcritas em termos das
varidveig independentens (como as coordenadas X, y © ©) @ a

sio parametros desconhecidos,.

Om parametros a wao determinados a partir da

resolucio de um smistema de equacdes integrais da forma
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J Gi<dd> d  + I qi€d> dr = 0 g = 1, C 4
Q r

onde Gj e g =30 fungdem ou operadores pré-definidom que
dependem dasm eoquacdes diferenciais ¢ 1) e ¢ 2 e n &

o nimero de pariametroz a.

Pode-uwe obter a forma integral ¢ 4> a partir dam
equagdes diferenciaiz ( 1) e ¢ 23, que regem o problema, por
doiz métodos distintos : o método dow residuos (ZIENKIEWICZ,

1977; CARDOSO, 1986> © atraveés do aélculo variacional

C(RIBEIRO, 1987; BASTOS, 1989).

A equagio ( 4), wendo uma integral, permite a sua
avaliagdo om intervalos dixcretosm do dominio Q JC(elomentos
do dominio, por exemplod nom quaivz as fungdes d serao
doscritas por fungdes wmimples <(polindmios, por exemplo).
Isto pode ser feito porque as fungdes de interpolagdo na

equagio ( 3D merido aproximagdes no interior dos elementos e

ndo em toda a regido O

Dividindo=me a regido 0 em m intervaloz

Celomentos), pode—-me emcrover
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m
gmf_x=zy_o.go=_l!.g < 5
o=1
onde Ne =280 fungdes de interpolagdo locais.

Agora a equagido (4> pode wer escrita como o

gomatorio da prépria equagdo aplicada a cada elemento

m
jgsdo+der=ngsdn+ i dr
Q r Qe e

o=1

= 1,nd < 6

Se as equagdem diferenciais ¢ 10 e ¢ 2) forem

lineares, ou ®éja, ¥e olam puderem mer omcritas como

AW = Lu + p = 0 em Q
C 7
Bu = Mu + ¢ = 0 em I

onde L e M s3o operadores lineares e Pp e ¢t , fontes,
entio o sistema de oquagdes ( 4) implicard em um sistema de

equagdes lineares da forma (ZIENKIEWICZ, 1977)>

IR
L
+
1™
"
-]

< 8
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onde
m m
<
Kij = Z K°ij ; fi = Z £ 2
o=1 e=1
Remolvendo o wistema ( 8> para os parametros a ter-ge=-4a

solucionado o problema.

Q principio variacional constizt.e em encontrar a
fungéo 4, que ¢ um elemento de uma classe de fungdes M C(ou 6
um elemento de wum espago vetorial normado)> tal que um
determinado funcional J1 definido em M assume seu menor valor

pomsivel em u.

E importante ressaltar que, "a priori”, o método
variacional n&o tem nenhuma relagéo com o método dos
elementos finitos. Estte ultimo ¢ wuma técnica numérica, que

asgociada ao método variacional possibilita chegar a equagéo

8>,

Em linguagem n3o rigorosa, a idéia matematica do
método 6 a wmeguinte : suple~me que se deseja resolver as

oquagtes (1> e (2); ao invés de resolvé-les pode-me précurar
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o minimo de uma fungao I1, admitindo que a mesma pouzua um

minimo, © que exte zoja oxatamente a zolugdo das equaglos

1> o (2.

Em termou fivicos, a procura do eszstado onde o
funcional energético é minimo, correuwponde ao eoutado de
equilibrio de todo wistema natural livre que possua uma

ceorta energia potencial (BASTOS, 1989).

A forma maiz geral do funcional ¢ dada por

a
I = JF[\_]_ y —
Q a x

Ic

5

+
_‘_l—'——»

m

e
¢ )

%
c
&

€10>

onde F e E =530 fungBes pré-definidas e ' é o contorno do

dominio Q de u .

A zolugdo para o problema continuo é a fungio u
que faz com que o funcional seja egtacionario com relagédo
a pequenas variagdesm arbitrarias Su, ou seja

6N = 0 a1

onde 41 representa uma variagdo arbitraria de Il
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Manipulando-uwe a equagio (10>, obtém-ue a seguinte

eoquacao (ZIENKIEWICZ, 1977)

&N = J su' ACud> da  + J Su' BCwd dr 12>
Q r

Sendo éu uma variagdo arbitraria de u, para que o
funcional J1 seja egtacionario, baseado nas equagBes 1) e

(2>, dove-=e tor

ACw = 0 em Q
1

Az eoquagtes (13) =30 aw equagden de Euler do

funcional 1 (KRASNOV, 1984),

O grande desafio e limitacao do calculo
variacional é encontrar um funcional cujas equagBes de Euler

wojam as equagles diferenciais do problema (ZIENKIEWICZ,
1977).

Aproximando-se as fungdes u pela equagao ( 5D,

pode~se escrever

iy &I SN
&M - —35; Sau + —3:-.—2- Saz + e b T ég 14>
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-
Sa1
sn &1 _
T

de onde me determina ost parametrom a.

Se amu fungdeu u © suag derivadas ocorrem em
poténcias® ndo wuperiores a 2, o funcional n . @
"quadriatico”. Com emzza consgideragido o conjunto de equacdeos
(15> remultarda em um cconjunto de equagdem wimilares ao

sigtoma de eoquagdes ( 8) (ZIENKIEWICZ, 1977>

o = K a + f = 0 €162

0 vwistema de equacdes lineares 16> tem a
importante caracteristica da matriz K ser simétrica. O que

nem sempre s aplica para o caso geral da equagio ¢ 8>

CZIENKIEWICZ, 1977).

Um estudo maiz aprofundado o bastante didatico
sobre a formulagdo variacional e wsobre as técnicas de

obtengdo do funcional I é apresentado nos trabalhos

C(RIBEIRO, 1987)> e (BASTOS, 1989),
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24 - Aplicagdo Do Método Dos Rewiduoy Ponderadosz (GALERKIND

ao MEF

Em alguny tipox de problemas, onde a procura de um
funcional 6 dificil, omprega-ue outrou mét.odor

desmenvolvidos:, Dentre elex, destaca~uwe o método de Galerkin.

Uma daz grandes vantagens deste método, o talvez a
raz8o da mzua grande aceitag8o, vem do fato de que, para
obtengdo da formulag&o numérica, pode-se partir diretamente
da equagéo que define o fenémeno fimico eom ogtudo, ao
invés de utilizar um funcional, como ¢ feito no método

variacional.

Congzidera-ue a representacio geral de uma equagio

diferencial no dominio 2 e no contorno T.

LCu> + p = 0O A7

onde L © um operador diferencial ¢ p é o termo relativo

as fontes.

Supde~se que G & a solugio aproximada de UM,

Entéao
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LCG> + p = R asd
onde R & o reuwiduo ou erro que resulta da aproximagao.

O método dou residuow ponderados C(GALERKIND

procura tLornar o resgiduo sobre todo o dominio O , pequeno.

Isto é feito, calculando-se a média ponderada do erro e

fazendo-a nula gobre o© dominio 2. Entdo escolhe-se n

fungbes de ponderagido wi linearmente independentes,

I [l_,_<§_) + g]wtdﬁ = J RwidQ= 0
Q 0

i =1,2,...,m 19>

O método de Galerkin faz entio

wi = N 202

onde N & a fungdo de interpolagdo. Auszim obtém-se
J [ LD + [ ] NNdQ = O G = 1,2,..,nd 21
Q

Para um elemento com r ndm, pode=so escrever
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J o[ L™ + £° ] NT daQ® = o G o= 1,2,.,r) 22>
Q

onde e reprementa cada element.o do dominio Q.

uw = [N°]{2}o 23>

o estudo da integracgao porxr partes @ redugao da
derivabilidade oxigida pelo método de Galerkin sOra

apresgentado na sequéncia do trabalho.

2.3 - Tipo De Elemento Ulilizado

Depoix de e tLer definido o dominio (), ou weja,
a regido a wer eutudada, o préximo passo para a molugio de
problemas utilizando o© método dos elementos finitog &

discretizar este dominio Q.

Variouz tLipos de elementos podem wmer utilizados,
dependendo da geometria a wer discretizada e da fungido de
interpolagao utilizada para aproximar a fun¢io u em cada

element.o.

Diferentes tipos de elementos 3o mostrados abaixo
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()

Figura 2 - Elementozs tLriangulares planos e curvos,

(«) (b)

(c)

Figura 3 - Elementos quadrangulares planos e curvos.

Evident.ement.e que elementox pentagonais,
hexagonaix, elLc, podem também ser utilizados, No presente

tLrabalho escolheu=zme o elemento Lriangular plano Figura <2ad



22

dovido a facilidade de trata-lo matematicamente (por um
polinémio de primeira ordem> e & boa aproximagdo que o mesmo
oferece para dividir geometrias complexas, conforme pode

ser obsmervado na Figura <{4) abaixo.

cISENDS
WA D

Figura 4 = Discretizagio de um geometria complexa

por elementos triangulares planos

Um estudo mai&; aprofundado =obre as {écnicam de
interpolagdo relacionada com oz tipos de elementos mais
comumente ulilizados s3c degcritos por CARDOSO (1985) e

ZIENKIEWICZ <1977).
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2.6 - Gilculo de Campos Eletrostditicos 2D Através do MEF

A wmeguir s8&o deduzidas am equagBer matriciaiz que
permit.em calcular camposz eletrogtaticos em uma regido do
espage em cujo contorno og potenciais m8o eutabelecidoz e,
ou a componente normal do campo é nula. Supor a wmituagdo
fizica da figura <53 abaixo, onde no dominic de estudo podem

oxizlir meios dieléiricos de diferentes permissividades &,

.
Ll L L

Figura 5 - Exemplo de Campo EletLrogtatico

Naz linhas A e B tem-we polenciais impostos, e
imagina~se que eoxista uma carga estatica q no interior do

dominio, dada por sua densidade volumétrica de carga o.



-+ -+
Como V¥V x E

excalar elétrico ¥ Jddado
-+
elétrico E, tal que

24

0, pode-me definir um potencial

em volte> do qual deriva o campo

> +
E= - 9 3% 24>
como
+
V.D=p 25
e
-+ -+
D =¢E 26>
tom-se
-+ -+
VvV . CgED>=p
-+ >
V.e(-V2%)>=p
que =ob forma explicita é
a % 9 a% a az
&€ + & + & = =0 Q27>
ax ax ay ay - 72 3¢
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Se houver =6 um meio no dominio, ¢ este for

homogéneo, & pode ser conmiderado conmtante. Asgim

-+ L = O — 28>

que é a equagaoc de Poisson.

Se se conmiderar p = 0, a equagdo 27

trangforma-s#e na equagido de Laplace

@
&
Q
&
Q;
&

& + & + & = 0 29>

As equagCes C27), (28) e (29> ¢é que deverdo ser
golucionadas pelo MEF, onde, a obtengdo de L possgibilita

Y
obter E através da equagdo (24).

A equagao <29), para materiaiv homogéneos pode ser

escrita como

A[I’]-L{’-O <302
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onde

a1

Aplicando © principio variacional, ¢ observando~ue

que o operador Laplaciano ¢ auto-adjunto <(RIBEIRO, 1987,

obtem~ue

Utilizando-se o t.eorema de Green

33>

,,
56
N
3¢
I
2

onde nx 6 o cosseno do angulo entre a normal a superficie I
e o eixo x EquagGes wsemelhantes s&o obtidas para as
derivadas com relagdo a y e z. A substituigho destas

equagBes em (32> resulta em
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[ [ () () e

1 _ ad a%® %
{r '—z— e @ [ —'a—x—— nx + ay ny + Fos nz dar 34>
Assim
> 2
n = s |ve | a-¢ 13- g <35>
aQ 2 r z an

como foi assumido que &2 e gi =80 nulogz em I', tem~-se

dQ 362

Pogsuindo a regido Q wsimetria longitudinal, por
oxemplo, ao longo do eixo 2z, o problema tridimensional

reduz-se a um problema bidimensional no plano xy, assim

tem~uo

n
=]

a7

I:

[ ]
b
0

‘|

;)
ey
Y commmn §
13

]ﬂ[%_]‘]dxdy‘cw
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que corresponde a enorgia armazenada em (2 por unidade de

comprimento. S representa a 4rea do dominio Q, transversal

ao eixo =z,

No caszto do uimelria axial, tem-se em coordenadas:

cilindricas

n _ . % 1* s
—ET—JJszé [T]+[&4] r dr dz(39>

onde o fator 2 ¢ relativo a integragéo ao longo da

coordenada & .

Observa~me que o funcional corresponde exatamente
& energia armezenada no campo elétrico na regiSio Q. Com
isto, a condigio do funcional ser estacionario corresponde a

minimizag&o da energia na regiSo (), como descrito no item

2.3.

Discretizando-se a regido Q em m elementos, de

area, como na figura (6> a seguir
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x

Figura 6 = Elemento ulilizado para discretizar o dominio O

pode-ste¢ esucrever

-’
YV Je

z
dx dy 40>

EOWINE T

e=1

A fungao digtribuigdo de pot.encial - foi
aproximada no interior de cada elemento pela seguinte

equagio
e X,y = au +tcz x+cay <41>
onde au, oz @ a@ mB0 constantes. O potencial foi aproximado

por um polindmio linear, complet.o porque contém o termo

constant.e © Lodom om possiveis termos lineares em x o v.

£ importante ressaltar que a fungdio distribuigio
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de potencial, equagao (41>, utilizada para aproximar o
potencial # no interior de cada elemento finito, corresponde
<>

a aproximar © campo eléiLrico E em cada elemento por uma

constante dada por

e
= Ex = oz
ax
42>
0%e
—— = Ey = oD
ay

Evidentemente que um outro tipo de elemento finito
mais complexo, como oy descritos no item anterior, poderia
ter wido utlilizade para discretizar o©. dominio da figura <GD.
Teoricament.e, pode-se atribuir a eloementoma finitos mais
complexos uma melhor precisio de resultados, c¢om menor
namero de elementos J(BASTOS, 1989), Na pratica, constata-se
que og eolementos de primeira ordem, quando corretamente
aplicados, fornecem bons resultados, como mera verificado na

sequéncia do trabalho.

Conwiderando-se as condigBes nodais, tem-wme
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P = &, eoem x = Xi, y = Yi
$ = &; oem x = Xj, y = Y; 43>

P =& eoem x = Xk, y = Yk

Subsitituindo-sze a equagao (43> em (41> tem-we

2L = cu + az Xi + as Y

$; mw a4 + az Xj + os Yj - 44>

Pk = a4 + oz Xk + cv Yk

ou

1 Xi Yi o 3
1 X; Y; oz = : X1 43>
1 Xk Yx o Pk

Da equagdo (45) obtém-we
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ou 1 Xi Yi 20
oz = 1 X; Yi 3; 46>
o3 1 Xx Yk - 3%

que result.a em

o = [ [xmc - Xij]éi, + [xnn - XiYk]I’j
+ [xm - XjYi.]i’k ] C47a>
wa = [ [Yj - Yk]§i. + [Yk - Yi.]!»j + [Yi, - Yj]m €47b>
w = [Xk - x,-]m + [x-» - x;:]qn + [x; - Xi]i’k <a7c>
onde
1 X Y
1 X Y| =a2a

@ A é a érea do triéngulo.
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Subgtituindo-se ag, oz @ o3 em 41> e
rearranjando, tLoem-mze uma equagdoc para 2 em Lermost daus tLrésm

fungGesx de forma, jA que ag mesmas =6 dependem da geometria

do element.o. Ausim

e = Ni @i + Nj &; + Nk 2k 48>
onde
Ni.=——1—Fai+btx+cty-
2A | ]
Nj=-l—-aj+bjx+cjy- 49>
2A |
Nk=—1—-ak+bkx+cky-
2A | )
e

at = Xj Yk = Xk Y;
aj = Xk Yi -~ Xi Yx BG0ad

ak = Xi Y; - Xj Yi

bi = ¥Yj - Yk
bj = Yk - Yi <S0b>
bk = Yi - Y;j
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ci = Xk =~ Xj

aj Xy = Xx (4314 To)

Da equagao (52) pode-we esucrever

o CGryd = [N] {@} 51>
onde [N]-[Ni, N; Nk] o {4}- 5;

Substituindo-ve a equagdo (51> na equagdo (38> ou
39>, dependendo da simetria uor longitudinal ou axial,
ter-se-a& ezcrito o funcional [1 em fungdio dox potenciaizs dos

nés da malha de elementos.

A minimizagdo do funcional Tl (ou da energia

armazenada na regido Q) requer, que

an
= 0 52>
oF
onde & & o vetor de potenciais nos nés da malha de

element.os.

Assim, tem~se para cada elemento



30

2 53>

Substituindo~ye a equagdc (53) para cada elemento

na equagao (%2>, cbtem-se

arl
= K & = 0 54>

L

A determinagdo dos potenciais nos nods da malha de
elementog 6 feita, eontdo, através da resolugio do wmistema

linear dado pela equagdo <(54D.

Poderia ter wsido aplicado o Método de Galerkin
para resolver a equagéo (28>, entretanto, opt.ou-ste nesgte
caso pelo Método Variacional apenas para exemplificé-lo, A
potencialidade do Método de Galerkin é aplicada a meguir no

Célculo de Campom Magnetostaticos 2D através do MEF,



36

A moeguir z3o deoduzidaz aw equagteons que permitem
calcular campos magnetostaticos em uma regido do espago em
cujo contorno ost potenciais vetores uio eutabelecidos, Supor
a wituagdo fizica da figura (7)) abaixo, onde no dominio de

egt.udo podem exigtlir meios magnéticos de diferentes

permeabilidadeos u.

uo

W

©O»4¢

(o>

x4

Figura 7 - Exemplo de Campo Magnetostéatico

Para abordar oste tipo de problema utiliza-se o
+» -+
potencial vetor A, que ¢ relacionado com a indugidc B através

de



> -»> -+
R = VxA 85>

.’
Para problemas bidimenuionais <(2D), o vetor J e o
->

vetor A Lém apenau componentes perpendiculares ao plano Oxy

mosst.rado na figura (7).

»> >
Chamando i, j & k o vetores ortogonaiz unitarios

nag diregdes Ox, Oy e 0x tem-ge

(Ve 2
]
[
=

86D

W
i

Bx i + By j

Para estabelecer a formulagdo relativa a este

caso, utilizam-se as equagles

-+ » -+

VxH = J 37>
-+ 1 »
H = — B 58>

Tem~ze entio



as

1 +> -+ 1 > - -+
VX — B = VX — 9¥x A = ] 59>
M M
-+ > -+
onde B = V x A, neste camo bidimensional, &

> > >
i J k
B - a @ 2
ax a3y - D3
0 0 A
-]
» -+ » aA > aA »
B = Bxi+By j = —0j = —0 j <60>
ay ax

A A
ou =eja, Bx = 3y @ By = - % "

Aplicando-se <60> em <59>, e admitindo-me que para

o caso bidimensional proposto nSo haja variagéo de grandezas

na diregaéo 0z, tem-se

- -+ > > -
i J k
2 2 3 -1
F w F o J
1 A 1 dA 0
| M oy 7] x i
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ou weja, igualando-se oux componentes na diregdo 0z, tLem-se

+ = -] 61>

que ¢ a equagac de Poisson relativa ao potencial vetor

magnético.

A equagdo <610 é que deve ser wsolucionada pelo
-+ : -
MEF, onde a obtengdo de A poswmibilita obter B através da

equagao <55,

A rogifio da figura (7) é ent3o discretizada em m
elementox (@), que podem wer tridngulo¢ planos <¢omo no

caso anterior.

SA=0

figura 8 - CondicBes de contorno caso magnetostatico
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Supfe-ze que o elemento seja cercado pelas curvas

S1 o Sz, szobre asz quals s80 definiday au condigBes de

contorno. Sobre Si tom~se SA = 0 e mobre Sz tem-ue oA = 0,

an

Utilizando-se a aproximag3o

A = Z Niu A 62>

onde Ni é a fungdo de interpolagio como a equagio (41D,

Aszzim obtém-me a equagao do residuo

a 1 3A a 1 oA
o i et oy i ey *J =R 63>

Aplicando~s@ a ponderagaoc de Galerkin, que procura
tornar o© residuo sobre tLode o dominio Q, pequeno, e

utilizando as equagbesu (19> e (20> obtém-ue

JJ a 1 3 _ @ 1 3A + 3 | Nedxdy =0 <64
Q ax u I dy M ay

Integrando~*ze por partes obtém=sme, para cada

element.o
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z
a"A (@) - dA . - adA AdNi
IJ > Ni 'dx dy § I Ni dy JI % 3 dx dy
o OX o

Q Sz (9
65ad
& .
” TA N Oux ay = i; 9A_ i ay - J I LS\ S
2 dy dy dy
a° Sz o°
C65bd>

Obuwerva~se que a integragdo por partes reduz a
ordem da derivada. Substituindo~me as equagdes (65> na

equagio (64>, Lem-ue

1 3A  aN:i° A  aNi° ] e
-] .[ax‘TaT"ay 2 | avay o [[ 5 woway
- 00

1 aA aA .o _
+§ ° [—é,—‘—nx'* ay ny Ni d = 0 <660

onde nx © ny u30 as componentes do vetor normal unitario A

Sz. Analisando separadamente a integral de linha, tem-me
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Y ¢

> > »
n = nx + ny

X

figura 9 - Componentess da integral de linha

dx = dX Conu 8 = dZ Sen ¢ = ny d=

dy = dZ Sen 8 = dT Cos ¢ = nx d

aA aA e _ o] A » aA o >
§ [ % nx + 3y ny]N\. daz —§ Ni [ e ax + 3y ay].n ds =
Sz 2

-» -+
-§ N° VA .nada 67>

mas a condigio de contorno sobre Sz requer que

2
+

=VA.n=90 8>

logo,
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hd >
§Nﬁovﬁ-ndz=o 69>

com iswo, a equagio (66) me reduz a

1 aA aNi° A aNi®
- JJ . H.[ IR 3,“' + 3y ay‘ } dx dy +J[ J Ni®dx dy = 0
$) o°

<70

<= ]{+}

entdo

[ (] (o) 2 [ (o e

- ” J Nidx dy = 0 72>
QO
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1 | _aN°[_aN"], aN°[ oN°® ° o
I e R | [ O PRSP
Q Q

73D

Na forma matricial, tem~ue

[N]°{A}°-[K,]’=o 74>

onde

. aNi aN;j aNi aNj
Nij = JJ + dx dy
.| o T gy ay

75>

K? = JJ J N dx dy
QO

Y
A determinagidco douw potenciais vetores A ¢ feita
-
resolvendo~se as eoquaglesn (74> e (75).A obtengio de B 6

feita utilizando-sze a equagdo (G5,
2.8 - Conclusso

Procurou=-ze neste Capitulo fazer uma abordagem

introdutéria zobre o Método de Elementos Finitos,



Aplicou-zwe o Calculo Variacional e o Método dos
Resiiduos Ponderadoz (Galerkin)? ao MEF para resolver asm
equagios que governam os problemas: eletrostaticos e
magnelostaticos bidimensionaim (equagSeos de Poissson @
Laplace (28>, 29> e (613>, O Apédndice A ilugtra uma
aplicagéo do MEF em problemas unidimensionais.

Utilizou-=ze elementos triangulares planos de 1%
ordem para subdividir o dominio D de emtudo, devido a boa
aproximagao que os mesmoss of erecem para disaretizar

geometrias complexas: e A facilidade de trata-los

matemat.icamente.

No Capitulo smeguinte wmera destacada a importancia
da G@Geragdc Automatica da Malha Inicial de Elementos. Sera
demonstrada a necessidade de me obter tridngulos o maiw
proximo possivel do equilatero para se alcangar resultados
satisfatérios na utilizagdio do MEF. SerSco apresentadas as

técnicas de Lindholm e Delaunay.
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CarituLo - 3

A GERAGAO AUTOMATICA DA MALHA INnCIAL DE ELEMENTOS

3.1 - Introducao

Uma dam grandem dificuldades de utilizagido do
MEF estla relacionada com a Geragdoe Automatica da Malha
Inicial de Eloementoy e com o desenvolvimento de técnicas

eficientes de diwtribuigio dom elementos finitos em tLodo o

dominio.

A geragiao da malha inicial de elementos: conuiste
baszicamente na primeira discretizagdo do dominio em
"elementos finitos"”. Esma primeira discretizagio ¢ feita a
partir das condigSem: fornecidas na delimitagdo do dominio
«D. Na maioria dos cawow, a fungdo em emtudo u <(que pode
sor o potencial elétrico ¥, ou o potencial vetor magnético
Z) (- conhecida apenas nos limitex do dominio. Em

consequéncia forma-se a malha inicial sem “nés" interiores,

ou seja, somente com oz "“nés"” fornecidos na delimitagdo da

regido de estudo.

O grande desafio dos pesquisadores nessa area,
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resume-se no dewenvolvimento de técnicas wimples de geragao
automatica da malha inicial de elementos para poswmibilitar o
desenvolvimento de ‘“programas” eficientes. Além de werem
gimples, ogmas técnicass devem implicar em uma malha que
contenha triangulos, o mais proéximo possivel dox

equilateros, para que os errox onvolvidos no caloculo wejam

minimizados.

Particularmente nos ultimox quinze anos, inumeras
técnicas: de geragdo automatica da malha inicial de elementos
foram desenvolvidas <(BASTOS, 19892, J(CARDOSO et alii,1989),
(SALDANHA & RIBEIRO, 1986)>, (SABONNADIERE & COULOMB, 1986),
(SILVESTER, 1985, (FREEMAN, 1985), (SHEPHARD, 1985),
CCAVENDISH ot alii, 1985), C(CENDES et alii, 19832 -]

C(LINDHOLM, 1983), objetivando superar o desafio encontrado.

S80 apresentadas newste QCapitulo duas técnicas:
CLINDHOLM,1983> e Delaunay <CENDES et alii, 1983,
(CAVENDISH et alii, 1985). Especial atengdoc é dedicada a

técnica de Delaunay, utilizada mundialmente nos ‘“programas'

desenvolvidos.

3.2 - O Método de Lindholm

A técnica de geragio da malha inicial de elementos



48

sugerida por Lindholm  <(LINDHOLM, 1983> = de filosofia
bastante simplex.

A malha de elementos inicial & obtida através da
triangulagdo de cada uma dau regides que compdem a geomeiria

a seor eutudada.

A triangulagido de cada regido & feita simplesmente
unindo-se osx pontos conseculivos dos conjuntos de curvas que

definem cada regi3o.

Entretanto, havera varias configuragSes de malhax
posgiveis para a mesma regido se esta uniio for aleatdria. A
melhor configura¢io, porém, ¢ aquela em que os tridngulo: da

malha =80 © maig prdximo posmivel de serem equildteros

C(LINDHOLM, 1983).

3.21 - Egpecificagio de Geometrias

A especificagio de goeometrias no caso
bi-dimensional, portanto [Rz, ¢ feita subdividindo-we o
dominio Q a meor estudado em subregies convexas, nas

quais nao se ja possivel construir nenhum triangulo

“inde=e javel'.

Congiderar a regido em L a meguir
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Figura 10- N&és, curvas e regides utilizadas na

egpecificagao da regiio em L.

A eszpecificagio da regido acima em L consistle,

bagicamente, em dividir a geometria em
e Rz , que m3o0 especificadas por dois
denominados superiores e inferiores,
conjuntos possuem os pontos inicial

curvas sdo formadas por um conjunto

duas subregidSes R4
conjuntos de curvas,
sendo que os doiw
e final comuns, As

de pontos ordenados

(né=), o que lhes confere um sentido (RIBEIRO, 1987),

Para a regido em L da Figura (10D, por exemplo, a

regido 1, R1 , é especificada da wmeguinte

forma
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curvas superiores : c1 @ cz
curvas inferiores : ca e «ce¢
permiusividade HE -

E importante obmwervar que dessa maneira fica

imposzivel criar tridngulos do tipoe Pv , Pe , Pe.

3.2.2 - A Geragio da Malha Inicial de Elementou

A triangulagico de cada wsubregiio coriada & feita
zimplesmente unindo-se os pontos consecutivos dox conjuntos

de curvas superioresx e inferiores.

Como exizmtirdo variaw configuragdes de malhas
possiveis para a mesma subregidao se esta uniido for
arbitriria, o que =e procura ¢ construir as malhaw com a
melhor configuragio, ou seja, aquelays em que os seus

tridngulos wejam o mais préximo possivel dos equildteros

<LINDHOLM, 1983).

Faz-se necessirio, portanto, quantificar ‘o mais
préximo posmmivel de ser equildtero”. A nogdo de ser
equildtero é baseado no fator de qualidade q de um
tridngulo, definido como a razio entre o didmetro do circulo

ingerido e o raio do circulo circunsarito aoc mesmo. Este



fator varia de 0, tridngulo degenerado em um conjunto de
pontos colineares, a 1, +{ridngulo equilatero <(LINDHOLM,
1983D.

Conwiderar um Lridngulo formado por ladoz de

comprimento a , b e ¢ O fator de qualidade do mesmo &

dado por

8 (u ~a) (¢ =~ b) (u ~
abc

76>

onde ¥ © o memi-perimetro do tridngulo.

Parez de tridngulos adjacentesu formario uma
configuragdo otima quando o fator de qualidade qaz demta

configuragdo for o maior poswivel. Este fator é definido por

1 1 1
qz = 2 —a-;-l-—qz- 77>

onde q1 © gz =30 oz fatorexm de qualidade de cada um dos
tridngulos. O fator 2 foi introduzido para que qi2 ttenha a
mesma faixa de variagdo do fator de qualidade de um

tridngulo C(LINDHOLM,1983).



A Figura 11> abaixo apresenta varios (Lriingulos
com o meus respeclivoxr fatores de qualidade. Também sédo
mostrados oz fatorex de qualidade de pares de tUtridngulos

ad jacentes:;, onde a linha tracejada corresponde ao fator de

qualidade entre parénteses.

1. 0000 09652 0o.3sq) 0.6587 0.3744

0.8893 o.8217 0.6700

0.6408 ©.4508 0.2742 0.0820

07‘3: 100023) 0.3744

(009063 (0.2 (0.0422)
‘o 4754) 3813)

°. .
'72'75)) 0738 (05254 1022321 10304

0.4321 0.1504

Figura 11 - Fatores de qualidade de triidngulos e de

pares de tLriangulos (LINDHOLM, 1983).

Depois de definir o fator de qualidade dos
t.ridngulos, pode—~se proceder a triangulagio de cada

subregido a partir de um de smeum doim pontos eoxternos, de



maneira a s obtLer o maximo fator de qualidade para os parew

de tiridngulout conmecutivos, como é moutrado a seguir.

Si
%
Fi
Figura 12 - Malha de element.ox com
triangulagao através da maximizagio do fator de

qualidade q de paresm de uLriangulos, come¢ando pelo ponto

Pi.




3.2.2.1 - A Necesuidade de S0 Conutruir Tridnquloy

Equilateros

Supor o tri&ngulo excaleno i,j, k abaixo, com os

potenciais 2., %; e 2k conhecidos e que we deweja calcular o

potencial no ponto A

-
-

\ /’/\“{}‘%
\

\ -

T \
-~ \NJ=% - 1
\

K P

Figura 13 - Triangulo Escaleno

Utilizando-se as condigBes nodais e a equagdo 48

que esat.abelece

Po C(x,y> = Ni &i + Nj &j + Nk 3k



obtém-se para o ponto A

BA C(XA,yA) = % Ni &i + :; Nj 3; + % Nk &k 78>

[

PA (xA,yA) = [ Ni &L + N; &; + Nk %k ] 79>

Observa-se a partir das equagles (78> e ((79) que
independent.emente dos valores: dom potenciaiss &, 2; e &Ik om
nog i, j e k contribuem igualmente para o calculo do

potencial no ponto A.

Como admitiu-ze que dia # dja # dka <(Lriangulo
escaleno) conclui-we que a equagdo (79> seria verdadeira wse,
e somente me, o triéngulo i, j, k fosse equilatero; ou weja,
© calculo do potencial do ponto A teria uma contribuigdo
igual dom potenciais dos nés i, j e k we, e somente wme,

emtivesse & uma distancia igual dos ném i, j e k.

Asszim, conclui-se finalmente que os triangulos
equilateros fornecem uma melhor aproximagSo para a equagsdo
(48> na utilizagdo do MEF. Uma demonstragdo matematica mais

rigorosa 6 dada por CODEN & REDDY, 1976).

MEMORIA UFISG

HEMG - BIBLIOTECA CENTRAL
g - W iy
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3.2.3 - Malhas Iniciaiz de Elementou Obtlidas pelo Método de

Lindholm

A seguir ¢ moztrada a malha inicial de elementos,
obtida para a regido em L, figura <10,através da simulagdo

feita no pacote computacional FEM (RIBEIRO, 1987).

Seja a figura (14> abaixo, a regiSo em L a wer
triangulada. E importante ressaltar que a mesma ndo pousui
nenhum né interior, ou wseja, ¢ totalmente descrita através

dog seus: nést do cont.orno.

Figura 14 - Regido em L a wer Triangulada pelo Método de

Lindholm
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i TR et AT e

P2 B 2, TR e T e R

Figura 18 = Definigio da mubregiies R1 e Rz

Inicialmente foi feita a subdivisdo da regido em
duas smubregies Ri1i e Rz, figura <(15). Aplicando-me o método

de Lindholm obtem-me



Figura 16 = Malha Inicial de Elementos Obtida para a Regido

em L pelo Método de Lindholm




3.2.4 - Fluxograma do Método de Lindholm

i
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Uni3do dom pontox consiecutivom dog
conjuntoy de curvas siuperiores e
inferiores de cada subregiio Geracao
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3.3 - O Método de Triangulagio de Delaunay

Embora um numero arbitrario de pontos de um plano
posia  ser ULriangulado de diferentex formas, em 1934 o
matematico Delaunay provou que para qualquer conjunto de
pontos, exizte uma triangulagdo unica que maximiza a soma
dos menores angulos da malha. Em outras palavras, dado um
conjunto de pontox em [R°, a triangulagio de Delaunay prové
um conjunto de Lridngulog o maig préximo pousivel do

equilatero C(CENDES et alii, 1983).

O método envolve dois processou distintou, No
primeiro, oz "ndés” sdo inmeridos dentro e =obre o contorno
de cada wsubregiio do dominio a wmeor discretizado. No
segundo, os "nds" wdo automaticamente triangulados, formando
uma malha de elementos bem proporcionados, isto &, com fator

de qualidade préximo de 1 Cum).
3.3.1 - A Construgdo do Poligono de Voronoi
0 meétodo de triangulagio de Delaunay faz uso da

"Dirichlet. Tesmelation', construgdo geométrica definida

pelog matemdaticos para provar teoremas.
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Considera~ue o camo bi-dimensiional. Se jam
Pr , P2, .., Pn , pontos disgcretog no plano real e a

colecdo Vi , 1 =i £ N, onde :

Vi.={x:||x-Pi,||<|lx-PjHVj#i} <80>
onde |l-]| @ a distancia Euclidiana em R w representa
a regido do plano cujom pontos extio maism perto do "néd” Pi

que de qualquer outro “né'. Portanto, Vi é um poligono
CONvexo denominado Poligono de Voronoi.Os contornos dessios
poligonos sdo perpendiculares aos segmentos que unem os
pontos Pi e, interceptam cada segmento no respectivo ponto
medio. Esta colegdo de poligonos de Voronoi é chamada de

*Dirichlet. Temzelation'.

Figura 17 = Poligonos de Voronoi
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3.3.2 - A Formagdo doz Tridnguloss de Delaunay

Os t{ridngulos de Delaunay =30 conustruidox a partir
doss poligonos de Voronoi. Da figura 17> pode-ge verificar
que o vértice de um  poligono de Yoronoi é sempre
compartilhado com doiss outros poligonos vizinhos:, Para
congtruir oxg tridnguloy de Delaunay bastta conectar oy tLrés
pontos inseridos, pontoss Pi, Pz e Pz da figura d18),
agsociadog aos reupeclivos: poligonost adjacentex. O conjunto
de triangulog formados dessa forma ¢ chamado de Triangulagdo

de Delaunay.

Figura 18 - Trianguloxz de Delaunay
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3.3.3 - A Introdugio de Novos “NOS*

Para we ingerir novos  pontos nodaizx a malha,
deve-se fazé~lo um de cada vez. Um bom procedimento para se
introduzir novog "nés" A malha oi proposto pPor Watson.
Sabe-se que tLréy pontos n3o colineares definem tanto um
triangulo, quanto um circulo circungcrito zo triangulo. Para
© caso bidimensional, Watwon observou que trés pontos: nodais
formardo um tLridngulo de Delaunay we, e somente se,0 circulo
definido por esteos trés pontou nodaiss n3o contiver, em geu
interior, nenhum outro ponto nodal da malha.

Inserido o novo ponto nodal, deve-se observar em

quaiz circulos, def inidos acima, ele esta& contido.

Figura 19 - Localizagdo do Novo “N6* a =eor Inmerido
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Feito iwso, retiram~we og ladog comuny a doiu
tridngulo c<om circulo circunscrito que contenham o né

introduzido. Assim, consitroi-se o poligono de insergao.

Figura 20 - Poligono de insergdo

Deve-ze agora tomar esse novo “né" como ponto

" nodal e ligé~lo aom vérticem de todom om triéngulos, dos
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quaiz foram retliradoz um don lados e, com iswmo, ter~me-A

construido novos triangulos de Delaunay.

Figura 21 - Novox Triangulos de Delaunay

Euse proceszo pode mer ropelido para novos “nés",
desde que se mantenha a afirmagdoc de Walson : que tLrés

pontos nodaiz formardce um tiLridngulo de Delaunay so, e
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somente =me, o circulo definido por esmen trés pontosm ndo
contiver nenhum outro ponto nodal da malha C(CAVENDISH et

alii, 1985).

334 - A Triangulagio de Delaunay Pauvzo a Passo

Apresenta-ze a seguir, av congtrugBex geométiricas
necessérias para se chegar a Triangulag@o de Delaunay.
Conmidera~sze o conjunto de pontos abaixo como

sendo oz pontost a serem Lriangulados:

PL
] PZ
Pb
.
P ",
b

Figura 22 - Conjunto de Pontoz a serem Trianguladox
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A partir dewwesx pontos, constroi~se o poligono de
Voronoi, figuras Q23> ) 24>, Depoix constroi-ge os

Lriangulos de Delaunay, figuras (25> e <(26).

Obmerva-we na figura <24) gque nenhum dom weim
pontog <(P1, Pz, Pa, Pe¢, P> © Pod emta inscrito em nenhum dos
circulos formados, condiqa"io “2i ne qua non'. Observa-me
também que ou vértices do poligono de Voronoi constituem omu

centros dos reupectivosm circulos.

Figura 23 - Construgdo do Poligono de Voronoi
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Figura 24 - Poligono de Voronoi

Figura 28 = Construgiio dos Triangulos de Delaunay

68
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Figura 26 - Triangulos de Delaunay Formados

235 = Malhas Iniciaiz de Elementoz Obtiday com o Msétodo de

Delaunay

A seguir ¢ mosutrada a malha de elementos inicial
obtida para a regido em L, figura <100, através da gimulagéo

feita no pacote computacional FEM-2D.

Seja a figura (27> a seguir a regiSo em L a wer
triangulada. Como no caso anterior, figura (14), a mesma n3So

possui nenhum né interior.
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Figura 27 = Regido em L a wmer Triangulada pelo Método de

Delaunay

Aplicando~s®e o método de Delaunay a regidio em L

da figura (27> obtém-ze
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obtida para a

elementoxs

al de

28 Malha inici

Figura

ig.(27> pelo método de Delaunay
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3.3.6 - Fluxograma do Método de Delaunay

|
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3.4 - Conclusio

Dest.acou-se neste Capitulo a importancia da
Geragao Automatica da Malha Inicial de Elementos.
Demongtrou~se que os LriAngulog equilaterost fornecem uma
melhor aproximagao na ulilizagdo do MEF. Apresentou-se as
f.é6cnicass de Lindholm e Delaunay, sondo est.a altima
mundialment.e utilizada noss pacotes comput.acionais

destenvolvidos:.

Aplicou~se aw {écnicam de Lindholm e Delaunay para
gerar a malha inicial de uma regido em L, a partir dos “nés"
ogpecificadoy apenan no contorno da geometria. Obteve-ue
resultados wimilares pelog doig métodos, (figurax d16) e
28>, Obszerva-se nas figuras citada® que o conjunto dosm
triédngulos gerados possui um baixo fator de qualidade, com
ismo conclui~ze pela necegsidade de refinaxr a malha
inicial. Este refino visa introduzir “nés* no interior do
dominio, de forma a consgtruir novos tringulosz o mais

préximo possivel do equilatero.

O emtudo do Refino da Malha de Elementos smera

feito no Capitulo seguinte.
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CAPITULO - 4
O ReriINO DA MALHA DE ELEMENTOS
4.1 - Introdugio

O egstudo da melhoria da Malha Inicial osta
diretamente relacionado com a Geragaoc Automatica da Malha

Inicial de Elementos.

Nesta et.apa subsequente, o grande dosafio,
resume-ze em subdividir e distribuir adequadamente osm
triangulos, “elementos [(init.os'”, obLlidos na malha inicial. A
subdivisfo deve wmer feita de maneira a formar novos
tridngulos com um bom fator de qualidade, e de tal forma que
o menores tLridngulos fiquem concentrados onde houver uma

maior variagd@oc da fung&o em estudo u .

InGmeras técnicaz de melhoria, aszociadas a
Geragao Automatica da Malha Inicial de Elementos, foram
demenvolvidas (BASTOS, 1989>, J(CARDOSO, 1989)>, J(SALDANHA &
RIBEIRO0,1986>,(COULOMB,1989), <(ZHOU et alii, 1989,
(FUJITA et alii, 1988>, C(HAHN et alii, 1988, <(YIXIN et

alii, 1988>, <(PINCHUK & SILVESTER, 1988>, <(BRYANT, 1985),
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ob jetivando superar o novo demafio sncontrado. Bugax
tLécnicay de Refino podem s=or clamguificadas om dois
grupos, um primeiro no qual utiliza~se apenas corit.érios
geométricos para subdividir o digt.ribuir om novos:
Lridngulos, = um segundo grupo no qual utiliza-se
alguma estimativa de erro sobre a fungido u em cada tridngulo
da malha inicial para subdividir o digtribuir os2 novos

triangulos.

S3o aprewentaday neste Capitulo, duas técnicau de
Refino. Inicialmente =30 consideraday as malhas geradas
pelae {écnica descritas no Capitulo anterior, sem 'nés"
interiorey. A partir dax malhay iniciais s8o estudadas as

Lécnicas da “Diferenga de Potencial”, (RIBEIRO, 1987), e de

Bryant.,, (BRYANT, 1985).

4.2 ~ QO MsStodo da Diferonca de Potencial

A t.é6cnica da diferenga de potencial para

refino da malha de elementos é muitlo simples.

Ela conwiste, bawmicamente, em impor uma dif erenga

de potencial méxima permissivel entre doiz "nés" adjacentes

da malha.
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Conuiderar a figura (29> abaixo

>
»

X

Figura 29 - A e B 80 doiz Triangulog de uma Malha
i, J, k e 1 =30 og "nés" que formam

egtes tLriangulos

| & - & | > A 81>

ent3o oz tridngulos A e B deverido wer divididos em quatro

novos triangulos figura (302>, onde A é um valor especificado

a priori C(RIBEIRO, 1987).

>
L4

X

Figura 30 - Divis8o dos Triangulos A e B com a geragdo do

oonéu m
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E importante rossaltar que ombora a {écnica da
diferenga de polencial wmeja simples para introduzir novos
"n6és"” a malha inicial, a mesma n3o leva om congideragdo o
fator de qualidade qiz na goragio dos novos triangulos As e
Az, por exemplo. Dewsa forma, pode-ze formar pares: de

tridngulos adjacentes com wum baixo fator de qualidade de

maneira a comprometer o resultado final.

421 - Malhas de Elementoz Refinadau pelo Método da

Diferenga de Potencial

A wmeguir, sHo mostradas as malhas finaisg de
elementog, referentes a figura <(16), obtidas atravéy do
método de otimizag&o da Diferenga de Potencial, em simulagdo

feita com o pacote computacional FEM <(RIBEIRO, 1987).

Foi considerado um potencial # = 100V nos cantos

internos da regifio em L @ & = 0 nos cantom externos.

A partir da figura (16>, malha inicial, s&o

obtidas am configuragBes abaixo, admitindo-se A = 1V,
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Figura 31 = Malha final, com 50 nés, referente a fig.(16)
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Figura 32 = Malha final, com 100 né=, referente a fig.(16>




4.2.2 - Fluxograma do Mstodo da Diferenga de Potencial

|

Definigido de A , Eq. (81>

—_

Galculo dox Potenciais &i , & j

dost v, ;, ... n "nés" da malha

&n

l

Dividir o lado do tri&éngulo que une
os !Cnésli Clill e lljl.

Criar novos triangulos

80
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43 - O Método de Bryant

O método de Bryant. (BRYANT, 1985) é mais complexo

que © método da Diferenga de Potencial, porém um método

muito pot.ente.

O método utiliza um determinado dominio  definido
inicialmente, ac qual é aplicada a triangulag@o de Delaunay
para gerar a malha inicial de olementox, szem “"nés"

interiores.

A técnica wmugerida por Bryant se resume om

analiszar todas: ag arestas interiores da malha inicial e
escolher qual delas ¢ a mai® “aceitavel” para ser partida
ponderadamente; na aresta “aceitavel” cria-e um ‘né"

interior.

A escolha da “aresta aceitavel” e a introdugdo
do "né" interior ¢ feita com base na "fungdo disténcia"

agsociada a cada aremta interior da malha inicial.

Na oscolha do “arest.a aceitavel” s30
considerados critérios para se construir novos triéngulos

com fator de qualidade proéximo da unidade. Dessa forma, a

técnica de Bryant prové uma boa malha final.
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A meguir =50 mostrados oy pauysoy a serem seguidos

pelo método de Bryant.

4.3.1 - Introdugio dou “NOS* Interiores

O método de introdugdo de ‘“nés"” interiores
gugerido por Bryant (BRYANT, 1985) resume~u2e em analisar
t.odas asx arest.as da malha inicial e emcolher qual delas ¢

a maig Taceiléavel” para =er partida ponderadamente; na

areusta "aceitavel”, cria-ze um novo 'né'.

Exiztem, owsencialmente, 5 passou que envolvem a

decizio do “'né” interior

1> Esicolher um “né ativo” na malha inicial, em

principio Lodoss o ném 8o ativos.

2) Emtabelecer uma lista de arestas ligadas ao

nd ativo escolhido anteriormente.

3> Calcular a diferenga angular entre duas
areustas adjacentes, a soma de todom om angulom devera mer

igual a 360°.



4> Determinar, para cada aresta da lista

oxtabelecida no pauwzo 2, qual é "aceilavel”.

5> Emcolher, se posusivel, a aresta mais adequada

para seor partida. Nessa areusta introduzir o "né" interior.

Como pode wmeor observado, ou pauvom 1, 2 e 3 mio
diretox, No pauvso 4, a lista de arestau const.ruida no
paszzo 2 ¢ examinada e cada aresta ¢ marcada com
“aceitavel” ou “inaceitavel” dependendo da mua pomigdo em

relagdo ao contorno e do resultado do passo meguinte, 5.

4.3.2 - A Egcolha da “Aresta Aceitavel'

Exiztom também 5 pam=os que envolvem a decizio da

aresta =or ''aceitavel"

i> O comprimento da aresta deve ser maior que a
distancia dada pela intersegio das fungdes dimtancias,
sobre a areuta (oxtondida =e necessario), Jdincluindo asm

constantes multiplicativas) augociadas aos dois: pontos

ext.remos da areuta.

A “fungdo distancia”, associada a cada ‘né" da

malha, sera est.udada no proéximo item. A Conmtant.e
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Multiplicativa, CM, & szimplesmente um nuamero real que
multiplica as coordenadas de intersegao da “fungao

digt.ancia"” com a aresta em ext.ado.

ii> A areuta niao deve zer uma areula de
contorno.

s e . A . o

iii> Deve eximtir um angulo de no minimo 1 tanto
no zentido horaric como no sentido anti-horario da arest.a
"aceitavel" em direg8o a primeira aresta inaceitlavel'.

ivd O angulo enire a aresta anterior e a

. (=]
posterior deve ster menor que 180,

v) Se uma aresta ¢é partida e me ambay awx linhau
vao para um ponto de contorno, o angulo entre a aresta do

. - ~ . <
contorno & a linha da bisecgio deve sier maior que yz .

4.3.3 - A Definigio da "Fungio Digtincia”

O primeiro critério dd) demcrito anteriormente
necesgita da def’ iniggo de uma °“f um;'a‘t'o distancia” a ser
augociada a cada no “ativo", Uma “fungao dist.ancia"

diferente 6 usada dependendo =e o noé considerado é do

cont.orno ou um né interior. Para nés do contorno a



“fungéo distancia" tem a seguinte forma

a COS €8 + ¢ COS? <o

b
i

2 82>
b SEN (B> + d SEN" <&

A
]

onde um doz "¢ e "d” & zero e o outro & smimplesmente (a-b),

com igmo apenax  “a" e b"  precizam seor calculadon e

guardado«,

Para calcular “a" e "b" o procedimento meguinte €
adotado, zupondo-u=e que qualquer "né” do contorno fLem duay

arestas ligaday a ele

A> Rotacionar cada arewta para a pomigio K & 90°

maiz proxima, a1 © az por exemplo, onde K = 0, 1, 2 ou 3.

B> Calcular o comprimento de cada aresta, d1 e

dz por exemplo.

G) Fazer : qo = MIN C di,dz )

qt = MAX € di,dz >

gz = 0,5 C di+dz >

D> Se aw powigBems a1 e az forem idénticas,

escolher
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E> De outro modo, escolher "a™ e 'b" de acordo com

a powmigdo de qo, isto 6, K = 0, 1, 2 ou 3.

K =20 > a = qz; b = qi; ¢ = (a - bd>; d = 0
K =1 > a==-q; b = - qz; a =0 s d = Ca - b
“ P
K =2 2> a==qz b =-q1;¢c=da - bdsd=20
b
[K=3 = a = qi; b = qz; ¢ = 0 s d = C(a - b
o
Para nowx interiores da malha, a “fungdo
disstancia"” ¢ cucolhida na forma
x = a QOS5 B>
83>
y = a SEN @
i.@., um circulo, onde o raio "a" & calculado quando o noé

é criado. Essa escolha minimiza o egpago de meméria e
aumenta a eficiéncia computacional na geragio de ‘“nés"

interiores.

Uma vez determinada a aceitabilidade de uma

aresta, asgociada ao noéd “ativo' esmcolhido, esta é feita
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de forma definitiva de acordo com o Lrég ultLimom PAagsOos

A) Se tloday awu areoutLasy =30 ‘“a;ceitaveiu”, a
areuta com o menor angulo anti-horario para a préxima

arest.a é escolhida.

B> Se uma aregta for "inaceitavel", a aregta

mais préxima da aresta diametralmente oposta é escolhida,

G Se duas ou maim arestas forem ‘“inaceitaveiu",
encontrar o maior angulo entLre duau arestas
“inaceitaveis”, contendo no minimo uma aresta “aceitavel”,
entdo emcolher a aresta que for mais préxima da biseccgio

dag duax arestag ‘“inaceitaveix",

434 - A Localizagio do "N&" Interior

Depoiz de ter eucolhido a aresta “aceitavel”, o
"né"” interior ¢ introduxzido, o qual bissecta a areusta
ezcolhida na relagSo day disténcias dadas pelas duasg [ ungdes
distancias. Se os pontos finaiu da areuta forem < xi1,ys D,
< xz,yz > e am resgpectivas disténciar asmociadas as
intersegles das fungBes disténcias com a aresta forem ds e

de, © "né" interior tera coordenadas
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X = Cda xz + de x1 D> / C dyg + da D
84>

]

Y Cda yz + da y1 > / C da + da D

O "né interior"” coriado desza maneira Lera um
circulo como ' unr;.ﬁo digt.ancia" agsociado a ele, onde © raio

do circule ¢ calculado como a seguir

a = 2 das ds ~/ ( da + da D €85>
O método de introdugdo de “néx interiores”
dezcrito anteriormente funciona em “loop”. Q «critérico de

Delaunay é aplicado novamente a malha resultante e oug passos
2 a S m@o repetidos. O "loop” conbinua até que o passo O
falhe, entio & excolhido um outro né “ativo"” da malha, O
algoritmo é& completado quando todoy oy now “ativox'" forem
t.estados, © quando nao houver maiss nenhuma aregtia
“aceitavel” a wer analivada, Faz-we no Apéndice B um exemplo

zgimples, passzo a pagmo, da técnica de Bryant.



89

4.35 - Malhay de Elementox Refinadas pelo Método de Bryant

A wmeguir, wdo mostraday axw malhay finaiy de
elementos referenteu a malha inicial da figura 28>,
obtidas através do refinamento pelo método de Bryant., em

simulag@o feit.a com o pacote comput.acional FEM=-2D.

A partir da figura ¢28), malha inicial, u&o
obtidag as qualro malhas finai¢ , admitindo-se CM = 1.25,

CM = 10, CM = 0.75 e CM = 05

Figura 33 = Malha final de elementos referente a f ig. 28

com CM = 125, 1 = 30°, yz = 15°



20

e e e st e e

fig. <28

final de elementos referente a

Malha

Figura 34

com CM = 1,00, 31 = 30°, yz = 15°
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Figura 38 = Malha final de elementoz referente a fig. 28>

com CM = 0.75, 31 = 30°, 2z = 158°
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Malha final de elementos referente a fig. <28

com CM = 050, 1 = 30°, z = 158°

36

Figura




4.3.6 - Fluxograma do Método de Bryant

> N l

Escolher um " né ativo", "né"

da malha inicial

(2)—

v

+

Criar uma lista com tLodas as
arestlayg ligadas ao "né
at.ivo"” escolhido

ARESTA = 1, 2, ..., n

4
l
yd
d \\

Aresta = \\
Arosita do >
Cont.orno //

\\\ ? /
N

Calcular o comprimento de cada
aregta da lista criada
d =1, 2, ..., n

w

Calcular a "fungdo digténcia”
aggsociada a cada uma dast
arestas da lista
f.d. =1, 2, ..., n

1

3>




3>

Calcular a interszegaoc de cada
“fungdo distancia", .d., com
sua respeclLiva arest.a, ARESTA

«w

Calcular o comprimento dos
segmentoy formadoss pela interse-
gao da "fungdo distancia”, com

suag regpectivas arestas

d(groi1NTY> = 1, 2, .s N

2> /\
AN
\\\
d=1,2,..,n >
d{(sEQINT) = :>
1,2,...,n 7

- 7

Calcular o &ngulo formado entre
a aresta oem anédlige, no sgenti-
do horario (ai1) e no mentido an-
ti-horario (az> em diregdoc a
primeira areuta "inaceitavel"”

ARESTA = 1, 2,

l

<4>

ce ey N
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<4>

" A

Calcular ¢ angulo formado entre
a aresta em analise <(aa) com
as arestas anterior ¢ pomte -~
rior

ARESTA = 1, 2, ..., n

Calcular as coordenadas do novo
“né*’ a =mer introduzido na
aresta em analise,Eq. <34)

ARESTA = 1, 2, ..., n

!

5>
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5>

A partir do novoe "né" criar duag
novasg aresgtast, AREAUX1 ©
AKREAUXZ que unam o© nd interi-
or criado a quaisquer doim “"nés"

da malha

AREAUX1
©@ AREAUXZ

vao para noés :>
do contorno

da malha

N
S

Calcular o a&ngulo formado entre
AREAUXE (4D, AREAUX2Z (3D com
ag regpectivas arestas do con- T
torno da malha.

(&) ////\\

1]
———
“»
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6>

ARESTA 1, 2, ...,n = ARESTA ACEITAVEL

l

N

/7 Existe N N
//mais de uma

éresta “aceit.avel'’
na lista
\\ ariada e

~N //
\\\?//

S

Se tLodas aw aresttay da lista
s80 "aceitaveis", é emcolhida a
arexsta com o menor angulo anti
horario formado com a prdxima
aresta,

Se na ligta criada exigtir uma
aresta “"inaceitavel”, esmcolhenr
como "aceitavel” a aroxta mais
préoxima da aresta diametral -
mente oposta.

+w

Se na lista criada existirem
duasg ou maiz arestag “inaceita -
veis'", escolher como "“aceitavel"
a aresta maix préxima da bisecgdo
do maior &a&ngulo formado entre
duas arestas "inaceitaveis",

-

7>
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>

ARESTA ACEITAVEL

-+

Introdug&o do novo "né" interior

<

Critério de Delaunay

l

(1>

4.4 - Conclusiio

Apreosentou~ue nesle Capitulo duay tLécnicau de
Refino de Malha de Elementos:, Difr erenga de Potencial e

Bryant..

A técnica da Diferenga de Potencial desenvolvida
por <RIBEIRQ, 1987>, de implementagic bastante simples n&o
forneceu uma malha final de boa qualidade, obsmervar f iguras
31> e (32>, Ismo deve-me a limitagio de ndo me ter aplicado

o critério de Delaunay apés a introdugdo de cada novo ""né".

A técnica de Bryant, de introdugdo de ‘“nésm"
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interioress por c<ritériog exclusivamente geométricos, é de
implomentacio maix complexa. Az malhas finais obtidas sao de
boa qualidade, obmervar figurast (33D, (34D, 3B e 36D, A
flexibilidade para variar a Constante Mulliplicativa, CM, e
og anngulos: 1 e pz torna poussivel fazer um melhor ajuste no
refino da malha. A aplicagido do critério de Delaunay apés a
inbrodugio de cada nove "né" aliado aos crilérion de Bryant

garantem a boa qualidade final da malha,

No Capitulo seguinite zeraoc apreusentados calculoxu
de campos eletrostalicos o magnetoglaticos, utilizando a
t.eoria apresentada, feil.ou com o© pacotl.e computacional

FEM-2D. Este pacote computacional é descrito no Apéndice C.
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CAPIULO - B

APLICACAO

5.4 - Introdugio

Sao apresentados neste capitulo aplicagdes:s da

Geragao Automatica de Malha no Calculo de Campos:

Elelrostaticos e MagnetLomtaticos Bidimensionaiss atlraves: do

Mét.odo de Elementos Finitos.

5.2 - Aplicagio no Cdlculo de Campos: Eletrostiticos:

521 - Cilculo do Campo Eletrostitico de uma Calha

Retangulaxr

Considerar a figura (37> abaixo que representa a

calha retangular a ser estudada

V=20 V= Vo

L 4

V=0 X = d %

Figura 37 - Calha Retangular
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A resolugio analitica da equagio de Laplace para a

figura (37> resulta em (HAYT Jr., 1983D

Sen

[0 0]
4 Vo 1 Senh {m n x / bd mn y
V= — Zm Senh <m n d 7 B> b 86>

1,impar

que fornece o potencial V em qualquer ponto interior da calha.

O mesmo problema pode ser resolvido através de

simula¢io no pacote computacional FEM - 2D.

A Tfigura (38> abaixo representa a delimitacio do

dominio a ser estudado, considerando d = 9cm e b = 7S8cm

V=0

Veo V,:LOOV

V=0

Figura 38 - Delimitagdo da regiio referente i calha

retangular
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A partir da figura 38, gera-se automaticamente a

malha inicial de elementos para a calha retangular.

P s Y

&

e At
P

ey

Figura 39 - Malha inicial referente 2 calha retangular

A partir da figura <39), refina-se a malha
inicial e obtém-se a malha final de elementos referente 2
calha retangular. Considerando CM = 05, y1 = 30° e

rz = 15°
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Figura 40 - Malha final referente i calha retangular

A partir da malha final de elementos obtém-me as

equipotenciais refevaentes a calha retangular,

considerando-se Vo = 100 V.
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Figura 41 - Equipotenciais referentes a calha retangular

Dost resultados obtidos da equagio (86) e através

da figura <(41) constréi-se a tabela seguinte
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% y Y \) er:\o
equagciao (B6D Tigura (41> %
o 0 0 (¢} (4]
3,5 3,75 0,11 0,1 9
5,4 3,78 0,21 a,2 5
6,3 3,75 0,32 0,3 6
6,9 3,75 0,44 0,4 1%
7,5 3,75 0,53 0,5 6
7,9 3,78 0,62 0,6 3
8,25 3,75 0,72 0,7 3
8,55 3,7.'5- 0,82 0,8 2
8,75 3,75 0,91 0,9 1

A coluna do erro ¥ da tabela anterior representa a
diferenga entre os valores encontrados através da equacio
86> e da figura 41>, considerando os resultados obtidos
através da equaglio (86> como corretos, onde utilizou-se os

trest primeiros termos da série.
5.2.2 - Cilculo do Campo Eletrostitico da Regiio em L
Congidere a figura 42> abaixo que representa a

delimitagio do dominio a ser estudado, conaiderando

V= 100 V na parte interna da regi&o em L.
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Figura 43 ~ Malha inicial referente a regiSo em L
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Figura 44 - Malha final referente a regido em L

Considerando-se CM = 0.75, Yy = 30° e Yz = 15°,

107
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Figura 45 - Equipotenciais referentes A figura 44D

Para obter melhores resultados s utiliza-ste uma
consttant.e multiplicativa menor que 0.75. Esaa escolha
proporciona um maior refinamento da malha. Utilizando-se

CM = 05, y1 = 30° e 72 = 15°, obtém-szse
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Figura 46 - Malha final referente a f igurad43) admitindo~se

CM = 05, 1 = 30° o yz = 18°
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ferentes a figura (46)

iais re

tenc

quipo

Figura 47 - E
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concentragdo dos

de

Zoom referente a regido

Figura 48~

menores triangulos da figura (46D
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Figura 49 - Equipotenciais referentes a figura <48)
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5.3 - Aplicagio no Cilculo de Campos Magnetostiaticos
Para verificar o funcionamento do FEM - 2D na
solugio de problemas: magnetostaticos, considera-se uma

maquina elétrica simplificada, de poélos salientes.
?@ (

Figura 50 - Miquina elétrica de poélos salientes

A figura 50> representa uma miquina de quatro
polos. Para uma maquina com um ntmerc maior de poélos,

pode-se fazer a seguinte representacio
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] 0000

Figura 51 - Representacio de um maquina elétrica

A representagio feita na figura 51> é
aproximadamente real, porque a curvatura nesta regifio &
pequena. Aproveitando a simetria existente, pode-ste obter

uma representagio ainda mais simplificada.

A representagio mais simplificada é feita na
figura <52>. Nesma mituagdo a malor parte das condigles de
contorno sio nulass. Na lateral dirveita, tem-ze uma condigdo

de Neumann. Na lateral easquerda porque a corrente & de
Y
sentido contrario no outro pélo tem-ze A = 0.Em cima, devido

>
a mudanca de meio, pois o fluxo passa pelo ferro tem-me A =

0.Em baixo, devido a wmimetria com o lado diametralmente
Y
oposto da maquina, tem~se A = 0. Além disso ha uma



distribuicdo de corrente.

Figura 52 - Representagdo simplificada de uma maquina

elétrica

Feitas: estas consideragles:, utiliza-se o pacote

computacional FEM - 2D.

Considerar a figura 83> que representa a

delimitaq&"o do dominio a ser eutudado.
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Figura 53 =~ Definigdo do dominioc da maquina elétrica

simplificada
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Figura 54 - Malha inicial de elementos referente a figura 53
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s T e

Figura 55 ~ Malha final referente a figura 53D

CM = 05, y1 = 30° e 2 = 15°
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54 - Conclusio

Procurou-sie neste Capitulo fazer uma aplicagdo da
Leoria apresentada no trabalho para o calculo de Campos:

eletrostaticos ¢ magnetostaticos bidimensionais:.

No item 521 apresentou-se o calculo do campo
eletrostatico de uma calha retangular, figura <41>, onde a
solugdio analitica & conhecida, equagao 86>. Obteve-se
resultados: =zatisfatédrioss em simulagdo feita com o pacote
FEM-2D para a regific central da calha, ver tabela pay. 105.
Observa~se entretanto os errost cometidos nos pontost de
destcontinuidade de potencial, canto sguperior e inferior
direito. No item 5.22 apresentou-se o calculo do campo

eletrogtatico da regiZfio em L.

No item 5.3 apresentou-se o mapeamento do fluxo do
pélo de uma maquina elétrica, zem =z preocupagio com a
dimensio da maquina, preocupagéo esta fora do escopo deste

trabalho.
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CAaPiULO - 6

CONCLUSAO
6.1 - Introdugio
Sao descritas, neste Capitulo, ass conclusSes

obtidas no demenvolvimento do trabalho e g&o apresentadas

algumas: sugestBes: de Lemas para trabalhos correlatos.

6.2 - Conclusdes Finais

A Geracio Automatica e o Refino da Malha de
Elementos sdo fundamentaist para a obtengio de resultados
satisfatdrios na utilizagiio do Método de Elementos Finitos

para o calculo de campos eletrostiticost ou magnetomtaticos.

As maioresx: dificuldadex de quem tenta discretizar
um determinado dominio Q > em elementos finitos
triangulares,estfo relacionadast com = qualidade final e

digtribuigéio desmem tridngulost em todo o dominio 0.

O atual trabalho apresenta técnicas puramente

geométricas de Geragiio Automatica e Refino dav Malha,



122

Delaunay e Bryant, que possibilitam obter uma malha final
com boa qualidade e disgtribui¢io de tridnguloss, para
diferentes regides bidimensionais, observar as Tiguras (40D,
(46> e (B5)>. Ressalta-sze que a malha final ¢ obtida a partii;
da malha inicial definida com nos apenas no vcont.orno da

geometria.

O ‘“programa" FEM - 2D, permite variar a Constante
Multiplicativa, CM, e ost Angulos de convergéncia 1 e jz.
EBamnta variac@io pousibilita obter diferentes malhac para um
mesmo dominio, alé gue =e opte pela melhor malha final.
Obsterva-se que os menores tridngulos se concentram proximos:

ast menores arestas definidast no dominio.

E importante ressaltar que a restrigio de nio sme
poder introduzir "néu" nax arestau do contorno pode smer
compensada pela experiéncia do pesquisador. Procura-se entio
alocar um maior ndmero de “nés"”, durante = def inig¢do do

dominio, na regiio de maior variacfio do campo.
6.3 - Propostass para Trabalhos Correlatos

Com o objetivo de dar continuidade ao trabalho,

sdo propostos os seguintes temas
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- desenvolvimento o implementagio da técnica de introdugio
de novos ''més' nas arestas do contorno, obgervando-se o

critério de Delaunay;

- desenvolvimento e implementagido de (Lécnicas de controle

adaptativo da malha final de elementos:

- unifo da teoria do Método dos Elementos Finitos com a
Leoria do Método dos Elementos: Integrais de Fronteira, em um
Unico trabalho para resolver problemas: com contornos:

fechados: e abertos;

= implementagdo de um "programa"” tridimensional (3D)

utilizando o Método de Elementos: Finitos:;

Estes trabalhos deverio utilizar o material ja
disponivel tanto na UFMG/LEAT, como também nos outros
centrost de emtudo de calcule de campo, UFSCG, USP e
CEPEL/RIO. Com isto, eospera-se aprimorar au técnicas atuais
e demenvolver um 'programa" que auxilie na andlise e projeto

de dispositivos: e equipamentos elétricos com qualgquerxr

geometria.
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ArENDICE A

UM EXeMPLO DE APLICACAO DO “MEF" UNIDIMENSIONAL

O objetivo deste apéndice & ilustrar uma
aplicagi@o do método de oelementos finitog  om problemas:

unidimensionais,

O elemento linear unidimensional ¢ um segmento de
comprimento L o dois nés, um om cada extremo, fig. <B7>
abaixo. Os nés sio denominados "i' e * J" e os valores nodais
por & o ;. A origem do wsistema de coordenadast emsta &

esquerda do né i,

@

~

J-,_-_---——--__-_....__'—

LS

X

t
'
!
!
'
!
1
'
'
I
'
i
I‘

J

[ P,

Figura 57 - Elemento linear unidimensional
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O parametro ¢ varia linearmente entre om nés, e a

equagdo para ¢ é

¢ = as + az %

Os coeficientes a1 e az podem ser

ustando amx condigBes nodaiss

. ¢ =% em x=Xi

¢ =2; em x = X;

para desenvolver o par de equagles

PL = a4 + az Xi

j = a1 + az Xj

que da ait e az como

BiXj - B;Xi
a1 =
Xj - Xi
; - &i
az =

Xj - Xi

CA1DD

determinados

A2

A3

CA4D
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Subsitituindo-se CA4D am CA1D =) rearran jando,

obtem~sge

X;i - % x - Xu
PO = —_— & + —_— 2 CASD
L L
onde X; - Xi. foi substituido pelo comprimento do elemento,

L.

A equagdo C(A5) ¢ uma forma padrio de elemento
finito. Os valores nodais =x3o multiplicados por ungSes
lineares de x, as quais 80 chamadas de fungSes de forma ou
fungBes de interpolagdo. Essas ungfes: s3do denominadas pc;r N
com um subindice para indicar a qual né cada ungao de forma

esta associada.

As fungBes de forma em (A5) s3Jo denominadas por Ni

© Nj com
X; - x x - Xi
A equagdo (AB5) pode ser reescrita como

¢ = N %L + N; &; CA?D

e também como
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¢=[N]{§} CAB)
orto [W]=[m w] e [e}-

J

Exemplo : Um elemento linear unidimensional foi usado para
aproximar a distribuigdo de temperatura em uma barra. A
solugdo indica que as temperaturax nox nom ‘i o 3" =30
120° o 90° C, resxpectivamente. Determinar a temperatura no

ponto 4 c<cm da origem e o gradiente de temperatura do

elemento. Os nés "i" e "j" emt.3o localizados em 1,5 e 6,0 cm

da origem.

120° - - - -

90 - - -~ -~ -

- e e o o - e e - -

Pomda = = - - - — — —

h_---_ - -

Figura 58 - Exemplo de aplicagio do MEF em elemento linear

unidimensional
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Para calcular a temperatura em x = 4 aplica-ue

diretamente a equagdo (A5

6 - 4 4 - 1,5
_ | 120+ | ———— | 90
4,5 4,5

¢ X = 4D

¢ x = 4

103,3°C

"

O gradiente de temperatura do elemento é

encontrado derivando-se ¢(x> em relagio a x, assim

] = - 6,67°C/cm
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ArENDICE B

A INTRODUGAO DO PrRIMEIRO "NO" NO REFINO DA MALHA DE

ELeMENIOS

O objetivo deste apéndice é wmeguir paszo a passo
og critérios sugeridos por Bryant (BRYANT, 1985) para a
introduge'}'o de "néz" interiores a uma determinada geometlria,

para melhor ilugtraxr ¢ método.

Considera-se a figura (59> abaixo, em forma de L,
&4 qual foi aplicado o critério de Delaunay para gerar a

malha inicial.

4
¢
F (0:t) E .
D (”uyz)
o C {
A ts@,o)ic

Figura 59 - Geometria em forma de L
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Obstervar que n3io se Lem nenhum '"né" interior & malha

inicial.
PASSO 1> Escolha do '"né ativo®.
"A priorxri" todos O nos s8850 ativos.
Egcolheu-sqe o ponto "A' como né "ativo'" a ger analisado.

PASSO 2> Determinaq'éio da lista de arestas:.

Bageado no néd "A" tem—se a meguinte ligta
de arestas
" né ativo " Lista de Arestas
AB
ICAII K‘ﬁ
AF

PASSO 3> Calcular a diferenga angular entre as
arestas adjacentes, a soma de todos os angulos deveré mer
igual a 360°.

Considerando-se adjacentes as arestas AB,
AD o AD, AF tem-me que a szoma dos A&ngulog internos e

externos a esses pares de arestas é igual a 360°,
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PASSO 4> Determinacdo da aresta ‘'aceitavel"
Critério 1iid O aresta nido deve wzer um
aresta do contorno. Egte coritério elimina da lgta do
passo 2 ax arestas AB e AG, que pertencem ao contorno da
’geomet.ria. Com isso, apenas a aressta AD passa a ser

analisada.

Critério i) O comprimento da aresita deve
#ar malor que « digtancia dada pela interaegio dele meemo
Cextondido me neceasariocd com a fungéio digtancia ddncluindo
ag  constantes mulliplicativas) associada oo dois ponto=s

extremos da aresta.

- Célculo do comprimento da aresta AD:
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- Determinagdo da ‘"fungéo distancia"
asgociada aos pontos “A" ¢ "D" que limitam a aresta AD :
Para nés do contorno a "fungdo distancia'

aggume a seguinte forma

x = a COS B + ¢ COS? &

y = b SEN <&> + d SEN? <&

- Determinagdo de "a" e "b" para o né "A"

Considerando-se as  arestass AB e AF como
#ondo am areslas do contorno ligados ao né "A'".

A> Rotacionar cada aresit.a para a powaigéo
K90° mais proxima, ai e az por exemplo, onde K = 0, 1, 2 ou
3.

Tomando-se como referéncia o sistema abaixo e

comparando-o c¢om a ligura (59> tem-=ze

Ya
K = 1
K = 2 K = O
X
K = 3

AB » K = 0 » posigéo a1

AF » K = 1 » posigSo az
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B> Calcular o comprimento dast arestazs AB e

AF, d1 e dz por exemplo.

&l

= ds = 1

_-dzu‘l

P
@

C> Agora faga

]

o = MIN Cdt , dz D > qgo =d1 = dz = 1
qs = MAX C de , dz D> 5 e = de = da = 1

gz = 0,5 (di +dza D> 9 qz = dit = dz = 1

D> Se as posicgles a1 e az forem idénticas,

fazer

a=mb=q

Como as posigSes de a1 e a2z n3o =mzSo

idéntices, ver aritério A, tem-we

a1 az >akbrkq

E> Escolher "a" e "b" de acordo com a posiqso

de qo, isto é, K = 0, 1, 2 ou 3
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qo = d1 = dz =1
di & postig8o at » K = 0
Km O3 amqgz;b = q1; ¢ = Ca~bd; d = 0O

a=1;b=1; ¢=0 3 d = O

Esscolhendo~se dz tem~sue

dz = posigido az » K =1

Km 1 3 am-qe; b m=qz; ¢ = 0; d = Ca - bd

awm=1 ;3 b m=1 ; ¢ =w 0;d =0

Ou seja di = dz resulta na mesma 'fungdo

digtancia'" augociada ao né "AY

x = 1 COS &

y = 1 SEN <©

= Determinagdo do ponto de intersegdo da
aresta AD C y = x > com a “fungdo distancia" associada ao
né "A':

Resiolvendo-se o sistema de equaglSes formado
pela equagdo que define a aresta AD e a equagdo da “fungao

digtéancia" associada ac né “A", tem-sme

COS (6> = SEN (6> para @ = 45° ¢ @ = 225°
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Asgim

X =y=071e x=y= -0,71
Admitindo-se uma Constante Multiplicativa,
CM = 05 tem-ze

X = ym 0,355 e x =m y = ~-0,355

Procedendo-so da mesma maneira pode-se

determinar "a" e "b" para o né "D"

A> DC o K = 0 =« pomigdo at

DE K = 1 o posigio az

B> DC = d1 = 12

DE = dz = 1.3

C> gqo = MIN C( dt , d2 D o go = d1t = dz = 12
qs = MAX < ds , d2 D o g1 = d1 = dz = 1/2

qz = 0,5 C de + d2 > =+ qa = di = da = 12

! D> a4 = a2z » a = b = u

E> qo = d1 = dz = 1/2
di < posiig8o a1 » K = O

Ko 0 agami1/3; b mw1/3 c w03 d=0
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Esicolhendo-se dz tem-ze

dz = posigdo az » K = 1

K= 1 b a=1/2; b ==1/2; ¢ = 0; d = O

Ou seja, di = dz resulta na mesma "fungdo

digstancia' para o né "D

x = 172 COS &

y = 172 SEN <&

= Determinagdc do ponto de intersegdo da
aresta ADC y = X > com a "fungdo distancia" asmociada ao
né *“D':

Resolvendo-ze o smistema de equagBes formado
pela equagdo que define a aresta AD e a equagéo da "fungdo

digtancia" associada ao né "D, tem-se

COS ¢8> = SEN (6) para 8 = 45° ¢ 6 = 225°
X =y = 0,71 0 x=y = -0,71
Admitindo-se uma Constante Multiplicativa,

CM = 05 tem-=e

Xwy=0308 0 x = y = -0,356

Agora, calcula-se ¢ compara-se o comprimento
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do seymento A’D’  formado pela intersegdo das "fungGes
datancias' agsociadas aos noéa A" o '"D" com & areat.a

AD, ver figura (56> abaixo

F. £
P,
AN
'I - . /Y
| . R
s
! \.\ -
\\\ ’ , I
~LD c
.'/'- \"
XN
< -
.»“’” \‘«.
‘/
A AN
b -
| { .
ey B
Ve
rd
’/
7
’/
rd
} 4 1%

Figura 60 - Intersegdo das fungdes distancia

Ou seja, a fungdo distancia associada ao né "A"
intercepta a aresta AD nos pontos D’ e D” e a fung8o
digtancia associada a0 né "D" intercepta a aresta AD

nos pontos A’ e A”, formando-se o segmento A’D’ de

intermegiio ontre am duss fungdem disténcia.

L

/ 2 2
9 - [ *A” xb‘] + [ Ya~ yb‘]
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P z |
a— = [ 0145 - 0.355 ) + [0.145 - 0.355 ]

d— = 0.297

A’D’

Comparando-se d— com d— obtLem-gse
AD AL’

d— > d——
AD A‘D’

Continuando a analise dos critérios, tem-se

Critério iiid Devera exigtir um 4ngulo de no
minimo (1> {Lanto no =entido horéario como no wmentido
anti-horario da aresta em analise om diregéo & primeira

aresta “inaceitavel".(y1 = 30°>
Considerando a aresta AD em analize, tem-se

AD L AB = 45° > 30°

AB primeira aresta “inaceitavel” no sentido horario

AD L AF = 45° 3> 30°

AF primeira aresta “inaceitavel” no sentido anti-horario
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Critério ivd O angulo entre a aresta

- . o
anterior ¢ a aresta posterior deve ser menor que 180,

Conziderando AF, aresta posterior, e AB,

aresgta anterior, tom-ge

AF / AB = 90° < 180°

Determinagioc das coordenadas: do possivel né

interior

Conssiderando o né A = (x,y1),B = (xz2,y2),

d« = AB, dz = AF e utilizando a equacgio (74> tem~me
Xt = (1 x 05 + 1 x 0O/¢1 + 1> = 0.25

yi = 1 % 08 + 1 x 00/¢1 + 1> = 0.2B

X = 025
ponto 1
yvi = 025

Ver figura (61> a seguir
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\ ™,
\ ~ D
! \L —e C
; e |
¢ N, ~ N
"» _f'.- .,
i A .,'(. .,
i -
S .
—"’ _‘-—~_ ' (
i ~ "—-.~__ . i
I T N
peal ‘-—_:3
A B

Figura 61 - Localizagdao do né interior

Critério v)>) Se uma aresta ¢ partida
blgeccionadod o me ambax ax lnhag vio para um né do

contorno, o &ngulo entre a aresta do contorno e a linha da

bisecg@o deve ser maior que (2. (yz = 15°)

Considerando o provavel né interior, I, e osm

arestas IF e IB da figura anterior, tem-sze

FA 4L FT > 15°
BA 4 BT > 15°

Com iszso, pode se concluir que a aresta AD,
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atlé este passo, é uma aresta “aceitavel'. A analise final é
Teita baseando-ze no alt.imo dost Lré&as aritérios de
aceltabilidade, item 4.3.3, de onde conclui-ge
definitivamente que a aresta AD ¢ uma aresta "aceitavel".

O ponto I & ontdo confirmado como um novo '"né" interior da

malha.

FE‘ £
e
1 \‘ .\\
AN
Y .
? t -\‘ 13
AN
i Y .,
i 5 .
5 Nt
' "\ J" ., 1 C
! K AN, H
\ -~ ™~ !
t A i . H
3 ~, i
- “~ !
P ~ i
~ H‘-\_ A i
-~ T~ .
A B

Figura 62 - Malha com 1° “né" interior



O «¢ritério de Delaunay ¢ aplicado apés a
introdugiio do né interior o o algoritmo continua ate que
#o oggolem todas am posumibilldades em relagio ao ponto “AY,
quando entdo ¢ excolhido um ocutro né “ativo'" da malha, o
né "B" pox axemplo. O algoritmo termina quando todogs o
nés da malha forem Lemtados, inclumgive oz novos nos ceriados,

& quando n&do houver mals nenhuma arewta "adelitavel” o wer

analisada.



ArPENDICE C

O PAcoir ComMruiAacioNAL FEM - 2D

0 pacote computacional FEM ~ 2D foi desenvolvido
para calcular campoz eletrogtiaticos o maghetogtaticos em
arran jos bidimensionaig. Contribuiram gignificativamente

para o FEM - 2D chegar zao estagio atual (MAFRA JR.,1989> o

(MOTA, 1989,

Este pacote esta implementado em microcomputadores:
de 16 bitu. O tLempo de proceasamento necesmario demde &
goragido da malha inicial de elementos alé o calcule final
dos potenciaist depende diretamente do numero de ‘“nég’
alocados na delimitagdo do dominio O o do erro admitido na
resolucio do sistema linear <08d, <B4> o (74> (resoluciio
pelo método de Gaussz - Seideld. Todo o processamento ¢ feito

na meméria de acewso direto do microcomputador.

A seguir sjo discutidos cada um dos programast Jque
compdem o pacote computacional FEM - 2D, cu Jo fluxograma &

mosLrado na figura (63D.



FEM - Entrada de Dados

l

FEM - Processador de Dados } FEM - 2D

-

FEM - Saida de Dados:

Figura 63 - Programas que compdem o FEM - 2D

Processador Grafico do Matodo dos Elementos Finitos

Laboratorio da Extra Alta Tensac - UFMG

{ Pressione Alouna Tecla )

Figura 64 - Inicio do Pacote Computacional FEM - 2D
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O programa FEM - Entrada de Dados representa a
parte do pré-processamentoc do FEM - 2D. Nesmta etLapa ¢
definido o dominio Q a ser esgstudado. Faz-me a

geragédo e o refino da malha inicial, além de wme introduxir
ag condigGess de contorno referentes ao problema. Todos os
dados wmEo yravadost em arquivo.

A segulr zEo mostradagy os  principaig passos do

programa FEM - Entrada de Dadog.

FEM - ENTRADA DE DADOS
"Existe potencial flutuante ? (S/N)

nSinetria Axial ou Longitudinal?

Figura 65 - Inicio FEM - Entrada de Dadosu

'Eord. ¢ 100.00, 100.00

Harca o ponto
Cria rata
Cria circulo
Cria arco
Cria no

E - Escala .

S - Criar subregiao ¢
I - Alterar Subregiso

X - Sair do CAD
0 - Outro menu

Figura 66 - Menu Principal =~ FEM - Entrada de Dados



Eeord. 1 100.00 100.00

[a]

oon
air do Zoom
nos
Subresi
regiao
dados

it

ivo

rge arquivo ¢
a0 de Blocos

principal

§=====

OMIXIWMHOCOCON
FoEeg

-t IH

o8

Figura 67 - Outro Menu -~ FEM - Entrada de Dados

coord, : 100.00 100.00

- Marca o ponto
- Cria reta

= Cria circulo
= Cria arco
Cria no

P

R

C

|

N Crhlnu nun ratangulo
a

= Criar subregiao 1 3
1 - Alterar Subregiao ‘L‘""‘—‘—‘—[
- Sair do CAD
= Qutro menu

Figura 68 - Construcio da Regi%o em L




coord. : 110.00 110.00

OMXFOMACQCON

Menu principal
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Figura 69 - Opgio Zoom

FEM - Entrada de Dados

coord, : 110.00 110.00

OMRMIDWOCON
| I I B N 2N BN B B 2 |
[

]

Figura 70 - Zoom da figura <69




! FENM

|

Potencial =
e

Figura 71 - Der inigio dosx potenciaix do contorno

coord. ! 100.00 100.00

P - Marca o ponto
- Cria reta
C - Cria circulo
A - Cria arco
N - Gria fo tangul
= Lria nos num retanaulo
E - Escala .
- Criar subregiao %
1 - Alterar Subregiao TH————
- Sair do CAD
= Outro menu

Garando Malha...

Figura 72 - Gerando Malha




|
Otimizar? (S/N)

Qtinizacoes:0
No. de nos :34

Figura 73 - Malha inicial gerada / Opgao para otimizar

mtmte Multiplicativa

1.3

Figura 74 - Constante Multiplicativa <CMD

1

!
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e e —
Angulo de convergencia 1

Je

Figura 75 - Angulo de convergéncia 1 - ¥

Angulo de convergencia 2

15

Figura 76 - Angulo de convergéncia 2 - rz
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.m———-——‘
GRAUAR ? (S/N)

Figura 77 - Malha final obtida

O Programa FEM - Procemmador congisgte na parte do
processamento do FEM - 2D. Nesta etapa monta-ze e resolve-se
o migtema linear <08> para gravar o arquivo resultante a ser

analigado no FEM - Saida de Dados.

A seguir s3io mostrados os principais passos do

FEM - Processador de Dadosa.
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FEM - PROCESSADOR DE DADOS

NExiste potencial flutuante ? (S/N)

“Sinetria fxial ou Longitudinal?

Figura 78 - Inicio - FEM - Processador de Dados:

FEN

Qual o arquivo?
REGIAO_L. DAY

Figura 79 - Leitura do arquivo gerado no FEM - Entrada de

Dados
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FENM

- * ..
+* @
* +
- .
L *
. . 3
tae Tl
‘0.0‘
‘e
- * e e,
+ + e ¥l +“"
st 4 4 &
. e, ‘e, A 1
,.4‘ PRI L
= + P M . o + 0
L4 - * <
0 canpo a sar calculado a + - ST
elet;xgo ou nagnet ico?

Figura 80 - Definigdo do campo a smer calculado

R A TART,
’ 7 SIARASK TR
KEISESRKX

- >
Montar Sistana ? S/N A‘M‘ﬂ%ﬁ'}!

Figura 81 - Malha inicial gerada .~/ Opg3io para montar o

sistema linear <08>
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! Montando o sistena

Figura 82 - Montando o sistema linear <08

Qual a precisao ?
1E-3

Figura 83 - Precis3o para se resolver o sistema linear <08)



164

Bata inicial =
1-5

Figura 84 =~ Beta inicial para se resolver o siztema linear

<08>

]

RESOLUENDO O SISTEMA
No. de iteracoes :0

ai?ao : lfiy’m

Figura 85 - Resolvendo o mistema linear <08)
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Otinizar? (S/N)

Otinizacoas:0
No. de nos :158

Figura 86 - Opgdo para mudar a precis3o

SELECIONE 0PCAQ

P - Mudar Precisao
X - Fin

Figura 87 - Opgdo para gravar o arguivo
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O Programa FEM - Saida de Dados consiste na parte
de pég-processamento do FEM - 2D. Nesta otapa =80 analizados
© impresszos ox resulLados obtidog tantlo na entrada como no

process:amento de dados:.

A meguir =3oc mostrados owm principais passos do

FEM - Safda de Dados.

FEM - SAIDA DE DADOS

Qual o arquivo?
REGIAO_L.DAT

Figura 88 ~ Inicio =~ FEM - Saida de Dados
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FEN - SAIDA DE DAToo—
JANELA ATIVA = 1
QUALIDADE DE INPRESSAO = 2

TIPO DE SAIDA =

1

DADOS CORRETOS ? (3/N)

Figura 89 - Modo de maida 1

REGIAO EM L

Qual o titulo do grafico ?
(maxino 20 caracteres)

Tecle <(ENTER)

Figura 90 =~

Leitura do arquivo gerado no FEM -

de Dados

Proces=ador
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(REBIAD EN L !
[ e
E jroringr rrar h#
8 ﬁnmr rar G
S giair do;gm

L | Poun"'“u"unsuu
% i ragtros

2

Figura 91 - Menu principal FEM - Saida de Dados

REGIAC EM L

N | Mudar iais

I : uprm?rmé Ero?

f

N lmnmr%egorar Halhq

% : énpnmr/ﬂetlrar Geo.
+ £LOOM

e o

%P Po enclx,al do% Nos

N § R Sarmgtres

e ]

=)

Figura 92 - Malha Inicial
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FEN
e fstyias |
fipagar
AT
Zoon

air do Zoon
P:g u'l‘.dos Nos

arﬂetros
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1
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Figura 93 - Malha final

[REGIAD M L

ipotencial
THEtS Srnpengtats

Figura 94 - OpgSo para imprimir equipotenciais
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FEN
Mudar Equipo tenfxais

lnprnur

m

fnorinir t.FiF i~

Zoon

sair do Zoon
ressora

il e
r 1a ros

"
4

Figura 95 - Equipotenciais regiSo em L

T ooty

r E
mr;n g'rar Mal
mrm

oon "o : 2
a'chgofS"" JANELA ATIVA = 1

ul dos YOUALIDADE DE IMPRESSAD = |
r Raraetr(, oo be sain = 1
DADOS CORRETOS ? (S/N)

saswcavsecaccsnsrsasan

&_sr-wma—-z

Figura 96 - Opg3c modo de saida 2
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FEN T-_EEEF_—'%

iais
u)rnu H?
fpagar
SR
air do Zoom
ressora

Potencial dos Nos
r Para?etros
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Figura 97 - Janela ativa 3 / Malha final

FER

Inpressora

Potencial dos Nos

mr Parametros
r Janela

N : Mudar Ewmotencxaxs

1 ¢ lmorinir Egulgo

f ! fpagar %ego

N . Imorinir irar Halhq
g : zm)nmr/Retxrar

g ' Sair do Zoon

L :

AP

Ad !

"t
~

Figura 98 - Janela ativa 2 / Zoom malha final
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FEN
Mudar Eaumtenclais
lnprn;lr 9 agot.
Inprini?’ﬂ'egrar Malha
Inprinir/Retirar Geo.
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Figura 99 - Janela ativa 4 / Equipotlenciaiz regiiio em L




