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Resumo

Este trabalho possui três objetivos principais. O primeiro consiste de investigar

alguns resultados de gap, ı́ndice e não estabilidade para subvariedades f -mı́nimas. O

segundo deles é investigar a estabilidade, bem como critérios de não estabilidade, para

hipersuperf́ıcies de curvatura média constante (CMC) que intersectam em um ângulo

constante uma bola Euclidiana munida de uma determinada métrica conforme. O terceiro

objetivo consiste em estudar classificação e Índice de Morse de hipersuperficies mı́nimas

nas formas espaciais.

Na primeira parte desta tese estudaremos, no contexto de variedades Riemannianas

com peso, alguns resultados de gap (ou lacuna), buscamos também limitante inferior para

o ı́ndice de Morse e teoremas de não estabilidade para subvariedades f -mı́nimas fechadas

e de bordo livre.

Na segunda parte, obtivemos dois critérios de não estabilidade. O primeiro critério,

para hipersuperf́ıcies capilares, utiliza da região envolvida pela hipersuperficie e a “parte

molhada”da bola, denotada de região generalizada, obtemos que se tal região é simétrica

em relação a origem, então a hipersuperficie não é estável. O segundo critério afirma que

se o campo normal de uma hipersuperf́ıcie CMC de bordo livre possui média zero então

tal hipersuperf́ıcie não é estável.

Na terceira parte, determinamos que o ı́ndice de Morse de superf́ıcies mı́nimas de

bordo livre no espaço hiperbólico e esférico é pelo menos 4. Além disso, ainda no espaço

hiperbólico e esférico, concluimos que se uma superf́ıcie atinge Indice de Morse 4, então

o primeiro autovalor de Steklov é igual a curvatura principal da bola hiperperbólica e

esférica respectivamente. Para as formas espaciais, obtivemos ainda que, entre hipersu-

perf́ıcies mı́nimas capilares, as totalmente geodésicas são caracterizadas por uma condição

de pinçamento no comprimento de sua segunda forma fundamental.

Palavras-chave: subvariedades f -mı́nimas; ı́ndice de Morse, métrica conforme.



Abstract

This work has three main goals. The first consists of investigating some gap,

index and non-stability results for f -minimal submanifolds. The second one is to in-

vestigate stability, as well as non-stability criteria, for hypersurfaces of constant mean

curvature (CMC) that intersect at a constant angle a Euclidean ball provided with a cer-

tain conformal metric. The second is to study classification and Morse Index of minimal

hypersurfaces in space forms.

In the first part of this thesis we will study, in the context of weighted Riemannian

manifolds, some gap results, we will also look for a lower bound for the Morse index and

non-stability theorems for closed and free-bound f -minimal submanifolds .

In the second part, we obtained two non-stability criteria. The first criterion, for

capillary hypersurfaces, uses the region surrounded by the hypersurface and the “wetting

area” of the ball, denoted as a generalized region, we obtain that if such region is symme-

trical with respect to the origin then the hypersurface is not stable. The second criterion

states that if the normal field of a free boundary CMC hypersurface has zero mean then

such hypersurface is not stable.

In the third part, we determine that the Morse index of minimal free boundary

surfaces in hyperbolic and spherical space is at least 4. Furthermore, still in hyperbolic

and spherical space, we conclude that if a surface reaches Morse Index 4, then the first

Steklov’s eigenvalue is equal to the principal curvature of the hyperperbolic and spherical

ball respectively. For the space forms, we also obtained that, among capillary minimal

hypersurfaces, the totally geodesic ones are characterized by a condition of pinching in

the length of their second fundamental form.

Keywords: f -mı́nimal submanifolds, Morse index, conformal metric.
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8.2 Classificação de hipersuperf́ıcies mı́nimas capilares em formas espaciais . . 100

Referências Bibliográficas 102
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Apêndice C Demonstração de identidades 110
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Caṕıtulo 1

Introdução

Este trabalho possui três objetivos principais. O primeiro consiste de investigar

alguns resultados de gap, ı́ndice e não estabilidade para subvariedades f -mı́nimas. O

segundo deles é investigar a estabilidade, bem como critérios de não estabilidade, para

hipersuperf́ıcies de curvatura média constante (CMC) que intersectam em um ângulo

constante uma bola Euclidiana munida de uma determinada métrica conforme. O terceiro

objetivo consiste em estudar classificação e Índice de Morse de hipersuperficies minimas

nas formas espaciais.

1.1 Resultados de gap, não estabilidade e ı́ndice de

Morse de para subvariedades f-mı́nimas

Uma variedade Riemanniana com peso é uma tripla (Mn, g, efdv), em que Mn é

uma variedade Riemanniana que possui elemento de volume dv induzido pela métrica g

substitúıdo por dvf := efdv e f é uma função suave em Mn chamada de função peso (ou

função densidade). Seja Σk uma subvariedade em Mn, existe uma definição natural da

curvatura média da subvariedade Σk que considera o peso f do ambiente Mn, chamada

de f -curvatura média de Σk, definida por

Hf := H − (∇f)⊥,

onde H é o campo vetorial curvatura média de Σk e ⊥ denota a projeção sobre

o fibrado normal Σk. Tal definição foi utilizada nos trabalhos de Gromov (2002) (por

exemplo [17]) ao estudar os espaços “mm”(espaços métricos munidos da medida de Borel,

que têm como caso particular as variedades com peso). Para mais detalhes sobre varie-

dades com peso recomendamos os trabalhos de Morgan (2005) [31], Morgan (2016) [30] e

Rosales (2008) [40].

Uma subvariedade Σk de uma variedade Mn com peso f é chamada de f -mı́nima

quando sua f -curvatura média é identicamente nula, Hf ≡ 0 em Σk. A seguir, apresen-
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taremos alguns exemplos de subvariedades f -mı́nimas.

Exemplo 1.1.1. Subvariedades mı́nimas em uma variedade Riemanniana. Considere

uma variedade Riemanniana (Mn, g) com peso f ≡ C, com C sendo uma constante real.

Neste caso, as subvariedades f -mı́nimas são exatamente as subvariedades mı́nimas em

(Mn, g).

Exemplo 1.1.2. Self-shrinkers em (Rn, gcan, e
− |x|2

4 dvcan). Considere o espaço Euclidiano

(Rn, gcan) com peso f = − |x|2
4
, neste ambiente definimos as subvariedades self-shrinkers

Σk como aquelas que satisfazem H = −1
2
x⊥, onde x é o vetor posição em Rn e H é

curvatura média de Σk no ponto x. Self-shrinkers desempenham um papel importante no

estudo de singularidades do fluxo da curvatura média e têm sido objeto de estudos nas

ultimas décadas, por exemplo Colding (2012) [9] e Colding e Minicozzi (2012) [10].

Exemplo 1.1.3. Seja (Mn, g, efdv) um shrinking gradient Ricci solitons, ou seja, depois

de uma normalização, (Mn, g, efdv) satisfaz a equação Ric+∇2f = 1
2
g, com Ric sendo o

tensor de Ricci e ∇2 sendo o operador Hessiano. Equivalentemente, para o tensor curva-

tura Bakry-Émery Ricci satisfaz Ricf =
1
2
g, onde Ricf := Ric+∇2f . Nesta configuração,

podemos considerar hipersuperf́ıcies f -mı́nimas em (Mn, g, efdv). Em particular, uma

subvariedade self-shrinker Σk em Rn é uma f -mı́nima no espaço Gauss shrinking soliton

(Rn, gcan, e
− |x|2

4 dvcan).

Exemplo 1.1.4. Considere o espaço hiperbólico Mn = Hn(−1). Seja r função distância

de um ponto fixo p ∈Mn e f(x) = (n− 1)ar2(x), onde a > 0 é uma constante. Conside-

remos também Ricf ≥ (n− 1)(2a− 1). As esfera geodésicas de raio r centradas em p são

hypersuperf́ıcies f -mı́nimas se o raio r satisfaz 2ar = coth r.

Uma subvariedade f -mı́nima pode ser entendida de duas maneiras. Um primeira

modo é notar que Σk é f -mı́nima se, e somente se, Σk é ponto cŕıtico do funcional volume

com peso efda, onde da é o elemento de volume de Σk. Alternativamente, Σk é f -mı́nima

se, e somente se, Σk é mı́nima é uma métrica conforme g̃ = e
2f
n g.

Exemplo 1.1.5. Subvariedades mı́nimas em (Mn, g̃ = e
2f
k g) são subvariedades f -mı́nimas

em (Mn, g, efdv). Citamos o trabalho Cheng et al. (2015) [8] que explora extensivamente

essa relação.

Do ponto de vista variacional, Σk é f -mı́nima se, e somente se, Σk é ponto cŕıtico

do funcional área com peso daf := efda, onde da é o elemento de volume de Σk na métrica

g. Tomando como exemplo o espaço Euclidiano com peso f , ou seja, (Rn, gcan, e
fdvcan),

consideremos ψt uma variação normal de uma imersão Σk. Definimos o funcional área

com peso f por

Σt 7→ volf (Σt) =

∫
ψt(Σ)

efda.
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Seja X = ∂ψ
∂t
(0, x) um campo variacional com suporte compacto em Σk. Então, a

primeira variação do funcional área com peso é dada por

d

dt
volf (Σt)

∣∣∣
t=0

= −
∫
Σ

〈
X,H − (∇f)⊥

〉
efda.

Tendo em vista a formulação anterior, é posśıvel observar que Σk é f -mı́nima

se, e somente se, Σk é ponto cŕıtico do funcional área com peso, ou equivalentemente

H − (∇f)⊥ = 0.

É natural investigar quando uma subvariedade f -mı́nima é um mı́nimo local do

funcional área com peso. Para avançar nessa questão, é necessário introduzir a segunda

variação do funcional área com peso, explicitamente dada por:

d2

dt2
volf (Σt)

∣∣∣
t=0

= −
∫
Σ

⟨X,LfX⟩ efda := Qf (X,X),

onde o operador eĺıptico Lf , chamado de operador f -estabilidade é definido por

LfX = ∆⊥X −
(
D2f

)⊥
+ ⟨A,X⟩A,

com A sendo a segunda forma fundamental de Σk. O ı́ndice de Morse de uma subvari-

edade f -mı́nima, denotado por Indf (Σ), é definido como sendo o número de autovalores

negativos do operador Lf . Intuitivamente, o ı́ndice de Morse (ou simplesmente ı́ndice)

pode ser interpretado também como o máximo das dimensões de subespaços vetoriais das

deformações com suporte compacto que diminuem a área, portanto, uma subvariedade

f -mı́nima Σk é estável se, e somente se, Indf (Σ) = 0.

Consideremos a bola Euclidiana unitária Bn
1 (0) := Bn centrada na origem como

subconjunto de (Rn, gcan, e
fdvcan). Uma subvariedade Σk é dita ser f -mı́nima de bordo

livre em Bn se Σk é f -mı́nima e intersecta ∂Bn ortogonalmente. Neste caso definimos

ı́ndice de Morse e estabilidade considerando o seguinte problema de autovalor descrito a

seguir.

Um número real λ é dito ser um autovalor de Lf se existe um campo de vetores

admisśıvel não-nulo X ∈ X(Σ)⊥ tal que

{
LfX = λX, em Σ,

(∇νX −∇Xν)

⊥

∂B = 0, em ∂Σ,
(1.1)

onde (·)

⊥

∂B indica a projeção normal de uma campo sobre ∂B. Semelhantemente, o ı́ndice

de Morse de Σk é definido como o número de autovalores negativos do problema (3.42) e

Σk, é dita ser estável se Indf (Σ) = 0.

Neste trabalho estamos interessados em estudar as subvariedades f -mı́nimas em

(Rn, gcan, e
fdvcan), mais especificamente alguns resultados do tipo lacuna (também cha-

mado simplesmente de gap), não estabilidade e ı́ndice de Morse no contexto de subva-

riedades f -mı́nimas. No que se segue, apresentaremos alguns resultados anteriores que

motivaram nossa pesquisa bem como nossos avanços.
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Um dos objetivos deste trabalho compreende investigar o ı́ndice de Morse de subva-

riedades f -mı́nimas. Em 2012, Colding e Minicozzi [9] provaram que toda hipersuperf́ıcie

self-shrinker completa propriamente imersa não é estável. Equivalentemente, este resul-

tado diz que o ı́ndice de Morse de uma hipersuperf́ıcie self-shrinker completa propriamente

imersa é maior ou igual a 1. Hussey (2013) [20], obteve o seguinte teorema:

Teorema 1.1.6 (Hussey (2013) [20]). Seja Σn ⊂ Rn+1 uma hipersuperf́ıcie self-shrinker

completa propriamente mergulhada sem bordo com crescimento de volume polinomial.

1. Se Σn = Rn é um hiperplano que passa pela origem, então o ı́ndice de Morse de Σn

é igual a 1;

2. Se Σk = Sk(
√
2k) × Rn−k para algum 1 ≤ k ≤ n, então o ı́ndice de Morse de Σn é

igual a n+ 2;

3. Se Σk ̸= Sk(
√
2k)× Rn−k, então o ı́ndice de Morse de Σn é pelo menos n+ 3.

A hipótese de mergulho em [20] foi posteriormente removida por Impera (2019)

em [21].

Teorema 1.1.7 (Impera (2019) [21]). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie self-shrinker completa

propriamente imersa em Rn+1. Então:

1. O ı́ndice de Morse de Σn satisfaz Indf (Σ) ≥ 1, onde a igualdade é válida de e

somente se Σn é um hiperplano passando na origem;

2. Se Σn é não totalmente geodésica, então Indf (Σ) ≥ n + 2. Além disso, Indf (Σ) =

n+ 2 se e somente se Σn = Sk(
√
2k)× Rn−k para algum 1 ≤ k ≤ n.

Para o caso de codimensão alta Jiang-Sun-Zhao (2019) em [22] provaram o seguinte

teorema:

Teorema 1.1.8 (Jiang-Sun-Zhao (2019) [22]). Seja Σn uma subvariedade self-shrinker

completa propriamente imersa em Rn+p. Então

1. O ı́ndice de Morse de Σn satisfaz Indf (Σ) ≥ p, onde a igualdade é válida de e

somente se Σn é um n-plano;

2. Se Σn é não totalmente geodésica em Rn+p, então o ı́ndice de Morse de Σn satisfaz

Indf (Σ) ≥ n+ p+ 1;

3. O cilindro Sk(
√
2k) × Rn−k (para algum 1 ≤ k ≤ n), como self-srinker em Rn+p,

satisfaz

Indf

(
Sk(

√
2k)× Rn−k

)
= n+ p+ 1.
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Neste trabalho, nos propomos investigar generalizações dos resultados anteriores

para o caso em que Σk é uma subvariedade f -mı́nima em (Rn, gcan, e
fdvcan), neste con-

texto, assumiremos que a função peso f é radialmente simétrica, ou seja, f(x) = f(|x|2),
com x denotando o campo posição de Σk. Para o caso de hipersuperf́ıcies (onde a notação

será alterada, o ambiente terá dimensão igual a n+1 e a hipersuperf́ıcie dimensão n), ou

seja, k = n, em Rn+1, obtivemos os seguintes resultados:

text

Teorema 1. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie f -mı́nima completa não compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (Rn+1, gcan, e
fdvcan), com função

peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′′ ≤ 0.

Então, se Σn não é totalmente geodésica, Indf (Σ
n) ≥ n+ 1.

text

Teorema 2. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie f -mı́nima completa não compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (Rn+1, gcan, e
fdvcan), com função

peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′ ≤ 0 e f ′′ ≤ 0.

Então, se Σn não é totalmente geodésica, Indf (Σ
n) ≥ n+ 2.

O Teorema 1 e o Teorema 2 possuem versões para o caso bordo livre: text

Teorema 3. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie f -mı́nima de bordo livre na bola Euclidiana

unitária Bn em (Rn+1, gcan, e
fdvcan), com função peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′′ ≤ 0.

Então, se Σn não é totalmente geodésica, Indf (Σ
n) ≥ n+ 1.

text

Teorema 4. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie f -mı́nima de bordo livre na bola Euclidiana

unitária Bn em (Rn+1, gcan, e
fdvcan), com função peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′ ≤ 0 e f ′′ ≤ 0.

Então, se Σn não é totalmente geodésica, Indf (Σ
n) ≥ n+ 2.

Para o caso fechado de codimensão alta é posśıvel garantir, com certa hipótese sobre

f , que o ı́ndice de uma subvariedade f -mı́nima é pelo menos 1. Esse fato é consequência

direta do seguinte resultado: text

Lema 1. Seja Σk uma subvariedade f -mı́nima em (Rn, gcan, e
fdvcan), onde a função peso

f é radial (f(x) = f(|x|2)), então a componente normal x⊥ do campo posição de Σk e a

componente normal y⊥ de um campo vetorial constante satisfazem

Lf{x⊥} = −4
(
f ′ + f ′′|x|2

)
x⊥, (1.2)

Lf{y⊥} = −4f ′′⟨x, y⟩x⊥ − 2f ′y⊥, (1.3)
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onde Lf é o operador estabilidade.

Como consequência direta do Lema 1, mais especificamente a identidade (1.2), é o

seguinte Teorema: text

Teorema 5. Seja Σk uma subvariedade f -mı́nima completa não compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (Rn, gcan, e
fdvcan), com função

peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′ + f ′′|x|2 < 0. (1.4)

Então, Indf (Σ
k) ≥ 1. Em particular, Σk não é f -estável.

Além das subvariedades self-shrinkers, f = − |x|2
4
, do Exemplo 1.1.5, sabemos

que uma subvariedade f -mı́nima em (Rn, gcan, e
fdvcan) é uma subvariedade mı́nima em

(Rn, g̃ = e
2f
k gcan). Consideremos a seguinte variedade Riemanniana(

Rn, g̃ =
1

(|x|2 + 1)2α
gcan

)
. (1.5)

Para 0 ≤ α ≤ 1
2
, tal variedade é completa, como demostrado em Zhu (1994) [46].

Esse ambiente é um exemplo onde o Teorema 5 se aplica. Basta tomar

f(t) =
k

2
ln

(
1

(t+ 1)2α

)
, (1.6)

com t = |x|2 e verificar que a função f(t) = f(|x|2) em (1.6) satisfaz a condição (1.4).

Observação 1.1.9. A desigualdade estrita em (1.4) é uma condição necessária. Consi-

deremos o espaço completo (
R3\{0}, g̃ = 1

|x|2
gcan

)
, (1.7)

tal espaço é isométrico a S2 × R munido da métrica produto canônica, fato provado por

Corro et al. (2020) [11].

Quando visto como variedade com peso (R3\{0}, gcan, efdvcan), onde

f(t) = ln

(
1

t

)
,

com t = |x|2, é fácil ver que f ′+f ′′|x|2 = 0. É sabido que em S2×R a superf́ıcies S2×{p},
para algum p ∈ R é “estável” no sentido que a segunda variação do funcional área é nulo

para toda variação com suporte compacto.

Para o próximo resultado precisamos estabelecer algumas terminologias. Quando

a codimensão é 1, ou seja, hipersuperf́ıcies, fica bem definido um campo normal unitário

N ∈ X(Σ)⊥, portanto, dado um campo variacional X ∈ X(Σ)⊥, sempre existe uma função

suave ϕ ∈ C∞(Σ) tal que X = ϕN em Σ. Desse modo podemos identificar X com uma
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função suave ϕ por intermédio do campo N normal a Σ. É sabido que uma hipersuperf́ıcie

Σ que possui f -curvatura média constante, Hf = const., é ponto cŕıtico do funcional f -

área restrito a variações que preservam volume. Nesta configuração, uma variação ϕ que

preserva volume equivale a tomar ϕ tal que
∫
Σ
ϕdaf = 0. O próximo resultado é inspirado

no teorema apresentado a seguir para hipersuperf́ıcies.

Teorema 1.1.10 (Li-Xiong (2016) [27]). Seja Bn+1 um bola Euclidiana unitária com peso

radial f = eψ, onde ψ = ψ(r) satisfaz

ψ′′ ≤ 0. (1.8)

Suponha que x : Σn → Bn+1 é uma hipersuperf́ıcie com Hf = const. com bordo livre. Se

a aplicação de Gauss N : Σn → Sn satisfaz∫
Σ

Ndaf = 0,

então Σn não é f -estável para variações que preservam volume.

Consideremos Σk uma subvariedade em uma variedade Riemanniana com peso

(Mn, g, efdv). Dizemos que Σk é uma subvariedade com f -curvatura média paralela (ou

curvatura média com peso paralela) se Hf := H − (∇f)⊥ é um campo vetorial paralelo

no fibrado normal de Σk. Tendo em vista os resultados de Li-Xiong (2016) [27] para

hipersuperf́ıcies de f -curvatura média constante de bordo livre obtivemos o seguinte re-

sultado para subvariedades (com codimensão alta) possuindo f -curvatura média paralela

de bordo livre em uma bola no ambiente (Rn, gcan, e
fdvcan). text

text

Teorema 6. Seja Σk uma subvariedade com f -curvatura média paralela completa não

compacta sem bordo com crescimento de volume polinomial imersa em (Rn, gcan, e
fdvcan),

com função peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

2f ′′|x⊥|2 + f ′(n− k) ≤ 0. (1.9)

Então, Indf (Σ
k) ≥ 1. Em particular, Σk não é f -estável.

Além das subvariedades self-shrinkers, f = − |x|2
4

a variedade Riemanniana apre-

sentada em (1.5) é um exemplo onde o Teorema 5 se aplica. O Teorema 6 possui uma

versão para bordo livre: text

text

Teorema 7. Seja Σk uma subvariedade com f -curvatura média paralela de bordo livre

imersa em B2
1(0) ⊂ (Rn, gcan, e

fdvcan), com função peso f radial (f = f(|x|2)) satisfa-

zendo

2f ′′|x⊥|2 + f ′(n− k) ≤ 0 (1.10)
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Então, Indf (Σ
k) ≥ 1. Em particular, Σk não é f -estável.

Em 2011, Le-Seum [24] provaram um teorema do tipo gap para self-shrinkers de co-

dimensão 1. Em 2012 Cao-Li [5] generalizaram esse resultado para codimensão arbitraria,

provando o teorema seguir.

Teorema 1.1.11 (Cao-Li (2012) [5]). Se Σk → Rn é uma subvariedade self-shrinker

completa sem bordo, com crescimento de volume polinomial, satisfazendo

|A|2 ≤ 1

2
,

então Σk é uma das seguintes subvariedades

1. um hiperplano em Rk+1,

2. uma esfera redonda Sk(
√
k) em Rk+1,

3. um cilindro Sp(
√
p)× Rk−p, 1 ≤ p ≤ k − 1, em Rk+1.

Onde |A|2 denota o quadrado da segunda forma fundamental de Σk.

Corolário 1.1.12 (Cao-Li (2012) [5]). Se Σk → Rn é uma subvariedade self-shrinker

completa mergulhado sem bordo, com crescimento de volume polinomial, satisfazendo

|A|2 < 1

2
,

então Σk é um hiperplano em Rk+1.

Considere Σk uma subvariedade em uma variedade Riemanniana com peso (Mn, g, efdv).

Se em todo ponto de Σk é válido que |Hf | = |H − ∇⊥f | = λ, onde λ ≥ 0 é constante,

dizemos que Σk é uma λ-subvariedade. Para λ-hipersuperf́ıcies em (Rn, gcan, e
− |x|2

4 dvcan)

Guang (2018) [18] provou o seguinte teorema:

Teorema 1.1.13 (Guang (2018) [18]). Se Σn em (Rn+1, gcan, e
− |x|2

4 dvcan) é uma λ-hipersuperf́ıcie

completa mergulhada com crescimento polinomial de volume e satisfaz

|A|2 ≤
√
λ2 + 2− |λ|

2
,

então Σn é uma das seguintes hipersuperf́ıcies:

1. um hiperplano Rn;

2. uma esfera Sn(r),

3. um cilindro Sk(r)× Rn−k, 1 ≤ k ≤ n− 1.
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Alguns resultados semelhantes podem ser encontrados em Ding-Xin (2014) [13]

(Subvariedades elf-shrinkers), Wei-Peng (2019) [45] (λ-hipersuperf́ıcies em espaço de Gauss)

e Hieu (2023) [19] (λ-suveriedades em espaço de Gauss))

Na direção de generalizar os resultados anteriores para o caso em que Σk é f -mı́nima

em (Rn, gcan, e
fdvcan) obtivemos o seguinte resultado parcial:

text

Teorema 8. Seja Σk uma subvariedade fechada f -mı́nima em (Rn, gcan, e
fdvcan) com

peso radial com f(x) = f(|x|2) satisfazendo

|A|2 ≤ −2f ′ − 4f ′′|x

⊥

|2,

então alguma das seguintes possibilidades ocorrem:

1. Σk é um hiperplano em Rk+1;

2. x⊥ ≡ const. ̸= 0⃗.

Observação 1.1.14. Na desigualdade estrita no Teorema 8, ou seja

|A|2 < −2f ′ − 4f ′′|x

⊥

|2,

temos que Σk é um hiperplano em Rk+1.

Além das subvariedades self-shrinkers, f = − |x|2
4

a variedade Riemanniana apre-

sentada em (1.5) é um exemplo onde o Teorema 8 se aplica.

1.2 Não existência de subvariedades mı́nimas de

bordo livre em uma bola conformemente

Euclidiana

Como observado anteriormente, uma subvariedade Σk é f -mı́nima se, e somente

se, Σk é mı́nima na métrica conforme g̃ = e
2f
k g. Portanto, podemos usar o contexto da

métrica conforme para analisar subvariedades f -mı́nimas.

Consideremos a imersão isométrica Σk → Bn(0, rR) ⊂ (Rn, g̃ = e2ugcan), tal que

int(Σ) ⊂ int(Bn) e ∂Σ ⊂ ∂Bn, com Σk compacta e orientável, Bn(0, rR) ⊂ Rn sendo a

bola Euclidiana centrada na origem possuindo raio Euclidiano rR > 0, munida da métrica

conforme g̃ := e2ugcan, com gcan denotando a métrica canônica de Rn, onde u(x) = u(|x|2),
u : Bn(0, rR) → R, para alguma função suave u definida em I = [0, r2R).
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Para observar a subvariedade mı́nima Σk, na métrica conforme g̃ := e2ugcan, como

f -mı́nima em (Rn, gcan, e
fdvcan) basta tomar f = ku. Essa convenção será conservada

ao longo do trabalho, ou seja, f será reservado ao contexto de variedade com peso e u

reservado para o contexto da métrica conforme. Para mais detalhes, consultar subseção

(2.5).

Nessa configuração, obtivemos o seguinte resultado para subvariedades mı́nimas de

bordo livre: text

Teorema 9. Seja Bn(0, rR) ⊂ (Rn, g̃ = e2ugcan) uma bola conforme de raio Euclidiano

rR, centrada na origem, com u(x) = u(|x|2), em que u(|x|2) satisfaz

i) u′′ − [u′]2 ≥ 0,

ii) −u′′|x|2 − u′ ≥ 0.

Então, para n − k ≥ 2, não existe k-subvariedade mı́nima de bordo livre estável em

Bn(0, rR).

Este teorema possui paralelo com um resultado recente quando a variedade am-

biente Mn é conforme a esfera unitária Euclidiana, ou seja, (Sn, g̃), com g̃ = e2ugSn em

que u ∈ C∞(M) e gSn é a métrica de Sn herdada de Rn+1, Franz e Trinca (2022) [16]

forneceram o seguinte teorema:

Teorema 1.2.1 (Franz e Trinca (2023) [16]). Seja (Sn, g̃) uma n-variedade Riemanniana

conforme a esfera unitária Euclidiana sendo δ-pinçada para algum δ > 0 . Então não

existe subvariedade mı́nima fechada estável em (Sn, g̃) para todo k satisfazendo 2 ≤ k ≤
n− δ−1.

Uma variedade RiemannianaMn é δ-pinçada, para algum δ > 0, se em cada ponto

de Mn as curvaturas seccionais são positivas e a razão entre a menor e a maior curvatura

seccnional de M , em cada ponto, é estritamente menor do que δ.

1.3 Critério de não estabilidade para

hipersuperf́ıcies CMC em uma bola

conformemente Euclidiana

Consideremos a imersão isométrica x : Σn → (Mn+1, g̃) :=
(
Bn+1
rR

, e2u⟨ , ⟩
)
, tal

que int(Σ) ⊂ int(Bn+1
rR

) e ∂Σ ⊂ ∂Bn+1
rR

, com Σn compacta e orientável, Bn+1
RR

⊂ Rn+1

sendo a bola Euclidiana centrada na origem possuindo raio Euclidiano rR > 0, munida
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da métrica conforme g̃ := e2u⟨ , ⟩, com ⟨ , ⟩ denotando a métrica canônica de Rn+1, onde

u(x) = u(|x|2), u : Bn+1
rR

→ R, para alguma função suave u definida em I = [0, r2R).

Eventualmente denotaremos Bn+1
rR

simplesmente por Bn+1, ou ainda por B. Para mais

detalhes, consultar seção 2.5. Faremos sempre o abuso de notação Σn (respectivamente

∂Σn) para indicar x (Σn) (respectivamente x (∂Σn)).

Nesta seção estamos interessados em critérios de não estabilidade para hipersu-

perf́ıcies CMC imersas em uma bola Euclidiana Bn+1 munida de uma determinada métrica

conforme, para tanto, é necessário apresentar previamente algumas definições.

Seja Σn → Bn+1 uma hipersuperf́ıcie imersa orientável, consideremosW n ⊂ ∂Bn+1

a parte do bordo da bola tal que ∂W = ∂Σ. Denotemos por T n+1 a parte da bola

satisfazendo ∂T = Σn∪W n. Eventualmente Σn pode possuir auto-interseções, neste caso,

tomaremos T n+1 como sendo a união finita de alguns domı́nios T n+1
i , i = 1, ...,m, ou seja,

T n+1 = ∪mi=1T
n+1
i , observando que os domı́nios T n+1

i podem se intersectar. Não é dif́ıcil

observar que existe mais de uma escolha de W n ⊂ ∂Bn+1 tal que ∂W = ∂Σ, produzindo

assim uma nova região T n+1, no entanto, para os propósitos deste trabalho basta, apenas

escolher algum T n+1, com Σn e W n possuindo orientação de modo que possamos aplicar

o Teorema da Divergência em T n, ou seja∫
T

divg̃Xdṽ =

∫
Σ

g̃ (X,N) dã+

∫
W⊂∂B

g̃
(
X, N̄

)
dã, (1.11)

para algum campo suave X ∈ X(M), onde N e N̄ são os campos normais de Σn e ∂Bn+1

respectivamente, ou seja apenas a condição ∂T n+1 = Σn ∪W n é necessária. Com essa

convenção e considerações W n ⊂ ∂Bn+1 é chamada de “parte molhada” do bordo da

bola ∂Bn+1 e a região T envolvida por x(Σn) e W n tal que ∂T = Σn ∪W n é chamada de

“região generalizada”.

O trabalho que serviu de motivação aos nossos resultados é o teorema dado a

seguir.

Teorema 1.3.1 (H. LI e C. Xiong (2018) [26]). Seja x : Σn → Rn+1 uma hipersuperf́ıcie

capilar na bola Euclidiana unitária Bn+1 e W n a parte molhada do bordo da bola. Denote

por T n+1 a região generalizado envolvida por x(Σn) e W n. Se o centro de massa de T n+1

está na origem, então a hipersuperf́ıcie capilar Σn não é estável.

O Teorema 1.3.1 usa a região generalizada T n+1 como critério de não estabilidade.

O resultado de [26] é anterior a classificação das hipersuperficies capilares estáveis de

Wang-Xia [44], ou seja, ainda não era sabido quais eram as hipersuperf́ıcies estáveis, exceto

as totalmente umb́ılicas. Como corolário deste resultado temos que as hipersuperf́ıcies de

Delaunay não são estáveis, exceto o hiperplano geodésico e a calota esférica em Rn+1.

Em (Rn+1, ⟨ , ⟩), considere o campo de Killing conforme XE definido por

XE = ⟨x,E⟩x− 1

2

(
|x|2 + 1

)
E,
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para algum vetor constante E ∈ Rn+1. Um cálculo direto mostra que i) divXE =

(n+ 1) ⟨x,E⟩ e ii) que XE é tangente a bola unitária. Usando i) e ii) na equação (1.11)

temos

(n+ 1)

∫
T

⟨x,E⟩dv =

∫
Σ

⟨XE, N⟩da. (1.12)

Se o centro de massa de T n+1 está na origem, então
∫
T
⟨x,E⟩dv = 0, portanto∫

Σ
⟨XE, N⟩da = 0, ou seja, a função ϕE = ⟨XE, N⟩ possui média zero sobre Σn. A ideia

da prova do Teorema 1.3.1 é usar a hipótese “T n+1 possuir centro de massa na origem”

para permitir que ϕE seja uma “função teste”e mostrar que a segunda variação da energia

é negativa, concluindo, assim, que hipersuperf́ıcie capilar não é estável.

Para o caso de uma métrica conforme, definiremos o seguinte campo de Killing

conforme

XE = eu(r
2
R)

[
⟨x,E⟩x− 1

2

(
|x|2 + r2R

)
E

]
,

para algum vetor constante E ∈ Rn+1. Tal campo, é tangente a ∂Bn+1
rR

, mais especifica-

mente, g̃
(
XE, N̄

)
|∂Σ = 0 e divg̃XE = eu(r

2
R)
{
1+ u′(|x|2) (|x|2 − r2R)

}
⟨E, x⟩. Usando esses

fatos na equação (1.11) temos∫
T

eu(r
2
R)
{
1 + u′(|x|2)

(
|x|2 − r2R

) }
⟨E, x⟩dṽ =

∫
Σ

g̃ (XE, N) dã. (1.13)

Precisamos agora de alguma hipótese sobre T n+1 para que o lado esquerdo de (1.13)

se anule. Usando o fato de a métrica ser conforme podemos enxergar o lado esquerdo de

(1.13) euclidianamente. Lembrando que sobre uma mudança conforme da métrica a forma

de volume se transforma por dṽ = e(n+1)udv temos agora que∫
T

eu(r
2
R)
{
1 + u′(|x|2)

(
|x|2 − r2R

) }
⟨E, x⟩e(n+1)u(|x|2)dv =

∫
Σ

g̃ (XE, N) dã. (1.14)

Como u, u′, eu, |x|2 são funções radiais e f(x) = ⟨E, x⟩ é tal que f(−x) = −f(x),
se T n+1 é simétrico em relação a origem de Rn+1 então a integral sobre T n+1 em (1.14) é

nula, implicando que g̃ (XE, N) possui média zero sobre Σn. Seguindo os mesmos passos,

porém, explorando agora um ambiente conforme ao espaço Euclidiano, obtemos o seguinte

resultado:

text

Teorema 10. Seja Σn → (Bn+1, e2u⟨ , ⟩) uma hipersuperf́ıcie capilar e W n a parte mo-

lhada de ∂Bn+1, com u(x) = u(|x|2) satisfazendo

0 ≤ u′′ ≤ [u′]2, com u′ < 0. (1.15)

Denote por T n+1 a região generalizada envolvida por Σn e W n. Se T n+1 é simétrico em

relação a origem então, Σn não é estável.
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Para a métrica conforme foi necessário acrescentar as hipóteses i) e ii) para obter

que, quando a plicada na função ϕE = g̃ (XE, N), a segunda variação da energia é negativa.

Um exemplo de métrica onde o Teorema 10 é aplicável é o espaço Gaussiano.

Seja u : [0,∞) → R dada por u(t) = − t
2n
, então, (Rn+1, g̃) =

(
Rn+1, e−

|x|2
2n ⟨ , ⟩

)
é uma

variedade denominada de espaço Gaussiano Gn+1. Um cálculo direto mostra que a função

u(t) satisfaz (1.15).

Também é importante notar que o exemplo do espaço esférico se aplica ao Teorema

8 (apesar de não produzir novos resultados). Seja u : [0,∞) → R dada por u(t) =

ln

(
2

1 + t

)
. Então, (Rn+1, g̃) é isométrica à Sn+1 \ {p}, isto é, a esfera menos um polo.

Um cálculo direto mostra que a função u(t) satisfaz (1.15).

O próximo resultado é inspirado no Teorema a seguir.

Teorema 1.3.2 (Li-Xiong (2016) [27]). Seja Bn+1 um bola Euclidiana unitária com peso

radial f = eψ, onde ψ = ψ(r) satisfaz

ψ′′ ≤ 0. (1.16)

Suponha que x : Σn → Bn+1 é uma imersão com Hf = const. com bordo livre. Se a

aplicação de Gauss N : Σn → Sn satisfaz∫
Σ

Ndaf = 0,

então Σn não é estável para variações que preservam volume.

Neste segundo critério de não estabilidade pedimos que a hipersuperf́ıcie CMC

possua bordo livre.

text

Teorema 11. Seja Σn → (Bn+1, e2u⟨ , ⟩) uma hipersuperf́ıcie CMC de bordo livre com

u(x) = u(|x|2) satisfazendo

i) 0 ≤ u′′ ≤ [u′]2;

ii) 0 < A∂B < 2

rRe
u(r2R)

.

Onde A∂B é a segunda forma fundamental de ∂B. Se a plicação de Gauss N : Σn → Sn

satisfaz ∫
Σ

Nda = 0

então Σn não é estável.
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1.4 Classificação de hipersuperf́ıcies CMC estáveis

em uma bola conformemente Euclidiana

Considerando o mesmo ambiente como descrito na subseção 1.3, estudaremos aqui

a estabilidade de hipersupeŕıcies CMC em uma bola Euclidiana munida de uma métrica

conforme x : Σn → (Mn+1, g̃) :=
(
Bn+1
rR

, e2u⟨ , ⟩
)
, com a função u sendo radial u(x) =

u(|x|)2. Inicialmente estudamos as hipersuperf́ıcies mı́nimas de bordo livre. Usando as

mesmas técnicas de Wang-Xia (2019) [44], construindo adequadamente um certo campo

de Killing conforme XE com fator conforme VE na métrica Euclidianamente conforme

g̃ = e2u⟨ , ⟩ (LXE
g̃ = 2VE g̃) e acrescentando uma hipótese sobre a métrica obtemos o

seguinte resultado.

text

Teorema 12. Seja Σn → Bn+1
rR

⊂ (Bn+1
a , e2u⟨ , ⟩) uma hipersuperf́ıcie mı́nima de bordo

livre estável com a métrica g̃ satisfazendo

∆̃VE g̃ − ∇̃2VE + VER̃ic = 0.

Então, Σn deve ser totalmente geodésica.

Ainda não temos exemplos de tais métricas.

Uma abordagem bastante utilizada na classificação superf́ıcies estáveis, auxiliado

de ferramentas exclusivas para dimensão 2, como o Teorema de Gauss-Bonnet, é usar uma

hipótese na topologia. Nos Teoremas que seguem (1.4.1, 1.4.2 e 1.4.3), a ideia é sempre

definir uma função de rotação e provar que a mesma é identicamente nula.

Teorema 1.4.1 (Ros e Vergasta (1995) [39] - Teorema 11, parte gênero 0). Seja

Σ2 ↪→ B3 ⊂ R3 uma superf́ıcie CMC de bordo livre estável. Então Σ2 é totalmente

umb́ılica.

A hipótese gênero 0 em [39], auxiliada de um teorema devido a Cheng (1976) [7]

sobre conjuntos nodais implica que Σ2 é homeomorfa a um disco. Usando o Teorema

de Nitsche (1985) [32], conclui-se que Σ2 é totalmente umb́ılica. Ros-Souam (1997) [37]

forneceram uma extensão de [32] para superf́ıcies capilares nas formas espaciais, e com a

mesma técnica de [39] obtiveram o Teorema (1.4.2).

Teorema 1.4.2 (Ros e Souam (1997) [38] - Corolário 2.3). Seja Σ2 ↪→ B3 ⊂ R3 uma

superf́ıcie capilar estável em R3, H3 ou S3. Então Σ2 é totalmente umb́ılica.

Teorema 1.4.3 (Souam (2019) [42] - Teorema 4.1). Seja Σ2 ↪→ ([0, l]×f M, g) uma

superf́ıcie capilar imersa de gênero zero conectando as duas componentes de bordo de

[0, l]×f M onde M = R2, H2 ou S2, g = dt2 + f(t)2gM e f : [0, l] → R sendo uma função
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positiva, possuindo ângulos de contato θ0 e θ1 com 0 ×M e l ×M , respectivamente. Se

Σ2 é estável, etão Σ2 é uma superf́ıcie de revolução com eixo de rotação passando por

R× {x}, com x ∈M .

Para o caso de dimensão 2, superf́ıcie CMC de bordo livre, o Teorema 13 é um

resultado inspirado nos Teoremas 1.4.1, 1.4.2 e 1.4.3 que usam da mesma técnica para

garantir que se a superf́ıcie CMC estável possui gênero 0 então deve ser de rotação. Para

esse contexto consideramos a função u sendo radial u(x) = u(|x|)2. text
Teorema 13. Seja Σ2 → BrR ⊂ (B3, e2u⟨ , ⟩) uma superf́ıcie CMC de bordo livre estável

possuindo gênero 0. Então Σ2 é uma superf́ıcie de rotação com eixo de rotação passando

pela origem.

Observamos que para completar a classificação, é necessário provar que se Σ2 ⊂ B3
rR

é estável, então Σ2 possui gênero zero. Resultado provado para o caso Euclidiano (Σ2 de

bordo livre) em Nunes (2017) [35] que junto com os trabalhos de Ros-Vergasta (1995) [39]

classificou completamente as superf́ıcies CMC de bordo livre estáveis na bola Euclidiana.

1.5 Indice de Morse de hipersuperf́ıcies mı́nimas de

bordo livre em formas espaciais

O ı́ndice de Morse de uma hipersuperf́ıcie Σn ⊂ Ωn+1, denotado por Ind(Σ), com

Ωn+1 ⊂Mn+1, é a dimensão máxima do subespaço de C∞(Σ) na qual a segunda variação

do funcional área é negativa definida. Intuitivamente, o ı́ndice de Morse mede o número

de deformações independentes que diminuem a área.

Em seus trabalhos, Fraser-Schoen (2016) [15] obtiveram uma limitação inferior para

o ı́ndice de Morse de uma hipersuperf́ıcie (mais genericamente subvariedade) mı́nima de

bordo livre em Bn+1 ⊂ Rn+1.

Teorema 1.5.1 (Fraser-Schoen [15] ). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie mı́nima de bordo livre

em Bn+1 ⊂ Rn+1 que não é o totalmente geodésica. Então Ind(Σ) ≥ n+ 1.

Esse limitante, no entanto, não é ótimo, como mostra o seguinte Teorema obtido

independentemente por Tran (2020) [43], Smith-Zhou (2019) [41] e Devyver (2019) [12].

Teorema 1.5.2 (Tran [43], Smith-Zhou, [41], Devyver [12]). Toda superf́ıcie mı́nima de

bordo livre na bola Euclidiana unitária B3 ou é o disco equatorial passando pela origem

(neste caso possui ı́ndice de Morse igual a 1) ou possui ı́ndice de Morse pelo menos 4.

Além disso, o ı́ndice de Morse do Catenoide Cŕıtico é 4, portanto, o limitante inferior é

atingido.
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Devido ao Teorema anterior, uma pergunta fica em aberto: o catenoite cŕıtico (a

menos de congruência) é a única superf́ıcie mı́nima de bordo livre em B3 que possui ı́ndice

de Morse igual a 4?

Alguns resultados parciais foram obtidos por Tran [43] e por Devyver [12]. Ob-

tiveram uma resposta afirmativa se assumirmos adicionalmente a hipótese de que Σ2 é

topologicamente um anel. A ideia é usar o fato de que Ind(Σ) = 4 implica que o primeiro

autovalor de Steklov de Σ2 é 1. Assim, por um Teorema de unicidade devido a Fraser e

Schoen [15], garantir que é o catenoite.

Teorema 1.5.3 (Tran [43], Devyver [12]). Seja Σ2 ↪→ B3 ⊂ R3 uma superf́ıcie mı́nima

de bordo livre com ı́ndice de Morse igual a 4 possuindo duas componentes de bordo. Então

Σ2 deve ser congruente ao catenoide cŕıtico.

Denotaremos livremente por M3
c as formas espaciais R3, H3 ou S3 neste trabalho.

Observamos que os resultados que se seguem já foram demonstradas para R3, porém

manteremos a notação incluindo o espaço Euclidiano. O seguinte resultado é inspirado

no Teorema 1.5.1. text

Teorema 14. Seja Σ2 → B3
rR

⊂ M3
c , onde M

3
c = R3, H3 ou S3, uma superf́ıcie mı́nima

de bordo livre não totalmente geodésica. Então Ind(Σ) ≥ 4.

A versão Euclidiana do Teorema 15 apresentado a seguir (provado por Tran (2020)

[43]), é crucial na demonstração do Teorema 1.5.3 apresentado anteriormente, acreditamos

que este resultado é interessante por si só.

Teorema 15. Seja Σ2 → B3
rR

⊂ M3
c , onde M

3
c = R3, H3 ou S3, uma superf́ıcie mı́nima

de bordo livre com ı́ndice de Morse igual a 4. Então o primeiro autovalor de Steklov de

Σ2, denotado por δ1(Σ
2) é igual a A∂BrR ∈ {1, coth rR, cot rR}.

1.6 Classificação via condição de gap na segunda

forma fundamental

A principal ferramenta usada neste trabalho na investigação de resultados de clas-

sificação de hipersuperf́ıcies capilares em domı́nios Euclidianos são identidades integrais.

Motivados pelo estudo de hipersuperf́ıcies capilares em domı́nios Euclidianos diferentes

da bola e inspirados na construção e utilidade da formula do tipo Minkowski, um proce-

dimento paralelo desemboca na seguinte proposição (já provada por Melo (2021) para o

caso bordo livre, aqui apresentada para o caso capilar):
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Proposição 1.6.1 (Melo (2021) [29]-Estendido para versão capilar). Seja Ω um domı́nio

em Rn+1 tal que ∂Ω = F−1(1), onde F : Rn+1 → R é uma aplicação diferenciável e 1 é

um valor regular de F . Se Σn → Ω ⊂ Rn+1 é uma imersão CMC intersectando Ω em um

ângulo constante θ ∈ (0, π), com ∂Σ ⊂ ∂Ω e φ ∈ C∞(Σ), então

sen θ

∫
∂Σ

|DF |φds =
∫
Σ

φ∆Fda+

∫
Σ

(1− F )∆φda.

Uma consequência da Proposição 1.6.1 é a recuperação da formula de Minkowski

desenvolvida por Wang e Xia [44]. Para ver isso, basta substituir φ = ⟨E, x⟩ e F = |x|2

na Proposição 1.6.1. Este fato motiva pesquisar as aplicações Proposição 1.6.1 no estudo

de hipersuperf́ıcies capilares no ambiente Euclidiano em domı́nios quádricos (incluindo a

bola).

Uma aplicação muito interessante da Proposição 1.6.1 é uma nova caracterização

das imersões totalmente geodésicas em termos do comprimento da sua segunda forma

fundamental. Acontece que uma condição de pinçamento nesta quantidade, que leva em

consideração a função de suporte da superf́ıcie, é suficiente. O resultado que obtivemos é

o seguinte: text

Teorema 16. Seja Σn → B̄n+1(0, 1) ⊂ Rn+1 uma imersão mı́nima tal que Σn intersecta

∂Bn+1 em um ângulo constante θ, com θ ∈ (0, π). Suponha que para todo x ∈ Σn vale(
n− |A|2

n

)
⟨N, x⟩2 ≥ cos2 θ, (1.17)

onde A é a segunda forma fundamental de Σn, então Σn é totalmente geodésica.

Este resultado é facilmente observado tomando F = |x|2 e φ = ⟨x,N⟩2 − cos2 θ na

Proposição 1.6.1.

O Teorema 16 possui uma versão para formas espaciais. text

Teorema 17.(Teorema 16 para formas espaciais). Seja Σn → Bn+1
rR

⊂ Mn+1
c , onde,

Mn+1
c = Rn+1, Hn+1 ou Sn+1 uma imersão mı́nima tal que ∂Σ intersecta ∂BrR em um

ângulo constante θ, com θ ∈ (0, π). Suponha que para todo x ∈ Σn vale(
nV 2

0 − cg̃(x, x)− c0|A|2
)
g̃(x,N)2 ≥ cos2 θ

(
nV 2

0 − cg̃(x, x)
)
,

onde N(x) denota o vetor normal unitário em um ponto x ∈ Σn, c é curvatura seccional

de Mn+1
c , c0 = e2u(r

2
R)r2R, V0 é o fator conforme do campo posição x, A é a segunda forma

fundamental de Σn. Então Σn é totalmente geodésica.

Apesar de ter uma demonstração bem diferente, o Teorema 14 possui uma certa

semelhança com um teorema de gap devido a Ambrozio e Nunes (2021) [2].

Teorema 1.6.2 (Ambrozio-Nunes-2021 [2]). Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima compacta

de bordo livre na bola Euclidiana B3
1. Assuma que em todos dos pontos x ∈ Σ2,

|A|2 (x) ⟨x,N(x)⟩2 ≤ 2,
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em que N(x) denota o vetor normal unitário em um ponto x ∈ Σ2 e A denota a segunda

forma fundamental de Σ2. Então, uma das seguintes situações deve ocorrer;

i) |A|2 (x) ⟨x,N(x)⟩2 ≡ 0 e Σ2 é um disco equatorial plano,

ii) ou |A|2 (x) ⟨x,N(x)⟩2 = 2 em algum ponto p ∈ Σ2 e Σ2 é o catenóide cŕıtico.

Os autores Li-Xiong em [25] provaram que o teorema do Ambrozio-Nunes também

permanece válido para o espaço hiperbólico H3 e semi esfera S3
+, considerando como

variedade produto M3 = [0, R∞) × S2 com uma métrica warped ⟨, ⟩ = dr2 + λ(r)2g
S2
.

Assim, M3 é o espaço Euclidiano R3 ou o espaço hiperbólico H3 para λ(r) = r e λ(r) =

sinh(r) com R∞ = ∞, respectivamente, ou M3 é a semi-esfera S3
+ para λ(r) = sin(r) e

R∞ = π
2
. Considerando então o campo vetorial X = λ(r)∂r, o teorema é enunciado como:

Teorema 1.6.3 (Li-Xiong’2017, [25]). Seja Σ2 uma superf́ıcie mı́nima compacta de bordo

livre em uma bola geodésica BR ⊂ M3 com raio R < R∞. Suponha que para todo x ∈ Σ

temos
|A|2 ⟨X,N(x)⟩2

(λ′)2
≤ 2,

em que N(x) denota o vetor normal unitário em um ponto x ∈ Σ e A denota a segunda

forma fundamental de Σ. Então,

1) |A|2 ⟨X,N(x)⟩2 ≡ 0 e Σ é um disco totalmente geodésico,

2) ou
|A|2 ⟨X,N(x)⟩2

(λ′)2
= 2 em algum ponto p ∈ Σ e Σ é um anel rotacional.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

textttt Neste caṕıtulo fixaremos a notação e descreveremos sucintamente os conceitos

básicos necessários a leitura dos caṕıtulos seguintes. Como referência padrão, citamos [6],

e as demais necessárias serão inseridas no decorrer do texto.

2.1 Conceitos iniciais

Seja (Mn, g) uma variedade Riemanniana com uma métrica g. O Teorema de

Levi-Civita garante a existência de uma única aplicação ∇ denominada Conexão Rie-

manniana de M
∇ : X(M)× X(M) −→ X(M)

(Y,X) 7−→ ∇YX

cumprindo as condições:

i)∇fY+hZX = f∇YX + h∇ZX

ii)∇Y (X + Z) = ∇YX + h∇YZ

iii)∇Y fX = Y (f)X + f∇YX

iv)X(g(Y, Z)) = g(∇XY, Z) + g(Y,∇XZ)

v)∇XY −∇YX = [X, Y ],

para todo campo de vetores X, Y , Z ∈ X(M) e para toda função f e h ∈ C∞(M), em

que [X, Y ] = XY − Y X denota o colchete de Lie dos campos X e Y .

A partir da conexão ∇ podemos estudar várias propriedades geométricas e to-

pológicas impostas pela métrica g sobre M . A principal ferramenta que permite esse

estudo em suas várias vertentes é o conceito de curvatura o qual definiremos a seguir.

Definição 2.1.1. Dada uma variedade Riemanniana (M, g), o tensor curvatura de M

é definido por

RM(X, Y )Z = ∇X∇YZ −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z,

para todo campo de vetores X, Y , Z ∈ X(M).
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A partir do tensor curvatura definimos a curvatura seccional deM em p na direção

de um plano π como

Kp(E1, E2) = gp(R(E1, E2)E2, E1),

em que {E1, E2} é uma base ortonormal de π.

Definição 2.1.2. Dada uma variedade Riemanniana (Mn, g), o tensor simétrico dado

por

Ricp(X, Y ) =
n∑
i=1

gp(R(Ei, X)Y,Ei)

é chamado de tensor de Ricci, em que X, Y ∈ X(M) e o conjunto {E1, ..., En} forma

uma base ortonormal do espaço TpM .

Fixado um vetor unitário N ∈ TpM , escolha E1, ..., En−1 de forma que o conjunto

{E1, ..., En−1, N} seja um base ortonormal para TpM . Definimos a curvatura de Ricci em

p na direção de N por:

Ricp(N,N) =
n−1∑
i=1

gp(R(Ei, N)N,Ei),

e escrevemos Ricp(N) para denotar Ricp(N,N).

Definição 2.1.3. Dada uma variedade Riemanniana (Mn, g), a curvatura escalar de

M em p é definida por

S(p) =
n∑
i=1

Ricp(Ei),

em que o conjunto {E1, ..., En} forma uma base ortonormal de TpM .

2.2 Geometria das subvariedades

Seja ψ : Σk → Mn (k < n) uma imersão isométrica de uma variedade Σk em uma

variedade M . Isso significa que estamos considerando Σk como um subconjunto de Mn

cuja geometria será dada pela restrição da métrica de Mn sobre Σk e assim chamamos

Σk de subvariedade de Mn. Em cada ponto p de Σk o espaço tangente TpM se decompõe

como

TpM = TpΣ⊕ (TpΣ)
⊥.

A conexão Riemanniana de Σk com respeito à métrica induzida de Mn é dada por

∇

⊥

YX = (∇YX)⊤,
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em que X, Y ∈ TpΣ.

Um conceito importante associado à geometria de Σk, induzida pela geometria de

(Mn, g), é o da segunda forma fundamental dada a seguir.

Definição 2.2.1. Seja Σk → Mn uma subvariedade de Mn. A segunda forma fun-

damental de Σk em Mn é uma aplicação bilinear simétrica definida por

A(X, Y ) := (∇XY )⊥ = ∇XY −∇⊤
XY.

Em um ponto p ∈ Σk, escolha um vetor normal unitário N ∈ (TpΣ)
⊥. Podemos

então definir uma forma bilinear simétrica por

AN(X, Y ) = g(A(X, Y ), N),

à qual está associada a uma aplicação linear auto adjunta

SN : TpΣ → TpΣ

que cumpre g(SN(X), Y ) = g(A(X, Y ), N). A Equação de Weingarten relaciona a forma

bilinear AN com a conexão Riemanniana através da expressão:

AN(X, Y ) = −g(∇XN, Y ).

Decorre então que a aplicação S é dada por

SN(X) = −(∇XN)⊤.

Observação 2.2.2. Escolhendo um vetor normal unitário N ∈ (TpΣ)
⊥, as aplicações SN

e AN são chamadas de segunda forma fundamental de Σk segundo o vetor normal N .

Quando k = n− 1, existe apenas uma escolha (a menos de sinal) para N , e assim, escre-

veremos apenas S e A para denotar SN e AN respectivamente. Além disso, usaremos a

expressão segunda forma fundamental de Σk para se referir a qualquer uma das aplicações

S, A ou AN .

Seja Σk → Mn e {E1, ..., Ek} uma base ortonormal de TpΣ. Definimos o vetor

curvatura média de Σk em p por,

H =
k∑
i=1

A(Ei, Ei)

e o quadrado da norma da segunda forma fundamental por,

|A|2 =
k∑

i,j=1

|A(Ei, Ej)|2.
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Consideremos agora uma imersão Σk →Mn de codimensão um, isto é, (k = n−1).

O traço do tensor A, que é equivalente ao traço da aplicação linear auto adjunta S

associada, dado por

H := traço(S) =
k∑

i,j=1

gijAji

é chamado de curvatura média de Σn em p. Dizemos que Σn é uma hipersuperf́ıcie

CMC (ou de curvatura média constante) se H ≡ c para alguma constante c ∈ R.
Seja X ∈ X(Σ) um campo suave. Definimos o divergente de X sobre Σ como

uma função divX : Σ → R dada por

divΣX =
n∑
i=1

g(∇Ei
X,Ei),

em que {E1, ..., En} é uma base ortonormal de TpΣ.

Seja f : M → R uma função C∞. Definimos o gradiente de f como sendo um

vetor ∇f ∈ TpM que cumpre

g(∇f, v) = v(f) ∀ v ∈ TpM.

Sejam Σk → Mn uma imersão isométrica e f : M → R uma função definida em

M . O gradiente de f restrito a Σ denotado por ∇⊤f é dado pela projeção de ∇f sobre

TpΣ. Já o laplaciano de f restrito a Σ, denotado por ∆⊤f , é definido por

∆Σf = div(∇⊤f).

Em termos de um referencial geodésico {E1, ..., En} ⊂ X(U), em que U é uma

vizinhança de p em Σ temos

∆Σf =
n∑
i=1

Ei(Ei(f)).

O hessiano da função f restrita a Σ é definido como um tensor simétrico dado

por, (
Hess⊤ f(p)

)
(X, Y ) = XY (f)− (∇⊤

XY )(f),

em que X Y são campos tangentes a Σ e ∇⊤ é a conexão Riemanniana de Σ na métrica in-

duzida pela imersão isométrica. De maneira equivalente podemos também definir Hess⊤ f

por (
Hess⊤ f(p)

)
(X, Y ) = g(∇⊤

X∇⊤f, Y ).

Definição 2.2.3 (Campo de Killing Conforme). Seja (Mn, g) uma variedade Riemanni-

ana. Um campo X ∈ X(M) é chamado Campo de Killing Conforme (CKC) se X é tal

que

LXg(Y, Z) = g(∇YX,Z) + g(∇ZX, Y ) = 2fg(Y, Z), (2.1)

onde ∇ é a conexão de Levi-Civita, L é a derivada de Lie, Y, Z ∈ X(M) e f :M → R é

uma função diferenciável. Em particular temos que
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i) g(∇YX, Y ) = f , se g(Y, Y ) = 1;

ii) g(∇YX,Z) = −g(∇ZX, Y ) se g(Y, Z) = 0;

iii) divg(X) = nf

Proposição 2.2.4. Seja X um Campo de Killing Conforme em uma variedade Rieman-

niana (M, g), ou seja, para todo Y, Z ∈ X(M) vale

LXg(Y, Z) = 2fg(Y, Z), (2.2)

então sob uma mudança conforme na métrica g dada por g̃ = e2ug temos:

LX g̃(Y, Z) = 2σg̃(Y, Z), (2.3)

em que σ = f +X(u).

Proposição 2.2.5. Sejam Σn →Mn+1 uma hipersuperf́ıcie, N o campo unitário normal

a Σ e X ∈ X(M) um campo de Killing conforme com fator conforme f (LXg = 2fg).

Então, vale a seguinte identidade

∆Σg(X,N) =
(
Ric(N) + |A|2

)
g(X,N)− nHf − ng(X,∇H)− n∇Nf.

Em particular,(
∆Σ +Ric(N) + |A|2

)
g(X,N) = −nHf − g(X,∇H)− n∇Nf.

Demonstração. Uma demonstração detalhada dessa identidade pode ser consultada em

Almeida (2020) [1].

Proposição 2.2.6. Sejam Σn → Mn+1 uma imersão isométrica, N o campo unitário

normal a Σ e F :M → R. Então, o Laplaciano de F sobre Σ é dado por

∆ΣF = ∆F −∇2F (N,N) + nH∇NF.

Demonstração. Como Σ é uma hipersuperf́ıcie possuindo campo normal unitário N , po-

demos escrever ∇ΣF = ∇F − g(∇F,N)N . Tomando o divergente sobre Σ temos

divΣ
(
∇ΣF

)
= divΣ (∇F − g(∇F,N)N)

= ∆F −∇2F (N,N)− g(∇F,N) divΣ(N)

= ∆F −∇2F (N,N) +H∇NF.
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2.3 Formulação do problema de bordo livre para

subvariedades mı́nimas

Nesta seção introduziremos o funcional área de uma subvariedade através de de-

formações (ou variações). Em seguida, apresentaremos as conhecidas primeira e a segunda

formulas de variação do funcional área, as quais são expressas em função da geometria da

subvariedade Σk e do ambiente (Mn, g).

Sejam (Mn, g) uma variedade Riemanniana, Ωn ⊂Mn um domı́nio com ∂Ω suave

e Σk ↪→ Ωn uma imersão isométrica de uma subvariedade compacta com bordo tal que

int(Σ) ⊂ int(Ω) e ∂Σ ⊂ ∂Ω. Uma variação admisśıvel de Σk é uma aplicação ψ : (−ε, ε)×
Σ → Ω suave tal que para cada t ∈ (−ε, ε), ψt := ψ(t, ·) : Σ → Ω é uma imersão

satisfazendo ψt(intΣ) ⊂ int (Ω), ψt(∂Σ) ⊂ ∂Ω e ψ(0, x) = x. Para cada t ∈ (−ε, ε) defina
Σt := ψt(Σ) e denote por vol(Σt) a área de Σt com respeito a métrica induzida da imersão

Σt ↪→ Ω.

Proposição 2.3.1 (Fórmula da Primeira Variação do Funcional Área). Sob as condições

imediatamente anteriores temos que

d

dt
vol(Σt)

∣∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

−g(H,X)da+

∫
∂Σ

g(ν,X)ds, (2.4)

onde ν denota o campo de vetores conormal exterior à ∂Σ, X = ∂ψ
∂t
(0, x) é chamado de

campo variacional e da e ds são os elementos de volume de Σk e ∂Σk respectivamente.

A fórmula da primeira variação do funcional área fornece ao vetor curvatura média

H o seu principal significado geométrico que é justificado na definição a seguir.

Definição 2.3.2. Uma subvariedade Σk ↪→ Ωn tal que int(Σ) ⊂int(Ω) e ∂Σ ⊂ ∂Ω é

dita ser mı́nima de bordo livre quando H ≡ 0 e Σk intersecta ∂Ω ortogonalmente. Em

particular ν coincide com o campo de vetores conormal de ∂Ω.

Assim, uma subvariedade mı́nima de bordo livre é um ponto cŕıtico do funcional

área para variações que não necessariamente mantém o bordo fixo.

Proposição 2.3.3 (Fórmula da Segunda Variação do Funcional Área). Seja Σk uma

subvariedade mı́nima de bordo livre em Ωn, então para toda variação X, normal a Σk,

temos

d2

dt2
vol(Σt)

∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

(
k∑
i=1

|∇⊥
ei
X|2 −

k∑
i=1

RM(X, eiX, ei)−
k∑

i,j=1

g(A(ei, ej), X)2

)
da+

+

∫
∂Σ

g(∇XX, ν)ds,

onde {ei}ki=1 é um referencial ortonormal local de Σk.
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Por concisão, denotaremos

|∇⊥X|2 :=
k∑
i=1

|∇⊥
ei
X|2,

trΣRM(X, ·X, ·) :=
k∑
i=1

RM(X, eiX, ei),

|g(A,X)|2 :=
k∑

i,j=1

g(A(ei, ej), X)2.

Se Σk é compacta e X ∈ X(Σ)⊥ possui suporte compacto, por integração por partes

temos

d2

dt2
vol(Σt)

∣∣∣
t=0

=

∫
Σ

−g(∆⊥X,X)− trΣRM(X, ·X, ·)− |g(A,X)|2da+

+

∫
∂Σ

g(∇νX −∇Xν,X)ds

O lado direito da formulação da segunda variação do funcional área define uma

forma quadrática em X(Σ)⊥, que passaremos a indicar por Q. Assim

Q(X,X) = −
∫
Σ

g(∆⊥X + trΣ(RM(·, X)·) + g(A,X)A,X)da+

∫
∂Σ

g(∇νX −∇Xν,X)ds,

para todo X ∈ X(Σ)⊥. Q é conhecida na literatura como forma de ı́ndice. Já o operador

linear associado a Q,

LX = ∆⊥X + trΣ(RM(·, X)·) + g(A,X)A,

é chamado de operador estabilidade.

Um número real λ é dito ser um autovalor de L, se existe um campo de vetores

admisśıvel não-nulo X ∈ X(Σ)⊥ tal que

{
LX = λX, em Σ,

(∇νX −∇Xν)

⊥

∂Ω = 0, em ∂Σ,
(2.5)

onde (·)

⊥

∂Ω indica a projeção normal de uma campo sobre ∂Ω. O espectro de L é formado

por uma sequência monótona não-decrescente

λ1(L) ≤ λ2(L) ≤ · · · → +∞. (2.6)

O ı́ndice de Morse de Σ, denotado por Ind(Σ), é definido como o número de

autovalores negativos de L, contados com suas multiplicidades. Σ, é dita ser estável de

Ind(Σ) = 0 e instável, caso contrário. O ı́ndice de Σ mede o quanto Σ deixa de ser um

mı́nimo local do funcional área.
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2.4 Formulação do problema capilar para

hipersuperf́ıcies

Sejam (Mn+1, g) uma variedade Riemanniana orientável, Ω ⊂ Mn+1 um domı́nio

com ∂Ω suave e Σn → Ω uma imersão isométrica de uma subvariedade compacta com

bordo tal que int(Σ) ⊂ int(Ω) e ∂Σ ⊂ ∂Ω.

Figura 2.1: Ilustração t́ıpica do problema capilar.

Denotemos por N ∈ TΣ⊥ um campo de vetores normais e unitários ao longo

de Σn, N̄ ∈ TΩ|∂Ω o campo de vetores unitários normais a ∂Ω apontando para fora,

ν ∈ TΣ|∂Σ o campo de vetores unitários normais a ∂Σ apontando para fora. Além disso,

seja ν̄ ∈ T∂Ω|∂Σ o campo de vetores unitários normais a ∂Σ tal que {N, ν} e {ν̄, N̄}
possuem a mesma orientação no fibrado normal de ∂Σ em Mn+1.

Uma variação admisśıvel de Σn é uma aplicação ψ : (−ε, ε)×Σn → Ω suave tal

que para cada t ∈ (−ε, ε), ψt := ψ(t, ·) : Σn → Ω é uma imersão isométrica satisfazendo

ψt(intΣ) ⊂ int(Ω), ψt(∂Σ) ⊂ ∂Ω e ψ(0, x) = x.

Dada uma variação admisśıvel ψ : (−ϵ, ϵ) × Σn → Ω, definimos o funcional

área, o funcional volume (inspirado no caso fechado) e o funcional wetting área

(ou “área molhada”, termo proveniente de motivações f́ısicas no estudo da capilaridade),

respectivamente, por

A(t) =

∫
Σ

dat, V(t) =
∫
[0,t]×Σ

ψ∗dvM e W(t) =

∫
[0,t]×∂Σ

ψ∗da∂Ω, (2.7)

onde dat é o elemento de volume de Σn com respeito à métrica induzida por ψ(t, ·), dvM
é o elemento de volume de M e da∂Ω é o elemento de volume de ∂Ω induzido pela métrica

de Ω. Fixado θ ∈ (0, π), definimos o funcional Energia

E(t) = A(t)− cos θW(t). (2.8)
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A primeira variação dos funcionais A(t), V(t), W(t) e E(t) são bem conhecidos da

literatura, para fins de consulta, sugerimos uma ótima exposição em Silva (2019) [28].

Segue a formula da primeira variação dos referidos funcionais.

A′(0) =

∫
Σ

−Hg (X,N) da+

∫
∂Σ

g (X, ν) ds (2.9)

V ′(0) =

∫
Σ

g (X,N) da (2.10)

W ′(0) =

∫
∂Σ

g (X, ν̄) ds (2.11)

E ′(0) =

∫
Σ

−Hg (X,N) da+

∫
∂Σ

g (X, ν − cos θν̄) ds (2.12)

onde X = ∂ψ
∂t
(0, x) é o campo variacional da variação admisśıvel ψ e da e ds são os

elementos de volume de Σn e ∂Σn respectivamente.

Evidentemente, hipersuperf́ıcies de curvatura média nula que intersectam ∂Ω orto-

gonalmente são pontos cŕıticos do funcional área, uma vez que X|∂Σ é tangente a ∂Ω. Tais

hipersupef́ıcies são chamadas de mı́nimas de bordo livre. Da mesma maneira as hi-

persuperf́ıcies mı́nimas que intersectam ∂Ω em um ângulo constante igual a θ ∈ (0, π) são

pontos cŕıticos do funcional energia. Denominadas de hipersuperćıcies mı́nimas capilar.

Observamos que tais pontos cŕıticos (mı́nimas de bordo livre ou capilar) não necessaria-

mente minimizam o funcional área, ou seja, em geral, não são minimizantes.

Dizemos que a variação ψ preserva volume se V(0) = V(t) = 0∀ t ∈ (−ε, ε).
Restrito as variações que preservam volume, é fácil ver que as hipersuperf́ıcies de curvatura

média constante (CMC) que intersectam ∂Ω ortogonalmente, são pontos cŕıticos do funci-

onal área. Denominadas de hipersuperf́ıcies CMC de bordo livre. Da mesma maneira,

observamos que as hipersuperf́ıcies CMC que intersectam ∂Ω em um ângulo constante

igual a θ ∈ (0, π) são pontos cŕıticos do funcional energia restrito às variações que preser-

vam volume. Denominadas de hipersuperćıcie CMC capilar. Neste trabalho, como na

literatura em geral, o termo hipersuperf́ıcie capilar faz referência as hipersuperf́ıcies

mı́nimas ou CMC que intersectam ∂Ω em um ângulo constante.

Usando um argumento padrão, pode-se demonstrar que se Σn é ponto cŕıtico do

funcional área A′(0) (respectivamente do funcional energia E ′(0)), então Σn é mı́nima

de bordo livre (respectivamente mı́nima capilar). Da mesma maneira, quando restrito a

variações que preservam volume, os pontos cŕıticos são as CMC de bordo livre (respecti-

vamente CMC capilar).

Proposição 2.4.1. Uma imersão Σn → Ωn+1 ⊂ (Mn+1, g) é capilar (bordo livre) se

e somente se, para toda variação preservando volume, Σn é ponto cŕıtico do funcional

energia E (funcional área A).

Demonstração. Uma demonstração pode ser consultada em Silva (2019) [28].
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Fazemos a convenção de N estando na direção oposta a do vetor curvatura média,

assim H sempre será não negativa. Sob esta convenção, ao longo de ∂Σ, o ângulo entre

−N e N̄ (respectivamente ν e ν̄) é sempre igual a θ. Assim, no fibrado normal de ∂Σ,

temos as seguintes relações:

ν = − sen θN̄ + cos θν̄, (2.13)

N = cos θN̄ + sen θν̄, (2.14)

ou equivalentemente

N̄ = − sen θν + cos θN, (2.15)

ν̄ = cos θν + sen θN, (2.16)

Proposição 2.4.2. Para cada função φ ∈ C∞(Σ) com
∫
Σ
φda = 0, existe uma variação

admisśıvel preservando volume com campo variacional φN como parte normal.

Demonstração. Uma demonstração dessa proposição pode ser consultada em Barbosa-

Manfredo (1984) [4].

Proposição 2.4.3 (Fórmula da segunda variação da energia). Seja Σn → Ωn+1 ⊂Mn+1

uma imersão capilar. Então para toda variação ψ : (−ϵ, ϵ) × Σn → Ωn+1 admisśıvel

normal de Σn a segunda variação da energia é dada por

E ′′(0) =

∫
Σ

−φ(∆Σφ+ (Ric(N) + |A|2)φ)da+
∫
∂Σ

φ(φν − qφ)ds. (2.17)

onde

q =
1

sen θ
A∂Ω(ν̄, ν̄) + cot θA(ν, ν),

Ric é o tensor curvatura de Ricci de Mn+1, A := AΣ
N é a segunda forma fundamental

da imersão Σn dada por A(X, Y ) = −g(∇XN, Y ) e A∂Ω := A∂Ω
N̄

é a segunda forma

fundamental de ∂Ω dada por A∂Ω(X, Y ) = −g(∇XN̄ , Y ).

Demonstração. Uma demonstração dessa proposição pode ser consultada em Ros-Souam

(1997) [38].

Definição 2.4.4 (Estabilidade). Uma hipersuperf́ıcie capilar é dita estável se E ′′(0) ≥ 0

para toda variação preservando volume, isto é,

E ′′(0) ≥ 0, ∀φ ∈ F := {φ ∈ C∞(Σ);

∫
Σ

φda = 0}

Quando Σn é de bordo livre, a segunda variação do funcional energia se reduz a

segunda variação do funcional área, tendo a forma

A′′(0) =

∫
Σ

−φ(∆Σφ+ (Ric(N) + |A|2)φ)da+
∫
∂Σ

φ(φν − A∂Ωφ)ds. (2.18)



2.5. Métrica conforme 40

Sem qualquer restrição sobre o funcional área (exceto pedindo que as variações

sejam normais), a forma bilinear Q : C∞(Σ)× C∞(Σ) → R associada a segunda variação

d funcional área é dada por

Q(u, v) =

∫
Σ

−u
(
∆Σv +Ric(N)v + |A|2v

)
da+

∫
∂Σ

u
(
vν − A∂Ωv

)
ds, (2.19)

ou ainda na forma divergente

Q(u, v) =

∫
Σ

g(∇⊤u,∇⊤v)−
(
Ric(N) + |A|2

)
uvda−

∫
∂Σ

A∂Ωuvds, (2.20)

Definição 2.4.5. O ı́ndice de Morse de Σn ⊂ Ωn+1, denotado por Ind(Σ) é a dimensão

máxima do subespaço de C∞(Σ) na qual a segunda variação do funcional área é negativa

definida. A nulidade é a dimensão do núcleo da forma de ı́ndice; isto é, o conjunto de

todas as funções u tal que Q(u, v) = 0 para toda v.

Intuitivamente, o ı́ndice de Morse mede o número de deformações independentes

que diminuem a área. Denotemos por L o operador

L = ∆+Ric(N) + |A|2. (2.21)

É bem conhecido que o ı́ndice de Morse é igual a quantidade de autovalores con-

tando a multiplicidade do problema:{
(∆ + Ric(N) + |A|2)u = Lu = −λu, em Σ,

∇νu = A∂Ωu, em ∂Σ.
(2.22)

2.5 Métrica conforme

Consideremos uma n-variedade RiemannianaMn munida de uma métrica conforme

g̃ = e2ug. É bem conhecido os seguintes resultados que relacionam a geometria da métrica

conforme g̃ com a métrica original g.

Lema 2.5.1. Seja {Eα}nα=1 uma base local ortonormal de (Mn, g) definida em um aberto

U ⊂ M . Então {Ẽα}nα=1 é uma base local ortonormal de (Mn, g̃) definida em um aberto

U ⊂M , onde Ẽα := e−uEα para todo α ∈ {1, . . . , n}.

Proposição 2.5.2. Nas mesmas hipóteses do Lema (2.5.1) temos

i) A conexão de Levi-Civita de (Mn, g) está relacionada com a conexão de Levi-Civita

de (Mn, g̃) por

∇̃XY = ∇XY +X(u)Y + Y (u)X − g(X, Y )∇u, (2.23)

para todos campos vetoriais X, Y ∈ X(M);
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ii) A tensor curvatura de Riemannn de (Mn, g) está relacionada com o tensor curvatura

de Riemannn de (Mn, g̃) do seguinte modo

R̃M(X, Y )Z = RM(X, Y )Z +X(u)Z(u)Y − Y (u)Z(u)X +

− X(u)g(Y, Z)∇f + Y (u)g(X,Z)∇u− g(X,Z)∇Y∇u+ g(Y, Y )∇X∇u+

− g(X,Z)|∇u|2gY + g(Y, Z)|∇u|2gX − Hessu(X,Z)Y +Hessu(Y, Z)X

para todos campos vetoriais X, Y, Z ∈ X(M);

iii) A curvatura de seccional de (Mn, g) está relacionada com a curvatura de seccional

de (Mn, g̃) por

e2uK̃M(X, Y ) = KM(X, Y ) +X(u)2 + Y (u)2 − |∇u|2g − Hessu(X,X)− Hessu(Y, Y )(2.24)

para todos campos vetoriais X, Y ∈ X(M) que são ortogonais com respeito a g;

iv) O elemento de volume dv de (Mn, g) está relacionada com elemento de volume dṽ

de (Mn, g̃) por

dṽ = enudv. (2.25)

Demonstração. Uma demonstração detalhada dessas identidades podem sem consultadas

em Pereira (2018) [36].

Proposição 2.5.3. Seja Σk uma subvariedade de Mn. então, a curvatura média H de Σk

com respeito a métrica g está relacionada com a curvatura média H̃ de Σk com respeito

a métrica g̃ por

H = e2uH̃ + k(∇u)⊥. (2.26)

Para o contexto ao qual estamos interessados vamos considerar uma mudança

conforme g̃ = e2u ⟨, ⟩ em uma bola Euclidiana de raio rR centrada na origem de forma

que o fator conforme e2u seja radial, isto é, seu valor em um ponto x depende apenas da

distância Euclidiana à origem. A descrição formal dessa situação é dada a seguir.

Seja ũ : [0, a2) → R uma função suave, em que a <∞, ou a = ∞. Defina a função

u : Bn+1
a → R por u(x) = ũ(|x|2), onde Bn+1

a é uma bola de raio a centrada na origem de

Rn+1 (se a = ∞ então denotaremos Bn+1
a por Rn+1). Ao longo deste trabalho usaremos

o abuso de notação u(x) = (|x|2) e . Considere g̃ uma métrica em Bn+1
a obtida por uma

mudança conforme na métrica Euclidiana ⟨, ⟩ dada por

g̃ = e2u ⟨, ⟩ . (2.27)

Com respeito à métrica canônica de Rn+1 os gradientes das funções u e e2u são

dados respectivamente por

Du = 2u′(|x|2)x e De2u = 4e2uu′(|x|2)x. (2.28)
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Escreveremos Σn → Bn+1
rR

⊂ (Bn+1
a , e2u⟨ , ⟩) ou simplesmente Σn → (Bn+1, e2u⟨ , ⟩),

cumprindo int(Σ) ⊂ int(Bn+1) e ∂Σ ⊂ ∂Bn+1, para denotar uma imersão isométrica

de uma hipersuperf́ıcie Σn em uma bola Euclidiana centrada na origem de raio rR < a

munida da métrica conforme g̃. Para enxugar a notação, quando necessário denotaremos

(Bn+1
a , e2u⟨ , ⟩) por (Mn+1, g̃) para indicar o espaço ambiente. Apresentaremos alguns

exemplos de métricas conforme.

Exemplo 2.5.4. Considere u : [0, 1) → R dada por u(t) = ln

(
2

1− t

)
. Assim, (Bn+1

1 , g̃)

é o espaço hiperbólico Hn+1 modelado no disco de Poincaré.

Exemplo 2.5.5. Seja u : [0,∞) → R dada por u(t) = ln

(
2

1 + t

)
. Então, (Rn+1, g̃) é

isométrica à Sn+1 \ {p}, isto é, a esfera menos um polo.

Exemplo 2.5.6. Seja u : [0,∞) → R dada por u(t) = − t

2n
. Então, (Rn+1, g̃) =(

Rn+1, e−
|x|2
2n ⟨, ⟩

)
é uma variedade denominada Espaço Gaussiano.

Exemplo 2.5.7. Por fim, fazendo u : [0,∞) → R dada por u(t) = 0 teremos que (Rn+1, g̃)

é o espaço Euclidiano com a métrica canônica.

É interessante também notar as propriedades do campo posição em uma métrica

conforme, tais propriedades serão fundamentais e estão sintetizadas na proposição a seguir.

Proposição 2.5.8. i) x é um campo de Killing Conforme em X(M), ou seja, dado um

referencial local {Ei}n+1
i em TpM para todo p ∈ TpM

g̃
(
∇̃Ei

x,Ej

)
+ g̃

(
∇̃Ej

x,Ei

)
=

2

n+ 1
divg̃ (x) g̃ij, (2.29)

onde denotaremos

V0 :=
divg̃ (x)

n+ 1
= 1 + ⟨x,Dh⟩. (2.30)

ii) x|∂Bn+1 é um campo vetorial normal a ∂Bn+1.

iii) Para todo Z ∈ X(M) vale que

∇̃Zx = V0Z (2.31)

Lema 2.5.9. Seja (Bn+1
a , g̃) a bola Euclidiana com uma métrica g̃ = e2u ⟨, ⟩, em que

u(x) = u(|x|2) para alguma função suave u definida em I = [0, a2). Considere a função

V0(x) = 1 + ⟨x,Dh⟩ = 1 + 2u′|x|2. Então temos

i) DY x = V0Y e

ii) DV0 = 4e−2u(u′′|x|2 + u′)x.

Demonstração. Uma demonstração detalhada dessas identidades podem sem consultadas

em Pereira (2018) [36].
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Lema 2.5.10. Considere Bn+1
a com a métrica euclidiana e a conexão D associada. Então,

o Hessiano da função u(x) = u(|x|2) é dado por

(Hess u)(x)(Y, Z) = 4u′′ ⟨x, Y ⟩ ⟨x, Z⟩+ 2u′ ⟨Y, Z⟩ .

Demonstração. Uma demonstração detalhada dessas identidades podem sem consultadas

em Pereira (2018) [36].
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Caṕıtulo 3

Resultados de gap, não estabilidade

e ı́ndice de Morse de para

subvariedades f-mı́nimas

Neste Caṕıtulo estamos interessados em estudar as subvariedades f -mı́nimas em

(Rn, gcan, e
fdvcan), mais especificamente alguns resultados do tipo lacuna (também cha-

mado simplesmente de gap), não estabilidade e ı́ndice de Morse no contexto de subvarie-

dades f -mı́nimas.

3.1 Subvariedades f-mı́nimas no espaço Euclidiano

com peso

Uma variedade Riemanniana com peso é uma tripla (Mn, g, efdv), em que Mn é

uma variedade Riemanniana que possui elemento de volume dv induzido pela métrica g

substitúıdo por dvf := efdv e f é uma função suave chamada de função peso ou função

densidade. Nesta seção ∇ e Ric denotam a conexão de Levi-Civita e o tensor curvatura de

Ricci de (M, g) respectivamente. Objetos geométricos clássicos encontram equivalentes

definidos para o contexto com peso, de forma que faça sentido a adaptação, bem como a

aplicabilidade para a resolução de problemas das mais diversas teorias. Para (Mn, g, efdv),

um importante, e natural, tensor é o tensor curvatura ∞-Bakry-Émery Ricci, denotado

por Ricf (por simplicidade, tensor curvatura de Bakry-Émery Ricci), o qual é definido

por

Ricf := Ric−∇2f, (3.1)

onde ∇2f (ou Hess f) denota o hessiano da função f em M . Se f é constante, Ricf é o

tensor curvatura de Ricci em M .
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Considere uma imersão i : Σk → Mn, k < n, então, i : (Σk, i∗g) → (Mn, g) é

uma imersão isométrica com métrica induzida i∗g. Por simplicidade denotaremos i∗g por

simplesmente por g quando não houver confusão. A função peso f induz um elemento de

volume efda em Σk, onde da é o elemento de volume de Σk na métrica induzida g. Assim,

temos o espaço com peso (Σk, g, efda). Para todo campo vetorial X normal a (Σk, g),

X ∈ X(Σ)⊥, definimos em X(Σ)⊥ o operador f -Laplaciano por

∆⊥
f X = ∆⊥X +

k∑
i=1

(eif)(∇⊥
ei
X), (3.2)

e

∆⊥X =
k∑
i=1

(
∇⊥
ei
∇⊥
ei
X −∇⊥

∇

⊥

ei
ei
X
)
, (3.3)

onde {ei}ki=1 é um referencial local ortonormal de Σ e ∇⊥ e ∇

⊥

denotam a conexão de

Levi-Civita em X(Σ)⊥ e X(Σ) respectivamente.

Definição 3.1.1. O campo vetorial curvatura média com peso de uma subvariedade Σk

com respeito a métrica g é definido por

Hf = H − (∇f)⊥.

Uma subvariedade (Σk, g) é chamada f -mı́nima se a curvatura média com peso Hf

é identicamente nula, ou equivalentemente se o campo curvatura média satisfaz

Hf = (∇f)⊥.

Definição 3.1.2. A área com peso de (Σk, g) é definido por

volf (Σ) :=

∫
Σ

efda =

∫
Σ

daf .

É bem conhecido o fato que Σk é uma subvariedade f -mı́nima se, e somente se, Σk

é ponto cŕıtico do funciona volume com peso.

Proposição 3.1.3. Se X é um campo variacional com suporte compacto em Σk, então a

primeira formula de variação do funcional área com peso f de Σk é dado por

d

dt
volf (Σt)

∣∣∣
t=0

= −
∫
Σ

g(X⊥, Hf )e
fda.

Demonstração. A demonstração pode ser consultada em Cheng et al. (2015) [8].

Por outro lado, uma subvariedade f -mı́nima pode ser vista como uma subvariedade

mı́nima em uma certa métrica conforme. Precisamente, definimos a nova métrica g̃ = e
2f
k

emMn, que é conforme a métrica g. Desse modo, a imersão i : Σk →Mn induz a métrica
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i∗g̃ em Σk de (Σk, g̃). Por simplicidade faremos o abuso de notação i∗g̃ = g̃ quando não

houver confusão. Considerando essa formulação, o volume de (Σk, g̃) e dado por

ṽol(Σ) :=

∫
Σ

dã =

∫
Σ

efda = volf (Σ).

Portanto, desses últimos resultados temos que∫
Σ

g̃(X⊥, H̃)dã =

∫
Σ

g(X⊥, Hf )daf ,

onde dã = efda e H̃ denotam o elemento de volume de e o campo curvatura média de Σk

com respeito a métrica g̃ respectivamente. Da última identidade obtemos que H̃ = e−
2f
k Hf

e (Σk, g) é f -mı́nima em (Σk, g) se, e somente se, (Σk, g̃) é mı́nima em (Σk, g̃).

Para uma k-subvariedade f -mı́nima em (Mn, g, efdv) associamos o operador linear

Lf , também conhecido na literatura como operador de estabilidade, ou f -estabilidade,

definido por

LfX = ∆⊥
f X +R(X) + F (X) + A(X),

onde,

R(X) = tr(Σ,g)[RM(·, X)·]⊥ =
k∑
i=1

[RM(ei, X)ei]
⊥ ,

com RM sendo o tensor curvatura de Riemann de (Σ, g) e {ei}ki=1 uma base local ortonor-

mal de (Σ, g);

F (X) = −
[
∇2f(X)

]⊥
= −

n∑
α=k+1

∇2f(X, eα)eα, (3.4)

com {eα}nα=k+1 sendo uma base ortonormal local normal a (Σ, g); e

A(X) =
k∑

i,j=1

g(A(ei, ej), X)A(ei, ej), (3.5)

onde A denota a segunda forma fundamental de (Σ, g) e {ei}ki=1 uma base local ortonormal

de (Σ, g). Introduziremos agora o conceito de f -estabilidade (ou Lf -estabilidade)

Proposição 3.1.4 (Fórmula da Segunda Variação do Funcional Área com peso f). Seja

(Σk, g) uma subvariedade f -mı́nima em (Mn, g, efdv). Se X é um campo variacional com

suporte compacto normal a Σk (ou seja, X = X⊥), então a segunda variação do funcional

área com peso f de (Σk, g) é dada por

d2

dt2
volf (Σt)

∣∣∣
t=0

= −
∫
Σ

g(X,∆⊥
f X +R(X) + F (X) + A(X))daf . (3.6)

Demonstração. A demonstração pode ser consultada em Cheng et al. (2015) [8].
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Podemos associar uma forma quadrática à segunda variação do funcional área com

peso, a qual denotaremos por Qf , explicitamente

Qf (X,X) = −
∫
Σ

g(X,LfX)daf , (3.7)

para todo X ∈ X(Σ)⊥ com suporte compacto.

Definição 3.1.5. Uma k-subvariedade f -mı́nima em (Mn, g, efdv) é chamada f -estável

se a segunda variação do funcional área com peso é não negativa para toda variação com

suporte compacto. Equivalentemente

Qf (X,X) ≥ 0 ∀ X ∈ X(Σ)⊥ com suporte compacto.

Definimos o ı́ndice de Morse (ou Lf -́ındice), denotado por Indf (Σ
k), de uma sub-

variedade f -mı́nima Σk como sendo o máximo das dimensões de subespaços vetoriais

onde Qf é negativa definida. Portanto, Σk é estável se, e somente se, Indf (Σ
k) = 0.

Calcularemos a seguir o operador Lf para dois exemplos de grande utilidade nesta tese.

Exemplo 3.1.6 (Subvariedades f -mı́nimas em (Rn, gcan, e
fdvcan)). Consideremos o espaço

Euclidiano Mn = Rn munido da métrica canônica gcan = ⟨ ·, · ⟩, com peso radial f(x) =

f(|x|2) e ∇ = D denotando a derivada usual. Seja Σk uma subvariedade f -mı́nima em

(Rn, gcan, e
fdvcan), ou seja,

H = (∇f)⊥ = 2f ′x⊥, (3.8)

nessa configuração, temos que o operador Lf , para um campo variacional X ∈ X(Σ)⊥, é

dado por

LfX = ∆⊥
f X −

n∑
α=k+1

D2f(X, eα)eα + A(X), (3.9)

de outra maneira

LfX = ∆⊥
f X − 4f ′′⟨x,X⟩x⊥ − 2f ′X + A(X) (3.10)

= ∆⊥X + 2f ′∇⊥
x

⊥X − 4f ′′⟨x,X⟩x⊥ − 2f ′X + A(X). (3.11)

Para ver isto, primeiramente notemos que o termo R(X) é ideticamente nulo,

uma vez que Mn = Rn. Para calcular o termo F (X) = −
∑n

α=k+1D
2f(X, eα)eα, com

X ∈ X(Σ)⊥ e {eα}nα=k+1 sendo uma base ortonormal local normal a (Σ, ⟨·, ·⟩), precisamos

determinar o hessiano de f . Como f é radial, podemos usar o Lema 2.5.10. Dessa

maneira obtemos

F (X) = −
n∑

α=k+1

D2f(X, eα)eα

= −
n∑

α=k+1

(4f ′′⟨x,X⟩⟨x, eα⟩+ 2f ′⟨X, eα⟩) eα

= −4f ′′⟨x,X⟩x⊥ − 2f ′X.
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Como

k∑
i=1

(eif)(∇⊥
ei
X) = ∇⊥

∇

⊥

fX = 2f ′∇⊥
x

⊥X,

pois ∇⊤f = 2f ′x⊤, finalizamos a demonstração.

Exemplo 3.1.7 (Self-shrinkers no Espaço Gaussiano). No Exemplo 3.1.6, tomemos f =

− |x|2
4
. Subvariedades f -mı́nimas em (Rn, gcan, e

− |x|2
4 dvcan) são precisamente subvariedades

self-shrinkers (ou seja, H = −x⊥

2
). Para uma subvariedade self-shrinker, o operador Lf ,

para um campo variacional X ∈ X(Σ)⊥, é dado por

LfX = ∆⊥X − 1

2
∇⊥
x⊤X +

1

2
X + A(X). (3.12)

Para ver este fato, basta observar que f ′ = −1
4
, f ′′ = 0 e ∇⊤f = −x⊤

2
e substituir

em (3.10).

O crescimento de volume é uma propriedade muito importante no estudo de varie-

dades completas não compactas. Se Σk é uma subvariedade completa de Mn, com k < n,

Σk é dita possuir crescimento de volume polinomial se, para um p ∈ Mn fixado, existe

constantes reais C e d tais que para todo r ≥ 1,

vol
(
BM
r (p) ∩ Σ

)
≤ Crd, (3.13)

onde BM
r (p) é a bola extŕınseca de raio r centrada em p, vol

(
BM
r (p)

)
denota o volume de

vol
(
BM
r (p) ∩ Σ

)
. Quando d = k em (3.13), dizemos que Σk possui crescimento de volume

Euclidiano.

Proposição 3.1.8. Seja Σk uma subvariedade f -mı́nima completa sem bordo imersa em

(Rn, gcan, e
fdvcan). Se ϕ ∈ C∞(Σ) e X ∈ X(Σ)⊥ então

Qf (ϕX, ϕX) = −
∫
Σ

ϕ2⟨X,LfX⟩ − |∇

⊥

ϕ|2|X|2daf

Demonstração. Primeiramente determinaremos o operador f -estabilidade aplicado ao campo

ϕX. Notemos que o Laplaciano de ϕX, definido pela conexão normal sobre Σ é dado por:

∆⊥(ϕX) = ∆⊥ϕX + ϕ∆⊥X + 2∇⊥
∇

⊥

ϕX. (3.14)

Utilizando esse resultado em (3.2) obtemos o f -Laplaciano de ϕX, explicitamente

∆⊥
f (ϕX) = ϕ∆⊥

f X +∆⊥ϕX + 2∇⊥
∇

⊥

ϕX + (∇⊥
∇

⊥

fϕ)X. (3.15)

Da definição do operador f -estabilidade sabemos que

LfX = ∆⊥
f X +R(X) + F (X) + A(X).
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Portanto, substituindo (3.15) na definição de operador f -estabilidade, finalmente

obtemos

Lf (ϕX) = ϕLfX +∆⊥ϕX + 2∇⊥
∇

⊥

ϕX + (∇⊥
∇

⊥

fϕ)X. (3.16)

Da identidade (3.16), podemos derivar

⟨ϕX,Lf (ϕX)⟩ = ϕ2⟨X,LfX⟩+ ϕ∆⊥ϕ|X|2 + 2ϕ⟨∇⊥
∇

⊥

ϕX,X⟩+ ϕ(∇⊥
∇

⊥

fϕ)|X|2.(3.17)

Observando que

2ϕ⟨∇⊥
∇

⊥

ϕX,X⟩ = ϕ∇⊥
∇

⊥

ϕ|X|2

= ⟨ϕ∇

⊥

ϕ,∇

⊥

|X|2⟩

=
1

2
⟨∇

⊥

ϕ2,∇

⊥

|X|2⟩, (3.18)

e

ϕ(∇⊥
∇

⊥

fϕ)|X|2 = ϕ⟨∇

⊥

f,∇

⊥

ϕ⟩|X|2. (3.19)

Portanto, podemos reescrever a identidade (3.17), obtendo

⟨ϕX,Lf (ϕX)⟩ = ϕ2⟨X,LfX⟩+ ϕ∆⊥ϕ|X|2 + 1

2
⟨∇

⊥

ϕ2,∇

⊥

|X|2⟩+ ϕ⟨∇

⊥

f,∇

⊥

ϕ⟩|X|2.(3.20)

Derivaremos uma identidade para uso posterior. Consideremos o operador diver-

gente sobre Σ, denotado por div
⊥

, aplicado ao campo tangente 1
2
|X|2ef (∇

⊥
ϕ2) temos

1

2
div

⊥(
|X|2(∇

⊥

ϕ2)ef
)

= ⟨1
2
∇

⊥(
|X|2ef

)
,∇

⊥

ϕ2⟩+ 1

2
div

⊥

(∇

⊥

ϕ2)|X|2ef

=
1

2
⟨∇

⊥

|X|2,∇

⊥

ϕ2⟩ef + ϕ|X|2⟨∇

⊥

f,∇

⊥

ϕ⟩ef

+ ϕ∆⊥ϕ|X|2ef + |∇

⊥

ϕ|2|X|2ef . (3.21)

Determinaremos agora a forma quadrática Qf aplicada ao campo normal ϕX.

Substituindo (3.20) na forma quadrática Qf (·, ·) associada a segunda variação da área

resulta

Qf (ϕX, ϕX) = −
∫
Σ

⟨ϕX,Lf (ϕX⟩)daf

= −
∫
Σ

{⟨ϕX,Lf (ϕX)⟩}efda

= −
∫
Σ

{ϕ2⟨X,LfX⟩+ ϕ∆⊥ϕ|X|2 + 1

2
⟨∇

⊥

ϕ2,∇

⊥

|X|2⟩+ ϕ⟨∇

⊥

f,∇

⊥

ϕ⟩|X|2}efda.

Finalmente, utilizando a identidade (3.21) e o Teorema da divergência para o

ambiente Euclidiano obtemos que

Qf (ϕX, ϕX) = −
∫
Σ

{ϕ2⟨X,LfX⟩ − |∇

⊥

ϕ|2|X|2}efda

= −
∫
Σ

ϕ2⟨X,LfX⟩ − |∇

⊥

ϕ|2|X|2daf

concluindo assim a Proposição.
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Corolário 3.1.9. Seja Σn uma subvariedade f -mı́nima completa sem bordo imersa em

(Rn+1, gcan, e
fdvcan). Se ϕ, u ∈ C∞(Σ) então

Qf (ϕu, ϕu) = −
∫
Σ

ϕ2uLfu− |∇

⊥

ϕ|2u2daf

text

Lema 1. Seja Σk uma subvariedade f -mı́nima em (Rn, gcan, e
fdvcan), com função peso

f radial (f(x) = f(|x|2)), então a componente normal x⊥ do campo posição de Σk e a

componente normal y⊥ de um campo vetorial constante satisfazem

∆f{x⊥} = −2f ′x⊥ − A(x⊥)− 4f ′′|x⊤|2{x⊥} (3.22)

∆f{y⊥} = −A(y⊥)− 4f ′′⟨x⊤, y⊤⟩x⊥ (3.23)

Demonstração. Prova de (3.22): Fixe p ∈ Σk e tomemos uma base ortonormal local

{ei}ki=1 tal que ∇eiej(p) = 0 Determinemos primeiramente ∇⊥
ei
{x⊥}.

∇⊥
ei
{x⊥} = ∇⊥

ei
(x− ⟨x, ej⟩ej) = −⟨x, ej⟩Aij. (3.24)

Derivando a expressão anterior obtemos, dessa forma, que

∇⊥
ek
∇⊥
ei
{x⊥} = −Aik − ⟨x,Akj⟩Aij − ⟨x, ej⟩∇⊥

ek
Aij.

Usando o fato que ∇⊥
ek
Aij = ∇⊥

ej
Aik, podemos reescrever a equação anterior como

∇⊥
ek
∇⊥
ei
{x⊥} = −Aik − ⟨x,Akj⟩Aij − ⟨x, ej⟩∇⊥

ej
Aik. (3.25)

Tomando o traço em (3.25) e usando a condição de f -mı́nima, ou seja, H = 2f ′x⊥, e que

f ′ ̸= 0, temos que (3.25) fica

∆⊥{x⊥} = −H − A(x⊥)−∇⊥
x⊤H

= −2f ′x⊥ − A(x⊥)−∇⊥
x⊤{2f

′x⊥}

= −2f ′x⊥ − A(x⊥)− 4f ′′|x⊤|2{x⊥} − 2f ′∇⊥
x⊤{x

⊥}.

Desse modo

∆⊥
f {x⊥} = ∆⊥{x⊥}+

k∑
i=1

(eif)(∇⊥
ei
{x⊥})

= ∆⊥{x⊥}+ 2f ′∇⊥
x⊤x

⊥

= −2f ′x⊥ − A(x⊥)− 4f ′′|x⊤|2{x⊥} − 2f ′∇⊥
x⊤{x

⊥}+ 2f ′∇⊥
x⊤x

⊥

= −2f ′x⊥ − A(x⊥)− 4f ′′|x⊤|2{x⊥}.

Agora vamos verificar (3.23). De fato, fixe p ∈ Σk e tomemos uma base ortonormal

local {ei}ki=1 tal que ∇eiej(p) = 0. Para um vetor constante y ∈ Rn, vamos calcular

∇⊥
ei
{y⊥}

∇⊥
ei
{y⊥} = ∇⊥

ei
(y − ⟨y, ej⟩ej) = −⟨y, ej⟩Aij. (3.26)
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Derivando a expressão anterior obtemos, dessa forma, que

∇⊥
ek
∇⊥
ei
{y⊥} = −⟨y, Akj⟩Aij − ⟨y, Akj⟩∇⊥

ek
Aij.

Usando o fato que ∇⊥
ek
Aij = ∇⊥

ej
Aik, obtemos agora que

∇⊥
ek
∇⊥
ei
{y⊥} = −⟨y, Akj⟩Aij − ⟨y, ej⟩∇⊥

ej
Aki. (3.27)

O traço de (3.27), produz

∆⊥y⊥ = −A(y⊥)− ⟨y, ej⟩∇⊥
ej
H. (3.28)

Como H = 2f ′x⊥, usando (3.24) obtemos

∇⊥
ej
H = 4f ′′⟨ej, x⟩x⊥ − 2f ′⟨x, ei⟩Aij. (3.29)

Substituindo (3.29) em (3.28) e usando (3.26) temos

∆⊥y⊥ = −A(y⊥)− 4f ′′⟨ej, x⟩⟨y, ej⟩x⊥ + 2f ′⟨x, ei⟩⟨y, ej⟩Aij
= −A(y⊥)− 4f ′′⟨ej, x⟩⟨y, ej⟩x⊥ − 2f ′⟨x, ei⟩∇⊥

ei
{y⊥}

= −A(y⊥)− 4f ′′⟨ej, x⟩⟨y, ej⟩x⊥ − 2f ′∇⊥
x⊤{y

⊥}

= −A(y⊥)− 4f ′′⟨x⊤, y⊤⟩x⊥ − 2f ′∇⊥
x⊤{y

⊥}.

Portanto

∆⊥
f {y⊥} = ∆⊥{y⊥}+

k∑
i=1

(eif)(∇⊥
ei
{y⊥})

= ∆⊥{y⊥}+ 2f ′∇⊥
x⊤y

⊥

= −A(y⊥)− 4f ′′⟨x⊤, y⊤⟩x⊥ − 2f ′∇⊥
x⊤{y

⊥}+ 2f ′∇⊥
x⊤y

⊥

= −A(y⊥)− 4f ′′⟨x⊤, y⊤⟩x⊥

text

Lema 1. Seja Σk uma subvariedade f -mı́nima em (Rn, gcan, e
fdvcan), com função peso

f radial (f(x) = f(|x|2)), então a componente normal x⊥ do campo posição de Σk e a

componente normal y⊥ de um campo vetorial constante satisfazem

Lf{x⊥} = −4
(
f ′ + f ′′|x|2

)
{x⊥} (3.30)

Lf{y⊥} = −4f ′′⟨x, y⟩x⊥ − 2f ′y⊥ (3.31)

Demonstração. Prova de (3.30): tomando x⊥ como campo variacional em (3.1.6), ou seja

substituindo X = x⊥ e usando (3.23) obtemos

Lf{x⊥} = ∆⊥
f {x⊥} − 4f ′′⟨x, x⊥⟩x⊥ − 2f ′x⊥ + A(x⊥)

= −2f ′x⊥ − A(x⊥)− 4f ′′|x⊤|2x⊥ +

−4f ′′⟨x, x⊥⟩x⊥ − 2f ′x⊥ + A(x⊥)

= −4
(
f ′ + f ′′|x|2

)
x⊥.
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Agora vamos verificar (3.31). De fato, tomando y⊥ como campo variacional em (3.1.6),

ou seja substituindo X = y⊥ e usando (3.22) obtemos

Lf{y⊥} = ∆⊥
f y

⊥ − 4f ′′⟨x, y⊥⟩x⊥ − 2f ′y⊥ + A(y⊥)

= −A(y⊥)− 4f ′′⟨x⊤, y⊤⟩x⊥ − 4f ′′⟨x, y⊥⟩x⊥ − 2f ′y⊥ + A(y⊥)

= −4f ′′⟨x, y⟩x⊥ − 2f ′y⊥,

finalizando a demonstração.

O Teorema 3, Equação (3.30), possui uma aplicação imediata para subvariedades

f -mı́nimas compactas sem bordo (f -mı́nima fechada).

Observação 3.1.10. Para provar que

Lf{y⊥} = −4f ′′⟨x, y⟩x⊥ − 2f ′y⊥,

utilizamos que 0 = Hf = H− (∇f)⊥ na passagem onde foi necessário derivar a curvatura

média H, dessa forma, o resultado continua válido sobre a hipótese de Σk ter f -curvatura

média paralela.

3.2 Limitação inferir para o Índice de Morse de

subvariedades f-mı́nimas e subvariedades de

f-curvatura média paralela e resultado do tipo

gap

Nesta seção apresentaremos resultados de limitação inferir para o Índice de Morse

de subvariedades f -mı́nimas não compactas (Teorema 5) e subvariedades de f -curvatura

média paralela (caso não compacto Teorema 6 e caso compacto de bordo livre Teorema

7) e um resultado do tipo gap (Teorema 8). text

text

Teorema 5. Seja Σk uma subvariedade f -mı́nima completa não compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (Rn, gcan, e
fdvcan), com função

peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′ + f ′′|x|2 < 0. (3.32)

Então, Indf (Σ
k) ≥ 1. Em particular, Σk não é f -estável.
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Demonstração. Primeiramente definiremos sobre Σk uma função de corte. Seja η uma

função diferenciável não negativa em [0,∞) satisfazendo

η(s) =

{
1, se [0, 1),

0, se [2,∞),
(3.33)

e |η′| ≤ 2.

Fixe um ponto p ∈ Σk e seja r(x) = distΣ(p, x) a distancia função distância

intŕınseca sobre Σk. Definimos a sequência de funções ϕj(x) = η( r(x)
j
), j ≥ 1. Então

|∇

⊥

ϕj|2 ≤ 1 para j ≥ 2.

Agora aplicaremos a forma quadrática Qf na sequência de campos variacionais

ϕjx
⊥ ∈ X(Σ)⊥, onde x⊥ denota a componente normal sobre Σk do vetor posição. Utili-

zando o campo ϕjx
⊥ na Proposição 3.1.8 temos

Qf (ϕjx
⊥, ϕjx

⊥) = −
∫
Σ

ϕ2
j⟨x⊥, Lfx⊥⟩ − |∇

⊥

ϕj|2|x⊥|2daf

= −
∫
BΣ

2j(p)

ϕ2
j⟨x⊥, Lfx⊥⟩daf +

∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

|∇

⊥

ϕj|2|x⊥|2daf(3.34)

≤ −
∫
BΣ

2j(p)

⟨x⊥, Lfx⊥⟩daf +
∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

|x⊥|2daf (3.35)

(3.36)

onde BΣ
j (p) denota a bola geodésica intŕınseca de Σ de raio j centrada em p. Como Σ

possui crescimento de volume polinomial, temos que, quando j → ∞∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

|x⊥|2daf → 0. (3.37)

Tomando j suficientemente grande e utilizando o Lema 1, mais especificamente a

identidade (3.31), decorre que

Qf (ϕjx
⊥, ϕjx

⊥) ≤ −
∫
BΣ

2j(p)

⟨x⊥, Lfx⊥⟩daf , (3.38)

=

∫
BΣ

2j(p)

4
(
f ′ + f ′′|x|2

)
|x⊥|2daf . (3.39)

como por hipótese f ′ + f ′′|x|2 < 0 isso prova que x⊥ é uma direção tal que Qf é negativa,

provando assim que

A desigualdade estrita em f ′ + f ′′|x|2 < 0 é uma condição necessária tendo em

consideração a Observação 1.1.9. Explorando o f -Laplaciano do campo x⊥ obtemos o

seguinte resultado: text

Teorema 8. Seja Σk uma subvariedade fechada f -mı́nima em (Rn, gcan, e
fdvcan) com

função peso f radial (f(x) = f(|x|2)) satisfazendo

|A|2 ≤ −2f ′ − 4f ′′|x

⊥

|2, (3.40)

então alguma das seguintes possibilidades ocorrem:
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1. Σk é um hiperplano em Rk+1;

2. x⊥ ≡ const. ̸= 0⃗.

Demonstração. Como Σk é fechada, a Identidade de Green e (3.22) fornece∫
Σ

|∇⊥x⊥|2daf = −
∫
Σ

⟨x⊥,∆⊥
f x

⊥⟩daf

=

∫
Σ

⟨x⊥, 2f ′x⊥ + A(x⊥) + 4f ′′|x

⊥

|2{x⊥}⟩daf

=

∫
Σ

2f ′|x⊥|2 + ⟨x⊥, A(x⊥)⟩+ 4f ′′|x

⊥

|2|x⊥|2daf

De (3.5) sabemos que A(x⊥) =
∑k

i,j=1⟨A(ei, ej), x⊥⟩A(ei, ej). A desigualdade de

Cauchy-Schwarz implica que

⟨x⊥, A(x⊥)⟩ =
k∑

i,j=1

⟨x⊥, A(ei, ej)⟩2

≤
k∑

i,j=1

|x⊥|2|A(ei, ej)|2

= |x⊥|2|A|2

Dessa maneira∫
Σ

|∇⊥x⊥|2daf ≤
∫
Σ

2f ′|x⊥|2 + |x⊥|2|A|2 + 4f ′′|x

⊥

|2|x⊥|2daf

≤
∫
Σ

|x⊥|2
(
2f ′ + 4f ′′|x

⊥

|2 + |A|2
)
daf ≤ 0,

Pela condição de gap temos que ∇⊥x⊥ ≡ 0 o que implica que x⊥ = const. sobre

Σ.

text

Teorema 6. Seja Σk uma subvariedade com f -curvatura média paralela completa não

compacta sem bordo possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (Rn, gcan, e
fdvcan),

com função peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

2f ′′|x⊥|2 + f ′(n− k) ≤ 0. (3.41)

Então, Indf (Σ
k) ≥ 1. Em particular, Σk não é f -estável.

Demonstração. Primeiramente definiremos sobre Σk uma função de corte. Seja η uma

função diferenciável não negativa em [0,∞) satisfazendo

η(s) =

{
1, se [0, 1),

0, se [2,∞),
(3.42)
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e |η′| ≤ 2.

Fixe um ponto p ∈ Σk e seja r(x) = distΣ(p, x) a distancia função distância

intŕınseca sobre Σk. Definimos a sequência de funções ϕj(x) = η( r(x)
j
), j ≥ 1. Então

|∇

⊥

ϕj|2 ≤ 1 para j ≥ 2.

Consideremos agora y ∈ Sn−1 ⊂ Rn um vetor constante. Aplicaremos a forma

quadrática Qf na sequência de campos variacionais ϕjy
⊥ ∈ X(Σ)⊥. Utilizando o campo

ϕjy
⊥ na Proposição 3.1.8 temos

Qf (ϕjy
⊥, ϕjy

⊥) = −
∫
Σ

ϕ2
j⟨y⊥, Lfy⊥⟩ − |∇

⊥

ϕj|2|y⊥|2daf

= −
∫
BΣ

2j(p)

ϕ2
j⟨y⊥, Lfy⊥⟩daf +

∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

|∇

⊥

ϕj|2|y⊥|2daf(3.43)

≤ −
∫
BΣ

2j(p)

⟨y⊥, Lfy⊥⟩daf +
∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

daf , (3.44)

onde BΣ
j (p) denota a bola geodésica intŕınseca de Σ de raio j centrada em p. Como Σ

possui crescimento de volume polinomial, temos que, quando j → ∞∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

daf → 0. (3.45)

Tomando j suficientemente grande e utilizando o Teorema 3, mais especificamente

a identidade (3.31), decorre que

Qf (ϕjy
⊥, ϕjy

⊥) ≤ −
∫
BΣ

2j(p)

⟨y⊥, Lfy⊥⟩daf , (3.46)

=

∫
BΣ

2j(p)

4f ′′⟨x, y⟩⟨x⊥, y⊥⟩+ 2f ′|y⊥|2daf . (3.47)

Fixando uma base ortonormal {yi}ni=1 de Rn, e consideremos {Nr}nr=k+1 uma base

ortonormal no fibrado normal de Σ, podemos notar, passando a soma, que

n∑
i=1

|y⊥i |2 =
n∑
i=1

n∑
r=k+1

|⟨y⊥i , Nr⟩Nr|2

=
n∑
i=1

n∑
r=k+1

⟨y⊥i , Nr⟩2

=
n∑

r=k+1

n∑
i=1

⟨y⊥i , Nr⟩2

=
n∑

r=k+1

|Nk|2 = n− k.

Passando a soma em Qf (y
⊥
i , y

⊥
i ) em relação a {yi}ni=1 e usando a hipótese que

f ′ + 2f ′′|x|2 ≤ 0 obtemos

n∑
i=1

Qf (y
⊥
i , y

⊥
i ) ≤

∫
BΣ

2j(p)

4f ′′|x⊥|2 + 2f ′(n− k)daf ≤ 0.



3.2. Limitação inferir para o Índice de Morse de subvariedades f -mı́nimas e
subvariedades de f -curvatura média paralela e resultado do tipo gap 56

Provando dessa forma que Qf possui pelo menos um autovalor negativo, comple-

tando a prova do Teorema.

O Teorema 5 admite uma versão para o caso bordo livre, a prova é semelhante e será

apresentada. Consideremos a bola Euclidiana unitária Bn
1 (0) := Bn centrada na origem

como subconjunto de (Rn, gcan, e
fdvcan). Uma subvariedade Σk é dita ser f -curvatura

média paralela de bordo livre em Bn se Σk possui f -curvatura média paralela e intersecta

∂Bn ortogonalmente. Em particular, se N̄ denota o campo normal unitário de ∂Bn e ν

é o campo unitário conormal a ∂Σ então N̄ = ν em ∂Σ. Para o caso de Bn temos que

N̄ = x.

De forma semelhante ao caso não compacto, para o caso de subvariedades de f -

curvatura média paralela de bordo livre em Bn definimos da mesma maneira o operador

estabilidade Lf e a forma quadrática Qf associada a segunda variação da área fica

Qf (X,X) = −
∫
Σ

⟨X,LfX⟩daf +
∫
∂Σ

⟨∇νX −∇Xν,X⟩dsf (3.48)

para todo X ∈ X(Σ)⊥.

Dizemos que uma subvariedade com f -curvatura média paralela de bordo livre em

Bn ⊂ (Rn, gcan, e
fdvcan) é f -estável se Qf (X,X) ≥ 0 ∀ X ∈ X(Σ)⊥. text

text

Teorema 9. Seja Σk uma subvariedade com f -curvatura média paralela de bordo livre

imersa em B2
1(0) ⊂ (Rn, gcan, e

fdvcan), com função peso f radial (f = f(|x|2)) satisfa-

zendo

2f ′′|x⊥|2 + f ′(n− k) ≤ 0 (3.49)

Então, Indf (Σ
k) ≥ 1. Em particular, Σk não é f -estável.

Demonstração. Substituindo y⊥ ∈ X(Σ)⊥ na forma quadrática descrita em (3.48) e utili-

zando o Lema 1, mais especificamente a identidade (3.31), decorre que

Qf (y
⊥, y⊥) = −

∫
Σ

⟨y⊥, Lfy⊥⟩daf +
∫
∂Σ

⟨y⊥, Dνy
⊥ −Dy⊥ν⟩dsf

=

∫
Σ

4f ′′⟨x, y⟩⟨x⊥, y⊥⟩+ 2f ′|y⊥|2daf +
∫
∂Σ

1

2
Dν |y⊥|2 − A∂Bν (y⊥, y⊥)dsf

Tomemos uma base ortonormal {yi}ni=1 de Rn, e consideremos {Nr}nr=k+1 uma base orto-
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normal no fibrado normal de Σ, podemos notar, passando a soma, que

n∑
i=1

|y⊥i |2 =
n∑
i=1

n∑
r=k+1

|⟨y⊥i , Nr⟩Nr|2

=
n∑
i=1

n∑
r=k+1

⟨y⊥i , Nr⟩2

=
n∑

r=k+1

n∑
i=1

⟨y⊥i , Nr⟩2

=
n∑

r=k+1

|Nk|2 = n− k.

Agora, passando a soma em Qf (y
⊥
i , y

⊥
i ) em relação a {yi}ni=1 obtemos

n∑
i=1

Qf (y
⊥
i , y

⊥
i ) =

∫
Σ

4f ′′|x⊥|2 + 2f ′(n− k)daf −
∫
∂Σ

n∑
i=1

A∂Bν (y⊥, y⊥)dsf ,

de onde segue o resultado.

3.3 Limitação inferir para o ı́ndice de Morse de

hipersuperf́ıcies f-mı́nimas no espaço Euclidiano

com peso

Nesta seção lidaremos com o caso de codimensão 1, ou seja, hipersuperf́ıcies f -

mı́nimas. Neste contexto, como Σn ⊂ Rn+1 é orientável, fica bem definido um campo

normal unitário N ∈ X(Σ)⊥, portanto, dado uma campo variacional X ∈ X(Σ)⊥, sempre

existe uma função suave u tal que X = uN em Σ. Desse modo podemos identificar X

com uma função suave u por intermédio do campo N normal a Σn.

Especialmente nesta seção que traremos do caso de codimensão 1, utilizaremos a

notação ∆Σ denota o operador Laplaciano sobre Σn, ∆Σ,f denota o operador f -Laplaciano

sobre Σn e ∇Σ o gradiente sobre Σn.

Também será abordado o caso em que Σn é compacta, mais especificamente quando

possui bordo libre em um domı́nio compacto. Consideremos Σn uma hipersuperf́ıcie f -

mı́nima de bordo livre na bola Euclidiana unitária Bn+1 ⊂ (Rn+1, gcan, e
fdvcan), o opera-

dor estabilidade fica definido como sendo

Lf = ∆Σ,f +Ricf (N,N) + |A|2,
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onde ∆Σ,f := ∆Σ+ ⟨∇Σf, ·⟩ e Ricf é o tensor curvatura de Bakry-Émery Ricci como defi-

nido em (3.1). Semelhantemente às construções anteriores, definimos a forma quadrática

Qf associada a segunda variação do funcional área

Qf (u, u) = −
∫
Σ

uLfudaf +

∫
∂Σ

u(uν − A∂Bu)dsf ,

para toda função u ∈ C∞(Σ).

Dizemos que uma hipersuperf́ıcie f -mı́nima de bordo livre na bola Euclidiana

unitária Bn+1 ⊂ (Rn+1, gcan, e
fdvcan) é f -estável se Qf (u, u) ≥ 0 ∀ u ∈ C∞(Σ). Defi-

nimos o ı́ndice de Morse (ou Lf -́ındice), denotado por Indf (Σ
n), de Σn como sendo o

máximo das dimensões de subespaços vetoriais onde Qf é negativa definida.

Apresentaremos agora uma limitação inferir para o ı́ndice de Morse de hipersu-

perf́ıcies f -mı́nimas no espaço Euclidiano com peso para o caso não compacto sem bordo

Teorema 1 e Teorema 2 e para o caso compacto de bordo livre Teorema 3 e Teorema 4.

text

Teorema 1. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie f -mı́nima completa não compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (Rn+1, gcan, e
fdvcan), com função

peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′′ ≤ 0.

Então, se Σn não é totalmente geodésica, Indf (Σ
n) ≥ n+ 1.

Demonstração. Considere uma base de Rn+1 formada pelos campos coordenados {ei}n+1
i=1

e definamos as funções u1 = ⟨x, e1⟩, . . . , un = ⟨x, en⟩, un+1 = ⟨x, en+1⟩, onde x denota o

campo posição da hipersuperf́ıcie Σn. As funções ui são as funções coordenadas de Σn

e formam um subespaço U = {u1, . . . , un, un+1} de C∞(Σ) de dim(U) = n + 1, vamos

provar que Qf é estritamente negativa sobre U . Para cada i ∈ {1, · · · , n+1}, o operador

f -estabilidade das funções aplicado a ui é: (veja [27])

Lfui = (−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)ui,

portanto

Qf (ui, ui) = −
∫
Σ

(−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)u2i daf .

Consideremos agora a sequência de funções de corte ϕj(x) = η( r(x)
j
), j ≥ 1 como

definidas no prova do Teorema 5. Aplicando o Corolário 3.1.9 para a função ϕjui temos

Qf (ϕjui, ϕjui) = −
∫
Σ

ϕ2
juiLfui − |∇

⊥

ϕj|2u21daf

= −
∫
BΣ

2j(p)

ϕ2
juiLfuidaf +

∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

|∇

⊥

ϕj|2u2i daf (3.50)

≤ −
∫
BΣ

2j(p)

uiLfuidaf +

∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

u2i daf , (3.51)



3.3. Limitação inferir para o ı́ndice de Morse de hipersuperf́ıcies f -mı́nimas no espaço
Euclidiano com peso 59

onde BΣ
j (p) denota a bola geodésica intŕınseca de Σ de raio j centrada em p. Como Σ

possui crescimento de volume polinomial, temos que, quando j → ∞∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

⟨x, ei⟩2daf → 0. (3.52)

Tomando j suficientemente grande e utilizando o Lema 1, mais especificamente a identi-

dade (3.31), decorre que

Qf (ϕjui, ϕjui) ≤ −
∫
BΣ

2j(p)

uiLfuidaf (3.53)

= −
∫
BΣ

2j(p)

(−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)u2i daf . (3.54)

Desse modo, se Σn é não totalmente geodésica e f ′′ ≤ 0 temos Qf < 0 para cada

ϕi, de onde conclúımos que Indf (Σ
n) ≥ n+ 1.

text

Teorema 2. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie f -mı́nima completa não compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (Rn+1, gcan, e
fdvcan), com função

peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′ ≤ 0 e f ′′ ≤ 0.

Então, se Σn não é totalmente geodésica, Indf (Σ
n) ≥ n+ 2.

Demonstração. Do Teorema 1 já sabemos que se f ′′ ≤ 0 Indf (Σ) ≥ n+ 1. Consideremos

agora o subespaço vetorial V ⊂ C∞(Σ) gerado pelas funções {u1, . . . , un+1, 1} de dim(V) =
n+2, vamos provar que Qf é negativa sobre V . Uma função Φ ∈ V pode ser escrita como

Φ =
n+1∑
i=1

ciui + c = ⟨x,
n+1∑
i=1

ciei⟩+ c.

É posśıvel escolher b ∈ Rn+1 e c ∈ R de modo que Φ = ⟨x, b⟩+ c. Observemos que

Lf (c) = (−2f ′ − 4f ′′⟨x,N⟩2)c+ |A|2c. Substituindo Φ na forma quadrática Qf e usando

a mesma construção da passagem anterior onde foi utilizado a função de corte, pelo fato

de Σ possuir crescimento de volume polinomial, temos que, quando j → ∞∫
BΣ

2j(p)\BΣ
j (p)

(⟨x, b⟩+ c)2daf → 0, (3.55)
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tomando j suficientemente grande temos, portanto, que

Qf (Φ,Φ) = −
∫
BΣ

2j(p)

ΦLfΦdaf

= −
∫
BΣ

2j(p)

Φ
(
(−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)⟨x, b⟩+ (−2f ′ − 4f ′′⟨x,N⟩2)c+ |A|2c

)
daf

= −
∫
BΣ

2j(p)

(−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)Φ2 − 2cf ′⟨x, b⟩ − 2c2f ′daf

= −
∫
BΣ

2j(p)

(−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)Φ2 − 2c2f ′daf .

Onde usamos o fato de que ∆f,Σ⟨x, b⟩ = 2f ′⟨x, b⟩ e Σn não possui bordo, assim,

pelo Teorema da divergência temos que
∫
Σ
∆f,Σ⟨x, b⟩daf = 0. Assim, podemos concluir,

portanto que, se Σn é não totalmente geodésica, e se f ′ ≤ 0 e f ′′ ≤ 0, então Indf (Σ
n) ≥

n+ 2, encerrando a prova do Teorema.

text

Teorema 3. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie f -mı́nima de bordo livre na bola Euclidiana

unitária Bn em (Rn+1, gcan, e
fdvcan), com função peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′′ ≤ 0.

Então, se Σn não é totalmente geodésica, Indf (Σ
n) ≥ n+ 1.

Demonstração. Como na prova do Teorema 1, considere {ei}n+1
i=1 uma base de Rn+1 e

definimos o subespaço vetorial U ⊂ C∞(Σ) gerado pelas funções {u1, . . . , un, un+1}, com
ui = ⟨x, ei⟩ para cada i ∈ {1, . . . , n + 1}, dim(U) = n + 1. Vamos provar que Qf é

estritamente negativa sobre U . Para cada i ∈ {1, · · · , n + 1}, o operador f -estabilidade

das funções aplicado a ui é: (veja [27])

Lfui = (−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)ui,

e (em ∂Σ)

∂ui
∂ν

= ⟨ei, ν⟩ = ⟨ei, x⟩ = ui,

portanto

Qf (ui, ui) = −
∫
Σ

(−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)u2i daf .

Desse modo, se Σn é não totalmente geodésica e f ′′ ≤ 0 temos Qf < 0 para cada

ui, de onde conclúımos que Indf (Σ
n) ≥ n+ 1.
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text

Teorema 4. Seja Σn uma hipersuperf́ıcie f -mı́nima de bordo livre na bola Euclidiana

unitária Bn em (Rn+1, gcan, e
fdvcan), com função peso f radial (f = f(|x|2)) satisfazendo

f ′ ≤ 0 e f ′′ ≤ 0.

Então, se Σn não é totalmente geodésica, Indf (Σ
n) ≥ n+ 2.

Demonstração. Como na prova do Teorema 2 consideremos o subespaço vetorial V ⊂
C∞(Σ) gerado pelas funções {u1, . . . , un+1, 1}, vamos provar que Qf é negativa definida

sobre V . Uma função Φ ∈ V pode ser escrita como

Φ =
n+1∑
i=1

ciui + c = ⟨x,
n+1∑
i=1

ciei⟩+ c.

É posśıvel escolher b ∈ Rn+1 e c ∈ R de modo que Φ = ⟨x, b⟩+ c. Observemos que

Lf (c) = (−2f ′ − 4f ′′⟨x,N⟩2)c + |A|2c e ∂c
∂ν

= 0. Substituindo Φ na forma quadrática Qf

resulta

Qf (Φ,Φ) = −
∫
Σ

ΦLfΦdaf +

∫
∂Σ

Φ(Φν − A∂BΦ)dsf

= −
∫
Σ

Φ
(
(−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)⟨x, b⟩+ (−2f ′ − 4f ′′⟨x,N⟩2)c+ |A|2c

)
daf

+

∫
∂Σ

−cΦdsf

= −
∫
Σ

(−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)Φ2 − 2cf ′⟨x, b⟩ − 2c2f ′daf +

∫
∂Σ

−c⟨x, b⟩ − c2dsf

= −
∫
Σ

(−4f ′′⟨x,N⟩2 + |A|2)Φ2 − 2c2f ′daf −
∫
∂Σ

c2dsf ,

onde usamos o fato de que ∆f,Σ⟨x, b⟩ = 2f ′⟨x, b⟩ e pelo Teorema da divergência, como

∂Σ ̸= ∅ e Σ é de bordo livre (ou seja x = ν em ∂Σ), temos que
∫
Σ
∆f,Σ⟨x, b⟩daf =∫

∂Σ
⟨x, b⟩dsf . Assim, podemos concluir que, se Σn é não totalmente geodésica, e se f ′ ≤ 0

e f ′′ ≤ 0, então Indf (Σ
n) ≥ n+ 2, encerrando a prova do Teorema 4.
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Caṕıtulo 4

Não existência de subvariedades

mı́nimas de bordo livre em uma bola

conforme

Denotaremos nesta seção por ∇ a derivada covariante no espaço ambiente (Mn, g),

enquanto que ∇̃ denotará a derivada covariante no espaço ambiente (Mn, g̃), com g̃ = e2fg.

Além disso, quando se tratar do espaço Euclidiano,Mn = Rn, usaremos∇ := D e g := ⟨ , ⟩
a derivada covariante usual e a métrica canônica de Rn, respectivamente.

Seja Σk → Ωn ⊂ (Mn, g̃) uma subvariedade mı́nima de bordo livre. Consideremos

a forma quadrática Q̃ definida no fibrado normal de Σk, como segue (conferir Proposição

(2.3.3))

Q̃(X,X) =

∫
Σ

|∇̃⊥X|2g̃ − t̃rΣ,g̃R̃M(X, ·, X, ·)− |g̃(Ã,X)|2g̃dã−
∫
∂Σ

Ã∂Ω(X,X)ds̃, (4.1)

para todo X ∈ X(Σ)⊥, onde R̃M é o tensor curvatura de Riemann em relação a métrica

g̃, e t̃rΣ,g̃ denota o traço em Σk com respeito a métrica g̃, explicitamente

t̃rΣ,g̃R̃M(X, ·, X, ·) =
k∑
i=1

g̃(R̃M(X, Ẽi)X, Ẽi),

onde {Ẽi}ki=1 é uma base local ortonormal de Σk com respeito a métrica g̃, Ã é a segunda

forma fundamental de Σk, com respeito a métrica g̃, dada por Ã(Z, Y ) = (∇̃ZY )⊥, para

todo Z, Y ∈ X(Σ) e Ã∂Ω é a segunda forma fundamental de Ωn, com respeito a métrica g̃,

dada por Ã∂Ω(Z, Y ) = (∇̃ZY )⊥, para todo Z, Y ∈ X(∂Ω). Como ∂Ω é uma hipersuperf́ıcie

emMn, fica bem definido, na métrica g̃, um campo normal unitário Ñ , o qual orientaremos

para fora de ∂Ω. A condição de bordo livre implica que, em ∂Σ, temos que Ñ = ν̃, onde

ν̃ é o campo conormal de Σk, nessas condições, são equivalentes:

Ã∂Ω
Ñ
(Z, Y ) = Ã∂Ω(Z, Y ) = g̃(∇̃ZY, Ñ) = −g̃(∇̃ZÑ , Y ) = −g̃(∇̃Z ν̃, Y ) (4.2)

Voltando a forma quadrática Q̃, em (4.1), definindo os integrandos em Σ e ∂Σ

respectivamente por q̃Σ(X,X) e q̃∂Σ(X,X), temos

q̃Σ(X,X) := |∇̃⊥X|2g̃ − t̃rΣ,g̃R̃M(X, ·, X, ·)− |g̃(Ã,X)|2g̃,

q̃∂Σ(X,X) := −Ã∂Ω(X,X).
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Com essa terminologia, podemos escrever Q̃(X,X) como

Q̃(X,X) :=

∫
Σ

q̃Σ(X,X)dã+

∫
∂Σ

q̃∂Σ(X,X)ds̃.

Considerando que g̃ é conforme a uma métrica g em Mn, ou seja, g̃ = e2ug,

nosso objetivo é expressar Q̃(X,X), para todo X ∈ X(Σ)⊥, em termos do correspondente

operador Q(X,X) com respeito amétrica g, definido por

Q(X,X) =

∫
Σ

|∇⊥X|2g − trΣ,g(RM(X, ·, X, ·)− |g(A,X)|2gda−
∫
∂Σ

A∂Ω(X,X)ds,

=

∫
Σ

qΣ(X,X)da+

∫
∂Σ

q∂Σ(X,X)ds.

A proposição a ser apresentada encontrasse demonstrada em Franz-Trinca (2023),

[16] apenas acrescentaremos o termo do bordo de Σk, uma vez que estamos interessados em

subvaridades mı́nimas de bordo livre. Tal resultado, permite relacionar explicitamente q̃Σ

e qΣ em temos da métrica conforme. Fazemos a ressalva que neste contexto Σk é mı́nima

com respeito a métrica g̃.

Proposição 4.0.1 (Franz-Trinca (2023), [16] - Corolário 4.5). Seja (Mn, g) uma varie-

dade Riemanniana munida da métrica g e consideremos a mudança conforme g̃ = e2ug.

Considerando que Σk é uma subvariedade mı́nima de bordo livre em Ωn ⊂ (Mn, g̃), então,

para todo X ∈ X(Σ)⊥ é válido que

q̃Σ(X̃, X̃) = qΣ(X,X)e−2u − |∇

⊥

u|2g|X|2ge−2u + kHessu(X,X)e−2u +

+k|∇u|2g|X|2ge−2u + divΣ(∇u)|X|2ge−2u,

q̃∂Σ(X̃, X̃) = −Ã∂Ω(X̃, X̃)

onde X̃ = e−uX.

Demonstração. Demonstrado em [16], Corolário 4.5.

A proposição a seguir já é um resultado sabido e encontrasse em Schoen (2006),

[34]. A utilidade deste resultado é tratar do termo qΣ que aparece na Proposição 4.0.1,

ou seja, da forma quadrática na métrica original. É importante notarmos que Σk é

mı́nima com respeito apenas a métrica g̃, assim, para qΣ, temos que Σk é apenas uma

subavarieade. Recordemos, inclusive, que da Proposição 2.5.3 que as curvaturas média H

e H̃ se relacionam da seguinte forma

H = e2uH̃ + k(∇u)⊥.

Como estamos interessados em uma ambiente conforme ao ambiente Euclidiano,

ou seja, Rn munido da métrica g̃ = e2u⟨ , ⟩, vamos calcular o traço qΣ em (Rn, ⟨ , ⟩)
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em relação a uma base sem assumir minimalidade de Σk. Este resultado encontra-se

em uma passagem do Teorema 2.2 em [34], assumindo a minimalidade. Desta maneira,

apresentaremos a demonstração para enfatizar a independência da minimalidade de Σk.

Proposição 4.0.2. Seja Σk uma subvariedade de (Rn, ⟨ , ⟩). Então, o traço de qΣ em

relação a uma base ortonormal {Ei}ni=1 de Rn é dado por

trqΣ :=
n∑
i=1

qΣ(E⊥
i , E

⊥
i ) = 0.

Demonstração. Seja {Ei}ni=1 uma base ortonormal de Rn e seja Xi = E⊥
i a projeção

normal em relação a Σk. Dessa forma, cada Xi pode ser tomando como campo variacional.

Para o caso Euclidiano qΣ é dado por

qΣ(X,X) = |D⊥X|2 − |D⊤X|2,

para X ∈ X(Σ)⊥, pois RRn ≡ 0 e
∑k

i,j=1⟨Deiej, X⟩2 =
∑k

i=1⟨D⊤
ei
X,D⊤

ei
X⟩2 = |D⊤X|2.

Observemos inicialmente que
∑n

i=1 |D⊥Xi|2 e
∑n

i=1 |D

⊥

Xi|2 independem da base ortonor-

mal escolhida.

Vamos assumir uma base {E1, . . . , En} em Rn de modo que {E1, . . . , Ek} são tan-

gentes a Σk em algum ponto, digamos p ∈ Σk. Se {v1, . . . , vk} formam uma base orto-

normal local tangente a Σk próximo de p com vi = Ei neste ponto, para i ∈ {1, . . . , k},
definimos então, próximo de p, os campos Xi ∈ X(Σ)⊥ por

Xi = Ei −
k∑

α=1

⟨Ei, vα⟩vα.

Tomando outra base local ortonormal {vβ}kβ=1 em p ∈ Σk, de modo que (Dvβvα)
⊤ = 0, e

derivando derivando Xi em relação a vβ temos

DvβXi = −
k∑

α=1

[⟨Ei, Dvβvα⟩vα + ⟨Ei, vα⟩Dvβvα]

= −
k∑

α=1

[⟨Ei, D⊥
vβ
vα⟩vα + ⟨Ei, vα⟩D⊥

vβ
vα],

notemos, portanto, que

D

⊥

vβ
Xi = −

k∑
α=1

⟨Ei, D⊥
vβ
vα⟩vα

D⊥
vβ
Xi = −

k∑
α=1

⟨Ei, vα⟩D⊥
vβ
vα,

assim
n∑
i=1

|D⊥Xi|2 =
n∑
i=1

k∑
β=1

|D⊥
vβ
Xi|2 =

n∑
i=1

k∑
β=1

k∑
α=1

⟨⟨Ei, vα⟩D⊥
vβ
vα, ⟨Ei, vα⟩D⊥

vβ
vα⟩

=
k∑

β=1

k∑
α=1

|D⊥
vβ
vα|2 = |A|2
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e

n∑
i=1

|D

⊥

Xi|2 =
n∑
i=1

k∑
β=1

|D

⊥

vβ
Xi|2 =

n∑
i=1

k∑
β=1

k∑
α=1

⟨⟨Ei, D⊥
vβ
vα⟩vα, ⟨Ei, D⊥

vβ
vα⟩vα⟩

=
k∑

β=1

k∑
α=1

|D

⊥

vβ
vα|2 = |A|2,

provando assim a proposição.

Considerando agora Σk sendo uma subvariade mı́nima de (Rn, g̃ = e2u⟨ , ⟩), quere-
mos determinar o traço de q̃Σ. O resultado é similar a Franz-Trinca (2023) [16].

Teorema 4.0.3. Seja Σk uma subvariedade mı́nima de (Rn, g̃ = e2u⟨ , ⟩), então

n∑
α=1

q̃Σ(Ẽ⊥
α , Ẽ

⊥
α ) = −K̃Rn(Σ, NΣ) + k|∇⊥u|2e−2u,

= −K̃Rn(Σ, NΣ) +
1

k
|H|2e−2u,

onde {Ẽα}nα=1 é qualquer base ortonormal de (Rn, g̃) e K̃Rn(Σ, NΣ) é a notação para

K̃Rn(Σ, NΣ) :=
k∑
i=1

n∑
r=k+1

K̃Rn(Ẽi, Ẽr),

onde {Ẽβ}nα=1 é uma base ortonormal local de (Rn, g̃) tal que os primeiros k termos for-

mam uma base ortonormal local de Σk.

Observação 4.0.4. Observemos que

K̃Rn(Σ, NΣ) =
k∑
i=1

n∑
r=k+1

K̃Rn(Ẽi, Ẽr) =
k∑
i=1

n∑
r=k+1

g̃(R̃Rn(Ẽi, Ẽr)Ẽi, Ẽr).

Como R̃Rn é um tensor, isso prova que K̃Rn(Σ, NΣ) não depende da escolha da base

{Ẽβ}nβ=1.

Demonstração. Considere em (Rn, e2u⟨ , ⟩) um referencial ortonormal {Ẽα}nα=1 de modo

que Ẽα é tangente a Σk em um ponto p para todo α ∈ {1, . . . , k}. Consideremos agora

um referencial ortonormal local adaptado {ẽα}nα=1 em p ∈ Σk tal que, em p, temos que ẽα

é tangente a Σk para todo α ∈ {1, . . . , k} e ẽα é normal a Σk para todo α ∈ {k+1, . . . , n},
além disso, em p, temos que Ẽα(p) = ẽα(p) para todo α. Desse modo, temos que Ẽ

⊥

i (p) =

ẽi(p) e Ẽ
⊥
i (p) = 0 para i ∈ {1, . . . , k} e Ẽ

⊥

r (p) = 0 e Ẽ⊥
r (p) = ẽr para r ∈ {k + 1, . . . , n}.

Consideremos ainda os respectivos campos correspondentes na métrica g: Eα = euẼα e
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eα = euẽα. Portanto no ponto p vale que

n∑
α=1

q̃Σ(Ẽ⊥
α , Ẽ

⊥
α )e

2u =
n∑
i=1

qΣ(E⊥
α , E

⊥
α )− (n− k)|∇

⊥

u|2 + k(n− k)|∇u|2

+ (n− k) divΣ(∇u) + k

n∑
r=k+1

Hessu(Er, Er)

n∑
α=1

q̃Σ(Ẽ⊥
α , Ẽ

⊥
α )e

2u = −(n− k)|∇⊤u|2 + k(n− k)|∇u|2

+ (n− k) divΣ(∇u) + k
n∑

r=k+1

Hessu(Er, Er),

onde foi usado a Proposição (4.0.1) e a Proposição (4.0.2).

Por outro lado, pela Proposição (2.5.2) item iii), temos que

k∑
i=1

n∑
r=k+1

K̃Rn(Ẽi, Ẽr)e
2u =

k∑
i=1

n∑
r=k+1

K̃Rn(Ei, Er)e
2u

=
k∑
i=1

n∑
r=k+1

KRn(Ei, Er) + (n− k)|∇⊤u|2 + k|∇⊥u|2 − k(n− k)|∇u|2

−(n− k) divΣ(∇u)− k
n∑

r=k+1

Hessu(Er, Er)

= (n− k)|∇⊤u|2 + k|∇⊥u|2 − k(n− k)|∇u|2

−(n− k) divΣ(∇u)− k
n∑

r=k+1

Hessu(Er, Er)

de onde segue que

n∑
α=1

q̃Σ(Ẽ⊥
α , Ẽ

⊥
α ) = −K̃Rn(Σ, NΣ) + k|∇⊥u|2e−2u.

A última igualdade segue do fato de que k∇⊥u = H, Proposição (2.5.3), pois Σk

é mı́nima com respeito a métrica g̃, e portanto, H̃ = 0.

Com as mesmas notações da seção (2.5), consideremos em Rn uma bola Bn(0, rR)

centrada na origem, com raio Euclidiano rR > 0 e bordo ∂Bn suave munida da métrica

conforme g̃ = e2u⟨ , ⟩ e uma imersão isométrica Σk → (Bn, g̃), com int(Σk) ⊂ int(Bn)

e ∂Σ ⊂ ∂Bn. Além disso, vamos supor que u(x) = u(|x|2), u : Bn(0, rR) → R, para
alguma função suave u definida em I = [0, r2R). Nesse contexto, estamos interessados em

subvariedades mı́nima de bordo livre, ou seja, quando o vetor curvatura média de Σk é

identicamente nulo, H ≡ 0, e Σk intersecta ∂B ortogonalmente. A condição de bordo

livre implica que, em ∂Σ, temos que Ñ = ν̃, onde Ñ é o campo normal unitário de ∂Bn

apontando para fora e ν̃ é o conormal de Σk sendo Ñ = e−ux/rR.
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Proposição 4.0.5. Seja Σk uma subvariedade mı́nima de bordo livre em Bn(0, rR) ⊂
(Rn, g̃ = e2u⟨ , ⟩), então

n∑
α=1

q̃∂Σ(Ẽ⊥
α , Ẽ

⊥
α ) = −

n∑
r=k+1

Ã∂B
n

(Ẽ⊥
α , Ẽ

⊥
α ),

= −(n− k)
1 + 2u′(r2R)r

2
R

rReu(r
2
R)

,

onde {Ẽα}nα=1 é qualquer base ortonormal de (Rn, g̃).

Demonstração. Como na demonstração do Teorema 4.0.3, considere em (Rn, e2u⟨ , ⟩) um
referencial ortonormal {Ẽα}nα=1 e, em um ponto p ∈ Σk, um referencial ortonormal local

adaptado {ẽα}nα=1 com α ∈ {1, . . . , i, . . . , k, k+1, . . . , r, . . . , n} de modo que Ẽ

⊥

i (p) = ẽi(p)

e Ẽ⊥
i (p) = 0 e Ẽ⊥

r (p) = ẽr e Ẽ

⊥

r (p) = 0, bem como os respectivos campos correspondes

na métrica ⟨ , ⟩: Eα = ef Ẽα e eα = ef ẽα.

Observemos que em ∂Σ, da Proposição (2.5.2), temos

g̃(∇̃Ẽ⊥
α
Ẽ⊥
α , ν̃) = g̃(∇Ẽ⊥

α
Ẽ⊥
α + Ẽ⊥

α (u)Ẽ
⊥
α + Ẽ⊥

α (u)Ẽ
⊥
α − g(Ẽ⊥

α , Ẽ
⊥
α )∇u, ν̃),

Lembrando que ν̃ = 1

e
u(r2R)

ν = 1

rRe
u(r2R)

x e que ∇u = 2u′(|x|2)x e que Ẽ⊥
α é tangente

a ∂Bn(0, rR) temos que

g̃(∇̃Ẽ⊥
α
Ẽ⊥
α , ν̃) = g̃(∇Ẽ⊥

α
Ẽ⊥
α − g(Ẽ⊥

α , Ẽ
⊥
α )∇u, ν̃)

= g̃(e−u∇E⊥
α
{e−uE⊥

α }, ν̃)− 2e−u(r
2
R)u′(r2R)rR

= g(∇E⊥
α
E⊥
α , ν̃)− 2e−u(r

2
R)u′(r2R)rR

= e−u(r
2
R)
{
g(∇E⊥

α
E⊥
α , ν)− 2u′(r2R)rR

}
= e−u(r

2
R)
{
− A∂B

n

(E⊥
α , E

⊥
α )− 2u′(r2R)rR

}
,

é fácil observar que

g̃(∇̃Ẽ⊥
α
Ẽ⊥
α , ν̃) = −1 + 2u′(r2R)r

2
R

rReu(r
2
R)

, (4.3)

portanto, passando a soma no ponto p encerra-se a demonstração.

Observação 4.0.6. Definindo l a função l(|x|2) = 1 + 2u′(|x|2)|x|2, observemos que

l(0) = 1 > 0. Portanto, por continuidade, existe rR > 0 de modo que l(|x|2) > 0 para todo

|x|2 < r2R. Assim, desta observação e da equação (4.3) este mesmo rR é tal que

n∑
α=1

q̃∂Σ(Ẽ⊥
α , Ẽ

⊥
α ) < 0.

Daqui em diante assumiremos sempre este raio.
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text

Teorema 9. Seja Bn(0, rR) ⊂ (Rn, g̃ = e2ugcan) uma bola conforme de raio Euclidiano

rR, centrada na origem, com u(x) = u(|x|2), em que u(|x|2) satisfaz

i) u′′ − [u′]2 ≥ 0,

ii) −u′′|x|2 − u′ ≥ 0.

Então, para n − k ≥ 2, não existe k-subvariedade mı́nima de bordo livre estável em

Bn(0, rR).

Demonstração. Seja Σk uma subvariedade mı́nima de bordo livre em Bn
rR

⊂ (Rn, g̃ =

e2u⟨ , ⟩) e seja {Ei}ki=1 um referencial local ortonormal de Σk com respeito a métrica

Euclidiana. Para todo i ̸= j ∈ {1, . . . , k}, usando a Proposição 2.5.2 (iii), podemos

escrever

e2uK̃Rn(Ei, Ej) = KRn(Ei, Ej) + Ei(u)
2 + Ej(u)

2 − |∇u|2 − Hessu(Ei, Ei)− Hessu(Ej, Ej).(4.4)

Somando sobre os ı́ndices i ̸= j ∈ {1, . . . , k}, a expressão anterior fica

e2u
k∑

i,j=1

K̃Rn(Ei, Ej) =
k∑

i,j=1

KRn(Ei, Ej) + 2(k − 1)|∇

⊥

u|2 − k(k − 1)|∇u|2 − 2(k − 1) divΣ(∇u)

= 2(k − 1)|∇

⊥

u|2 − k(k − 1)|∇u|2 − 2(k − 1) divΣ(∇u).

Multiplicando por e(k−2)u e integrando sobre Σ com respeito a métrica ⟨ , ⟩, obtemos∫
Σ

k∑
i,j=1

K̃Rn(Ei, Ej)dã =

∫
Σ

k∑
i,j=1

K̃Rn(Ei, Ej)e
kuda

=

∫
Σ

[
2(k − 1)|∇

⊥

u|2 − k(k − 1)|∇u|2
]
e(k−2)uda+

−2(k − 1)

∫
Σ

divΣ(∇u)e(k−2)uda.

Pelo Teorema da divergência e pela definição de curvatura média, para um campo

qualquer Z ∈ X(Rn) podemos escrever∫
Σ

divΣ(Z)da =

∫
∂Σ

⟨Z

⊥

, ν⟩ds−
∫
Σ

⟨H,Z⟩da,

portanto, tomando Z = e(k−2)∇u e usando a minimalidade de Σk na métrica g̃ (Proposição

(2.5.3)) obtemos que∫
Σ

divΣ(∇u)e(k−2)uda =

∫
∂Σ

⟨e(k−2)u∇u

⊥

, ν⟩ds− k

∫
Σ

|∇⊥u|e(k−2)uda

−(k − 2)

∫
Σ

|∇

⊥

u|2e(k−2)uda.
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Usando o resultado anterior obtemos∫
Σ

k∑
i ̸=j=1

K̃(Ei, Ej)dã = (k − 1)(k − 2)

∫
Σ

|∇

⊥

u|2e(k−2)uda

+ k(k − 1)

∫
Σ

|∇⊥u|2e(k−2)uda− 2(k − 1)

∫
∂Σ

⟨e(k−2)u∇u

⊥

, ν⟩ds.

Observemos que no bordo de Σk é válido

⟨e(k−2)u∇u

⊥

, ν⟩ = e(k−2)u(|x|2)
〈
2u′(|x|2)x

⊥

,
x

rR

〉
= 2u′(r2R)rRe

−u(r2R)e(k−2)u

As hipóteses i) e ii) do Teorema 7 implicam que u′ < 0, o que produz∫
Σ

k∑
i ̸=j=1

K̃(Ei, Ej)dã > k(k − 1)

∫
Σ

|∇⊥u|2e(k−2)uda (4.5)

Combinando a Proposição (4.0.1), o Teorema (4.0.3) e a desigualdade (4.5) obtemos fi-

nalmente que

trQ̃Σ =

∫
Σ

trq̃Σdã−
∫
∂Σ

trq̃∂Σds̃

=

∫
Σ

−K̃Rn(Σ, NΣ) + k|∇⊥u|2e−2udã−
∫
∂Σ

n∑
r=k+1

Ã∂B
n

(Ẽ⊥
α , Ẽ

⊥
α )ds̃

<

∫
Σ

−
k∑
i=1

n∑
r=k+1

K̃Rn(Ei, Er) +
1

k − 1

k∑
i ̸=j=1

K̃Rn(Ei, Ej)dã−
∫
∂Σ

n∑
r=k+1

Ã∂B
n

(Ẽ⊥
α , Ẽ

⊥
α )ds̃

Pela Observação (4.0.6) sabemos que o integrando no bordo é negativo, portanto,

nos concentraremos nas curvaturas seccionais. Vamos escrever a curvatura seccional K̃Rn

em função da métrica conforme. Considere Ẽi, i = 1, 2, vetores que geram um plano

π ⊂ TxRn na métrica g̃ com g̃(Ẽi, Ẽj) = δij. Assim, para Ei = euẼi temos ⟨Ei, Ej⟩ = δij.

Usando a Proposição (2.5.2) (iii) para a mudança conforme na curvatura obtemos

K̃Rn(Ei, Ej)(x) = 4e−2u
{(

[u′]2 − u′′
) (

⟨x,Ei⟩2 + ⟨x,Ej⟩2
)
− u′ − [u′]2|x|2

}
Passando a soma temos

k∑
i=1

n∑
r=k+1

(
⟨x,Ei⟩2 + ⟨x,Er⟩2

)
= (n− k)|x

⊥

|2 + k|x⊥|2,

portanto

k∑
i=1

n∑
r=k+1

K̃(Ei, Er)

= 4e−2u
{(

[u′]2 − u′′
) (

(n− k)|x

⊥

|2 + k|x⊥|2
)
− k(n− k)

(
u′ + [u′]2|x|2

)}
.
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Por outro lado,

k∑
i ̸=j=1

(
⟨x,Ei⟩2 + ⟨x,Ej⟩2

)
= 2(k − 1)|x

⊥

|2 (4.6)

produzindo

k∑
i ̸=j=1

K̃(Ei, Ej) = 4e−2u
{(

[u′]2 − u′′
)
2(k − 1)|x

⊥

|2 − k(k − 1)
(
u′ + [u′]2|x|2

)}
.

O que implica

1

k − 1

k∑
i ̸=j=1

K̃(Ei, Ej) = 4e−2u
{(

[u′]2 − u′′
)
2|x

⊥

|2 − k
(
u′ + [u′]2|x|2

)}
.

Portanto,

−
k∑
i=1

n∑
r=k+1

K̃Rn(Ei, Er) +
1

k − 1

k∑
i ̸=j=1

K̃Rn(Ei, Ej) =

= −4e−2u
{(

[u′]2 − u′′
) (

(n− k)|x

⊥

|2 + k|x⊥|2
)
− k(n− k)

(
u′ + [u′]2|x|2

)}
+4e−2u

{(
[u′]2 − u′′

)
2|x

⊥

|2 − k
(
u′ + [u′]2|x|2

)}
= −4e−2u

(
[u′]2 − u′′

){
(n− k)|x

⊥
|2 + k|x⊥|2 − 2|xT |2

}
−4e−2u

[
u′ + [u′]2|x|2

]{
− k(n− k − 1)

}
= −4e−2u

(
[u′]2 − u′′

){
k(n− k − 1)|x|2 − k(n− k − 1)|x|2

}
−4e−2u

(
[u′]2 − u′′

){
+ (n− k)|x

⊥

|2 + k|x⊥|2 − 2|x

⊥

|2
}

−4e−2u
[
u′ + [u′]2|x|2

]{
− k(n− k − 1)

}
= −4e−2u

(
[u′]2 − u′′

){
− k(n− k − 1)|x|2 + (n− k)|x

⊥

|2 + k|x⊥|2 − 2|x

⊥

|2
}

−4e−2u
(
[u′]2 − u′′

){
k(n− k − 1)|x|2

}
−4e−2u

[
u′ + [u′]2|x|2

]{
− k(n− k − 1)

}
= −4e−2u

(
[u′]2 − u′′

) [
(−k(n− k − 1) + (n− k − 2)) |x

⊥

|2 − k(n− k − 2)|x⊥|2
]

−4e−2u
(
−u′′|x|2 − u′

) [
k(n− k − 1)|x|2

]
= −4e−2u

[ i)︷ ︸︸ ︷
[u′]2 − u′′

][ ∗︷ ︸︸ ︷
((−k + 1)(n− k − 2)− k) |x

⊥

|2
∗∗︷ ︸︸ ︷

−k(n− k − 2) |x⊥|2
]

−4e−2u
[ ii)︷ ︸︸ ︷
−u′′|x|2 − u′

][ ∗∗∗︷ ︸︸ ︷
k(n− k − 1) |x|2

]
Para n − k ≥ 2 temos que (∗) é negativo, (∗∗) é não positivo e (∗ ∗ ∗) é positivo,

combinando com as hipóteses i) e ii) do Teorema 7 temos que a última igualdade é não

positiva, encerrando a demonstração do Teorema 7.
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Caṕıtulo 5

Critérios de não estabilidade para

hipersuperf́ıcies CMC em uma bola

conforme

Nesta seção estudaremos dois critérios de não estabilidade para hipersuperf́ıcies

de curvatura média constante, hipersuperf́ıcies CMC, imersas em um ambiente conforme

ao espaço Euclidiano. O primeiro critério é relativo a hipersuperf́ıcies capilares, hiper-

superf́ıcies CMC que intersectam o domı́nio em um ângulo constante θ ∈ (0, π), é uma

generalização do seguinte resultado de Li-Xiong (2014) [26] para o ambiente Euclidiano:

Se o centro de massa do corpo generalizado envolvido pela hipersuperf́ıcie capilar

imersa e a parte molhada da esfera está localizado na origem, então a hipersuperf́ıcie não

é estável.

O resultado de Li-Xiong (2014) [26] foi provado para o caso Euclidiano, a principal

ferramenta utilizada foi um certo campo de Killing conforme. Nesta tese, usaremos as

mesmas ferramentas e seguiremos os mesmos passos da prova adaptando para uma certa

métrica conforme.

Um critério de não estabilidade (para hipersuperf́ıcies de curvatura média constante

que preservão volume) é inspirado em outro resultado de de H. Li e C. Xiong (2016) [27],

cujo o espaço ambiente são certas classes de variedades com peso. O resultado diz que

Se as componentes do campo normal de uma hipersuperf́ıcie capilar possui média

zero, então a hipersuperf́ıcie não é estável.

Com as mesmas notações e definições da seção 2.5, consideremos uma bola Euclidi-

ana Bn+1
rR

, com raio rR > 0 e bordo ∂Bn+1 suave munida da métrica conforme g̃ = e2u⟨ , ⟩ e
uma imersão isométrica Σn → (Bn+1, g̃), com int(Σn) ⊂ int(Bn+1) e ∂Σ ⊂ ∂Bn+1. Nesse

contexto, estamos interessados quando Σn é uma hipersuperf́ıcie capilar (ou imersão ca-

pilar) ou seja, quando possui curvatura média, denotada por H, constante (CMC) e Σn

intersecta ∂Bn+1 em um ângulo constante θ ∈ (0, π). Quando o ângulo de contato é π/2,

ou seja, Σn intersecta ∂Bn+1 ortogonalmente, dizemos que Σn é CMC de bordo livre.

Denotaremos respectivamente por ∇̃, ∆̃ e ∇̃2 a derivada covariante, o laplaciano

e o hessiano no espaço ambiente (Mn+1, g̃), enquanto que ∇Σ, ∆Σ e ∇2
Σ denotará a
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derivada covariante, o laplaciano e o hessiano da imersão Σn, respectivamente. Além

disso, denotaremos por D, ∆R e D2 a derivada covariante, o laplaciano e o hessiano,

todas no sentido usual, do espaço Euclidiano Rn+1, respectivamente.

Antes de inciar a construção das ferramentas a serem usadas neste trabalho, apre-

sentaremos sucintamente a exploração de um campo de Killing conforme (o qual será

adaptado neste trabalho) o qual já foi largamente utilizado nos trabalhos de Li-Xiong

(2014) [26], Li-Xiong (2016) [27], Wang-Xia (2019) [44] para produzir funções teste.

Considere um campo vetorial constante E ∈ Rn+1 e o campo XE definido por

XE := ⟨x,E⟩x − 1
2
(1 + |x|2)E. Não é dif́ıcil observar que XE é um campo de Killing

conforme (com fator conforme ⟨x,E⟩) e XE|∂Bn+1
1 (0) é tangente a ∂B

n+1
1 (0). Considerando

uma imersão capilar na bola Euclidiana unitária Σn → Bn+1
1 (0), podemos obtemos a

seguinte formula do tipo Minkowski∫
Σ

⟨x+ cos θN,E⟩da = −
∫
Σ

H⟨XE, N⟩da.

Basta fazer observar que

divΣ(X
⊤
E ) = n⟨x,E⟩+ nH⟨XE, N⟩,

e integrar ambos os membros, usar em seguida o teorema da divergência.

Esta fórmula do tipo Minkowski é muito importante pois fornece para cada campo

vetorial constante E ∈ Rn+1 uma “função teste” que possui média zero sobre Σn, expli-

citamente:

ϕE = ⟨x+ cos θN,E⟩+H⟨XE, N⟩,

satisfazendo a condição de média zero:∫
Σ

ϕEda = 0,

Além disso, se Σn possui curvatura média constante temos

∇νϕE = qϕE, em ∂Σ

∆ΣϕE + |A|2ϕE =
(
|A|2 − nH2

)
⟨x,E⟩, em Σ

A função ϕE é importante, pois quando substituimos ϕE na formula da segunda

variação do funcional energia (Equação (2.17)) o termo de bordo se anula e o termo

(|A|2 − nH2) fica em evidência. Observamos que essas boas propriedades provem da

propriedades do campo XE. Para mais aplicações deste campo sugerimos consultar a Ob-

servação 3.1 em Wang-Xia (2019) [44], onde é feito referência sobre um sério de trabalhos

os quais fizeram uso explicitamente deste campo.

Neste tese faremos uma adaptação do campo XE para o ambiente conformemente

Euclidiano. Para cada vetor constante E ∈ Rn+1 defina o campo vetorial XE em X(M)

fazendo

XE = eu(r
2
R)

[
⟨x,E⟩x− 1

2

(
|x|2 + r2R

)
E

]
. (5.1)
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O campo XE possui as seguintes propriedades: text

Lema 2. i) XE é um Campo de Killing conforme em X(M) com função potencial VE

(LXE
g̃ = 2VE g̃) ou seja, dado um referencial local {Ei}n+1

i em TpM para todo p ∈ TpM

g̃
(
∇̃Ei

XE, Ej

)
+ g̃

(
∇̃Ej

XE, Ei

)
=

2

n+ 1
divg̃ (XE) g̃ij,

onde denotamos

VE :=
divg̃ (XE)

n+ 1
= eu(r

2
R)⟨x,E⟩+ ⟨XE, Dh⟩. (5.2)

ii) XE|∂Bn+1 é um campo vetorial tangente a ∂Bn+1. Em particular

g̃
(
XE, N̄

)
|∂Σ = 0.

Demonstração. Proposição 3.1 de [44] (caso Euclidiano) combinada com Proposição 2.2.4

(mudança da função potencial de um campo de Killing conforme sobre uma mudança

conforme da métrica).

Proposição 5.0.1. Considere uma imersão isométrica Σn → Bn+1 ⊂ (Mn+1, g̃) tal que

Σn intersecta ∂Bn+1 em um ângulo constante igual a θ ∈ (0, π) possuindo bordo ∂Bn+1

umb́ılico em M . Então, ν é uma direção principal ∂Σ em Σn. Em particular

∇̃νN = −A(ν, ν)ν.

Demonstração. É suficiente provar que ∀Y ∈ Tp(∂Σ), com p ∈ ∂Σ, A(Y, ν) = 0. De fato

A(Y, ν) = g̃
(
−∇̃YN, ν

)
= g̃

(
∇̃Y ν,N

)
(2.13) e (2.14)

= g̃
(
∇̃Y

(
− sen θN̄ + cos θν̄

)
, cos θN̄ + sen θν̄

)
= − sen2 θg̃

(
∇̃Y N̄ , ν̄

)
+ cos2 θg̃

(
∇̃Y ν̄, N̄

)
= g̃

(
∇̃Y N̄ , ν̄

)
= −A∂BrR (Y, ν̄) = 0,

onde usamos que θ é constante, ν̄ e N̄ são vetores unitários e ∂Bn+1 é umb́ılico.

5.1 Não estabilidade de hipersuperf́ıcies capilares

Considere um vetor constante E ∈ Rn+1, definimos a função ϕE como sendo a

componente normal campo de Killig conforme XE sobre a hipersuperf́ıcie Σn → Bn+1, ou
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seja

ϕE = g̃ (XE, N) .

Observe que a função ϕE não é necessariamente uma função teste, pois, em geral,

não possui média zero sobre Σn. Substituindo ϕE na formula da segunda variação do

funcional energia temos

E ′′(ϕE) = −
∫
Σ

ϕELϕEdã+

∫
∂Σ

ϕE (ϕEν − qϕE) ds̃,

onde

L = ∆Σ + |A|2 + R̃ic(N)

e

q =
1

sen θ
A∂B(ν̄, ν̄) + cot θA (ν, ν) .

text

Lema 3. Considere uma imersão isométrica Σn → (Bn+1, e2u⟨ , ⟩) tal que Σn intersecta

∂Bn+1 em um ângulo constante igual a θ ∈ (0, π). Seja XE o campo de Killing conforme

como definido em (5.1) então, ao longo de ∂Σ vale

∇̃ν g̃ (XE, N) = qg̃ (XE, N) ,

onde

q =
1

sen θ
A∂B(ν̄, ν̄) + cot θA (ν, ν) .

Demonstração. Demonstração encontra-se no Apêndice A.

Será fundamental neste trabalho determinar o laplaciono da função ϕE, que consiste

da componente normal (em relação a imersão Σn) do campo de Killing conforme (5.1).

Tal laplaciano é conhecido da literatura. Apresentaremos esse resultado via Proposição

2.2.5.

Proposição 5.1.1. Considere uma imersão isométrica Σn → (Mn+1, g̃). Seja X um

campo de Killing conforme com fator conforme V . Então ao longo de Σn vale

∆Σg̃(X,N) = −(R̃ic(N) + |A|2)g̃(X,N)− nHV − ng̃(X, ∇̃H)− n∇̃NV.

Em particular, se Σn é CMC temos

Lg̃ (X,N) = −n∇̃NV − nHV.

Demonstração. Proposição 2.2.5 reescrita.
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Considerando o Lema 3 e a proposição 5.1.1, podemos substituir ϕE na formula da

segunda variação do funcional energia, produzindo

E ′′(ϕE) = n

∫
Σ

g̃ (XE, N)
(
∇̃NVE +HVE

)
dã.

Para estudar E ′′(ϕE), definimos a seguinte forma quadrática

Q (E1, E2) = n

∫
Σ

g̃ (XE1 , N)
(
∇̃NVE2 +HVE2

)
dã, (5.3)

para todo E1, E2 ∈ Sn. Denote por {Ei}n+1
i=1 a base canônica de vetores de Rn+1. Assim,

temos o seguinte lema apresentado a seguir.

text

Lema 4. Considere uma hipersuperf́ıcie de curvatura média constante Σn → (Bn+1, e2u⟨ , ⟩)
tal que Σn intersecta ∂Bn+1 em um ângulo constante igual a θ ∈ (0, π) com u(x) = u(|x|2)
satisfazendo

0 ≤ u′′ ≤ [u′]2, com u′ < 0.

Então a forma quadrática Q, como definida em (5.3), possui as seguintes propriedades

a) Q é simétrica.

b) trQ =
∑n+1

i=1 Q (Ei, Ei) ≤ 0 com a igualdade se e somente se |x| = const. em Σn,

ou seja, a norma de x é constante na métrica Euclidiana sobre Σn.

Demonstração. (a) Primeiramente provemos que Q é simétrica. Note que o fato de Q ser

definida como

Q(E1, E2) = −
∫
Σ

ϕE1LϕE2dã,

temos pela Identidade de Green que

Q(E1, E2) = −
∫
Σ

ϕE2LϕE1dã+

∫
∂Σ

(ϕE2 [ϕE1 ]v − [ϕE2 ]v ϕE1) ds̃.

Pelo Lema 3 temos que (ϕEi
)v = qϕEi

, i = 1, 2. Anulando assim o termos do bordo

e portanto

Q(E1, E2) = Q(E2, E1).

(b) Calculemos agora o traço de Q. Primeiramente, observemos que se X é um

Campo de Killing Conforme com função potencial V e Z é um campo unitário g̃(Z,Z) = 1,

então

Z(V )g̃ (X,Z) = g̃
(
∇̃Z{V X}, Z

)
− V 2. (5.4)
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De fato,

Z(V )g̃ (X,Z) = ∇̃Z

{
V g̃ (X,Z)

}
− V ∇̃Z g̃ (X,Z)

= ∇̃Z

{
g̃ (V X,Z)

}
− V g̃

(
∇̃ZX,Z

)
− V g̃

(
X, ∇̃ZZ

)
= g̃

(
∇̃Z{V X}, Z

)
+ g̃

(
V X, ∇̃ZZ

)
− V 2 − g̃

(
V X, ∇̃ZZ

)
= g̃

(
∇̃Z{V X}, Z

)
− V 2.

Usando a Equação (5.4), calculemos agora o traço de Q.

tr(Q) =
n+1∑
i=1

Q(Ei, Ei)

= −
∫
Σ

n+1∑
i=1

g̃ (XEi
, N)Lg̃ (XEi

, N) dã

= −
∫
Σ

n+1∑
i=1

g̃ (XEi
, N)

(
−n∇̃NVEi

− nHVEi

)
dã

= n

∫
Σ

n+1∑
i=1

∇̃NVEi
g̃ (XEi

, N) +
n+1∑
i=1

HVEi
g̃ (XEi

, N) dã

= n

∫
Σ

n+1∑
i=1

g̃
(
∇̃NVEi

XEi
, N
)
−

n+1∑
i=1

V 2
Ei

+
n+1∑
i=1

Hg̃ (VEi
XEi

, N) dã

= n

∫
Σ

g̃
(
∇̃N

n+1∑
i=1

VEi
XEi︸ ︷︷ ︸

I

, N
)
−

n+1∑
i=1

V 2
Ei︸ ︷︷ ︸

II

+Hg̃
( n+1∑
i=1

VEi
XEi︸ ︷︷ ︸

III

, N
)
dã. (5.5)

Observemos que

VEi
= eu(r

2
R)⟨x,Ei⟩+ ⟨XEi

, Du⟩

= eu(r
2
R)⟨x,Ei⟩+

〈
eu(r

2
R)

[
⟨x,Ei⟩x−

1

2

(
|x|2 + r2R

)
Ei

]
, 2u′x

〉
= eu(r

2
R)⟨x,Ei⟩+ eu(r

2
R)u′

(
|x|2 − r2R

)
⟨Ei, x⟩

= eu(r
2
R)
[
1 + u′

(
|x|2 − r2R

)]
⟨Ei, x⟩. (5.6)

Cálculo de II

n+1∑
i=1

V 2
Ei

=
n+1∑
i=1

e2u(r
2
R)
[
1 + u′

(
|x|2 − r2R

)]2 ⟨Ei, x⟩2
n+1∑
i=1

V 2
Ei

= e2u(r
2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ [u′]2

(
|x|2 − r2R

)2) |x|2.
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Fazendo uso da passagem (5.6) temos , cálculo de III

n+1∑
i=1

VEi
XEi

=
n+1∑
i=1

eu(r
2
R)
[
1 + u′

(
|x|2 − r2R

)]
⟨Ei, x⟩

(
eu(r

2
R)

[
⟨x,Ei⟩x−

1

2

(
|x|2 + r2R

)
Ei

])
= e2u(r

2
R)
[
1 + u′

(
|x|2 − r2R

)](
|x|2x− 1

2

(
|x|2 + r2R

)
x

)
= e2u(r

2
R)
[
1 + u′

(
|x|2 − r2R

)](1

2

(
|x|2 − r2R

)
x

)
=

1

2
e2u(r

2
R)
(
|x|2 − r2R + u′

(
|x|2 − r2R

)2)
x.

Cálculo de I

∇̃NVEi
XEi

= ∇̃N

{
1

2
e2u(r

2
R)
(
|x|2 − r2R + u′

(
|x|2 − r2R

)2)
x

}
=

1

2
e2u(r

2
R)
{
2⟨x,N⟩+ ⟨N,Du′⟩

(
|x|2 − r2R

)2
+ 4u′

(
|x|2 − r2R

)
⟨x,N⟩

}
x

+
{1
2
e2u(r

2
R)
(
|x|2 − r2R + u′

(
|x|2 − r2R

)2)}
V0N

=
1

2
e2u(r

2
R)
{
2 + 2u′′

(
|x|2 − r2R

)2
+ 4u′

(
|x|2 − r2R

)}
⟨x,N⟩x

+
{1
2
e2u(r

2
R)
(
|x|2 − r2R + u′

(
|x|2 − r2R

)2)}
V0N.

Substituindo I, II e III em (5.5), temos

tr(Q) = n

∫
Σ

Hg̃

(
1

2
e2u(r

2
R)
(
|x|2 − r2R + u′

(
|x|2 − r2R

)2)
x,N

)
dã

+ n

∫
Σ

g̃

(
1

2
e2u(r

2
R)
{
2 + 2u′′

(
|x|2 − r2R

)2
+ 4u′

(
|x|2 − r2R

)}
⟨x,N⟩x,N

)
dã

+ n

∫
Σ

g̃

({1
2
e2u(r

2
R)
(
|x|2 − r2R + u′

(
|x|2 − r2R

)2)}
V0N,N

)
dã

− n

∫
Σ

e2u(r
2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ [u′]2

(
|x|2 − r2R

)2) |x|2dã.
Portanto,

tr(Q) = n

∫
Σ

(Hg̃ (x,N) + V0)
1

2
e2u(r

2
R)
(
|x|2 − r2R + u′

(
|x|2 − r2R

)2)
dã (5.7)

+ n

∫
Σ

e2u(r
2
R)
{
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ u′′

(
|x|2 − r2R

)2 }
e−2ug̃ (x,N)2 dã

− n

∫
Σ

e2u(r
2
R)
{
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ [u′]2

(
|x|2 − r2R

)2}
e−2ug̃ (x, x) dã.

Vamos analisar separadamente o integrando de (5.7). Primeiramente, definiremos

a função Ψ2 =
1
2
e2u(r

2
R)
(
|x|2 − r2R + u′ (|x|2 − r2R)

2
)
, além disso, notemos que Ψ2 se anula

em ∂Σ, ou seja, Ψ2|∂Σ = 0. Assim, o integrando de (5.7) fica escrito simplesmente por

(nHg̃ (x,N) + nV0)Ψ2.
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Na métrica conforme g̃ = e2u⟨ , ⟩ o laplaciano de 1
2
g̃ (x, x) em Σn é dado por

∆Σ
1

2
g̃ (x, x) = nV 2

0 + nV0Hg̃ (x,N) + g̃
(
∇ΣV0, x

)
.

Para ver isto, determinemos ∇Σ 1
2
g̃ (x, x) e façamos divΣg̃

(
∇1

2
g̃ (x, x)

)
. Primeira-

mente, observemos que ∀Y ∈ TpM , com p ∈M , temos

∇̃Y
1

2
g̃ (x, x) = g̃

(
∇̃Y x, x

)
= g̃ (V0Y, x) = g̃ (Y, V0x) , (5.8)

onde usamos o fato de que ∇̃Y x = V0Y [Lema 2.5.9 parte i)], portanto, ∇̃1
2
g̃ (x, x) = V0x.

Assim temos

∇Σ1

2
g̃ (x, x) =

(
∇̃1

2
g̃ (x, x)

)⊤

∇Σ1

2
g̃ (x, x) = V0x− g̃ (V0x,N)N

∇Σ1

2
g̃ (x, x) = V0 (x− g̃ (x,N)N) . (5.9)

Agora, determinaremos o divergente de ∇Σ 1
2
g̃ (x, x) em Σn com relação a métrica

g̃. Para tanto, tomemos um referencial local ortonormal {Ei}ni=1 em TpΣ, com p ∈ Σ e

façamos

divΣg̃

(
∇Σ1

2
g̃ (x, x)

)
=

n∑
i=1

g̃
(
∇̃Ei

V0 (x− g̃ (x,N)N) , Ei

)
= g̃

(
∇ΣV0, x

)
+ nV 2

0 + nV0Hg̃ (x,N) ,

como queŕıamos demonstrar.

Lembremos que V0(x) = 1 + ⟨x,Dh⟩, portanto, V0(0) = 1 > 0, assim, por conti-

nuidade, existe r∗R tal que V0 > 0 ∀x ∈ Br∗R
. Vamos supor que rR ≤ r∗R para garantir que

sempre vale V0 > 0. Agora observemos que

nV0 + nHg̃ (x,N) = −
g̃
(
∇ΣV0, x

)
V0

+
g̃
(
∇ΣV0, x

)
V0

+ nV0 + nHg̃ (x,N)

=
1

V0

[
−g̃
(
∇ΣV0, x

)
+ g̃

(
∇ΣV0, x

)
+ nV 2

0 + nV0Hg̃ (x,N)
]

=
1

V0

[
−g̃
(
∇ΣV0, x

)
+∆Σ

1

2
g̃ (x, x)

]
. (5.10)
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Usando (5.10) em (5.7), temos

(5.7) =

∫
Σ

(
−g̃
(
∇ΣV0, x

)
+∆Σ

1

2
g̃ (x, x)

)
Ψ2

V0
dã

=

∫
Σ

−g̃
(
∇ΣV0, x

) Ψ2

V0
+∆Σ

1

2
g̃ (x, x)

Ψ2

V0
dã

=

∫
Σ

−g̃
(
∇ΣV0, x

) Ψ2

V0
dã+

∫
∂Σ

[
1

2
g̃ (x, x)

]
ν

Ψ2

V0
ds̃−

∫
Σ

g̃

(
∇Σ1

2
g̃ (x, x) ,∇ΣΨ2

V0

)
dã

=

∫
Σ

−g̃
(
∇ΣV0, x

) Ψ2

V0
dã−

∫
Σ

g̃

(
∇Σ1

2
g̃ (x, x) ,

V0∇ΣΨ2 −Ψ2∇ΣV0
V 2
0

)
dã

=

∫
Σ

−g̃
(
∇ΣV0, x

) Ψ2

V0
dã−

∫
Σ

g̃

(
∇Σ1

2
g̃ (x, x) ,

∇ΣΨ2

V0

)
dã+

∫
Σ

g̃

(
∇Σ1

2
g̃ (x, x) ,

Ψ2∇ΣV0
V 2
0

)
dã

=

∫
Σ

−g̃
(
∇ΣV0, x

) Ψ2

V0
dã−

∫
Σ

g̃

(
∇Σ1

2
g̃ (x, x) ,

∇ΣΨ2

V0

)
dã+

∫
Σ

g̃

(
x,

Ψ2∇ΣV0
V0

)
dã (5.11)

= −
∫
Σ

g̃

(
∇Σ1

2
g̃ (x, x) ,

∇ΣΨ2

V0

)
dã, (5.12)

onde usamos que ∇Σ 1
2
g̃ (x, x) = V0 (x− g̃ (x,N)N) na passagem (5.11).

Denotaremos por DΣ o gradiente de um campo tangente a Σn em relação a métrica

Euclidiana ⟨ , ⟩. Relativamente a métrica conforme g̃ = e2u⟨ , ⟩, como já estabelecido, N

é o campo normal unitário a Σn. Não é dif́ıcil observar que N continua sendo normal

a Σn em relação a métrica Euclidiana ⟨ , ⟩, porém deixa de ser unitário da métrica ⟨ , ⟩.
Definindo Ñ = euN , temos que, na métrica Euclidiana, Ñ é normal a Σn (por construção)

e Ñ é unitário, pois

⟨Ñ , Ñ⟩ = ⟨euN, euN⟩ = e2u⟨N,N⟩ = g̃ (N,N) = 1.

Calculemos agora DΣ 1
2
|x|2. Observe que ∀ Y ∈ Rn+1 é válido que

DY
1

2
|x|2 = ⟨DY x, x⟩ = ⟨Y, x⟩,

portanto D 1
2
|x|2 = x. Desse modo

DΣ1

2
|x|2 =

(
DΣ1

2
|x|2
)⊤

= x− ⟨x, Ñ⟩Ñ

= x− ⟨x, euN⟩euN

= x− g̃ (x,N)N, (5.13)

e por (5.9) conseguimos escrever

∇Σ1

2
g̃ (x, x) = V0D

Σ1

2
|x|2. (5.14)
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Lembrando que ∇̃|x|2 = e−2uD|x|2 = 2e−2ux (pois, sob uma mudança conforme é

válido que ∇̃f = e−2uDf para uma função f ∈ C∞(R)n+1), temos

∇̃Ψ2 = ∇̃1

2
e2u(r

2
R)
(
|x|2 − r2R + u′

(
|x|2 − r2R

)2)
=

1

2
e2u(r

2
R)
{
2e−2ux+

(
|x|2 − r2R

)2
e−2u2u′′x+ u′

(
|x|2 − r2R

)
4e−2ux

}
= e2u(r

2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ u′′

(
|x|2 − r2R

)2)
e−2ux,

dáı,

∇ΣΨ2 =
(
∇̃Ψ2

)⊤
= ∇̃Ψ2 − g̃

(
∇̃Ψ2, N

)
N

=
{
e2u(r

2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ u′′

(
|x|2 − r2R

)2)
e−2u

}
{x− g̃ (x,N)N} ,

portanto, por (5.13)

∇ΣΨ2 =
{
e2u(r

2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ u′′

(
|x|2 − r2R

)2)
e−2u

}
DΣ1

2
|x|2. (5.15)

Portanto, usando (5.14), (5.15) e (5.12), temos que (5.7) fica

(5.7) =

∫
Σ

e2u(r
2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ u′′

(
|x|2 − r2R

)2)
e−2ug̃

(
DΣ1

2
|x|2, DΣ1

2
|x|2
)
dã

=

∫
Σ

e2u(r
2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ u′′

(
|x|2 − r2R

)2) ∣∣∣∣DΣ1

2
|x|2
∣∣∣∣2 dã.

Finalmente,

tr(Q) = −
∫
Σ

e2u(r
2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ u′′

(
|x|2 − r2R

)2)︸ ︷︷ ︸
A

∣∣∣∣DΣ1

2
|x|2
∣∣∣∣2 dã

+n

∫
Σ

e2u(r
2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ u′′

(
|x|2 − r2R

)2)︸ ︷︷ ︸
A

e−2ug̃ (x,N)2 dã

−n
∫
Σ

e2u(r
2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ [u′]2

(
|x|2 − r2R

)2)︸ ︷︷ ︸
B

e−2ug̃ (x, x) dã.

Como por hipótese temos que u′′ ≤ [u′]2, com u′ < 0 e na bola Bn+1 vale que

|x|2 ≤ r2R, então 0 < A ≤ B. Portanto

tr(Q) ≤ −
∫
Σ

e2u(r
2
R)
(
1 + 2u′

(
|x|2 − r2R

)
+ u′′

(
|x|2 − r2R

)2)︸ ︷︷ ︸
A

∣∣∣∣DΣ1

2
|x|2
∣∣∣∣2 dã

tr(Q) ≤ −e2u(r2R)
∫
Σ

A

∣∣∣∣DΣ1

2
|x|2
∣∣∣∣2 dã.
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Assim,

tr(Q) ≤ −e2u(r2R)
∫
Σ

A

∣∣∣∣DΣ1

2
|x|2
∣∣∣∣2 dã ≤ 0,

portanto tr(Q) = 0 se e somente se |x| = const. em Σn.

text

Teorema 10. Seja Σn → (Bn+1, e2u⟨ , ⟩) uma hipersuperf́ıcie capilar e W n a parte

molhada de ∂Bn+1, com u(x) = u(|x|2) satisfazendo

0 ≤ u′′ ≤ [u′]2, com u′ < 0.

Denote por T n+1 a região generalizada envolvida por Σn e W n. Se T n+1 é simétrico em

relação a origem então, Σn não é estável.

Demonstração. Pelo Lema 4 Q possui pelo menos um autovalor negativo. Por outro lado,

divg̃ (XE) =
n+1∑
i=1

g̃
(
∇̃Ei

XE, Ei

)
= (n+ 1)VE,

o que por integração implica∫
Σ

ϕEdã =

∫
Σ

g̃ (XE, N) dã

=

∫
T

divg̃ (XE) dṽ −
∫
Ω

g̃
(
XE, N̄

)
dã

= (n+ 1)

∫
T

VEdṽ.

Em geral
∫
Σ
ϕEdã ̸= 0 (basta tomar hiperplano passando pela origem com campo

normal N = E), o que significa que ϕE não é uma função teste. No entanto, sob a

hipótese de T ser simétrico em relação a origem temos que
∫
T
VEdṽ = 0 para todo E ∈ Sn

(justificativa análoga à passagem (1.14)), e assim∫
Σ

ϕEdã = (n+ 1)

∫
T

VEdṽ = 0 ∀E ∈ Sn.

Escolhendo E como o autovetor correspondente ao autovalor negativo de Q, temos

que E ′′ (ϕE) = Q(E,E) < 0, o que implica que Σn não é estável. Completando a prova

do Teorema 8.
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5.2 Não estabilidade de hipersuperf́ıcies de bordo

livre

Nesta seção, investigaremos outro critério de não estabilidade para hipersuperf́ıcies

de curvatura média constante que possuem bordo livre em uma bola conforme a bola Eu-

clidiana. Mais especificamente, provaremos o Teorema 9 que usa uma hipótese sobre o

campo normal N da hipersuperf́ıcie Σn →
(
Bn+1
rR

, e2u⟨ , ⟩
)
como critério de não estabili-

dade para uma determinada métrica conforme.

Considere um campo vetorial constante E ∈ Rn+1. Na métrica Euclidiana, E é

um campo de Killing, ou seja,

⟨DXE, Y ⟩+ ⟨DYE,X⟩ = 0,

por outro lado, na métrica conforme g̃ = e2u⟨ , ⟩, E é um campo de Killing conforme com

fator conforme VE,

g̃
(
∇̃XE, Y

)
+ g̃

(
∇̃YE,X

)
= 2VE g̃(X, Y ),

onde VE = E(h) = 2u′⟨x,E⟩ (Basta utilizar a Proposição 2.2.4).

Definamos agora a função ϕE como sendo ϕE = g̃ (E,N), da Proposição 5.1.1

temos

LϕE = −n∇̃NVE − nHVE.

Aplicando a função ϕE na segunda variação do funcional área A′′ e usando a mesma

ideia da passagem (5.4), obtemos

A′′(ϕE) =

∫
Σ

−ϕE(∆ϕE + (nR̄ic(N,N) + |A|2)ϕE)dã+
∫
∂Σ

ϕE

(
∂ϕE
∂ν

− A∂ΩϕE

)
ds̃

= n

∫
Σ

g̃ (E,N)
(
∇̃NVE +HVE

)
dã+

∫
∂Σ

g̃ (E,N)

(
∂g̃ (E,N)

∂ν
− A∂B g̃ (E,N)

)
ds̃

= n

∫
Σ

g̃ (E,N) ∇̃NVE + g̃ (E,N)HVEdã+

+

∫
∂Σ

g̃ (E,N)

(
∂g̃ (E,N)

∂ν
− A∂B g̃ (E,N)

)
ds̃

Usando a identidade (5.4), ou seja

g̃ (E,N) ∇̃NVE = N (VE) g̃ (E,N) = g̃
(
∇̃N{VEXE}, N

)
− V 2

E ,

temos, portanto que

A′′(ϕE) = n

∫
Σ

Hg̃ (VEE,N) + g̃
(
∇̃N{VEE}, N

)
− V 2

Edã+

+

∫
∂Σ

1

2

∂

∂ν

(
g̃ (E,N)2

)
− A∂B g̃ (E,N)2 ds̃
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Tomando um referencial ortonormal {Ei}n+1
i=1 em Rn+1, para cada i ∈ {1, · · · , n+1}

os campos Ei possuem fator conforme VEi
= Vi. Fazendo agora ϕi = ϕEi

para todo

i ∈ {1, · · · , n+ 1} e passando a soma temos

n+1∑
i=1

A′′(ϕi) = n

∫
Σ

Hg̃

(
n+1∑
i=1

ViEi, N

)
+ g̃

(
∇̃N

{ n+1∑
i=1

ViEi

}
, N

)
−

n+1∑
i=1

V 2
i dã

+

∫
∂Σ

1

2

∂

∂ν

(
n+1∑
i=1

g̃ (Ei, N)2
)

− A∂B
n+1∑
i=1

g̃ (Ei, N)2 ds̃.

Observemos que

n+1∑
i=1

ViEi =
n+1∑
i=1

2u′⟨x,Ei⟩Ei = 2u′x

∇̃N

{ n+1∑
i=1

ViEi

}
= 4u′′⟨x,N⟩x+ 2u′V0N

n+1∑
i=1

V 2
i =

n+1∑
i=1

(2u′⟨x,Ei⟩)2 = 4[u′]2|x|2

n+1∑
i=1

g̃ (Ei, N)2 =
n+1∑
i=1

e2u⟨Ei, N⟩e2h⟨Ei, N⟩ = e2u.

Usando a condição de bordo livre, no bordo da bola temos que ν = x/rRe
u(r2R),

obtemos

1

2

∂

∂ν
e2u = ν(u)e2u = 2u′⟨ν, x⟩e2u = 2u′|x|2e2u

rReu(r
2
R)

= 2u′rRe
u(r2R).

Portanto,

n+1∑
i=1

A′′(ϕi) = n

∫
Σ

2u′Hg̃ (x,N) + g̃ (4u′′⟨x,N⟩x+ 2u′V0N,N)− 4[u′]2|x|2dã

+

∫
∂Σ

2u′rRe
u(r2R) − A∂Be2u(r

2
R)ds̃

=

∫
Σ

{
nHg̃ (x,N) + nV0

}
2u′dã︸ ︷︷ ︸

I

+4n

∫
Σ

e−2h
{
u′′g̃ (x,N)2 − [u′]2g̃ (x, x)

}
dã

+

∫
∂Σ

2u′rRe
u(r2R) − A∂Be2u(r

2
R)ds̃. (5.16)

Vamos analisar separadamente I. Definamos Ψ3 = 2u′ e observemos que (passagem

(5.10))

nV0 + nHg̃ (x,N) =
1

V0

[
−g̃ (∇V0, x) + ∆

1

2
g̃ (x, x)

]
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Portanto, I fica

=

∫
Σ

(
−g̃ (∇V0, x) + ∆

1

2
g̃ (x, x)

)
Ψ3

V0
dã

=

∫
Σ

−g̃ (∇V0, x)
Ψ3

V0
dã+

∫
Σ

∆
1

2
g̃ (x, x)

Ψ3

V0
dã

=

∫
Σ

−g̃ (∇V0, x)
Ψ3

V0
dã+

∫
∂Σ

[
1

2
g̃ (x, x)

]
ν

Ψ3

V0
ds̃−

∫
Σ

g̃

(
∇1

2
g̃ (x, x) ,∇Ψ3

V0

)
dã

=

∫
Σ

−g̃ (∇V0, x)
Ψ3

V0
dã+

∫
∂Σ

[
1

2
g̃ (x, x)

]
ν

Ψ3

V0
ds̃−

∫
Σ

g̃

(
∇1

2
g̃ (x, x) ,

V0∇Ψ3 −Ψ3∇V0
V 2
0

)
dã

=

∫
Σ

−g̃ (∇V0, x)
Ψ3

V0
dã+

∫
∂Σ

[
1

2
g̃ (x, x)

]
ν

Ψ3

V0
ds̃−

∫
Σ

g̃ (x,∇Ψ3)− g̃ (x,∇V0)
Ψ3

V0
dã (5.17)

=

∫
∂Σ

[
1

2
g̃ (x, x)

]
ν

Ψ3

V0
ds̃−

∫
Σ

g̃ (x,∇Ψ3) dã, (5.18)

onde usamos que ∇1
2
g̃ (x, x) = V0 (x− g̃ (x,N)N) na passagem (5.17). Lembrando que

∇̃Ψ3 = e−2hDΨ3 = e−2hD2u′ = e−2h4u′′x, temos

∇ΨΣ
3 =

(
∇̃Ψ3

)⊤
= ∇̃Ψ3 − g̃

(
∇̃Ψ3, N

)
N

= e−2h4u′′ (x− g̃ (x,N)N) .

Portanto,

g̃ (x,∇Ψ3) = g̃
(
x, e−2u4u′′ (x− g̃ (x,N)N)

)
= e−2h4u′′

(
g̃ (x, x)− g̃ (x,N)2

)
. (5.19)

Além disso, o integrando sobre o bordo em (5.18) fica[
1

2
g̃ (x, x)

]
ν

Ψ3

V0
= V0g̃ (ν, x)

2u′

V0
=

2u′g̃ (x, x)

rReu(r
2
R)

= 2u′rRe
u(r2R). (5.20)

Substituindo (5.19) e (5.20) em (5.16), obtemos

n+1∑
i=1

A′′(ϕi) =

∫
Σ

−e−2h4u′′
(
g̃ (x, x)− g̃ (x,N)2

)
da+ 4n

∫
Σ

e−2h
{
u′′g̃ (x,N)2 − [u′]2g̃ (x, x)

}
dã

+

∫
∂Σ

2u′rRe
u(r2R)ds̃+

∫
∂Σ

2u′rRe
u(r2R) − A∂Be2u(r

2
R)ds̃

= −4

∫
Σ

e−2hu′′
{
g̃ (x, x)− g̃ (x,N)2

}
dã+ 4n

∫
Σ

e−2h
{
u′′g̃ (x,N)2 − [u′]2g̃ (x, x)

}
dã

+

∫
∂Σ

4u′rRe
u(r2R) − A∂Be2u(r

2
R)ds̃.
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Recordando que na bola Bn+1
rR

temos que A∂B =
1+2u′(r2R)r

2
R

rRe
u(r2R)

(conferir Apêndice A

Equação (A.1)), então

4u′rRe
u(r2R) − A∂Be2u(r

2
R) =

4u′r2Re
2u(r2R)

rReu(r
2
R)

− A∂Be2u(r
2
R)

= − 2e2u(r
2
R)

rReu(r
2
R)

+
2e2u(r

2
R)

rReu(r
2
R)

+
4u′r2Re

2u(r2R)

rReu(r
2
R)

− A∂Be2u(r
2
R)

= − 2e2u(r
2
R)

rReu(r
2
R)

+ 2e2u(r
2
R)

[
1 + 2u′(r2R)r

2
R

rReu(r
2
R)

]
− A∂Be2u(r

2
R)

= − 2e2u(r
2
R)

rReu(r
2
R)

+ A∂Be2u(r
2
R)

ii)︷︸︸︷
= < 0.

Usando as hipóteses i) e ii) temos

n+1∑
i=1

A′′(ϕi) = −4

∫
Σ

e−2uu′′
{
g̃ (x, x)− g̃ (x,N)2

}
dã

+4n

∫
Σ

e−2h
{
u′′g̃ (x,N)2 − [u′]2g̃ (x, x)

}
dã

+

∫
∂Σ

− 2e2u(r
2
R)

rReu(r
2
R)

+ A∂Be2u(r
2
R)ds̃

< 0,

completando assim a prova do Teorema 11.
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Caṕıtulo 6

Estabilidade de hipersuperf́ıcies

CMC em uma bola conforme

O objetivo deste Caṕıtulo é investigar a estabilidade de hipersuperf́ıcies de cur-

vatura média constante em uma bola Bn+1
rR

de um ambiente M diferente de Rn+1, Hn+1

e Sn+1. Assumiremos que o ambiente é conforme ao espaço Euclidiano, ou seja, M :=

(Bn+1
a , g̃), onde g̃ = e2u⟨ , ⟩ com u(x) = u(|x|2) e Bn+1

a denotando a bola Euclidiana de raio

a > 0 centrada na origem. Dessa forma, g̃ é uma métrica conforme com fator conforme

radialmente simétrico. Será seguido as mesmas ideias utilizadas no trabalho de Wang-Xia

(2019) [44] que classificaram as hipersuperf́ıcies CMC capilares estáveis em uma bola nas

formas espaciais. Algumas adaptações já tiveram êxito como a exibição de um Campo de

Killing conforme tangente ∂BrR , construção da Formula de Minkowski, necessária para a

obtenção de uma função teste, a derivada da função teste na direção do campo conormal

restrita ao bordo. Para completar todas as ideias resta explicitar o Jacobi da função de

uma certa função.

6.1 Estabilidade de hipersuperf́ıcies mı́nimas de

bordo livre

Lema 5. (Formula de Minkowski). Considere a imersão isométrica Σn → Bn+1
rR

⊂
(Bn+1

a , e2u⟨ , ⟩), tal que Σn intersecta ∂BrR ortogonalmente (ou seja, no bordo vale N ⊥
N̄ = − x

rRe
u(r2R)

= −ν). Seja XE o campo de Killing conforme como definido em (5.1)

então, ∫
Σ

nVE + nHg̃(XE, N)dã = 0
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Demonstração. Seja {Ei}ni=1 um referencial local ortonormal em Σn. Observe que

g̃(∇̃Ei
X⊤
E , Ej) = g̃(∇̃Ei

(XE − g̃(XE, N)N) , Ej)

= g̃(∇̃Ei
Xa, Ej)− g̃(Xa, N)g̃(∇̃Ei

N,Ej)

= VE g̃ij + g̃(XE, N)Aij

Tomando o traço e integrando sobre Σn, temos∫
Σ

nVE + nHg̃(XE, N)da =

∫
Σ

div(XT
E)dã

=

∫
∂Σ

g̃(XT
E , ν)ds̃

=

∫
∂Σ

g̃(XE − g̃(XE, N)N, N̄)ds̃

= 0,

pois Σn é de bordo livre e XE|∂BrR
é tangente em ∂BrR .

text

Lema 6. (Derivadas na direção do vetor normal ao bordo). Considere a imersão Σn →
Bn+1
rR

⊂ (Bn+1
a , e2u⟨ , ⟩), tal que Σn intersecta ∂BrR ortogonalmente (ou seja, no bordo vale

N ⊥ N̄ = − x

rRe
u(r2R)

= −ν). Seja XE o campo de Killing conforme como definido em (5.1)

então, ao longo de ∂Σ vale que

∇̃νVE = A∂BrRVE,

∇̃ν g̃ (XE, N) = A∂BrR g̃ (XE, N) ,

onde A∂BrR é a curvatura principal de ∂BrR.

Demonstração. Demonstração encontra-se no Apêndice B.

Observação 6.1.1. Observamos que os Lemas 2, 5 e 6 dependem apenas da métrica

conforme g̃ possuir fator radial (u(x) = u(|x|2)), não sendo necessário, portanto, que as

curvaturas seccionais sejam constantes. Acreditamos que essas proposições sejam úteis no

estudo de hipersuperf́ıcies CMC de bordo livre em domı́nios conformes a bola Euclidiana

Para continuar as adaptações de Wang-Xia (2019) [44] para o caso conforme seria

necessário que a função VE satisfizesse

LVE = |A|2VE + nH∇̃NVE (6.1)

Para garantir a validade da Identidade (6.1), uma primeira tentativa, por exemplo,

seria pedir a hipótese que a métrica g̃ fosse Einstein (além das formas espaciais, não
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temos exemplos de métricas conformes a métrica Euclidiana possuindo fator conforme

radialmente simétrico e que seja Einstein). Nesse caso teŕıamos que ∀p ∈M e X, Y ∈ TpM

R̃ic(X, Y )(p) =
S̃

n+ 1
g̃(X, Y )(p).

Como n + 1 ≥ 3 temos que a curvatura escalar S̃ é constante. Além disso, para

um campo de Killing conforme X com função potencial V (LX g̃ = 2V g̃) em uma métrica

Einstein temos que V satisfaz ∀p ∈M e U,W ∈ TpM

∇̃2V (U,W )(p) = − 1

n
V R̃ic(U,W )(p). (6.2)

Portanto, usando a definição de operador estabilidade L (ver (2.21)) e a Equação

(6.2), obtemos

LVE = ∆̃VE − ∇̃2VE(N,N) + nH∇̃NVE + |A|2VE + R̃ic(N,N)VE

= − 1

n
S̃VE +

1

n
VER̃ic(N,N) + nH∇̃NVE + |A|2VE + R̃ic(N,N)VE

= − 1

n
(n+ 1)R̃ic(N,N)VE +

1

n
VER̃ic(N,N) + nH∇̃NVE + |A|2VE + R̃ic(N,N)VE

= |A|2VE + nH∇̃NVE

Porém, um Teorema devido a Escobar (1990) [14] (Teorema 2.1) classifica as

métricas conformes a bola Euclidiana que possuem curvatura escalar S̃ constante, sendo

essencialmente as formas espaciais, voltando assim ao caso já demonstrado por Wang-Xia

(2019) [44]. Disso, conclúımos que a métrica g̃ conforme a métrica Euclidiana não poder

possuir curvatura escalar S̃ constante.

Uma outra possibilidade é buscar por métricas que satisfaçam a identidade, ∀p ∈
M e X, Y ∈ TpM

∆̃VE g̃(X, Y )(p)− ∇̃2VE(X, Y )(p) + VER̃ic(X, Y )(p) = 0,

pois, aplicando em N temos

∆̃VE − ∇̃2VE(N,N) + VER̃ic(N,N) = 0, (6.3)

o que implica que, usando a definição de operador estabilidade L (ver (2.21)) e a Equação

(6.3)

LVE = ∆̃VE − ∇̃2VE(N,N) + nH∇̃NVE + |A|2VE + R̃ic(N,N)VE

= −R̃ic(N,N)VE + nH∇̃NVE + |A|2VE + R̃ic(N,N)VE

= |A|2VE + nH∇̃NVE

Assumindo que a métrica satisfaça (6.3) sintetizamos os principais resultados para

a função teste φE na seguinte proposição
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text

Lema 7. (Assumindo (6.3) apenas para determinar LVE). Considere a imersão isométrica

Σn → Bn+1
rR

⊂ (Bn+1
a , e2u⟨ , ⟩), tal que Σn intersecta ∂BrR ortogonalmente. Para cada

E ∈ Rn+1 considere a função φE : Σn → R definida por

φE (x) = nVE + nHg̃ (XE, N) . (6.4)

Então φE satisfaz ∫
Σ

φEdã = 0, (6.5)

∇̃νφE − A∂BrRφE = 0. (6.6)

Se, além disso, Σn possui curvatura média H constante, então φE satisfaz

LφE =
(
|A|2 − nH2

)
VE (6.7)

Demonstração. As identidades (6.5) e (6.6) seguem diretamente do Lema 5 e Lema 6,

respectivamente. Se a curvaturma média H de Σn é constante, então (6.7) segue de (6.3)

e da Proposição 5.1.1 pois ,

LφE = nLVE + nHLg̃ (XE, N)

LφE = n
(
|A|2VE + nH∇̃NVE

)
+ nH

(
−nHVE − n∇̃NVE

)
LφE = n

(
|A|2 − nH2

)
VE.

text

Teorema 12. Seja Σn → Bn+1
rR

⊂ (Bn+1
a , e2u⟨ , ⟩) uma hipersuperf́ıcie mı́nima de bordo

livre estável com a métrica g̃ satisfazendo

∆̃VE g̃ − ∇̃2VE + VER̃ic = 0. (6.8)

Então, Σn deve ser totalmente geodésica.

Demonstração. Da segunda variação do funcional área (Equação (2.17)) para uma hiper-

superf́ıcie mı́nima de bordo livre, tomando uma função teste φE = VE, obtemos que

A′′(φE, φE) =

∫
Σ

−φE(∆ΣφE + (Ric(N) + |A|2)φE)dã+
∫
∂Σ

φE((φE)ν − qφE)ds̃ ≥ 0

= −
∫
Σ

n2V 2
E |A|2dã ≥ 0

= −
∫
Σ

n2
(
eu(r

2
R)⟨x,E⟩+ ⟨XE, Dh⟩

)2
|A|2dã ≥ 0

= −
∫
Σ

n2e2u(r
2
R)⟨x,E⟩2

(
1 + u′(|x|2)

(
|x|2 − r2R

))2 |A|2dã ≥ 0,

de onde conclúımos que Σn é totalmente geodésica.

Observação 6.1.2. Ainda não temos exemplos de tais métricas.
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6.2 Estabilidade de superf́ıcies CMC capilar

Seja E um vetor constante em R3. Considere o campo de Killing V em R3 definido

por

V = x ∧ E,

que é induzido por rotações de R3 em torno de E. Considerando a métrica conforme

g̃ = e2u⟨ , ⟩, como V é Killing em R3 (demonstração pode ser consultada em Pereira

(2018) [36]) segue que LV g̃ = 2σg̃ para σ = f + V (h). Mais precisamente

σ = f + V (u(x)) = ⟨∇h, V ⟩ = 2u′(|x|2) ⟨x, V ⟩ = 2u′(|x|2) ⟨x, x ∧ E⟩ = 0,

isto é, V também é um campo de Killing na métrica g̃. Definimos agora a função v :

Σ2 → R por

v(x) = g̃(V,N), (6.9)

onde N é o campo normal unitário de Σ2.

Proposição 6.2.1. Considere uma imersão isométrica Σ2 → B3
RR

⊂ (B3
a, g̃) tal que

Σ2 intersecta ∂BrR em um ângulo constante igual a θ ∈ (0, π). Seja a função v(x) =

g̃ (x ∧ E,N) como definida em (6.9). Então:

Lv = 0, em Σ, (6.10)

e

∇̃v = qv, em ∂Σ, (6.11)

onde

q =
1

sen θ
A∂BrR (ν̄, ν̄) + cot θA (ν, ν) .

Demonstração. Pela Proposição 2.4 a função v satisfaz

∆Σv +
(
R̃ic(N,N) + |A|2

)
v = 0,

provando assim (6.10). Para a identidade (6.11) consultar Apêndice D.

Em vista disso, é posśıvel adaptar as ideias de Ros-Vergasta (1995) [39] e provar

que se uma superf́ıcie Σ2 → B3
rR

⊂ (B3, e2u⟨ , ⟩) capilar é estável e possui gênero zero,

então é rotacionalmente simétrica. text

text

Teorema 13. Seja Σ2 → BrR ⊂ (B3, e2u⟨ , ⟩) uma superf́ıcie CMC de bordo livre estável

possuindo gênero 0. Então Σ2 é uma superf́ıcie de rotação com eixo de rotação passando

pela origem.
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Demonstração. Basicamente, a ideia é tomar um ponto p0 ∈ Σ2 de modo que g̃(x, x)2

atinge um mı́nimo, definir a função β(p) = g̃(x∧N(p), N0), onde N0 = N(p0) e ∧ denota

o produto vetorial. Notar que β(p0) = 0 e ∇̃β(p0) = 0 e que β é Steklov-Jacobi{
∆β +

(
nR̄ic(N,N) + |A|2

)
β = 0 em Σ,

∇̃νβ = qβ em ∂Σ.
(6.12)

Dai, vemos que β−1(0) é um conjunto nodal. A continuação da prova é verificar

que β ≡ 0. Usando o Teorema de Gauss-Bonnet e o fato que o gênero de Σ2 é igual a zero

conclui-se que Σ2\β−1(0) possui pelo menos três componentes conexas. Assim definimos

a função β̃ : Σ2 → R

β̃ =


β em Σ1,

aβ em Σ2,

0 em Σ\ (Σ1 ∪ Σ2) .

(6.13)

onde a ∈ R é tal que
∫
Σ
β̃dA = 0. Portanto vemos que S(β̃, β̃) = 0, como Σ2 é estável,

segue analogamente ao Lema 1 de Ros-Vergasta (1995) [39] que que β̃N é um campo de

Jacobi e portanto

∆β̃ +
(
nR̄ic(N,N) + |A|2

)
β̃ = const. (6.14)

como β̃ se anula fora de Σ1 ∪Σ2, segue do Teorema da Continuação Única para equações

eĺıpticas que β̃ ≡ 0. Consequentemente β ≡ 0.
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Caṕıtulo 7

Indice de Morse de hipersuperf́ıcies

mı́nimas de bordo livre em formas

espaciais

Neste Caṕıtulo investigaremos o ı́ndice de Morse de superf́ıcies mı́nimas de bordo

livre nas formas espaciais R3, H3 e S3. Em seus trabalhos Fraser-Schoen (2016) [15]

obtiveram uma limitação inferior para o ı́ndice de Morse de uma hipersuperf́ıcie (mais

genericamente subvariedade) mı́nima de bordo livre em Bn+1 ⊂ Rn+1.

Teorema 7.0.1 (Fraser-Schoen [15] ). Seja Σn uma hipersuperf́ıcie mı́nima de bordo livre

em Bn+1 ⊂ Rn+1 que não é o totalmente geodésica. Então Ind(Σ) ≥ n+ 1.

Esse limitante, no entanto, não é ótimo, como mostra o seguinte Teorema obtido

independentemente por Tran (2020) [43], Smith-Zhou (2019) [41] e Devyver (2019) [12].

Teorema 7.0.2 (Tran [43], Smith-Zhou, [41], Devyver [12]). Toda superf́ıcie mı́nima de

bordo livre na bola Euclidiana unitária B3 ou é o disco equatorial passando pela origem

(neste caso possui ı́ndice de Morse igual a 1) ou possui ı́ndice de Morse pelo menos 4.

Além disso, o ı́ndice de Morse do Catenoide Cŕıtico é 4, portanto, o limitante inferior é

atingido.

A seguinte Proposição generaliza a Proposição 3.1 de Frase-Schoen (2016) [15] e o

Lema 2.7 de Tran (2020) [43]. text

Lema 8. Seja Σn → Bn+1 uma imersão mı́nima de bordo livre na bola Euclidiana

unitária. Fixe um vetor constante E ∈ Rn+1 e defina NE := ⟨E,N⟩. Então para toda

função u ∈ C(Σ)∞ tal que Lu = 0 vale

Q(u,NE) = −n
∫
Σ

uNEda,

em particular

Q(NE, NE) = −n
∫
Σ

N2
Eda. (7.1)
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Demonstração. Considere o campo XE = ⟨x,E⟩x − 1
2
(1 + |x|2)E e faça φE = ⟨XE, N⟩.

O campo XE é Killing conforme com fator conforme f = ⟨E, x⟩, além disso

1. LφE = −n⟨E,N⟩;

2. φE|∂Σ = −⟨E,N⟩;

3. ∂φE

∂ν
= φE.

Usando u e φE na forma quadrática Q temos

Q(u, φE) = −
∫
∂Σ

NE

(
∂u

∂ν
− u

)
ds

=

∫
Σ

NELuda−
∫
∂Σ

NE

(
∂u

∂ν
− u

)
ds

= −Q(u,NE).

Por outro lado,

Q(u, φE) = S(φE, u)

=

∫
Σ

nNEuda+

∫
∂Σ

u

(
∂φE
∂ν

− φE

)
ds

=

∫
Σ

nNEuda.

Portanto

S(u,NE) = −n
∫
Σ

uNEda.

O Lema 8 possui duas implicações importantes [que já são sabidas da literatura].

A primeira é que para cada vetor constante E ∈ Rn+1, NE é uma direção negativa para

a forma quadrática Q (Identidade (7.1)), onde N é o campo normal unitário de Σn. Em

geral NE não é uma autofunção. Considere uma base ortonormal {Ei}3i=1 em R3, para

cada i = 1, 2, 3, NEi
é Steklov-Jacobi com autovalores δi(LJ) menores do que 1 para

o Catenoide Cŕıtico, formando uma base de direções negativas. Já no caso do disco

equatorial NE é constante e está associada ao autovalor 0.

Para as formas espaciais obtivemos o seguinte resultado. text

Teorema 14. Seja Σ2 → B3
rR

⊂ M3
c , onde M

3
c = R3, H3 ou S3, uma superf́ıcie mı́nima

de bordo livre não totalmente geodésica. Então Ind(Σ) ≥ 4.

Demonstração. Para cada i ∈ {1, 2, 3}, considere o campo de Killing conforme XEi
=

⟨x,Ei⟩x − 1
2
(1 + |x|2)Ei, onde {Ei}3i=1 uma base ortogonal de R3. Definimos, assim,

Vi := VEi
∀i = 1, 2, 3 como sendo LXEi

g̃ = 2VEi
g̃, para cada i ∈ {1, 2, 3}. Definimos

também V = span (V1, V2, V3, V0), onde V0 é o fator conforme do campo posição. Observe
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que cada Vi é uma autofunção de Steklov (Proposição 2.2.4 para o caso mı́nimo combinado

com o Lema 6) associada ao autovalor A∂BrR ∈ {1, coth rR, cot rR} e V0 é uma autofunção

associada ao autovalor −crReu(r
2
R) ∈ {0, tanh rR,− tan rR}, (consultar Apêndice C). Além

disso, como Σ2 não é totalmente geodésica, dimV = 4.

Para toda u ∈ V não identicamente nula, existe um vetor constante E ∈ R3 e um

escalar d, com (|E|2 + d > 0), tal que

u = VE + dV0.

Tomando uma função u ∈ V e usando a desigualdade da estabilidade temos

Q(u, u) =

∫
Σ

−uLudã+
∫
∂Σ

u

(
∂u

∂ν
− A∂BrRu

)
ds̃

= −
∫
Σ

V 2
i |A|2dã+

∫
∂Σ

dV0

(
−crReu(r

2
R)dV0 − A∂BrRdV0

)
ds̃

= −
∫
Σ

V 2
i |A|2dã−

∫
∂Σ

(
crRe

u(r2R) + A∂BrR

)
d2V 2

0 ds̃ < 0,

de onde segue o resultado.

text

Teorema 15. Seja Σ2 → B3
rR

⊂ M3
c , onde M

3
c = R3, H3 ou S3, uma superf́ıcie mı́nima

de bordo livre com ı́ndice de Morse igual a 4. Então o primeiro autovalor de Steklov de

Σ2, denotado por δ1(Σ
2) é igual a A∂BrR ∈ {1, coth rR, cot rR}.

Demonstração. Primeiramente observamos que Σ2 não é totalmente geodésica, uma vez

que Ind(Σ) = 4 pelo Teorema 14.

Suponha, por contradição, que o primeiro autovalor de Steklov, denotado por ξ,

satisfaça, por exemplo, ξ < A∂BrR e que u seja a autofunção associada a ξ, ou seja

∆u+ ncu = 0, em Σ,
∂u

∂ν
= ξu, em ∂Σ.

Seja {Ei}3i=1 uma base ortogonal de Mc e V = span (u, V1, V2, V3, V0), onde V0 é

o fator conforme do campo posição. Observe que cada Vi é uma autofunção de Steklov

associada ao autovalor A∂B ∈ {1, coth rR, cot rR} e V0 é uma autofunção associada ao

autovalor −crReu(r
2
R) ∈ {0, tanh rR,− tan rR}. Além disso, como Σ2 não é totalmente

geodésica, dimV = 5

Em seguida, mostraremos que Q( , ) é negativa definida em V . Para todo v ∈ V

não identicamente nulo, existe um vetor constante E ∈ R3 e escalares c, d (|E|2+c+d > 0)

tal que

v = VE + cu+ dV0.
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Calculemos,

Q(v, v) =

∫
Σ

−vLvdã+
∫
∂Σ

(
∂v

∂ν
+ A∂BrRv

)
vds̃

=

∫
Σ

−v2|A|2dã

+

∫
∂Σ

(
A∂BrRVE + cξu− dcrRe

u(r2R)V0 − A∂BrR (VE + cu+ dV0)
)
vds̃

=

∫
Σ

−v2|A|2dã+

+

∫
∂Σ

(
A∂BrRVE + cξu− dcrRe

u(r2R)V0 − A∂BrRVE − A∂BrRcu− A∂BrRdV0

)
vds̃

=

∫
Σ

−v2|A|2dã+
∫
∂Σ

(
cξu− dcrRe

u(r2R)V0 − A∂BrRcu− A∂BrRdV0

)
vds̃

=

∫
Σ

−v2|A|2dã+
∫
∂Σ

((
ξ − A∂BrR

)
cu+

(
−crReu(r

2
R) − A∂BrR

)
dV0

)
vds̃

=

∫
Σ

−v2|A|2dã+
∫
∂Σ

(
ξ − A∂BrR

)
cuVE +

(
−crReu(r

2
R) − A∂BrR

)
dV0VEds̃

+

∫
∂Σ

(
ξ − A∂BrR

)
c2u2 +

(
−crReu(r

2
R) − A∂BrR

)
cdV0uds̃

+

∫
∂Σ

(
ξ − A∂BrR

)
cduV0 +

(
−crReu(r

2
R) − A∂BrR

)
d2V 2

0 ds̃

=

∫
Σ

−v2|A|2dã+
∫
∂Σ

(
ξ − A∂BrR

)
c2u2 +

(
−crReu(r

2
R) − A∂BrR

)
d2V 2

0 ds̃

< 0,

completando a demonstração.
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Caṕıtulo 8

Classificação via condição de gap na

segunda forma fundamental

No presente Caṕıtulo desta tese, classificaremos as hipersuperf́ıcies totalmente

geodésicas como as únicas hipersuperf́ıcies mı́nimas que satisfazem uma certa condição

sobre o quadrado da segunda forma fundamental quando intersectam a bola Euclidiana

unitária Bn+1(0, 1) ⊂ (Rn+1, ⟨·, ·⟩) em uma ângulo constante θ ∈ (0, π), Teorema 16,

bem como quando intersecam, também em um ângulo constante, a bola Euclidiana de

raio rR, munida de uma métrica conforme a métrica Euclidiana, a saber, Bn+1(0, rR) ⊂
(Rn+1, g̃ = e2u⟨·, ·⟩) em uma ângulo constante θ ∈ (0, π), onde u é uma função radialmente

simétrica, u(x) = u(|x|2), Teorema 17.

8.1 Classificação de hipersuperf́ıcies mı́nimas

capilares na bola Euclidiana unitária

Para o ambiente Euclidiano (Rn+1, ⟨·, ·⟩) denotaremos po ∇ e ∆ a derivada covari-

ante e o operador Laplaciano, respectivamente, com ∇ = D sendo a derivada covariante

usual em Rn+1. Denotaremos por ∇Σ e ∆Σ a derivada covariante e o operador Laplaciano,

respectivamente sobre a hipersuperf́ıcie Σn → R, com ∇Σ = ∇⊤ e ∆Σf = divΣ(∇Σf) para

f ∈ C∞(Σ).

Apresentaremos na Proposição a seguir algumas resultados que serão usados re-

correntemente.

Proposição 8.1.1. Sejam Σn → Rn+1 uma imersão isométrica e E ∈ Rn+1 um vetor

constante, x e N o campo posição e o campo normal unitário da a imersão Σn, respecti-

vamente. As seguintes identidades são válidas

i) ∇Σ |x|2
2

= x⊤;
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ii) ∇Σ⟨E, x⟩ = E⊤;

iii) ∆Σ
|x|2
2

= n+ nH⟨x,N⟩;

iv) ∆Σ⟨E, x⟩ = nH⟨E,N⟩;

v) ∆Σ⟨E,N⟩ = ⟨E,∇H⟩ − |A|2⟨E,N⟩;

vi) ∆Σ⟨x,N⟩ = ⟨x,∇H⟩ − nH − |A|2⟨x,N⟩.

Demonstração. Consultar Wang-Xia (2019) [44] Proposição 3.4.

A Proposição que apresentaremos adiante é conhecida para hipersuperf́ıcies de

curvatura média constante possuindo bordo livre, ou seja, Σn intersecta o bordo de um

domı́nio Ωn+1 ortogonalmente (θ = π
2
), a qual foi demonstrada por Melo (2021) [29]. Nesta

tese, daremos a versão capilar deste resultado, ou seja quando Σn intersecta o bordo de

um domı́nio Ωn+1 em um ângulo constante θ ∈ (0, π). Este resultado será utilizada para

demonstrar o Teorema 14. text

Proposição 1.6.1. (Melo (2021) [29]-Estendido para versão capilar). Seja Ω um domı́nio

em Rn+1 tal que ∂Ω = F−1(1), onde F : Rn+1 → R é uma aplicação diferenciável e 1 é

um valor regular de F . Se Σn → Ω ⊂ Rn+1 é uma imersão CMC intersectando Ω em um

ângulo constante θ ∈ (0, π), com ∂Σ ⊂ ∂Ω e φ ∈ C∞(Σ), então

sen θ

∫
∂Σ

|∇F |φds =
∫
Σ

φ∆ΣFda+

∫
Σ

(1− F )∆Σφda. (8.1)

Demonstração. Considerando φ e F como nas hipóteses do Teorema, então∫
∂Σ

φ⟨∇ΣF, ν⟩ds =

∫
Σ

divΣ(φ∇ΣF )da

=

∫
Σ

φ∆ΣF + ⟨∇Σφ,∇ΣF ⟩da, (8.2)

e ∫
∂Σ

F ⟨∇Σφ, ν⟩ds =

∫
Σ

divΣ(F∇Σφ)da∫
Σ

∆Σφds =

∫
Σ

F∆Σφ+ ⟨∇ΣF,∇Σφ⟩da. (8.3)

Subtraindo (8.2) de (8.3) resulta∫
∂Σ

φ⟨∇ΣF, ν⟩ds =
∫
Σ

φ∆ΣFda+

∫
Σ

(1− F )∆Σφda.

No bordo de Σn, o integrando φ⟨∇F, ν⟩ pode ser escrito como

φ⟨∇ΣF, ν⟩ = φ⟨∇F − ⟨∇F,N⟩N, ν⟩

= φ⟨∇F, ν⟩

= φ⟨−|∇F |N̄ , ν⟩

= sen θφ|∇F |, onde foi usado (2.13),
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finalizando, assim, a demonstração da Proposição 1.6.1.

Uma consequência interessante da Proposição 1.6.1 é uma recuperação da formula

de Minkowski apresentada em Wang-Xia (2019) [44], para hipersuperf́ıcies de curvatura

média constante que intersectam a bola unitária Euclidiana em um ângulo constante

θ ∈ (0, π), a qual é dada por∫
Σ

⟨x+ cos θN,E⟩da = −
∫
Σ

H⟨XE, N⟩da. (8.4)

onde XE = ⟨x,E⟩x− 1
2
(|x|2 + 1)E, e E ∈ Rn+1 é um vetor fixado. Recomendamos rever

a construção de (8.4) na introdução do Caṕıtulo 5.

Demonstração de (8.4). Substituindo φ = ⟨E, x⟩ e F = |x|2 (dessa forma, observe que

F−1 = ∂Bn+1(0, 1)) na Proposição 8.1, resulta

sen θ

∫
∂Σ

|∇|x|2|⟨E, x⟩ds =

∫
Σ

⟨E, x⟩∆Σ|x|2da+
∫
Σ

(1− |x|2)∆Σ⟨E, x⟩da

sen θ

∫
∂Σ

2⟨E, x⟩ds =

∫
Σ

⟨E, x⟩(2(n+ nH⟨x,N⟩))da

+

∫
Σ

(1− |x|2)(nH⟨E,N⟩)da

sen θ

∫
∂Σ

⟨E, x⟩ds =

∫
Σ

n⟨E, x⟩+ nH⟨XE, N⟩+ ⟨E,N⟩nHda

sen θ

∫
∂Σ

⟨E, x⟩ds− ⟨E⊤, ν⟩ds =

∫
Σ

n⟨E, x⟩+ nH⟨XE, N⟩da,

onde utilizamos a Proposição 8.1.1 itens iii) e iv). Das Equações 2.13 e 2.14 podemos

escrever

sen θ(⟨E, x⟩ds− ⟨E⊤, ν⟩) = − cos θ⟨E, ν̄⟩,

portanto, podemos escrever

− cos θ

∫
∂Σ

⟨E, ν̄⟩ds =

∫
Σ

n⟨E, x⟩+ nH⟨XE, N⟩da.

A Identidade 3.8 de Wang-Xia (2019) [44] implica que

n

∫
Σ

⟨E,N⟩da =

∫
∂Σ

⟨ν̄, E⟩ds.

Portanto,

− cos θ

∫
∂Σ

⟨E, ν̄⟩ds =

∫
Σ

n⟨E, x⟩+ nH⟨XE, N⟩da

− cos θn

∫
Σ

⟨E,N⟩da =

∫
Σ

n⟨E, x⟩+ nH⟨XE, N⟩da,

Dáı, ∫
Σ

⟨E, x+ cos θN⟩da = −
∫
Σ

H⟨XE, N⟩da,

finalizando a demonstração de (8.4).
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No Teorema a seguir exploraremos as hipersuperf́ıcies mı́nimas em Rn+1 que in-

tersectam a bola Euclidiana unitária Bn+1(0, 1) ⊂ (Rn+1, ⟨·, ·⟩) em uma ângulo constante

θ ∈ (0, π), as quais também chamaremos simplesmente de hipersuperf́ıcies mı́nimas capi-

lares. Mais precisamente classificaremos as hipersuperf́ıcies totalmente geodésicas como

sendo as únicas hipersuperf́ıcies mı́nimas capilares que satisfazem uma certa condição

sobre o quadrado da segunda forma fundamental.

text

Teorema 16. Seja Σn → Bn+1(0, 1) ⊂ Rn+1 uma imersão mı́nima tal que Σn intersecta

∂Bn+1 em um ângulo constante θ, com θ ∈ (0, π). Suponha que para todo x ∈ Σn vale(
n− |A|2

n

)
⟨N, x⟩2 ≥ cos2 θ,

onde A é a segunda forma fundamental de Σn, então Σn é totalmente geodésica.

Demonstração. Tomando F = |x|2 e φ = ⟨N, x⟩2 − cos2 θ na Proposição 8.1, observando

que N̄ = −x em ∂Bn+1(0, 1) e ⟨N, x⟩ = cos θ em ∂Σ (por (2.13)), assim, φ|∂Σ ≡ 0, decorre

que

0 =

∫
Σ

(
⟨N, x⟩2 − cos2 θ

)
∆Σ|x|2da+

∫
Σ

(1− |x|2)∆Σ

(
⟨N, x⟩2 − cos2 θ

)
da

=

∫
Σ

(
⟨N, x⟩2 − cos2 θ

)
2nda+

∫
Σ

(1− |x|2)
(
−2⟨N, x⟩2|A|2 + 2|∇Σ⟨N, x⟩|

)
da

=

∫
Σ

n⟨N, x⟩2 − n cos2 θ − |A|2⟨N, x⟩2 + |x|2|A|2⟨N, x⟩2 + (1− |x|2)|∇Σφ|2da,

onde usamos a Proposição 8.1.1 itens iii) e vi). Resulta da última equação que

0 ≥
∫
Σ

n⟨N, x⟩2 − n cos2 θ − |A|2⟨N, x⟩2 + (1− |x|2)|∇Σφ|2da.

Como por hipótese
(
n−|A|2
n

)
⟨N, x⟩2 ≥ cos2 θ para todo x ∈ Σn, isso implica, por

tanto, que n⟨N, x⟩2 − n cos2 θ − |A|2⟨N, x⟩2 ≥ 0, dessa maneira podemos obter

0 ≥
∫
Σ

(1− |x|2)|∇Σφ|2da

0 ≥
∫
Σ

(1− |x|2)|∇Σφ|2da ≥ 0,

o que implica que ∇Σφ ≡ 0, ou seja φ é constante sobre Σn. Como φ = 0 em ∂Σ então

⟨N, x⟩2 − cos2 θ = 0 em Σn, mas como sabemos também que ⟨N, x⟩ = cos θ em ∂Σ e Σn é

conexa então ⟨N, x⟩ = cos θ em Σn.

Agora, se θ ̸= π
2
a prova segue diretamente do item vi) da Proposição 8.1.1, pois

∆⟨N, x⟩ = −|A|2⟨N, x⟩

0 = |A|2 cos θ,

o que implica que A ≡ 0.

Quando θ = π
2
temos que a ⟨N, x⟩ é identicamente nula, o que implica Σn ser um

cone, por regularidade, Σn deve ser totalmente geodésica.
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8.2 Classificação de hipersuperf́ıcies mı́nimas

capilares em formas espaciais

Nesta seção apresentaremos uma versão do Teorema 14 para o espaço Hiperbólico

Hn+1 (para o ambiente Esférico Sn+1 a demonstração é semelhante). A técnica utilizada

na demonstração será de diferente do caso Euclidiano, não fazendo uso da Proposição

1.6.1, usaremos apenas uma identidade de Green.

Para o espaço Hiperbólico utilizaremos o modelo de disco de Poincaré. Con Con-

sideremos u : [0, 1) → R dada por u(t) = ln

(
2

1− t

)
. Assim, (Bn+1

1 , g̃) é o espaço

hiperbólico Hn+1 modelado no disco de Poincaré.

Para o ambiente Euclidiano (Rn+1, ⟨·, ·⟩) denotaremos po ∇ e ∆ a derivada covari-

ante e o operador Laplaciano, respectivamente, com ∇ = D sendo a derivada covariante

usual em Rn+1. Denotaremos por ∇Σ e ∆Σ a derivada covariante e o operador Laplaciano,

respectivamente sobre a hipersuperf́ıcie Σn → R, com ∇Σ = ∇⊤ e ∆Σf = divΣ(∇Σf) para

f ∈ C∞(Σ). Apresentaremos na Proposição a seguir algumas resultados que serão usados

recorrentemente.

text

Teorema 17.(Teorema 16 para formas espaciais). Seja Σn → Bn+1
rR

⊂ Mn+1
c , onde,

Mn+1
c = Rn+1, Hn+1 ou Sn+1 uma imersão mı́nima tal que ∂Σ intersecta ∂BrR em um

ângulo constante θ, com θ ∈ (0, π). Suponha que para todo x ∈ Σn vale(
nV 2

0 − cg̃(x, x)− c0|A|2
)
g̃(x,N)2 ≥ cos2 θ

(
nV 2

0 − cg̃(x, x)
)
, (8.5)

onde N(x) denota o vetor normal unitário em um ponto x ∈ Σn, c é curvatura seccional

de Mn+1
c , c0 = e2u(r

2
R)r2R, V0 é o fator conforme do campo posição x, A é a segunda forma

fundamental de Σn. Então Σn é totalmente geodésica.

Demonstração. Pela Identidade de Green temos que∫
Σ

f∆g − g∆fdã =

∫
∂Σ

g
∂f

∂ν
− f

∂f

∂ν
ds̃, (8.6)

para toda f, g ∈ C(Σ)∞. Considere f = g̃(x,N)2−cos2 θ e g = e2u(r
2
R)r2R− g̃(x, x). Observe

que (Ver Apêndice C)

f |Σ = 0

g|Σ = 0

∆f = −2|A|2g̃(x,N)2 + 2|∇g̃(x,N)|2

∆g = −2
(
nV 2

0 − cg̃(x, x)
)
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Substituindo na Identidade de Green (8.6) temos

0 =

∫
Σ

(
g̃(x,N)2 − cos2 θ

) [
−2
(
nV 2

0 − cg̃(x, x)
)]
dã

−
∫
Σ

(
e2u(r

2
R)r2R − g̃(x, x)

) [
−2|A|2g̃(x,N)2 + 2|∇g̃(x,N)|2

]
dã

0 =

∫
Σ

(
g̃(x,N)2 − cos2 θ

) [
nV 2

0 − cg̃(x, x)
]
dã

+

∫
Σ

−e2u(r2R)r2R|A|2g̃(x,N)2 + g̃(x, x)|A|2g̃(x,N)2 +
(
e2u(r

2
R)r2R − g̃(x, x)

)
|∇g̃(x,N)|2dã

0 ≥
∫
Σ

(
g̃(x,N)2 − cos2 θ

) [
nV 2

0 − cg̃(x, x)
]
dã

+

∫
Σ

−e2u(r2R)r2R|A|2g̃(x,N)2 +
(
e2u(r

2
R)r2R − g̃(x, x)

)
|∇g̃(x,N)|2dã

0 ≥
∫
Σ

(
nV 2

0 − cg̃(x, x)− e2u(r
2
R)r2R|A|2

)
g̃(x,N)2 − cos2 θ

[
nV 2

0 − cg̃(x, x)
]
dã

+

∫
Σ

(
e2u(r

2
R)r2R − g̃(x, x)

)
|∇g̃(x,N)|2dã,

e o resultado segue como no Teorema 14.



102

Referências Bibliográficas
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Apêndice A

Prova do Lema 3

Lema 3. Considere uma imersão isométrica Σn → (Bn+1, e2u⟨ , ⟩) tal que Σn intersecta

∂Bn+1 em um ângulo constante igual a θ ∈ (0, π). Seja XE o campo de Killing conforme

como definido em (5.1) então, ao longo de ∂Σ vale

∇̃ν g̃ (XE, N) = qg̃ (XE, N) ,

onde

q =
1

sen θ
A∂B(ν̄, ν̄) + cot θA (ν, ν) .

Demonstração. Primeiramente observemos que

A∂BrR (Y, Z) =
1 + 2u′(r2R)r

2
R

rReu(r
2
R)

g̃(Y, Z) =
V0

rReu(r
2
R)
g̃(Y, Z), (A.1)

onde Y, Z ∈ X(∂BrR), BrR é bola conforme de raio Euclidiano rR e ∂BrR está orientada na

direção de N̄ . Justificando assim o abuso de notação A∂BrR = V0

rRe
u(r2R)

. Lembrando que em

∂BrR vale que N̄ = − 1

rRe
u(r2R)

x e usando a definição de segunda forma fundamental temos

A∂BrR (Y, Z) = −g̃
(
∇̃Y N̄ , Z

)
= −g̃

(
∇̃Y

(
− 1

rReu(r
2
R)
x

)
, Z

)
=

1

rReu(r
2
R)
g̃
(
∇̃Y x, Z

)
=

V0

rReu(r
2
R)
g̃(Y, Z).

Agora determinemos g̃ (XE, N) restrita ao bordo de Σn.

g̃ (XE, N) |∂Σ = g̃

(
eu(r

2
R)

[
⟨x,E⟩x− 1

2

(
|x|2 + r2R

)
E

]
, N

)
= eu(r

2
R)g̃
(
r2Re

2u(r2R)⟨N̄ , E⟩N̄ − r2RE,N
)

= r2Re
u(r2R)

[
g̃
(
N̄ , E

)
g̃
(
N̄ ,N

)
− g̃ (E,N)

]
= r2Re

u(r2R)
[
g̃
(
N̄ , E

)
cos θ − g̃ (E,N)

]
= r2Re

u(r2R)g̃
(
E, cos θN̄ −N

)
= − sen θr2Re

u(r2R)g̃ (E, ν̄) .
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Devemos provar então que

∇̃ν g̃ (XE, N) = −q sen θr2Reu(r
2
R)g̃ (E, ν̄) .

Antes de seguir com os cálculos, recordemos de alguns resultados que serão necessários

1. ∇̃Y x = V0Y, ∀U ∈ X(M)

2. Duh) = 2u′(|x|2)x

3. ∇̃YZ = DYZ + Y (u)Z + Z(u)Y − ⟨Y, Z⟩Du, ∀Y, Z ∈ X(M)

4. ∇̃f = e−2uDf ∀f ∈ C∞(M)

Calculando a derivada de g̃ (XE, N) na direção de ν temos

∇̃ν g̃ (XE, N) = g̃
(
∇̃νXE, N

)
+ g̃

(
XE, ∇̃νN

)
Primeiramente calculemos ∇̃νXE

= eu(r
2
R)

(
∇̃ν⟨x,E⟩x+ ⟨x,E⟩∇̃νx−

1

2
∇̃ν

(
|x|2 + r2R

)
E − r2R∇̃νE

)
= eu(r

2
R) (⟨ν, E⟩x+ ⟨x,E⟩V0ν − ⟨x, ν⟩E −DνE + ν(u)E + E(u)ν − ⟨ν, E⟩Du)

= eu(r
2
R)
(
⟨ν, E⟩x+ ⟨x,E⟩V0ν − ⟨x, ν⟩E − r2R2u

′(|x|2) (⟨ν, x⟩E + ⟨E, x⟩ν − ⟨ν, E⟩x)
)

= −rRe2u(r
2
R)
(
⟨ν, E⟩N̄ + ⟨N̄ , E⟩V0ν − ⟨N̄ , ν⟩E − r2R2u

′(|x|2)
(
⟨ν, N̄⟩E + ⟨E, N̄⟩ν − ⟨ν, E⟩N̄

))
= −rRe2u(r

2
R)
([
⟨ν, E⟩N̄ − ⟨N̄ , ν⟩E

] (
1 + r2R2u

′(|x|2)
)
+ ⟨N̄ , E⟩ν

)
= −rRe2u(r

2
R)
([
⟨ν, E⟩N̄ − ⟨N̄ , ν⟩E

]
V0 + ⟨N̄ , E⟩ν

)
Fazendo agora g̃

(
∇̃νXE, N

)
|∂Σ temos

= g̃
(
−rRe2u(r

2
R)
([
⟨ν, E⟩N̄ − ⟨N̄ , ν⟩E

]
V0 + ⟨N̄ , E⟩ν

)
, N
)

= −rRe2u(r
2
R)V0

(
⟨ν, E⟩g̃

(
N̄ ,N

)
− ⟨N̄ , ν⟩g̃ (E,N)

)
= −rRV0⟨E, g̃

(
N̄ ,N

)
ν − g̃

(
N̄ , ν

)
N⟩

= −rRV0g̃ (E, ν̄)

= −A∂BrRr2Re
u(r2R)g̃ (E, ν̄)

=
1

sen θ
A∂BrR g̃ (XE, N) |∂Σ

Sabendo que ∇̃νN = −AΣ(ν, ν)ν temos g̃
(
XE, ∇̃νN

)
é igual a

= g̃

(
eu(r

2
R)

[
⟨x,E⟩x− 1

2

(
|x|2 + r2R

)
E

]
,−AΣ(ν, ν)ν

)
= −AΣ(ν, ν)eu(r

2
R)
(
⟨x,E⟩g̃ (x, ν)− r2Rg̃ (E, ν)

)
= −AΣ(ν, ν)r2Re

u(r2R)g̃
(
E, g̃

(
N̄ , ν

)
N̄ − ν

)
= cot θAΣ(ν, ν)g̃ (XE, N) |∂Σ

Provando assim a proposição.
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Apêndice B

Prova do Lema 6

Lema 6. (Derivadas na direção do vetor normal ao bordo). Considere a imersão Σn →
Bn+1
rR

⊂ (Bn+1
a , e2u⟨ , ⟩), tal que Σn intersecta ∂BrR ortogonalmente (ou seja, no bordo vale

N ⊥ N̄ = − x

rRe
u(r2R)

= −ν). Seja XE o campo de Killing conforme como definido em (5.1)

então, ao longo de ∂Σ vale que

∇̃νVE = A∂BrRVE,

∇̃ν g̃ (XE, N) = A∂BrR g̃ (XE, N) ,

onde A∂BrR é a curvatura principal de ∂BrR.

Demonstração. Mostraremos primeiramente que ∇̃νVE = A∂BrRVE em ∂BrR . Lembremos

que

VE = eu(r
2
R)⟨x, a⟩+ ⟨XE, Dhu⟩

= e−2u
(
eu(r

2
R)g̃(x,E) + g̃(XE, Du)

)
,

além disso

VE|∂BrR
= eu(r

2
R)⟨x,E⟩ = e−2ueu(r

2
R)g̃(x,E) = e−u(r

2
R)g̃(x,E),

portanto

∇̃νVE = −2∇̃νhVE + e−2u
(
eu(r

2
R)∇̃ν g̃(x,E) + ∇̃ν g̃(XE, Du)

)
= −2∇̃νuVE + e−2u

(
eu(r

2
R)g̃(∇̃νx,E) + eu(r

2
R)g̃(x, ∇̃νE) + g̃(∇̃νXE, Du) + g̃(XE, ∇̃νDu)

)
= −2∇̃νuVE︸ ︷︷ ︸

i

+ e−u(r
2
R)g̃(∇̃νx,E)︸ ︷︷ ︸

ii

+ e−u(r
2
R)g̃(x, ∇̃νE)︸ ︷︷ ︸

iii

+ e−u(r
2
R)g̃(∇̃νXE, Du)︸ ︷︷ ︸

iv

+ e−u(r
2
R)g̃(XE, ∇̃νu)︸ ︷︷ ︸

v

.

Cálculo de i

∇̃νu = ν(u)

= 2u′(|x|2)⟨ν, x⟩

= 2u′(|x|2)rReu(r
2
R)⟨ν, ν⟩

= 2u′(|x|2)rReu(r
2
R)e−2hg̃(ν, ν)

= 2u′(r2R)rRe
−u(r2R),
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portanto

−2∇̃νuVE = −4u′(r2R)rRe
−u(r2R)VE.

Cálculo de ii

e−u(r
2
R)g̃(∇̃νx,E) = e−u(r

2
R)(1 + u′(|x|2)|x|2)g̃(ν, E)

= e−u(r
2
R)(1 + u′(|x|2)|x|2)e

−u(R2
R)

rR
g̃(x,E)

=
(1 + u′(r2R)r

2
R)

rReu(r
2
R)

VE

= A∂BrRVE.

Cálculo de iii

e−u(r
2
R)g̃(x, ∇̃νE) = e−u(r

2
R)g̃(x,DνE + ν(u)E + E(u)ν − ⟨ν, E⟩Du)

= e−u(r
2
R)g̃(x,E)⟨ν,Du⟩

= ⟨ν,Dh⟩VE
= 2u′(|x|2)e−2hg̃(ν, x)VE

= 2u′(r2R)e
−u(r2R)rRVE.

Cálculo de iv

e−2u(r2R)g̃(∇̃νXE, Du) = e−2u(r2R)g̃(∇̃νXE, 2u
′(|x|2)x)

= 2u′(r2R)e
−u(R2

R)rRg̃(∇̃νXE, ν)

= 2u′(r2R)e
−u(r2R)rRVE.

Cálculo de v

e−2u(r2R)(XE, ∇̃νDu) = e−2u(r2R)g̃(XE, ∇̃ν

(
2u′(|x|2)

)
x+ 2u′(|x|2)∇̃νx)

= e−2u(r2R)g̃(XE, ∇̃ν

(
2u′(|x|2)

)
N̄ + 2u′(|x|2)(1 + u′(|x|2)|x|2)ν)

= 0

Observemos agora que v = 0, iii + iv = −i, portanto i + ii + iii + iv + v = ii =

A∂BrRVE, de onde segue a primeira parte.

A prova de ∇̃ν g̃(XE, N) = A∂BrR g̃(XE, N) segue do Lema 3 para o caso bordo

livre, demonstrada no Apêndice A.
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Apêndice C

Demonstração de identidades

Proposição C.0.1. Considere uma imersão isométrica Σn → Mn+1 := (Bn+1
a , g̃). Seja

XE o campo de Killing conforme como definido em (5.1), N o campo normal de Σn e x

o campo posição em Mn+1, então

i) ∆g̃(x,N) = −(nR̄ic(N,N) + |A|2)g̃(x,N)− nHV0 − ng̃(x,∇H)− n∇̃NV0

ii) ∆g̃(XE, N) = −(nR̄ic(N,N) + |A|2)g̃(XE, N)− nHVa − ng̃(XE,∇H)− n∇̃NVE

iii) ∆g̃ (x, x) = nV 2
0 + nV0Hg̃ (x,N) + g̃

(
∇̃V0, x

)
Proposição C.0.2. Considere a imersão isométrica Σn → Mn+1

c ,onde, Mn+1
c = Rn+1,

Hn+1 ou Sn+1 de curvatura média constante. Para as funções VE, VE e o campo XE como

definidos na Seção 3 vale

i) ∆V0 = −ncV0 + nH∇̃NV0

ii) ∆VE = −ncVE + nH∇̃NVE

iii) ∆g̃(x,N) = −|A|2g̃(x,N)−HV0

iv) ∆g̃(XE, N) = −(nc+ |A|2)g̃(XE, N)−HVE − n∇̃NVE

Proposição C.0.3. Considere a imersão CMC de bordo livre Σn → Bn+1
rR

⊂Mn+1
c , onde,

Mn+1
c = Rn+1, Hn+1 ou Sn+1. Para as funções VE, V0 e o campo XE como definidos na

Seção 3 vale

i) ∇̃νV0 = g̃(x, ν) = g̃(x, N̄) = −crReu(r
2
R)

ii) ∇̃νVE = A∂BrRVE

iii) ∇̃ν g̃(x,N) = −AΣ
N(ν, ν)g̃(x, ν)

iv) ∇̃ν g̃(XE, N) = A∂BrR g̃(XE, N)
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Apêndice D

Prova da Proposição 6.2.1

Proposição D.0.1. Considere uma imersão isométrica Σ2 → B3
RR

⊂ (B3
a, g̃) tal que

Σ2 intersecta ∂BrR em um ângulo constante igual a θ ∈ (0, π). Seja a função v(x) =

g̃ (x ∧ E,N) como definida em (6.9). Então, no bordo ∂Σ2 vale

∇̃v = qv,

onde

q =
1

sen θ
A∂BrR (ν̄, ν̄) + cot θA (ν, ν) .

Demonstração. Considere a função v(x) = g̃ (x ∧ E,N), onde x é o vetor posição, E ∈ R3

é um vetor constante e N é o campo normal de Σ2 e ∧ denota o produto vetorial em R3.

Primeiramente observemos que

v(x)|∂Σ = g̃
(
−rReu(r

2
R)N̄ ∧ E,N

)
= −rReu(r

2
R)g̃ (− sen θν + cos θN ∧ E,N)

= sen θrRe
u(r2R)g̃ (ν ∧ E,N) .

Calculemos agora ∇̃νx ∧ E.

∇̃νx ∧ E = Dνx ∧ E + ν(u)x ∧ E + (x ∧ E)(u)ν − ⟨ν, x ∧ E⟩Du

= ν ∧ E + 2u′⟨x, ν⟩x ∧ E + 2u′⟨x, x ∧ E⟩ν − 2u′⟨ν, x ∧ E⟩x

= ν ∧ E + 2u′⟨x, ν⟩x ∧ E − 2u′⟨ν, x ∧ E⟩x.

Portanto

∇̃νg̃ (x ∧ E,N) = g̃(∇̃νx ∧ E,N) + g̃(x ∧ E, ∇̃νN)

= g̃ (ν ∧ E + 2u′⟨x, ν⟩x ∧ E − 2u′⟨ν, x ∧ E⟩x,N)− A(ν, ν)g̃ (x ∧ E, ν)

= g̃ (ν ∧ E,N) + r2Re
2u(r2R)2u′⟨N̄ , ν⟩g̃

(
N̄ ∧ E,N

)
− r2Re

2u(r2R)2u′⟨ν, N̄ ∧ E⟩g̃
(
N̄ ,N

)
− A(ν, ν)rRe

2u(r2R)g̃
(
N̄ ∧ E, ν

)
= g̃ (ν ∧ E,N) + sen2 θr2R2u

′g̃ (ν ∧ E,N)− cos2 θr2R2u
′g̃ (ν,N ∧ E)

− cos θA(ν, ν)rRe
2u(r2R)g̃ (N ∧ E, ν)

= (
1

sen θ
A∂BrR + cot θA(ν, ν)) sen θrRe

u(r2R)g̃ (ν ∧ E,N) .
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