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Resumo

Este trabalho possui trés objetivos principais. O primeiro consiste de investigar
alguns resultados de gap, indice e nao estabilidade para subvariedades f-minimas. O
segundo deles ¢ investigar a estabilidade, bem como critérios de nao estabilidade, para
hipersuperficies de curvatura média constante (CMC) que intersectam em um angulo
constante uma bola Euclidiana munida de uma determinada métrica conforme. O terceiro
objetivo consiste em estudar classificacao e Indice de Morse de hipersuperficies minimas
nas formas espaciais.

Na primeira parte desta tese estudaremos, no contexto de variedades Riemannianas
com peso, alguns resultados de gap (ou lacuna), buscamos também limitante inferior para
o indice de Morse e teoremas de nao estabilidade para subvariedades f-minimas fechadas
e de bordo livre.

Na segunda parte, obtivemos dois critérios de nao estabilidade. O primeiro critério,
para hipersuperficies capilares, utiliza da regiao envolvida pela hipersuperficie e a “parte
molhada”da bola, denotada de regiao generalizada, obtemos que se tal regiao é simétrica
em relacao a origem, entao a hipersuperficie nao é estavel. O segundo critério afirma que
se o campo normal de uma hipersuperficie CMC de bordo livre possui média zero entao
tal hipersuperficie nao é estével.

Na terceira parte, determinamos que o indice de Morse de superficies minimas de
bordo livre no espago hiperbdlico e esférico é pelo menos 4. Além disso, ainda no espaco
hiperbdlico e esférico, concluimos que se uma superficie atinge Indice de Morse 4, entao
o primeiro autovalor de Steklov é igual a curvatura principal da bola hiperperbdlica e
esférica respectivamente. Para as formas espaciais, obtivemos ainda que, entre hipersu-
perficies minimas capilares, as totalmente geodésicas sao caracterizadas por uma condigao

de pingamento no comprimento de sua segunda forma fundamental.

Palavras-chave: subvariedades f-minimas; indice de Morse, métrica conforme.



Abstract

This work has three main goals. The first consists of investigating some gap,
index and non-stability results for f-minimal submanifolds. The second one is to in-
vestigate stability, as well as non-stability criteria, for hypersurfaces of constant mean
curvature (CMC) that intersect at a constant angle a Euclidean ball provided with a cer-
tain conformal metric. The second is to study classification and Morse Index of minimal
hypersurfaces in space forms.

In the first part of this thesis we will study, in the context of weighted Riemannian
manifolds, some gap results, we will also look for a lower bound for the Morse index and
non-stability theorems for closed and free-bound f-minimal submanifolds .

In the second part, we obtained two non-stability criteria. The first criterion, for

13

capillary hypersurfaces, uses the region surrounded by the hypersurface and the “wetting
area” of the ball, denoted as a generalized region, we obtain that if such region is symme-
trical with respect to the origin then the hypersurface is not stable. The second criterion
states that if the normal field of a free boundary CMC hypersurface has zero mean then
such hypersurface is not stable.

In the third part, we determine that the Morse index of minimal free boundary
surfaces in hyperbolic and spherical space is at least 4. Furthermore, still in hyperbolic
and spherical space, we conclude that if a surface reaches Morse Index 4, then the first
Steklov’s eigenvalue is equal to the principal curvature of the hyperperbolic and spherical
ball respectively. For the space forms, we also obtained that, among capillary minimal
hypersurfaces, the totally geodesic ones are characterized by a condition of pinching in

the length of their second fundamental form.

Keywords: f-minimal submanifolds, Morse index, conformal metric.



Lista de Figuras

2.1 Tlustracao tipica do problema capilar



Sumario

1 Introdugao 12

1.1 Resultados de gap, nao estabilidade e indice de Morse de para subvariedades
f-minimas . . . ... 12

1.2 Nao existéncia de subvariedades minimas de bordo livre em uma bola con-
formemente Fuclidiana . . . . . . . ... .. o oo 20

1.3 Critério de nao estabilidade para hipersuperficies CMC em uma bola con-
formemente Fuclidiana . . . . . . . . . ... ... oL 21

1.4 Classificacao de hipersuperficies CMC estaveis em uma bola conformemente
Euclidiana . . . . . . . . ... 25

1.5 Indice de Morse de hipersuperficies minimas de bordo livre em formas es-

PACIAIS . . . . . e 26

1.6  Classificagao via condigao de gap na segunda forma fundamental . . . . . . 27

2 Preliminares 30
2.1 Conceitos iniciais . . . . . . . . . . 30
2.2  Geometria das subvariedades . . . . . . ... ... 31
2.3 Formulagao do problema de bordo livre para subvariedades minimas . . . . 35
2.4  Formulagao do problema capilar para hipersuperficies . . . . . . . ... .. 37
2.5 Métrica conforme . . . . . . ... 40

3 Resultados de gap, nao estabilidade e indice de Morse de para subva-
riedades f-minimas 44
3.1 Subvariedades f-minimas no espaco Euclidiano com peso . . . . . . . . .. 44
3.2 Limitacdo inferir para o Indice de Morse de subvariedades f-minimas e

subvariedades de f-curvatura média paralela e resultado do tipo gap . . . . 52
3.3 Limitacgao inferir para o indice de Morse de hipersuperficies f-minimas no

espaco Euclidiano com peso . . . . . . . ... Lo 57

4 Nao existéncia de subvariedades minimas de bordo livre em uma bola

conforme 62

5 Critérios de nao estabilidade para hipersuperficies CMC em uma bola
conforme 71

5.1 Nao estabilidade de hipersuperficies capilares . . . . . . .. ... ... ... 73



5.2 Nao estabilidade de hipersuperficies de bordo livre . . . . . . . . ... ... 82

6 Estabilidade de hipersuperficies CMC em uma bola conforme 86
6.1 Estabilidade de hipersuperficies minimas de bordo livre . . . . . . . . . .. 86
6.2 Estabilidade de superficies CMC capilar . . . . . . . ... ... ... ... 90

7 Indice de Morse de hipersuperficies minimas de bordo livre em formas

espaciais 92

8 Classificacao via condicao de gap na segunda forma fundamental 96

8.1 Classificacao de hipersuperficies minimas capilares na bola Euclidiana unitaria 96

8.2 Classificacao de hipersuperficies minimas capilares em formas espaciais . . 100
Referéncias Bibliograficas 102
Apéndice A Prova do Lema 3 106
Apéndice B Prova do Lema 6 108
Apéndice C Demonstracao de identidades 110

Apéndice D Prova da Proposicao 6.2.1 111



12

Capitulo 1

Introducao

Este trabalho possui trés objetivos principais. O primeiro consiste de investigar
alguns resultados de gap, indice e nao estabilidade para subvariedades f-minimas. O
segundo deles é investigar a estabilidade, bem como critérios de nao estabilidade, para
hipersuperficies de curvatura média constante (CMC) que intersectam em um angulo
constante uma bola Euclidiana munida de uma determinada métrica conforme. O terceiro
objetivo consiste em estudar classificacao e Indice de Morse de hipersuperficies minimas

nas formas espaciais.

1.1 Resultados de gap, nao estabilidade e indice de

Morse de para subvariedades f-minimas

Uma variedade Riemanniana com peso é uma tripla (M", g, e/dv), em que M™ é
uma variedade Riemanniana que possui elemento de volume dv induzido pela métrica g
substituido por dv; := e/dv e f é uma fungao suave em M" chamada de fungao peso (ou
funcao densidade). Seja ¥* uma subvariedade em M™", existe uma definicio natural da
curvatura média da subvariedade ¥ que considera o peso f do ambiente M™, chamada

de f-curvatura média de ¥*, definida por
Hy:=H— (V)"

onde H é o campo vetorial curvatura média de ¥¥ e L denota a projecdo sobre
o fibrado normal Y*. Tal defini¢ao foi utilizada nos trabalhos de Gromov (2002) (por
exemplo [17]) ao estudar os espagos “mm” (espagos métricos munidos da medida de Borel,
que tém como caso particular as variedades com peso). Para mais detalhes sobre varie-
dades com peso recomendamos os trabalhos de Morgan (2005) [31], Morgan (2016) [30] e
Rosales (2008) [40].

Uma subvariedade ¥ de uma variedade M™ com peso f é chamada de f-minima

quando sua f-curvatura média ¢ identicamente nula, H; = 0 em X*. A seguir, apresen-
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taremos alguns exemplos de subvariedades f-minimas.

Exemplo 1.1.1. Subvariedades minimas em uma variedade Riemanniana. Considere
uma variedade Riemanniana (M™,g) com peso f = C, com C sendo uma constante real.

Neste caso, as subvariedades f-minimas sao exatamente as subvariedades minimas em

(M™,g).

- 2
Exemplo 1.1.2. Self-shrinkers em (R™, gean, e’%dvcan). Considere o espaco Euclidiano

2 . . . .
(R™, gean) com peso f = —%, neste ambiente definimos as subvariedades self-shrinkers
¥* como aquelas que satisfazem H = —%xL, onde x € o vetor posicao em R™ e H €

curvatura média de ¥F no ponto x. Self-shrinkers desempenham um papel importante no
estudo de singularidades do fluxo da curvatura média e tém sido objeto de estudos nas
ultimas décadas, por exemplo Colding (2012) [9] e Colding e Minicozzi (2012) [10].

Exemplo 1.1.3. Seja (M™, g, e/dv) um shrinking gradient Ricci solitons, ou seja, depois
de uma normalizag¢do, (M", g,e/dv) satisfaz a equacio Ric+V2f = %g, com Ric sendo o
tensor de Ricci e V? sendo o operador Hessiano. Equivalentemente, para o tensor curva-
tura Bakry-Emery Ricci satisfaz Ricy = %g, onde Ricy := Ric+V?2f. Nesta configuragdo,
podemos considerar hipersuperficies f-minimas em (M",g,efdv). Em particular, uma
subvariedade self-shrinker ¥F em R™ € uma f-minima no espaco Gauss shrinking soliton

- 2
(R, Gean, €1 dVean).

Exemplo 1.1.4. Considere o espago hiperbélico M™ = H"(—1). Seja r func¢do distincia
de um ponto fizo p € M™ e f(x) = (n — 1)ar?(x), onde a > 0 é uma constante. Conside-
remos também Ricy > (n —1)(2a — 1). As esfera geodésicas de raio v centradas em p sio

hypersuperficies f-minimas se o raio r satisfaz 2ar = cothr.

Uma subvariedade f-minima pode ser entendida de duas maneiras. Um primeira
modo é notar que ¥* é f-minima se, e somente se, X¥ é ponto critico do funcional volume
com peso e/da, onde da é o elemento de volume de X*. Alternativamente, 3*¥ é f-minima

PR . Lo - 2f
se, e somente se, ¥* ¢ minima é uma métrica conforme § = en g.

Exemplo 1.1.5. Subvariedades minimas em (M™, § = e%g) sao subvariedades f-minimas
em (M™, g,e/dv). Citamos o trabalho Cheng et al. (2015) [8] que explora extensivamente

essa relacao.

Do ponto de vista variacional, ¥* ¢ f-minima se, e somente se, £* é ponto critico
do funcional drea com peso day := e’da, onde da é o elemento de volume de ¥* na métrica
g. Tomando como exemplo o espaco Euclidiano com peso f, ou seja, (R”, ean, €/ dvean),
consideremos v, uma variacdo normal de uma imersao X*. Definimos o funcional 4rea

com peso f por

Y=ol (Xy) = / el da.
Pe (%)
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Seja X = %—f(o, r) um campo variacional com suporte compacto em X*. Entdo, a
primeira variacao do funcional area com peso é dada por
d
—Uolf(Zt)‘ = —/ (X, H — (Vf)*)elda.
dt t=0 >
Tendo em vista a formulacdo anterior, é possivel observar que ¥* ¢é f-minima
se, e somente se, ¥ é ponto critico do funcional drea com peso, ou equivalentemente
H—(VHt=o0.
E natural investigar quando uma subvariedade f-minima é um minimo local do
funcional area com peso. Para avancar nessa questao, é necessario introduzir a segunda

variacao do funcional area com peso, explicitamente dada por:

2

d
ﬁUOlf(Et)

onde o operador eliptico Ly, chamado de operador f-estabilidade ¢ definido por

= /E (X, LX) el da = Qf(X, X),

LiX = A*X — (D?f)" + (A, X) A,

com A sendo a segunda forma fundamental de ¥*. O indice de Morse de uma subvari-
edade f-minima, denotado por Ind;(X), é definido como sendo o nimero de autovalores
negativos do operador Ly. Intuitivamente, o indice de Morse (ou simplesmente indice)
pode ser interpretado também como o maximo das dimensoes de subespacos vetoriais das
deformagoes com suporte compacto que diminuem a area, portanto, uma subvariedade
f-minima %* é estdvel se, e somente se, Ind;(X) = 0.

Consideremos a bola Euclidiana unitaria B} (0) := B™ centrada na origem como
subconjunto de (R™, gean, ef dVean). Uma subvariedade Y* ¢ dita ser f-minima de bordo
livre em B" se ¥* é f-minima e intersecta OB"™ ortogonalmente. Neste caso definimos
indice de Morse e estabilidade considerando o seguinte problema de autovalor descrito a
seguir.

Um ntmero real A é dito ser um autovalor de Ly se existe um campo de vetores

admissfvel nao-nulo X € X(X)* tal que

(1.1)

L;X =AX, em X,
(VvX —Vxv)'o2 =0, em 0%,

onde (-) "7 indica a projecao normal de uma campo sobre 9B. Semelhantemente, o indice
de Morse de ¥ ¢ definido como o niimero de autovalores negativos do problema (3.42) e
Yk, é dita ser estavel se Ind;(X) = 0.

Neste trabalho estamos interessados em estudar as subvariedades f-minimas em
(R™, Gean, €/ dveqn ), mais especificamente alguns resultados do tipo lacuna (também cha-
mado simplesmente de gap), nao estabilidade e indice de Morse no contexto de subva-
riedades f-minimas. No que se segue, apresentaremos alguns resultados anteriores que

motivaram nossa pesquisa bem como nossos avancos.



1.1. Resultados de gap, nao estabilidade e indice de Morse de para subvariedades
f-minimas 15

Um dos objetivos deste trabalho compreende investigar o indice de Morse de subva-
riedades f-minimas. Em 2012, Colding e Minicozzi [9] provaram que toda hipersuperficie
self-shrinker completa propriamente imersa nao é estavel. Equivalentemente, este resul-
tado diz que o indice de Morse de uma hipersuperficie self-shrinker completa propriamente

imersa ¢ maior ou igual a 1. Hussey (2013) [20], obteve o seguinte teorema:

Teorema 1.1.6 (Hussey (2013) [20]). Seja X" C R™™ uma hipersuperficie self-shrinker

completa propriamente mergulhada sem bordo com crescimento de volume polinomial.

1. Se X" =R™ € um hiperplano que passa pela origem, entao o indice de Morse de 3"

é igual a 1;

2. Se ¥F = S*(V2k) x R"* para algum 1 < k < n, entdo o indice de Morse de X" é
wgual a n + 2;

3. Se ¥F £ S*(v2k) x R** entdo o indice de Morse de X" € pelo menos n + 3.

A hipétese de mergulho em [20] foi posteriormente removida por Impera (2019)
em [21].

Teorema 1.1.7 (Impera (2019) [21]). Seja X" uma hipersuperficie self-shrinker completa

propriamente imersa em R". Entdo:

1. O indice de Morse de ¥" satisfaz Indp(X) > 1, onde a igualdade é vdlida de e

somente se X" € um hiperplano passando na origem;

2. Se X" € nao totalmente geodésica, entdo Indf(X) > n + 2. Além disso, Inds(X) =
n+ 2 se e somente se X" = S¥(v/2k) x R"™* para algum 1 < k <n.

Para o caso de codimensao alta Jiang-Sun-Zhao (2019) em [22] provaram o seguinte

teoremas:

Teorema 1.1.8 (Jiang-Sun-Zhao (2019) [22]). Seja ™ uma subvariedade self-shrinker

completa propriamente imersa em R"P. Entdo

1. O indice de Morse de X" satisfaz Indf(X) > p, onde a igualdade é vdlida de e

somente se X" € um n-plano;

2. Se X" ¢ nao totalmente geodésica em R"P, entdo o indice de Morse de X" satisfaz
Inds(X) >n+p+1;

3. O cilindro S¥(v/2k) x R"™* (para algum 1 < k < n), como self-srinker em R"P,

satisfaz

Ind; <Sk(\/2—k) X R”_k) =n+p+ 1L
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Neste trabalho, nos propomos investigar generalizacoes dos resultados anteriores
para o caso em que L¥ é uma subvariedade f-minima em (R™, Gean ef dVcan), neste con-
texto, assumiremos que a fungao peso f é radialmente simétrica, ou seja, f(z) = f(|z]?),
com z denotando o campo posicao de X*. Para o caso de hipersuperficies (onde a notacio
seré alterada, o ambiente terd dimensao igual a n+ 1 e a hipersuperficie dimensao n), ou

seja, k = n, em R""! obtivemos os seguintes resultados:

Teorema 1. Seja X" uma hipersuperficie f-minima completa ndo compacta sem bordo
possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (R, gon, €/ dvean), com funcao
peso [ radial (f = f(|z|*)) satisfazendo

f/l S O

Entao, se ¥ nao é totalmente geodésica, Indf(X") > n + 1.

Teorema 2. Seja X" uma hipersuperficie f-minima completa ndo compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (R™ gean, efdvcan), com fung¢ao

peso f radial (f = f(|x|?)) satisfazendo
ff<o0ef”<o.

Entao, se ¥ nao € totalmente geodésica, Indf(X") > n + 2.
O Teorema 1 e o Teorema 2 possuem versoes para o caso bordo livre:
Teorema 3. Seja X" uma hipersuperficie f-minima de bordo livre na bola Euclidiana

unitdria B™ em (R™Y, gean, €/ dvean), com fungdo peso f radial (f = f(|x|?)) satisfazendo
f// S 0

Entao, se X" nao € totalmente geodésica, Indp(X") > n + 1.

Teorema 4. Seja X" uma hipersuperficie f-minima de bordo livre na bola Euclidiana

unitdria B™ em (R™*Y, gean, €/ dvean), com fungdo peso f radial (f = f(|x|?)) satisfazendo
ff<o0ef”"<o.

Entao, se X" nao € totalmente geodésica, Indp(X") > n + 2.

Para o caso fechado de codimensao alta é possivel garantir, com certa hipétese sobre
f, que o indice de uma subvariedade f-minima é pelo menos 1. Esse fato é consequéncia
direta do seguinte resultado:
Lema 1. Seja X% uma subvariedade f-minima em (R", gean, €' dvean), onde a funcio peso
f € radial (f(z) = f(|z|*)), entdo a componente normal x+ do campo posicio de ¥F e a

componente normal y* de um campo vetorial constante satisfazem
L{at} = —4(f' + f'Jaf) 2™, (1.2)
L{y*} = —Af'(z,y)at —2fy", (1.3)
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onde Ly ¢ o operador estabilidade.

Como consequéncia direta do Lema 1, mais especificamente a identidade (1.2), é o
seguinte Teorema:
Teorema 5. Seja ¥F uma subvariedade f-minima completa ndo compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (R™, gean, €/ dvean), com funcao
peso f radial (f = f(|x|?)) satisfazendo

'+ f"z)* <o. (1.4)

Entao, Ind;(X*) > 1. Em particular, $* nao € f-estdvel.
_ =2
4

que uma subvariedade f-minima em (R", gegn, €/ dVeqn) ¢ uma subvariedade minima em

Além das subvariedades self-shrinkers, f = do Exemplo 1.1.5, sabemos

N 2f . . . . .
(R™ § = €% gean). Consideremos a seguinte variedade Riemanniana

QR%@::(E$533;ggmn). (15)

Para 0 < a < £, tal variedade ¢ completa, como demostrado em Zhu (1994) [46].

Esse ambiente é um exemplo onde o Teorema 5 se aplica. Basta tomar

() = gm ((;) | (1.6)

t+1)2
com t = |x|? e verificar que a fungao f(t) = f(|z|?) em (1.6) satisfaz a condigao (1.4).

Observagao 1.1.9. A desigualdade estrita em (1.4) é uma condigdo necessaria. Consi-

deremos o espago completo

[

(Rﬂmhgzél%m), (1.7)

tal espaco € isométrico a S* x R munido da métrica produto canénica, fato provado por
Corro et al. (2020) [11].

Quando visto como variedade com peso (R3*\{0}, gean, €/ dvean), onde

f@>=1n<%>,

com t = |z|?, € facil ver que f'+ f"|x]* = 0. E sabido que em S xR a superficies S2 x {p},
para algum p € R € “estavel” no sentido que a sequnda variag¢ao do funcional drea é nulo

para toda variagao com suporte compacto.

Para o proximo resultado precisamos estabelecer algumas terminologias. Quando
a codimensao ¢é 1, ou seja, hipersuperficies, fica bem definido um campo normal unitario
N € X(X)*, portanto, dado um campo variacional X € X(X)*, sempre existe uma funcio

suave ¢ € C>*(X) tal que X = ¢N em ¥. Desse modo podemos identificar X com uma
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funcao suave ¢ por intermédio do campo N normal a . E sabido que uma hipersuperficie
¥ que possui f-curvatura média constante, Hy = const., ¢ ponto critico do funcional f-
area restrito a variacoes que preservam volume. Nesta configuragao, uma variagao ¢ que
preserva volume equivale a tomar ¢ tal que fz ¢day = 0. O proximo resultado ¢ inspirado

no teorema apresentado a seguir para hipersuperficies.

Teorema 1.1.10 (Li-Xiong (2016) [27]). Seja B™™' um bola Euclidiana unitdria com peso
radial f =¥, onde 1 = (r) satisfaz

W < 0. (1.8)

Suponha que z : X" — B"T! € uma hipersuperficie com H; = const. com bordo livre. Se

a aplicagcao de Gauss N : X" — S™ satisfaz

/Ndaf :O,
=

entao X" nao é f-estdvel para variagoes que preservam volume.

Consideremos ¥* uma subvariedade em uma variedade Riemanniana com peso
(M", g,e/dv). Dizemos que XF é uma subvariedade com f-curvatura média paralela (ou
curvatura média com peso paralela) se Hy := H — (Vf)* é um campo vetorial paralelo
no fibrado normal de X*. Tendo em vista os resultados de Li-Xiong (2016) [27] para
hipersuperficies de f-curvatura média constante de bordo livre obtivemos o seguinte re-
sultado para subvariedades (com codimensao alta) possuindo f-curvatura média paralela

de bordo livre em uma bola no ambiente (R™, gean, €/ dvean).

Teorema 6. Seja XF uma subvariedade com f-curvatura média paralela completa nao
compacta sem bordo com crescimento de volume polinomial imersa em (R™, gean, efdvcan),

com funcao peso f radial (f = f(|z|*)) satisfazendo
2f" |2 + f'(n — k) <0. (1.9)

Entio, Ind;(X*) > 1. Em particular, % nao é f-estdvel.

|=[?
T4
sentada em (1.5) é um exemplo onde o Teorema 5 se aplica. O Teorema 6 possui uma

Além das subvariedades self-shrinkers, f = a variedade Riemanniana apre-

versao para bordo livre:

Teorema 7. Seja X¥ uma subvariedade com f-curvatura média paralela de bordo livre
imersa em B2(0) C (R™, gean, €/ dVean), com funcio peso f radial (f = f(|z|*)) satisfa-

zendo

2f" |z 2+ f'(n—k) <0 (1.10)
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Entao, Ind;(3*) > 1. Em particular, $F nao € f-estdvel.
Em 2011, Le-Seum [24] provaram um teorema do tipo gap para self-shrinkers de co-
dimensao 1. Em 2012 Cao-Li [5] generalizaram esse resultado para codimensao arbitraria,

provando o teorema seguir.

Teorema 1.1.11 (Cao-Li (2012) [5]). Se ¥* — R™ ¢ uma subvariedade self-shrinker

completa sem bordo, com crescimento de volume polinomial, satisfazendo
A" < %
entio X ¢ uma das sequintes subvariedades
1. um hiperplano em RF+1,
2. uma esfera redonda S*(v/'k) em R¥1,
8. um cilindro SP(\/p) x RF P, 1 <p <k—1, em RF.
Onde |A* denota o quadrado da sequnda forma fundamental de 3.

Corolario 1.1.12 (Cao-Li (2012) [5]). Se ¥ — R" ¢ uma subvariedade self-shrinker
completa mergulhado sem bordo, com crescimento de volume polinomial, satisfazendo
1
AP < =
’ ‘ 27

entio XF ¢ um hiperplano em RFT!.

Considere ¥* uma subvariedade em uma variedade Riemanniana com peso (M™, g, e/ dv).
Se em todo ponto de ¥ é vélido que |Hf| = |[H — V+f| = A, onde A > 0 é constante,
. 2
dizemos que ¥ é uma A-subvariedade. Para A-hipersuperficies em (R", gean, 6_%dvcan)

Guang (2018) [18] provou o seguinte teorema:

. 2
Teorema 1.1.13 (Guang (2018) [18]). Se ™ em (R™™!) gean, e’%dvcan) ¢ uma \-hipersuperficie

completa mergulhada com crescimento polinomial de volume e satisfaz

VA2 — )

Al?2 <
4P < Y2

entdo X" € uma das sequintes hipersuperficies:
1. um hiperplano R™;
2. uma esfera S™(r),

3. um cilindro S*(r) x R"* 1<k <n-—1.
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Alguns resultados semelhantes podem ser encontrados em Ding-Xin (2014) [13]
(Subvariedades elf-shrinkers), Wei-Peng (2019) [45] (A-hipersuperficies em espago de Gauss)
e Hieu (2023) [19] (A-suveriedades em espaco de Gauss))

Na direcao de generalizar os resultados anteriores para o caso em que XF é f-minima

em (R™, gean, el dveqn) Obtivemos o seguinte resultado parcial:

Teorema 8. Seja XF uma subvariedade fechada f-minima em (R",gcan,efdvcan) com

peso radial com f(x) = f(|x|?) satisfazendo
AP < =2f —4f"a ",
entao alguma das sequintes possibilidades ocorrem:
1. ¥F ¢ um hiperplano em RF*1;
2. ' = const. # 0.
Observacao 1.1.14. Na desiqualdade estrita no Teorema 8, ou seja
AP < =2f" —4f"a" %,

temos que ¥F é um hiperplano em RF+1,

_l=?
4

sentada em (1.5) é um exemplo onde o Teorema 8 se aplica.

Além das subvariedades self-shrinkers, f = a variedade Riemanniana apre-

1.2 Nao existéncia de subvariedades minimas de
bordo livre em uma bola conformemente

Euclidiana

Como observado anteriormente, uma subvariedade ¥* é f-minima se, e somente
se, ¥* ¢ minima na métrica conforme § = 3 g. Portanto, podemos usar o contexto da
métrica conforme para analisar subvariedades f-minimas.

Consideremos a imersao isométrica XF — B™(0,7g) C (R", § = €*gean), tal que
int(¥X) C int(B") e ¥ C dB™, com X* compacta e orientdvel, B"(0,rg) C R" sendo a
bola Fuclidiana centrada na origem possuindo raio Euclidiano rg > 0, munida da métrica
conforme § := €2“geqn, COM Geqn denotando a métrica canonica de R, onde u(z) = u(|x]?),

u: B"(0,7g) — R, para alguma funcao suave u definida em I = [0,73).
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Para observar a subvariedade minima ¥, na métrica conforme § := €*“g.qn, como
f-minima em (R", Gean, €' dvUean) basta tomar f = ku. Essa convencao serd conservada
ao longo do trabalho, ou seja, f serd reservado ao contexto de variedade com peso e u
reservado para o contexto da métrica conforme. Para mais detalhes, consultar subsecao
(2.5).

Nessa configuracao, obtivemos o seguinte resultado para subvariedades minimas de
bordo livre:

Teorema 9. Seja B"(0,1r) C (R", § = €*“geqn) uma bola conforme de raio Euclidiano

rr, centrada na origem, com u(x) = u(|x|?), em que u(|z|?) satisfaz
Z) u// _ [u/]Z Z 0’
it) —u|z|* —u > 0.

Entao, para n — k > 2, nao existe k-subvariedade minima de bordo livre estdvel em
B™(0,rg).

Este teorema possui paralelo com um resultado recente quando a variedade am-
biente M™ ¢é conforme a esfera unitdria Euclidiana, ou seja, (S™, g), com g = €*“ggn em
que u € C®(M) e gs» é a métrica de S™ herdada de R™"! Franz e Trinca (2022) [16]

forneceram o seguinte teorema:

Teorema 1.2.1 (Franz e Trinca (2023) [16]). Seja (S", §) uma n-variedade Riemanniana
conforme a esfera unitdria Fuclidiana sendo d-pin¢ada para algum § > 0 . Entdo nao
existe subvariedade minima fechada estavel em (S",§) para todo k satisfazendo 2 < k <

n—o L

Uma variedade Riemanniana M™ é )-pincada, para algum o > 0, se em cada ponto
de M™ as curvaturas seccionais sao positivas e a razao entre a menor e a maior curvatura

seccnional de M, em cada ponto, é estritamente menor do que 4.

1.3 Critério de nao estabilidade para
hipersuperficies CMC em uma bola

conformemente Euclidiana

Consideremos a imersdo isométrica z : X" — (M"™,g) := (B, e?(,)), tal
que int(X) C int(BZ™) e 95 C OB, com ¥" compacta e orientével, Bt c R

sendo a bola Euclidiana centrada na origem possuindo raio Euclidiano rg > 0, munida
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da métrica conforme g := ¢?*(,), com (,) denotando a métrica canonica de R"™, onde
u(z) = u(|zf?), u : B! — R, para alguma funcao suave u definida em I = [0,73).
Eventualmente denotaremos BfR“ simplesmente por B"™!, ou ainda por B. Para mais
detalhes, consultar segao 2.5. Faremos sempre o abuso de notagdo X" (respectivamente
0%") para indicar x (X") (respectivamente x (0X")).

Nesta secao estamos interessados em critérios de nao estabilidade para hipersu-
perficies CMC imersas em uma bola Euclidiana B""! munida de uma determinada métrica
conforme, para tanto, é necessario apresentar previamente algumas definigoes.

Seja X" — B"*! uma hipersuperficie imersa orientdvel, consideremos W" C 9B"*!
a parte do bordo da bola tal que OW = 9X. Denotemos por T""! a parte da bola
satisfazendo 0T = X" UW™. Eventualmente >" pode possuir auto-intersecoes, neste caso,
tomaremos T"*! como sendo a unido finita de alguns dominios T;"*!, i = 1, ..., m, ou seja,
T = U™, T, observando que os dominios 77"*! podem se intersectar. Nao é dificil
observar que existe mais de uma escolha de W™ C 9B"*! tal que OW = 9%, produzindo
assim uma nova regiao 7""!, no entanto, para os propdsitos deste trabalho basta, apenas
escolher algum 7™*!, com ¥" e W" possuindo orientacao de modo que possamos aplicar

o Teorema da Divergéncia em T™, ou seja

/TdngXd@:/Eg(X,N)der/ 7 (X,N)da, (1.11)

WcoB

para algum campo suave X € X(M), onde N e N sdo os campos normais de X" e B"!
respectivamente, ou seja apenas a condicao 97" = X" U W™ é necesséria. Com essa
convencao e consideracoes W™ C 9B"*! ¢ chamada de “parte molhada” do bordo da
bola OB™*! e a regiao T envolvida por z(X") e W™ tal que 9T = X" U W™ é chamada de
“regiao generalizada”.

O trabalho que serviu de motivacao aos nossos resultados é o teorema dado a

seguir.

Teorema 1.3.1 (H. LI e C. Xiong (2018) [26]). Seja z : X" — R"™! uma hipersuperficie
capilar na bola Fuclidiana unitdria B"™ e W™ a parte molhada do bordo da bola. Denote
por T a regido generalizado envolvida por z(X") e W™. Se o centro de massa de T™*

estda na origem, entao a hipersuperficie capilar X nao € estavel.

O Teorema 1.3.1 usa a regiao generalizada T como critério de nao estabilidade.
O resultado de [26] é anterior a classificacao das hipersuperficies capilares estaveis de
Wang-Xia [44], ou seja, ainda nao era sabido quais eram as hipersuperficies estaveis, exceto
as totalmente umbilicas. Como corolario deste resultado temos que as hipersuperficies de
Delaunay nao sao estdveis, exceto o hiperplano geodésico e a calota esférica em R 1.

Em (R™"! (), considere o campo de Killing conforme Xp definido por

1
Xg = (z,E)r — 5 (|z|* +1) E,
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para algum vetor constante £ € R"". Um calculo direto mostra que i) divXp =
(n+ 1) (z, E) e ii) que Xg é tangente a bola unitaria. Usando ) e i7) na equagao (1.11)

temos
(n—i—l)/(x,E)dv:/(XE,N)da. (1.12)

Se o centro de massa de T™! estd na origem, entao fT(x,E>dv = 0, portanto
Js(Xg, N)da = 0, ou seja, a funcdo ¢p = (Xg, N) possui média zero sobre ¥". A ideia
da prova do Teorema 1.3.1 é usar a hipétese “IT™ ! possuir centro de massa na origem”
para permitir que ¢g seja uma “funcao teste”e mostrar que a segunda variagao da energia
é negativa, concluindo, assim, que hipersuperficie capilar nao é estavel.

Para o caso de uma métrica conforme, definiremos o seguinte campo de Killing

conforme
1
Xg = "0 (2, B)x — 5 (lef* +78) E} ,

para algum vetor constante E € R"™!. Tal campo, é tangente a (9BZ?R+1, mais especifica-
mente, § (Xp, N) |ox = 0 e divy X = D {1 +o/(|z|?) (|22 — r) }(E, z). Usando esses

fatos na equacao (1.11) temos

/Teu(ﬁz@){l + u'(|$|2) (|x|2 — r%&) }<E,I>dl~} = / g (XE, N) da. (1-13)

by

Precisamos agora de alguma hipétese sobre T"! para que o lado esquerdo de (1.13)
se anule. Usando o fato de a métrica ser conforme podemos enxergar o lado esquerdo de
(1.13) euclidianamente. Lembrando que sobre uma mudanga conforme da métrica a forma

de volume se transforma por do = ety temos agora que

[ Bl o) (ol =) HE )P = [ (e Ny da. (114)
T Y

Como u, v/, €*, |z|* sdo fungoes radiais e f(z) = (F,z) é tal que f(—x) = —f(z),
se T é simétrico em relacao a origem de R™™! entdo a integral sobre 77" em (1.14) é
nula, implicando que g (Xg, V) possui média zero sobre ¥". Seguindo os mesmos passos,
porém, explorando agora um ambiente conforme ao espago Euclidiano, obtemos o seguinte

resultado:

Teorema 10. Seja X" — (B™™! e*(,)) uma hipersuperficie capilar e W™ a parte mo-

lhada de OB™, com u(x) = u(|z|*) satisfazendo
0<u” <[], comu <O0. (1.15)

Denote por T a regiao generalizada envolvida por ¥ e W™. Se T™F! ¢ simétrico em

relacao a origem entao, X" nao € estdvel.
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Para a métrica conforme foi necesséario acrescentar as hip6teses i) e ii) para obter
que, quando a plicada na fungao ¢p = g (Xg, N), a segunda variagao da energia é negativa.
Um exemplo de métrica onde o Teorema 10 é aplicavel é o espaco Gaussiano.

2
_ =]

Seja u : [0,00) — R dada por u(t) = —5, entéo, (R™*',g) = (R”“, e 2 (, )) ¢ uma
variedade denominada de espaco Gaussiano G"*!. Um célculo direto mostra que a funcao
u(t) satisfaz (1.15).

Também é importante notar que o exemplo do espaco esférico se aplica ao Teorema

8 (apesar de nao produzir novos resultados). Seja u : [0,00) — R dada por u(t) =

1+t
Um célculo direto mostra que a fungao u(t) satisfaz (1.15).

2
In (—) Entao, (R™, g) é isométrica a S"™! \ {p}, isto é, a esfera menos um polo.

O préximo resultado é inspirado no Teorema a seguir.

Teorema 1.3.2 (Li-Xiong (2016) [27]). Seja B™*' um bola Euclidiana unitdria com peso
radial f = €%, onde ¢ = (r) satisfaz

" < 0. (1.16)

Suponha que x : X" — B"™' € uma imersao com H; = const. com bordo livre. Se a

aplicacao de Gauss N : X" — S™ satisfaz

/Ndaf =0,
by

entdo X" nao € estavel para variagoes que preservam volume.
Neste segundo critério de nao estabilidade pedimos que a hipersuperficie CMC

possua bordo livre.

Teorema 11. Seja X" — (B™, e*(,)) uma hipersuperficie CMC de bordo livre com
u(x) = u(|z|*) satisfazendo
Z) O S u/l S [UI]Q;
i) 0< A% < 2
rre - R

Onde A% ¢ a sequnda forma fundamental de OB. Se a plicacio de Gauss N : ¥ — S*

satisfaz
/ Nda =0
b

entao X" nao € estdavel.



1.4. Classificacao de hipersuperficies CMC estaveis em uma bola conformemente
Euclidiana 25

1.4 Classificagcao de hipersuperficies CMC estaveis

em uma bola conformemente Euclidiana

Considerando o mesmo ambiente como descrito na subsecao 1.3, estudaremos aqui
a estabilidade de hipersupericies CMC em uma bola Euclidiana munida de uma métrica
conforme z : X" — (M"* g) := (B2, e*(,)), com a funcdo u sendo radial u(z) =
u(|z|)?. Inicialmente estudamos as hipersuperficies minimas de bordo livre. Usando as
mesmas técnicas de Wang-Xia (2019) [44], construindo adequadamente um certo campo
de Killing conforme Xp com fator conforme Vz na métrica Euclidianamente conforme
g = e*{(,) (Zx,g = 2Vrg) e acrescentando uma hipétese sobre a métrica obtemos o

seguinte resultado.

Teorema 12. Seja X" — B C (BIT, e*(,)) wma hipersuperficie minima de bordo

livre estdvel com a métrica g satisfazendo
AVEf] — @QVE -+ VERNIC =0.

Entao, X" deve ser totalmente geodésica.

Ainda nao temos exemplos de tais métricas.

Uma abordagem bastante utilizada na classificacao superficies estaveis, auxiliado
de ferramentas exclusivas para dimensao 2, como o Teorema de Gauss-Bonnet, é usar uma
hipétese na topologia. Nos Teoremas que seguem (1.4.1, 1.4.2 e 1.4.3), a ideia é sempre

definir uma funcao de rotacao e provar que a mesma é identicamente nula.

Teorema 1.4.1 (Ros e Vergasta (1995) [39] - Teorema 11, parte género 0). Seja
Y2 — B C R3 wma superficie CMC de bordo livre estdvel. Entao Y% € totalmente

umbilica.

A hipétese género 0 em [39], auxiliada de um teorema devido a Cheng (1976) [7]
sobre conjuntos nodais implica que Y2 é homeomorfa a um disco. Usando o Teorema
de Nitsche (1985) [32], conclui-se que 32 é totalmente umbilica. Ros-Souam (1997) [37]
forneceram uma extensao de [32] para superficies capilares nas formas espaciais, e com a

mesma técnica de [39] obtiveram o Teorema (1.4.2).

Teorema 1.4.2 (Ros e Souam (1997) [38] - Corolério 2.3). Seja ¥? < B3> C R® uma

superficie capilar estdvel em R3, H?® ou S®. Entdao X2 é totalmente umbilica.

Teorema 1.4.3 (Souam (2019) [42] - Teorema 4.1). Seja X* < ([0,1] x; M, g) uma
superficie capilar imersa de género zero conectando as duas componentes de bordo de
0,1] x; M onde M =R, H? ou S?, g =dt*+ f(t)?gm € [ :[0,1] = R sendo uma fungdo
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positiva, possuindo angulos de contato 6y e 61 com 0 x M el x M, respectivamente. Se
2 ¢ estdvel, etiao X2 é uma superficie de revolucio com eizo de rotacao passando por
R x {z}, com x € M.

Para o caso de dimensao 2, superficie CMC de bordo livre, o Teorema 13 é um
resultado inspirado nos Teoremas 1.4.1, 1.4.2 e 1.4.3 que usam da mesma técnica para
garantir que se a superficie CMC estavel possui género 0 entao deve ser de rotacao. Para
esse contexto consideramos a funcao u sendo radial u(z) = u(|z|)?.

Teorema 13. Seja X2 — B,, C (B, €*(,)) uma superficie CMC de bordo livre estdvel
possuindo género 0. Entdo X2 é uma superficie de rotacio com eizo de rotagdo passando
pela origem.

Observamos que para completar a classificacdo, é necessario provar que se 2 C BfR
é estavel, entao X2 possui género zero. Resultado provado para o caso Euclidiano (X2 de
bordo livre) em Nunes (2017) [35] que junto com os trabalhos de Ros-Vergasta (1995) [39]

classificou completamente as superficies CMC de bordo livre estaveis na bola Euclidiana.

1.5 Indice de Morse de hipersuperficies minimas de

bordo livre em formas espaciais

O indice de Morse de uma hipersuperficie X" C Q™" denotado por Ind(X), com
QL ¢ M é a dimensao maxima do subespaco de C*®°(X) na qual a segunda variagio
do funcional drea é negativa definida. Intuitivamente, o indice de Morse mede o niimero
de deformacoes independentes que diminuem a area.

Em seus trabalhos, Fraser-Schoen (2016) [15] obtiveram uma limitacao inferior para
o indice de Morse de uma hipersuperficie (mais genericamente subvariedade) minima de

bordo livre em BT c R**1.

Teorema 1.5.1 (Fraser-Schoen [15] ). Seja " uma hipersuperficie minima de bordo livre

em B C R™™ que ndo € o totalmente geodésica. Entdo Ind(X) > n + 1.

Esse limitante, no entanto, nao é étimo, como mostra o seguinte Teorema obtido
independentemente por Tran (2020) [43], Smith-Zhou (2019) [41] e Devyver (2019) [12].

Teorema 1.5.2 (Tran [43], Smith-Zhou, [41], Devyver [12]). Toda superficie minima de
bordo livre na bola Euclidiana unitdria B3 ou é o disco equatorial passando pela origem
(neste caso possui indice de Morse igual a 1) ou possui indice de Morse pelo menos 4.
Além disso, o indice de Morse do Catenoide Critico € 4, portanto, o limitante inferior €

atingido.
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Devido ao Teorema anterior, uma pergunta fica em aberto: o catenoite critico (a
menos de congruéncia) é a tnica superficie minima de bordo livre em B? que possui indice
de Morse igual a 47

Alguns resultados parciais foram obtidos por Tran [43] e por Devyver [12]. Ob-
tiveram uma resposta afirmativa se assumirmos adicionalmente a hipétese de que 32 é
topologicamente um anel. A ideia é usar o fato de que Ind(3J) = 4 implica que o primeiro
autovalor de Steklov de ¥2 é 1. Assim, por um Teorema de unicidade devido a Fraser e

Schoen [15], garantir que é o catenoite.

Teorema 1.5.3 (Tran [43], Devyver [12]). Seja X% — B* C R® uma superficie minima
de bordo livre com indice de Morse igual a 4 possuindo duas componentes de bordo. Entao

Y2 deve ser congruente ao catenoide critico.

Denotaremos livremente por M? as formas espaciais R3, H® ou S® neste trabalho.
Observamos que os resultados que se seguem j& foram demonstradas para R3, porém
manteremos a notagao incluindo o espaco Euclidiano. O seguinte resultado ¢ inspirado
no Teorema 1.5.1.

Teorema 14. Seja ¥* — B2 C M?, onde M? = R?, H? ou S*, uma superficie minima
de bordo livre nao totalmente geodésica. Entdo Ind(X) > 4.

A versao Euclidiana do Teorema 15 apresentado a seguir (provado por Tran (2020)
[43]), é crucial na demonstracao do Teorema 1.5.3 apresentado anteriormente, acreditamos
que este resultado ¢ interessante por si soé.

Teorema 15. Seja X2 — BE’R C M3, onde M? = R® H? ou S®, uma superficie minima
de bordo livre com indice de Morse igual a 4. Entao o primeiro autovalor de Steklov de
Y2, denotado por 6,(X?) € igual a A%Pw € {1,cothrg, cotrg}.

1.6 Classificagao via condicao de gap na segunda

forma fundamental

A principal ferramenta usada neste trabalho na investigacao de resultados de clas-
sificagao de hipersuperficies capilares em dominios Euclidianos sao identidades integrais.
Motivados pelo estudo de hipersuperficies capilares em dominios Euclidianos diferentes
da bola e inspirados na construcao e utilidade da formula do tipo Minkowski, um proce-
dimento paralelo desemboca na seguinte proposicao (ja provada por Melo (2021) para o

caso bordo livre, aqui apresentada para o caso capilar):
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Proposigao 1.6.1 (Melo (2021) [29]-Estendido para versao capilar). Seja ©Q um dominio
em R"™ tal que 02 = F~(1), onde F : R™™ — R € uma aplicagdo diferencidvel e 1 é
um valor reqular de F. Se ¥ — Q C R™™! ¢ uma imersao CMC intersectando €2 em um
angulo constante 6 € (0,m), com 0% C 02 e ¢ € C(X), entao

sen@/ |DF|g0ds:/goAFda—|—/(1—F)Agpda.
o% > 2

Uma consequéncia da Proposicao 1.6.1 é a recuperacao da formula de Minkowski
desenvolvida por Wang e Xia [44]. Para ver isso, basta substituir ¢ = (E,x) e F = |z|?
na Proposicao 1.6.1. Este fato motiva pesquisar as aplicacoes Proposicao 1.6.1 no estudo
de hipersuperficies capilares no ambiente Euclidiano em dominios quadricos (incluindo a
bola).

Uma aplicagao muito interessante da Proposi¢cao 1.6.1 é uma nova caracterizacao
das imersoes totalmente geodésicas em termos do comprimento da sua segunda forma
fundamental. Acontece que uma condicao de pincamento nesta quantidade, que leva em
consideracao a funcao de suporte da superficie, é suficiente. O resultado que obtivemos é
o seguinte:

Teorema 16. Seja X" — B"1(0,1) € R"*! uma imersdao minima tal que X" intersecta

OB em um dangulo constante 6, com 0 € (0, 7). Suponha que para todo x € X" vale

— A2
(%) (N, z)* > cos®0, (1.17)

onde A € a sequnda forma fundamental de X", entdo X" € totalmente geodésica.

Este resultado é facilmente observado tomando F = |z|? e ¢ = (x, N)? — cos?§ na
Proposicao 1.6.1.

O Teorema 16 possui uma versao para formas espaciais.
Teorema 17.(Teorema 16 para formas espaciais). Seja X" — Bt C MM, onde,
M = R HY ou SUT uma imersao minima tal que Y intersecta OB,, em um

angulo constante 0, com 6 € (0, 7). Suponha que para todo x € X" vale
(nVO2 —cg(z,x) — co|A]2) g(z, N)2 > cos? 6 (nV02 —cg(x, x)) ,

onde N(z) denota o vetor normal unitdrio em um ponto x € X", ¢ € curvatura seccional
de MM, ¢ = e>UR)r2 Vj € o fator conforme do campo posicio z, A € a sequnda forma
fundamental de ™. Entao X" € totalmente geodésica.

Apesar de ter uma demonstracao bem diferente, o Teorema 14 possui uma certa

semelhanga com um teorema de gap devido a Ambrozio e Nunes (2021) [2].

Teorema 1.6.2 (Ambrozio-Nunes-2021 [2]). Seja 3X? uma superficie minima compacta

de bordo livre na bola Euclidiana B}. Assuma que em todos dos pontos x € .2,

A]” () (2, N(2))* < 2,
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em que N(z) denota o vetor normal unitdrio em um ponto x € X% e A denota a sequnda
forma fundamental de X?. Entao, uma das sequintes situacoes deve ocorrer;
i) AP (2) (z, N(2))*> = 0 e X2 ¢ um disco equatorial plano,

i) ou |A|* (z) (x, N(z))* = 2 em algum ponto p € ¥* e X2 ¢ 0 catendide critico.

Os autores Li-Xiong em [25] provaram que o teorema do Ambrozio-Nunes também

permanece valido para o espaco hiperbdlico H? e semi esfera S, considerando como

+>
variedade produto M? = [0, Ry) X §* com uma métrica warped (,) = dr? + A(r)?g.,.
Assim, M? é o espaco Euclidiano R3 ou o espacgo hiperbdlico H? para A\(r) =7 e \(r) =
sinh(r) com Ry = oo, respectivamente, ou M? é a semi-esfera S3 para A(r) = sin(r) e

R = 3. Considerando entao o campo vetorial X = A(7)0,, o teorema ¢ enunciado como:

Teorema 1.6.3 (Li-Xiong'2017, [25]). Seja X% uma superficie minima compacta de bordo
livre em uma bola geodésica Br C M3 com raio R < Re. Suponha que para todo v € ¥

temos

2 2
4] <€§,,)12v<x>> .
em que N(x) denota o vetor normal unitdrio em um ponto x € ¥ e A denota a sequnda
forma fundamental de . Entdo,
1) AP (X, N(z))> =0 e X é um disco totalmente geodésico,
|A]” (X, N())”
(X)?

2) ou =2 em algum ponto p € ¥ e ¥ é um anel rotacional.
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Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo fixaremos a notacao e descreveremos sucintamente os conceitos
bésicos necessarios a leitura dos capitulos seguintes. Como referéncia padrao, citamos [6],

e as demais necessarias serao inseridas no decorrer do texto.

2.1 Conceitos iniciais

Seja (M™,g) uma variedade Riemanniana com uma métrica g. O Teorema de
Levi-Civita garante a existéncia de uma unica aplicacao V denominada Conexao Rie-

manniana de M
V:X(M)xX(M) — X(M)

(Y, X) — Vy X

cumprindo as condicoes:
DViyinzX = fVy X + hV X
i)Vy(X+2)=VyX +hVyZ
W) Vy fX =Y (/)X + fVyX
w)X(g(Y,Z2)) =g9(VxY,Z) + g(Y,Vx Z)
v)VxY —Vy X = [X,Y],
para todo campo de vetores X, Y, Z € X(M) e para toda funcdo f e h € C®°(M), em
que [X,Y] = XY — Y X denota o colchete de Lie dos campos X e Y.

A partir da conexao V podemos estudar varias propriedades geométricas e to-
polégicas impostas pela métrica g sobre M. A principal ferramenta que permite esse

estudo em suas varias vertentes é o conceito de curvatura o qual definiremos a seguir.

Definicao 2.1.1. Dada uma variedade Riemanniana (M, g), o tensor curvatura de M
¢ definido por
RM(X, Y)Z = VvaZ — VYVXZ — V[X,y}Z,

para todo campo de vetores X, Y, Z € X(M).
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A partir do tensor curvatura definimos a curvatura seccional de M em p na direcao
de um plano m como

Ky (Er, E2) = gp(R(E1, Ep)Es, En),
em que {E}, >} é uma base ortonormal de 7.

Defini¢ao 2.1.2. Dada uma variedade Riemanniana (M"™, g), o tensor simétrico dado

por

Ric, (X,Y) ng (E;, XY, E;)

¢ chamado de tensor de Ricci, em que X, Y € X(M) e o conjunto {Ey, ..., E,} forma

uma base ortonormal do espago T, M.

Fixado um vetor unitario N € T, M, escolha Ej, ..., E,_; de forma que o conjunto
{E1, ..., E,—1, N} seja um base ortonormal para T,V . Definimos a curvatura de Ricci em

p na direcao de N por:
Ric,(N, N) ng (E;, N)N, E;),

e escrevemos Ric,(N) para denotar Ric, (N, N).

Defini¢ao 2.1.3. Dada uma variedade Riemanniana (M™,g), a curvatura escalar de

M em p € definida por
= Z Ric,(E
i=1

em que o congunto {Ey, ..., E,} forma uma base ortonormal de T,M .

2.2 Geometria das subvariedades

Seja 1 : ¥¥ — M™ (k < n) uma imersao isométrica de uma variedade ¥ em uma
variedade M. Isso significa que estamos considerando ¥* como um subconjunto de M™
cuja geometria serd dada pela restricio da métrica de M™ sobre ¥* e assim chamamos
¥* de subvariedade de M™. Em cada ponto p de ¥ o espago tangente T, M se decompoe
como

T,M =T,Y & (T,%)*.

A conexdo Riemanniana de ¥ com respeito & métrica induzida de M™ é dada por

VX = (VyX)T,



2.2. Geometria das subvariedades 32

em que X, Y € T1,X.
Um conceito importante associado a geometria de ¥¥, induzida pela geometria de

(M"™,g), é o da segunda forma fundamental dada a seguir.

Defini¢ao 2.2.1. Seja ©* — M"™ uma subvariedade de M™. A segunda forma fun-

damental de XF em M™ € uma aplicacdo bilinear simétrica definida por
AX,)Y) = (VxY)t =VxY - VY.

Em um ponto p € ¥*, escolha um vetor normal unitdrio N € (7,%)*. Podemos

entao definir uma forma bilinear simétrica por
An(X,Y) = g(A(X,Y), N),
a qual esta associada a uma aplicacao linear auto adjunta
Sy T2 = T,%

que cumpre g(Sy(X),Y) = g(A(X,Y), N). A Equagao de Weingarten relaciona a forma

bilinear Ay com a conexao Riemanniana através da expressao:
An(X,Y) = —g(VxN,Y).
Decorre entao que a aplicacao S é dada por
Sy(X)=—(VxN)".

Observagao 2.2.2. Escolhendo um vetor normal unitdrio N € (T,X)*, as aplicagies Sy
e Ax sdo chamadas de sequnda forma fundamental de XF sequndo o vetor normal N.
Quando k = n — 1, existe apenas uma escolha (a menos de sinal) para N, e assim, escre-
veremos apenas S e A para denotar Sy e An respectivamente. Além disso, usaremos a

expressio sequnda forma fundamental de ¥F para se referir a qualquer uma das aplicacoes

S, A ou Ay.
Seja ¥XF — M™ e {F\, ..., B} uma base ortonormal de 7,%. Definimos o vetor
curvatura média de ¥ em p por,

k

H=> A(E; E)

=1

e o quadrado da norma da segunda forma fundamental por,

k
AP =) JAE, B

1,j=1
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Consideremos agora uma imersao X¥ — M™ de codimensao um, isto é, (k =n—1).
O traco do tensor A, que é equivalente ao traco da aplicacao linear auto adjunta S
associada, dado por .

H :=trago(S) = Z g7 Ay
ij=1

¢ chamado de curvatura média de X" em p. Dizemos que ¥" é uma hipersuperficie
CMC (ou de curvatura média constante) se H = ¢ para alguma constante ¢ € R.

Seja X € X(X) um campo suave. Definimos o divergente de X sobre ¥ como

uma funcao divX : ¥ — R dada por

diveX =Y " g(Ve X, Ey),

i=1
em que {E, ..., E, } é uma base ortonormal de T,,%.
Seja f : M — R uma funcao C*°. Definimos o gradiente de f como sendo um

vetor V f € T,M que cumpre
g(Vf,v)=uv(f) YveT,M.

Sejam XF — M™ uma imersdo isométrica e f : M — R uma funcio definida em
M. O gradiente de f restrito a 3 denotado por V' f é dado pela projecao de V f sobre
T,>. Ja o laplaciano de f restrito a X, denotado por AT f, é definido por

Asf = div(V'f).

Em termos de um referencial geodésico {Fj,..., E,} C X(U), em que U é uma

vizinhanga de p em X temos
Asf =) E(Ei(f)).
i=1

O hessiano da fungao f restrita a X é definido como um tensor simétrico dado
por,
(Hess" f(p)) (X,Y) = XY (f) = (VXY)(f),
em que X Y sdo campos tangentes a ¥ e V' é a conexao Riemanniana de ¥ na métrica in-
duzida pela imersao isométrica. De maneira equivalente podemos também definir Hess ' f
por

(Hess' f(p)) (X,Y) = g(VxV'[,Y).

Definicao 2.2.3 (Campo de Killing Conforme). Seja (M™, g) uma variedade Riemanni-
ana. Um campo X € X(M) € chamado Campo de Killing Conforme (CKC) se X € tal
que

Zxg(Y,Z) = g(Vy X, Z) + g(VzX.Y) =2fg(Y, Z), (2.1)
onde V é a conexdao de Levi-Civita, £ € a derivada de Lie, Y, Z € X(M) e f : M — R é

uma funcgao diferencidvel. Em particular temos que
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i) g(VyX,)Y)=f,seg(Y,Y)=1;
i) g(Vy X, Z)=—g(VzX,Y) seg(Y,Z)=0;
iti) divg(X) =nf

Proposicao 2.2.4. Seja X um Campo de Killing Conforme em uma variedade Rieman-

niana (M, g), ou seja, para todo Y, Z € X(M) vale

Lxg(Y,Z) = 2f9(Y, Z), (2.2)
entdao sob uma mudanca conforme na métrica g dada por § = e**q temos:

Lxg(Y, Z) =204(Y, Z), (2.3)
em que 0 = f + X(u).

Proposicao 2.2.5. Sejam X" — M™ ! uma hipersuperficie, N o campo unitdrio normal
aXeX € X(M) um campo de Killing conforme com fator conforme f (£Lxg = 2fg).

Entao, vale a sequinte identidade
Axg(X,N) = (Ric(N) + |A]*) g(X,N) —nH f — ng(X,VH) —nVy .
Em particular,
(As + Ric(N) + |A]?) g(X,N) = —nH f — g(X,VH) = nV .

Demonstracao. Uma demonstracgao detalhada dessa identidade pode ser consultada em
Almeida (2020) [1]. O

Proposicao 2.2.6. Sejam X" — M™™ uma imersao isométrica, N o campo unitdrio

normal a X e F : M — R. Entao, o Laplaciano de F' sobre ¥ é dado por
AsF = AF —V?F(N,N) +nHV \F.

Demonstracao. Como ¥ é uma hipersuperficie possuindo campo normal unitario N, po-
demos escrever VEF = VF — g(VF, N)N. Tomando o divergente sobre ¥ temos

divy, (V*F) = divy (VF — g(VF,N)N)
= AF —V?F(N,N) — g(VF,N)divs(N)
= AF —V?F(N,N)+ HVyF.
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2.3 Formulacao do problema de bordo livre para

subvariedades minimas

Nesta secao introduziremos o funcional area de uma subvariedade através de de-
formagoes (ou variagoes). Em seguida, apresentaremos as conhecidas primeira e a segunda
formulas de variacao do funcional area, as quais sao expressas em funcao da geometria da
subvariedade ¥* e do ambiente (M", g).

Sejam (M™, g) uma variedade Riemanniana, Q" C M"™ um dominio com 0f2 suave
e YF < O™ uma imersdo isométrica de uma subvariedade compacta com bordo tal que
int(¥) C int(Q) e IX C 99. Uma variacio admissivel de X% é uma aplicagao 1 : (—¢, ) x
Y — ) suave tal que para cada t € (—e,¢), ¥y := ¥(t,-) : ¥ — Q é uma imersdo
satisfazendo ¢ (int X) Cint (), ¥ (9%X) C 0 e (0, ) = . Para cada t € (—¢,¢) defina
Y, = ¢(3) e denote por vol(3;) a drea de ¥, com respeito a métrica induzida da imersao
Y Q.

Proposicao 2.3.1 (Férmula da Primeira Varia¢ao do Funcional Area). Sob as condig¢ies

imediatamente anteriores temos que

ivol(Zt) :/Z—g(H,X)da+/(929(y,X)ds, (2.4)

dt

t=0
onde v denota o campo de vetores conormal exterior a 0%, X = %—f(o,x) ¢ chamado de

campo variacional e da e ds sdo os elementos de volume de XF e OXF respectivamente.

A férmula da primeira variacao do funcional area fornece ao vetor curvatura média

H o seu principal significado geométrico que é justificado na definicao a seguir.

Definigao 2.3.2. Uma subvariedade ¥F < Q" tal que int(X) Cint(Q2) e 9L C 9N é
dita ser minima de bordo livre quando H = 0 e XF intersecta 0Q ortogonalmente. Em

particular v coincide com o campo de vetores conormal de OS2.

Assim, uma subvariedade minima de bordo livre é um ponto critico do funcional

area para variacoes que nao necessariamente mantém o bordo fixo.

Proposi¢io 2.3.3 (Férmula da Segunda Variacdo do Funcional Area). Seja ©F uma
subvariedade minima de bordo livre em ", entdo para toda variacio X, normal a YF,

temos
k

i=1 i=1 1,j=1

2

d
@vol(Et)

+/ g(VxX, v)ds,
ox

onde {e;}5_, é um referencial ortonormal local de ¥F.
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Por concisao, denotaremos

k
VEXP = ) IVEXP
=1
k
treRy(X,-X,) = Y Ru(X,eX,e),

=1

k
9(A X)) = > g(Aler,e5), X)2.
i,j=1
Se Y% é compactae X € 33(2])l possuli suporte compacto, por integragao por partes

temos

d2
ﬁvol(Zt)

_ / Cg(AYX, X) — traRu(X, X, ) — |g(A, X)Pda +
>

t=0

+/ g(VvX — Vv, X)ds
o

O lado direito da formulacao da segunda variacao do funcional area define uma

forma quadrética em X(X)*, que passaremos a indicar por Q. Assim

a0 -- [

g(AFX +trs (R (-, X)) + g(A, X)A, X)da + / g(VvX — Vv, X)ds,
s

ox
para todo X € X(X)1. Q é conhecida na literatura como forma de indice. J& o operador

linear associado a @,
LX = A X +trs(Ry (-, X)) + g(A, X)A,

¢ chamado de operador estabilidade.
Um numero real A é dito ser um autovalor de L, se existe um campo de vetores

admissfvel nao-nulo X € X(X)* tal que

LX =X, em X,
{ 25

(VvX —Vxv)To2 =0, em 0%,

onde (-) o2 indica a projegao normal de uma campo sobre 9€2. O espectro de L é formado

por uma sequéncia mondtona nao-decrescente

ML) € ML) < -+ — +o0. (2.6)

O indice de Morse de X, denotado por Ind(X), é definido como o numero de
autovalores negativos de L, contados com suas multiplicidades. X, é dita ser estavel de
Ind(X) = 0 e instavel, caso contrario. O indice de ¥ mede o quanto ¥ deixa de ser um

minimo local do funcional 4rea.
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2.4 Formulacao do problema capilar para

hipersuperficies

Sejam (M™"! g) uma variedade Riemanniana orientavel, Q@ € M"™*! um dominio
com 0f) suave e X" — () uma imersao isométrica de uma subvariedade compacta com
bordo tal que int(X) C int(2) e 0X C 052

Figura 2.1: Ilustracao tipica do problema capilar.

Denotemos por N € T+ um campo de vetores normais e unitarios ao longo
de X", N € TQ|sq o campo de vetores unitarios normais a 9 apontando para fora,
v € TY|gx o campo de vetores unitdrios normais a 9% apontando para fora. Além disso,
seja 7 € TON|ps 0 campo de vetores unitarios normais a 9% tal que {N,v} e {7, N}
possuem a mesma orientacdo no fibrado normal de 9% em M"™™,

Uma variagao admissivel de ¥" é uma aplicagao ¢ : (—¢,¢) x £" — ) suave tal
que para cada t € (—&,¢), ¥ := P(t,-) : X" — Q é uma imersao isométrica satisfazendo
Ye(int X) C int(Q), ¢ (93) C 9N e Y(0,z) = .

Dada uma variagao admissivel 1) : (—¢,€) x 3" — Q, definimos o funcional
area, o funcional volume (inspirado no caso fechado) e o funcional wetting area
(ou “drea molhada”, termo proveniente de motivagoes fisicas no estudo da capilaridade),

respectivamente, por
A(t) :/ daz, V(t) :/ Yrduy e W(t) :/ Y*dag, (2.7)
2 [0,t]x % [0,t] x 9%

onde da; é o elemento de volume de ¥" com respeito a métrica induzida por (¢, -), dvy,
é o elemento de volume de M e dasg é o elemento de volume de Jf) induzido pela métrica

de Q. Fixado 6 € (0, ), definimos o funcional Energia

E(t) = A(t) — cosdW(t). (2.8)
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A primeira variacao dos funcionais A(t), V(t), W(t) e £(t) sao bem conhecidos da
literatura, para fins de consulta, sugerimos uma Gtima exposi¢ao em Silva (2019) [28].

Segue a formula da primeira variagao dos referidos funcionais.

A(0) = /E _Hg (X, N)da + /a _a(X.0)ds (2.9)
V() = /E g(X, N)da (2.10)
W) = /82g(X,17)ds (2.11)
£1(0) - /E _Hg (X, N)da + /8 0¥ cost9) ds (2.12)

onde X = %—f(o,x) ¢ o campo variacional da variacao admissivel ¢ e da e ds sao os
elementos de volume de " e 9X" respectivamente.

Evidentemente, hipersuperficies de curvatura média nula que intersectam 052 orto-
gonalmente sdo pontos criticos do funcional drea, uma vez que X|gx é tangente a 0f). Tais
hipersupeficies sao chamadas de minimas de bordo livre. Da mesma maneira as hi-
persuperficies minimas que intersectam 92 em um angulo constante igual a 6 € (0, ) sdo
pontos criticos do funcional energia. Denominadas de hipersupercicies minimas capilar.
Observamos que tais pontos criticos (minimas de bordo livre ou capilar) nao necessaria-
mente minimizam o funcional area, ou seja, em geral, nao sao minimizantes.

Dizemos que a variagdo 1) preserva volume se V(0) = V(t) = 0Vt € (—¢,¢).
Restrito as variagoes que preservam volume, é facil ver que as hipersuperficies de curvatura
média constante (CMC) que intersectam 02 ortogonalmente, sdo pontos criticos do funci-
onal drea. Denominadas de hipersuperficies CMC de bordo livre. Da mesma maneira,
observamos que as hipersuperficies CMC que intersectam 02 em um angulo constante
igual a 6 € (0, 7) sdo pontos criticos do funcional energia restrito as variagoes que preser-
vam volume. Denominadas de hipersupercicie CMC capilar. Neste trabalho, como na
literatura em geral, o termo hipersuperficie capilar faz referéncia as hipersuperficies
minimas ou CMC que intersectam 02 em um angulo constante.

Usando um argumento padrao, pode-se demonstrar que se " é ponto critico do
funcional area A’(0) (respectivamente do funcional energia £'(0)), entdo X" é minima
de bordo livre (respectivamente minima capilar). Da mesma maneira, quando restrito a
variagoes que preservam volume, os pontos criticos sao as CMC de bordo livre (respecti-

vamente CMC capilar).

Proposigao 2.4.1. Uma imersio X" — Q" C (M™ g) € capilar (bordo livre) se
e somente se, para toda variagao preservando volume, ™ € ponto critico do funcional

energia € (funcional drea A).

Demonstragao. Uma demonstragao pode ser consultada em Silva (2019) [28]. O]
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Fazemos a convencao de N estando na direcao oposta a do vetor curvatura média,
assim H sempre serd nao negativa. Sob esta convencao, ao longo de 0¥, o angulo entre
—N e N (respectivamente v e v) é sempre igual a f. Assim, no fibrado normal de 9%,

temos as seguintes relagoes:

v = —senfN + cos O, (2.13)

N = cos N + sen 0, (2.14)
ou equivalentemente

N = —senfv + cosON, (2.15)

v = cosfv +sen N, (2.16)

Proposicao 2.4.2. Para cada fungio ¢ € C*(X) com fz wda = 0, ezriste uma varia¢ao

admissivel preservando volume com campo variacional o N como parte normal.

Demonstracao. Uma demonstragao dessa proposicao pode ser consultada em Barbosa-
Manfredo (1984) [4]. O

Proposigao 2.4.3 (Férmula da segunda variagao da energia). Seja " — Q"1 c M+t
uma imersao capilar. Entdo para toda variagio v : (—e,€) x L — Q" admissivel

normal de X" a sequnda variag¢ao da energia € dada por

&0 = [ ~pldsp+ (RieN) + [AP))da+ [ plo,—aphds. (27)
) o%
onde )
_ 0~ -
q= sen9A (v,0) + cot 0A(v,v),
Ric € o tensor curvatura de Ricci de M™', A := A% € a sequnda forma fundamental

da imersio ¥" dada por A(X,Y) = —g(VxN,Y) e A% = A?VQ € a sequnda forma
fundamental de 0Q dada por A%(X,Y) = —g(VxN,Y).

Demonstracao. Uma demonstracao dessa proposicao pode ser consultada em Ros-Souam

(1997) [38]. O

Defini¢ao 2.4.4 (Estabilidade). Uma hipersuperficie capilar € dita estdvel se £"(0) > 0

para toda variagao preservando volume, isto €,
£(0) >0, VeeF = {peC®(X): / oda = 0}
)

Quando X" é de bordo livre, a segunda variacao do funcional energia se reduz a

segunda variagao do funcional area, tendo a forma

A7(0) = / (A + (Ric(N) + |AP)p)da + /a pl = ATgs. (28)
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Sem qualquer restricao sobre o funcional area (exceto pedindo que as variagoes
sejam normais), a forma bilinear @ : C*°(3) x C*(X) — R associada a segunda variagao

d funcional area é dada por
Q(u,v) = /2 —u (Asv + Ric(N)v + [A]*v) da + /82 u (v, — A%™) ds, (2.19)
ou ainda na forma divergente
Q(u,v) = /Eg(VTu, V') — (Ric(N) + |A]*) uvda — /az A%®ds, (2.20)

Definigao 2.4.5. O indice de Morse de ¥ C Q"' denotado por Ind(X) € a dimensao
mazima do subespaco de C*(X) na qual a sequnda varia¢ao do funcional drea é negativa
definida. A nulidade € a dimensao do nicleo da forma de indice; isto €, o conjunto de

todas as fungoes u tal que Q(u,v) = 0 para toda v.

Intuitivamente, o indice de Morse mede o niimero de deformacgoes independentes

que diminuem a area. Denotemos por L o operador
L= A +Ric(N) + |A]. (2.21)

E bem conhecido que o indice de Morse ¢ igual a quantidade de autovalores con-

tando a multiplicidade do problema:

{ (A +Ric(N) + |A)u = Lu = —Au, em X, (2.22)

Vou= A%y, em OX.
2.5 Meétrica conforme

Consideremos uma n-variedade Riemanniana M™ munida de uma métrica conforme
g = e?*g. E bem conhecido os seguintes resultados que relacionam a geometria da métrica

conforme ¢ com a métrica original g.

Lema 2.5.1. Seja {E,}"_, uma base local ortonormal de (M™, g) definida em um aberto
U C M. Entio {E,}"_, é uma base local ortonormal de (M™,§) definida em um aberto
U C M, onde E, := e “E, para todo o € {1,...,n}.

Proposicao 2.5.2. Nas mesmas hipdteses do Lema (2.5.1) temos

i) A conexao de Levi-Civita de (M",g) estd relacionada com a conezxao de Levi-Civita
de (M",g) por

VxY =VxY + X(u)Y 4+ Y(u)X — g(X,Y)Vu, (2.23)

para todos campos vetoriais X, Y € X(M);
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it) A tensor curvatura de Riemannn de (M™, g) estd relacionada com o tensor curvatura

de Riemannn de (M™,§) do segquinte modo

Ru(X.Y)Z = Ru(X,Y)Z+X(WZW)Y — Y (u)Z(u)X +
— X(wg(Y,2)Vf+Y(ug(X,Z)Vu—g(X,Z)VyVu+ g(Y,Y)VxVu+
— 9(X, Z)|VulY 4 g(Y, Z)|Vu|?X — Hessu(X, Z)Y + Hessu(Y, Z) X

para todos campos vetoriais X,Y, 7 € X(M);

iii) A curvatura de seccional de (M™, g) estd relacionada com a curvatura de seccional
de (M",g) por

Ky (X,Y) = Ky(X,Y) + X (u)? + Y (u)? — [Vul2 — Hessu(X, X) — Hess u(Y, ¥(3.24)
para todos campos vetoriais X, Y € X(M) que sao ortogonais com respeito a g;

iv) O elemento de volume dv de (M",g) estd relacionada com elemento de volume do
de (M",3) por

dv = e™dv. (2.25)

Demonstracao. Uma demonstracao detalhada dessas identidades podem sem consultadas
em Pereira (2018) [36]. O

Proposicao 2.5.3. Seja XF uma subvariedade de M™. entdo, a curvatura média H de XF
com respeito a métrica g estd relacionada com a curvatura média H de XF com respeito

a métrica g por
H=e™H + k(Vu)*. (2.26)

Para o contexto ao qual estamos interessados vamos considerar uma mudanca
conforme § = €* (,) em uma bola Euclidiana de raio rg centrada na origem de forma
que o fator conforme e?* seja radial, isto ¢, seu valor em um ponto x depende apenas da
distancia Euclidiana a origem. A descri¢ao formal dessa situagao é dada a seguir.

Seja @ : [0,a*) — R uma funcao suave, em que a < 0o, ou @ = oc. Defina a fungao
w: B — R por u(z) = a(|z|?), onde B*™ é uma bola de raio a centrada na origem de
R"™! (se a = oo entdao denotaremos B™™! por R™™). Ao longo deste trabalho usaremos
o abuso de notagao u(z) = (|z|*) e . Considere § uma métrica em B! obtida por uma

mudanga conforme na métrica Euclidiana (,) dada por
§=eni). (2.27)

Com respeito & métrica candnica de R™™! os gradientes das funcoes u e €?* sao

dados respectivamente por

Du=2u'(|z])z e De* =4/ (|z]*)x. (2.28)
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Escreveremos ¥" — B! C (B!, e*(,)) ou simplesmente X" — (B"*! e?(,)),
cumprindo int(X) C int(B""!) e 9% C dB™"!, para denotar uma imersido isométrica
de uma hipersuperficie X" em uma bola Euclidiana centrada na origem de raio rg < a
munida da métrica conforme g. Para enxugar a notagao, quando necessario denotaremos
(B7+1 e?(,)) por (M™! g) para indicar o espaco ambiente. Apresentaremos alguns
exemplos de métricas conforme.

2
Exemplo 2.5.4. Considere u: [0,1) — R dada por u(t) = In (ﬁ) Assim, (B} g)

¢ o espaco hiperbdlico H"' modelado no disco de Poincaré.

2
Exemplo 2.5.5. Seja u : [0,00) — R dada por u(t) = In (1—_”) Entao, (R™™! g) é

isométrica a S\ {p}, isto €, a esfera menos um polo.

t
Exemplo 2.5.6. Seja u : [0,00) — R dada por u(t) = —5- Entdo, (R™!,g) =
n

||

(R”H, e o )) ¢ uma variedade denominada Espaco Gaussiano.

Exemplo 2.5.7. Por fim, fazendo u : [0,00) — R dada por u(t) = 0 teremos que (R"*, g)

€ o espaco Euclidiano com a métrica canonica.

E interessante também notar as propriedades do campo posi¢ao em uma métrica

conforme, tais propriedades serao fundamentais e estao sintetizadas na proposigao a seguir.

Proposicao 2.5.8. i) x é um campo de Killing Conforme em X(M), ou seja, dado um
referencial local {E;}!™ em T,M para todo p € T,M

e = 2 .
17 (VEix, Ej) +g (VE].x, EZ> = div () gij, (2.29)
onde denotaremos
div; (z)
Vo= —2-2 =1 Dh). 2.30
o= T2y g, o) (2.30
ii) T|gpn+1 € um campo vetorial normal a OB,
i1i) Para todo Z € X(M) vale que
Vz =VoZ (2.31)

Lema 2.5.9. Seja (B""',g) a bola Euclidiana com uma métrica g = €*“(,), em que
u(z) = u(|w[2) para alguma funcao suave u definida em I = [0,a?). Considere a fungdo
Vo(x) =1+ (x, Dh) = 1+ 2/|z|>. Entdo temos

i) Dyxz =WY e

ii) DVy = de 2 (u"|z|? + /).

Demonstra¢ao. Uma demonstracao detalhada dessas identidades podem sem consultadas
em Pereira (2018) [36]. O
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Lema 2.5.10. Considere B"™ com a métrica euclidiana e a conezdo D associada. Entao,

o Hessiano da funcio u(z) = u(|z|*) € dado por
(Hessu)(x)(Y,Z) = 4" (z,Y) (x, Z) + 20" (Y, Z) .

Demonstracao. Uma demonstracao detalhada dessas identidades podem sem consultadas
em Pereira (2018) [36]. O
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Capitulo 3

Resultados de gap, nao estabilidade
e indice de Morse de para

subvariedades f-minimas

Neste Capitulo estamos interessados em estudar as subvariedades f-minimas em
(R™, Gean el dvean), mais especificamente alguns resultados do tipo lacuna (também cha-
mado simplesmente de gap), nao estabilidade e indice de Morse no contexto de subvarie-

dades f-minimas.

3.1 Subvariedades f-minimas no espaco Euclidiano

comnm peso

Uma variedade Riemanniana com peso é uma tripla (M", g, e/dv), em que M™ é
uma variedade Riemanniana que possui elemento de volume dv induzido pela métrica g
substituido por dv; := e/dv e f é uma funcio suave chamada de fungao peso ou funcio
densidade. Nesta secao V e Ric denotam a conexao de Levi-Civita e o tensor curvatura de
Ricci de (M, g) respectivamente. Objetos geométricos cldssicos encontram equivalentes
definidos para o contexto com peso, de forma que faga sentido a adaptacao, bem como a
aplicabilidade para a resolucao de problemas das mais diversas teorias. Para (M™", g, e/ dv),
um importante, e natural, tensor é o tensor curvatura oo—Bakry—Emery Ricci, denotado
por Ricy (por simplicidade, tensor curvatura de Bakry—Emery Ricci), o qual é definido

por
Ric; := Ric —V?f, (3.1)

onde V?f (ou Hess f) denota o hessiano da fungao f em M. Se f é constante, Ricy é o

tensor curvatura de Ricci em M.
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Considere uma imersdo i : ¥ — M" k < n, entdo, i : (XF,i*g) — (M",g) é
uma imersao isométrica com métrica induzida i*¢g. Por simplicidade denotaremos *g por
simplesmente por g quando nao houver confusao. A fun¢ao peso f induz um elemento de
volume e/da em Y*, onde da é o elemento de volume de ¥* na métrica induzida g. Assim,
temos o espaco com peso (X*, g, e/da). Para todo campo vetorial X normal a (3, g),
X € X(X)*, definimos em X(X)* o operador f-Laplaciano por

AFX = ATX +)) (e f)(VEX), (3.2)

i=1

k
ALX =3 (VEVEX =V X)), (3.3)

=1

onde {e;}¥_; é um referencial local ortonormal de ¥ e V+ e V' denotam a conexio de
Levi-Civita em X(X)* e X(X) respectivamente.

Definicao 3.1.1. O campo vetorial curvatura média com peso de uma subvariedade X*

com respeito a métrica g € definido por
Hy=H— (Vf)*

Uma subvariedade (3*, g) é chamada f-minima se a curvatura média com peso H

¢ identicamente nula, ou equivalentemente se o campo curvatura média satisfaz
_ i
Hy=(Vf)

Definigao 3.1.2. A drea com peso de (X*,g) é definido por

vol(X) ::/efda:/daf.
> >

E bem conhecido o fato que ¥* ¢ uma subvariedade f-minima se, e somente se, ¥

¢ ponto critico do funciona volume com peso.

Proposicao 3.1.3. Se X ¢é um campo variacional com suporte compacto em ¥, entio a

primeira formula de variacao do funcional drea com peso f de X é dado por

d
%volf(Zt) = —/Zg(XL, Hy)elda.
Demonstragao. A demonstracao pode ser consultada em Cheng et al. (2015) [8]. O

Por outro lado, uma subvariedade f-minima pode ser vista como uma subvariedade
.. Yo : . e~ 2f
minima em uma certa métrica conforme. Precisamente, definimos a nova métrica g = e’

em M™, que é conforme a métrica g. Desse modo, a imersdo i : ¥¥ — M™ induz a métrica
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i*g em X de (3F, ). Por simplicidade faremos o abuso de notacio i*§ = § quando nio

houver confusdo. Considerando essa formulagao, o volume de (X¥, ) e dado por

vol (%) ::/Edd:/zefda:volf(ii).

Portanto, desses ultimos resultados temos que

/E X, H)di — / (X, Hy)day,

by

onde da = e/da e H denotam o elemento de volume de e o campo curvatura média de 2
com respeito a métrica § respectivamente. Da tiltima identidade obtemos que H = e H ¥
e (X% g) é f-minima em (X%, g) se, e somente se, (X*,§) é minima em (X*, ).

Para uma k-subvariedade f-minima em (M", g, e/dv) associamos o operador linear
Ly, também conhecido na literatura como operador de estabilidade, ou f-estabilidade,

definido por
LiX = Ay X + R(X) + F(X) + A(X),

onde,
k
R(X) tT(E 9) {RM Z RM 62, z L7
=1

com Ry sendo o tensor curvatura de Riemann de (3, g) e {e;}%_, uma base local ortonor-
mal de (3, g);

F(X)=-[V(X)] =- Z V2f(X, eq)eq, (3.4)

a=k+1

com {eq}n_;,, sendo uma base ortonormal local normal a (X, g); e

= Z g(A(eiaej)aX)A<ei7ej)7 (35)

onde A denota a segunda forma fundamental de (2, g) e {e;}¥_, uma base local ortonormal

de (X, g). Introduziremos agora o conceito de f-estabilidade (ou L s-estabilidade)

Proposicao 3.1.4 (Férmula da Segunda Varia¢ao do Funcional Area com peso f). Seja
(X%, 9) uma subvariedade f-minima em (M™,g,e’dv). Se X é um campo variacional com
suporte compacto normal a ¥F (ou seja, X = X*), entdao a sequnda variacdo do funcional
drea com peso f de (X*,g) é dada por

d2
e —volf (%)

_ _/g(x, ALX + R(X) + F(X) + A(X))day.  (3.6)

t=0

Demonstra¢ao. A demonstragao pode ser consultada em Cheng et al. (2015) [8]. ]
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Podemos associar uma forma quadratica a segunda variacao do funcional area com
peso, a qual denotaremos por @)y, explicitamente
QXX =~ [ g(X,L,X)day (3.7
)

para todo X € X(X)! com suporte compacto.

Definigao 3.1.5. Uma k-subvariedade f-minima em (M™,g,e/dv) é chamada f-estdvel
se a sequnda variacao do funcional drea com peso € nao negativa para toda variacdo com

suporte compacto. Equivalentemente
Qi(X,X) >0V X € X(X)* com suporte compacto.

Definimos o indice de Morse (ou L-indice), denotado por Ind(¥%*), de uma sub-
variedade f-minima Y* como sendo o méaximo das dimensoes de subespacos vetoriais
onde Q; é negativa definida. Portanto, ¥ é estdvel se, e somente se, Ind;(3¥) = 0.

Calcularemos a seguir o operador Ly para dois exemplos de grande utilidade nesta tese.

Exemplo 3.1.6 (Subvariedades f-minimas em (R, geqn, €/ dvean)). Consideremos o espaco
Fuclidiano M™ = R"™ munido da métrica canonica Gean = (-, ), com peso radial f(z) =
f(|z|*) e V = D denotando a derivada usual. Seja XF uma subvariedade f-minima em

(Rn7 gC(ZTh efdvca/n,>; ou Se]a,

H=(Vf):=2fz", (3.8)
nessa configuragdo, temos que o operador Ly, para um campo variacional X € X(X)*, é
dado por
LiX = AjX - ) D’f(X eq)eq +A(X), (3.9)
a=k+1

de outra maneira
LiX = AyX —4f"(z, X)z" —2f'X + A(X) (3.10)
= ATX 42V X —4f"(z, X)at — 2f' X + A(X). (3.11)

Para ver isto, primeiramente notemos que o termo R(X) € ideticamente nulo,
uma vez que M™ = R™. Para calcular o termo F(X) = =Y ", | D*f(X, eq)eq, com
X € X(2)* e {ea}r 1 sendo uma base ortonormal local normal a (3, (-, )), precisamos
determinar o hessiano de f. Como f ¢é radial, podemos usar o Lema 2.5.10. Dessa

maneira obtemos

F(X) = = ) D*f(X,ed)ea

a=k+1

= = Y (@ X)(ea) + 2f (X, ea)) €a

a=k+1
= 4", X)at — 2f'X.
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Como

k
D (@f)VEX) = Ve X =2f'Vir X
=1

pois V' f = 2f'2", finalizamos a demonstracao.

Exemplo 3.1.7 (Self-shrinkers no Espago Gaussmno) No Ezemplo 3.1.6, tomemos f =

M . Subvariedades f-minimas em (R™, gean, €™ = dVean) SGo precisamente subvariedades

self—shrmkers (ou seja, H = ——) Para uma subvariedade self-shrinker, o operador Ly,

para um campo variacional X € X(X)*, € dado por
1
LiX = ALX——V + X + 2X+A( ). (3.12)

Para ver este fato, basta observar que f' = f” =0eV'f= —i e substituir

m (3.10).

O crescimento de volume é uma propriedade muito importante no estudo de varie-
dades completas nao compactas. Se ¥ é uma subvariedade completa de M™, com k < n,
¥F ¢ dita possuir crescimento de volume polinomial se, para um p € M™ fixado, existe

constantes reais C' e d tais que para todo r > 1,
vol (BY (p)nx) < Cr, (3.13)

onde BM(p) ¢ a bola extrinseca de raio r centrada em p, vol (B} (p)) denota o volume de
vol (BM(p) N'Y). Quando d = k em (3.13), dizemos que $* possui crescimento de volume

Euclidiano.

Proposicao 3.1.8. Seja XF uma subvariedade f-minima completa sem bordo imersa em

(angcam efdvccm)- Se Qb € COO(Z) e X € %(Z)L entao

Q(6X,6X) = - /E 0 (X, LX) — |V P |X P day

Demonstracdao. Primeiramente determinaremos o operador f-estabilidade aplicado ao campo

¢X. Notemos que o Laplaciano de ¢ X, definido pela conexao normal sobre ¥ é dado por:
AT (¢X) = AToX + 9AT X + 2V X, (3.14)
Utilizando esse resultado em (3.2) obtemos o f-Laplaciano de ¢p.X, explicitamente
AF(¢X) = ¢AFX + A9X +2Vgr X + (Vor 0)X. (3.15)

Da definicao do operador f-estabilidade sabemos que

LiX = At X + R(X) + F(X) + A(X).
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Portanto, substituindo (3.15) na defini¢ao de operador f-estabilidade, finalmente

obtemos
Li(¢X) = ¢LsX + AT 9X +2Ver X + (Vgr,;0)X. (3.16)
Da identidade (3.16), podemos derivar
(06X, Ly(6X)) = (X, LyX) + 6ATGIX| +26(Vgr X, X) + 6(Vgr )| X[(3.17)
Observando que
20(Vgr, X, X) = ¢Vgr,|X[”
= (¢V'9, V'IX]?)
1
SOV VTIXE), (3.18)
H(Vor @)X = o(V' £,V o) | X[ (3.19)
Portanto, podemos reescrever a identidade (3.17), obtendo
1
(06X, L(¢X)) = ¢*(X, Ly X) + oA G| X* + (V162 VI XP) + (V' £,V 6)| X [{3.20)

Derivaremos uma identidade para uso posterior. Consideremos o operador diver-

gente sobre 3, denotado por div', aplicado ao campo tangente %|X e/ (VT ¢?) temos
1 1 1
3 div' (I XP2(VT¢?)el) = (§VT (1X[%e)) , VT¢?) + 3 div' (VT ¢?)| X |%e
1
= HVIXP V@) + g X[V, VT g)e!
+ dAT X2l + |V 92| X el (3.21)

Determinaremos agora a forma quadratica )y aplicada ao campo normal ¢X.
Substituindo (3.20) na forma quadrética Q¢(-,-) associada a segunda variacao da area

resulta
Qi(6X.0X) = — / (6X, L(6X))day
>
- - / {(6X, Ly(6X))}e da
= = [P LX) + 08 OIXP + VTR VTIXE) + 0TV X e e
>

Finalmente, utilizando a identidade (3.21) e o Teorema da divergéncia para o

ambiente Euclidiano obtemos que
QoX.0X) = — [{F*(X, LX) = [V ToP X}l da
b

. / G (X, LX) — [V X *day
>

concluindo assim a Proposicao. O]
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Corolario 3.1.9. Seja X" uma subvariedade f-minima completa sem bordo imersa em
(Rn—&-l, Gean, efdvcan)~ Se ¢, u e COO(Z) entao

Qf(ou, pu) = —/E¢2uqu—|VT¢|2u2daf

Lema 1. Seja X% uma subvariedade f-minima em (R”,gcan,efdvcan), com fung¢do peso
f radial (f(z) = f(|z|*)), entdo a componente normal x+ do campo posi¢io de XF e a

componente normal y* de um campo vetorial constante satisfazem

Ap{at} = =2f2 — A(xh) —4f"a" ot} (3.22)

Ayy = —Aly) —4f" "yt (3.23)
Demonstragio. Prova de (3.22): Fixe p € ¥F e tomemos uma base ortonormal local
{e:}r, tal que V.,e;(p) = 0 Determinemos primeiramente V- {z+}.

Vodat} = Vi (& = (z,¢5)e;) = —(x, ;) Ay (3.24)
Derivando a expressao anterior obtemos, dessa forma, que

V;Vé‘i{Il} == _Azk - <x7Akj>Aij - <I, €j>vé;Aij-

Usando o fato que ij A = ij A, podemos reescrever a equacao anterior como

V;Vj{.fj_} = _A’Lk‘ — <.CE, Ak]>A1] — <.CE, ej>ijAik. (325)

Tomando o trago em (3.25) e usando a condi¢ao de f-minima, ou seja, H = 2f'zt e que
' # 0, temos que (3.25) fica
AH{z'} = —H - A(x') -V H
= —2fat = A(eh) - Vi {20}
= —2f'rt = A@h) - 4f' e Plat} - 2 Vi (o),

Desse modo

k
Ap{ety = AHath+ ) (af)(Vilat))
i=1
= Aot} 1 2f' Vit
_ _2f/$1_ . A($J‘) o 4f//|$T|2{ZEJ'} . 2flvi__l_{xj_} + 2flvi__l_l,l
_ —2f/£L'J' _ A(xJ_) _ 4f”’$T’2{l’l}.
Agora vamos verificar (3.23). De fato, fixe p € ¥* e tomemos uma base ortonormal
= 0.

local {e;}f | tal que V.e;(p)
Veiv*t}

Para um vetor constante y € R", vamos calcular

Vody'} = Vo (v — (y.e5)ej) = =y, e;) Ay (3.26)
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Derivando a expressao anterior obtemos, dessa forma, que
Vo Vedu'y = =y, Ay) Aij — (y, Ai) Vi, Aij.

Usando o fato que Vi Ajj = Ve%Aik, obtemos agora que

Vo Vedy'h = =y, Aky) Aij — (v, ¢;) Ve A (3.27)
O traco de (3.27), produz
Atyt = —A(y") — (y,¢;)V_ H. (3.28)
Como H = 2f'z*, usando (3.24) obtemos
ViH =4f"(ej, x)x" —2f"(x, ;) Aij. (3.29)
Substituindo (3.29) em (3.28) e usando (3.26) temos
Atyt = —A(y") —Af"{ej a)y, e)at + 2f (w,e){y, e5) Ay
= —A(y") —4f"(ejx)(y, e)at = 2f (@, e) Vo {y T}
= —Aly") —4f e x)(y, es)rt = 2f'Vor {y}
= —Aly") =4yt =2V {y T}
Portanto
Af{yt} = Ay )+ i(eif)(vi{?f})
= Ay t+ 2f Vgt
= —Aly") —4f"@y et = 2f Vo {y T} +2f ' Vory®
= —A(y) —4f"(z",y ")t
O

Lema 1. Seja XF uma subvariedade f-minima em (R”,gmn,efdvcan), com fun¢do peso

f radial (f(z) = f(|z|*)), entdo a componente normal x+ do campo posi¢io de ¥ e a

componente normal y* de wm campo vetorial constante satisfazem

Li{a™} = —4(f + f"z|?) {«}
L{yt} = —4f"(z,y)a™—2f'y"

(3.30)
(3.31)

Demonstragdo. Prova de (3.30): tomando z' como campo variacional em (3.1.6), ou seja

substituindo X = zt e usando (3.23) obtemos

L{z"} = Ap{a"}—Af"(z,a")at = 2f'a" + A(z*

— —2f/:L‘L o A(:El) _ 4f//|mT|2xL +
—4f"(z, 2Vt = 2f xt + A(x?h)
— 4 (f/ —|—f”\x|2) .QZJ'

)
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Agora vamos verificar (3.31). De fato, tomando y* como campo variacional em (3.1.6),

ou seja substituindo X = y* e usando (3.22) obtemos

Li{y"y = Apym—4f"w,yh )zt —2fyt + A(yh)
= —A(y") —4f"(x" yNat —4f(x, y et —2fyT + A(yh)
= —Af"(z,y)xt —2f'y",

finalizando a demonstracao. O]

O Teorema 3, Equacao (3.30), possui uma aplicagdo imediata para subvariedades

f-minimas compactas sem bordo (f-minima fechada).

Observacao 3.1.10. Para provar que

L{y™} = —4f"(z,y)x* —2f'y",

utilizamos que 0 = Hy = H — (V f)* na passagem onde foi necessdrio derivar a curvatura
média H, dessa forma, o resultado continua vdlido sobre a hipdtese de XF ter f-curvatura

média paralela.

3.2 Limitacao inferir para o Indice de Morse de
subvariedades f-minimas e subvariedades de

f-curvatura média paralela e resultado do tipo

gap

Nesta se¢ao apresentaremos resultados de limitagao inferir para o Indice de Morse
de subvariedades f-minimas ndo compactas (Teorema 5) e subvariedades de f-curvatura
média paralela (caso ndo compacto Teorema 6 e caso compacto de bordo livre Teorema

7) e um resultado do tipo gap (Teorema 8).

Teorema 5. Seja XF uma subvariedade f-minima completa nao compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (R™, gean, €/ dvean), com funcao

peso f radial (f = f(|x|?)) satisfazendo
f 4+ f"z* < 0. (3.32)

Entio, Ind;(X*) > 1. Em particular, % ndo € f-estdvel.
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Demonstragdo. Primeiramente definiremos sobre ¥ uma funcdo de corte. Seja n uma

fungao diferencidvel nao negativa em [0, 0o) satisfazendo

1, se [0,1),
s) = 3.33
n(s) { 0. se [2.00). (3.33)
el|n] <2
Fixe um ponto p € X* e seja r(x) = dists(p,r) a distancia funcio distancia

intrinseca sobre ¥*. Definimos a sequéncia de fungdes ¢;(z) = n(@), j > 1. Entao
IVT¢;1* < 1 para j > 2.

Agora aplicaremos a forma quadrética )y na sequéncia de campos variacionais
pjat € X(X)*, onde z+ denota a componente normal sobre ¥* do vetor posicao. Utili-

zando o campo ¢,z na Proposicio 3.1.8 temos

Qf(¢ija¢ij) = —/Z¢?<35L>Lf35L>— |VT¢j|2’xL’2daf
_ / St Lywtydag + / V7 s 2|t [2da(3.34)
B3} (p) B3 (p)\B7 (p)
< —/ (:EL,foﬂdaf—i—/ |zt |?day (3.35)
B3(p) B3 (p)\BF (p)

(3.36)

onde sz (p) denota a bola geodésica intrinseca de ¥ de raio j centrada em p. Como X

possui crescimento de volume polinomial, temos que, quando j — oo

/ |2+ |2da; — 0. (3.37)
B3 (»)\B (p)

Tomando j suficientemente grande e utilizando o Lema 1, mais especificamente a
identidade (3.31), decorre que

Qs(pjat, gat) < —/ ()@{foﬂdaf, (3.38)
B%ij

_ / 4(f 4 fNaf?) | Pday. (3.39)
B3 (p)

€L

como por hipétese '+ f”|z|* < 0 isso prova que z+ é uma dire¢ao tal que Q; é negativa,

provando assim que O

A desigualdade estrita em f’ + f”|z|* < 0 é uma condi¢ao necesséria tendo em
consideracdo a Observacao 1.1.9. Explorando o f-Laplaciano do campo z! obtemos o
seguinte resultado:

Teorema 8. Seja X uma subvariedade fechada f-minima em (R™, gean, €’ dvean) com
fungdo peso f radial (f(z) = f(|z|*)) satisfazendo

AP < =2f" —4f"|2 "%, (3.40)

entao alguma das sequintes possibilidades ocorrem:
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1. ¥F ¢ um hiperplano em RF*1;
2.t = const. # 0.

Demonstrag¢do. Como ¥ é fechada, a Identidade de Green e (3.22) fornece
/ Vit Pda; = —/(xJ‘,A}‘xJ‘)daf
b b
= [t 2t A+ 4T P day
)
= [ 21 A + 4l Pl ey
)

De (3.5) sabemos que A(z) = S2F _ (A(e;, e;), 27 A(es, e;). A desigualdade de

ij=1
Cauchy-Schwarz implica que

k

(@ At) = ) (et Alerey))?

ij=1

k
D et PlA(er, )
ij=1
= |otPlAP

IN

Dessa maneira

[t Pay < [ 2plat b et AP+ 4feT Pl Py
by %

IN

/ T2 (2f + 4| TP + |A]) day < 0,
>

L

Pela condicao de gap temos que VY2 = 0 o que implica que z+ = const. sobre

2. [l

Teorema 6. Seja XF uma subvariedade com f-curvatura média paralela completa nao
compacta sem bordo possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (R™, gean, €/ dvean),

com fungao peso f radial (f = f(|z|*)) satisfazendo
2f" |z 2+ f'(n — k) <0, (3.41)
Entio, Ind;(X*) > 1. Em particular, ¥F nao € f-estdvel.

Demonstragdo. Primeiramente definiremos sobre X* uma funcao de corte. Seja 1 uma

funcao diferencidvel nao negativa em [0, 0o) satisfazendo

n(s)z{ ;’ e [0.1) (3.42)
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en] <2
Fixe um ponto p € X% e seja r(x) = distz(p,r) a distancia funcio distancia

intrinseca sobre ¥*. Definimos a sequéncia de fungoes ¢;(z) = n(r(x)) j > 1. Entao
VT ¢;> < 1 para j > 2.

Consideremos agora y € S"~! C R™ um vetor constante. Aplicaremos a forma
quadratica (); na sequéncia de campos variacionais ¢;y= € X(X)*. Utilizando o campo

gzﬁjyl na Proposi¢ao 3.1.8 temos

Qslot dyt) = — / S Lyyt) — (V7 6Py Pday
_ _/ gzﬁ?(yJ‘,Lfyl)daf—l—/ V7 Ply Pa (3.43)
B3 (p) B3 (p)\B} (p)
< —/ <yL,LfyL)daf+/ day, (3.44)
B3 (p) B3 (»)\B} (p)

onde sz (p) denota a bola geodésica intrinseca de ¥ de raio j centrada em p. Como X

possui crescimento de volume polinomial, temos que, quando j — oo

B3 (p)\BF (p)

Tomando j suficientemente grande e utilizando o Teorema 3, mais especificamente

a identidade (3.31), decorre que

Qo) < - [ Lytday, (3.46)
B3 (p)
= [ ety e Py, (@)
B3;(p)
Fixando uma base ortonormal {y;};-, de R", e consideremos {N,}7_, ., uma base

ortonormal no fibrado normal de X, podernos notar, passando a soma, que

d ol = ZZIyM DN
=1

=1 r=k+1

= > > WhN)?

i=1 r=k+1

D D Ok

r=k+1 1=1
n
= 2 NP =
r=k+1

Passando a soma em Qf(y;i,y;") em relagio a {y;}", e usando a hipdtese que
' +2f"|x]* <0 obtemos

Z@f vt < [ aflet P 2s - kdag <0
p

sz (p)
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Provando dessa forma que )y possui pelo menos um autovalor negativo, comple-

tando a prova do Teorema. O

O Teorema 5 admite uma versao para o caso bordo livre, a prova é semelhante e sera
apresentada. Consideremos a bola Euclidiana unitéria B} (0) := B™ centrada na origem
como subconjunto de (R", Gean, € dVeqn). Uma subvariedade ¥F ¢ dita ser f-curvatura
média paralela de bordo livre em B" se ¥* possui f-curvatura média paralela e intersecta
OB™ ortogonalmente. Em particular, se N denota o campo normal unitdrio de OB" e v
é o campo unitdrio conormal a 0% entdao N = v em 0X. Para o caso de B™ temos que
N = .

De forma semelhante ao caso nao compacto, para o caso de subvariedades de f-
curvatura média paralela de bordo livre em B"™ definimos da mesma maneira o operador

estabilidade L e a forma quadratica ()5 associada a segunda variacao da drea fica

Qx.x)=- |

(X,LfX)daf+/ (Vv X — Vv, X)dsy (3.48)
>

[2)>

para todo X € X(X)*.
Dizemos que uma subvariedade com f-curvatura média paralela de bordo livre em
B"™ C (R", Gean, €' dvean) é f-estavel se Qp(X, X) >0V X € X(X)*.

Teorema 9. Seja X¥ uma subvariedade com f-curvatura média paralela de bordo livre
imersa em B2(0) C (R™, gean, €/ dVean), com funcio peso f radial (f = f(|z|*)) satisfa-

zendo
2f" a2+ f'(n—k) <0 (3.49)
Entao, Ind;(X%) > 1. Em particular, $¥ nao € f-estdvel.

Demonstragdo. Substituindo y € X(X)* na forma quadrética descrita em (3.48) e utili-

zando o Lema 1, mais especificamente a identidade (3.31), decorre que
Qslytyt) = — / (y*, Lyy*)day + / (y*, Doyt — Dyiv)dsy
> oy
1
= [ APt 2r e+ [ DR - A sy
2 oy

Tomemos uma base ortonormal {y;}i_; de R", e consideremos {/N,}”_, ., uma base orto-
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normal no fibrado normal de X, podemos notar, passando a soma, que

Syt = ZZI@/“ N[
i=1

i=1 r=k+1

= ZZ(QZJ‘,N2

i=1 r=k+1

= > ) N
r=k+1 i=1

= Y INMf=n—k

r=k+1

Agora, passando a soma em Q;(yi", yi-) em relagao a {y;}"; obtemos

ZQf (i vi) / Af" |t + 2f'(n — k)day — /a ZABB H)dsy,
by

Ezl

de onde segue o resultado. O

3.3 Limitagao inferir para o indice de Morse de
hipersuperficies f-minimas no espaco Euclidiano

com peso

Nesta secao lidaremos com o caso de codimensao 1, ou seja, hipersuperficies f-
minimas. Neste contexto, como X" C R"*! é orientavel, fica bem definido um campo
normal unitdrio N € X(X)+, portanto, dado uma campo variacional X € X(X)*, sempre
existe uma fungao suave u tal que X = uN em X. Desse modo podemos identificar X
com uma funcao suave u por intermédio do campo N normal a »".

Especialmente nesta secao que traremos do caso de codimensao 1, utilizaremos a
notacao Ay, denota o operador Laplaciano sobre X", Ay, ; denota o operador f-Laplaciano
sobre X" e V* o gradiente sobre X"

Também sera abordado o caso em que X" é compacta, mais especificamente quando
possui bordo libre em um dominio compacto. Consideremos "™ uma hipersuperficie f-
minima de bordo livre na bola Euclidiana unitdria B"™ C (R"™!, g.an, el dVean), O Opera-

dor estabilidade fica definido como sendo

Ly = As ; + Ricy (N, N) + |A]?,
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onde Ay, := Ay + (V>f,-) e Ricy é o tensor curvatura de Bakry—Emery Ricci como defi-
nido em (3.1). Semelhantemente as construgoes anteriores, definimos a forma quadratica

() associada a segunda variacao do funcional area

Q(u,u) = —/uqudaf +/ u(u, — A%Pu)dsy,
> 0%

para toda funcao u € C*(X%).

Dizemos que uma hipersuperficie f-minima de bordo livre na bola Euclidiana
unitdria B" C (R™, gean, €/ dvean) 6 f-estével se Qp(u,u) > 0V u € C®°(X). Defi-
nimos o indice de Morse (ou Ls-indice), denotado por Indf(X"), de ¥" como sendo o
méximo das dimensoes de subespagos vetoriais onde @)y é negativa definida.

Apresentaremos agora uma limitacao inferir para o indice de Morse de hipersu-
perficies f-minimas no espaco Euclidiano com peso para o caso nao compacto sem bordo

Teorema 1 e Teorema 2 e para o caso compacto de bordo livre Teorema 3 e Teorema 4.

Teorema 1. Seja X" uma hipersuperficie f-minima completa nao compacta sem bordo

possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (R, gean, €/ dvean), com funcao

peso f radial (f = f(|x|?)) satisfazendo
f// S O
Entao, se ¥ nao € totalmente geodésica, Indp(X") > n + 1.

Demonstragio. Considere uma base de R"*! formada pelos campos coordenados {e; }7=}
e definamos as fungoes u; = (r,e1),...,u, = (x,€e,), U1 = (x,€,:1), onde = denota o
campo posicao da hipersuperficie ¥". As funcgoes u; sao as fungoes coordenadas de 3"
e formam um subespaco U = {uq,..., Uup, Up11} de C¥(X) de dim(U) = n + 1, vamos
provar que )5 ¢ estritamente negativa sobre U. Para cada i € {1,--- ,n+ 1}, o operador

f-estabilidade das fungoes aplicado a u; é: (veja [27])
Lyu; = (—4f"(z, N)* + |A")u;,
portanto
Q(us,u;) = — /E(—4f”<x, N)? + |AP)uiday.

Consideremos agora a sequéncia de fungoes de corte ¢;(z) = n(@), j > 1 como

definidas no prova do Teorema 5. Aplicando o Corolario 3.1.9 para a fungao ¢;u; temos
Qr(djui, pju;) = —/ OFuiLyu; — |V ¢ uiday
b

= —/ ¢§uiLfUidaf+/ IVT¢;|2ulda;  (3.50)
B3;(p)

B3;(p)\BF (p)

—/ uiqul-daf+/ uiday, (3.51)
B3;(p) B3 (p)\B7 (p)

IN
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onde sz (p) denota a bola geodésica intrinseca de ¥ de raio j centrada em p. Como X

possui crescimento de volume polinomial, temos que, quando j — oo
/ (z,e;)*da; — 0. (3.52)
B3 (»)\B (p)

Tomando j suficientemente grande e utilizando o Lema 1, mais especificamente a identi-
dade (3.31), decorre que

Q(djui, djui) < —/ u; Lyuiday (3.53)
B3;(p)

= —/ (—4f"(x,N)* + |A]*)uiday. (3.54)
B3 (p)

Desse modo, se ¥" é nao totalmente geodésica e f” < 0 temos )y < 0 para cada
¢, de onde concluimos que Indf(X") > n + 1. ]

Teorema 2. Seja X" uma hipersuperficie f-minima completa nao compacta sem bordo
possuindo crescimento de volume polinomial imersa em (R, gean, €/ dvean), com funcao
peso f radial (f = f(|x|?)) satisfazendo

ff'<o0ef’<o.
Entao, se ¥ nao € totalmente geodésica, Indf(X") > n + 2.

Demonstragao. Do Teorema 1 ja sabemos que se f” <0 Indf(X) > n + 1. Consideremos
agora o subespaco vetorial V C C®(X) gerado pelas fungoes {u, ..., ups1, 1} de dim(V) =

n+ 2, vamos provar que () ¢ negativa sobre V. Uma funcao ® € V pode ser escrita como

n+1 n+1

o = Zciui +c= <x,Zciei) +c.
i=1

i=1

E possivel escolher b € R e ¢ € R de modo que & = (x,b) + ¢. Observemos que
Li(e) = (=2f" = 4f"(x, N)?)c + |Al*c. Substituindo ® na forma quadratica Q; e usando
a mesma construcao da passagem anterior onde foi utilizado a funcao de corte, pelo fato

de Y possuir crescimento de volume polinomial, temos que, quando 7 — oo

/ ((2,b) + ¢)*da; — 0, (3.55)
B3 (p)\B7 (p)
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tomando j suficientemente grande temos, portanto, que

Qr(®,®) = —/ L Dday

B35 (p)

= —/ O ((—4f"(x, NY2 + [AP) (2, b) + (=2f — 4f"(x, N))e + | A?c) day
BZ.(p)

= —/ (—=4f"(x, N)* + |A])®* — 2cf'(z,b) — 2¢* f'day
B3 (p)

= —/ (—4f"(x, N)? +|A|)®? — 26 f'day.
B3 (p)

Onde usamos o fato de que Ay (x,b) = 2f'(x,b) e ¥ nao possui bordo, assim,
pelo Teorema da divergéncia temos que fz Agy(z,b)day = 0. Assim, podemos concluir,
portanto que, se ¥" é nao totalmente geodésica, e se f' <0 e f” <0, entao Inds(X") >

n + 2, encerrando a prova do Teorema. O

Teorema 3. Seja X" uma hipersuperficie f-minima de bordo livre na bola Euclidiana

unitdria B" em (R"™ gean, €/ dvean), com fungdo peso f radial (f = f(|x|?)) satisfazendo
f// S O

Entao, se ¥ nao € totalmente geodésica, Indf(X") > n + 1.

Demonstracao. Como na prova do Teorema 1, considere {ei};‘jll uma base de R**! ¢
definimos o subespacgo vetorial Y C C*(X) gerado pelas fungoes {us, ..., Uy, Uy11}, com
u; = (x,e;) para cada ¢ € {1,...,n + 1}, dim(Ud) = n + 1. Vamos provar que Qs ¢é
estritamente negativa sobre Y. Para cada ¢ € {1,--- ,n + 1}, o operador f-estabilidade

das fungoes aplicado a u; é: (veja [27])

qui = (—4f”<$, N>2 + |A|2)u1’

e (em 0Y)

(9u,-
ov

= <€iay> = <€7;,1'> = Uy,
portanto
Qy(us,u;) = —/(—4f”<a:, N)? + |AP)uiday.
by

Desse modo, se ¥" é nao totalmente geodésica e f” < 0 temos )y < 0 para cada

u;, de onde concluimos que Ind;(X") > n + 1. ]
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Teorema 4. Seja X" uma hipersuperficie f-minima de bordo livre na bola Euclidiana

unitdria B™ em (R, goan, €/ dvean), com funcio peso f radial (f = f(|x|?)) satisfazendo
f<0ef’<o.
Entao, se ¥ nao € totalmente geodésica, Indf(X") > n + 2.

Demonstracao. Como na prova do Teorema 2 consideremos o subespaco vetorial V C
C>(X) gerado pelas funcoes {uq, ..., u,11,1}, vamos provar que Q5 é negativa definida

sobre V. Uma funcao ® € V pode ser escrita como

n+1 n+1

o = ch-ui +c= <x,ZCiei) +c.
=1 =1

E possivel escolher b € R™ e ¢ € R de modo que ® = (x,b) + c. Observemos que
Lg(c) = (=2f" — 4f"(x,N)?)c + |A>c e ¢ = 0. Substituindo ® na forma quadrética Q;

resulta
Qs (D, ®) = —/¢qu>daf+/ d(®, — A?Pd)ds;
b ox

= = [P NP+ AP )+ (228 = 4" N+ ARe) day

+ / —c®dsy
ox

= — /(—4f”(:U,N>2 + |A]*)®* — 2¢f'(z,b) — 2¢* f'day +/ —c(x,b) — *ds;
>

ox
T / (—4f"(x, N)? + [AP)®? — 26 f'da; / dsy,
P

ox

onde usamos o fato de que Ayx(x,b) = 2f'(z,b) e pelo Teorema da divergéncia, como
Y # 0 e ¥ é de bordo livre (ou seja © = v em 9%), temos que [, Ays(x,byday =
f ox{®,b)dsy. Assim, podemos concluir que, se X" é nao totalmente geodésica, e se f' <0

e f” <0, entdao Indf(X") > n + 2, encerrando a prova do Teorema 4. O
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Capitulo 4

Nao existencia de subvariedades
minimas de bordo livre em uma bola

conforme

Denotaremos nesta se¢ao por V a derivada covariante no espago ambiente (M™, g),
enquanto que V denotars a derivada covariante no espaco ambiente (M"™,§), com g = e*g.
Além disso, quando se tratar do espago Euclidiano, M™ = R" usaremos V := De g := (,)
a derivada covariante usual e a métrica canonica de R", respectivamente.

Seja XF — Q" C (M™, ) uma subvariedade minima de bordo livre. Consideremos
a forma quadrética Q definida no fibrado normal de ¥, como segue (conferir Proposigao
(2.3.3))

QX X) = [ X sy R Xe0) — (A X0 — [ A% X0, (4.)
) %
para todo X € X(X)*, onde Ry é o tensor curvatura de Riemann em relacio a métrica

g, e tjf’gg denota o traco em XF com respeito a métrica g, explicitamente
tragRa (X, X, ") Zg )X, E)),

onde {E;}*_, é uma base local ortonormal de ¥* com respeito a métrica §, A é a segunda
forma fundamental de X*, com respeito a métrica §, dada por fl(Z, Y) = (@ZY)L, para
todo Z,Y € X(X) e A% § a segunda forma fundamental de Q", com respeito a métrica g,
dada por A%(Z,Y) = (V,Y)*, paratodo Z,Y € X(99). Como I é uma hipersuperficie
em M", fica bem definido, na métrica §, um campo normal unitério N, o qual orientaremos
para fora de 9. A condicao de bordo livre implica que, em 9%, temos que N = 7, onde

7 é o campo conormal de ¥, nessas condicoes, sao equivalentes:
A®(ZY)=A"(Z,)Y)=§(VzY,N) = —§(VzN,Y) = —§(V i, Y) (4.2)
Voltando a forma quadrética @, em (4.1), definindo os integrandos em ¥ e 9%
respectivamente por ¢~ (X, X) e ¢°%(X, X), temos
QE(X? X) = |€J—X|g2} - {TE@RM(X7 " X7 ) - |§(A7 X)|52}7
VX, X) = —A"(X X).
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Com essa terminologia, podemos escrever Q(X, X) como

Q(X, X) ::/EQ‘E(X,X)dd+/82 (X, X)ds.

Considerando que § é conforme a uma métrica g em M", ou seja, § = e,
nosso objetivo é expressar Q(X , X), para todo X € X(X)*, em termos do correspondente

operador Q(X, X) com respeito amétrica g, definido por

QIX,X) = /|VLX]§—trg,g(RM(X,.,X7.)_|g(A,X)\§da—/ A%(X, X)ds,
b ox

= /qE(X,X)da+/ ¢°*(X, X)ds.
by ox

A proposicao a ser apresentada encontrasse demonstrada em Franz-Trinca (2023),
[16] apenas acrescentaremos o termo do bordo de ¥, uma vez que estamos interessados em
subvaridades minimas de bordo livre. Tal resultado, permite relacionar explicitamente ¢
e ¢~ em temos da métrica conforme. Fazemos a ressalva que neste contexto X* ¢ minima

com respeito a métrica g.

Proposigao 4.0.1 (Franz-Trinca (2023), [16] - Corolario 4.5). Seja (M™, g) uma varie-
dade Riemanniana munida da métrica g e consideremos a mudanca conforme g = e2'g.
Considerando que XF é uma subvariedade minima de bordo livre em Q™ C (M™, g), entdo,

para todo X € X(X)* € vdlido que

(X, X) = ¢FX, X)e ™ — |VTu]3|X|36_2“ + k Hess u(X, X)e " +
+E[Vul2| X 2" 4 divg(Vu) | X [2e ",

P*(X,X) = —A"(X,X)
onde X = e "X,
Demonstra¢ao. Demonstrado em [16], Corolério 4.5. O

A proposigao a seguir ja é um resultado sabido e encontrasse em Schoen (2006),
[34]. A utilidade deste resultado é tratar do termo ¢* que aparece na Proposicao 4.0.1,
ou seja, da forma quadratica na métrica original. E importante notarmos que XF é
minima com respeito apenas a métrica §, assim, para ¢~, temos que X¥ é apenas uma
subavarieade. Recordemos, inclusive, que da Proposi¢ao 2.5.3 que as curvaturas média H

e H se relacionam da seguinte forma
H = ®H + k(Vu)™.

Como estamos interessados em uma ambiente conforme ao ambiente Euclidiano,

ou seja, R™ munido da métrica § = e*(,), vamos calcular o trago ¢~ em (R, (,))
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em relacdo a uma base sem assumir minimalidade de ¥*. Este resultado encontra-se
em uma passagem do Teorema 2.2 em [34], assumindo a minimalidade. Desta maneira,

apresentaremos a demonstracao para enfatizar a independéncia da minimalidade de X*,

Proposigao 4.0.2. Seja ¥F uma subvariedade de (R™,(,)). Entdo, o trago de ¢*

relagao a uma base ortonormal {E;}_; de R™ é dado por
trq” Zq (B EH) =0.

Demonstragdo. Seja {FE;}"_, uma base ortonormal de R" e seja X; = Ei a projecio
normal em relacdo a X*. Dessa forma, cada X; pode ser tomando como campo variacional.

Para o caso Euclidiano ¢* ¢ dado por
°(X, X) = [D* X2 = DT X[,
para X € X(X)L, pois Regn = 0 e Y8 _ (Deej, X)? = S8 (DI X, DI X)? = |DTX].

Observemos inicialmente que > [D*X;? e >, |[D" X;|? independem da base ortonor-

7,7=1

mal escolhida.

Vamos assumir uma base {E1, ..., E,} em R" de modo que {E, ..., E} sao tan-
gentes a ¥¥ em algum ponto, digamos p € ¥*. Se {vy,...,v;} formam uma base orto-
normal local tangente a ¥* préximo de p com v; = E; neste ponto, para i € {1,...,k},

definimos entdo, préximo de p, os campos X; € X(X)* por

k
Xi = Ez — Z<EZ, Ua>U

a=1
Tomando outra base local ortonormal {UB}EZI em p € ¥* de modo que (Dvﬂvoé)T =0,e

derivando derivando X; em relacao a vz temos

k
DvBXi - _Z[<EiaDvgva>’Ua+<Eiava>Dvﬂ’Ua]
a=1

k
- S OUBL D+ (B D)

notemos, portanto, que

T _ L.
D] X; = Z (Ei, Dy,
Dj;?X’L = - Z Ezava Uou
assim
n n k k

> IDEXP Z|D Xil” =Y 3> ((Ei, va) Dy va, (i, va) Dy, va)
i=1 =1 =
a=1

1 i=1 =1 a=1
ko k
= DD IDyul* = AP

B=1
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e
n n k k
Y IDTX)? = Z 1D, Xil> = > ) (B, Dy, va)va, (Ei, Dy va)va)
=1 i=1 ,8 1 i=1 =1 a=1
= Z 1Dy, val” = A%,
B=1 a=1
provando assim a proposicao. ]

Considerando agora ¥¥ sendo uma subvariade minima de (R", § = e%*(,)), quere-

mos determinar o trago de ¢=. O resultado ¢ similar a Franz-Trinca (2023) [16].

Teorema 4.0.3. Seja XF uma subvariedade minima de (R™, g = €2“(,)), entdo
Z (EL EY) = —Kge(Z,ND) + k| VYiul?e2,
% 1 2 —2u
= —Kw(Z,ND) + Z|H]?e™,
onde {E,}'_, ¢ qualquer base ortonormal de (R™,§) e Kgn(2, NX) € a notagio para

n

Kgn(Z,NY) : Kgn(E;, E,),

IIM;r

onde {E3}"_, ¢ uma base ortonormal local de (R",§) tal que os primeiros k termos for-

mam uma base ortonormal local de 3F.

Observacao 4.0.4. Observemos que

k
Kgn (3, NY) Z Z Kpn (B, E,) = Z g (Ren(Ey, E,)E;, E,.).

=1 r=k+1

Como Rgn € um tensor, isso prova que [N(RTL(Z,NE) nao depende da escolha da base
{Eﬁ}g:r

Demonstragio. Considere em (R™, e?%(,)) um referencial ortonormal {FE,}”_, de modo
que E, é tangente a ¥ em um ponto p para todo o € {1,...,k}. Consideremos agora
um referencial ortonormal local adaptado {é,}"_, em p € XF tal que, em p, temos que é,
é tangente a ¥* para todo o € {1,...,k} e &, é normal a 3F para todo a € {k+1,...,n},
além disso, em p, temos que E,(p) = &,(p) para todo o. Desse modo, temos que E' (p) =
éi(p) e BEX(p)=0vparaic {1,....k} e El(p)=0e EX(p) =¢, parar € {k+1,...,n}.

Consideremos ainda os respectivos campos correspondentes na métrica g: E, = e“FE, e
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e = e"é,. Portanto no ponto p vale que
Z (E+, EHe* = Zq EX EX) — (n—K)|V'ul* + k(n — k)| Vul|?

+ (n—k)dive(Vu) +k Y Hessu(E,, E,)
r=k+1

Y T(Ey Ep)e = —(n— RVl + k(n — &)Vl

a=1

+ (n—k)dive(Vu) + k Z Hessu(E,, E,),
r=k+1

onde foi usado a Proposicao (4.0.1) e a Proposicao (4.0.2).

Por outro lado, pela Proposicao (2.5.2) item #ii), temos que

k n k n
> Con (B3, B)e™ = > Y Kee(Ey, E,)e?
i=1 r=k+1 =1 r=k+1
k n
= > Y Kpe(EyE)+ (n—E)|V ul + EViul> = k(n —
=1 r=k+1

—(n —k)divg(Vu) — k Z Hessu(E,, E,)
r=k+1

= (n—k)|Vul® +KkV+ul® - k(n — k)|Vul?

—(n —k)divg(Vu) — k Zn: Hessu(E,, E,)

r=k+1

de onde segue que
> (Bx, Bx) = —Kan (2, NE) + k| Ve

A dltima igualdade segue do fato de que kV1tu = H, Proposigao (2.5.3), pois X*

¢ minima com respeito a métrica g, e portanto, H = 0. O]

Com as mesmas notagoes da segao (2.5), consideremos em R™ uma bola B™(0,rg)
centrada na origem, com raio Euclidiano rg > 0 e bordo dB"™ suave munida da métrica
conforme § = €?“(,) e uma imersido isométrica ¥ — (B",g), com int(X*) C int(B")
e 0¥ C 9B™. Além disso, vamos supor que u(x) = u(|z|?), u : B"(0,rg) — R, para
alguma fungao suave u definida em I = [0,73). Nesse contexto, estamos interessados em
subvariedades minima de bordo livre, ou seja, quando o vetor curvatura média de ¥ é
identicamente nulo, H = 0, e X* intersecta B ortogonalmente. A condicao de bordo
livre implica que, em 8%, temos que N = 7, onde N é o campo normal unitdrio de 9B

apontando para fora e 7 é o conormal de ¥¥ sendo N = e~ %z /rp.

k)| Vul|?
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Proposicao 4.0.5. Seja X% uma subvariedade minima de bordo livre em B™(0,7g) C
(R", g = e*(,)), entdo

n

Zﬁz (B E2) = = X A (EL EQ),
r=k+1
= —(n—k)

1+ 2u/(rd)r

rped)

onde {E,Y'_, ¢ qualquer base ortonormal de (R™,§).

Demonstragio. Como na demonstragao do Teorema 4.0.3, considere em (R™, e*(,)) um
referencial ortonormal {E,}"_, e, em um ponto p € Zk, um referencial ortonormal local
adaptado {é,}"_, com a € {1,. ke E+1,. ..,n} de modo que E; (p) = &(p)
e EXp) =0e EX(p) = ¢, e E,nT ( ) = 0, bem como os respectivos campos correspondes
na métrica (,): E, = elE, ee,=clé,.

Observemos que em 0%, da Proposicao (2.5.2), temos
I(Ve By v) = §(Vpi By + By (wEy + By (wEy — g(Ey, By)Vu, ),

Lv=—Laeque Vu=2u(|z|*)x e que E}: é tangente
e“(TR) “(TR)

TRE

Lembrando que v =

a 9B™(0,rg) temos que
g(@EéEi,m = gV EJ_EL (Ei,Ei)VU, v)
= e "Vpa{e "B 7) — 20D ()
9V BE,7) — 267D (1)
= D (Vi EE) - 20 (1}
_ e—u(r@{ — A% (EL ED) - 2U’(rﬁ)m}7

é facil observar que

1+ 2u'(rd)rd

§(Vp B 0) = — . (4.3)

& rre’ %)
portanto, passando a soma no ponto p encerra-se a demonstragao. ]
Observagao 4.0.6. Definindo | a fungdo I(|z]*) = 1 + 2u'(|z|?)|z|?, observemos que

1(0) =1 > 0. Portanto, por continuidade, existe rg > 0 de modo que l(|z|*) > 0 para todo

|z|> < rd. Assim, desta observacio e da equacio (4.3) este mesmo g € tal que
n
DA (B Ey) <0
a=1

Daqui em diante assumiremos sempre este raio.
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Teorema 9. Seja B"(0,rr) C (R™, § = €*gean) uma bola conforme de raio Euclidiano

rr, centrada na origem, com u(z) = u(|z|?), em que u(|x|?) satisfaz
Z) U// - [UI]Q Z 0’
ii) —u"|z|? —u' > 0.

Entao, para n — k > 2, nao existe k-subvariedade minima de bordo livre estdvel em
Bn(O,TR).

Demonstragdo. Seja ¥* uma subvariedade minima de bordo livre em B C (R", g =
e®(,)) e seja {E;}¥_, um referencial local ortonormal de ¥* com respeito a métrica
Euclidiana. Para todo i # j € {1,...,k}, usando a Proposi¢do 2.5.2 (iii), podemos

escrever

¢ Kgn (E;, B;) = Kgn(Ey, Bj) + Ei(u)? + Ej(u)* — |Vu|* — Hess u(F;, E;) — Hess u(E;, E;)(4.4)

Somando sobre os indices i # j € {1,...,k}, a expressao anterior fica
koo k
ey Kpn(Ei Ej) = Y Kpe(Ei, Ej) +2(k — 1)V uf* — k(k — 1)|Vul® — 2(k — 1) divs(Vu)
ij=1 ij=1

= 20k — 1)|VTul? — k(k — 1)|Vaul? — 2(k — 1) divs (V).

Multiplicando por e*=2" e integrando sobre ¥ com respeito a métrica (, ), obtemos

k k
/ > Kp(E; Ej)da = / > Kzn(E;, Ej)e*da
=1 =1
= / [2(k — )|V ul]® = k(k — 1)|Vu|?] e*=2udg +
b
—2(k — 1)/dng(Vu)e(k_2)“da.
)

Pelo Teorema da divergéncia e pela definicao de curvatura média, para um campo

qualquer Z € X(R"™) podemos escrever

/EdivE(Z)da— /@E(ZT,VMS— /E(H, Z)da,

portanto, tomando Z = e*~2Vu e usando a minimalidade de ©* na métrica § (Proposicao
(2.5.3)) obtemos que

[ = [ T 9
b (X)) b

—(k — 2)/ IV T u?e=2 g,
s
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Usando o resultado anterior obtemos
/ Z (Ei,Ej)da = (k—1)(k— 2)/ |V Tuf?e 2 dq
i#j=1 z
+ k(k— 1)/ (V4AuPe™2uda — 2(k — 1)/ (e®=2ugy T v)ds.
by )

Observemos que no bordo de ¥¥ é vélido

<e(k—2)uVuT,y> = k=2u(lzl*) <2U/(|$|2)$T7£>
R
= 20/ (1r3)rge Rk

As hipéteses i) e ii) do Teorema 7 implicam que «’ < 0, o que produz

/ Z K(E;, E;)da > k(k — 1) /|viu|2 (k=2)uqq (4.5)

i#j=1

Combinando a Proposi¢ao (4.0.1), o Teorema (4.0.3) e a desigualdade (4.5) obtemos fi-

nalmente que

rQ* = / trg>da — / trg®>ds
b )Y

:/ —Kgn (8, ND) + k|VEul2e2da — / flaB"(Ei,Ei)dé

r=k+1

< / Z Z Kgn(E;, E,) Z Kgn(E;, E; da—/ Z AP (EL ELyds

=1 r=k+1 'L;é] 1 r=k+1

Pela Observacao (4.0.6) sabemos que o integrando no bordo é negativo, portanto,
nos concentraremos nas curvaturas seccionais. Vamos escrever a curvatura seccional Kgn
em funcao da métrica conforme. Considere E;, i = 1,2, vetores que geram um plano
m C T,R™ na métrica g com g(Ei, Ej) = §;;. Assim, para E; = e“E; temos (Ei, E;) = 0;j.

Usando a Proposigao (2.5.2) (iii) para a mudanga conforme na curvatura obtemos
Ran (By, By)(w) = 4 f ([ = ") (0, B + (@, B5)?) =/ — [/l }

Passando a soma temos

Z Z (r,E,)?) = (n— k)| > + kla™" 2,

i=1 r=k+1

portanto

> KBk

_ 46—%{ ()2 = ") ((n — B)|2T[2 + k|t 2) — k(n — k) (o + []2|z]?) }
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Por outro lado,

k

> (@ B+ (x, By)*) =2(k — D] (4.6)
i#j=1
produzindo
k
S K(E,Ej) = —%{qq2—w3ﬂk—nuﬂ2—mk—m@/+m?mm}.
i#j=1

O que implica

x5
¢H
g
=

(Ehgg:a%—%{(m?-w32uw2—k(w+{wﬁmﬁ)}

Portanto,

n

k
E: l%E)+EL—§:KwE%E)

k+1 i#j=1
(W] = ") ((n = )2+ Kl [2) = k(o — ) (o + [?lal?) |
( / 2‘$T‘2 k (u/ + [u/]2’$‘2) }

_gu{
%{
de™ ([ ){ BT+ ket - 2)eT )
Qﬂw+ u@{ km—k—n}
1e72 (W2 = ") {k(n — k= V)]l = k(n — k = 1|}
de2 (WP =) { + (0= )" + kot - 202"}
2ﬂw+ Plef|{ = k(n -k = 1)}
(W =) { = k(n =k = Dl + (0 = W)l T2 + kla*2 = 2027}
(]

){(n—k—UuF}

2“[1/—1— ]{—k’(n—k—l)}
2“( ) [( k(n —Fk — 1)+(n—k—2))|azT|2—k(n—k—2)|xL|2}
2“( \x!Q u) [k(n—k— 1)]3&\2]

* k3%
A

/—/A ~ —
= —de [P —ud"|[(mk+1)(n—k—2)—k) |z > —k(n — k — 2) |z"|?]

" 7\

—de [ —u" |z’ — '] [%(n —k — 13|;1:]2}

—2u

—2u

Para n — k > 2 temos que (%) é negativo, (xx) é nao positivo e (x * x) é positivo,
combinando com as hipdteses i) e i) do Teorema 7 temos que a ultima igualdade é nao

positiva, encerrando a demonstracao do Teorema 7. O
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Capitulo 5

Critérios de nao estabilidade para
hipersuperficies CMC em uma bola

conforme

Nesta secao estudaremos dois critérios de nao estabilidade para hipersuperficies
de curvatura média constante, hipersuperficies CMC, imersas em um ambiente conforme
ao espaco Kuclidiano. O primeiro critério é relativo a hipersuperficies capilares, hiper-
superficies CMC que intersectam o dominio em um angulo constante § € (0,7), é uma
generalizacao do seguinte resultado de Li-Xiong (2014) [26] para o ambiente Euclidiano:

Se o centro de massa do corpo generalizado envolvido pela hipersuperficie capilar
imersa e a parte molhada da esfera estd localizado na origem, entdo a hipersuperficie nao
¢ estavel.

O resultado de Li-Xiong (2014) [26] foi provado para o caso Euclidiano, a principal
ferramenta utilizada foi um certo campo de Killing conforme. Nesta tese, usaremos as
mesmas ferramentas e seguiremos os mesmos passos da prova adaptando para uma certa
métrica conforme.

Um critério de nao estabilidade (para hipersuperficies de curvatura média constante
que preservao volume) é inspirado em outro resultado de de H. Li e C. Xiong (2016) [27],
cujo o espaco ambiente sao certas classes de variedades com peso. O resultado diz que

Se as componentes do campo normal de uma hipersuperficie capilar possui média
zero, entao a hipersuperficie nao € estdvel.

Com as mesmas notacoes e defini¢oes da se¢ao 2.5, consideremos uma bola Euclidi-
ana B! com raio rg > 0 e bordo dB""! suave munida da métrica conforme § = e*'(,) e
uma imersao isométrica 3" — (B"! ), com int(X") C int(B""!) e 0¥ C dB™"!. Nesse
contexto, estamos interessados quando X" é uma hipersuperficie capilar (ou imersao ca-
pilar) ou seja, quando possui curvatura média, denotada por H, constante (CMC) e 3"
intersecta B™ em um angulo constante 6 € (0, 7). Quando o angulo de contato é /2,
ou seja, X" intersecta B™"! ortogonalmente, dizemos que X" é CMC de bordo livre.

Denotaremos respectivamente por V, A e V2 a derivada covariante, o laplaciano

e o hessiano no espago ambiente (M"*1 g), enquanto que V¥, Ay e V% denotard a
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derivada covariante, o laplaciano e o hessiano da imersao X", respectivamente. Além
disso, denotaremos por D, Agr e D? a derivada covariante, o laplaciano e o hessiano,
todas no sentido usual, do espaco Euclidiano R"*!, respectivamente.

Antes de inciar a construcao das ferramentas a serem usadas neste trabalho, apre-
sentaremos sucintamente a exploragdo de um campo de Killing conforme (o qual serd
adaptado neste trabalho) o qual ji foi largamente utilizado nos trabalhos de Li-Xiong
(2014) [26], Li-Xiong (2016) [27], Wang-Xia (2019) [44] para produzir fungoes teste.

Considere um campo vetorial constante £ € R"*! e o campo Xp definido por
Xpg = (z,E)x — 5 (1+ |z|*) E. Nao é dificil observar que Xp é um campo de Killing
conforme (com fator conforme (z, E)) e Xg|ypn+1 ) ¢ tangente a OB(0). Considerando
uma imersdo capilar na bola Euclidiana unitaria ¥" — B"(0), podemos obtemos a

seguinte formula do tipo Minkowski

/(a: + cosON, E)da = —/ H(XEg, N)da.
) b
Basta fazer observar que

divy (X)) = n(z, E) + nH(Xg, N),

e integrar ambos os membros, usar em seguida o teorema da divergéncia.
Esta férmula do tipo Minkowski é muito importante pois fornece para cada campo
vetorial constante £/ € R uma “funcao teste” que possui média zero sobre X7, expli-

citamente:
¢p = (x + cosdN, E) + H(Xg, N),

satisfazendo a condicao de média zero:

/@mza
>

Além disso, se X" possui curvatura média constante temos

Voor = qog, em 0¥
Asop + |AP¢r = (AP —nH?) (z,E), em &

A funcao ¢p é importante, pois quando substituimos ¢z na formula da segunda
variacao do funcional energia (Equacao (2.17)) o termo de bordo se anula e o termo
(JA]? — nH?) fica em evidéncia. Observamos que essas boas propriedades provem da
propriedades do campo Xpg. Para mais aplicagoes deste campo sugerimos consultar a Ob-
servagao 3.1 em Wang-Xia (2019) [44], onde é feito referéncia sobre um sério de trabalhos
os quais fizeram uso explicitamente deste campo.

Neste tese faremos uma adaptacao do campo Xg para o ambiente conformemente
Euclidiano. Para cada vetor constante £ € R™*! defina o campo vetorial Xz em X(M)

fazendo

1
Xp = e | (z, Bz — 3 (Jz]* +r}) E| . (5.1)
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O campo Xg possui as seguintes propriedades:
Lema 2. i) Xg é um Campo de Killing conforme em X(M) com fung¢do potencial Vg
(Lx.G = 2VE§) ou seja, dado um referencial local {F;}!*" em T,M para todo p € T,M

s = 2 . .
n+1
onde denotamos
div; (X
Vi = % = e“(rﬂ%)@:, E) + (Xg, Dh). (5.2)
n

i1) Xg|agnt1 € um campo vetorial tangente a OB™ L. Em particular
J(Xg, N) oz = 0.

Demonstragao. Proposicao 3.1 de [44] (caso Euclidiano) combinada com Proposicao 2.2.4
(mudanca da fungao potencial de um campo de Killing conforme sobre uma mudanca

conforme da métrica). O

Proposigao 5.0.1. Considere uma imersdo isométrica X" — B"™ C (M™! g) tal que
X" intersecta OB™ em um dngulo constante igual a 0 € (0,7) possuindo bordo OB™*!

umbilico em M. Entdo, v € uma direcao principal 0% em X". Em particular
V,N = —A(v,v)v.
Demonstracio. E suficiente provar que VY € T,(0%), com p € 92, A(Y,v) = 0. De fato
A(Y,v) = 17 (—@yN, V)
= g (ﬁyu, N>

(213) e (2:19) g (@y (—sendN + cos ) , cos N + sen QD)
= —sen? 0§ <@yN, D) + cos? 6§ (@yﬂ, N)
= g (?YN , D)
— — A% (Y, D) =0,

onde usamos que # é constante, 7 e N sao vetores unitérios e 9B"*! ¢ umbilico. n

5.1 Nao estabilidade de hipersuperficies capilares

Considere um vetor constante £ € R""! definimos a funcio ¢p como sendo a

componente normal campo de Killig conforme X sobre a hipersuperficie X" — B"™!, ou
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seja

Observe que a funcao ¢g nao é necessariamente uma funcao teste, pois, em geral,
nao possui média zero sobre ¥". Substituindo ¢g na formula da segunda variagao do

funcional energia temos

E"(op) = — /2 opLogpda + . ¢E (B, — qoE) ds,

onde
L = As + |A> + Ric(N)
¢ 1
_ 9B (5, -
q= sen@A (7,v) 4+ cot A (v,v) .

Lema 3. Considere uma imersio isométrica X" — (B"™, €?“(,)) tal que X" intersecta
IB™ em um dangulo constante igual a 6 € (0,7). Seja Xg o campo de Killing conforme

como definido em (5.1) entdo, ao longo de 0¥ vale

V,i(Xg,N) = qj(Xg,N),

onde
q= LAE’B(D V) 4 cot 0A (v, v)
sen 6 ’ o
Demonstracao. Demonstracao encontra-se no Apéndice A. O

Sera fundamental neste trabalho determinar o laplaciono da fungao ¢, que consiste
da componente normal (em relagdo a imersao X") do campo de Killing conforme (5.1).
Tal laplaciano é conhecido da literatura. Apresentaremos esse resultado via Proposicao
2.2.5.

Proposigao 5.1.1. Considere uma imersao isométrica ¥* — (M1, ). Seja X um

campo de Killing conforme com fator conforme V. Entao ao longo de X" wvale
As§(X,N) = —(Ric(N) + |[A])G(X,N) —nHV —ng(X,VH) —nVyV.
Em particular, se X ¢ CMC' temos
Lj(X,N)=—nVyV —nHV.

Demonstracao. Proposicao 2.2.5 reescrita. O
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Considerando o Lema 3 e a proposi¢ao 5.1.1, podemos substituir ¢ na formula da

segunda variacao do funcional energia, produzindo
&"(0x) =n | §(Xe, ) (FwVe + HVi) da
)
Para estudar £"(¢g), definimos a seguinte forma quadrética

Q (E1, Ey) :n/

%

§ (X, N) (VV, + HVy, ) da, (5.3)

para todo E;, B, € S". Denote por {F;}!"] a base canénica de vetores de R™*!. Assim,

temos o seguinte lema apresentado a seguir.

Lema 4. Considere uma hipersuperficie de curvatura média constante ¥ — (B™T1 e*(.))
tal que X" intersecta OB™ em um dangulo constante igual a 6 € (0,7) com u(x) = u(|x|?)

satisfazendo
0 <" <[u)? comu <0.
Entao a forma quadrdtica Q, como definida em (5.3), possui as sequintes propriedades
a) Q € simétrica.

b) trQ = 1 Q(Ei, E;) < 0 com a igualdade se e somente se |z| = const. em X",

ou seja, a norma de x € constante na métrica Euclidiana sobre ™.

Demonstracao. (a) Primeiramente provemos que () é simétrica. Note que o fato de @ ser

definida como
Q(Er, By) = — / b, Lo, di,
>

temos pela Identidade de Green que

QUE, Ey) = /E b L, di + /8 05, [05.], = [0r), 05) d5

Pelo Lema 3 temos que (¢g,), = ¢¢g,, ¢ = 1,2. Anulando assim o termos do bordo

e portanto

Q(Er, Er) = Q(Ea, En).

(b) Calculemos agora o traco de (). Primeiramente, observemos que se X é um
Campo de Killing Conforme com fungao potencial V' e Z é um campo unitério §(Z, Z) = 1,

entao

ZWV)§(X,Z) = § (@Z{VX},Z) — V2 (5.4)
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De fato,
= VAG(vX,2)} -V (V2X,2) - V§ (X, Vz2)
- (@Z{VX}, Z> n (VX, @ZZ) Vi j (VX, WZ)
= §(VAVX}Z) - V2

Usando a Equagao (5.4), calculemos agora o trago de Q.

n+1

tr(Q) = ZQ(Ei,Eo

n+1
- —/Zé(XEHN)LQ(XE“N)dé
Y=

n+1

. /E ; §(Xp,, N) (= Vis, = Vi, ) da

n+1 n+1

= n/ > VaVE§ (Xp, N)+ Y HVgj(Xg, N)da
=1 i=1

n+1 n+1 n+1

- n/ >3 (@NVEiXEi,N> Y Vi + > Hj(VeXg, N)da
Y i=1 =1 =1
_ n+1 n+1 n+1
= n/ﬁ(VNZVEiXEZ.,N)—ZVEZ +HG( D Ve X, N)da.  (5.5)
> i= i= =
NS 1 ~~ v 1 / 1
1 17 117

Observemos que

Ve, = ez, )+ (Xg, Du)
1
= D (y E) + <€u<r§> [(x,E¢>$ -5 (|z|* +r3) EZ] ,2u’x>
— e“(’"ﬂ%)@, E;) + e )y (\x!Q — Tﬂ%) (Ej, )
— oulrd) [1 + (’QZP _ TH%)] (E;, z). (5.6)
Calculo de 11
n+1 n+1
Z Vi = 262“("112%) [+ (|z]* = rﬁ)f (E;,x)?
i=1 i=1
n+1

Z Vgi = (R <1 + 2/ (|:c|2 — rﬂé) + [u')? (|x\2 — rﬂi)2> |z|?.
i—1
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Fazendo uso da passagem (5.6) temos , calculo de I11

n+1 n+1

S Ve Xe = 3 e (1o (Jaf? - r2)] (Bl (eum@ [@,Em_%(murﬁ) ED
=1

=1

= 2u(r®) [T+ (|z]* —r})] (\x|2 ! (]x\Q +7p) x)
1

= D 14 (|of —r})] (5 (e —r3) )
= %egu(rﬂ%) <|:1:|2 — g+ (Jz]* - r]ﬁ)Q) .
Célculo de I

- ~ 1
VnVe,Xp, = Vi {562“(’“]1%) <‘x|2 — 3+ (|x|2 — r§)2> 3:}

— %eQU(”ﬁ){Q(yg, N) + (N, Du') (|z]> — TR) + 4 (|2 — 1) (=, N)}

1 )
+ {262“ ") (]a:\2 —rp+u (Jz]* —13) ) }VON
= %eQU(Tﬂ%){Q + 20" (|z)* - rﬁ)Q + 4 (Jz* = r3) }(x, N)z
1 2
+ {262“ ") <|Jc|2 —rp+u (Jz)* —r3) ) }%N.
Substituindo I, IT e 111 em (5.5), temos

1 2
tr(Q) = n/Hg <§e2u(7’m) <|I|2—T§+u'(|x|2—rﬁ)2> x,N) da
>
1
+ n/ g (562“(Tﬂ%){2+2u" (|=|? —7’32{)2 + 4 (|2 — r3) }(x, N}x,N) da
>
1
+ n/f]( 20 (|22 —r2 + o (|z> = r VNN)dd
L ({5e® (IeP =l (2P = 12)°) W
— [ (1 2 (ol = 12) + W (ol = 12)°) o
Portanto,
1
tr(Q) = n/(Hg(x,N)—IrVo) 500 (Jaf? =1} +0/ (jal? =13)") da (5.7)
>
+ n/eQu(Tﬂ%){l+2u/(|x|2—r§) +u”(|x|2—rﬂzg)2 }6_2“§ (z, N)*da
>
2u(r2) / 2 2 n2 2 2\2 | _—2u=~ ~
= [ L o (o =)+ W (ol = 12)° e (o)
>

Vamos analisar separadamente o integrando de (5.7). Primeiramente, definiremos
a funcdo W, = e i) <|x|2 — 73 +u (Jx]* — TR)2>, além disso, notemos que U, se anula
em 0%, ou seja, Wa|gy = 0. Assim, o integrando de (5.7) fica escrito simplesmente por
(nHg(x,N) +nlp) Us.
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Na métrica conforme § = () o laplaciano de 3 (z,z) em X" ¢ dado por
1 ~ 2 ~ ~ >
Agég(x,x) =nVy +nVoHg(z,N)+g (V Vo,x) )

Para ver isto, determinemos V*1§ (z,z) e facamos div§ (V3§ (z,z)). Primeira-

mente, observemos que VY € T,M, com p € M, temos

%%g (z,2) = § (@Yx,x) — §(VoY,x) = § (Y, Vox), (5.8)

onde usamos o fato de que Vyz = VY [Lema 2.5.9 parte )|, portanto, @%f] (x,z) = Vpz.

Assim temos

Vi) = (30 <w>)T

1
Vzag(x,ac) = Voxr—g(Vox,N)N
1. -
Vzﬁg(:v,x) = W@—-g(x, N)N). (5.9)

Agora, determinaremos o divergente de VE%Q (x,z) em X" com relagdo a métrica

g. Para tanto, tomemos um referencial local ortonormal {E;};", em T,%, com p € ¥ e

facamos

n

. 1. /e .
iy (Vo)) = (Vi - NN 5)
1

= §(VVo,2) +nVE +nVoHg (z, N),

(]

como queriamos demonstrar.

Lembremos que Vy(x) = 1 + (z, Dh), portanto, V5(0) = 1 > 0, assim, por conti-
nuidade, existe ry tal que Vp > 0 Vz € B,;. Vamos supor que rg < 7 para garantir que
sempre vale Vj > 0. Agora observemos que

g (V*Vo,z) g (Vi)

nVo+nHg(z,N) = v + v +nVo+nHg(x,N)
0 0
1

A (=3 (V*Vo,2) + 3 (V*Vo,z) +nVy +nVoHg (z,N))
0

*

0

1
—§ (V*Vp, ) +A25g (z,2)] . (5.10)
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Usando (5.10) em (5.7), temos
1 v
(5.7) = / (—g (V*Vo, ) + Ax=g (x,x)) —Zda
> 2 Vo
Wy

~ 1. U,
-9 (VEVE), fB) 70 + Az§g (x,7) dea
v,

Y 1 1 Y
= v r2 g~ - F2 g ~ DI T2 ~
o (VVire) Yodi+ [ {29@,@} Us /Eg(v L (e.2).V v>d“

0 L, Yo 0

I
T—— i U —

—3 (V™Vp, z) %da —~ /Eg (Vzég (z,7), %VZ%‘%%VE%) da
— —§ (V*Vy, ) %da—/zg@xég(x,x),v?/o%)da+/2g(v2%§(x,x),%;%>c
= —g (V*Vy, z) \Ijvjdd — /Efl (Vzéé (z,2), V‘E/O%) da + /Eg} (a:, %:VO) da (5.1
- - [a(vyaen. T )@ (5.1

onde usamos que V*1j (z,z) =V, (z — g (z, N) N) na passagem (5.11).

Denotaremos por D* o gradiente de um campo tangente a X em relacao a métrica
Euclidiana (,). Relativamente a métrica conforme § = €2“(,), como j4 estabelecido, N
¢ o campo normal unitario a ™. Nao é dificil observar que N continua sendo normal
a X" em relagao a métrica Euclidiana (), porém deixa de ser unitério da métrica ().
Definindo N = ¢“N, temos que, na métrica Euclidiana, N é normal a X" (por construgao)

e N é unitdrio, pois
(N,N) = (¢“N,e*N) = e**(N,N) = §(N,N) = 1.
Calculemos agora D*1|z|*. Observe que VY € R™*! ¢ vélido que
DY%|x|2 = (Dyz,x) = (Y, x),

portanto Di|z|> = z. Desse modo

1 1, 5\
D¥jleP = (D)

2
= z—(z,N)N
= x— (r,e"N)e"N
= z—g(z,N)N, (5.13)

e por (5.9) conseguimos escrever

1. 1
Vz§g (r,z) = VODE§|:E|2. (5.14)
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Lembrando que V|z|? = e~2D|z|> = 2e~2*z (pois, sob uma mudanca conforme é
vélido que Vf = e 2“Df para uma funcdo f € C>°(R)"t!), temos

VU, = V=i <|x]2 —rg+u (|z]* = r§)2>
eQu(Tﬂ%){Qe_z“x + (|z]* = T§)2 e 2u"x +u' (|z|* — rd) 46_2“1’}
= e2ulrR) (1 +2u (|2 —rg) +u” (|2 — r§)2> e 2y,
dai,
Vi, = (ﬁ%)T

— VO, - (VI N) N

— {62“(7”112&) (1 +2u (J2* —rg) +u” (|z]* — Tﬁ)2> 6_2“} {r—g(x,N)N},
portanto, por (5.13)

VD, = {62“%@ (1 +2u' (|2 = r2) + o (Jof? — r§)2> 6—2“} DE%L?;F. (5.15)

Portanto, usando (5.14), (5.15) e (5.12), temos que (5.7) fica
1 1
(5.7) = / 2ulrs) (1 +2u (|z* = rg) + u” (|z]* = rﬁ)2> e 2 (DE§|CB|2, D25|x|2) da
s

1 2
- / 08 (14 20 (|of? =) + " (jaf* = 13)°) ‘DE§!:C|2
P

da.

Finalmente,

2

9 1 B
tr(Q) = - / e2ulrs) <1 + 2u/ (|3:]2 — ri) +u” (|3:]2 — rf{)2> ‘Dz§|xl2 da
Z A S

—l—n/ 2u(r8) (1 +2u (J* = r3) + " (2> = rﬂ%)2> e 2 (x,N)*da
>

J

> e g (v, 2)da.

2

Como por hipétese temos que u” < [u']?, com u' < 0 e na bola B""! vale que

|z|*> < rZ, entao 0 < A < B. Portanto

2

1
tr(Q) < —/ e2u(r) (1 +2u (|a* = r§) + u” (|z]* = r§)2> ‘Dximz da
Z NS >

A

2

tr(Q) da.

IN

et [ 4ol
> 2
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Assim,

2

1
tr(Q) < _@2U<T§>/A‘D25|x|2 da <0,
P

portanto tr(Q) = 0 se e somente se || = const. em 3". O

Teorema 10. Seja X" — (B"*, €*“(,)) uma hipersuperficie capilar e W" a parte

molhada de OB™, com u(x) = u(|z|?) satisfazendo
0 <" <[W)?, comu <0.

Denote por T a regiao generalizada envolvida por ¥ e W™. Se T™F! ¢ simétrico em

relacao a origem entao, X" nao € estdvel.

Demonstracao. Pelo Lema 4 () possui pelo menos um autovalor negativo. Por outro lado,

n+1

=1

0 que por integragao implica

/E¢Edd = /Eg(XE»N)dd
= /Tdiv§ (Xp) dﬁ—/g(XE,N) da

Q
_ (n+1)/VEd17.
T

Em geral fz ¢pda # 0 (basta tomar hiperplano passando pela origem com campo
normal N = F), o que significa que ¢r nao é uma fungao teste. No entanto, sob a
hipdtese de T' ser simétrico em relacao a origem temos que fT Vedv = 0 para todo E € S”

(justificativa anédloga a passagem (1.14)), e assim

/¢Edé=(n+1)/VEd6:OVEES".
s T

Escolhendo F como o autovetor correspondente ao autovalor negativo de (), temos
que &" (¢p) = Q(F,E) < 0, o que implica que 3™ nao é estavel. Completando a prova
do Teorema 8. ]
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5.2 Nao estabilidade de hipersuperficies de bordo

livre

Nesta secao, investigaremos outro critério de nao estabilidade para hipersuperficies
de curvatura média constante que possuem bordo livre em uma bola conforme a bola Eu-
clidiana. Mais especificamente, provaremos o Teorema 9 que usa uma hipdtese sobre o
campo normal N da hipersuperficie X" — (B;“‘R“7 e?u(, )) como critério de nao estabili-
dade para uma determinada métrica conforme.

Considere um campo vetorial constante £ € R, Na métrica Euclidiana, E é

um campo de Killing, ou seja,
(DxE,Y)+ (DyE,X) =0,

por outro lado, na métrica conforme g = e¢**(,), E é um campo de Killing conforme com

fator conforme Vi,
g (?XE, Y> n (@YE, X) — V(X Y),
onde Vi = E(h) = 2u/(z, E) (Basta utilizar a Proposicao 2.2.4).

Definamos agora a fungdo ¢r como sendo ¢r = §(F,N), da Proposigao 5.1.1

temos
Lo = —nVnVig — nHVp.

Aplicando a funcao ¢g na segunda variacao do funcional area A” e usando a mesma

ideia da passagem (5.4), obtemos

965
ov
G(E,N) (—8§ (aEV’ N) A%85 (E, N)> ds

A(dp) = / —bi(Adp + (nRic(N, N) + |AP)ép)da + /8¢>E< —A%E) 05

- n/ G(E,N) (@NVE+HVE) dd+/
by ox

- n/g(E,N) VnVe +§(E,N)HVgda +
>

+/{Eg (E,N) (w — A% (E, N)) ds

Usando a identidade (5.4), ou seja
§(E,N)VVi = N (Vi) (B, N) = 3 (Va{VeXe}, N) - V2
temos, portanto que

A(6x) = n [ Ho(VeEN) +5 (Vx{ViE),N) - Vida +
b
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Tomando um referencial ortonormal {F;}7 ! em R"*! para cadai € {1,--- ,n+1}
os campos E; possuem fator conforme Vg = V;. Fazendo agora ¢; = ¢p, para todo
i€ {l,---,n+1} e passando a soma temos

n+1 n+1 n+1 na1
> A¢) = n/Hf? <ZVEN) +9 (W{Z%E},N) - vPda
= . =1 i=1 i=1
1 a n+1 . ) - n+1 i ,
b (S ) - S g s

=1 =1

Observemos que

n+1 n+1
Y ViE; = Y 2u/(zx,E)E; = 2u'x
=1 =1

n+1

@N{ Z ViEZ-} = 4u"{x, N)z + 2u'VoN
i—1

n+1 n+1
DV = (e B = A Plel
i=1 i=1

n+1 n+1

S G(ELN? = S E, NN E,N) = &

i=1 i=1

Usando a condicao de bordo livre, no bordo da bola temos que v = x /rRe“(’”ﬂ%),

obtemos
10 2u/ |z |2e?" >
5@627‘ = v(u)e®™ =2u' (v, z)e*" = oD = 2u/rgetl®).
Portanto,

n+1
Y Al) = n/ /' HG (x, N) + § (4u" (z, N)x + 2u'VoN, N) — 4[u?|z|*da
b))

=1

+ / 2/ rre™R) — A9B2ulrR) g3
ox

_ /{an (x,N)+nV0}2u’dd+4n/
b

g e_Qh{u”f] (z, N)* — [u']%§ (z,z) }dd

J/

-~

1

+ /2u'rRe“(rﬂ2%)—AaBe%(Tﬁ)d& (5.16)
o%

Vamos analisar separadamente I. Definamos W3 = 2u’ e observemos que (passagem

(5.10))

1

1
nVo+nHg(z,N) = A —Q(V%,x)+A§§(x,x)
0
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Portanto, I fica

1 \\
:/ G (Ve x)+ ALg(m)) Lda
. 2 Vo

. Uy 1. Uy
_ 23 A -3
[ ~0(VVoa) aa+ [ Agite.e) e
N (1. 1 Uy . 1. s
= (VV, z —da—i—/ —g(x,x —ds—/ (V— x,x),V— )da
/2 —0(VVo.7) 1 . _29( )_VVo X 59 (@,2), v
- 1. 1 oy . 1. VWV —UsVIG\
= (VV,x —d&—l—/ —g(x,x —ds—/ (V— x,x), )da
/Z —9(VVo,2) 37 . _29( )_VV0 X 59 (@, 2) V2
(1. 1 oy . . s
= / (VV, —da+/ —g(z,x) —ds—/g(x,V\Ilg)—g(x,V%) —da (5.17)
> oz L2 1, s Vo
1
= / {5 } —ds—/g(x,vlllg)dd, (5.18)
)

onde usamos que V3 (z,z) = Vo (2 — g (2, N) N) na passagem (5.17). Lembrando que

VU; = e 2"DUs = e 2" D2/ = e~ 244/ 2, temos

VIl = (v\y?))T

Portanto,

§(x,VUs) = g(z,e " (x—g(z,N)N))
= e M (§(z,2) — §(z, N)z) : (5.19)

Além disso, o integrando sobre o bordo em (5.18) fica

1 L 2u’ 2u' g
L) B v 2L 2 2@ D) o eutrd), (5.20)
v Vo rret(i)

Substituindo (5.19) e (5.20) em (5.16), obtemos

HZHA"(QZSZ-) = /E—e_zhélu" (§(z,2) — g (z, N)2) da + 4n/ e_Qh{u”g (z, N)? — [u)%G (x, ) }dd

i=1 )

X / QUITReu(TH%)dg‘I‘/ QUITRGH(TD%) —AaBeZU(Tﬂ%)dg
oy [)))

= —4/26_2}%"{@ (z,x) — § (2, N)? }dd + 4n/26_2h{u"§ (z, N)* — [u1%§ (z,z) }dd

+ / A rget R — A9B2u(R) g3,
ox
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uw! (r2)r2 . N
Recordando que na bola BQR“ temos que A% = Lt2u (7 )rg (conferir Apéndice A

TReu(rR)
Equagao (A.1)), entao
1,.2 ,2u(r?
A/ rRetR) — A9B2u(R) durge™® i — A%Beulri)

rrev(R)

_ 200 2eMOR et APB2u(r})
rRe“(rﬂ%) rRe“(Tﬂ%) TRe“(’”ﬂ%)

u 1”2

_ . 2e2u(rz) + 262u(rﬂ2§) 1+ 2UI(TI%R>TI%R . A6B62u(rﬁ)
TReu(T]}%) TRGU(TD%)
262u(rﬂ2§) OB 5

= - + A9B2ulri)
rrev("R)

i)

=" <0.

Usando as hipoteses i) e i) temos

%Aﬂ(@) = —4/26_2“u”{§(x,35) —§(z,N)? }dd

=1

+4n/ze_2h{u”§] (z, N)* — [u')%§ (x, x) }d&

2u(r2)
+ / _20TT | poneutd) gz
oy

rret(T®)

< 0,

completando assim a prova do Teorema 11.
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Capitulo 6

Estabilidade de hipersuperficies

CMC em uma bola conforme

O objetivo deste Capitulo é investigar a estabilidade de hipersuperficies de cur-
vatura média constante em uma bola B*! de um ambiente M diferente de R, H"*+!
e S"*!. Assumiremos que o ambiente é conforme ao espaco Euclidiano, ou seja, M :=
(B"*1 g), onde g = e**(,) com u(x) = u(|z|?) e B"™! denotando a bola Euclidiana de raio
a > 0 centrada na origem. Dessa forma, g ¢ uma métrica conforme com fator conforme
radialmente simétrico. Serd seguido as mesmas ideias utilizadas no trabalho de Wang-Xia
(2019) [44] que classificaram as hipersuperficies CMC capilares estaveis em uma bola nas
formas espaciais. Algumas adaptacoes ja tiveram éxito como a exibicao de um Campo de

Killing conforme tangente 0B, , constru¢ao da Formula de Minkowski, necessaria para a

TR
obtencao de uma funcao teste, a derivada da fungao teste na direcao do campo conormal
restrita ao bordo. Para completar todas as ideias resta explicitar o Jacobi da funcao de

uma certa fungao.

6.1 Estabilidade de hipersuperficies minimas de

bordo livre

Lema 5. (Formula de Minkowski). Considere a imersio isométrica X" — B C
(Br+1) e2u( ), tal que X" intersecta OB,, ortogonalmente (ou seja, no bordo vale N L
N = _mefw = —v). Seja Xg o campo de Killing conforme como definido em (5.1)
entao,

/nVE+nH§(XE,N)dEL: 0
2
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Demonstracao. Seja {E;}", um referencial local ortonormal em ¥". Observe que

I(VeXp, E) = §(Ve (Xg—§(Xg, N)N),E;)
= §(VEXa. Ej) — §(Xa, N)§(Vi,N, E))
= Vigij + 9(Xg, N)Ay;

Tomando o traco e integrando sobre >", temos

/ nVg +nH§(Xg,N)da = [ div(X%)da
)

T

§(XE,v)ds
>

= 9(Xp — §(Xp, N)N, N)d3
>

I
S~

I
o
<

I

pois X" é de bordo livre e X E’E)BTR ¢ tangente em 0B,,. O

Lema 6. (Derivadas na direcao do vetor normal ao bordo). Considere a imersao X" —»
Bt (Bt (), tal que X" intersecta OB,, ortogonalmente (ou seja, no bordo vale

N1N=—-—2=—v) Seja Xy o campo de Killing conforme como definido em (5.1)

r eu(rﬁ)
entao, ao longo de 0% vale que

@ZIVE = AaBTR VE)
@Vg (XEvN) = ABBTRg (XEvN) )
onde AP ¢ a curvatura principal de OB, .

Demonstracao. Demonstracao encontra-se no Apéendice B. O

Observacao 6.1.1. Observamos que os Lemas 2, 5 e 6 dependem apenas da métrica
conforme g possuir fator radial (u(z) = u(|z|?)), ndo sendo necessdrio, portanto, que as
curvaturas seccionais sejam constantes. Acreditamos que essas proposicoes sejam uteis no

estudo de hipersuperficies CMC' de bordo livre em dominios conformes a bola Fuclidiana

Para continuar as adaptagoes de Wang-Xia (2019) [44] para o caso conforme seria

necessario que a funcao Vg satisfizesse
LV = |A|*Ve + nHV N Vg (6.1)

Para garantir a validade da Identidade (6.1), uma primeira tentativa, por exemplo,

seria pedir a hipétese que a métrica g fosse Einstein (além das formas espaciais, nao
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temos exemplos de métricas conformes a métrica Euclidiana possuindo fator conforme
radialmente simétrico e que seja Einstein). Nesse caso terfamos que Vp € M e X, Y € T,M
S

n—+1

Ric(X,Y)(p) =

9(X,Y)(p)-

Como n 4+ 1 > 3 temos que a curvatura escalar S é constante. Além disso, para
um campo de Killing conforme X com funcao potencial V' (Zxg = 2V §) em uma métrica
Einstein temos que V satisfaz Vp € M e U/ W € T,M

VAV (U, W)(p) = —%VREC(U, W) (p). (6.2)

Portanto, usando a definigdo de operador estabilidade L (ver (2.21)) e a Equacao
(6.2), obtemos
LVy = AVp—V?Vg(N,N)+nHV Vg + |APVg + Ric(N, N)Vg
1~ 1 ~ ~ ~
= ——SVp+ EVERic(N, N) 4+ nHV yVg + |A*Vg + Ric(N, N) Vg
n

1 ~ 1 - ~ -
= —E(TL + 1)R1C<N, N)VE + EVERIC(N, N) + TLHVNVE + |A|2VE + RiC(N, N)VE

Porém, um Teorema devido a Escobar (1990) [14] (Teorema 2.1) classifica as
métricas conformes a bola Euclidiana que possuem curvatura escalar S constante, sendo
essencialmente as formas espaciais, voltando assim ao caso ja demonstrado por Wang-Xia
(2019) [44]. Disso, concluimos que a métrica § conforme a métrica Euclidiana nao poder
possuir curvatura escalar S constante.

Uma outra possibilidade é buscar por métricas que satisfacam a identidade, Vp €

MeX,)Y e T,M
AVEg(X,Y)(p) — V2VE(X,Y)(p) + VeRic(X,Y)(p) = 0,
pois, aplicando em N temos
AVp — V?Vg(N, N) 4 VgRic(N, N) = 0, (6.3)

o que implica que, usando a definigao de operador estabilidade L (ver (2.21)) e a Equagao

(6.3)
LVy = AVp—V?Vg(N,N)+nHV Vg + |A*Vg 4+ Ric(N, N)Vg
= —Ric(N, N)Vg +nHVNVg + |A]*VE + Ric(N, N)Vg
= |APVg +nHV Vg

Assumindo que a métrica satisfaga (6.3) sintetizamos os principais resultados para

a funcao teste pp na seguinte proposicao
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Lema 7. (Assumindo (6.3) apenas para determinar LVg ). Considere a imersdao isométrica
X" — Bt (BRt, e*(,)), tal que X" intersecta OB,, ortogonalmente. Para cada

E € R™ considere a fungdo op : ¥ — R definida por
vp(x) =nVy+nHj(Xg,N). (6.4)
Entao ¢ satisfaz
/ opda = 0, (6.5)
V.,og — AgBer = 0. (6.6)
Se, além disso, X" possui curvatura média H constante, entao pg satisfaz
Lyp = (]A|2 — nH2) Ve (6.7)

Demonstracao. As identidades (6.5) e (6.6) seguem diretamente do Lema 5 e Lema 6,
respectivamente. Se a curvaturma média H de ¥" é constante, entdao (6.7) segue de (6.3)

e da Proposicao 5.1.1 pois ,

Log = n <|A|2VE n nH@NVE) +nH (—nHVE - n@NVE)
Lop = n(|AP —nH?) V.

Teorema 12. Seja X" — BN C (B, €*(,)) wma hipersuperficie minima de bordo

livre estdvel com a métrica § satisfazendo
AVEg — 62VE + VER~IC =0. (68)
Entao, X" deve ser totalmente geodésica.

Demonstrag¢ao. Da segunda variagao do funcional area (Equagao (2.17)) para uma hiper-

superficie minima de bordo livre, tomando uma funcao teste oy = Vg, obtemos que

A(oppe) = [ —en(Bson+ (RicN) +1AP)oeda + [ enl(ep), - app)ds 20
by o%
= - / n*Va|Al*da > 0
b
) 2
= — / n? (e“(TR)@,E) + (XE,Dh)) |Al*da > 0
by
_ / 22D (o ) (1 4+ o (o) (| — 12))? | Al*da > 0,
b
de onde concluimos que X" ¢ totalmente geodésica. O]

Observacao 6.1.2. Ainda ndao temos exemplos de tais métricas.
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6.2 Estabilidade de superficies CMC capilar

Seja E um vetor constante em R3. Considere o campo de Killing V' em R? definido

por
V=xANE,

que ¢é induzido por rotacoes de R?® em torno de E. Considerando a métrica conforme
g = e*(,), como V é Killing em R? (demonstragao pode ser consultada em Pereira

(2018) [36]) segue que £ g = 20g para o = f 4+ V (h). Mais precisamente
o= f+V(u@) = (Vh,V)=2u(z[*) (z,V) = 2(|2") (z,2 A E) = 0,

isto é, V também é um campo de Killing na métrica g. Definimos agora a fungao v :
¥2 — R por
v(z) = §(V, N), (6.9)

onde N é o campo normal unitério de ¥2.

Proposigao 6.2.1. Considere wma imersao isométrica ¥* — By C (B3, g) tal que
Y2 intersecta OBy, em um angulo constante igual a 6 € (0,7). Seja a fungdio v(z) =
g(x NE,N) como definida em (6.9). Entdo:

Lv=0, em %, (6.10)
e
Vv = qu, em 0%, (6.11)
onde .
q= mAaBm(ﬂ, ) + cot 0A (v,v).

Demonstracao. Pela Proposicao 2.4 a funcao v satisfaz
Aso+ (Rie(N, N) + 4P ) v =0,
provando assim (6.10). Para a identidade (6.11) consultar Apéndice D. O

Em vista disso, é possivel adaptar as ideias de Ros-Vergasta (1995) [39] e provar
que se uma superficie 3> — B2 C (B?, €*(,)) capilar é estavel e possui género zero,

entao é rotacionalmente simétrica.

Teorema 13. Seja X* — B,, C (B?, €**(,)) uma superficie CMC' de bordo livre estdvel
possuindo género 0. Entdo X2 é uma superficie de rotacdo com eizo de rotagdo passando

pela origem.
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Demonstragdo. Basicamente, a ideia é tomar um ponto py € X% de modo que g(z,)?

atinge um minimo, definir a fungao 5(p) = g(z A N(p), Ny), onde Ny = N(pg) e A denota
o produto vetorial. Notar que 8(py) =0 e VA(po) = 0 e que 3 é Steklov-Jacobi

(6.12)

AB+ (nRic(N,N)+ |AP) =0 em X,
V,3=qB em OX.

Dai, vemos que $7(0) é um conjunto nodal. A continuagao da prova é verificar
que 3 = 0. Usando o Teorema de Gauss-Bonnet e o fato que o género de X2 ¢ igual a zero

conclui-se que ¥%\371(0) possui pelo menos trés componentes conexas. Assim definimos
a funcio f: X2 5 R

5 em 217
B=< aB em Yo, (6.13)
0 em Z\ (21 U 22) .

onde a € R ¢é tal que fz BdA = 0. Portanto vemos que S(B,B) = 0, como X2 é estavel,
segue analogamente ao Lema 1 de Ros-Vergasta (1995) [39] que que BN é um campo de

Jacobi e portanto
AB + (nRic(N,N) + |A]?) 3 = const. (6.14)

como [ se anula fora de »; U X5, segue do Teorema da Continuacao Unica para equagoes

elipticas que B = 0. Consequentemente 3 = 0. ]
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Capitulo 7

Indice de Morse de hipersuperficies
minimas de bordo livre em formas

espaciais

Neste Capitulo investigaremos o indice de Morse de superficies minimas de bordo
livre nas formas espaciais R?, H® e S*. Em seus trabalhos Fraser-Schoen (2016) [15]
obtiveram uma limitagao inferior para o indice de Morse de uma hipersuperficie (mais

genericamente subvariedade) minima de bordo livre em B"™! C R*1,

Teorema 7.0.1 (Fraser-Schoen [15] ). Seja X" uma hipersuperficie minima de bordo livre

em B C R™™ que ndo € o totalmente geodésica. Entio Ind(X) > n + 1.

Esse limitante, no entanto, nao é étimo, como mostra o seguinte Teorema obtido
independentemente por Tran (2020) [43], Smith-Zhou (2019) [41] e Devyver (2019) [12].

Teorema 7.0.2 (Tran [43], Smith-Zhou, [41], Devyver [12]). Toda superficie minima de
bordo livre na bola Euclidiana unitdria B> ou € o disco equatorial passando pela origem
(neste caso possui indice de Morse igual a 1) ou possui indice de Morse pelo menos 4.
Além disso, o indice de Morse do Catenoide Critico € 4, portanto, o limitante inferior é

atingido.

A seguinte Proposigao generaliza a Proposicao 3.1 de Frase-Schoen (2016) [15] e o
Lema 2.7 de Tran (2020) [43].
Lema 8. Seja X" — B""' wuma imersdo minima de bordo livre na bola Fuclidiana
unitdria. Fize um vetor constante E € R™ e defina Ng := (E,N). Entdo para toda
fungao u € C(X)* tal que Lu = 0 vale

Q(ua NE) = _n/ UNEda7

b

em particular
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Demonstragdo. Considere o campo Xp = (z, E)z — 3 (1+ |2]?) E e faca pp = (Xg, N).

O campo Xp é Killing conforme com fator conforme f = (E, ), além disso
1. Lpg = —n(E,N);
2. pplos = —(E,N);
3. %’;f = VE.

Usando u e pp na forma quadratica () temos

0
Qu,op) = —/aENE(a—Z—u)ds

= /NELuda—/ Ng (@—u)ds
p) % v

= —Q(u, NE>

Por outro lado,

Q(U, ¢E) = S(QOEa u)

= /nNEuda+/ u(aﬂ—goE) ds
p) % v

= / nNgruda.
b

Portanto

S(u, Ng) = —n/ uNgda.
>

]

O Lema 8 possui duas implicagbes importantes [que ja sdo sabidas da literatura).
A primeira é que para cada vetor constante £ € R"™!, Ny é uma direcao negativa para
a forma quadratica @) (Identidade (7.1)), onde N é o campo normal unitario de ¥". Em
geral Ng nao ¢ uma autofungao. Considere uma base ortonormal {E;}?_;, em R?, para
cada ¢ = 1,2,3, Ng, é Steklov-Jacobi com autovalores ¢;(L;) menores do que 1 para
o Catenoide Critico, formando uma base de diregoes negativas. Ja no caso do disco
equatorial Ng é constante e estd associada ao autovalor 0.

Para as formas espaciais obtivemos o seguinte resultado.
Teorema 14. Seja X2 — BfR C M3, onde M3 = R3, H? ou S®, uma superficie minima

de bordo livre ndo totalmente geodésica. Entao Ind(X) > 4.

Demonstracao. Para cada i € {1,2,3}, considere o campo de Killing conforme Xp, =
(z, i)z — 3 (1+ |z|*) E;, onde {E;}}; uma base ortogonal de R®. Definimos, assim,
Vi = Vg, Vi = 1,2,3 como sendo L, g = 2Vf,g, para cada i € {1,2,3}. Definimos

também V = span (Vi, Vo, V3, V4), onde V; é o fator conforme do campo posigao. Observe
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que cada V; é uma autofuncao de Steklov (Proposicao 2.2.4 para o caso minimo combinado
com o Lema 6) associada ao autovalor A%8= € {1, cothrg,cotrg} e Vy é uma autofuncao
associada ao autovalor —crge®?) € {0, tanh g, — tanrg}, (consultar Apéndice C). Além
disso, como X2 nao é totalmente geodésica, dimV = 4.

Para toda u € V nao identicamente nula, existe um vetor constante £ € R? e um
escalar d, com (|E|* +d > 0), tal que

UJ:VE—FdVb.

Tomando uma fungao u € V' e usando a desigualdade da estabilidade temos

Qu,u) = /—uLudEH—/ U (@—AaBTRu) ds
b 5> ov

= _ / V2 Al*da + / A (—che“(Tﬁ)d%—AaBmd%> ds
by ox

— _/‘/;2’A|2d&_/ (CTRQU(TD%)_i_AaBTR) d2‘/02d§<0,
by ox

de onde segue o resultado. O]

Teorema 15. Seja ¥* — BE C M7, onde M? = R?, H? ou S*, uma superficie minima
de bordo livre com indice de Morse igual a 4. Entao o primeiro autovalor de Steklov de
2, denotado por 6,(%?) € igual a A?Pr= € {1, cothrg, cotrg}.

Demonstracao. Primeiramente observamos que Y2 nao é totalmente geodésica, uma vez
que Ind(X) = 4 pelo Teorema 14.
Suponha, por contradi¢ao, que o primeiro autovalor de Steklov, denotado por &,

satisfaca, por exemplo, £ < A%P= e que u seja a autofuncdo associada a £, ou seja

Au+ncu = 0, em X,

ou

v

Seja {F;}?_; uma base ortogonal de M. e V = span (u, V1, Va, V3,V}), onde Vj é

o fator conforme do campo posicao. Observe que cada V; é uma autofuncao de Steklov

= &u, em 0.

associada ao autovalor A%8 ¢ {1, cothrg,cotrg} e Vi é uma autofungao associada ao
autovalor —crget(®) € {0,tanh g, —tanrg}. Além disso, como ¥? nao é totalmente
geodésica, dimV =5

Em seguida, mostraremos que Q(, ) é negativa definida em V. Para todo v € V
nao identicamente nulo, existe um vetor constante F € R? e escalares ¢, d (|E|*+c+d > 0)

tal que

v=Vg+cu+dV.
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Calculemos,

Qv,v) = /—vadd+/ <@+AaBrRU> vds
p) ox \ OV

= / —v?| AP da
5
—l—/ (ABBTR Ve + cfu — derge RV — A9Bre (Vg + cu+ dVo)) vds
%
= / —v?|A|*da +
s
+/ (AaBTR Ve + cu — dche“(’"ﬂ%)Vo — A8y — APy — A9Pm d%) vd§
ox
= / —v?|Al*da + / <c§u — derpe*" Vg — A%Pre ey — AaBTRdVb> vds
s %
= / —v?| A2 da + / <(§ — A% cu + (—cme“(rﬂ%) — AaBTR) dV0> vds
2 ox.
= / —?|Alda + / (§ = A7) cuVip + (—ere™™®) — A% ) AVyVipds
s %
+/ (5 — AaB"R) Au? + <—CTR6“(TH%<) — AaB’"R> cdVouds
ox.
+ / (& — APP=) cduVy + (—cheWn%) — ABBTR> d*Vyds
ox

- / —v?|A|*da +/ (& — A%Pr=) Pu? + <—CTRGU(T]§) - AaBTR> d*Vids
s %

< 0,

completando a demonstracao. O
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Capitulo 8

Classificacao via condicao de gap na

segunda forma fundamental

No presente Capitulo desta tese, classificaremos as hipersuperficies totalmente
geodésicas como as unicas hipersuperficies minimas que satisfazem uma certa condicao
sobre o quadrado da segunda forma fundamental quando intersectam a bola Euclidiana
unitdria B"*1(0,1) c (R"*! (-,-)) em uma angulo constante § € (0,7), Teorema 16,
bem como quando intersecam, também em um angulo constante, a bola Euclidiana de
raio rg, munida de uma métrica conforme a métrica Euclidiana, a saber, B""1(0,rg) C
(R™T! g = e*(,-)) em uma angulo constante § € (0, 7), onde u é uma fungao radialmente

simétrica, u(z) = u(|z|?), Teorema 17.

8.1 Classificacao de hipersuperficies minimas

capilares na bola Euclidiana unitaria

Para o ambiente Euclidiano (R™*!, (-, -)) denotaremos po V e A a derivada covari-
ante e o operador Laplaciano, respectivamente, com V = D sendo a derivada covariante
usual em R™*!. Denotaremos por V> e Ay, a derivada covariante e o operador Laplaciano,
respectivamente sobre a hipersuperficie ¥* — R, com V= = V' e Ax f = divy(V>f) para
fec=(x).

Apresentaremos na Proposicao a seguir algumas resultados que serao usados re-

correntemente.

Proposigao 8.1.1. Sejam X" — R™™ wma imersao isométrica e E € R™™ um vetor
constante, x e N o campo posicao e o campo normal unitario da a tmersao X", respecti-

vamente. As sequintes identidades sao vdlidas

AW v2 2] il o
Z) \Y% =T,
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vi) As(z,N) = (x,VH) —nH — |A]*(z, N).
Demonstragao. Consultar Wang-Xia (2019) [44] Proposigao 3.4. O
A Proposicao que apresentaremos adiante é conhecida para hipersuperficies de
curvatura média constante possuindo bordo livre, ou seja, X" intersecta o bordo de um
dominio Q"' ortogonalmente (§ = %), a qual foi demonstrada por Melo (2021) [29]. Nesta
tese, daremos a versao capilar deste resultado, ou seja quando " intersecta o bordo de

um dominio Q"' em um angulo constante 6 € (0, 7). Este resultado sera utilizada para

demonstrar o Teorema 14.

Proposigao 1.6.1. (Melo (2021) [29]-Estendido para versao capilar). Seja Q um dominio
em R"™ tal que 00 = F~(1), onde F : R™™ — R ¢ uma aplicagdo diferencidvel e 1 é
um valor reqular de F. Se ¥ — Q C R™! ¢ uma imersao CMC intersectando 2 em um
angulo constante 6 € (0,7), com 0¥ C 052 e p € C*(X), entdo

senf | |VF|pds = / gpAngcH—/(l — F)Aspda. (8.1)
ox s s

Demonstrag¢ao. Considerando ¢ e F' como nas hipdteses do Teorema, entao
/ o(VZF,v)ds = / divs (V¥ F)da
0% )

— /¢A2F+<v2¢,vEF>da, (8.2)
%

/ F(VZp,v)ds = / divs (FVZp)da
0% )

/ Aspds = / FAsp + (V¥F,V>¢)da. (8.3)
X X

Subtraindo (8.2) de (8.3) resulta

/ ©(V>F,v)ds = / gpAnga+/(1 — F)Axpda.
) ) )
No bordo de ¥", o integrando ¢(V F, v) pode ser escrito como
§0<VEF7V> = 90<VF_ <VF7N>N7V>
= ¢(VED)
= @(=|VFIN,v)
= senfp|VF|, onde foi usado (2.13),
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finalizando, assim, a demonstracao da Proposicao 1.6.1. O

Uma consequéncia interessante da Proposicao 1.6.1 é uma recuperagao da formula
de Minkowski apresentada em Wang-Xia (2019) [44], para hipersuperficies de curvatura
média constante que intersectam a bola unitaria Euclidiana em um angulo constante

0 € (0,m), a qual é dada por
/ (2 + cos ON, Elda — — / H (X, N)da. (8.4)
> 2

onde Xp = (z, E)x — 3(|z|* + 1)E, ¢ E € R™! ¢ um vetor fixado. Recomendamos rever

a construcao de (8.4) na introdugao do Capitulo 5.

Demonstragdio de (8.4). Substituindo ¢ = (E,z) e F = |z|* (dessa forma, observe que
F~! = 90B"1(0,1)) na Proposicao 8.1, resulta

senQ/aE \V|z|*|{E, z)ds = /E<E,{L‘>AE|ZL‘|2dCL + /2<1 — |z|*)Ax(E, z)da
sen9/822<E,x)ds = /E<E,x>(2(n+nH<x, N)))da
+/Z(1 — |z]*)(nH(E, N))da
sen@/m(E,x)ds = /En<E,x)+nH<XE,N>+<E,N>ana

senf | (E,z)ds — (E",v)ds = /n(E,x) +nH(Xpg, N)da,
>

0%
onde utilizamos a Proposicao 8.1.1 itens iii) e iv). Das Equagdes 2.13 e 2.14 podemos

escrever
sen((E, x)ds — (ET,v)) = — cosO(E, 1),
portanto, podemos escrever
—cos@/ (E,v)ds = /n(E,a:) +nH(Xg, N)da.
ox 2
A Identidade 3.8 de Wang-Xia (2019) [44] implica que
n/(E,N}da:/ (v, E)ds.
2 0%
Portanto,

—cosf | (E,v)ds = /n(E,x)—irnH(XE,N)da
ox s

—COSQﬂ/(E,N>da = /n(E,m>+nH<XE,N)da,
s s
Dali,

/(E,x+cos€N>da - —/H(XE,N>da,

s s

finalizando a demonstragao de (8.4). O
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No Teorema a seguir exploraremos as hipersuperficies minimas em R™™! que in-
tersectam a bola Euclidiana unitaria B"™(0,1) C (R™, (-,-)) em uma angulo constante
0 € (0,7), as quais também chamaremos simplesmente de hipersuperficies minimas capi-
lares. Mais precisamente classificaremos as hipersuperficies totalmente geodésicas como
sendo as unicas hipersuperficies minimas capilares que satisfazem uma certa condigao

sobre o quadrado da segunda forma fundamental.

Teorema 16. Seja X" — B"1(0,1) C R™™ uma imersdo minima tal que X" intersecta

OB™ em um dngulo constante 0, com 0 € (0,7). Suponha que para todo x € X" vale

A2
(ﬂ) (N, z)* > cos? b,

n

onde A € a sequnda forma fundamental de X", entdo X" € totalmente geodésica.

Demonstragdo. Tomando F' = |z|* e ¢ = (N, z)* — cos? § na Proposi¢ao 8.1, observando
que N = —z em dB""1(0,1) e (N, z) = cosf em 9% (por (2.13)), assim, ¢|ss = 0, decorre

que

0 = /2 (N, z)* — cos®0) Ag|z|*da + /2(1 — |z[*)As, ((N,z)? — cos®§) da
_ /E((N,x)Z—COSZG) 2nda+/2(1—|x|2) (—2(N, )2 AP + 2]VZ(N, 2)|) da

_ /n(N, 2)? — meos 9 — | ARN, 2)? + 22| AN, ) + (1 — )|V e da,
by
onde usamos a Proposigao 8.1.1 itens #i7) e vi). Resulta da tltima equagao que

0o > / n(N, :E)2 —ncos’l — \AP(N, .CE>2 + (1 - |a:]2)|VE<,0|2da.
5

Como por hipétese (#) (N,z)* > cos*0 para todo z € X", isso implica, por

tanto, que n(N, z)?> — ncos?§ — |A|*(N, z)? > 0, dessa maneira podemos obter
0 2 [(-1af)VPelda
>
0 > [ aP)Viefdaz o
>

o que implica que V*p = 0, ou seja ¢ é constante sobre ¥". Como ¢ = 0 em 0% entdo
(N,z)? — cos?§ = 0 em ¥", mas como sabemos também que (N, z) = cosf em 9% e X" é
conexa entao (N, x) = cosf em X",

Agora, se § # 7 a prova segue diretamente do item vi) da Proposicao 8.1.1, pois
A(N,z) = —|A*(N,z)
0 = |A*cosb,
o que implica que A = 0.

Quando ¢ = 7 temos que a (N, z) é identicamente nula, o que implica 3" ser um

cone, por regularidade, > deve ser totalmente geodésica. O
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8.2 Classificacao de hipersuperficies minimas

capilares em formas espaciais

Nesta secao apresentaremos uma versao do Teorema 14 para o espaco Hiperbdlico
H"*! (para o ambiente Esférico S"*! a demonstragao é semelhante). A técnica utilizada
na demonstracao serda de diferente do caso Euclidiano, nao fazendo uso da Proposicao
1.6.1, usaremos apenas uma identidade de Green.

Para o espaco Hiperbdlico utilizaremos o modelo de disco de Poincaré. Con Con-

2
sideremos u : [0,1) — R dada por u(t) = In (ﬁ) Assim, (B*!,§) é o espaco

hiperbélico H"*! modelado no disco de Poincaré.

Para o ambiente Euclidiano (R™*!, (-, -)) denotaremos po V e A a derivada covari-
ante e o operador Laplaciano, respectivamente, com V = D sendo a derivada covariante
usual em R"!. Denotaremos por V= e Ay, a derivada covariante e o operador Laplaciano,
respectivamente sobre a hipersuperficie " — R, com V> = V' e Ax f = divy (V> f) para
f € C®(X). Apresentaremos na Proposigao a seguir algumas resultados que serdo usados

recorrentemente.

Teorema 17.(Teorema 10 para formas espaciais). Seja X" — B;‘R“ C MM, onde,
M = R H ou S* uma imersao minima tal que 0% intersecta OB,, em um

angulo constante 0, com 0 € (0, 7). Suponha que para todo x € 3™ vale
(nVg' = cglz,x) = colAP?) g, N)? > cos® 8 (nVg — cg(, x)) , (8.5)

onde N(z) denota o vetor normal unitdrio em um ponto x € X", ¢ € curvatura seccional
2 , -~ e
de M1, co = e2R)r2 Vi € o fator conforme do campo posicdo x, A é a sequnda forma

fundamental de ™. Entao X" € totalmente geodésica.

Demonstracao. Pela Identidade de Green temos que

of _of

82.98” ay S? (86)

/ fAg — gAfda =
)

para toda f, g € C(X)*. Considere f = j(z, N)2—cos2f e g = €282 — §(x, x). Observe
que (Ver Apéndice C)

fls = 0
gls = 0

Ag = =2 (nV§—cg(z,z))
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Substituindo na Identidade de Green (8.6) temos

(§(z, N)? = cos®0) [=2 (nVy — cg(z,2))] da

/N
Q]

D2~ () ) [~2/APG(e, N +295(x, N)P] da

—
Nl

(z,N)? — cos’0) [nVy — cg(z, z)] da
0D | ARG (x, N)? + 3o, 2) | ARG (e, N)? + (208052 — 5o, 2)) [Vg(w, N)[*da

(z, N)? — cos?0) [nV§ — cg(z, z)] da

—~
N}l

282 A2z, N)? 4+ (ewﬂ?«)rﬂi — §(=, x)) Vg(x, N)|*da

+
T — T — T — T —

<nV02 —cg(x,z) — 62“(7”112%)7"]12{\%1|2> §(z, N)? = cos® 0 [nVy — cg(z, z)] da
[ (02 = e 0)) IV, V) P
s

e o resultado segue como no Teorema 14. O
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Apeéendice A
Prova do Lema 3

Lema 3. Considere uma imersio isométrica ¥ — (B"™, €2“(,)) tal que X" intersecta
OB™ em um dngulo constante igual a 0 € (0,7). Seja Xg o campo de Killing conforme

como definido em (5.1) entao, ao longo de 0% vale
ﬁl/g(XEJN) - qg(XE7N>7

onde

R STy
q= sené’A (0,0) + cot 0A (v,v).

Demonstracao. Primeiramente observemos que

14 2u/ (r2)r2 _ Vo
APPra (Y, Z) = —ﬁﬁf LY, 2) = — (Y. Z), (A1)
rre“\'R rre“\'R

onde Y, Z € X(0B,,), B,, é bola conforme de raio Euclidiano rg e 0B,, estd orientada na

Vo

direcdo de N. Justificando assim o abuso de notacao A%Pmw = Lembrando que em

TRE

0B,, vale que N = — i<r2>x e usando a defini¢ao de segunda forma fundamental temos
rge R

AP (v,2) = —5(VyN, 2)

~ 1
- o(e(ie) )
rre*\k

1 -
= — i (Vva. 2)
rret()
Vo .
= — (V. 2).

rret(®)

Agora determinemos g (X g, N) restrita ao bordo de X"

36 M)los = 3 (D (0Bl — 5 (o +13) B] )
= 0BG (3D (N, E)N ~ r2E, N)
= 13"V [§(N,E) g (N,N) - §(E,N)]
= Tée“(rﬂ%) [g (N, E) cos — g (F, N)}
= rﬁe“(@g (E, cos N — N)

= —sen Hrﬂie“(rﬂ%)g (E,p).
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Devemos provar entao que
Vi (Xg, N) = —qgsenfrie"®g(E,0).
Antes de seguir com os calculos, recordemos de alguns resultados que serao necessérios
1. Vyz = VY, YU € X(M)
2. Duh) = 2u'(|z|*)z
3. VyZ=DyZ+YW)Z+ Z(w)Y — (Y, Z)Du, VY, Z € (M)
4. Vf=e2DfVYf e C®(M)
Calculando a derivada de g (Xg, V) na direcao de v temos
Vg (X, N) = 5(VuXp,N) +5 (X5 VuN)
Primeiramente calculemos @,,X B

2 ~ ~ 1~ -
= i) (Vy(x, E)x + (z, E)V,x — §VV (|z|* +r3) E— T]QRVVE)

= %) (v, E)a + (2, E)Vov — (x,v)E — D,E + v(u)E + E(u)v — (v, E) Du)
= ¢ud) (v, Bz + (z, E)Vov — (z, V) E — r32u/(|z]*) ((v,2)E + (E,z)v — (v, E)x))
= —rpe®®) (v, EYN + (N, E)Vov — (N, ) E — 1220/ (|z|*) (v, NYE + (B, N)v — (v, E)N))
= —ppe?li) ([(v, E)YN — (N,v)E] (1 +rg2u/(|z]*)) + (N, E)v)
= —ppe?(i) ([(v, E)YN — (N,v)E] Vo + (N, E)v)
(V.x

Sabendo que V,N = —A>(v, v)v temos § <XE, \Y N) é igual a

= <“ QZEQZ—— ’13‘2+7’R)E:|7_A2<V7V>V>
— —AE (v,v)e" () (( E)g(z,v) — TR@ (E, V))

= — Ay, v)rie"®g (E,g(N,v)N -v)

= cot A% (v,1)§ (Xg, N) |oxs

Provando assim a proposicao. O
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Apendice B
Prova do Lema 6

Lema 6. (Derivadas na direcao do vetor normal ao bordo). Considere a imersao X" —
B C (Bt (), tal que X" intersecta OB,, ortogonalmente (ou seja, no bordo vale

NLIN=——2_=—v) Seja Xg o campo de Killing conforme como definido em (5.1)

rre"("R)
entdo, ao longo de 0% vale que

61,VE = ABBTR VE,
@V‘é (XEvN) = AaBng (XEvN) )
onde A%Pw ¢ a curvatura principal de 0B,

Demonstracao. Mostraremos primeiramente que V, Vg = A%Br= V5, em 0B, . Lembremos

que
Ve = e“"(z a) + (Xg, Dhu)
= e (e Dg(a, B) + §(Xu, Du) ).
além disso
Vilos,, = U (z EY = e 200 g(z, B) = e "D (z, E),
portanto
V,Ve = —2V,hVp + e 2 (e“ "V, §(z, E) + V,§(Xp, Du) )
= 2V, uVg + e 2 (e“(’"ﬂi)g(vyw E)+e* u(rg ( V., E E)+ f](@l,XE, Du) + §(Xg, @,,Du))
E)+

= =2V, uVp+ e "05(V,2, E) + e (2, V, E) + e §(V, Xz, Du)

+ _“(TR)Q(X @Vu)

(.

g
v

Célculo de ¢

Vou = v(u)
= 2u/(jz*) (v, 2)
= 2/ (|z]*)rge""® (v, v)
= 2/ (|z])rre"®e 2 G(v, v)
= 2u/(r)rge u(rg),



109

portanto
—2V,uVp = —4u/ (r3)rze 0D V.

Calculo de 71

c"DG(V,a, B) = e D1+ o (j2f)«*)g(v, B)

e_u(R]}%{)

= D il (1) o) (s, B)

_ v,

rRe“(Tﬂz%)

= AaBTR VE.

Célculo de 711

e gz, V,E) = e gz, D,E + v(u)E + E(u)v — (v, E)Du)
= Rz, B) (v, Du)
= (v, Dh)Vg
= 2u/(|z|*)e ' g(v, 2) Vi

= 20/ (rd)e R g Vg,
Célculo de v

6_2U(Tﬂ2{)g(@yXE7DU) = 6_2"(T§)§<@VXE72u/<|x|2)x>
= 20/ (rd)e e §(V, Xg, v)

= 2u'(r%)e_“(rﬂ2¥)rRVE.

Célculo de v

Pt

e (Xp, V,Du) = e DG(Xp, Y, (2u((2?) &+ 20/ (o) V)

= e RG(Xp, V, (20 (|2) N+ 20/ (J2*) (1 + o/ (J*) |2 )v)
=0
Observemos agora que v = 0, it + 1v = —1i, portanto ¢ + @ + i + 10 + v = i1 =

A9Br= V5, de onde segue a primeira parte.
A prova de @,,g(XE,N) = A% G(Xg, N) segue do Lema 3 para o caso bordo

livre, demonstrada no Apéndice A. O
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Apeéendice C
Demonstracao de identidades

Proposigao C.0.1. Considere uma imersao isométrica X" — M"™ ! .= (B!t g). Seja
Xg o campo de Killing conforme como definido em (5.1), N o campo normal de X" e x

o campo posicio em M"Y, entdo
i) Aj(z, N) = —(nRic(N,N) + |A]>)g(z, N) — nHVy — nj(z, VH) — nVxVp
ii) A§(Xp, N) = —(nRic(N,N) + |AP?)§(Xg, N) = nHV, — ng(Xg, VH) — nV Vg
i) A (w,2) = nVg +nVoHg (w,N) + (VVh, )

Proposigao C.0.2. Considere a imersio isométrica X" — M™ onde, M = R
H" ou S™*! de curvatura média constante. Para as funcoes Vi, Vi e o campo Xg como

definidos na Secao 3 vale
i) AVy = —ncVp +nHVyVy
i) AV = —ncVg + nHYV yVi
iii) Agle, N) = —|APg(e, N) — HV
) A§(Xg, N)=—(nc+ |A?)§(Xg, N) — HVg — nV Vg

Proposigao C.0.3. Considere a imersao CMC de bordo livre " — Bt € MM, onde,
Mt =R HY M oy S Para as fungoes Vi, Vi e o campo X como definidos na
Secao 3 wvale

Z) @VVE) = §<x> V) = g(% N) = —CTRGU(TH%)

it) V,Vp = A%V

iit) V,g(z,N) = —A%(v,v)g(z,v)

’iU) @VQ(XEv N) = AaBTle(XEv N)
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Apendice D

Prova da Proposicao 6.2.1

Proposigao D.0.1. Considere uma imersao isométrica ¥* — By C (B3, g) tal que

Y2 intersecta OBy, em um dngulo constante igual a 6 € (0,7). Seja a fungdio v(z) =
g(x ANE,N) como definida em (6.9). Entdo, no bordo 03? vale

onde

Vv = qu,

—— A% (1, D) + cot 0A (v, V) .

Demonstragdo. Considere a fungao v(z) = g (x A E, N), onde x é o vetor posigao, E € R3

¢ um vetor constante e N é o campo normal de ¥ e A denota o produto vetorial em R3.

Primeiramente observemos que

v@)lss = §(-ree" N A E,N)

= —rpe"®g (—sen b + cosN A E, N)
= senfrpe""®g (v A E,N).

Calculemos agora V,z A E.

@,,x/\E

Portanto

Vvg(xzANE,N) =

= DyaNE+vuzANE+ (xAE)(urv— (v,x A E)Du
= vAE+2ud{(z,v)x NE+2u{z,x N E)v —2u{v,x \ E)x
= vAE+2d{z,v)x NE —2u (v,x AN E)z.

§(V,x ANE,N) + gz AE,V,N)

gWwAE+2u(x,v)x NE —2u(v,x NE)x, N) — A(v,v)g (x A\ E,v)
G(wAE N)+r2e82/ (N, 1)g (NAE,N)

r2e? D/ (v, N A E)§ (N,N) — A(v, V)ree?(8) g (NAE,v)
G(wAE,N)+sen?0ri2u'g(v A E,N) — cos? 0rz2u'g (v, N A E)
cos BA(v, v)re® DG (N A B, v)

1
(—QAaBWR + cot BA(v, v)) sen Orge* B G (v A E, N) .
sen
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