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ResumoUm problema de seqüen
iamento em máquinas paralelas não-rela
ionadas, tempos de pre-paração dependentes de máquina e da seqüên
ia, datas de entrega e tarefas ponderadas é
onsiderado neste trabalho. Dois modelos de programação inteira e mista baseados em es-tratégias 
lássi
as da literatura são avaliados. Um algoritmo Bran
h-and-bound (B&B) édesenvolvido e a solução en
ontrada pela metaheurísti
a GRASP é utilizada 
omo limite su-perior. Também propomos um 
onjunto de instân
ias para este tipo de problema. Resultados
omputa
ionais são realizados em vários tipos de testes, onde o algoritmo tem um bom de-sempenho em instân
ias de até 30 tarefas. Finalmente, 
on
lusões e direções para futurostrabalhos são apresentadas.
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Abstra
tA s
heduling problem with unrelated parallel ma
hines, sequen
e and ma
hine dependentsetup times, due dates and weighted jobs is 
onsidered in this work. Two mixed integerprograming (MIP) models based on 
lassi
 strategies from the literature are evaluated. ABran
h-and-Bound algorithm (B&B) is developed and a solution provided by the metaheu-risti
 GRASP is used as an upper bound. We also propose a set of instan
es for this typeof problem. Computational experiments are 
arried out in several types of tests, where thealgorithm performs well on instan
es with up to 30 jobs. Finally, 
on
lusions and dire
tionsfor future work are presented.
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Optimis parentibus
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�For me, the �rst 
hallenge for 
omputing s
ien
e is to dis
over how to maintainorder in a �nite, but very large, dis
rete universe that is intri
ately intertwined.And a se
ond, but not less important 
hallenge is how to mould what you havea
hieved in solving the �rst problem, into a tea
hable dis
ipline: it does not su�
eto hone your own intelle
t (that will join you in your grave), you must tea
h othershow to hone theirs. The more you 
on
entrate on these two 
hallenges, the 
leareryou will see that they are only two sides of the same 
oin: tea
hing yourself isdis
overing what is tea
hable.� - Edsger Wybe Dijkstra
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Capítulo 1Introdução
1.1 Sistema de ProduçãoO planejamento da produção é visto 
omo o planejamento da aquisição de re
ursos e matériasprimas, assim 
omo o planejamento das atividades de produção, ne
essárias para transformarmatéria prima em produtos a
abados, atendendo a demanda dos 
onsumidores da forma maise�
iente e e
on�mi
a possível [Po
het e Wosley (2006)℄.No 
ontexto industrial, problemas de seqüen
iamento estão rela
ionados à área de Ma-nufa
turing Resour
e Planning (MRP). A programação é feita de a
ordo 
om o horizonte deplanejamento. De
isões de longo prazo têm 
ara
terísti
as estratégi
as, e portanto são toma-das pela alta administração. O médio prazo é 
onhe
ido 
omo nível táti
o. Este trabalhofo
a no 
urto prazo, 
onhe
ido 
omo nível opera
ional, onde o objetivo é ordenar a seqüên
iade produção 
om o objetivo de minimizar os 
ustos de fabri
ação. Neste nível, a demanda edatas de entrega já estão de�nidas.Neste tipo de problema, o objetivo prin
ipal é de�nir a seqüên
ia de pro
essamento paraatender as demandas e datas de entrega. Além disso, os algoritmos desenvolvidos tambémpro
uram minimizar o tempo de produção e o atraso de 
ada produto.1.2 Problemas de Seqüen
iamentoO problema de seqüen
iamento está asso
iado à alo
ação de re
ursos a um 
onjunto de tarefasnum dado tempo. Es
alonar signi�
a designar re
ursos para a exe
ução das tarefas até quetodas tenham sido exe
utadas sob as restrições impostas 
om o objetivo de minimizar o
omprimento do seqüen
iamento, dado pelo tempo de pro
essamento das tarefas, ou umoutro 
ritério estabele
ido no 
ontexto do problema [Bªa»ewi
z et al. (1996)℄. Apli
açõesdesse problema podem ser en
ontradas em diversas situações do mundo real, por exemplo,no planejamento da produção, no geren
iamento de projetos e no seqüen
iamento de tarefaspela unidade 
entral de pro
essamento do 
omputador.Esse problema tem sido estudado desde o iní
io do sé
ulo XX, 
om os primeiros trabalhosinseridos no 
ontexto da manufatura 
ujos re
ursos 
onsiderados são máquinas. Na dé
ada1



2 Capítulo 1. Introduçãode 50, surgiram as primeiras publi
ações 
om os trabalhos de Johnson (1954), Ja
kson (1955,1956) e Smith (1956). Ini
ialmente, a maioria dos trabalhos rela
ionava-se 
om a análise deproblemas 
om uma úni
a máquina ou sistemas 
om máquinas paralelas. Nesses sistemas,
onsidera-se um 
onjunto de máquinas idênti
as em paralelo, sendo que as tarefas podemser pro
essadas em qualquer uma das máquinas. Com o passar do tempo, situações mais
omplexas de seqüen
iamento de máquinas foram investigadas, 
omo a utilização de máquinas
om velo
idades de pro
essamento diferentes e a utilização de mais de uma máquina para aexe
ução da mesma tarefa.1.3 Notação para Problemas de Seqüen
iamentoNa maioria dos problemas de seqüen
iamento, o número de tarefas e o número de máquinasé assumido �nito. O número de tarefas é denotado por n, e o número de máquinas por m.Normalmente, o sub-es
rito j se refere a uma tarefa, e o sub-es
rito i a uma máquina. Seuma tarefa requer um número de passos ou operações de pro
essamento, então o par (i, j)se refere ao passo ou operação de pro
essamento da tarefa j na máquina i. Essa notação foiretirada do trabalho de Pinedo (1995). Os dados seguintes são rela
ionados à tarefa j.
• Tempo de pro
essamento (pij). O pij representa o tempo de pro
essamento datarefa j na máquina i. O sub-es
rito i pode ser omitido se o tempo de pro
essamentode j não depender da máquina, ou se j for pro
essado apenas em uma máquina.
• Tempo de disponibilidade (rj). É o tempo no qual a tarefa j 
hega ao sistema, istoé, o menor tempo para que o pro
essamento da tarefa j possa 
omeçar.
• Data de entrega (dj). A data de entrega dj representa a data de entrega prometidada tarefa j. Atrasos na data de entrega podem ser permitidos, mas uma penalidadedeve ser inserida. Quando a data de entrega tiver que ser absolutamente obede
ida, elaé 
hamada de deadline.
• Prioridade ou peso (wj). A prioridade ou peso wj da tarefa j basi
amente denotaa importân
ia da tarefa j relativa às outras tarefas no sistema. Por exemplo, essaprioridade pode representar o 
usto de armazenagem da tarefa.Um problema de seqüen
iamento é des
rito por um trio α|β|γ. O 
ampo α des
reveo ambiente de máquinas, e 
ontém uma úni
a entrada. O 
ampo β forne
e detalhes das
ara
terísti
as de pro
essamento e restrições e pode ser vazio, 
onter uma úni
a entradaou 
onter entradas múltiplas. O 
ampo γ 
ontém o objetivo que deve ser minimizado enormalmente 
ontém uma úni
a entrada.Os seguintes são exemplos de possíveis ambientes de máquinas:
• Uma máquina (1). O 
aso de uma úni
a máquina é o mais simples de todos osambientes de máquinas e é um 
aso espe
ial de todos os outros ambientes de máquinasmais 
omplexos.



1.3. Notação para Problemas de Seqüen
iamento 3
• Máquinas idênti
as (Pm). Existem m máquinas idênti
as em paralelo. A tarefa jrequer uma úni
a operação e pode ser pro
essada por qualquer uma das m máquinas oupor qualquer uma perten
ente a um sub
onjunto. Se a tarefa j não pode ser pro
essadoem qualquer máquina, mas em um sub
onjunto, digamos o sub
onjunto Mj , então aentrada Mj apare
e no 
ampo β.
• Máquinas paralelas 
om velo
idades diferentes (Qm). Existem m máquinas emparalelo 
om velo
idades diferentes. As máquinas realizam o trabalho da mesma forma,diferindo apenas na velo
idade, que é denotada por vi para a máquina i. O tempo pij datarefa j na máquina i é igual a pj

vi
, assumindo que ela possa ser pro
essada pela máquina

i. Esse ambiente de máquinas também é 
onhe
ido 
omo máquinas uniformes. Se todasas máquinas têm a mesma velo
idade, isto é, vi = 1∀i, então pij = pj e o ambiente setorna idênti
o ao anterior.
• Máquinas não-rela
ionadas (Rm). Esse ambiente é uma generalização do anterior.Existem m máquinas diferentes em paralelo. A máquina i pode pro
essar a tarefa j 
omuma velo
idade vij . O tempo pij que a tarefa j gasta na máquina i é igual a pj

vij
. Se asvelo
idades das máquinas são independentes da tarefa, isto é, vij = vi∀{i, j}, então oambiente se torna idênti
o ao anterior.

• Flow shop (Fm). Existem m máquinas em série. Cada tarefa tem que ser pro
essadapor 
ada uma das m máquinas. Todas as tarefas têm o mesmo roteiro, isto é, devemser pro
essados primeiro pela máquina 1, depois pela máquina 2, e assim por diante.Após o término em uma máquina um tarefa entra na �la para a próxima máquina.Normalmente, todas as �las operam 
om �rst in �rst out (FIFO), isto é, uma tarefa nãopode �passar� outra na �la. Se FIFO é adotado, o �ow shop é referido 
omo �ow shop
om permutação, e o 
ampo β deve in
luir a entrada prmu, que é apresentada abaixo.
• Flow shop �exível (FFs). Um �ow shop �exível é uma generalização dos ambientes�ow shop e máquinas paralelas. Em vez de m máquinas em série, existem s estágios emsérie 
om um número de máquinas em paralelo em 
ada estágio. Cada tarefa deve serpro
essada primeiro no estágio 1, depois no estágio 2, e assim por diante. Um estágiofun
iona 
omo um ban
o de máquinas paralelas: em 
ada estágio, uma tarefa j requerapenas uma máquina e, normalmente, qualquer máquina pode pro
essar qualquer tarefa.As �las entre os vários estágios também operam, em geral, 
om a estratégia FIFO.
• Open shop (Om). Existem m máquinas. Cada tarefa tem que ser pro
essada em
ada uma das m máquinas. No entanto, alguns dos tempos de pro
essamento podemser zero. Não há restrições quanto ao roteiro de 
ada tarefa pelo ambiente de máquinas.É possível determinar um roteiro para 
ada tarefa, e tarefas diferentes podem ter roteirosdiferentes.
• Job shop (Jm). Num job shop 
om m máquinas, 
ada tarefa tem seu próprio roteiroa ser seguido. Uma distinção é feita entre job shops onde 
ada tarefa visita qualquer



4 Capítulo 1. Introduçãomáquina no máximo uma vez e job shops onde uma tarefa pode visitar uma máquinamais de uma vez. No último, o 
ampo β 
ontém a entrada re
r
 para re
ir
ulação, queé apresentada abaixo.As restrições espe
i�
adas no 
ampo β podem in
luir múltiplas entradas. São algumasdas entradas possíveis:
• Data de disponibilidade (rj). Se este símbolo estiver presente no 
ampo β, a tarefa

j não pode ini
iar seu pro
essamento antes da data de disponibilidade rj . Se rj nãoapare
e em β, o pro
essamento da tarefa j pode 
omeçar a qualquer hora. Em 
ontraste
om datas de disponibilidade, datas de entrega não são espe
i�
adas neste 
ampo. Otipo de função objetivo dá indi
ação su�
iente se existem datas de entrega ou não.
• Tempos de preparação dependentes da seqüên
ia (sjk). Representa o tempode preparação dependente da seqüên
ia entre as tarefas j e k; s0k denota o tempo depreparação para a tarefa k se a tarefa k é a primeira na seqüên
ia e sj0 denota o tempode limpeza após a tarefa j se for a última na seqüên
ia. Se o tempo de preparaçãoentre as tarefas j e k depende da máquina, o sub-es
rito i é in
luído, isto é, sijk.Se sjk não apare
e no 
ampo β, todos os tempos de preparação são assumidos zeroou independentes da seqüên
ia, podendo ser simplesmente adi
ionados aos tempos depro
essamento.
• Preempções (prmp). Preempções sugerem que não é ne
essário manter um tarefaem uma máquina até o término. É possível interromper o pro
essamento de um tarefaa qualquer hora, e 
olo
ar um tarefa diferente na máquina. A quantidade de tempode pro
essamento que uma tarefa interrompida já re
ebeu não é perdida. Quandouma tarefa interrompida volta à máquina (ou a outra máquina no 
aso de máquinasparalelas), ela só pre
isa da máquina para o tempo de pro
essamento restante. Quandopreempções são permitidas, prmp é in
luído ao 
ampo β.
• Restrições de pre
edên
ia (pre
). Restrições de pre
edên
ia podem apare
er emambientes de uma úni
a máquina ou de máquinas paralelas, determinando que umaou mais tarefas tenham que ter sido 
ompletadas antes que outra tarefa seja permitida
omeçar. Existem várias formas espe
iais de restrições de pre
edên
ia. Se 
ada tarefatem no máximo uma su
essora, as restrições são referidas 
omo uma árvore interna. Se
ada tarefa tem no máximo uma prede
essora, as restrições são referidas 
omo árvoreexterna. Se 
ada tarefa tem no máximo uma prede
essora e uma su
essora, as restriçõessão referidas 
omo 
orrentes.
• Quebras (brkdwn). Quebras de máquinas sugerem que máquinas não estão sempredisponíveis. Os períodos em que uma máquina não está disponível são assumidos �xos(por exemplo, devido a turnos ou manutenções). Se há máquinas idênti
as em paralelo,o número de máquinas disponíveis é uma função do tempo m(t).
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• Restrições de elegibilidade (Mj). Uma restrição que pode apare
er no 
ampo βquando o ambiente de máquinas 
ontiver m máquinas em paralelo (Pm). Quando Mjestá presente, nem todas as m máquinas são 
apazes de pro
essar a tarefa j. O 
onjunto

Mj denota o 
onjunto de máquinas 
apazes de pro
essar a tarefa j. Se o 
ampo β não
ontém Mj , a tarefa j pode ser pro
essado por qualquer uma das m máquinas.
• Permutação (prmu). Uma restrição que pode ser apli
ada no ambiente de �ow shop,é que as �las na entrada de 
ada máquina operam de a
ordo 
om a políti
a FIFO.Isso quer dizer que a ordem (ou permutação) em que as tarefas passam pela primeiramáquina é mantida através do sistema.
• Bloqueio (blo
k). Bloqueio é um fen�meno que o
orre em �ow shop. Se um �ow shoptem um bu�er limitado entre duas máquinas su
essivas, pode ser que, quando um bu�er�
ar 
heio, a máquina anterior não possa liberar a tarefa terminada. Esse fen�meno se
hama bloqueio: a tarefa terminada tem que permane
er na máquina anterior evitando,ou bloqueando, a máquina de pro
essar outros tarefas.
• Sem espera (nwt). A restrição sem-espera é outro fen�meno que pode o
orrer em�ow shop. Tarefas não podem esperar entre duas máquinas su
essivas. Isso quer dizerque o tempo de iní
io de uma tarefa pode ser atrasado para garantir que a tarefa possaatravessar o �ow shop sem ter que esperar por nenhuma máquina. Um exemplo de umaoperação é uma linha de fabri
ação, onde uma determinada peça de metal não podeesperar pela próxima etapa porque ela esfriaria.
• Re
ir
ulação (re
r
). Re
ir
ulação pode o
orrer em job shop, quando uma tarefapode visitar uma máquina mais de uma vez.Outras entradas do 
ampo β são auto-expli
ativas. Por exemplo, pj = p indi
a que todosos tempos de pro
essamento são iguais, e dj = d indi
a que todas as datas de entrega sãoiguais. Como dito antes, datas de entrega, ao 
ontrário das datas de disponibilidade, não sãonormalmente expli
itadas no 
ampo β; o tipo da função objetivo nos dá indi
ação su�
ientese os tarefas têm data de entrega ou não.O objetivo a ser minimizado é sempre uma função dos tempos de término das tarefas,que, é 
laro, dependem do seqüen
iamento, ou também pode ser uma função das datas deentrega. O tempo de término da operação da tarefa j na máquina i é dado por cij . O tempoem que a tarefa j sai do sistema (o tempo de término na última máquina onde ele requerpro
essamento) é denotado por cj . O lateness de um tarefa j é de�nido 
omo

Lj = cj − djque é um valor positivo quando a tarefa j é terminada atrasada e negativo quando é
ompletada adiantada. O atraso, ou tardiness, da tarefa j é de�nida 
omo
Tj = max(cj − dj, 0) = max(Lj , 0)



6 Capítulo 1. IntroduçãoA diferença entre o atraso e lateness é que o valor do atraso nun
a é negativo. A penalidadeunitária da tarefa j é de�nida 
omo
Uj =

{

1 se cj > dj

0 
.
.A seguir, temos alguns exemplos de possíveis funções objetivo a serem minimizadas.
• Makespan (cmax). O makespan, de�nido 
omo max(c1, . . . , cn) é equivalente ao tér-mino da última tarefa a sair do sistema. Um makespan mínimo geralmente indi
a umaalta utilização das máquinas.
• Lateness máximo (lmax). O máximo lateness, lmax, é de�nido 
omo max(l1, . . . , ln).Mede a pior violação das datas de entrega.
• Tempo de término total ponderado (∑wj · cj). A soma dos tempos ponderadosde término das n tarefas, utilizando a prioridade wj 
omo fator de ponderação, dáuma indi
ação do 
usto total do seqüen
iamento. A soma dos tempos de término éfreqüentemente referida na literatura 
omo tempo de �uxo (�ow time). O tempo detérmino total ponderado é 
hamado de tempo de �uxo ponderado.
• Tempo de término total ponderado des
ontado (∑(1 − e−rcj)). Essa é umafunção de 
usto mais geral que a anterior, onde os 
ustos são des
ontados a uma taxa de

r, 0 < r < 1, por unidade de tempo. Isso é, se a tarefa j não termina até o tempo t, um
usto adi
ional wjre
−rtdt é adi
ionado durante o período [t, d+dt]. Se a tarefa j terminano tempo t, o 
usto total do período [0, t] é wj(1 − e−rt). O valor de r geralmente éperto de 0, 
omo 0, 1 (ou 10%).

• Atraso total ponderado (∑wjTj). Também é uma função de 
usto mais geral queo tempo de término total ponderado.
• Número ponderado de tarefas atrasadas (∑wjUj). O número ponderado detarefas atrasadas, não somente é uma métri
a de interesse a
adêmi
o, mas também éum objetivo freqüente na vida real.1.4 Problema AbordadoO problema 
onsiderado neste trabalho é um problema de seqüen
iamento em máquinas pa-ralelas não-rela
ionadas 
om tempos de preparação dependentes de máquina e da seqüên
ia,datas de entrega e tarefas ponderadas. Este tipo de problema 
onsiste em programar váriastarefas para serem pro
essadas por várias máquinas. Cada tarefa deve ser seqüen
iada emuma máquina espe
í�
a, e a ordem em que 
ada máquina irá pro
essar suas tarefas deve serde
idida. Cada tarefa tem um tempo de pro
essamento diferente para 
ada máquina. Alémdisso, quando uma máquina termina de pro
essar uma tarefa, há um tempo de preparação



1.4. Problema Abordado 7da máquina antes que ela possa pro
essar a próxima tarefa. Este tempo existe para que amáquina possa ser preparada para a próxima tarefa (e.g. limpa ou re-
on�gurada) e tambémé diferente para 
ada par de tarefas e 
ada máquina. Cada tarefa tem também uma datade entrega e uma prioridade. Embora a data de entrega possa ser ex
edida, isso 
ausa umapenalidade na função objetivo dependente da prioridade da tarefa. Seguindo a notação dePinedo (1995) 
itada na Seção 1.3, este problema pode ser formalmente de�nido 
omo um
Rm|sijm|cmax +

∑

Ti · wi, onde o signi�
ado de 
ada membro é:
• Rm: problema de seqüen
iamento 
om m máquinas paralelas não-rela
ionadas,
• sijm: tempos de preparação dependentes de máquina e da seqüên
ia,
• cmax +

∑

Ti · wi o objetivo é minimizar o makespan a
res
ido do atraso ponderado.Optamos por uma abordagem exata para o problema, utilizando modelos baseados emestratégias 
lássi
as da literatura, e desenvolvendo um algoritmo espe
í�
o para ele baseadoem Bran
h-and-Bound (B&B) e GRASP (Greedy Randomized Adaptive Sear
h Pro
edure).Algoritmos baseados em B&B e na metaheurísti
a GRASP não são in
omuns ao se lidar
om problemas de seqüen
iamento, assim 
omo em outros problemas similares [Roundy et al.(1999)℄. Rabadi et al. (2004) propõe um B&B para um problema de seqüen
iamento 
omdatas de entrega iguais e uma máquina 
om tempos de preparação dependentes da seqüên
ia(TPDS). Uma adaptação de GRASP [Resende e Feo (1995)℄ é usada para en
ontrar um limitesuperior para o problema explorado nesta dissertação. Também podem ser 
itados os trabalhosde Feo et al. (1991); Da
hs et al. (1996), onde apli
ações de GRASP para seqüen
iamento emuma máquina são mostradas, e Resende et al. (2002), que mostram uma apli
ação interessanteda metaheurísti
a para problemas de job-shop.O estudo de problemas de seqüen
iamento 
om TPDS tem atraído muita atenção nosúltimos anos [Kim e Bobrowski (1994)℄. Eles também são alguns dos problemas de seqüen-
iamento mais 
omplexos. Considerando apenas uma máquina e um estágio, o problema éequivalente ao do 
aixeiro viajante [Bªa»ewi
z et al. (1996)℄. Garey e Johnson (1979) mos-traram que minimizar o makespan em duas máquinas idênti
as é um problema NP-difí
il.Certamente, um problema 
om máquinas não-rela
ionadas e datas de entrega também é NP-difí
il.Há muitos trabalhos 
onsiderando máquinas paralelas, mas pou
os 
onsideram máquinasparalelas e TPDS. Luh et al. (1998) apli
am uma solução baseada em relaxação lagrange-ana, programação dinâmi
a e heurísti
as para um �ow-shop 
om TPDS. Liu e Liao (2000)
onsideram vários estágios, �exibilidade e TPDS. Eles também utilizam relaxação lagrange-ana em um modelo que 
onsidera restrições de �uxo e máquinas idênti
as em 
ada estágio.A
ero e Delgado (2000) utilizam uma heurísti
a baseada em bus
a tabu em um problema de�ow-shop 
om máquinas não-rela
ionadas em 
ada estágio, mas sem 
onsiderar TPDS. Meyr(2000) utiliza bus
a lo
al 
ombinada 
om re-otimização dual para resolver um problema delot-sizing, 
onsiderando um �ow-shop numa linha de produção úni
a 
om TPDS. Num traba-lho posterior, Meyr (2002) adi
iona máquinas paralelas não-rela
ionadas ao problema original.



8 Capítulo 1. IntroduçãoHans-Joa
him e John (1996) exploram um problema de job-shop sem TPDS utilizando pro-gramação por restrições. Koulamas e Kyparisis (2004) 
onsidera um problema de minimizaçãode makespan em máquinas paralelas uniformes 
om tempos de disponibilidade.Na mesma linha, foram publi
ados vários trabalhos apli
ando GRASP e B&B ao pro-blema aqui estudado [Gómez Ravetti e Mateus (2003); Gómez Ravetti et al. (2004a,b, 2006);Ro
ha et al. (2004, 2006)℄. No entanto, não foi possível en
ontrar trabalhos de outros autores
onsiderando um problema 
om tantas 
ara
terísti
as quanto o aqui estudado.1.5 OrganizaçãoEste trabalho está organizado na seguinte seqüên
ia. No Capítulo 2 é detalhado o problemaabordado e são dis
utidas as formulações matemáti
as utilizadas. O Capítulo 3 apresenta umalgoritmo Bran
h-and-Bound, e 
omo ele foi adaptado para o problema abordado. A geraçãode instân
ias, testes e resultados são dis
utidos no Capítulo 4. Finalmente, o Capítulo 5aponta as 
on
lusões do trabalho e direções para trabalhos futuros.



Capítulo 2Formulações Matemáti
asDois modelos são apresentados nesta seção para produzir soluções ótimas. O primeiro ébaseado no modelo de Manne (1960) para Job Shop, e já foi previamente proposto porGómez Ravetti (2003). O segundo é baseado no modelo de Wagner (1959), também paraJob Shop. Ambos têm os seguintes dados:
• N é o 
onjunto de tarefas que devem ser pro
essadas;
• M é o 
onjunto de máquinas;
• i representa uma tarefa espe
í�
a;
• m representa uma máquina espe
í�
a;
• di é a data de entrega da tarefa i;
• wi é a prioridade da tarefa i;
• pim é o tempo de pro
essamento da tarefa i na máquina m;
• sii′m é o tempo de preparação da máquina m ao passar da tarefa i para a tarefa i′;
• G é um valor inteiro muito grande que atua 
omo penalidade.2.1 Modelo Baseado no Trabalho de ManneO primeiro modelo de programação inteira mista é baseado no modelo de Manne para JobShop. Ele trabalha dis
retizando a ordem das tarefas nas máquinas e 
onta 
om as seguintesvariáveis de de
isão:
• ti: tempo de iní
io do pro
essamento da tarefa i;
• αim: { 1 se a tarefa i é pro
essada pela máquina m,

0 
aso 
ontrário; 9
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as
• βii′m: { 1 se as tarefas i e i′ são pro
essadas na máquina m e i é pro
essada antes de i′,

0 
aso 
ontrário;
• ρi: atraso da tarefa i;
• Z: makespan (tempo para o término de todas as tarefas).A formulação matemáti
a do modelo é dada e des
rita a seguir:

min

(

Z +
∑

i∈N

(ρi · wi)

) (2.1)
∑

m∈M

αim = 1, ∀i (2.2)
Z ≥ ti + pim − (1− αim) ·G, ∀i,∀m (2.3)
ρi ≥ ti + pim − di − (1− αim) ·G, ∀i,∀m (2.4)
ti′ ≥ ti + pim + sii′m − (1− αim) ·G− (1− αi′m) ·G− (1− βii′m) ·G, ∀i,∀i′ > i,∀m (2.5)
ti ≥ ti′ + pi′m + si′im − (1− αim) ·G− (1− αi′m) ·G− βii′m ·G, ∀i,∀i′ > i,∀m (2.6)

αim ∈ {0, 1}, ∀i,∀m βii′m ∈ {0, 1}, ∀i,∀i
′ > i,∀m(2.1) A função objetivo é minimizar o makespan somado ao atraso ponderado. Apesar de
onsiderar dois objetivos (makespan e atraso), ela é 
onsiderada mono objetivo, poisapenas soma os valores dos dois objetivos. No 
aso deste trabalho, preferiu-se essaabordagem porque ela garante sempre a existên
ia de uma solução viável, em 
ontraste
om uma abordagem em que as datas de entrega não poderiam ser violadas.(2.2) Impõe que 
ada tarefa deve ser pro
essada por exatamente uma máquina.(2.3) Cal
ula o makespan. Ele deve ser maior ou igual ao tempo de iní
io de 
ada tarefa iadi
ionado ao tempo de pro
essamento de i na máquina m onde i é pro
essada.(2.4) O iní
io do pro
essamento da tarefa i adi
ionado ao tempo de pro
essamento na má-quina m onde i é pro
essada deve ser menor ou igual à sua data de entrega di a
res
idade um possível atraso ρi.(2.5) Impõe que o pro
essamento da tarefa i′ poderá 
omeçar somente após o pro
essamentoda tarefa i e o tempo de preparação de i para i′, se ambas forem pro
essadas na máquina

m (αim = αi′m = 1) e i′ for pro
essada após i na máquina m (βii′m = 1).(2.6) Impõe o re
ípro
o, que o pro
essamento da tarefa i poderá 
omeçar somente apóso pro
essamento da tarefa i′ e o tempo de preparação de i′ para i, se ambas forempro
essadas na máquina m (αim = αi′m = 1) e i′ não for pro
essada após i na máquina
m (βii′m = 0).



2.2. Modelo Baseado no Trabalho de Wagner 11O modelo ainda seria válido se as restrições (2.5) e (2.6) fossem substituídas pelas Restri-ções (2.5) ∀i 6= i′ e adi
ionando βii′m = 1−βi′im, mas essa nova formulação exigiria duas vezeso número de variáveis β. Com a formulação atual, βii′m existe apenas se i < i′, diminuindo onúmero de variáveis β pela metade e mantendo o número de restrições.2.2 Modelo Baseado no Trabalho de WagnerEnquanto o primeiro modelo utiliza α para dis
retizar a alo
ação de tarefas em máquinas, osegundo modelo adi
iona mais informação a essas variáveis, utilizando-as para dis
retizar asposições na seqüên
ia de pro
essamento. Ele tem as seguintes variáveis de de
isão:
• t

(l)
m : tempo de iní
io do pro
essamento da la tarefa na máquina m;

• α
(l)
im: { 1 se a tarefa i for pro
essada pela máquina m na la posição,

0 
aso 
ontrário;
• δ

(l)
m : tempo de preparação ne
essário entre as la e (l + 1)a posições na máquina m;

• ρi: atraso da tarefa i;
• Z: makespan.A formulação matemáti
a é dada e des
rita abaixo:

min

(

Z +
∑

i∈N

(ρi · wi)

) (2.7)
∑

m∈M

|N |
∑

l=1

α
(l)
im = 1, ∀i (2.8)

∑

i∈N

α
(l)
im ≤ 1, ∀m, l = 1, . . . , |N | (2.9)

∑

i∈N

α
(l)
im ≤

∑

i∈N

α
(l−1)
im , ∀m, l = 2, . . . , |N | (2.10)

Z ≥ t(l)m +
∑

i∈N

(

α
(l)
im · pim

)

, ∀m, l = 1, . . . , |N | (2.11)
ρi ≥ t(l)m + pim − di −

(

1− α
(l)
im

)

·G, ∀m,∀i, l = 1, . . . , |N | (2.12)
t(1)m = 0, ∀m (2.13)
δ(l−1)
m ≥ sii′m −

(

2− α
(l−1)
im − α

(l)
i′m

)

·G, ∀m,∀i,∀i′ 6= i, l = 2, . . . , |N | (2.14)
t(l)m ≥ t(l−1)

m + δ(l−1)
m +

∑

i∈N

(

α
(l−1)
im · pim

)

, ∀m, l = 2, . . . , |N | (2.15)
α

(l)
im,∈ {0, 1}, ∀i,m, l = 1, . . . , |N |
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as(2.7) A função objetivo é similar à do primeiro modelo: minimizar o makespan somado aoatraso ponderado.(2.8) Cada tarefa é pro
essada em exatamente uma máquina em uma posição.(2.9) Há no máximo uma tarefa em 
ada posição de 
ada máquina.(2.10) Deve haver uma tarefa na posição l−1 se houver outra na posição l na mesma máquinapara l ≥ 2.(2.11) O makespan é maior ou igual ao tempo de iní
io do pro
essamento das tarefas em 
adaposição em 
ada máquina somado ao tempo de pro
essamento da tarefa na máquina.(2.12) O tempo de iní
io do pro
essamento da tarefa na la posição na máquina m adi
ionadoao tempo de pro
essamento da tarefa deve ser menor ou igual à data de entrega da tarefaadi
ionada de um possível atraso ρi.(2.13) O tempo do iní
io do pro
essamento de todas as tarefas das primeiras posições é iguala zero.(2.14) O tempo de preparação entre as (l − 1)a e la posições na máquina m é maior ouigual ao tempo de preparação ne
essário da tarefa i para i′ na máquina m se i e i′ sãopro
essadas por m nas (l − 1)a e la posições respe
tivamente.(2.15) O tempo de iní
io do pro
essamento para a tarefa na la posição é maior ou igual aotempo de iní
io do pro
essamento da tarefa da posição anterior somado ao tempo depreparação ne
essário entre as (l− 1)a e la posições da máquina m 
al
ulado em (2.14),e o tempo de pro
essamento da tarefa na (l − 1)a posição.Ao utilizar um valor inteiro G muito grande para transformar o modelo em um modelolinear, as restrições 
ontendo a 
onstante G dão limites inferiores fra
os durante a resolução seasso
iadas a variáveis inteiras ou binárias, assim 
omo no nosso modelo. Isso a
onte
e porque,durante a resolução, o solver relaxa as variáveis binárias, permitindo que elas assumam valoresnão inteiros. No primeiro modelo, nas Restrições (2.3-2.6), se 0 < αim < 1, o valor resultanteno lado direito será fortemente negativo, não in�uen
iando o limite inferior da variável dolado esquerdo. Assim, o limite inferior da função objetivo também será fra
o.No segundo modelo, apenas as Restrições (2.12) e (2.14) utilizam G, fazendo 
om queapenas δ
(l)
m e ρi tenham limites inferiores fra
os. Grande parte do valor da função objetivo édado pelo makespan, que é em grande parte dado pelo tempo de pro
essamento de 
ada tarefa.Como a parte do modelo que 
al
ula esses dados (∑α

(l−1)
im · pim

) não possui a 
onstante Gasso
iada a variáveis binárias ou inteiras, o limite inferior não é prejudi
ado.Vale a pena desta
ar que neste trabalho 
onsideramos que 
ada máquina tem um númerode posições igual ao número de tarefas. Embora o 
aso em que a solução ótima 
ontenhatodas as tarefas em uma úni
a máquina seja muito raro, essa 
onsideração é ne
essária paragarantir a solução ótima.



2.2. Modelo Baseado no Trabalho de Wagner 13Apesar de o segundo modelo ter um número de variáveis bem maior que o primeiro, ele éuma formulação mais forte 
om um limite inferior mais justo durante a resolução. É esperadoque ele seja mais rápido para resolver problemas 
om números de tarefas maiores, quando otempo de iní
io de pro
essamento (ti ou t
(l)
m ) puder ser muito maior que zero.





Capítulo 3Algoritmo Bran
h-and-BoundUm Bran
h-and-Bound (B&B) é uma estratégia espe
í�
a de enumeração da árvore de so-luções. Em um B&B, há três pro
edimentos prin
ipais: ini
ialização, bran
hing e bounding.Durante a ini
ialização, uma rápida heurísti
a é utilizada para en
ontrar uma boa soluçãoini
ial que servirá de limite superior (LS) no iní
io do algoritmo.Bran
hing divide o problema em sub-problemas menores. Cada sub-problema representauma solução par
ial e é representado por um nó na árvore de soluções. Uma estratégiade bus
a deve estar asso
iada ao pro
edimento de bran
hing para de
idir qual nó deve serexpandido a seguir. O limite superior ajuda a podar nós da árvore de bus
a que tiverem umlimite inferior (LI) maior que o limite superior en
ontrado até o momento (num problema deAlgoritmo 3.1: Um Bran
h-and-Bound genéri
oPro
edimento: Bran
hAndBound()
Sol← SoluçãoIni
ial();1
LS ← ValorDaSolução(Sol);2
LI ← LimiteInferior();3 Bran
h(primeiroNo);4 retorna Sol;5 Pro
edimento: Bran
h(no)se SoluçãoCompleta(no) então6

Sol← no;7
LS ← ValorDaSolução(Sol);8 se LS = LI então9 TerminaPro
edimento();10 �m se11 retorna ;12 �m se13 para todo n ∈ FilhosDe(no) faça14 se Bound(n) < LS então15 Bran
h(n);16 �m se17 �m para todo18 15
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h-and-Boundminimização).O pro
edimento de bounding 
al
ula o limite inferior de 
ada nó para de
idir quais nósdevem ser podados e quais devem ser expandidos. A estrutura bási
a de um Bran
h-and-Bound genéri
o é mostrada no Algoritmo 3.1. Nas seções seguintes, os três pro
edimentossão personalizados para este problema de seqüen
iamento e des
ritos em maiores detalhes.3.1 Ini
ialização 
om GRASPDurante a ini
ialização, uma solução ini
ial 
ompleta é en
ontrada para servir de limitesuperior. Qualquer nó na árvore de enumeração 
om um limite inferior maior que o li-mite superior pode ser podado. Neste trabalho, um algoritmo baseado na metaheurísti
aGRASP [Resende e Feo (1995)℄ é utilizado para en
ontrar essa primeira solução. GRASPé uma metaheurísti
a de multi-iní
io para problemas 
ombinatórios [Resende e Feo (1995);Da
hs et al. (1996)℄, e é 
omposta por duas fases: a 
onstrução de uma solução aleatóriaviável e uma bus
a lo
al. Essas duas fases são repetidas em 
ada iteração. Uma des
riçãoestá disponível no algoritmo 3.2.Ini
ialmente, é 
onstruído um vetor 
om as tarefas ordenadas pela regra da menor data deentrega (earliest due date - EDD). Durante a fase de 
onstrução, o algoritmo re-ordena essevetor de forma aleatória, seguindo uma função de probabilidade espe
í�
a. Neste trabalho, afunção utilizada é f(x) ∼ 1
x
, onde f(x) representa a probabilidade de a xa tarefa ser es
olhida
omo próxima. A 
ada passo da re-ordenação, uma nova tarefa é es
olhida da lista de tarefasque ainda não fazem parte da nova ordenação. A probabilidade de uma tarefa espe
í�
a seres
olhida é propor
ional a 1
x
, onde x é a posição atual da tarefa na lista.Após a re-ordenação, 
ada tarefa é alo
ada a uma máquina 
apaz de pro
essá-la. ParaAlgoritmo 3.2: Blo
o prin
ipal do B&B e algoritmo de ini
ialização (GRASP)Pro
edimento: Bran
hAndBound()

Sol← GRASP(iteracoes);1 Bran
h1(1);2 retorna Sol;3 Pro
edimento: GRASP(iteracoes)
tars← Ordena(N);4 para i← 1 até iteracoes faça5

tarsAleatorias← ReOrdena(tars);6
solucaoLocal← ConstróiSolução(tarsAleatorias);7 Bus
aLo
al(solucaoLocal);8 PathRelinking(solucaoLocal);9 se ValorDaSolução(Sol) > ValorDaSolução(solucaoLocal) então10

Sol← solucaoLocal;11 �m se12 �m para13 retorna Sol;14



3.1. Ini
ialização 
om GRASP 17isso, uma função gulosa alo
a 
ada uma na ordem resultante à máquina 
apaz de terminá-laprimeiro. Um exemplo é exibido na Figura 3.1.A bus
a lo
al tro
a todos os pares de tarefas alo
ados a máquinas diferentes. Se uma tro
amelhora o valor da solução, a nova solução é armazenada e a antiga é abandonada. Nada éfeito 
aso 
ontrário. Um exemplo é mostrado na Figura 3.2. Foram feitos testes 
om váriasestratégias de bus
as, tanto bus
as mais restritas 
omo mais variadas. Embora essa estratégiaseja 
omputa
ionalmente pesada, ela foi a que en
ontrou melhores soluções em uma mesmaquantidade de tempo.Path-relinking é uma té
ni
a utilizada 
omo estratégia de bus
a em várias heurísti
as [Glover(1996, 2000); Glover e Laguna (1997)℄, in
luindo em 
onjunto 
om GRASP [Laguna e Martí(1999)℄. Glover e Ko
henberger (2003) apresentam duas estratégias prin
ipais:
• PR 
omo uma ferramenta para melhorar a solução en
ontrada pelo GRASP.
• PR 
omo uma estratégia para intensi�
ar a bus
a lo
al.O algoritmo es
olhe duas soluções e analisa o 
aminho de soluções entre elas. Esse 
aminhoé feito através de movimentos de tarefas. Para 
ada movimento, a solução en
ontrada éanalisada.Neste trabalho, PR fun
iona 
omo uma estratégia para intensi�
ar a bus
a lo
al. Mesmoassim, há várias formas de se implementar a té
ni
a. Glover e Ko
henberger (2003) 
itamalgumas:
• Uso periódi
o de PR.
• Uso de PR em duas direções possíveis, isto é, da solução 1 à solução 2 e de 2 a 1.
• Uso de PR em apenas uma direção.
• Uso de PR trun
ado. Isto é, fazer a análise de apenas parte do 
aminho.O algoritmo de PR deste trabalho fun
iona da seguinte forma:1. O 
onjunto das 
in
o melhores soluções é mantido (as 
in
o melhores soluções, nestetrabalho).

Figura 3.1: Seqüên
ia de passos da 
onstrução 
om as posições analisadas para 
ada tarefaem destaque
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Figura 3.2: Seqüên
ia de passos da bus
a lo
al 
om as tro
as analisadas em destaque2. Cada vez que PR é usado, uma solução é es
olhida aleatoriamente deste 
onjunto etodas as soluções no 
aminho entre a solução en
ontrada pela bus
a lo
al e a soluçãosele
ionada do 
onjunto são analisadas.3. Se uma solução melhor for en
ontrada, ela é adi
ionada ao 
onjunto.As transformações feitas por PR são detalhadas no Algoritmo 3.3 e um exemplo 
om 2máquinas e 4 tarefas é mostrado na Figura 3.3.3.2 O Pro
edimento de Bran
hingO pro
edimento de bran
hing 
onstrói a árvore de enumeração. Ele é dividido em duas fases.Na primeira, as tarefas são alo
adas às máquinas, mas a seqüên
ia de produção não é de�nida.A seqüên
ia de produção em 
ada máquina será de
idida apenas na segunda fase.A primeira fase de bran
hing 
omeça ordenando as tarefas utilizando a regra de EDD. Afunção PróximaMáquina(tar) retorna as máquinas seguindo a ordem em que 
ada máquina é
apaz de pro
essar a tarefa tar. Cada vez que uma tarefa é alo
ada, um novo nó na árvoreAlgoritmo 3.3: Pseudo-
ódigo para o Path-relinking implementadoPro
edimento: PathRelinking(solOrig)
solDest← SoluçãoAleatória(poolDeMelhoresSolucoes);1 para m← 1 até numeroDeMaquinas faça2 para 
ada posição l o
upada na máquina m de solDest faça3 se (solOrig.posicao[m][l] 6= solDest.posicao[m][l]) então4 se existe uma tarefa em solOrig.posicao[m][l] então5 Tro
a as tarefas solOrig.posicao[m][l] 
om solDest.posicao[m][l] em6

solOrig;senão7 Retira a tarefa solDest.posicao[m][l] da posição em que ela estiver em8
solOrig e 
olo
a na posição l da máquina m em solOrig;�m se9 �m se10 �m para11 �m para12
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Figura 3.3: Seqüên
ia de passos de PR 
om as posições analisadas em destaquede enumeração é 
riado. A primeira fase é des
rita no Algoritmo 3.4, e um exemplo de umaárvore de enumeração par
ial para 2 máquinas e 6 tarefas é dado na Figura 3.4.A segunda fase de
ide a seqüên
ia de produção em 
ada máquina. A ordem é de
ididapara uma máquina de 
ada vez. Em 
ada máquina, a primeira tarefa a ser pro
essada ées
olhida, depois a segunda, até que não haja mais tarefas alo
adas àquela máquina. Afunção PróximaTarefaNaMáquina(m) retorna 
ada tarefa na máquina m seguindo a regrada EDD. Cada vez que uma tarefa é seqüen
iada em uma posição de produção espe
í�
a namáquina, um novo nó na árvore de enumeração é 
riado. Esta fase é des
rita no Algoritmo3.5, e a Figura 3.5 mostra o exemplo da árvore de enumeração par
ial 
ontinuando o nó emdestaque na Figura 3.4.Para evitar a enumeração 
ompleta da árvore de enumeração, um pro
edimento de boun-ding é utilizado para en
ontrar um limite inferior para 
ada nó. Para um 
erto nó i, se o limiteinferior Bound(i) for pior que o limite superior, o nó é podado. O pro
edimento de boundingé des
rito na próxima seção. A e�
iên
ia da poda depende enormemente da qualidade dos

Figura 3.4: Primeira fase de bran
hing
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Figura 3.5: Segunda fase de bran
hinglimites superior e inferior.3.3 O Pro
edimento de BoundingO pro
edimento de bounding é provavelmente o mais importante em um bran
h-and-bound.Um limite inferior pre
iso permite ao algoritmo podar um grande número de nós, eliminandomuito pro
essamento desne
essário. Seja:
LIk: O limite inferior do makespan.
LIt: O limite inferior do atraso ponderado.
LIkf : O limite inferior do makespan 
onsiderando os tempos de todas as tarefas.
LIka1

m : O limite inferior domakespan 
onsiderando uma máquina espe
í�
a durante a primeirafase de bran
hing.Algoritmo 3.4: Primeira fase de bran
hingPro
edimento: Bran
h1(i)se TodasAsTarefasEstãoAlo
adas() então1 Bran
h2(1, 1);2 retorna ;3 �m se4
tar ← N [i];5 para 
ada m← PróximaMáquina(tar) faça6 Alo
aTarefa(tar,m);7 se Bound(solucaoAtual) < ValorDaSolução(Sol) então8 Bran
h1(i + 1);9 �m se10 Desalo
aTarefa(tar,m);11 �m para 
ada12
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Nu: O 
onjunto de tarefas não-alo
adas.
Na

m: O 
onjunto de tarefas alo
adas à máquina m.
Sa

m: O 
onjunto de pares de tarefas {ii′} perten
entes ao 
onjunto de tarefas Na
m.

u: O menor tempo de preparação 
onsiderando todos os pares de tarefas em todas as máqui-nas.O pro
edimento de bounding deste trabalho é baseado na estratégia de redução de domínio,retirada da área de Programação por Restrições [Lustig e Puget (2001)℄.Neste trabalho, o pro
edimento de bounding 
al
ula separadamente os valores de LIk e
LIt em 
ada nó. Para 
al
ular LIk na primeira fase de bran
hing, o pro
edimento 
onsideraduas formas, utilizando apenas o maior valor dentre elas, 
omo mostra a Equação (3.2).

LIk é formalmente de�nido nas Equações (3.2-3.3). Na Equação (3.4), LIkf é dado pelasoma dos menores tempos de pro
essamento de todas as tarefas não-alo
adas e os tempos depro
essamento das tarefas alo
adas ao menor tempo de preparação multipli
ado por n, onde
n é o número de tempos de preparação ne
essários para todas as máquinas (neste 
aso, onúmero de tarefas subtraído do número de máquinas). LIka1

m é dado pela soma dos temposde pro
essamento de 
ada tarefa alo
ada à máquina m aos n menores tempos de preparação,onde n é o menor número de tempos de preparação ne
essário à máquina m (ou seja, o númerode tarefas alo
adas a m menos um).
LI = LIk + LIt (3.1)

LIk = max

(

max
m∈M

(

LIka
m

)

, LIkf

) (3.2)Algoritmo 3.5: Segunda fase de bran
hingPro
edimento: Bran
h2(i,m)se SoluçãoEstáCompleta() então1
Sol← solucaoAtual;2 retorna ;3 �m se4 se OrdemEstáDe
ididaNaMáquina(m) então5 Bran
h2(1,m + 1);6 retorna ;7 �m se8 para tar ← PróximaTarefaNaMáquina(m) faça9 Alo
aTarefaÀPosição(tar,m, i);10 se Bound(solucaoAtual) < ValorDaSolução(Sol) então11 Bran
h2(i + 1,m);12 �m se13 �m para14



22 Capítulo 3. Algoritmo Bran
h-and-Bound
LIka1

m =
∑

i∈Na
m

(pim) +
∑

{ii′}∈Sa
m

(sii′m) (3.3)
LIkf =

∑

i∈Nu

min
m∈M

(pim) +
∑

m∈M

∑

i∈Na
m

pim + n · u (3.4)
|M |Durante a segunda fase de bran
hing não existem tarefas não-alo
adas. Portanto, asEquações (3.5-3.6) são utilizadas para 
al
ular LIk. Seja:

LIka2
m : O limite inferior do makespan 
onsiderando uma máquina espe
í�
a durante a segundafase de bran
hing.

Nas
m : O 
onjunto de tarefas na máquina m seqüen
iadas em uma posição espe
í�
a.

Sas
m : O 
onjunto de tempos de preparação usados pelas tarefas em Nas

m .
Nau

m : O 
onjunto de tarefas na máquina m que ainda não foram seqüen
iadas.
Sau

m : O 
onjunto dos n menores tempos de preparação entre as tarefas em Nau
m e a tarefana última posição seqüen
iada de m, onde n é o número de tempos de preparaçãone
essários para as tarefas em Nau

m .
LIka2

m é dado pela soma do makespan par
ial (
onsiderando apenas as posições já seqüen-
iadas) aos tempos de pro
essamento das tarefas não-seqüen
iadas e os menores tempos depreparação entre elas. Isso é 
al
ulado somando os tempos de produção das tarefas alo
adas àmáquina m, aos tempos de preparação utilizados pelas tarefas já seqüen
iadas e aos menorestempos de preparação das tarefas não alo
adas. Isto é feito para 
ada máquina, e o maiorvalor en
ontrado forne
e LIk.
LIk = max

m∈M

(

LIka2
m

) (3.5)
LIka2

m =
∑

i∈Na
m

(pim) +
∑

{ii′}∈Sas
m

(sii′m) +
∑

{ii′m}∈Sau
m

(sii′m) (3.6)O limite inferior para o atraso ponderado (LIt) é 
al
ulado de forma similar a LIk. Ele édado de a
ordo 
om as Equações (3.7-3.12). Seja:
LItu: O limite inferior do atraso ponderado 
onsiderando apenas as tarefas não-alo
adas.
LIta

m : O limite inferior do atraso ponderado 
onsiderando apenas as tarefas alo
adas à má-quina m.
ti: O tempo de iní
io do pro
essamento da tarefa i no seqüen
iamento atual.
t′i: O menor tempo de iní
io para a tarefa i 
omo se i fosse a próxima seqüen
iada.
t′′i : O tempo de iní
io para a tarefa i assumindo um tempo de preparação �xo entre as tarefas.
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LIta

m é dado 
onsiderando que as tarefas são pro
essadas seguindo uma ordem não-de
res
entede data de entrega, utilizando o tempo de pro
essamento 
omo 
ritério de desempate, e umtempo de preparação �xo entre 
ada tarefa. Este tempo de preparação é igual ao menor en-
ontrado entre as tarefas não-seqüen
iadas da máquina m, e é utilizado para 
al
ular o tempode iní
io t′′i de a
ordo 
om essa seqüên
ia. Seja:
LIt = LItu +

∑

m∈M

LIta
m (3.7)

LItu =
∑

i∈Nu

[

wi ·max

(

min
m∈M

(pim)− di, 0

)] (3.8)
LIta

m = LIta1
m + max

(

LIta2
m , LIta3

m

)

, (3.9)onde LIta1
m representa a penalidade de atraso para as tarefas seqüen
iadas e ti é o tempode iní
io do pro
essamento da tarefa i. O limite inferior para as tarefas não-seqüen
iadas é
al
ulado de duas formas diferentes (LIta2

m e LIta3
m ), e apenas o maior valor é 
onsiderado.

LIta2
m 
onsidera que todas as tarefas podem ser pro
essadas na próxima posição disponível, e

t′i é o menor tempo de iní
io para a tarefa i. LIta3
m 
onsidera que as tarefas são pro
essadasseguindo uma ordem não-de
res
ente de data de entrega, utilizando o tempo de pro
essamento
omo 
ritério de desempate, e um tempo de preparação �xo entre 
ada tarefa. Este tempo depreparação é igual ao menor en
ontrado entre as tarefas não-seqüen
iadas da máquina m, e éutilizado para 
al
ular o tempo de iní
io t′′i de a
ordo 
om essa seqüên
ia.

LIta1
m =

∑

i∈Nas
m

[wi ·max (ti + pim − di, 0)] (3.10)
LIta2

m =
∑

i∈Nau
m

[

wi ·max
(

t′i + pim − di, 0
)] (3.11)

LIta3
m = min

i∈Nau
m

(wi) ·
∑

i∈Na
m

max
(

t′′i + pim − di, 0
) (3.12)É importante desta
ar algumas diferenças entre estas variáveis durante as primeira e se-gunda fases de bran
hing. Na primeira fase, t′i é sempre zero, 
omo não há tarefas seqüen
iadasem qualquer posição. Na segunda fase, Nu é sempre vazio, pois 
ada tarefa já está alo
ada aalguma máquina. Portanto, LItu é sempre zero. No entanto, na primeira fase LItu é maiorque zero apenas quando o menor tempo de pro
essamento de alguma tarefa for maior quea sua data de entrega. Pequenas variações no limite inferior de uma solução par
ial podemsigni�
ar grandes quantidades de nós podados. Portanto, essa equação é mantida.Como se pode per
eber, neste trabalho todos os limites inferiores podem ser 
al
ulados deforma simples, a maioria 
om algoritmos O(n).
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h-and-BoundAlgoritmo 3.6: B&B Di
ot�mi
oPro
edimento: Bran
hAndBound()
Sol← SoluçãoIni
ial();1
LI ← Bound(primeiroNo);2
LS ← LI + (ValorDaSolução(Sol)−LI) · d;3 enquanto ExisteSoluçãoInteiraEntreLIeLS() faça4 Bran
h(primeiroNo);5

LI ← LS;6
LS ← LI + (ValorDaSolução(Sol)−LI) · d;7 �m enquanto8 retorna Sol;9 Pro
edimento: Bran
h(no)se SoluçãoCompleta(no) então10
Sol← no;11
LS ← LI + (ValorDaSolução(Sol)−LI) · d;12 retorna ;13 �m se14 para todo n ∈ FilhosDe(no) faça15 se Bound(n) < LS então16 Bran
h(n);17 �m se18 �m para todo193.4 Bran
h-and-Bound Di
ot�mi
oAlém do B&B normal, foi 
riada uma variação di
ot�mi
a. Num algoritmo di
ot�mi
o 
lás-si
o, ao en
ontrar uma solução melhor que o limite superior atual, o novo limite superior édado por

LS =
LI + ValorDaMelhorSolução()

2
,em vez de ser dado diretamente pelo valor da nova solução. Ao terminar a bus
a, o limiteinferior é atualizado 
om o valor do limite superior, o limite superior é atualizado 
om o valorda fórmula a
ima para o novo limite inferior, e a bus
a é reini
iada partindo da última soluçãoen
ontrada. Isso é repetido até que não existam mais soluções inteiras entre LI e LS.No di
ot�mi
o desenvolvido, esse 
on
eito foi estendido. Em vez de o limite superiorsempre ser a média do limite inferior e do valor da melhor solução atual, é utilizado umparâmetro d entre 0 e 1 para identi�
ar à qual distân
ia o novo LS está de LI. O limitesuperior é então dado por

LS = LI + (ValorDaMelhorSolução()− LI) · d.Limitar a bus
a a um limite superior menor que a melhor solução en
ontrada pode trazerbons resultados se existir uma solução de valor menor que esse limite. Caso 
ontrário, a bus
apode se tornar mais extensa, uma vez que a bus
a é repetida até não haver soluções inteiras
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o 25entre LI e LS. Se d = 0, 5, a versão desenvolvida se torna idênti
a à 
lássi
a, e se d = 1, oB&B deixa de ser di
ot�mi
o. Um B&B di
ot�mi
o genéri
o está des
rito em maiores detalhesno Algoritmo 3.6. Testes 
om ambas as versões do B&B são apresentados na Seção 4.8.





Capítulo 4Testes e ResultadosResultados são apresentados 
omparando as soluções en
ontradas pelo B&B desenvolvido
om as soluções en
ontradas por ambos os modelos quando resolvidos pelo CPLEX 9.01 naseção 4.3. Testes 
om o B&B resolvendo instân
ias das várias 
lasses des
ritas na seção 4.1são mostrados nas seções seguintes. As 
lasses de instân
ias utilizadas neste trabalho estãode�nidas na seção 4.1.Para apresentação dos resultados dos testes, é utilizada uma média trun
ada 
onhe
ida
omo inter-quartis [Wikimedia Foundation (2005)℄, que des
arta 50% dos valores en
ontrados.Como há 20 instân
ias de 
ada tamanho em 
ada 
lasse, os 5 menores e os 5 maiores valoresen
ontrados são des
artados de 
ada amostra. A média trun
ada não é tão sensível a valoresmuito fora da média 
omo é a média aritméti
a, mas utiliza mais informação da amostra.Além disso, o desvio padrão é apresentado em forma de por
entagem, 
al
ulado pela fórmula
σ =





100

x
·

√

√

√

√

1

N
·

N
∑

i=1

(xi − x)2



%,onde xi representa o valor medido para a instân
ia i, e x representa a média aritméti
a detodos os xi.Durante os testes, bus
a-se variar o número de tarefas de apenas uma tarefa de umainstân
ia para outra. No entanto, um problema 
om n tarefas não é sempre mais fá
il deresolver que um 
om n + 1 tarefas. Dependendo do número de máquinas e de 
omo as tarefasestão nelas distribuídas, o último pode ser bem mais fá
il de resolver que o primeiro. Nosgrá�
os apresentados, pode-se veri�
ar algumas perturbações desse tipo.O número de iterações do GRASP foi �xado em 1.000 para 
al
ular o limite superior,a não ser quando for espe
i�
ado o 
ontrário, e todos os grá�
os são mostrados em formalogarítmi
a. Para os testes do B&B, o tempo máximo de resolução foi �xo em 7200s (duashoras). Os resultados são apresentados até o número de tarefas em que o B&B 
onseguiuresolver, de forma que pelo menos 15 instân
ias de 
ada 
onjunto de 20 não ultrapassaram o1CPLEX Software: Um otimizador para problemas lineares desenvolvido pela ILOG. Mais informações nosítio: http://www.ilog.
om/produ
ts/
plex/ 27
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ias que ultrapassaram o tempo máximo, foram des
onsideradas pela médiainter-quartis.Todos os testes foram realizados em 
omputadores 
om pro
essadores Pentium 4 de 2.4GHze 
om 1GB de memória RAM. O sistema opera
ional em todos os 
asos foi Linux distribuiçãoDebian, 
om kernel 2.6.16. Os algoritmos foram implementados em C e 
ompilados 
om o g

versão 4.1.2.4.1 Instân
iasPara analisar os algoritmos e modelos desenvolvidos para este problema, várias 
lasses deinstân
ias são de�nidas. Em 
ada 
lasse há uma mudança em um dos dados de entrada.Todos os valores são gerados aleatoriamente utilizando uma distribuição uniforme. Os seusvalores padrão das instân
ias estão listados na Tabela 4.1, onde U(x, y) é um valor gerado deuma distribuição uniforme entre x e y.Para gerar as datas de entrega, várias variações das fórmulas en
ontradas em outros tra-balhos [Lopes e de Carvalho (2007); Ho e Chang (2006)℄ foram testadas. Para garantir quea razão atraso ponderadosolução total permane
esse a mesma para todos os tamanhos de instân
ia de 
ada
lasse, o seguinte algoritmo foi utilizado para 
al
ular o valor máximo das datas de entrega:na ordem de geração, 
ada tarefa é alo
ada para a máquina 
apaz de terminá-la primeiro. Omakespan dessa solução é 
hamado de h. O maior valor para a data de entrega é dado por
2 · h

q
,onde q indi
a o nível de 
ongestionamento do sistema de seqüen
iamento [Lopes e de Carvalho(2007)℄. Quanto maior o valor de q, mais 
ongestionado o sistema será, e mais atraso haverá.Dado Valor padrãoTempo de pro
essamento U(5, 200)Tempo de preparação U(25, 50)Prioridade U(1, 3)Data de entrega U

(maior tempo de pro
essamento, 2·h
q

)

q 1Tabela 4.1: Valores padrão para as instân
iasAs 
lasses 
riadas são:A: Contém o padrão para todos os valores, 
omo de�nido na Tabela 4.1.B: As datas de entrega são de
res
idas (q = 2).C: As datas de entrega são de
res
idas (q = 3).D: As datas de entrega são de
res
idas (q = 4).E: As datas de entrega são de
res
idas (q = 5).



4.2. Avaliando GRASP 
omo limite superior 29F: O tempo de pro
essamento é levemente de
res
ido (p = U(5, 150)).G: O tempo de pro
essamento é bastante de
res
ido (p = U(5, 100)).H: O tempo de preparação é levemente aumentado (s = U(25, 100)).I: O tempo de preparação é bastante aumentado (s = U(25, 150)).Algoritmo 4.1: Floyd-Warshall modi�
ado/* S: uma matriz 
om os tempos de preparação de uma máquina *//* P: um vetor 
om os tempos de pro
essamento de uma máquina */Pro
edimento: Floyd-Warshall(S,P)
n← S.linhas;1 para k ← 1 até n faça2 para i← 1 até n faça3 para j ← 1 até n faça4

sij ← Min(sij , sik + pk + skj);5 �m para6 �m para7 �m para8 São geradas instân
ias 
om 4 máquinas e 4 a 12 tarefas, e 
om 6 máquinas e 6 a 30tarefas. Para 
ada tamanho de problema, 20 instân
ias são geradas aleatoriamente utilizandosementes diferentes.Para que o primeiro modelo e o B&B sejam válidos, os tempos de pro
essamento e pre-paração devem satisfazer a desigualdade triangular sij ≤ sik + pk + skj. Em algumas linhasde produção, espe
ialmente na indústria quími
a, o pro
essamento da tarefa k pode ser parteda preparação da tarefa i para j. Com isso em mente, o tempo de pro
essamento da tarefa kfoi in
luído na desigualdade triangular.Como os tempos de preparação foram gerados aleatoriamente, eles pre
isam ser 
orrigi-dos para satisfazer a desigualdade. Para tanto, o algoritmo de Floyd-Warshall (F-W) foimodi�
ado 
omo mostrado no Algoritmo 4.1 para in
luir um peso em 
ada nó a ser 
onsi-derado assim 
omo o peso do ar
o. O algoritmo original de F-W é utilizado para en
ontraros 
aminhos mais 
urtos entre todos os pares de nós em um grafo dire
ionado [Cormen et al.(1990)℄.Um arquivo de instân
ia 
om 6 máquinas e 20 tarefas é mostrado no Apêndi
e A. Todosos arquivos 
om as instân
ias podem ser en
ontrados no sítio do Grupo de Seqüen
iamentoda UFMG2.4.2 Avaliando GRASP 
omo limite superiorNesta seção, tentamos estabele
er um número de iterações ideal para o GRASP al
ançar umbom limite superior sem prejudi
ar muito o algoritmo. Foram feitos testes 
om GRASP a2http://www.d

.ufmg.br/laboratorios/lapo/s
heduling/
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Figura 4.1: Número de nós expandidos variando o número de iterações do GRASP100, 1.000 e 20.000 iterações. Os resultados são exibidos na Figura 4.1, onde o número deiterações é dado pelos pontos, e o tempo total de pro
essamento é dado pelos pulsos. Alémdisso, ambos os dados são detalhados na Tabela 4.2.Como esperado, o número de nós expandidos pelo B&B de
res
e quando se aumenta onúmero de iterações do GRASP, já que quanto mais iterações o GRASP realiza, maior a
han
e de melhorar o limite superior. Com 20.000 iterações e um pequeno número de tarefas(até 21 tarefas), o GRASP é responsável por grande parte do tempo total do algoritmo. PorTarefas Dado 100 iterações 1.000 iterações 20.000 iterações20 Nós 365.701,70 ± 14,70 313.626,80 ± 18,77 292.325,10 ± 17,87Tempo 1,82 ± 14,60 1,82 ± 18,47 3,87 ± 07,5521 Nós 614.564,30 ± 11,14 417.956,20 ± 09,49 373.644,30 ± 08,72Tempo 3,69 ± 10,54 2,69 ± 09,69 4,73 ± 04,6722 Nós 2.639.011,90 ± 38,12 2.484.061,60 ± 37,60 1.931.584,80 ± 33,98Tempo 13,75 ± 37,74 14,03 ± 37,35 11,18 ± 17,9823 Nós 4.082.351,60 ± 11,89 3.466.514,30 ± 16,45 2.870.462,50 ± 18,33Tempo 20,93 ± 11,94 18,62 ± 13,24 18,33 ± 13,3624 Nós 5.420.806,80 ± 20,55 4.173.514,90 ± 24,58 3.781.834,60 ± 26,23Tempo 25,23 ± 20,91 24,26 ± 22,88 25,03 ± 21,3825 Nós 17.895.802,20 ± 14,37 15.413.490,80 ± 19,07 13.009.041,90 ± 14,51Tempo 98,86 ± 17,28 92,26 ± 20,32 74,52 ± 10,4426 Nós 15.830.415,30 ± 19,39 8.705.022,80 ± 20,38 6.611.487,20 ± 20,62Tempo 70,80 ± 19,18 49,02 ± 20,91 44,48 ± 19,1227 Nós 31.013.535,40 ± 19,83 21.481.047,50 ± 15,11 16.211.319,40 ± 11,13Tempo 171,28 ± 25,03 117,66 ± 15,42 96,76 ± 12,1428 Nós 79.212.011,50 ± 17,45 67.076.597,60 ± 18,59 51.486.377,80 ± 19,21Tempo 366,93 ± 18,95 312,30 ± 16,78 284,95 ± 18,7429 Nós 135.907.198,80 ± 24,96 123.603.675,80 ± 22,78 84.326.777,10 ± 24,94Tempo 735,25 ± 26,21 703,04 ± 24,53 488,97 ± 23,9830 Nós 556.664.797,30 ± 12,41 500.890.594,50 ± 14,66 444.185.042,80 ± 16,31Tempo 2.298,87 ± 18,12 2.514,70 ± 18,66 2.365,09 ± 20,49Tabela 4.2: Número de nós expandidos e desvio padrão variando número de iterações doGRASP



4.3. Comparando os modelos 31

10−2

10−1

100

101

102

103

104

 12 11 10 9 8 7 6 5 4

T
em

po
 d

e 
ex

ec
uç

ão
 (

s)

Número de Tarefas

B&B
1o modelo
2o modelo

Figura 4.2: Modelos vs. B&Bisso, apesar de o problema ser resolvido expandindo um número menor de nós, o tempo totalé superior ao GRASP 
om 1.000 iterações. A partir de 22 tarefas, o GRASP 
om 20.000iterações passa a ser mais interessante, pois o tempo total gasto pelo algoritmo passa a sermenor que GRASP 
om 1.000 iterações.4.3 Comparando os modelosNeste teste, é feita a 
omparação entre o tempo de CPU gasto pelos dois modelos e o B&B paraen
ontrar a solução ótima. Ambos os modelos são resolvidos pelo CPLEX, e a mesma soluçãoini
ial en
ontrada pelo GRASP é usada tanto no B&B quanto pelo CPLEX. As instân
ias de
lasse A para 4 máquinas são utilizadas neste teste. Os resultados são apresentados na Figura4.2 e detalhados na Tabela 4.3.O primeiro modelo tem um desempenho próximo do B&B nas instân
ias menores. Assimque o número de tarefas 
res
e, também 
res
e a diferença entre eles. O desvio padrão doTarefas MIP baseado em Manne's MIP baseado em Wagner's Bran
h and BoundMédia ± Desvio (%) Média ± Desvio (%) Média ± Desvio (%)4 0,02 ± 00,00 0,08 ± 04,24 0,01 ± 00,005 0,03 ± 06,79 0,15 ± 07,10 0,01 ± 00,006 0,06 ± 11,64 0,50 ± 08,71 0,01 ± 08,647 0,09 ± 17,03 1,91 ± 06,84 0,02 ± 05,008 0,37 ± 31,45 4,89 ± 09,06 0,02 ± 00,009 0,66 ± 27,73 19,24 ± 10,28 0,03 ± 06,3210 5,48 ± 43,33 123,72 ± 10,18 0,03 ± 00,0011 126,42 ± 55,83 755,09 ± 19,16 0,04 ± 02,4412 2.209,30 ± 48,73 4.337,65 ± 10,69 0,04 ± 03,37Tabela 4.3: Tempo de CPU gasto e variação dos dois modelos e do B&B
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Figura 4.3: Número de nós expandidos variando o 
enário de máquinas 
om o B&Bprimeiro e do segundo modelo também 
res
e 
om o número de tarefas. O segundo modelo temum desempenho pior que o primeiro e que o B&B, mas apresenta uma variação mais estável.Ele tem um desvio padrão menor que o primeiro modelo nas instân
ias maiores. O tempode CPU gasto pelo primeiro modelo 
omeça a se aproximar do tempo gasto pelo segundomodelo quando o número de tarefas 
res
e. Isso nos leva a 
rer que o segundo modelo terá umdesempenho melhor que o primeiro para instân
ias maiores, mas não foi possível 
omprovarisso devido ao grande esforço 
omputa
ional que seria ne
essário. O B&B 
hegou às mesmassoluções ótimas obtidas pelos modelos.4.4 Diferentes Cenários de MáquinasNeste 
onjunto de testes, é feita uma variação no número de máquinas iguais, para veri�
arse resolver um problema num 
enário de máquinas iguais é mais fá
il ou mais difí
il para oB&B. São feitos testes 
om as instân
ias da 
lasse A 
onsiderando 6 máquinas idênti
as, 2
onjuntos de 3 máquinas iguais em 
ada, 3 
onjuntos de 2 máquinas iguais em 
ada, e em 6máquinas não rela
ionadas.Para melhorar o desempenho do algoritmo no 
aso de máquinas iguais, o B&B sofre umapequena alteração. Quando duas máquinas são iguais, a solução que tem as mesmas tarefas naprimeira máquina que uma outra solução tem na segunda máquina e vi
e-versa, são soluçõessimétri
as. Por exemplo, 
om duas máquinas iguais (A e B) e três tarefas (1, 2 e 3), a solução
om as tarefas 1 e 2 em A, e 3 em B é simétri
a à solução 
om 1 e 2 em B, e 3 em A. Paraeliminar um pou
o da simetria em soluções, a segunda fase de bran
hing só é exe
utada se



4.5. Variando a Data de Entrega 33o número de tarefas de uma máquina for maior ou igual ao número de tarefas nas máquinasiguais a ela de menor índi
e. Os resultados são exibidos na Figura 4.3 e detalhados na Tabela4.4.Os 
asos 
om maior número de máquinas diferentes foram resolvidos mais fa
ilmente peloB&B. À medida em que o número de máquinas diferentes diminui, as soluções vão �
ando
ada vez mais pare
idas, e se torna 
ada vez mais difí
il podar um nó. A Figura 4.4 mostraa variação no valor da solução no de
orrer da exe
ução do GRASP para uma instân
ia de30 tarefas. É possível ver 
omo as soluções 
om 6 máquinas idênti
as se 
on
entram numaestreita faixa de valores, enquanto 
om 6 máquinas não-rela
ionadas as soluções se espalhamem valores mais variados.4.5 Variando a Data de EntregaNeste teste é feita uma avaliação de 
omo a variação das datas de entrega pode in�uen
iar naexe
ução do B&B. As instân
ias de 
lasses A a E para 6 máquinas são utilizadas neste teste.Os resultados são exibidos na Figura 4.5 e detalhados na Tabela 4.5.As instân
ias da 
lasse E (datas de entrega muito apertadas) são as mais difí
eis de seremresolvidas pelo algoritmo, seguidas pela 
lasse D. A medida em que o valor de q aumenta,a di�
uldade para o B&B resolver o problema também aumenta. É possível pensar que ooposto deveria a
onte
er, já que 
om datas de entrega mais apertadas, o número de soluçõesinteressantes diminui, fazendo 
om que o universo de soluções pesquisadas seja menor. Masao dar uma olhada melhor no pro
edimento de bounding no B&B des
rito na seção 3.3, épossível entender porque isso não o
orre. A fórmula utilizada para 
al
ular o limite inferior doatraso ponderado utiliza duas formas diferentes, �
ando 
om o maior resultado, mas nenhumdos dois é um limite bastante forte. No entanto, foram as formas en
ontradas para garantira otimalidade da solução.Tarefas 6 Não-rela
ionadas 3 Grupos 2 Grupos 6 Idênti
as6 8,30 ± 12,29 29,60 ± 16,76 61,30 ± 19,71 142,00 ± 52,637 25,10 ± 08,57 26,80 ± 17,28 139,00 ± 12,83 473,80 ± 38,818 45,30 ± 09,62 100,60 ± 19,84 227,50 ± 23,98 2.333,20 ± 29,509 96,20 ± 08,80 270,20 ± 15,39 1.355,70 ± 23,45 13.812,40 ± 26,5610 290,00 ± 16,02 1.671,50 ± 07,83 2.080,90 ± 16,95 54.461,80 ± 11,7311 337,10 ± 12,90 1.506,00 ± 15,21 12.815,30 ± 14,51 265.839,60 ± 06,5112 1.401,80 ± 27,02 3.836,00 ± 10,71 20.787,60 ± 14,90 1.403.424,00 ± 14,7413 851,90 ± 24,26 26.935,10 ± 15,04 49.226,50 ± 20,05 2.383.392,60 ± 12,1414 3.079,40 ± 11,43 25.211,30 ± 21,91 445.592,40 ± 13,21 9.653.159,90 ± 08,2915 7.098,50 ± 12,79 69.454,20 ± 18,64 608.657,60 ± 14,61 23.501.765,40 ± 12,5416 12.515,00 ± 13,04 156.116,50 ± 11,87 2.756.850,20 ± 16,09 196.133.567,60 ± 05,6017 22.207,00 ± 25,60 203.290,30 ± 16,83 3.364.578,70 ± 16,7418 85.882,90 ± 13,36 797.193,80 ± 25,65 10.404.258,30 ± 18,1119 64.742,90 ± 21,77 5.609.306,30 ± 35,03 23.995.024,90 ± 12,2020 313.626,80 ± 18,77 6.668.757,20 ± 18,29 145.984.498,40 ± 17,5821 417.956,20 ± 09,49 16.233.977,00 ± 15,35 345.447.845,00 ± 17,4822 2.484.061,60 ± 37,60 68.117.603,60 ± 11,8823 3.466.514,30 ± 16,45 181.622.763,10 ± 27,5624 4.173.514,90 ± 24,58 268.240.801,60 ± 17,8025 15.413.490,80 ± 19,07 437.526.495,20 ± 18,75Tabela 4.4: Número de nós expandidos e desvio padrão variando o 
enário de máquinas 
omo B&B
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ionadasFigura 4.4: Soluções en
ontradas pelo GRASP4.6 Variando o Tempo de Pro
essamentoNesta seção é feita uma avaliação de 
omo a variação dos tempos de pro
essamento podein�uen
iar na exe
ução do B&B. As instân
ias das 
lasses A, F e G são utilizadas. Osresultados são exibidos na Figura 4.6 e detalhados na Tabela 4.6.As instân
ias 
om tempos de pro
essamento variados em maior intervalo foram as maisfá
eis de serem resolvidas pelo B&B. A
reditamos que isso tenha a
onte
ido porque o espaçode bus
a de soluções interessantes seja diminuído quando a diferença entre os tempos depro
essamento de uma tarefa em duas máquinas diferentes seja muito grande. Quando umatarefa é alo
ada a uma máquina onde o seu tempo de pro
essamento é muito maior que nasoutras máquinas, o limite inferior sobe bastante. É fá
il per
eber que quanto maior o tempode pro
essamento, mais rapidamente o limite irá 
res
er, e mais rápido o nó será podado.4.7 Variando o Tempo de PreparaçãoAqui, é feita uma avaliação de 
omo a variação dos tempos de preparação pode in�uen
iarna exe
ução do B&B. As instân
ias das 
lasses A, H e I são utilizadas. Os resultados sãoexibidos na Figura 4.7 e detalhados na Tabela 4.7.
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Figura 4.5: Número de nós expandidos variando a data de entrega 
om o B&B
As instân
ias 
om a menor variação entre os tempos de preparação são as mais fá
eis deserem resolvidas pelo B&B. É possível ver 
laramente um limite inferior fra
o prejudi
andoo desempenho do algoritmo. Como expli
ado na Seção 3.3, o pro
edimento de bounding
onsidera apenas os menores tempos de preparação para 
al
ular o limite inferior. Quandoo tempo de preparação varia em um intervalo muito grande, o limite inferior é enfraque
ido,prejudi
ando o desempenho do B&B.Tarefas q = 1 q = 2 q = 3 q = 4 q = 56 0,01 ± 12,29 0,01 ± 09,28 0,02 ± 08,00 0,02 ± 08,17 0,03 ± 11,657 0,03 ± 08,57 0,05 ± 09,45 0,07 ± 10,06 0,11 ± 09,87 0,17 ± 16,508 0,05 ± 09,62 0,10 ± 09,13 0,22 ± 08,54 0,45 ± 08,99 0,57 ± 11,079 0,10 ± 08,80 0,16 ± 08,26 0,40 ± 19,23 0,94 ± 17,74 1,35 ± 14,8910 0,29 ± 16,02 0,36 ± 10,82 1,76 ± 13,73 4,39 ± 13,12 6,29 ± 11,1811 0,34 ± 12,90 0,81 ± 13,96 4,27 ± 19,09 10,01 ± 17,35 17,26 ± 16,4812 1,40 ± 27,02 1,59 ± 12,45 10,06 ± 24,83 27,84 ± 21,27 56,89 ± 23,5813 0,85 ± 24,26 2,64 ± 14,42 27,84 ± 18,86 80,54 ± 20,76 139,32 ± 17,7014 3,08 ± 11,43 2,31 ± 09,91 33,55 ± 34,96 160,03 ± 27,31 423,67 ± 15,3215 7,10 ± 12,79 12,14 ± 25,37 188,58 ± 24,25 723,00 ± 24,29 1.730,28 ± 16,2116 12,52 ± 13,04 55,68 ± 32,46 787,28 ± 24,04 2.708,92 ± 26,24 5.573,77 ± 20,5017 22,21 ± 25,60 62,35 ± 18,76 805,27 ± 13,45 5.378,69 ± 18,06 17.553,58 ± 29,8218 85,88 ± 13,36 586,94 ± 34,38 1.239,95 ± 20,37 6.512,63 ± 18,04 14.612,31 ± 31,4219 64,74 ± 21,77 212,17 ± 35,83 5.110,47 ± 39,54 16.483,99 ± 43,63 54.040,47 ± 25,8320 313,63 ± 18,77 1.647,26 ± 37,72 16.785,00 ± 12,85 77.094,38 ± 15,29 253.402,95 ± 18,4521 417,96 ± 09,49 909,43 ± 29,46 25.281,12 ± 31,13 188.603,33 ± 34,25 492.198,01 ± 21,5322 2.484,06 ± 37,60 5.711,46 ± 27,28 57.002,79 ± 23,09 414.051,02 ± 38,3423 3.466,51 ± 16,45 1.694,49 ± 14,02 16.912,86 ± 20,0324 4.173,51 ± 24,58 22.185,30 ± 24,51 273.833,11 ± 29,1625 15.413,49 ± 19,07 98.638,25 ± 31,30 1.291.340,02 ± 11,66Tabela 4.5: Número de nós expandidos e desvio padrão variando a data de entrega 
om oB&B



36 Capítulo 4. Testes e Resultados

10−3

10−2

10−1

100

101

102

103

104

105

106

 30 29 28 27 26 25 24 23 22 21 20 19 18 17 16 15 14 13 12 11 10 9 8 7 6

N
ós

 e
xp

an
di

do
s 

x1
00

0

Número de Tarefas

Tempos de processamento grandes (classe A)
Tempos de processamento médios (classe F)

Tempos de processamento pequenos (classe G)

Figura 4.6: Número de nós expandidos variando os tempos de pro
essamento 
om o B&B4.8 Bran
h-and-bound Di
ot�mi
oNesta seção apresentamos testes variando o parâmetro d no B&B di
ot�mi
o. Foram utilizadasas instân
ias padrão (
lasse A), e os valores testados para d foram 0, 75, 0, 50 e 0, 25, além daversão não-di
ot�mi
a. O resultado é mostrado na Figura 4.8 e detalhado na Tabela 4.8.Na grande maioria dos testes, os melhores resultados foram obtidos pela versão não-di
ot�mi
a, seguida pelos valores 0, 75, 0, 50 e 0, 25 nessa ordem. Isso pode ser expli
ado peloTarefas Intervalo de variação pequeno Intervalo de variação médio Intervalo de variação grande6 9,60 ± 08,65 9,90 ± 08,89 8,30 ± 12,297 45,20 ± 07,90 26,40 ± 11,82 25,10 ± 08,578 54,30 ± 07,97 56,80 ± 11,11 45,30 ± 09,629 183,60 ± 10,86 104,70 ± 10,90 96,20 ± 08,8010 555,80 ± 13,86 403,80 ± 17,30 290,00 ± 16,0211 1.039,60 ± 14,68 475,30 ± 13,44 337,10 ± 12,9012 1.798,30 ± 10,68 1.181,30 ± 18,21 1.401,80 ± 27,0213 3.919,10 ± 10,21 1.359,60 ± 15,48 851,90 ± 24,2614 13.456,20 ± 18,45 5.783,90 ± 11,49 3.079,40 ± 11,4315 33.155,50 ± 17,70 13.507,40 ± 14,56 7.098,50 ± 12,7916 41.198,20 ± 11,92 15.272,30 ± 13,17 12.515,00 ± 13,0417 82.378,80 ± 12,07 30.639,30 ± 17,11 22.207,00 ± 25,6018 217.460,20 ± 26,50 111.445,10 ± 24,69 85.882,90 ± 13,3619 550.450,20 ± 13,36 160.188,50 ± 21,41 64.742,90 ± 21,7720 2.332.921,90 ± 09,57 545.886,50 ± 13,38 313.626,80 ± 18,7721 4.861.076,50 ± 08,82 1.108.068,80 ± 14,77 417.956,20 ± 09,4922 13.243.316,00 ± 12,54 4.977.339,80 ± 24,93 2.484.061,60 ± 37,6023 59.518.655,00 ± 11,41 8.229.626,10 ± 13,13 3.466.514,30 ± 16,4524 117.927.263,60 ± 18,52 12.583.325,90 ± 24,79 4.173.514,90 ± 24,5825 204.010.031,10 ± 06,74 44.800.951,40 ± 11,47 15.413.490,80 ± 19,0726 336.468.339,50 ± 16,44 32.762.384,40 ± 19,34 8.705.022,80 ± 20,3827 380.854.795,60 ± 11,78 75.124.625,20 ± 10,75 21.481.047,50 ± 15,1128 231.865.044,80 ± 11,56 67.076.597,60 ± 18,59Tabela 4.6: Número de nós expandidos e desvio padrão variando os tempos de pro
essamento
om o B&B
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Figura 4.7: Número de nós expandidos variando os tempos de preparação 
om o B&Bfato de o GRASP obter uma solução próxima da ótima 
omo limite superior. Assim, o B&Bnão 
onsegue melhorar muito a solução, e os 
ortes feitos pelo limite superior di
ot�mi
o a
a-bam prejudi
ando o algoritmo. À medida em que número de tarefas aumenta, o desempenhodas versões se aproxima. Nas maiores instân
ias a versão di
ot�mi
a tem um desempenhomelhor que a original. Quando o número de tarefas é muito grande, a solução en
ontradapelo GRASP se en
ontra mais distante do ótimo, então os 
ortes realizados pelo di
ot�mi
opodem fazer uma grande diferença.Tarefas Intervalo de variação pequeno Intervalo de variação médio Intervalo de variação grande6 8,30 ± 12,29 11,10 ± 11,80 10,60 ± 10,097 25,10 ± 08,57 28,20 ± 13,76 37,30 ± 11,268 45,30 ± 09,62 54,20 ± 10,66 70,90 ± 08,249 96,20 ± 08,80 121,80 ± 13,27 137,30 ± 13,6610 290,00 ± 16,02 448,30 ± 14,97 874,30 ± 14,1711 337,10 ± 12,90 654,60 ± 17,83 855,20 ± 10,0812 1.401,80 ± 27,02 1.718,90 ± 16,13 1.449,00 ± 14,1913 851,90 ± 24,26 2.586,40 ± 26,94 5.299,10 ± 15,0814 3.079,40 ± 11,43 4.681,60 ± 17,23 7.342,70 ± 12,5115 7.098,50 ± 12,79 14.308,80 ± 15,69 17.668,60 ± 12,3316 12.515,00 ± 13,04 37.197,50 ± 19,28 64.910,70 ± 10,6717 22.207,00 ± 25,60 77.480,50 ± 19,46 163.406,40 ± 12,3118 85.882,90 ± 13,36 359.674,80 ± 17,86 613.709,80 ± 21,1019 64.742,90 ± 21,77 563.697,60 ± 11,78 1.468.219,50 ± 13,9320 313.626,80 ± 18,77 1.223.759,50 ± 14,87 2.766.689,50 ± 11,2221 417.956,20 ± 09,49 2.560.609,50 ± 10,84 6.722.599,30 ± 08,4822 2.484.061,60 ± 37,60 13.747.178,30 ± 29,18 44.148.887,90 ± 24,7823 3.466.514,30 ± 16,45 41.486.062,30 ± 16,92 119.185.197,40 ± 17,4024 4.173.514,90 ± 24,58 39.287.762,20 ± 17,98 161.331.684,90 ± 26,4725 15.413.490,80 ± 19,07 260.215.776,90 ± 16,6826 8.705.022,80 ± 20,38 210.029.911,00 ± 28,07Tabela 4.7: Número de nós expandidos e desvio padrão variando os tempos de preparação
om o B&B
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Figura 4.8: Número de nós expandidos variando o fator di
ot�mi
o do B&B4.9 Instân
ias de Grande PorteFoi possível en
ontrar as soluções ótimas para problemas de até 30 tarefas 
om o B&B. Paraproblemas maiores, nós limitamos o tempo máximo de resolução do B&B para 7.200 segundos(duas horas), e medimos a melhora na solução provida pelo GRASP. Como o B&B não garantea otimalidade se o tempo limite for ex
edido, essa solução é 
omparada à solução en
ontradapelo GRASP 
om 20.000 iterações (GRASP2) para avaliar se o GRASP 
om um númeroTarefas Não-di
ot�mi
o 0,75 0,50 0,256 8,30 ± 12,29 22,60 ± 11,73 41,00 ± 11,20 62,20 ± 11,647 25,10 ± 08,57 80,90 ± 06,87 132,30 ± 07,11 187,80 ± 07,148 45,30 ± 09,62 128,50 ± 10,62 215,90 ± 09,57 321,80 ± 11,149 96,20 ± 08,80 243,90 ± 08,82 398,10 ± 09,29 591,80 ± 08,3810 290,00 ± 16,02 735,70 ± 14,68 1.131,80 ± 14,01 1.504,00 ± 12,1411 337,10 ± 12,90 743,00 ± 08,37 1.196,20 ± 07,31 1.678,30 ± 07,7812 1.401,80 ± 27,02 3.420,70 ± 24,75 5.370,80 ± 25,23 5.730,00 ± 20,4013 851,90 ± 24,26 2.263,00 ± 26,36 3.389,30 ± 25,97 4.115,00 ± 25,2314 3.079,40 ± 11,43 6.438,20 ± 08,13 9.127,30 ± 08,88 11.134,70 ± 10,8515 7.098,50 ± 12,79 15.880,50 ± 11,40 23.665,40 ± 12,80 30.438,90 ± 13,2216 12.515,00 ± 13,04 20.169,80 ± 09,70 28.966,30 ± 12,15 39.108,60 ± 13,0617 22.207,00 ± 25,60 45.978,80 ± 23,87 60.598,80 ± 21,46 80.193,30 ± 20,4218 85.882,90 ± 13,36 142.398,00 ± 20,37 193.355,10 ± 21,83 253.212,80 ± 22,3419 64.742,90 ± 21,77 114.820,60 ± 18,62 138.394,90 ± 14,27 145.363,50 ± 16,0820 313.626,80 ± 18,77 504.798,40 ± 17,96 664.153,00 ± 17,65 859.574,60 ± 16,0821 417.956,20 ± 09,49 633.374,10 ± 08,51 812.984,20 ± 09,46 1.027.000,50 ± 08,7722 2.484.061,60 ± 37,60 2.155.730,70 ± 28,14 1.939.886,20 ± 22,91 2.180.202,30 ± 24,5223 3.466.514,30 ± 16,45 3.842.650,20 ± 12,01 4.692.514,90 ± 14,42 5.049.259,20 ± 13,6624 4.173.514,90 ± 24,58 6.097.963,30 ± 25,26 6.981.967,90 ± 26,68 6.175.971,30 ± 23,3425 15.413.490,80 ± 19,07 18.720.138,10 ± 18,09 23.439.300,30 ± 16,63 18.442.353,60 ± 14,9626 8.705.022,80 ± 20,38 11.578.822,90 ± 21,24 13.535.487,90 ± 21,55 9.481.133,00 ± 30,4527 21.481.047,50 ± 15,11 30.497.553,10 ± 48,19 13.459.272,90 ± 20,34 58.214.709,00 ± 50,8528 67.076.597,60 ± 18,59 35.794.212,50 ± 18,35 28.160.722,20 ± 21,77 35.694.334,10 ± 33,1329 123.603.675,80 ± 22,78 75.424.120,70 ± 18,75 79.664.006,60 ± 22,25 78.351.108,70 ± 26,0930 500.890.594,50 ± 14,66 332.407.397,50 ± 18,48 392.019.482,90 ± 23,63 325.298.502,20 ± 27,05Tabela 4.8: Número de nós expandidos e desvio padrão variando o fator di
ot�mi
o do B&B



4.9. Instân
ias de Grande Porte 39Tarefas Improvement Distan
e30 32.80 % -2.31 %40 2.02 % 1.69 %50 0.25 % 2.93 %60 0.26 % 2.64 %70 0.00 % 3.31 %80 0.07 % 3.10 %90 0.21 % 2.20 %100 0.09 % 2.19 %Tabela 4.9: Comparando o desempenho do B&B e do GRASP em instân
ias maioresmaior de iterações é uma abordagem melhor. Para 
al
ular a melhora obtida pelo B&B nasolução do GRASP, utilizamos a Fórmula (4.1). A distân
ia entre a solução forne
ida peloB&B e pelo GRASP2 é dada pela Fórmula (4.2). Os resultados são mostrados na Tabela 4.9.GRASP sol.− B&B sol.GRASP sol. (4.1)B&B sol.−GRASP2 sol.B&B sol. (4.2)Com 30 tarefas, o B&B melhora a solução en
ontrada pelo GRASP 
om 1.000 iteraçõesa uma média de 9.8%, e a distân
ia da solução do B&B para a do GRASP2 é −2, 31 emmédia. Um número negativo signi�
a que a solução do B&B é em geral melhor que a doGRASP2. Como o B&B en
ontra a solução ótima para as instân
ias de 30 tarefas, umadistân
ia negativa é esperada neste 
aso. Mas 
om o 
res
imento do número de tarefas, asolução do GRASP2 se torna mais interessante e a melhora propor
ionada pelo B&B sobrea solução do GRASP diminui. Com 70 tarefas, o B&B é in
apaz de melhorar a solução doGRASP em todas as 20 instân
ias.Quando o número de tarefas aumenta, o B&B perde em e�
iên
ia, já que ele deve resol-ver um 
aixeiro viajante para 
ada máquina durante a segunda fase do bran
hing. Nestassituações, a solução provida pelo GRASP2 é mais interessante.





Capítulo 5Con
lusõesNeste trabalho, 
onsideramos um problema de seqüen
iamento 
om máquinas paralelas não-rela
ionadas, datas de entrega e tempos de seqüen
iamento dependentes da seqüên
ia e demáquina. Um B&B utilizando GRASP 
omo pro
edimento de ini
ialização e dois modelosMIP são propostos e testados.A prin
ipal 
ontribuição deste trabalho é o B&B que foi desenvolvido para resolver instân-
ias de um problema de seqüen
iamento em máquinas paralelas não rela
ionadas, tempos depreparação dependentes da seqüên
ia e datas de entrega. O limite superior e a estratégia debran
hing para este B&B foram testados e se mostraram e�
ientes. A qualidade do LS afetabastante a e�
iên
ia do B&B e um LS mais próximo do ótimo impli
a em des
obrir a soluçãoótima mais rapidamente, embora seja mais 
ustoso 
al
ular o LS no iní
io da exe
ução.Além disso, foram avaliados dois modelos baseados em estratégias 
lássi
as da literatura.Também foi gerado um 
onjunto de instân
ias 
om diferentes valores para as datas de entrega,tempos de pro
essamento e de preparação.Considerando o desempenho dos algoritmos e modelos, 
onseguimos resolver instân
ias deaté 30 tarefas e 6 máquinas 
om o B&B. Mostramos que o B&B tem um desempenho umtanto melhor que a solução pelos modelos, já que foi feito espe
i�
amente para este tipo deproblema. Após uma análise 
uidadosa, pode-se per
eber que quando as soluções para umainstân
ia podem assumir valores muito diferentes, se torna mais fá
il para o B&B podar aárvore de soluções. É o 
aso quando se aumenta a variação dos tempos de pro
essamento ese aumenta o número de máquinas diferentes.No entanto, realizar alterações na instân
ia que prejudiquem o 
ál
ulo do limite inferiorpode piorar bastante a poda da árvore. É o 
aso quando se diminui as datas de entrega ou seaumenta o intervalo de variação do tempo de preparação.Além destas 
on
lusões apontadas, a abordagem di
ot�mi
a não obteve muito su
essopara instân
ias pequenas, mas este quadro pode mudar para instân
ias maiores. Mas 
ominstân
ias muito grande, a utilização do GRASP apenas 
om um grande número de iteraçõesse mostrou mais e�
iente.Trabalhos futuros in
luem alterações no método de resolução, 
omo utilização de outrasheurísti
as para 
al
ular o limite inferior para o atraso ponderado e para o makespan, e um41



42 Capítulo 5. Con
lusõesmaior aproveitamento pelo B&B da solução provida pelo GRASP. Também in
luem uma abor-dagem multi-objetivo do problema, explorando sua fronteira de Pareto, e fazendo asso
iaçõesentre a variação de 
ada objetivo. Uma maior 
ooperação entre os métodos de resolução euma versão paralelizada do B&B também são temas que podem ser abordados.O desenvolvimento de um modelo dis
retizando o tempo, 
omparando resultados 
om osdois modelos apresentados neste trabalho também pode ser um trabalho interessante.Outra extensão é uma generalização maior no tipo de problema, que pode passar a 
onsi-derar restrições de elegibilidade e tempos de disponibilidade.



Apêndi
e AInstân
ia ExemploO arquivo de entrada de uma instân
ia 
ontém:- o número de tarefas;- o número de tipos de máquina;- a semente utilizada para gerar o arquivo;- as datas de entrega de 
ada tarefa;- as prioridades de 
ada tarefa;- para 
ada tipo de máquina:. os tempos de pro
essamento de 
ada tarefa;. os tempos de preparação para 
ada par de tarefas;Um arquivo de exemplo para 15 tarefas e 6 máquinas em 3 grupos de máquinas idênti
asé dado abaixo.15 3 2321113466535 264 473 53 140 177 102 120 203 67 463 441 616 572 243 3 1 2 3 1 2 1 1 1 3 3 2 2 222 7 200 105 161 51 31 177 81 11 200 171 168 47 10137 36 50 47 29 38 41 47 27 39 43 29 25 45 4246 50 39 28 48 29 38 50 40 32 48 35 33 28 4325 40 35 40 49 34 34 44 25 40 29 29 29 46 2942 25 25 30 32 45 50 28 40 37 48 50 28 32 3337 37 31 32 35 34 38 30 36 40 36 43 42 50 4448 26 38 26 45 46 26 25 49 35 42 38 46 44 3650 41 40 25 44 31 39 27 31 48 47 39 34 34 3732 29 38 32 49 27 34 30 45 39 28 50 44 38 4142 47 34 32 50 49 45 48 43 41 34 44 25 28 3647 46 46 38 29 35 31 44 46 45 32 45 27 28 3729 34 43 32 39 39 44 45 45 47 40 28 42 31 4343
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