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Resumo

O método das prolongacoes, desenvolvido a partir dos estudos pioneiros de Sophus Lie
entre as décadas de 1870 e 1890, é uma técnica matematica que permite a determinacao
de geradores de transformagcoes continuas que atuam como simetrias, isto ¢, que mapeiam
solucoes em solugoes de equagoes diferenciais. Nosso intuito no presente trabalho sera

estudar o método e investigar como ele pode ser aplicado a fisica.

Primeiramente, estudaremos o método das prolongacdes minuciosamente. Apds uma
necessaria revisao geral, construiremos o método no contexto de equacoes diferenciais,
visando transformagoes de ponto. Em seguida, faremos o mesmo no contexto dos problemas
variacionais, dotados de lagrangianas, de onde surgirao as chamadas simetrias variacionais

e resultados relevantes associados.

Em seguida, devotaremos nossa atencao a aplicabilidade do formalismo a fisica. Faremos
isso de tal forma a explorar os resultados derivados nos primeiros capitulos. O método
serd aplicado a duas equagoes de interesse fisico: as equagoes de Burgers e de Korteweg e
De Vries. Além disso, enveredaremos pelos campos da relatividade geral e da cosmologia,
e veremos como o método das prolongacoes pode nos ajudar na resolucao de questoes
presentes nessas areas. Teremos também a oportunidade de aprender como podemos aplicar

nossos estudos ao problema da quantizagao da gravitacao.

Palavras-chave: simetrias; prolongacoes; grupos de Lie; variedades.



Abstract

The method of prolongations, developed from the pioneering studies of Sophus Lie between
the 1870s and 1890s, is a mathematical technique that allows the determination of
generators of continuous transformations that act as symmetries, i.e., that map solutions
onto solutions, of differential equations. Our aim in the present work will be to study the

method and investigate how it can be applied to physics.

Firstly, we will study the method of prolongations in detail. After a necessary general
review, we will construct the method in the context of differential equations, aiming at
point transformations. Then, we will do the same in the context of variational problems,
equipped with lagrangians, from which the so-called variational symmetries and very

important associated results will arise.

Next, we will turn our attention to the applicability of the formalism to physics. We will
do this in order to explore the results derived in the first chapters. The method will be
applied to two equations of physical interest: the Burgers and Korteweg-De Vries equations.
In addition, we will venture into the fields of general relativity and cosmology and see how
the method of prolongations can help us solve problems in these areas. We will also have
the opportunity to learn how we can apply our studies to the problem of quantization of

gravitation.

Keywords: symmetries; prolongations; Lie groups; manifolds.
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1 Introducao

A Jornada da Simetria: Do Formalismo de Lie as Fronteiras da Fisica

A busca por principios unificadores é a forca motriz da fisica tedrica. Nesta jornada
intelectual, o conceito de simetria emergiu ndao como uma mera curiosidade estética, mas
como a linguagem fundamental para articular as leis da natureza. As simetrias, longe de
serem passivas, ditam as regras do universo: por meio do teorema de Noether, elas se
revelam como a origem das leis de conservacao — conectando a invariancia por translagoes
espaciais a conservacao do momento, por exemplo — e, de forma ainda mais profunda,
servem como o principio construtivo para as teorias mais fundamentais que possuimos.
Na fisica moderna, postular uma simetria é o primeiro passo para derivar a propria
dindmica das interagoes, como visto na Relatividade Geral e no Modelo Padrao da fisica de
particulas. Portanto, a tarefa de um fisico tedrico passa, invariavelmente, pela identificacao
e exploracao das simetrias inerentes a um sistema, pois nelas reside a chave para desvendar

sua estrutura intima.

Contudo, a gramatica na qual as leis da fisica sdo escritas — as equagoes diferenciais
— apresenta um desafio formidavel. A maioria dos fenémenos de fronteira, da dinamica de
fluidos a cosmologia, é descrita por equagoes nao lineares de dificil solugao. Historicamente,
a resolucao destes problemas dependia de métodos ad hoc, substitui¢des engenhosas e uma
intuicdo quase artistica, carecendo de um principio unificador. Foi como uma resposta
sistematica e revolucionaria a este desafio que o trabalho de Sophus Lie se consolidou.
O Método das Prolongacoes, peca central de sua teoria, transformou a arte de resolver
equacoes em uma ciéncia algoritmica. Ao desenvolver um procedimento para estender
a acao de um grupo de transformacgoes ao espaco que inclui as derivadas, Lie ofereceu
uma ferramenta poderosa para encontrar sistematicamente todas as simetrias de ponto de
uma equacao e, a partir delas, simplifica-la ou resolvé-la. Esta dissertacao apresenta um
estudo aprofundado do método das prolongacoes, demonstrando como esta abordagem,
fundamentada na teoria dos grupos de Lie, oferece um arcabouco unificador para a andlise

de equagoes diferenciais de relevancia fisica.

Para atingir tal objetivo, o trabalho foi estruturado em duas partes que guiam o
leitor da fundamentacao tedrica a aplicacao pratica. A Parte I é dedicada a construcao
rigorosa do formalismo matematico, iniciando com uma revisao dos preliminares de grupos,
topologia e algebras de Lie (Capitulo 2), que constituem os alicerces da teoria. Em seguida,
o método das prolongacoes é desenvolvido em detalhe para a determinacao de simetrias
de ponto (Capitulo 3), o coragao técnico da dissertagao. Esta parte culmina na andlise

de sistemas variacionais (Capitulo 4), onde a profunda conexao entre simetrias e leis de
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conservagao é formalizada através do teorema de Noether. A Parte II transita da teoria a
pratica, aplicando o ferramental desenvolvido a sistemas fisicos canonicos. Primeiramente,
o método é empregado na analise de equagoes da dindmica de fluidos, como as de Burgers
e de Korteweg-De Vries (KdV), para obter suas simetrias e construir solugoes exatas
(Capitulo 5). Por fim, a investigagao avanga para o dominio da relatividade geral e da
cosmologia (Capitulo 6), onde a distingdo conceitual entre as isometrias geométricas
(vetores de Killing) e as simetrias da acdo (simetrias de Noether) se torna crucial, e
o formalismo é aplicado até mesmo em questoes relativas a quantizacao da gravitagao,

demonstrando a vasta aplicabilidade da teoria.

Este percurso, do abstrato ao aplicado, demonstra o poder e a universalidade do
método de Lie. O estudo evidencia como um tnico principio — a busca por invariancia —
unifica a andlise de sistemas fisicos aparentemente desconexos, revelando que os geradores
de Lie se manifestam ora como translagoes espaciais, ora como transformacoes de escala
ou de Galileu, com interpretacoes fisicas distintas em cada contexto. Mais do que um
exercicio técnico, esta dissertacao representa um rito de passagem: a consolidagao de uma
base solida que habilita o autor a deixar de ser um consumidor de conhecimento para se
tornar um especialista pronto para aplicar uma técnica poderosa a problemas de fronteira.
O dominio aqui demonstrado capacita a abordagem de areas de pesquisa avangada, como
teorias modificadas da gravitagdo, modelos em matéria condensada e cosmologia quéntica,
servindo como uma etapa fundamental e bem-sucedida na jornada de formacao de um

fisico teorico.



Parte |

O Método das Prolongacoes
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2 Preliminares Matematicos

O método das prolongacoes, tema da presente dissertacao, exige conhecimento
bésico a respeito de tépicos elementares relacionados & teoria de grupos e topologia. E
intuito do presente capitulo apresentar os elementos necessarios de forma superficial, mas
suficiente para um entendimento pormenorizado da construcao que sera feita em capitulos

posteriores.

2.1 Elementos Gerais de Teoria de Grupos

Definicao 2.1: Grupo

Seja G um conjunto nado vazio, munido de uma operacao binaria denotada por e.
Diz-se que a estrutura (G, e) forma um grupo se as seguintes propriedades forem

verificadas [1]:

i Existe uma operagao (o), denominada produto do grupo, tal que g;0g; = g € G

V gi,9; € G. Em outros termos, o grupo ¢é fechado sobre essa operacao.

ii Existe uma elemento e € G, tal que ceg=gee =g,V g € G. A esse elemento

¢ dado o nome identidade do grupo;

1

iii Para todo g € G, existe um elemento ¢g~! € G tal que g9~ = g7 lg = e. Ao

elemento g~! damos o nome de inverso de g;

iv Todos os elementos de G satisfazem a propriedade de associatividade. Isto é,

V 9,95, € g € G, vale que (g; ® g;) ® g = g; ® (g; ® ).

Exemplo 2.1: Conjunto dos Nimeros Inteiros

Usando a defini¢do 2.1, mostremos que, sob a operagao usual de soma, o conjunto
dos ntimeros inteiros Z forma um grupo. Primeiramente, sejam g e h € Z, sabemos
da &lgebra elementar que g + h € Z. Ainda, zero é o elemento identidade desse
grupo, pois g + 0 = g, V g € Z. Por sua vez, a associatividade é verificada por

L= —g, tal que

ser uma propriedade da operagao de soma. Por fim, Vg € Z, 3 ¢~
-1
geg

complexos C formarao grupos sob a mesma operacao.

= g — g = 0 = identidade. Analogamente, os conjuntos dos reais R e dos
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Figura 1 — Transformagoes de simetria do grupo diedral D3.

Exemplo 2.2: Simetrias do Triangulo Equilatero.

Seja o conjunto das transformacoes que mantém o tridngulo equilatero invariante.
Se A, B e C sao os vértices desse triangulo, compoem esse conjunto as reflexoes em
relagdo aos eixos que passam por cada vértice e pelo ponto médio do lado oposto
(Sa, Sp e Sc ), as rotagoes de 120° (Ryg0) e 240° (Ray) em torno de seu centro,
e a transformagao identidade I (rotagdo de 0°). Podemos associar a esse conjunto
uma operacao de composi¢ao, definida por aplicagoes sucessivas de quaisquer de seus

elementos.

E facilmente notavel que a transformacao I pode ser tomada como elemento
identidade, dado que a composicao da aplicacao de I com qualquer outro elemento do
conjunto corresponde simplesmente a aplicacao daquele elemento, pois I nao altera

em nada o tridngulo ao qual foi aplicado.

No que tange as reflexoes, nota-se que duas reflexoes em relacao a qualquer
bissetriz equivalem a nenhuma reflexao, indicando que cada reflexdo é a sua propria
inversa. Por sua vez, uma rotacao de 120° seguida por uma de 240° resulta em uma
rotacao de 360°, que equivale a identidade. Portanto, Riop € Ro4p sao elementos
inversos um do outro (Riy = Ry e vice-versa). Assim, todos os elementos do

conjunto possuem um elemento inverso.

A associatividade pode ser verificada notando-se que cada uma dessas transfor-
magoes pode ser expressa através de uma matriz 2 x 2. Como o produto matricial é uma
operacao associativa, entao todos os elementos do conjunto satisfazem a propriedade

de associatividade.

Assim sendo, o conjunto de transformagoes de simetrias de um triangulo
equilatero satisfaz todos os axiomas de um grupo. Esse grupo em especifico recebe o

nome de grupo diedral D3.
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A um grupo finito, isto é, grupo com ntimero finito de elementos, pode ser associada
uma tabela multiplicativa. Nessa tabela, o elemento correspondente a linha g; e a coluna

g; corresponde a operacao g; ® g;. Na tabela 1 ¢ apresentada a tabela multiplicativa do
grupo diedral discutido no exemplo anterior.

® I Rigo | Raso | Sa Sg Sc
I I Rigo | Roso | Sa Sp Sc
Riso | Ri2o | Raao I Sc Sa Sp
Roso | Rago I Rizo | SB Sc Sa
Sa | Sa | Sp | Sc I | Rigo | Roso
Sp Sp Sc Sa | Rao I Ry
So | Sc | Sa | Sp | Rigo | Roso | 1

Tabela 1 — Tabela de multiplicativa das transformagoes de simetria de um triangulo
equilatero.

Analisando cuidadosamente a tabela 1, é possivel notar que ndo ha uma repeticao
de um mesmo elemento em determinada linha ou coluna. Esse fato ndo é mera coincidéncia,

mas sim uma propriedade presente na tabela multiplicativa de qualquer grupo finito, e é

uma consequéncia do teorema abaixo.

Teorema 2.1: Teorema do Rearranjo

Para qualquer elemento g de um grupo G, o conjunto gG = {ge ¢’ | ¢ € G} é idéntico
ao proprio conjunto G.

Prova 2.1

Para provar a igualdade ¢G = GG, demonstraremos as duas inclusoes de conjuntos:

gG C GeGCygG.

1. Prova de que gG C G (Primeira Inclusao):
Seja h um elemento qualquer do conjunto gG. Por defini¢do, h pode ser escrito
como h = g e ¢’ para algum ¢ € G. Como ¢ e ¢’ sao elementos de G, e G é
fechado sob a operacao de grupo e, o resultado g e ¢’ deve, necessariamente,

pertencer a GG. Portanto, h € G, o que prova que todo elemento de gG também
é um elemento de G.

2. Prova de que G C gG (Segunda Inclusio):
Seja h um elemento qualquer do grupo G. Precisamos mostrar que h pode ser

escrito na forma g e ¢’ para algum ¢’ € G. Consideremos o elemento ¢’ = g~ e h.
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Como g € G, seu inverso g~ também pertence a G. Visto que g™ € Ge h € G,

1

o produto g~ e h também deve pertencer a G pela propriedade de fechamento.

Agora, multiplicando ¢ por este ¢’, obtemos:
geg =ge(g'eh)=(geg ' )eh=coh=h

Onde e é o elemento identidade. Assim, para qualquer h € G, encontramos um

elemento ¢’ € G tal que h = g e ¢’, 0 que prova que h € gG.

Como demonstramos que gG C G e G C g@G, concluimos que ¢G = G. (Um

argumento analogo prova que Gg = G). O]

Do teorema do rearranjo, temos o seguinte corolario:

Corolario 2.1

Em uma tabela de multiplica¢do de um grupo (tabela de Cayley), cada elemento do

grupo aparece exatamente uma vez em cada linha e em cada coluna.

Prova 2.2

Consideremos a linha correspondente ao elemento g. Pelo teorema do rearranjo,
essa linha (o conjunto gG) contém todos os elementos de G. Para provar que cada
elemento aparece apenas uma vez, suponha que um elemento h apareca duas vezes.

Isso implicaria que existem dois elementos distintos g,, gs € G (com g, # gs) tais que:
gegr=h e geg,=h.

Igualando as expressoes, temos ge g, = geg,. Multiplicando ambos os lados a esquerda

pelo inverso g~!, obtemos:
g le(geg)=g le(geg) = (g7 eg)eg =

:(g_l.g).gs — ceg.—=¢ce®g;, — (r = (s.

Isso contradiz nossa hipdtese inicial de que g, # g,. Portanto, cada elemento pode
aparecer no maximo uma vez na linha. Como a linha contém todos os elementos de

G, concluimos que cada elemento aparece exatamente uma vez. O]

Os dois exemplos anteriores se distinguem de uma forma fundamental: o grupo dos
inteiros sob a operacao de adigao ¢ tal que a operacao entre elementos quaisquer conduz

ao mesmo resultado independentemente da ordem na qual esses elementos sao somados.
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Porém, o mesmo nao ocorre entre os elementos do grupo diedral. Essa observacao conduz

a uma importante classificacao fundamental em teoria de grupos.

Definicao 2.2: Grupos Abelianos e Nao-Abelianos

Sejam g; e g; € G. G ¢ dito abeliano se g; ® g; = g; ® g;. Caso contrario, tal grupo é

dito ndo-abeliano.

Definicao 2.3: Homomorfismo

Dados dois grupos (G, ) e (H, &), diz-se que f: G — H é um homomorfismo se
flg1092) = f(g1)Af(92), ¥ g1, g2 € G. Se 0 homomorfismo também for uma bijegao,
diz-se que ele é um isomorfismo. Dois grupos sao ditos isomorfos, denotado por

G <« H, quando existir um isomorfismo f: G — H.

Apliquemos agora a definicdo 2.3 a um exemplo muito simples:

Exemplo 2.3: Homomorfismo entre U(1) e R

Consideremos o grupo multiplicativo dos nimeros complexos de médulo unitério,
denotado por U(1). Cada elemento de U(1) pode ser escrito na forma e, z € R, e

tal que e®e? = e*™¥ define a operagao multiplicativa do mesmo.

A prépria definigdo de U(1) prové um mapeamento entre qualquer elemento
desse grupo com elementos do grupo dos reais (sob a operagao de soma). De fato, é
direto mostrar que f(z 4 y) = '@ = e@e® = f(z)f(y). Assim, em consonancia

com a defini¢ao 2.3, o mapeamento f : R — U(1) configura um homomorfismo.

Entretanto, esse mapeamento nao ¢ um isomorfismo, pois f(z + 2n7m) =
el@H2nm) — girenm — i — f(7) V¥ n € Z. Ou seja, h4 um niimero infinito de elementos

de R que sao levados por f na mesma imagem em U(1).

Seguindo de maneira direta nossa construcao até aqui, pode-se definir um subgrupo

da forma como se segue:

Definicao 2.4: Subgrupo

Dado um conjunto H C G, com G sendo um grupo, diz-se que H é subgrupo de G se
seus elementos formarem um grupo com a mesma operagao de multiplicagdo definida

para G.
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Por consequéncia da definicao acima, dois subgrupos triviais a um grupo G sao
o conjunto que contém apenas o elemento identidade I e o préprio G. Qualquer outro

subgrupo de G é dito subgrupo préprio de G.

A titulo de exemplo, o subconjunto dos inteiros positivos, N = {1,2,3,- - -},
conhecido comumente como conjunto dos nimeros naturais, forma um subgrupo do grupo

dos inteiros discutido no exemplo 2.1.

2.2 Elementos Gerais de Topologia

Até aqui, exploramos a estrutura puramente algébrica dos grupos. Contudo, o
trabalho de Sophus Lie reside precisamente na fusao desta algebra com a geometria. Para
que os grupos possam descrever transformagcoes continuas — como rotagdes ou translagoes
no espago — seus elementos precisam ser identificados com pontos em um espago que
possua nogoes de proximidade e continuidade. A linguagem matematica que formaliza
estas nogoes é a topologia, que servird como o alicerce para definirmos o conceito de

variedade diferenciavel, a arena geométrica onde os grupos de Lie atuam.

Definicao 2.5: Espaco Topolégico

Um espago topoldgico é um conjunto M, dotado de uma colecao de subconjuntos U,

chamados de conjuntos abertos, tal que [2,3]:

i. O conjunto vazio @ e o préoprio M estao contidos em U,
ii. Dados dois conjuntos abertos U; e Uy, UjN Uy também é um conjunto aberto;

iii. A unido de qualquer colecao de conjuntos abertos é aberta.

A U damos o nome de topologia.

Exemplo 2.4

Seja o conjunto discreto U = {M, &, {a}, {b},{a,b}}, onde M = {a,b,c}. Esse con-
junto forma um espago topoldgico, pois as trés propriedades apresentadas na defini¢ao
2.5 sdo satisfeitas. Por outro lado, o conjunto discreto V= {M, &, {a}, {c},{a,b}}
nao é um espago topoldgico, pois a unido de {a} com {b}, isto é, {a, b}, ndo faz parte
de V.

Além disso, é possivel definir se os elementos de U sdao fechados. Para tal, diz-se

que um subconjunto F' C M ¢é fechado se o seu complemento é aberto.
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Exemplo 2.5

Consideremos novamente o conjunto discreto que analisamos no exemplo 2.4. Tomando
como conjuntos abertos @, M, {a}, {b}, {a,b}, temos que os respectivos conjuntos
fechados serao M, &, {b,c}, {a,c} e {c}. Nota-se que M e & sdo tanto abertos quanto
fechados. Por sua vez, {a} é apenas aberto e {c} é apenas fechado. Pode haver casos,

0 que nao ocorre aqui, em que ha conjuntos que nao sao abertos nem fechados.

Definicao 2.6: Vizinhanga

Seja x um ponto de um espaco topolégico M. Chama-se de vizinhanga de x qualquer

conjunto aberto contido em M que contém x.

Definicao 2.7: Hausdorff

Diz-se que um espaco topologico M ¢ Hausdorff se quaisquer dois pontos distintos
possuem vizinhancas cuja interseccao é o conjunto vazio. Isto é, se x e y € M, existem

subconjuntos abertos U,V taisque UNV =@, comx € Uey € V.

Definicao 2.8: Homeomorfismo

Sejam M e N dois espacos topoldgicos. Se existe um mapeamento f : M — N que
é injetor e tal que o mapa inverso f~! : N — M existe e, além disso, f e f~! sdo
continuos, entdo f é um homeomorfismo e os espacos topologicos M e N sao ditos

equivalentes.

2.2.1 Variedades
Definicao 2.9: Variedades

Define-se uma variedade [2,4] como um espago topolégico de Hausdorff que é
localmente homeomorfo a R™. Ou seja, a luz da definicao 2.7, uma variedade é
um espago topologico que é localmente equivalente a R™. Em outros termos, uma
variedade é definida pela introducao de um conjunto de vizinhancas U; cobrindo o

espaco topolégico de forma que cada U; é subespago de R™.
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Exemplo 2.6: Variedades

Um exemplo de variedade é a esfera unitdria S” embebida no espaco R**1. Outro

exemplo, como ¢ imediato perceber, é o proprio R”™.

Definicao 2.10: Mapa

Seja U um conjunto aberto a uma variedade M. Define-se um mapa (ou carta) através
de um homeomorfismo ¢ que mapeia U em um conjunto aberto de R™ (figura 2).
As coordenadas da imagem de ¢ em R™ para um ponto x pertencente a variedade

recebem o nome de coordenadas locais de x.

O numero de coordenadas necessarias para especificar o mapeamento de x em R"

determina a dimensao da variedade a qual esse ponto pertence.

Figura 2 — Mapeamento de uma regiao da variedade.

Definicao 2.11

Sejam dois mapas de uma variedade M, ¢; : U; — V; e ¢; : U; — V. Sejam ainda os
conjuntos V;; = ¢;(ViNV;) e Vj; = ¢,;(ViNV}), e também seja a aplicagao ¢;; : V;; — Vi,
tal que ¢;(y) = ¢;(d; ' (y)), onde y € V;; (figura 3). Os mapas ¢; e ¢; sio chamados
de compativeis se V,;NV; = @ ou se V;NV; # &, mas ¢;; e ¢;; sdo difeomorfismos,
isto ¢, homeomorfismos diferenciaveis cujas inversas também sao diferenciaveis, de

classe C".

Assim, em vista das defini¢oes apresentadas acima, é possivel introduzir a noc¢ao

de atlas como se segue:
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Figura 3 - Mapeamento de duas regides da variedade.

Definicao 2.12: Atlas

Dada uma variedade M, um atlas ¢ o conjunto de todos os mapas que sao compativeis
aos pares, e cujo dominio de defini¢ao constitui uma cobertura de M, isto é, especifica
todo e qualquer ponto de M. Além disso, dois atlas serao compativeis se a reuniao

dos mapas desses atlas formar um atlas de M.

Em outros termos, a definicao 2.12 diz que um atlas de M é uma colegao de sistemas
coordenados para a qual cada ponto da variedade estd no dominio de um desses sistemas, e
quaisquer dois sistemas de coordenadas se superpoem suavemente. Chama-se de variedade

diferenciavel todo espaco topolégico munido de atlas que sao mutuamente equivalentes.

Exemplo 2.7: Projecao Estereografica

A maneira mais convencional de descrever pontos em uma esfera S? é através das
bem conhecidas coordenadas polares. Porém, nao é a tnica forma. De fato, pode-se
descrever a esfera através de um mapeamento do ponto de interesse no plano equatorial
(figura 4) por uma reta que parte do polo norte e passa pelo proprio ponto. Esse

método é conhecido como projecao estereografica.

A reta em questdo, passando pelo ponto P = (z,y,2) e pelo polo norte
N = (0,0, 1), utilizando o sistema cartesiano (z,y, z), é parametrizada por ' = Az,
Y =Myez =1+Xz—1),com A € R. Para um ponto P’ no plano equatorial, tem-se

que P = (2,9, 2") = (&,1,0), e assim
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Nota-se que o polo norte é um ponto singular, pois para ele z = 1 e, portanto,
deve ser excluido da aplicagao construida acima. Portanto, temos o mapeamento
HA : SA — RQ? (.’E,y,Z) — (évﬂ)a onde SA = S2 - {N}

Para que o polo norte seja mapeado, basta construir outra projecao esferografica
a partir do polo sul. O procedimento é analogo ao anterior, e as coordenadas no plano

equatorial sao dadas por

x
=132 7= 112

Neste caso, o polo sul estarda excluido do mapeamento, pois ele é o ponto que

corresponde a z = —1. Portanto, temos o mapeamento Il : Sgp — R?, (z,y,2) —

(&,m), onde Sp = S? — {S}. Com os dois mapeamentos, T4 e xp, a superficie da esfera

¢ totalmente mapeada. Logo, em consonancia com a definicao 2.12, esses dois mapas

formardao um atlas para a esfera S%.

Figura 4 — Projecao estereogréfica.

2.2.2 Estruturas em uma Variedade
Definicao 2.13: Funcgao

Uma funcao f em uma variedade M ¢é um mapeamento f : M — R que associa a
cada ponto x € M um ponto f(x) € R. A fungdo f sera diferencidvel no ponto x da

variedade se, para um mapa ¢ em x, f¢~! for diferenciavel em ¢(x) [2,5].

Definicao 2.14: Curva

Seja M uma variedade e I C R um intervalo aberto. Uma curva em M é uma
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transformacao ¢ : I — M, tal que se t € I, entao c(t) € M.

Por sua vez, se ¢ é uma curva e f é uma funcao diferenciavel em um ponto x da
variedade, a transformagcao composta f - ¢ é uma funcao diferenciavel no ponto equivalente

axem /.

Definicao 2.15: Soma e Multiplicagao de Fungoes

Seja F'(P) o conjunto de todas as fungoes f : U — R de classe C*°, isto é, infinitamente
diferenciaveis, definidas no aberto U, contendo um determinado ponto P da variedade
M. Dados f:U - Reg:V — R, com Ue V sendo abertos contendo P, define-se a
soma f+¢g:UNV — R como (f+ g)(P) = f(P)+ g(P). Analogamente, define-se o

produto (fg) : UNV — R por (fg)(P) = f(P)g(P).
Definicao 2.16: Vetor Tangente

Define-se como vetor tangente no ponto P € M o operador Xp : F(P) — R, tal
queV f,g € F(P),V a,beR, vale

i Linearidade de X, : X,(a- f+b-9) =a- X,(f)+b- X,(9);

ii Regra de Leibniz: X,(f-g) = X,(f) -9+ f - X,(9).

Definicao 2.17: Espaco Tangente

O conjunto de todos os vetores tangentes no ponto P forma um espago vetorial,

denominado espago tangente e denotado por Tp(M).

Figura 5 — Espaco tangente.
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Obviamente, o espaco tangente possui a estrutura de um espaco vetorial, pois é
fechado na soma, isto é (Xp + Yp)(f) = Xp(f) + Yp(f), e na multiplicagdo por escalar
a-Xp(f)=a-(Xp(f)). Além disso, h4& um vetor nulo tal que 0p(f) =0V f € F(P).

Definicao 2.18

Seja v : I — M uma curva em M, segundo a definicao 2.14. O vetor tangente a v no
ponto P = 7(ty) € M é a derivada ' (t), definida V f € F(P) por

d(f o)

¥ (to)(f) = o

t=to

Definicao 2.19: Campo Vetorial

Seja Tp(M) o espago tangente a variedade M no ponto P, e T(M) = UpexTp(M).
Um campo vetorial é uma aplicacao X : M — T (M), P — Xp. Posto de outra
forma, um campo vetorial ¢ uma aplicagao que a cada ponto da variedade associa um

vetor tangente a essa variedade.

Tomando como F'(M) o espago das fungoes de classe C'* sobre toda a variedade,
um campo vetorial é um elemento do espago das aplicagoes lineares de F/(M) em F(M)
satisfazendo a regra de Leibniz. Temos, portanto, V f,g € F(M), ¥V a,b € R,

X(a-f+b-g)=a - X(f)+b-X(g),

X(f-9)=X(f)-g+f-X(9),
onde X : F(M) — F(M).
O vetor tangente Xp no ponto P € M , que é um elemento do espaco das aplicagdes

lineares de F'(P) em R, é dado por Xp(f) = (X f)(P). O lado esquerdo é visto como a
restrigdo de f € F(M) em F(P).

2.3 Grupos e Algebras de Lie

Tendo estabelecido a estrutura da variedade diferencidavel como um espago que
localmente se assemelha ao espaco euclidiano, estamos agora em posicao de unir os conceitos
algébricos e geométricos. Um Grupo de Lie é precisamente um objeto matematico que

é, simultaneamente, um grupo e uma variedade diferencidvel, com a exigéncia de que as
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operagoes de grupo (multiplicagdo e inversao) sejam suaves. Esta dupla natureza é o que

confere a eles o poder de descrever as simetrias continuas da fisica.

Um grupo de Lie é um conjunto de elementos que satisfaz todos os axiomas
esperados de um grupo (definigao 2.1), bem como todos os requerimentos exigidos para ser
uma variedade diferencidvel (apds a definigdo 2.12). Nesse sentido, a estrutura geométrica
de um grupo de Lie surge da identificagdo de cada elemento do grupo com um ponto em

um dado espago topologico (g; — g(x)) [6].

Devido a sua estrutura de variedade, podemos associar a elementos de tais grupos
noc¢des como espagos tangentes, campos vetoriais, derivacao sobre curvas, etc. Além
disso, devido a natureza de grupo, conceitos relacionados ainda permanecem disponiveis.
Naturalmente, a riqueza de ferramentas disponiveis para um grupo de Lie deve ser

consistente com sua estrutura de grupo e de variedade diferenciavel [7].

Definicao 2.20: Grupos de Lie

Seja M™ uma variedade diferenciavel. Essa variedade serd um grupo de Lie se as
operagoes de grupo puderem ser parametrizadas (g(x), x € M"™), com o produto
definido por g(x)eg(y) = g(z), onde X, y e z sdo coordenadas de M™, cuja dependéncia

é especificada por meio de uma fun¢do na forma z = ¢(x,y).

Além disso, devem ser verificadas duas propriedades:

i Suavidade do mapa de composigao do grupo: O mapa z = ¢(x,y), resultante

de g(x) o g(y) = g(z), deve ser diferencidvel;

ii Suavidade do mapa de inversao do grupo: O mapa de inversao do grupo

y = 1(x), definido por meio da operagao g~!(y) = g(x), deve ser diferencidvel.
Exemplo 2.8: O Grupo SO(2)
O grupo das matrizes ortogonais especiais SO(2), associado a rotagoes no espago

bidimensional, ¢ um grupo de Lie. Por definicao, SO(2) = {A € M(2,R)|AAT =

ATA =T,det(A) = 1}, que pode ser representado matricialmente por
. cosf) —sinf |
sinf  cos6

Por essa representacao, se torna claro que todo e qualquer elemento de SO(2)

com 0 <0 < 2m.

pode ser parametrizado de maneira continua e diferenciavel pelo angulo 6, e isso
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confere ao grupo uma estrutura de variedade diferenciavel. Tal variedade corresponde

a circunferéncia unitaria S(1).
2.3.1 Grupos de Transformacdes Uniparamétricas

Definicao 2.21: Grupos de Transformacg6oes Uniparamétricas

Seja uma regiao D C R", e seja x = (1,9, - -, x,) coordenadas nessa regiao. O
conjunto de transformacoes

x = X(x,¢)

forma um grupo de transformacoes uniparamétricas, com ¢ em S C R, onde

¢(€,d) define uma lei de composicao entre € e § em S, se forem satisfeitas as condigoes:

i Para cada € € S, as transformagoes sdo 1:1 (bijetivas) em D. Portanto, x € D;
ii S com a lei de composigao ¢ forma um grupo;

iii Para cada x € D, ha um elemento € = ¢;, denominado identidade, tal que

X = X;

iv Se X = X(x,¢), e X = X(%, ), entdo

Definicao 2.22: Grupos de Lie de Transformagoes Uniparamétricas

Um grupo de Lie de transformagoes uniparamétricas ¢ um grupo de Lie que,

além de satisfazer os requerimentos da definicdo anterior, satisfaz o que se segue:

i .S é um intervalo continuo em R. Em outros termos, € é um parametro continuo,
onde ¢ = 0 pode ser tomado, sem perda de generalidade, como o elemento
identidade;

ii A fungao ¢(e,0) é analitica em € e 0 € S,

iii X é uma funcao analitica em € € S e, além disso, é infinitamente diferenciavel

com respeito a x € D.

No proximo exemplo, a ideia por tras da definicao de grupos de transformagoes

uniparamétricas serd ilustrada pelo grupo de translagoes no plano (x,y).
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Exemplo 2.9: Transformacgoes Uniparamétricas no Plano

Consideremos o grupo de translacgoes definidas por

=
Il
&

+ €,

y=y, = yek
Para esse grupo, a lei de composi¢ao mais natural é ¢ = e+ 9, que obviamente satisfaz

os requerimentos da defini¢ao 2.22.

2.3.2 Algebras de Lie

Por razoes quaisquer, poderia ser necessario estudar a equivaléncia entre dois grupos
de Lie. Essa nao é uma tarefa trivial, pois seria preciso estudar a equivaléncia topoldgica
entre as duas variedades associadas e, além disso, a equivaléncia das leis de composicao
(operagoes) desses grupos, que geralmente sdo nao lineares. Entretanto, este estudo poderia
ser notavelmente simplificado se as operagoes de composi¢cao admitissem linearizacao de

alguma natureza.

Um grupo de Lie pode ser linearizado em torno de qualquer um de seus pontos. Tal
linearizagao pode ser feita por meio de uma série de Taylor em termos das coordenadas
que definem esse ponto. Porém, apesar de todos os pontos em um grupo de Lie parecerem
localmente exatamente como qualquer outro ponto [6], é particularmente 1til estudar a

linearizacao em torno de um ponto especial: a identidade do grupo.

O processo de linearizagao em torno do elemento identidade dara origem a um
novo conjunto de operadores, e esses operadores formarao um espago vetorial linear que

recebe o nome de algebra de Lie.

Para ilustrarmos o que estamos discutindo, busquemos linearizar o grupo SO(2)
em torno de sua identidade. Como visto no exemplo 2.8, os elementos desse grupo podem

ser representados por matrizes 2 x 2 da forma
cosf) —sinf
A= )
sinf  cos6

A identidade do grupo corresponde a matriz na qual § = 0. Portanto, facamos uma

expansao em Taylor em torno desse ponto [8,9]. Assim, temos que

cosf@ —sinf d [cosf@ —sinf 10 0 —6
A= ‘ + — ' 0+ = + 4+ ..
sinf  cos# . df \sinf cos6 o 0 1 0 0

0=
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Desta expressao, concluimos que

_d [cos 0 —sinf (0 -1
0 ~df \sinf cosf 1 o)
0=0

que corresponde ao elemento de base da algebra de Lie correspondente a SO(2).

dA
do |,

2.3.2.1 Invertendo a Linearizacdo: A Aplicacao Exponencial

Podemos pensar em sentido contrario: Sera possivel construir todo o grupo, ou

parte dele, a partir dos elementos de sua algebra?

Consideremos que X seja um elemento qualquer de uma algebra de Lie. No espirito
de linearizagao proposto, podemos dizer que um elemento pertencente a um grupo associado
aquela algebra pode ser expandido em torno da identidade 1 na forma A =1+ X, com
€ sendo um fator infinitesimal. Na tentativa de nos movermos para longe da identidade,
podemos repetir esse procedimento tantas vezes quanto necessario, o que conduz ao

processo limite
Jim (1 + X) Z — = exp(X). (2.1)

Isso define a aplicacao exponencial, dado que o limite acima é o mesmo encontrado
na caracterizacao da funcao exponencial. Aqui, porém, nao estamos nos restringindo a
numeros reais ou complexos, de modo que nossos resultados se aplicam também a matrizes

n X n e a outros objetos.

Exemplo 2.10: SO(2) a Partir da sua Algebra

Voltemos ao grupo SO(2). Sabemos que sua algebra tem como elemento de base

X:(‘f —01>.

Desses resultados em 2.1,

A 9 B GX 00 Qan B o] 6)2k 2k o] 92k+1 X2k+1 B
(0) = exp(0X) = 3 2 ot T X @) -
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X [(=)F 0 o Rt 0 —(—=1)*\ [cosf® —sind
_;g) (2k)! ( 0 (—1)k) +;§) (2k + 1)! ((—1)'C 0 ) N (sin& cos f ) '

O que nossa discussao nos mostra é que o mapeamento exponencial proporciona

uma maneira natural de parametrizar um grupo de Lie em termos de quantidades lineares,
isto ¢, os elementos da algebra de Lie associada a esse grupo. Propriedades da aplicacao
exponencial, considerando matrizes como argumento, sao apresentadas pelos préoximos

dois teoremas, cujas provas sao apresentadas em [1].

Teorema 2.2: Formula de Campbell-Baker-Hausdorff

Seja A e B matrizes n x n. Portanto,

(exp A)(exp B) = exp (A +B+ ;[A, B+ 112([/1, (A, B]] + B, [B, Al]) + - - ) |

Se essas matrizes comutarem ¢, a expressao acima se reduz a

exp Aexp B = exp(A + B).

@ Definiremos isso abaixo, mas, essencialmente, significa que [A, B] = 0.

Teorema 2.3: Propriedades da Aplicagao Exponencial

A aplicagdo exponencial, aplicada a uma matriz n x n A, apresenta as seguintes

propriedades:

i (expA)* = exp(A*);
ii A transposigao de exp A é exp(AT);
iii (exp A)T = exp(A");
iv Para cada matriz n X n nao singular S, exp(SAS™!) = Sexp(A)SY;

v Sejam A1, Ao, - - -, A\, os autovalores de A. Portanto, e, e*2, - - - e sdo os

autovalores da matriz exp A;
vi Vale a expressao, det(exp A) = exp(Tr A);

vii A aplicagdo exponencial de A sempre serd nao singular, além disso, vale a

expressao (exp A)™! = exp(—A);

viii O mapeamento exponencial exp A prové um mapeamento continuo de uma

pequena regiao em torno da matriz O, elemento nulo da algebra, em uma
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pequena regiao em torno da matriz identidade I do grupo linear geral de

matrizes %.

% Grupo de matrizes n x n inversiveis, munido da operacdo de multiplicacdo matricial.

2.3.3 Propriedades das algebras de Lie

A discussao dada acima serviu ao proposito de introduzir a no¢ao de algebra de
Lie. Agora, serd do nosso interesse usar o que sabemos para construir as propriedades que

essas algebras devem satisfazer.

Sabemos que, se X é um elemento de uma algebra de Lie, entao um elemento em
uma vizinhanca infinitesimal da identidade do grupo, continuemos chamando de A, pode
ser expresso como A = I 4+ eaX, com ¢ infinitesimal e « real. Tomemos outro elemento B,
expresso por B =1+ €8Y, com [ real e Y também na algebra. Dai, considerando e como

a operagao do grupo, A e B serda um elemento do grupo e pode ser expresso por
AeB=(I4+ecaX)e(I+efY)=1+eaX+0Y)+---

Portanto, dado que X e Y sao elementos da algebra, a X + Y também o sera. Assim sendo,
estd justificada a estrutura de espago vetorial que uma é&lgebra de Lie apresenta [6,10] .
Antes de avancarmos, precisaremos definir uma nova operacao entre elementos do

grupo chamada de comutagao.

Definicao 2.23: Comutacao Entre Elementos do Grupo

Sejam dois elementos g; e go pertencentes a um grupo G. O comutador entre esses

elementos é dado por

(91, 2] = 919297 95 "

Expandindo g; e go em termos de elementos X e Y da &lgebra g em torno da

identidade do grupo, o comutador entre esses elementos sera
[91, 9] = exp(eX) exp(dY") exp(—€X) exp(—0Y) + - - - =
=I+e0( XY —-YX)=T+e[X, Y]+

Portanto, o comutador entre dois elementos do grupo implica na operagao entre
dois elementos da algebra dada por [A, B] = AB — BA, que recebe o mesmo nome. Daqui,

podemos notar que, se um grupo ¢é abeliano, o que significa que os seus elementos comutam,

1 Um espago vetorial V é um conjunto de elementos (vetores) fechado sobre a adi¢io vetorial e a multi-

plicacgdo por escalar. Além disso, os elementos do conjunto devem satisfazer outras oito propriedades.
Um exemplo de espago vetorial é o espago euclidiano n-dimensional R™ [10].
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entao [A, B]=0. Consequentemente, exp([A, B]) = exp0 = I. Além disso, devem valer a
anticomutatividade [A, B] = —[B, A], e a identidade de Jacobi

[A,[B,C]] + [C,[A, B]] + [B,[C, A]] = 0.

Toda a discussao feita nesta subsecdo e na anterior pode ser sintetizada pela
seguinte defini¢ao:

Definicdo 2.24: Algebra de Lie

Uma algebra de Lie g é um espaco vetorial munido com uma aplicacao bilinear

[,]:9xg— g, denominado produto da dlgebra, que seja anticomutativo e satisfaga
a identidade de Jacobi, isto é,

X, Y] = -[Y, X],

[X.Y],Z] +[[2,X],Y] +[[Y,Z],X] = 0.

Exemplo 2.11: Grupo SL(2,C)

Consideremos o grupo das matrizes complexas 2 x 2 lineares de determinante unitério,

denominado SL(2, C). Aplicando a parte (vi) do teorema 2.3, expandindo em torno

da identidade e derivando em relacao ao parametro t, teremos que

d
— det(A
o det(A)

. = ;;exp(Tr In(A))

t=0

_ jtexp(Tr In(I + tA(0)))

= Cciiexp(Tr(tA(())))

onde foi usada a expansao In(1 4 z) ~ z. Prosseguindo,

0,

t=0

& exp(Tr(rA(0)))

= jtexp(tTr(A(O)))

t=0

Tr(A(0)) exp(tTr(A(O)))‘tZO = Tr(A(0)) = 0.

Assim, concluimos que a algebra de Lie associada ao grupo SL(2, C) consiste

nas matrizes complexas de trago nulo. Resultado esse diretamente generalizavel para

SL(2, K), com K = {R, C}.
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2.3.4 Constantes de Estrutura

Considerando que a algebra de Lie g é um espaco vetorial, conceitos naturais a
esses espacos, como dimensdio, bases e produtos internos, podem ser obtidos. E um fato
garantido por teorema (ver [1]) que a dimensdo da algebra de Lie é a mesma dimensao
da variedade que parametriza o grupo de Lie associado. Seguindo, dada a dimensao de g,
podemos entao selecionar n elementos linearmente independentes para construir uma base

desse espaco, sob a qual qualquer elemento da algebra pode ser escrito.

Além disso, sabemos que a algebra é fechada sob a operacao de comutacao; isto é,
a comutacao entre quaisquer dois elementos da algebra resulta em um terceiro elemento
pertencente a mesma algebra. Consequentemente, o comutador de dois elementos de base

resulta em uma combinagao linear de elementos de base {&; }
(&, €] = Chiéy.

As quantidades ij damos o nome de constantes de estrutura.

As constantes de estrutura de uma &algebra apresentam algumas propriedades.

Primeiramente, da antissimetria do colchete, temos que

&, &) = Cli&e = —[€, &) = —Cli&.

Entao,
ko k
Cy;=—Cj. (2.2)

Por sua vez, da identidade de Jacobi,

& €50, &) + (16 &1, &) + (165, &), & = Chlén, &) + Chlée, & + Chilé, & =
= CECHEm + O + CCREm = (CHCH + CRCE + CHCTEm = 0,

ou seja,
CHCii + CRCiy + C5C1 = 0, (2.3)

onde a soma esta implicita pela notacao de soma de Einstein.

Exemplo 2.12: Constantes de Estrutura de su(2, C)

A 4lgebra de Lie su(2) consiste de matrizes anti-hermitianas 2 x 2 com traco nulo. E
possivel construir uma matriz anti-hermitiana A a partir de uma matriz hermitiana

H por A =1iH. Por sua vez, a matriz hermitiana 2 x 2 mais geral que possui tracgo

"o (a b*>,
b —a

nulo é
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com a € R e b= by+ ib;. Agora, podemos escrever H como

bo — ib 10 01 0 —
o a o a +bo +b, " = ao,+boo+b10y,
bo + by —a 0 -1 Lo 00

onde o, 0, ¢ 0, sao as matrizes de Pauli.

Como as matrizes de Pauli sdo linearmente independentes, elas formarao uma
base de su(2) que, por conveniéncia, pode ser redefinida como

— 50y, 52 = _502'-

Fazendo uso da propriedade [0, 03] = i€a.0., verifica-se que

[517753/} =&, [&/752] = e, [§z7§r] - fy-

Portanto, as constantes de estrutura de su(2) na base & sio C%, = —C3, = C5; =
—C5=C5 =-Ch=1.

2.3.5 Subdlgebras e Ideais

Definicao 2.25: Subalgebra

Dada uma algebra de Lie g, um subespaco vetorial h C g é dito uma subalgebra de
Lie de g se for fechado sob a operacao de multiplicacao definida pelo colchete de Lie,
ou seja, se [, h] C b.

Ainda no espirito da definicao acima, essa subdlgebra é dita invariante, ou h é
um ideal de g, se o colchete de Lie de qualquer elemento de h com qualquer elemento de
g estiver contido em h. Trivialmente, {0} e g sdo ideais. Caso, para uma &lgebra de Lie
nao abeliana, os tnicos ideais forem os triviais, diz-se que essa algebra é simples. Além
disso, uma algebra de Lie é dita semissimples se puder ser construida como uma soma

direta de algebras simples.

Naturalmente, uma subalgebra de Lie h esta associada a um subgrupo de Lie H

de um grupo G. Seja g = exp(tX) € G, h=exp(sY) e He X, Y] ChV X eg, Y ebh.

Sabe-se que
ghg™" = gexp(sY)g™ = exp(sgYg '),

e que

ﬁtXQ - e

2! 3!

gYg ' = (1 +1X + 2

2 t3
X3 4 ---)Y(l—tX+2'tX2—X3+ > =
t? 13
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Dado que [X,Y] € b, entao [X,[X, -+, [X,Y], - -+, X],X] € h. Logo, gYg~! € b
e, consequentemente, ghg~' € H. Por outro lado, se ghg~! € H, podemos tomar a curva
g(t)hg=1(t) em H, e daf notamos que o termo de primeira ordem em ¢ é [X,Y], o que
nos leva a concluir que, se g(t)hg~'(t) € H, entao [X, Y] € h. Portanto, tendo em mente
a definicao de um subgrupo normal 2, acabamos de mostrar que se h for um ideal de g,

entdao H é um subgrupo normal de G.

Existem dois procedimentos gerais para construcao de ideais a partir de uma algebra
de Lie g: o método da série derivada de g e 0o método da série geral descendente
de g [7].

Definicao 2.26: Método da Série Derivada

Seja a série derivada de g definida por

gk:-i-l — [gk’gk]’

comk=0,1,2,---,eg’=g.

k+1

Supondo que g* é um ideal de g, entdo se Y = [Z;,Zs] € gF'!, segue, pela

identidade de Jacobi, que
[X7Y] = [Xv [Z1> ZQH = [Zlv [Xv ZZH + HXv Zl]a ZQ] € gk+1v

VX €geZ;c gk Como g®éum ideal, conclui-se por inducio que g¢*t! é um ideal
de g. Além disso, a sequéncia é decrescente, gh™! C gF. Caso g = {0} para algum
ko > 1, entao a algebra de Lie g é dita soltvel. Portanto, ha uma sequéncia de

subgrupos de Lie dada por
I=GhcGhlc...cG'=G,

onde, conforme mostramos anteriormente, G**! ¢ normal a G*.

Definicao 2.27: Método da Série Geral Decrescente

Seja a série central descendente de g definida por

k—}—l:[

g g,0",

comk=1,2,3,---.

2 Um subgrupo N de G é normal a G se,Vn e Neg e G, gng~! € G [11], [12].
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Fazendo novamente uso da identidade de Jacobi,

k+1]

[0,6"""] = [9,[9,0"] = lo. 0], 6"] + [9, [, 6"]].

Mas, como [g, g¥] C gF*t! é verdade para k = 1, segue, por inducdo, que g"*! C g*

k+1

para qualquer k£ > 1. Portanto, [g, g**!] C g**! e conclui-se que g"*! é um ideal. Por

sua vez, diz-se que g nilpotente se g = {0} para algum k > 1.

Exemplo 2.13

Consideremos a &lgebra de Lie bidimensional span{ Xy, X5} A relacdo de comutacao

entre os elementos de base pode ser escrita por
(X1, Xo] = CL, X, + O, X,

As outras constantes de estrutura, devido a antissimetria dos indices inferiores, sao

1 _ 1 2 _ 2
Cy = —Ciy e C3 = —C7,.

Consideremos o caso Cf, = C%, = 0. Aqui, [X1, X3] = 0, implicando que a
algebra é abeliana, bem como o grupo local associado. Obviamente, neste caso, a

algebra é soluvel.

Seja agora o caso em que C}, é necessariamente diferente de zero. Consideremos
a base {Y1, Y5}, definida por

1
Vi =CLX1 4+ ChXs, Yo=—1Xo.
C1
A relagao de comutacao entre os elementos dessa base é
Cly Ch
[Y1,Ys] = CT[XlaXﬂ + CT[XzaXz] = [X1,X5] = CL X1 + CFL, X, = V1.
12 12
Assim, em termos dos resultados que derivamos anteriormente, obtemos que
o grupo de Lie gerado por Y; é subgrupo normal daquele gerado por [Y7,Y3] (ou
[X1, X5]). Portanto, podemos concluir deste exemplo que, ao menos localmente, todo

grupo de Lie com dois parametros é soltuvel.

@ Varrida por (=construida a partir da base contendo X; e X2 como elementos).

Exemplo 2.14: Algebra de SL(2, R)

Os elementos de base da algebra de SL(2, R) podem ser escritos na forma

Xl = ax, XQ = a:é?x, X3 = $28x.
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Os comutadores ndo nulos sao

(X1, Xo] = Xy, [X1, X5] =2X,, [Xy, X5] =X

Das relagoes de comutagao acima, fica claro que o espago varrido por X e X,
forma uma subdlgebra de Lie sl(2,R). O mesmo acontece para o subespaco varrido
por X, e X3. Porém, nenhuma dessas subalgebras é ideal. Dessa forma, mostramos
que a algebra de SL(2, R) s6 possui a si mesma e {0} como ideais. Em outros termos,

o que acabamos de verificar é que a dlgebra de SL(2, R) é simples.

Exemplo 2.15

Tomemos a algebra £ varrida por

Xlza

Yo

X2 = Jjay, X3 = x2a

Yo

Xy =0,, Xs5=u2x0,.
Para este caso, os comutadores nao nulos sao
[(Xo, Xyl = = X4, [Xo, X5] = —Xo,  [X3, Xy] = —2X,,
(X3, X5] = —2X3, [Xy, X5] = X,

Dos comutadores acima, podemos notar que £3) = span(X1, Xo, X3, Xy) é
subalgebra de £. Por sua vez, dado que os comutadores nao nulos entre os elementos
de €1 sdo [Xy, X4] = — X e [X3, Xy4] = —2X,, temos que essa subélgebra tem
como subalgebra £ = span(Xi, X,). Entretanto, a subalgebra £ é abeliana

([X1, X3] = 0), portanto, admite como subdlgebra apenas £ = {0}. Assim, temos
{0} =20 c 2@ c el c g

Logo, a partir do que estudamos, concluimos que a algebra £ é solavel.

2.4 Aspectos Elementares da Teoria de Espacos de Jatos

No proximo capitulo, estabeleceremos como os grupos de Lie e seus geradores
infinitesimais (campos vetoriais) descrevem transformagoes continuas nas varidveis inde-
pendentes e dependentes (x,u) de um sistema. Contudo, o objeto central de nosso estudo

— uma equacao diferencial — nao depende apenas de x e u, mas fundamentalmente de
suas derivadas (g, u.., etc.). Surge, entdao, a questao crucial: se transformamos as variaveis

base, como as derivadas se transformam em consequéncia? A regra da cadeia mostra que
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a transformacao de uma derivada é uma funcao complexa e nao linear das transformagoes

originais e das proprias derivadas.

Para lidar com este desafio de forma sistematica, é necessario um novo arcabougo
geométrico. A solucao reside no conceito de espacos de jatos. A ideia fundamental é
tratar as derivadas de uma funcdo, até uma certa ordem n, ndo como operadores, mas
como novas coordenadas independentes. Um ponto no n-ésimo espaco de jatos, J", é,
portanto, uma tupla (x,u™), que contém informacdes sobre o valor da funcio e de todas

as suas derivadas até a ordem n em um ponto x.

Este formalismo ¢ a chave para todo o método: a prolongacao de um grupo de
simetria nada mais é do que a extensao da agao do grupo de transformacoes do espaco
original X x U para o espaco de jatos J". E nesta arena matemdtica que podemos calcular
rigorosamente como os geradores de simetria atuam sobre as derivadas e, assim, impor a
condicao de invaridncia a uma equagao diferencial completa. O que se segue é a formalizagao
desta poderosa ideia. Apontaremos apenas elementos fundamentais que servirdo para
0s nossos propositos ao longo da dissertagao, mas, para o leitor interessado, tal teoria é

discutida com mais rigor em [13], [14] e [15].

Seja f : X — R uma funcao, com X denotando o espaco das p varidveis in-
dependentes, com coordenadas x = (', - - -, 2P). Denotaremos uma derivada de f(x)

por
ahﬂf(xlj...’xp)
A(xt)ir .- O(wp)ie’

onde J = (ji,- -~ Jp) € [J| = jr 4+ -+ -+ jp.

D, f(x) =

Devido ao fato de que a ordem de derivagao é irrelevante, um raciocinio de analise

combinatoéria nos permite concluir que ha

p+k—1
k p—
P k
derivadas parciais diferentes de ordem k. Para o caso f = (f',- -, f9), q varidveis

dependentes, temos as derivadas parciais D;f*(z), e o nimero de derivadas parciais de

ordem k é
p+k—1

qPr = q
g 2

Denotaremos por U o espago R%* com coordenadas {u§} representando essas
derivadas parciais. Além disso, seja U™ o espaco com coordenadas representando todas
as derivadas parciais até ordem n da fungao f(z), com a prépria fungao sendo entendida

como a derivada de ordem zero. Portanto, U™ serd

Wm:UXChx~«x&“
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e tomamos u™ como determinando coletivamente todas as coordenadas desse espaco.

A dimensdo de U™ ¢ dada por

dim U™ =dim U+dim U, + -+ -+ dim U,, = gpo + qp1 + - - - + qpn =

=> g =q = qp™",
k=0 k L

onde foi usado o resultado *
z": ptk+1\ (p+tn
k=0 k n '

Neste ponto, definiremos o n-ésimo espago de jatos, também chamado de espaco

de n-jatos, por
JMXxU)=XxUMW =X xUxU;x ---xU,,

e denotaremos as coordenadas de um ponto nesse espaco por (x,u™).
Normalmente, o interesse nao esta em todo o espago X x U, mas em apenas um

subconjunto M C X x U. Neste caso, definimos o espaco de n-jatos M ™ por

MM™ =MxU; x - xU,.

Exemplo 2.16: Equacao de Laplace

Consideremos a equacao de Laplace tridimensional
ViU = Uy, + Uyy + Uy, = 0.

Para este caso, p =3, ¢ =1 e n = 2, tal que o espaco de jatos relevante é o espago
J?, com coordenadas (,y, 2, U, Uy, Uy, Us , Uy Uyy Usz s Uy, Uysy Uz, ). Portanto, vemos
que a equagao de Laplace vive em um espago de 13 dimensoes. Se denotarmos as
coordenadas coletivamente por v*, com s = 1,- - -, 13, podemos reescrever a equagao
de Laplace por

v® + ot 0P =0,

Dessa forma, temos que a equacio de Laplace define um subespaco Sa C X x U®),

com 12 dimensoes, tal que v® 4+ v!! + 013 = 0.

3 Extraido a partir da identidade de Hockey-Stick [16].
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2.5 Método das Caracteristicas

A analise de simetria, como veremos, frequentemente nos levara a equagoes dife-
renciais parciais para os geradores infinitesimais. Uma técnica classica e poderosa para
a resolucao de tais equagoes é o Método das Caracteristicas, que reduz uma EDP a
um sistema de EDOs ao longo de curvas especificas. Revisaremos este método, pois ele
sera fundamental para resolver as 'equacoes determinantes’ que surgem na busca pelas

simetrias de Lie.

O método das caracteristicas ¢ uma técnica que permite a obtencdo de solucoes de
equacoes diferenciais parciais (PDE) lineares, semilineares ou quasilineares 4. O método
envolve a determinacao de curvas especiais, chamadas curvas caracteristicas, ao longo das
quais a PDE se torna um conjunto de equagoes diferenciais ordinarias (ODE) [18,19].
Uma vez que essas ODEs sao resolvidas ao longo das curvas caracteristicas, suas solugoes

podem ser usadas na obtencao das solucoes da PDE original.

Para fins ilustrativos, consideremos a PDE quasilinear de primeira ordem

ol y,u) 0+ by u) = el ). 2.4

Assumiremos aqui que a,b e ¢ sao funcgdes pelo menos C? (diferencidveis ao menos uma
vez, e sua derivada é continua no dominio da fungao). Além disso, assumiremos que
u = u(xz,y) é solugao da equagao , cujo grafico é uma curva solugao S embebida em R?.
Obviamente, essa curva solucao pode ser expressa implicitamente por uma funcao da forma
f(z,y,u) =0.

Dos nossos conhecimentos do calculo vetorial, sabemos que o vetor normal a S é

dado por Vf = 0. Notando que podemos escrever f(z,y,u) = u(z,y) — u, temos que

8fA 8fA 8f 8uA Ou~ Ou, B
Vf= —l—@y +au I +3yj k—(ux,uy, 1).

Esse é o vetor normal a qualquer ponto da curva solugao S.

Introduzamos agora um campo vetorial por V = a(z,y, u)i+b(z,y, u)) +clz, y, u)l%

Tomando o produto escalar de um vetor pertencente a esse campo com o vetor normal V f,
V-Vf=(ab,c)- (uguy,—1)=alx,y,u)u, +b(z,y,u)u, — c(z,y,u) =0,

que ¢ justamente a equacao 2.4. Da expressao anterior, notamos que VeV f sdo ortogonais.
Além disso, dado que V f é ortonormal a superficie S, temos que Vé tangente a S em
cada ponto. Para superficies tangentes a campos vetoriais, damos o nome de superficies
integrais do campo vetorial.. A dire¢do definida por V recebe o nome de direcao

caracteristica.

4 Sobre a classificagio de equagdes diferenciais, o leitor pode consultar [17].
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Seja d§ = dxi + dy] + dzk o elemento de comprimento ao longo de A na superficie

solugdo. Assim, dado que Ve tangente a S, temos que

v gk
Axdi=|a b ¢|=0,
dr dy du

ou,

(bdu — cdy)i — (adu — cdx)) + (ady — bdx)k = 0.

De modo que a igualdade seja satisfeita, cada termo na expressao anterior deve ser igual a

zero. Como consequéncia,
der. dy du
a b ¢
que sao conhecidas como equacgoes de Lagrange-Charpit. Dai,

, (2.5)

du ¢ du ¢
dz a © dy b
ou, equivalentemente,
dr  a(z,y,u)
dy  b(z,y,u)’
que define uma familia de curvas (dependentes de u) sobre a superficie S no espago (x, y, u).
O matematico A. L. Cauchy as nomeou curvas caracteristicas, e o conjunto de equacoes

acima sao as equagoes caracteristicas da PDE quasilinear.

A solucao do sistema de ODEs acima leva a uma familia de curvas de dois parametros
dada por
F(x7 y? u7 A? B) = 07 G(:U7 y? u? A7 B) = O?

onde A e B sdo constantes de integracao. Em cada ponto do espago hd uma tinica curva
caracteristica e um vetor tangente. Por sua vez, toda superficie composta por curvas
caracteristicas sera solucao da PDE original. Tal superficie pode ser obtida analiticamente
expressando uma das constantes de integragdo em termos da outra, na forma B = f(A).

O proximo exemplo ilustra o que discutimos.

Exemplo 2.17

Seja a PDE
ou ou
tu— =

20— 2uy?
gy ay uy”,

onde

a=2y, b=u, e c=2yu’

As equagoes de Lagrange-Charpit sao
dx dy du

2w 2yu?
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Da segunda igualdade,

du:?ydy:/du:/Zydy—kA:lnu:yQ—HnB,
u u

com A = 1In B constante. Essa equacao pode ser reescrita como,

2
u= BeY .

Substituamos a funcao de u acima na primeira igualdade das equacoes de

Lagrange-Charpit. Dessa forma, teremos

d d 2 2
Zz_BiQé/de—/ye_ydyéBx——e_y +C.

Assim,

Bx+e ¥ = C, u= BeV”

formam uma familia de curvas com dois pardmetros. Ao expressarmos B em funcao de
C, seremos capazes de definir uma familia de curvas caracteristicas uniparamétricas,

que é uma curva solucao. Portanto,
C=Br+e? =@we)o+e? =uzr+1)e?.
Assim,
B=f(C)=ulw,y)=eV f((ur+1)e V),

onde f é uma funcao arbitraria.

Em muitos problemas, é conveniente expressar as curvas em uma forma paramétrica.
Se assim o fizermos em termos de um parametro s, isto é, x(s), y(s), e u(s), as equagoes

de Lagrange-Charpit assumem a forma

de dy du ds

a b 1
E,
de_ e, du_
cls_a7 ds 7 ds_c'

Contudo, todo o resto da analise permanece o mesmo.
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3 Prolongacoes |: Simetrias de Ponto de Lie

Tendo apresentado as ferramentas matematicas que utilizaremos ao longo do nosso
estudo, o presente capitulo serd devotado a construgao do método das prolongagoes
para equagoes diferenciais. Comegaremos apresentando nocoes fundamentais, a partir dai
construiremos o método para o caso mais simples, o de equagcdes diferenciais ordinarias
de primeira ordem, e entao procederemos para a generalizacdo para quaisquer equagoes

diferenciais.

3.1 Aspectos Histoéricos

Embora tenham fascinado geragoes de pensadores, dos antigos gregos a Kepler,
um avango substancial acerca de simetrias ocorreu apenas no século dezenove, quando
o matematico noruegués Sophus Lie comecou suas investigacoes a respeito dos grupos
de transformacoes continuas que mantém equacgoes diferenciais invariantes, naquilo que é

conhecido atualmente como analise de simetria de equagoes diferenciais.

A teoria da analise de simetria de equagdes diferenciais foi desenvolvida entre os
anos de 1872 e 1899. Essa construgdo permite a derivacao de solugoes de forma totalmente
algoritmica, dispensando a necessidade de golpes de sorte. Sobre o principal problema que

ele enfrentou com sua teoria, Lie escreveu:

A forma antiga de examinacdo de equacoes diferenciais, como encontrado em livros-texto
padrao, nao € sistemdtica. Os escritores desenvolveram teorias de integracao especiais
para equagoes diferenciais homogéneas, para equacoes diferenciais lineares, e outras formas
especiais integraveis de equacgoes diferenciais. Entretanto, os matemdticos nao perceberam
que essas teorias especiais estao todas contidas no termo transformagoes infinitesimais,

que € diretamente conectado com o termo de um grupo uniparamétrico.

Apesar dessa caracteristica, a abordagem de Lie para equagoes diferenciais nao foi
explorada por meio século, e apenas a teoria abstrata dos grupos cresceu. Foi nos anos de
1940, através das pesquisas de G. Birkhoff e I. Sedov no campo da analise dimensional, que
a teoria forneceu resultados relevantes em problemas aplicados. Porém, desde os anos 1960,
a escola russa tomou a primazia da aplicacao do método, especialmente por meio de L.
V. Ovsiannikov, construindo explicitamente solu¢oes para todo tipo de problema, mesmo
os mais complicados, em fisica matematica. Ao longo das tltimas décadas, o interesse
pela teoria de Lie renasceu, e avangos significativos tém ocorrido, tanto do ponto de vista

teérico quanto do aplicado [20].
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3.2 Transformacoes Uniparamétricas Infinitesimais

Na subsecao 2.3.1 definimos grupos de transformacdes uniparamétricas. Tomemos
como ponto de partida a transformacdo X = f(x;¢€). Fazendo uma expansao em série de

Taylor em torno de € = 0, elemento identidade, temos que

8 af (x; 1 &*f(x;
XZf(X;O)+<8}Z€)€0 2(‘;6};6)60624_.” (3.1)
Definamos 0f(x: )
_ X €
S(X) - 86 —o

Dizemos que a transformagiao X = f(x;0) + €£(x) = x + €£(x) é uma transformacao
uniparamétrica infinitesimal de X = f(x;¢€). Aos elementos £(x) daremos o nome de

infinitesimais dessa transformacao.

Antes de seguirmos adiante, estabelecamos alguns resultados adicionais, almejando

uma base solida para nossa construgao.

Lema 3.1

Seja o grupo de transformages uniparamétricas X = f(x;€). Para tal grupo, vale a

transformacao

Jxie+ A€) = F(f(xe)de " e+ Ad)). (3.2)

Prova 3.1

A prova do lema consiste simplesmente em desenvolver a expressao acima. Fazendo

isso, temos que
fxie+ Ae) = f(x:6(0, € + Ae)) = f(x;d(d(e, €7'), € + Ae)) =

= [(X;0(e, ¢(7 ', e+ Ae))) = f(x;€+ Ae) = f(f(x.€); p(e", e+ Ae)).

Teorema 3.1: Primeiro Teorema Fundamental de Lie

Para o grupo de Lie de transformagoes uniparamétricas X = f(x,¢€), existe uma
parametrizacao 7(€) que torna esse grupo equivalente a solu¢ao do problema de valor
inicial para um sistema de equagoes diferenciais ordinarias (ODEs) da forma

dx .
E - f(l’),
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onde X = x quando 7 = 0. Além disso,

9¢

[(e) = P

($1,$2) )
(mlva):(€711 e)

com I'(0) =1 e ¢ ! sendo a inversa de e.

Prova 3.2

Primeiramente, expandamos o lado direito de 3.2 em torno de Ae = 0,

of(x;¢€) of(x;¢€)

floiet A0 = Fxi )+ o o

Ae+O(A®) =%+
Ae=0

Ae+O(A€).
Ae=0
(3.3)

Além disso, expandamos também ¢(e!, € + Ae) em torno do mesmo ponto,

O™t e€)

Pl e+ Ae) = (e e) +
Oe

Ae + O(A€®) = T(e)Ae + O(A).
Ae=0

Substituindo esse resultado em 3.2 e expandindo mais uma vez em torno de Ae,

f(xie4+Ae) = f(X; (et e+ Ae)) = F(X;T(e)Ac + O(A€?)) =

= f(%,0) + %’?6) ) 5+ 0(0%) = x + T(e)¢(X)Ae + O(62),

com § = I'(¢)Ae. Finalmente, comparando a expressao acima com 3.3,

df(x;e) dx

6 = S =T,

com X = x para € = 0. Da expansao 3.2, podemos concluir que I'(0) = 1.

Dado que 0§(X)/dx; é continuo para i = 1,2, -+, n, o teorema de existéncia e
unicidade garante que a solugdo da equagao diferencial acima existe e é tinica [21].

Essa solugao precisa ser X = f(x;e€). ]

O que o teorema acima nos diz é que a transformacao infinitesimal contém infor-
macao essencial a respeito do grupo de Lie de transformacoes uniparamétricas original.
Além disso, o teorema fundamental de Lie mostra que um grupo de Lie de transforma-
¢oes uniparamétricas define um fluxo estacionario dado pela ODE, e que qualquer fluxo

estacionério define um grupo de Lie de transformagoes uniparamétricas [22].

Exemplo 3.1: Grupo de Translagoes no Plano

Para ilustrarmos o primeiro teorema de Lie, voltemos ao grupo de translacoes no
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plano definido por

T=x+¢€,
y=y.
Para esse grupo, a lei de composi¢io é ¢ = x; + 75 e € ! = —¢. Portanto, I'(e) =

8¢(x1, xg)/8x2 =1.

Tomemos x = (z,y). Portanto, f(x,€) = (z + ¢, y). Dal,

9f(x,€)
€ = =57~
Consequentemente, temos
dx _ | ody
de 77 de

comX =x ey =7y parae=0. A solugao desse problema forma justamente o conjunto

de translagoes no plano com o qual comegamos.

Exemplo 3.2: Grupos de Rotagoes no Plano

Rotacoes no plano sao caracterizadas por

T=uwxcosf —ysinf, ¢§=xsinf+ ycosb.

Entao,
O(z cosh — ysinb)
1 _ .
& (zy) = 50 Ty
O(zsinf + ycosd
e,y = & veost)l g,
00 —0

3.3 O Gerador de Transformacoes

Seja ¢ : R™ — R uma fungdo, e definamos do(x) = ¢(X)—d(x), com x = (2!, -+, z")
e X = X + dx. Fazendo uma expansao em séries de Taylor e retendo apenas termos até a

primeira ordem, obtemos que

0 5, LY LI, Y
do(x) = (qb(x) + (,)fldxl 4ot ﬁdm") —o(x)=>_ Gmgi de' = aigz(x)dt,

i=1 i=1

onde foi usado que dx’ = £(x)dt. Assim,

dp(z) = X(¢(x))], dt, (3.4)

onde definimos a quantidade
¢ _;
X(¢) =D axié (). (3.5)

i=1
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Analisando a equagao 3.4, vemos que X(¢) define completamente como a fungao
¢(x) varia perante a aplicagao de elementos do grupo de transformagdes uniparamétricas

infinitesimais. Portanto, a acao do grupo sera completamente definida pelo objeto
XZZfﬁzf(X)‘v7 (3.6)
=1 9T

e o chamaremos, doravante, de gerador do grupo de transformagoes uniparamétricas
infinitesimais, como ficara claro a seguir. Antes, contudo, sumarizemos essa discussao por

meio da seguinte definicao:

Definicao 3.1: Gerador de Transformagoes Uniparamétricas

Seja a transformagao uniparamétrica infinitesimal x = f(x, €). O gerador associado a

essa transformacao é dado pela equacao 3.6.

Assim, concluimos que o grupo de Lie de transformages uniparamétricas é deter-
minado pelos seus geradores infinitesimais, além das transformacoes infinitesimais, como

estabelecido pelo primeiro teorema fundamental de Lie.

Exemplo 3.3: Translagoes, Rotagoes e Escala no Plano

Do exemplo 3.1, £ =1 e €2 = 0. Portanto, a equacao 3.6 nos diz que o gerador desse
grupo de transformagoes ¢ X = 0,. Analogamente, para translagoes na direcao y,
X = 0,. Por conseguinte, para translagoes gerais no plano, X = ad, + 9,, com « e

[ constantes.

Para o caso do grupo de rotacoes no plano, explorado no exemplo 3.2, a
expressao 3.6 indica que o gerador é dado por X = yd, — xd,. Por sua vez, para uma

transformagao de escala da forma f(z,y;€) = (¢ ', €%y), o gerador é X = —x0,+2yd,.

Para darmos um importante passo adiante, seja ¢(X) = ¢(f(x;a)). Facamos uma

expansao em séries de Taylor em relagdo ao parametro a. Teremos que

99(f(x;a)) 1 P4(f(x;a))

HR) = oSO + =G | ek gy g | s
" 9¢ df'(x;a) 1 9 (06 df'(x;a)\ Of (x;a) >
(Z 97 da ) T (231 o7 (agzi da ) da ) e

L i O (i 09 -
b e (€005

i=1

+aZ£’

= ¢(x) + a X(9)|, + 50*X(X(¢))
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Lembrando da discussao a respeito da aplicagdo exponencial feita na subsecao 2.3.2.1,

sabemos que

e** = exp(aX) = Xn: l'a”X”. (3.7)
n=0 v
Agora, entendendo X*(¢) = X(X(- - (X(¢)) - -+)), concluimos que
$(x) = exp(aX)o(x), (3.8)
ou, quando ¢(x) = x,
Z = exp(aX)z.

Portanto, em vista dos resultados anteriores, constatamos que a exponencial do
gerador infinitesimal X define a forma finita da transformagdo uniparamétrica, e isso justi-
fica a denominagao dada a esse objeto. Contemplemos, entao, esse resultado fundamental

por meio do proximo teorema.

Teorema 3.2

Seja o grupo de Lie de transformagoes uniparamétricas dado por x = f(x). Esse

grupo de transformagoes é equivalente a

x = exp(aX)x = x + aX(x) + ! X(X(x)) + -,

aa,

onde o operador X ¢ definido pela equagao 3.6.

Exemplo 3.4: Rotacgoes no Plano

Retornemos ao grupo de transformacoes de rotacdo no plano. Aqui, partiremos
do gerador do grupo de rotacoes para obter as expressoes utilizando a aplicacao

exponencial.

Como sabemos, o gerador de transformagoes para rotacoes no plano é dado

por X = —y0, + x0,. Sabemos também que T = exp(aX)z e § = exp(aX)y.

Para calcularmos a aplicagao exponencial, é conveniente fazermos uso da

equacao 3.7. No caso da transformagao em x, temos que
X(!L‘) =Y, X2<$> = —Z, Xg(x) =Y, X4(I‘) =, - '7Xi+4<x> = Xl(x)

Assim,
a® a? at

:I::exp(aX)x:x—ay—ax—l—ay%—ﬂy%—---:

B . a2 0/4 &3 a5 B
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a2n n a2n+1

=z é(—n" )l yy (="

= (2n +1)!

= xcosa — ysina.

Por sua vez, para a transformacao em y,

Logo,
- 2 as at
y:exp(aX)y:y+ax_Ey_yx_,_ﬂy_i_ _
a? 4 345
- @ m+4—“>+$@—y+a—“>=
n 2n n a2nt1
= y§<_1) W +l‘§(—1) m = ycosa+ rsina.

Dessa forma, encontramos justamente as expressoes para a rotagao de um ponto no

plano (z,y) por um angulo a.

Consideremos agora um outro sistema de coordenadas y = (y', - - -,y"), onde
vyt =y'(z) = yi(xt, - 2") e det Oy’ /Ox* # 0. Entao,

X(y') = zn:X( 1)ay] (3.9)
i=1 du?
Agora, para uma funcio ¢(y(zr)),
nAe(y(z) & \ 06(y(x)) oy’
_ NI J) ———
X(p(y(x))) = Z_:IX(SC ) i '2—31 X(z7) i | Oi’
j= ,J y=y(z)
que, fazendo uso da expressao 3.9, pode ser reescrita como
n ) a¢
X T = X(y* - )
((b(y( ))) ; (y ) y:y(x) ayz y:y($)
ou,
" 0
X(6(0) = > X () 2.
P dy
Portanto,
; (v") o7 (3.10)

Se compararmos as expressoes 3.6 e 3.10, vemos que elas sdo idénticas, a menos
do sistema de coordenadas utilizado. Para que a questao fique mais clara, escrevamos
X(z') = ¢ e X(y?) = 1 na equagao 3.9. Teremos, entdo,

. n .8yj
J — 19
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Mas essa é apenas a expressao de transformacao para as componentes de um vetor de um
sistema de coordenadas para outro. Portanto, somos levados a interpretar o gerador X
como um campo vetorial. As equacgoes 3.6 e 3.10 apenas expressam esse campo vetorial

em termos das coordenadas x e y, respectivamente.

Como sabemos do capitulo anterior, um campo vetorial é um objeto que associa
a um ponto qualquer em uma variedade um vetor no espaco tangente aquele mesmo
ponto. Dessa forma, podemos definir o vetor tangente ao ponto x da variedade como X]|_ .

Seguindo esse caminho, somos levados a concluir que uma base no espago tangente ao

ponto considerado é dada por 0,i|,.

Em vista da interpretagao delineada nos paragrafos anteriores, podemos definir
um campo vetorial como uma derivacao que age no espaco de fungoes de uma variedade,
onde entendemos por derivacao uma operacao linear que satisfaga a regra de Leibniz,
em conformidade com as defini¢goes 2.16 e 2.19. Enfim, o gerador de uma transformagao

infinitesimal é um campo vetorial.

Exemplo 3.5: Gerador de Rotagoes em Coordenadas Polares

As coordenadas polares sao dadas por x = rcosf e y = rsin6. Entao,

o9 _oro 909 0 sinf 9
or  ozor ozo0  Vor T Tr 00’
o _0rd 080 _ . p0 cos80
dy Oyor 0yod or r 00

Por sua vez, gerador de rotagées em coordenadas polares serd

_ d sinf 0
X = —(rsinf) cos@a— ]

] + —(rcosf) lsin@8 + cosh 0 0

or ' r 00| o6

3.4 Funcoes Invariantes

Fungoes invariantes sob um grupo de Lie de transformagoes uniparamétricas sao

definidas da seguinte forma:

Definicao 3.2: Fungoes Invariantes

Seja a funcao ¢ : R™ — R. Diremos que essa funcao é invariante pela transformacao

X = f(x;0) se ¢(X) = o(x).

Lembrando da relagao entre ¢(x) e ¢(x) dada pela equagao 3.8, vemos que ¢ é
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uma func¢ao invariante por essa transformacao se

X () = 0.

Esse fato ajuda a estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 3.3

A fungao ¢(x) é invariante por um grupo de Lie de transformagoes uniparamétricas

x = f(x), se e somente se

X(¢) =0.

Prova 3.3

Parte da prova ja foi dada no paragrafo anterior. Por outro lado, se X(¢(x)) =0 é
satisfeita para ¢(x), entao também o serd X" (¢(x)) = 0, V n, e a aplicagao exponencial

resultard em ¢(X) = ¢(x), o que completa a prova do teorema. ]

3.5 Prolongacdes de uma Transformacao

Com as discussoes apresentadas nas secoes anteriores, estamos em condigoes de
iniciar o estudo da aplicacao de transformacgoes de simetria a equagoes diferenciais. Visando

a esse fim, iniciemos tratando das transformacoes de ponto.

Definicao 3.3: Grupo de Transformacgoes de Ponto

Um grupo de Lie uniparamétrico de transformagoes de ponto é um grupo de transfor-

macoes da forma

x = X(x,u,¢); u=U(x,u,e),

atuando no espaco das p varidveis independentes, x = (z!,- - - zP), e ¢ varidveis

)

dependentes, u = (u',- - -, u), cuja dimensio é p + q.

Se quisermos estender a andlise para equagoes diferenciais, devemos entender como
uma dada transformacdo de ponto atua sobre as derivadas e, para tal, devemos considerar
as derivadas como coordenadas, o que nos conecta com a teoria dos espacgos de jatos,
discutida na secao 2.4. Restringiremos nossa discussao a EDOs de primeira ordem, isto é,

equagoes da forma ¢(x,y,y'), com ¢y = dy/dx.
Seja & = f(z,y;a) e § = g(x,y;a). Definindo ¢’ = dy/dz, temos que

~ 0 0
dz %dx + g—gdy fodr + fydy  f, + fy% fo+ fyy”
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que define a acao do grupo de transformacoes de ponto uniparamétricas sobre a derivada
Yy =dy/dx.
Para encontrar a forma da transformacao infinitesimal da derivada 7/, partimos de

sua defini¢do e das transformacoes infinitesimais para T e ¥:
T =x+a(r,y) +0@®) , §=y+an(z.y)+ 0.

Usando a regra da cadeia e mantendo os termos até a primeira ordem em a, temos as

diferenciais

dy = d(y+ an) = dy + adn = dy + a(n,dx + n,dy)
dz = d(z + a&) = dr + adf = dx + a(&dx + &,dy).

Montando §' = dy/dz e fatorando dx no numerador e no denominador, de forma a obter

y'=dy/dx:
o _ dy +a(nedr +nydy) Y +a(ne +nyy')

dr + a(&de + Edy) 1+ a( +&y)

Considerando a infinitesimal, podemos utilizar a aproximagcao (1 + z)

1~ 1— 2 Assim:

J =y +alm. +n9)] - [1 - al + &)
Efetuando a multiplicacao e retendo os termos até a primeira ordem em a:

7~y —ay (& +&y) +aln +ny') + O(a?)
=y +al(n +ny) —y'(& + &)+ O0(d?)
=y +a|n+ - &)y - &) + 0@,

Com isso, identificamos o coeficiente de a como o infinitesimal {(x,y,y’). Portanto,

7 =y +C¢a+0(a?).

Considerando uma variagao infinitesimal, com a = dt, podemos escrever

dy =9 —y = {(z,y,y)dt.

Dada uma fungao ¢(z,y,y’),

n_ 99 ¢ 3¢ (9925 ¢> 0(25
onde definimos a prolongagao do gerador X por
0 0 N O
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Em termos simples, nossos resultados nos dizem que a extensao das transformacgoes
de ponto as derivadas das variaveis dependentes em relagao as variaveis independentes
conduz a prolongacao do grupo de Lie uniparamétrico que age no espago (x,u) para o
grupo de Lie uniparamétrico que atua no espago de jatos (x,u,u,- - -). A despeito do
caso particular a partir do qual chegamos a essa conclusao, teremos a oportunidade de

atestar que nao ha perda de generalidade.

Exemplo 3.6: Rotagoes no plano

Vamos explorar novamente o caso das rotagdes no plano. Como sabemos, £ = —y e
n = z. Logo, pela defini¢ao de (,

oz Oor  Oy\ , 0Oy . 9
= — —_— - - 1
¢ 8x+<8y+3x>y+8yy Ty

e, portanto,

0 0 0
+r—+(1+y*)—

prX = —ya—x By oy

3.5.1 Invariancia e Integracdo de uma EDO de Primeira Ordem

Em analogia a definicdo 3.2 a respeito de fungoes invariantes, podemos dizer que
uma EDO ¢(z,y,y’) serd invariante por um grupo de Lie uniparamétrico de transformacoes
de ponto se for mapeada em ¢(Z,y, 7). Em outros termos, o grupo de Lie em questao
¢ chamado grupo de simetria da EDO se mapear solugoes em solucoes da mesma.
Lembrando que um grupo de transformacoes uniparamétricas é caracterizado pelos seus
geradores, e que sua aplicagdo a equagoes diferenciais prolonga sua a¢ao para um espaco

de jatos, somos levados a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.4: Simetrias de uma Equagao Diferencial Ordinaria

Um grupo de Lie de transformacgoes de ponto uniparamétricas é dito grupo de simetria
da equagao diferencial ¢(x,y,y’) se mapeia solugoes em solugdes dessa equagao. Em

outros termos, X ¢é gerador de uma transformacao de simetria da equacgao se
prX () =0, (3.12)

com pr X sendo a prolongagao de tal gerador ao espago de jatos (z,y,y').

Exemplo 3.7

Consideremos a ODE ¢(z,y,y') = (22 —y) + (2y + 2)y’ = 0. Pelo resultado obtido
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no exemplo 3.6,

0 0 )
prX(¢) = —yai + a:a“; +(1+ y'Q)ai -

= —yaax((% —y)+ 2y+a)y)+ x(fy((% —y)+ 2y +a)y)+

0
+(1+ y/2)@((2x —y)+ Ruta)y)=-2y—yy —z+2y +(1+y*)2y+2z) =
=2y —yy —x+ 20y +2y+r+ 2yt o)y =(2r—y)+2y+2)y)y =0.

Portanto, em conformidade com a defini¢ao 3.4, concluimos que a equacgao
diferencial ¢(x,y,y') = (2x —y) + (2y + x)y’ = 0 é invariante perante a agdo do grupo

de rotagoes no plano.

Se quisermos encontrar as solugoes da EDO, devemos resolver a EDP

0 o 9
prX(6) = €0 0) 5 + ) 5o + Gl 1) o

o 5 (3.13)

Contudo, atentando para a discussao acerca do método das caracteristicas feita na secao

2.5, sabemos que resolver tal EDP é equivalente a resolver o sistema de EDOs
dv dy dy
€T
que doravante denominaremos sistema caracteristico da EDP 3.13. Isso nos permite

encontrar a forma mais geral possivel de uma fungao que é invariante sob um grupo de

transformacao.

Investiguemos um pouco mais a fundo. Como a primeira igualdade nao depende de

Y, ela pode ser integrada, de modo que o resultado é
u(z,y) = ¢; = constante,

que permite escrever y em termos de x como algo da forma y = y(z, ¢;). Usando isso na
outra igualdade,

dr  dy

e
garantimos que ela s6 depende de z, ¢’ e ¢;. A integragdo, entdo, fornecerd vy (z, /', ¢1), ou,

lembrando que ¢; = u(x,y),
v(x,y,y") = co = constante.

Portanto, a solugao mais geral da EDO ¢ algo da forma v = F(u), ou f(u,v) = 0. Essa é

a forma mais geral de uma EDO que é invariante pelo grupo de simetria gerado por X.

Suponhamos que podemos expressar essa EDO na forma

y = f(x,y).
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Se (x,y) = ¢ é solucdo, entdo também é uma solugao da EDP

oY o
% + f(ZE, y>87y = 0, (314)
uma vez que possui
dv __dy
1 flz,y)

como sistema caracteristico. Por sua vez, o gerador X leva ¢(z, y) a outra solugao da EDO.
Logo, X(¢) = h(¢), onde h é uma funcao apropriada. Por conveniéncia, definamos uma
nova funcao Il que satisfaca

dair 1

d h(y)
Notamos que II satisfaz a equagao 3.14 por simples substituicao e que, pela propriedade

que exibe, X(II) = 1, ou seja,

o1l oIl
7+f(x,y)7 :Ov
ox dy
oIl ol (3.15)
pr X(II) = 5(%9)% + n(xvy)aiy =1,
cuja solucao ¢ da forma
o f oIl 1

dr — n—f& 9y n—fE
Essas equacoes sao tais que admitem integracao. Além disso, podemos notar que a

quantidade definida pela segunda equacao ¢ justamente o fator integrante da EDO.

Exemplo 3.8

Sabemos que o gerador de translacao na direcao z é X = 9,, com £ =1en = 0.
Como £ e n nao dependem de x ou y, segue que ( = 0 e que pr X = X. Considerando
a EDP pr X = 0, vemos que o sistema caracteristico, com abuso de notagao, ¢ dado

por
dv _dy _ dy

1 0 0’
que nos leva a y = ¢; e ¥ = ¢z, com ¢; e ¢y constantes. Assim, constatamos que a

forma mais geral de uma EDO invariante pelo grupo de translagoes na direcao x é

Aplicando o mesmo raciocinio para translagoes na direcdo y, temos que a forma mais

geral da ODE invariante por essa transformagao é
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Por sua vez, o gerador para uma translacdo arbitraria («, §) é

0 0
X=a—+pF—.
Y or Bﬁy
Novamente, como £ e 1 ndao dependem de z e y, pr X = X. Assim, o sistema
caracteristico da EDO ¢é dado por
dv dy dy
a B 0’

cuja solugdo é iy = ¢; e fx — ay = co. Portanto, a forma mais geral de EDO que é

invariante pelo grupo de translagoes na dire¢ao («, 3) é

y = f(Br — ay).

3.6 Generalizacao Para EDOs de Ordem Superior

Nesta secao, buscaremos estender o raciocinio empregado na se¢ao anterior para
uma EDO de ordem superior, isto é ¢(z,y,y/, - -, y(")) = 0. Notemos primeiramente que

a equacao para ¢ pode ser reescrita como

dn ,d§

—n, "€, N=_-""1_ ) 3.16
C=metny =y &+ &y) =~y (3.16)
Se definirmos 7(®) = 5 e n = ¢, podemos escrever
7 =y + an' + O(a?), (3.17)
onde y© =y e y) = ¢/. Além disso,
. oy
0= 22 3.18
U | (3.18)
0 que nos permite escrever 3.16 como
dﬁ(o) dé
O T 3.19
U il A (3.19)
Agora, a equacio 3.18 é valida para i = 2,3,4, - - -, n, e, como sabemos, "+ =

dy /dz. Assim, temos que

ag(ﬂ»l)

(i+1)
" Oa

 Oa

0 (dg@)’ N, (d(y<i>+an<f>+0(a2))>

" Oa \ dx d(x + a& + O(a?))

a=0 a=0

0 [ dyD +adn® + O(a?)
~ da (dx(l + a(d¢/dx) + OW))) a=0

o ((dy® d
= = (( gx +a ;’x +(9(a2)> (1—adfc+(9(a2)>>

_ 0 (et +O)
da \ 1+a% +0O(a?)

a=0

a=0
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(@) (@) (4)
0 (dy + (d" _ W d€>a+(’)(a2)>

Y

a=0

:% dzx dx dr dx

ou seja,

D) — dn® B dy" dg _ dn® _ (i+1)£.
dx dr dx dx dx

Essa expressio define completamente n¥, uma vez que n(® e n(V) sao conhecidos. Notamos

(3.20)

ainda, através da iteragao 3.20, que
77(1) = 77(1)(37; y7ylay”7 T y(l))

Em vista do abordado acima, temos a seguinte definicdo para a n-ésima prolongacao

do gerador X:

Definicao 3.5: N-ésima Prologacao do Gerador

Seja a equacao diferencial ordinaria ¢(z,y,y/, - - -,y™). A n-ésima prologacio do

gerador de simetria do grupo de Lie de transformacoes de ponto uniparamétricas é

+ g™ (3.21)

0
priX = ¢— 4y
Ox

ay(o) ay(n) ’

com 1 dado por 3.20.

Adicionalmente, generalizando a defini¢ao 3.4, temos que:

Definicao 3.6

A EDO ¢(xz,y, ---,y™) = 0 é invariante pela simetria gerada por X se

prX(¢) = 0.

Para o caso n = 2, a equagao 3.21 assume a forma

D00
oy n@y’ " oy"’

W®X:§£;H7 (3.22)

onde, pela equagao 3.20,
W =1+ (ny — &)Y — &Y, (3.23)

e, de 3.20 na expressao anterior para 7/,

0 = Moo + (277:vy - fm)?/ + (nyy - 2§my)y/2 - fyyylg + (77y — 28 — 3§yy/)y”- (3.24)
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Exemplo 3.9

Vejamos qual a forma mais geral de uma equagao diferencial ordinaria de segunda
ordem que ¢ invariante pelo grupo de rotagoes no plano. Para este caso, sabemos
que £ = —y e n = z. Além disso, sabemos que 1’ = 1 + . Utilizando a expressao
3.24 constatamos que 1" = 3yy’ e, por consequéncia, a expressao para a segunda

prolongacao dos geradores de simetria da EDO de ordem 2 ¢ é

¢ 09 99 99
(2)X — _ 1 12 3 /.1 — 0
pr'v/X(¢) y&B+xay+% +y %w,+ vy g =0
cujo sistema caracteristico ¢é
Cdrdy dy’ dy"

y T - 1 +y/2 o 3y/y//’
Da primeira igualdade,

de dy
- = =uyd de=0= 2> +¢* = tante = 2 = & = \/c? — y2.
y - yay + rax -ty constante = ¢ T c1—Y

Usando esse resultado para eliminar x na igualdade entre o segundo e terceiro termo,

temos

dy dy' dy dy'

= = —
[2 2 14y7 22 1+y?

Integrando, encontramos que

Y r_ _
arcsin — — arctan y’ = constante = co,
1

que, através de uma breve manipulagdo, pode ser reescrita como

xy —
r+yy

= tan cs.

Da igualdade formada pelo terceiro e quarto termo

1 +y/2 o y// 1 _|_y/2 y//

3 /d / d Z 3 /d / d 1
yay _ ay . yay y _ 0,
cuja integragao resulta em

"

Y

A _ n_ 12\(3/2)
A5 y2eD constante = c¢5 = 3" = c3(1 +y=)"/=.

Como cada constante pode ser expressa em termos das outras constantes, concluimos
que a forma mais geral possivel de uma EDO de segunda ordem invariante pelo grupo

de rotagoes é

/
= (14 B 22 4 27?/—yx '
y'=(1+y")Ef Vs
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3.6.1 Coordenadas Candnicas

E um fato bem conhecido da teoria das equacgoes diferenciais que uma EDO de

ordem n é equivalente a um sistema composto por n EDOs de primeira ordem. Para vermos

isso, escrevamos a equacao o(z,y,y, - - -, y(")) na forma
y(n) = f(xa Y, yl7 Y y(nil)% (325)
onde
@ — y/
dx ’
dx ’
dy(nfl) N .
dx :y( ):f('ray?y/7 7y( 1))7
¢é o sistema de n EDOs associado. Por sua vez, esse sistema pode ser reescrito como
dy dy' dy ™1 _dx
y/ B y” B B f(x7y7y/7 t _7y(n—1)) B 1 7

que é o sistema caracteristico associado a EDP

o TV TV gy T @y eyt

Uma solucao possivel da EDP acima é da forma
Y(z, vy, y("fl)) = constante.

Buscando fazer uma redugdo de ordem de maneira eficiente, introduzamos uma mudanga

de coordenadas apropriada. Para tal, sejam t e z coordenadas tais que
r=ux(tz), y=uyt,z), (3.26)
de forma que a expressao 3.25 assume a forma
2 =F(t, 2,2, 2D,

onde as derivadas sdo em relagao a coordenada t ¢ a EDO ¢ de ordem (n — 1) na variavel 2/,
que admite como simetria d/0z. Visto de outra forma, a mudanca de varidveis promovida,

por 3.26 ¢é tal que o gerador de simetria pode ser escrito como

0 0 0

Segue imediatamente do gerador acima que
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Chamaremos as coordenadas (z,t) de coordenadas canénicas. Dos resultados acima,

ot ot
X(t) = = =
() f(:v,y)aern(:v,y)ay 0,
e
0z 0z

X(2) =&z, y)=— +n(z,y)=— = 1.
(2) = &z, y) 5+ y)ay
Essas equagoes podem ser resolvidas usando os artificios que ja conhecemos. Os sistemas

caracteristicos associados a cada uma delas definem as mudancgas de varidvel t = t(z,y) e
z=2z(z,y).
De maneira alternativa, podemos usar a solugao t = t(z,y) da primeira equagao

para escrever x = x(t,y), com o intuito de trabalhar nas variaveis (¢,y), e assim reescrever

0 0 dy 0 0t 0 dy 0 Ot 0
X:§%+77 (y + >+n<y + >:

X como
oy~ \away " awar) " \ayay oy
AT I B}
“\Sor "oy ) ot T ey T "oy
Isso permite escrever

X(z) 1,

que fornece, via integragdo, z = z(y, t), que podemos reescrever como z = z(z,y), usando
t = t(z,y). Notemos que estamos considerando 7 # 0; se nn = 0, basta considerar o mesmo
procedimento descrito acima, porém utilizando as varidveis (¢, ), com as quais a equagao

X(z) = 1 assume a forma £(0z/0x) = 1.

Exemplo 3.10

Como ilustragao para o procedimento que acabamos de descrever, consideremos a

equacao ¢’ = zy?. E simetria dessa equacio

0 0
X=x——3y—,
ox yay
o que pode ser prontamente verificado. Considerando & = x e n = —3y na expressao

para a segunda prolongagao (3.22), temos que

0 0 0 0
(2)X 1 a2 — — _3y— — 4 — — 5" "o 2y
pro/X(y" — zy”) (fc o Yoy Woy W oy (y" — zy?)
= —ay* + 6xy* — 5y = -5y —2y*) =0

Para efetuarmos a reducao da EDO, consideremos as varidveis (¢, z), tais que

X(z) =1 e X(t) = 0. Para o presente problema,
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cujo sistema caracteristico é

de __dy
x 3y’
e cuja solucao é yx® = constante. Definamos agora a variavel t como t = ya®. Essa
definigao, como discutimos para o caso geral, nos permite escrever X(z) = 1 como
0z
x% =1,
cuja solugdo é z = Inx + f(t), sendo f(t) uma fungao arbitraria de t. Podemos tomar,

a titulo de exemplo, z = In(z).

Se utilizarmos z = e* e y = te 3%, teremos que

,dy oy tyd e ® s
== = = — 3te™ ™,
de 1+ x,7 z!
€ d / "
" Yy —5z 7 Z
== = —— 4+ 12t — — | .
Y dx ¢ < 2 Z'3>

Substituindo na EDO, obtemos que
Z// — 12tZ/3 _ t22/3 _ 72/2
que ¢é de primeira ordem em z’.

Uma discussao pormenorizada a respeito de como simetrias podem ser usadas para
reduzir a ordem de uma equacao diferencial e as diversas estratégias para tal pode ser

encontrada em [23].

3.7 Generalizacao Para Varias Variaveis

Consideremos um subconjunto S de uma variedade M, dizemos que um grupo de
Lie G é um grupo de simetria de S, ou que S é G-invariante, se a agdo ¢(g, h) € S sempre
que estiver definida para g € Ge h € S.

Por sua vez, consideremos um sistema de equacoes diferenciais que envolve p
varidveis independentes x = (z!, -+ -, 2P) e ¢ varidveis dependentes u = (u', - - -, u?).
Uma solucao desse sistema é da forma u = f(x), ou, em termos de coordenadas, u® =
fe(xt, -+ 2™). Isto posto, uma solugido do sistema definird um ponto na variedade. Assim,
o subconjunto S de todas as solugdes é um subconjunto S C M. Portanto, um grupo de
Lie G sera um grupo de simetria do sistema de equagoes se o conjunto de solugoes for
G-invariante.

Tomemos X = RP, com coordenadas x = (x!, - - - 2P), o espaco das varidveis

independentes, e U = RY, com coordenadas u = (u', - - -, u?), o espago das varidveis
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dependentes. Podemos estabelecer que um grupo de simetria do sistema sera um grupo de
transformagoes G agindo localmente em um aberto M C X x U, de tal forma que a acao
de G mapeia solu¢oes em solugoes. Naturalmente, esperamos, em principio, que tal grupo
de transformacoes atue sobre quaisquer varidveis, sejam elas dependentes ou independentes.

Assim, no caso mais geral, teremos uma acao ¢ : M x G — M, que caracterizaremos por
(X, 1) = ¢(g, (x,u)).

Para desenvolvermos o raciocinio rigorosamente, comegemos identificando a funcao
u = f(x) com
Py ={(x, fx)|x€Q} C X xU,

onde (2 ¢ o dominio de f. Notemos que I'y é uma subvariedade p-dimensional de X x U.
Se I'y C My, o dominio da transformacao de grupo g € G, a transformacao de I'y por g ¢é
dada por

g-Iy={xm10)=yg-(xu)l(x,u) €I'f}.

Entretanto, o conjunto g - I'y nao é necessariamente o grafico de uma funcao bijetiva
a="1f (x). Porém, dado que G atua suavemente e que a atuacao de seu elemento identidade
mantém I'y invariante, a compressao adequada do dominio €2 de f garante que, para
elementos proximos a identidade, a transformagao g-I'y = I'; € o gréfico de alguma fungao

bijetiva suave 1 = f(X) [24]. A funcdo f = g - f é denominada transformacao de f por g.
Exemplo 3.11

Seja o caso em que p=1e g =1, onde X = R, com uma tnica variavel independente
x, ¢ U = R, denotando por y a varidvel dependente. Tomemos G = SO(2) como
o grupo de rotacdo atuando em X x U ~ R2 Como sabemos, podemos definir
(Z,1) = (xcos — usinf, zsin § + ucos ). Tomemos a funcio u = f(x) = kx?. Para

este caso,
T =wxcosf —usinh = xcosh — kr’sinf = ka’sinf — xcosf + & = 0,

que é uma equagao de segundo grau em x e cuja solugao é

cosf — v/cos?2 0 — 4k sin 6
2k sin 0 ’

onde consideraremos apenas a solugao com sinal negativo pelo fato de a outra solucao
nao fornecer o limite correto quando 6 = 0. Substituindo em % = xsin @ + k2% cos 6,

concluimos que

_ cos® —+/cos?0 — 4kisinf  _ L
U= % sin? 0 —Zcoth = f(2).
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No caso geral, o procedimento de encontrar a funcio transformada f = ¢ - f segue

o raciocinio do exemplo anterior. Suponhamos que a transformacao g ¢ dada por
(iv ﬁ) =g (Xa u) = (Eg(xa u)’ (I)g(x7 11)),

onde Z; e ®, sao fungoes suaves. Entao, I'; = g - I'y pode ser expresso parametricamente

por

x € ().
u=Py(x, f(x)) = Dgo0 (I x f)(x);

Aqui, I é a fungao identidade de X, tal que I(x) = x, e x é o produto cartesiano de

funcgoes.

Para determinar f = ¢ - f explicitamente, ¢ necessario eliminar x no sistema de
equagoes acima. Dado que, para o elemento identidade do grupo g =e, I'c o (I x f) =1,
sabemos que a matriz jacobiana de I'y o (I x f) é nao singular para g muito préximo a

identidade e, pelo teorema da fungao inversa [25,26], podemos escrever localmente que
x = [[yo (Ix f)] (),
0 que nos permite expressar
g-f=[®,0Ix o[l 0@x ™ (3.27)
que vale sempre que o segundo fator é inversivel.

Exemplo 3.12

Tomemos o caso especial em que o grupo age apenas sobre a variavel independente.

Aqui, temos transformacgoes da forma

(ivﬁ) =g- (Xvu) = (EQ(X),U),

nas quais Z, é um difeomorfismo de X, com Z;' = E;1. Se I'y = {(x, f(x))} é o
)

grafico de uma fungao suave, entdo também serd g - I'y = {g - (x, f(x))}. De fato,

(x,0) =g (%, f(x)) = (Eg(x), [(x)).

Aqui, podemos eliminar x invertendo Z,, o que nos da
~ ~ ——1/~ — ~
u=f(x)=f(E, (%) = f(E (X))
Para propésitos ilustrativos, tomemos G como o grupo das translagoes

(x,u) — (x + €a,u),
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com € € Reae X. Entao, a fungao f é transformada para

[1]

= f(%) = f(2,1(%)) = f(% - ca).
O resultado acima vale no caso mais geral dos grupos de transformacgoes projetaveis,
nos quais a agao nas variaveis independentes nao depende das variaveis dependentes, ou

seja,

g- (Xvu) = (EQ(X)7 (I)g(X7 u))

Agora, estamos em condigoes de definir grupos de simetrias de equacoes diferenciais

de forma mais rigorosa.

Definicao 3.7

Um grupo de simetria de um sistema de equacgoes diferenciais ¢ um grupo de
transformacoes locais G atuando em um subconjunto aberto M do espago das variaveis
independentes e dependentes (X x U) e tal que, sempre que u = f(x) é solugao do
sistema e sempre que g - f é definido para g € G, u = g - f(x) também sera solugao

do mesmo sistema.

Conforme ja nos é claro a esse ponto, nossos propositos exigem que prolonguemos
o espaco X x U das variaveis independentes e dependentes em um espago de jatos, onde

as varias derivadas que podem ocorrer estejam devidamente representadas.

Seja Sa um sistema de equagoes diferenciais de ordem n com p variaveis indepen-

dentes e ¢ variaveis dependentes, dado por

com x = (x!, -+ 2"), u= (u!, - - -, u") e as derivadas de u em relacdo a x até ordem n.

Entenderemos que as funcdes A(x,u™) = (A;(x,u™), - - -, Ay(x,u™)) sdo suaves em
seus argumentos, de forma que A pode ser visto como um mapeamento suave do espago

de jatos X x U™ no espaco euclidiano de dimensao .

Por sua propria defini¢ao, as equacoes diferenciais estabelecem onde esse mape-
amento desaparece no espaco de jatos X x U™ e, portanto, definem uma subvariedade

dada por
Sa ={(x,u™) e M™|A(x,u™) =0} ¢ X x U™,

Por essa linha de raciocinio, podemos dizer que uma funcao suave u = f(x) é

solugao do sistema de equacoes diferenciais se

A(x, pr(”)(f(x))) =0, Vze,
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com ) C X denotando o dominio de f. Aqui, estamos apenas expressando o fato de que
as derivadas de f precisam satisfazer as restricoes impostas pelas equacoes diferenciais.
Em outros termos, o grafico da prolongacao de f deve permanecer inteiramente dentro da

subvariedade I'a definida pelo sistema de equagoes diferenciais, ou seja,

Iy = {0, pr™ (£(x)) € T'a = {A(x,u™) = 0}}.

Com isso, podemos considerar um sistema de equacoes diferenciais de ordem n
como uma subvariedade I'x no espaco de jatos X x U™, Além disso, uma solucdo é uma

fungdo u = f(x) tal que sua n-ésima prolongagao esté contida nessa subvariedade.
Exemplo 3.13: Equacao de Laplace Tridimensional
Voltemos a equacao de Laplace tridimensional discutida no exemplo 2.16,
Viu = uy, + Uyy + Uy = 0.

Vimos naquele exemplo que essa equagao vive em um espago de jatos de 13 dimensoes,

e que ela define um subespaco Sa tal que
¥+ o't + 0P =0,

onde v*® sao coordenadas do espago de jatos.

Sabemos que uma fungao u = f(x) serd solucao se

0? 0? o?
/ + / + / =0.

or?  Jy?> 022
Isso é o mesmo que requerer que o grafico da segunda prolongacao esteja em I'a.

: : = _ .3 3 3 2
Para vermos isso, consideremos a funcao f(z,y, z) = x°yz — y’zz + y° — 3yz°.

Essa é uma solucao da equacao de Laplace, pois

2 o PN 3 3 2
Vif(xyz) = @Jraiyg‘F@ (z%yz —y’zz +y° — 3y2°) =

= 6zyz — 6xyz + 6y — 6y = 0.

Por sua vez, a segunda prolongacao de f é dada por

pr(2)f = (f(mayvz)afxafy:fzafxzafxwfa:zafyyvfyzafzz) =
= (2%yz —yPwz + 1y — 3y2? 3xtyz — Pz, 22 — 3yPwz 4+ 3y — 327, Py — yir — 6yz) =

= (6zyz, 32°2 — 3y*2, 32%y — y°, —6wyz + 6y, 2° — 3wy — 62, —6y).
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Como v® = 6zyz, v = —6zyz + 6y e v!* = —6y, temos que
v ot 40! = 6ayzr — 6ayz + 6y — 6y =0,

em conformidade com o que dissemos.

3.7.1 Prolongacao da Acao de Grupos

Consideremos a a¢ao do grupo em um ponto (x,u) da subvariedade X x U, que

sera denotada por

Podemos definir a n-ésima prolongacio dessa acdo, que denotaremos por pr™g, por

o(pr™yg, (x,u™)) = (x,a),

onde ™ = (pr™ f)(x).

O que estamos dizendo é que, dada a acao definida acima no aberto M C X x U,
havera uma acao local de G induzida no n-ésimo espaco de jatos M ™, que denominamos
n-ésima prolongacao de G em M. Essa prolongacao é tal que transforma as derivadas das
funcoes u = f(x) nas derivadas correspondentes de @t = f(%X). Notemos que isso apenas
coloca em bases mais gerais e rigorosas o que temos trabalhado até aqui ao longo do

capitulo.

Em vista do que foi estudado no primeiro capitulo a respeito de grupos de Lie,
algebras de Lie e campos vetoriais, sabemos que um campo vetorial X define um grupo de
transformagoes uniparamétricas em M através da acdo ¢(exp(tX), (x,u)). Além disso, da
nossa presente discussao, temos que a prolongagao dessa acao para o espaco de n-jatos
é ¢(pr™ exp(tX), (x,u)). A acdo prolongada nos fornece uma curva em M de modo
que podemos calcular seu vetor tangente, e esse vetor é a prolongacao do gerador X. Dali,

definiremos a n-ésima prolongacao pr™X do gerador de transformacoes X por

(pr™ exp(tX), (x,u™))| . (3.28)

t=0

(n) _4d
pt X‘(x,u“ﬂ)_ dt

Dado (x,u(™) é um sistema de coordenadas em M ™ uma base coordenada para
0 espago tangente a um ponto dessa variedade é {0,, 8u3}. Assim, podemos escrever um

campo vetorial em M ™ por

Vv i 9 - o 0 3.29
_gf Oxt +a:1XJ:¢JTUg> ( : )

onde, em geral, £ = & (x,ul) e ¢ = ¢5(x,u™). Particularmente, no caso em que

V = pr®™X, temos que & = £(x,u) , ¢§ = ¢5(x,u™) e, por consequéncia, ¢§ =
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#%(x,u,- -, ul), com o gerador X sendo dado por
b0 1 0
X = f— “ :
2o T 5 e

Exemplo 3.14

Consideremos mais uma vez o caso das rotagoes no plano, cujo gerador é
0 0
X=—-u—+z—.
Neste caso, temos

¢(exp(0X), (x,u)) = (zcosh — usinf, xsin @ + ucosb).

Agora,

cos@ —u'sinf’

o, du _du (di _1_sin6+u’6089
YT T dr \de

Portanto,

. 0 ! e
o(prY exp(6X), (z,u)) = (x cosf —usinf, xsinf + ucos b, zLZQiZ’Z?r?H) )

Utilizando a equagao 3.28,

= (—u,z, 1+u?),
9=0

sin @ + ' cos 6
cosf —u'sin6

d
pri)X = 70 (xcos@ —usin®, xsin € + ucosd,

ou,

0 0 0
Oy — _,, = il 2y Y
pr/X uax—l—xau—l—(l—i-u)aul,

que é o resultado que obtivemos no exemplo 3.6.

Sintetizaremos os resultados obtidos ao longo desta subsec¢ao através da seguinte

definicao:

Definicao 3.8

Seja A, (x,u™), p = 1,-- -1, um sistema de equagdes diferenciais definido em
M C X x U. Seja um grupo de Lie G agindo como um grupo de transformacoes
locais em M. Dizemos que esse grupo é um grupo de simetria do sistema de equacoes

diferenciais se

mWX@MmA#:Q p=1,1,

vV X € g, com g sendo a &lgebra de Lie associada a esse grupo, e sempre que
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Ay (z,u™) =0.

3.7.2 Expressoes Gerais para Prolongacoes

Agora, sera nosso objetivo concluir a discussao a respeito dos aspectos elementares
do método das prolongagoes, obtendo expressoes de validade geral. Para tal, comegaremos

com o estudo de casos particulares.

Primeiramente, consideremos a acao de um grupo de transformagoes uniparameétri-

cas que atuam apenas nas variaveis independentes. Para este caso, o gerador assume a
forma

X =

p ) a
€ () g

atuando em M C X x U. As transformacoes de grupo g. = exp(eX) sao da forma

i=

(X, 1) = ge - (x,u) = (Ec(x), ),
onde os elementos 7' = Z(z%) sdo tais que

d=i(x)

€

X ).

e=0
Para simplificarmos nossa analise, consideraremos apenas uma variavel dependente u € R,

sem perda de generalidade.

Neste caso, sabemos que o primeiro espaco de jatos M) admite as coordenadas
(x,uM) = (2%, u,u;), tal que u; = u/dz’. Tomando um ponto qualquer em MWD e
considerando uma funcao qualquer u = f(z), com u; = 0 f /0x7, a agdo prolongada do
grupo serd prifg, - (x,uM) = (x,a). Obviamente, X = Z(X), @ = u e u; sdo as

derivadas da funcdo transformada f. = g. - f. Em termos da equacio 3.27, temos que

=g
=
b
Il
=
[1]
™|
—
—~
M
I
—
—
[1]
L
b

Dessa forma, pela regra da cadeia,

_0f(x f fE®) 92hE

YT 0w ot o

Porém, sabemos que =Z_.(X) = x. Assim, a expressao anterior torna-se

gy = 3 IZE) (3.30)

7
P 0z

que nos fornece a prolongacao da acdo do grupo as derivadas de primeira ordem. Para
encontrarmos o gerador infinitesimal dessa transformacao prolongada, em conformidade
com a expressao 3.28, devemos derivar 3.30 com respeito ao parametro € e avaliar essa

derivada em € = 0. Como resultado, teremos

prt) X = zp:fi(x) 381‘ + Zp: & (x, u(l))i (3.31)
i=1 =1

Y
zt ou;
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i d=t .. .
onde £'(x) = géx)’ o conforme ja sabemos e, obviamente,
e=

P o=k, _
Z ai,je(:6<x))uk'

e=0 k=1

d

J My = =
#(xull) = o

Devido ao requerimento de que as fung¢bes em nosso problema sejam suaves, a

ordem de derivagio pode ser trocada, de acordo com o teorema de Clairaut-Schwarz [27,28],

o (dZF )\ _ 9 [(dEE,
oo (o)) [(%6) ) o

pois Z.—o(x) = x. Agora, sabemos que o termo dentro de colchetes define —£*. Logo,

oo (76c) ) o0 =3

82’_‘k =l

Z oxI axl ~(x)) d:e ()

pois Zy(x) é o elemento identidade, de forma que para ¢ = 0, as derivadas de segunda

e assim

e=0

Além disso, temos

e=0

ordem de =, sdo nulas. Portanto, podemos reescrever ¢# como

p agk

— Uy
J
i O

¢ (2, u,uy) = — (3.32)

Exemplo 3.15

Seja o grupo de translagoes (z,u) — (z + ea,u), com a € X e € € R. Entao, a

transformada da fungdo u = f(z) serd

Analisemos um segundo caso particular. Continuaremos apenas com uma variavel
dependente u, mas agora consideraremos que o grupo de transformagoes atua somente

sobre ela. Em termos matematicos,
(X, 1) = ge - (x,u) = (x, Pe(x, u)).

O gerador infinitesimal da transformacao acima serd X = ¢(x, u)d,, com

d
5 (I)s )
de 0 (x, u)

p(x,u) =
Para u = f(x), temos que f. = g. - f é dada por

0= f(%) = D(x, f(x)).
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Mas,
_0f(®) _ofx) 0 _ 00(x, f(x)) | 0Pc(x, f(x)) Of(x)
A T AL vam

Dai, somos levados a concluir que a acdo prolongada prig, - (x,u™) = (x,a") ¢ tal que

oo, 09, 0f 0P, 0P,
© 4+ Ty

ordi  Ou dxd  Oxi  Ou

U; =

Uj.

De forma analoga ao caso anterior, diferenciando com respeito ao parametro € e

avaliando em ¢ = 0, temos que o gerador prolongado sera

p
prDX = X + 3 ¢/ (x, u) -2

j=1 an’
“ d dp  0¢
J e)) = — U; — —— —U;
¢ (x,u'") de| U= 5 + " (3.33)

Exemplo 3.16

Conforme veremos adiante, um dos grupos uniparamétricos de simetria da equacao

do calor é dado pela transformacao
ge : (x,t,u) — (x + 2et,t, e_“_EQtu), ceR.
Para a fungdo u = f(z,t), a aplica¢do de g, é
i=e "ty = e (1, 1).

Mas, dado que (#,%) — (x + 2¢t, t), podemos escrever a expressao acima como

,a — 6—6(@—26{)—625 . f(i, - 261’?, {) — 6—65)4—52{ . f(j, - 26{, t)

3.7.2.1 Digressdo: Sobre Derivadas Totais

Antes de obtermos uma versao generalizada das expressoes 3.32 e 3.33, faremos uma
pequena digressao a respeito das derivadas totais. Essa mudanga temporaria de assunto é

necessaria para fixarmos e simplificarmos a notag¢ao em nossos desenvolvimentos futuros.

Voltemos ao caso discutido anteriormente, onde temos p variaveis independentes e
apenas uma variavel dependente. A expressao 3.33 pode ser reescrita como

¢j(x, u(l)) — (jj + u]§> o(x,u) = Dj¢(x, u),

pois u é uma funcao de x. Ao termo dentro do paréntese damos o nome de derivada total

de ¢ em relagdo a x7. Essa definigao se estende a fungdes de x, u e derivadas u$ de u.

Seguindo [24], definiremos formalmente uma derivada total por:
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Definicao 3.9: Derivada Total

Definamos uma funcio suave P(x,u™) no subconjunto aberto M™ = X x U™ . A
derivada total de P com respeito a ' é uma funcio suave D;P(x,u™), definida em
M®™ ¢ tal que depende de derivadas de u até ordem n + 1. E propriedade dessa

fungao que, se u = f(x) é qualquer funcao suave, entao

D, e () = 5 (P, pi ™ ()

O que a definicao acima nos diz é que a derivada total de P é obtida diferenciando
P em relacdo a 2 e tratando todas as varidveis dependentes e suas derivadas como funcoes

de x.

Pela aplicacao direta da regra da cadeia, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.1

Seja a funcao P(x,u'™). Sua i-ésima derivada total é dada por

or opr
ox’ o;%: I, oug
onde, para J = (ji, - - -, Jx), temos que
o Oug oF g
P Qxt T 0xiait - - Qwir’

A soma em J é sobre todos os J de ordem 0 < J < n, com n sendo a ordem da maior

derivada aparecendo em P.

Derivadas totais de ordem superior sao definidas analogamente ao caso das derivadas
parciais. Seja J = (ji, - - -, jx), com 0 < k < p para cada k, entdo a J-ésima derivada total
¢é denotada por

Dy=Dj ---Dj,.

3.7.2.2 A Férmula Geral

Os resultados construidos até este ponto sao suficientes para derivarmos uma expres-
sao geral para a prolongacao da agdo de um determinado grupo de Lie de transformagoes
de ponto uniparamétricas. Apresentaremos essa expressao na forma de um teorema e, em

seguida, procederemos a construcao de uma prova.
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Teorema 3.4: Formula Geral de Prolongacao

Seja o gerador de uma transformacao arbitraria

p ; a q N 8
Zg(x’u)axi+§1¢ e’

=1

X

definido em um subconjunto aberto M C X x U. A n-ésima prolongacao de X é um
campo vetorial definido no espaco de jatos correspondente M™ C X x U™ cuja

expressao € dada por

FY Y o) 2 (3.34)
7 u

a=1 J

/ . . . N . .
onde Y ; denota a soma sobre derivadas de ordem igual ou superior a primeira, e

¢5(x,u™) = D, (¢a ZS’ “) + ZSZau”’ (3.35)

=1

com uf = u®/dx".

Prova 3.4

O resultado sintetizado pelas equagoes 3.34 e 3.35 pode ser demonstrado por inducao
matematica. Primeiramente, vamos nos preocupar em mostrar que a expressao 3.35

se reduz & expressao correta para a primeira prolongagao (caso n = 1).

Consideremos a transformacao (X, 1) = (E¢(x,u), P(x,u)) = g, - (x,u), onde

X=¢ 0

oxt +9

due
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Pelo menos para € pequeno, podemos inverter a equagdo para X, isto é, escrever

x =W, o (I x f)71(x). O que, ao substituir na expressao para u, implica que
A=, 0(x f)(x)=(Pco(Ix f))o(T.o(Ix f))Hx).

Sabemos que os elementos da matriz jacobiana J[f.(X)] sdo dados por 4 =
of /0x". Utilizando a regra da cadeia,

J[fe(®)] = J[(@co (Ix f))o (Yo (Ix f))(X)] =
= J[(Peo(Ix ))(x)]T[(Teo (Ix )7 (X)] = J[(Peo (Ix ) (x)[(J[(Teo (Ix ))(x)]) .

Segue que,

d = d

—JLE)] = J[(Peo (Ix [))(x)]

de o de (J[(Wo o (I x f)(x)]) "+

e=0

+J[(Po o (I x f))(x)] i((J[(‘I’e o(Ix £))E)])™)

e=0

Agora, temos nessas expressoes que

oo (I % f)(x) = Wo(x, f(x)) =%, JIx] =1,

Pg o (Ix f)(x) = Qo(x, f(x)) = f(x).
Além disso, da propriedade M M ' = I, obtemos

je(MeMe‘l) ) :ME;ZE(M;l) + i(Mg) M=
= ci(Mﬁl) - —M;! je(Me) i My
Logo,
I x 6N = ~Tl(Bgo (x N (B0 Mx N x
<J[(®y o (L x £)00] = = TI(@ 0 (Tx N

Assim, dos resultados acima,

d . d d

RG] = o Wx )| ) (0o (U )60
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Se utilizarmos as definicoes de £ e U®, segue que

d

d  :.
)] = (U0 (Tx £))(x)]

I LT o (T ) ()]

e=0 € e=0

Explicitando as componentes das matrizes com U® o (I x f)(x) = U*(x, f(x)) e
Eo (1 x f)(x) = E&(x, f(x)), e utilizando a definigao de derivada total, temos que
o _ Off

T Dk

¢

= Di(U") = >_uf Di(&)),
i=1

t=0
que pode ser reescrita, utilizando a regra de Leibniz, como

Op = Di (Ua - ZW?) +y. &
i=1 i=1

Oug

u
oxk’

(3.36)

que ¢é justamente a equagao 3.35 para o caso n = 1, onde devemos nos lembrar que ha
k derivadas de primeira ordem e que a soma em J na equacao 3.34 sera sobre todas

elas.

Adotemos a hipotese de que a expressao 3.35 vale para todas as prolongacoes
de ordem £ < n — 1. Nosso objetivo serd provar que ela vale para a ordem n. Para tal,
notemos que o (n+ 1)-ésimo espaco de jatos M) pode ser visto como um subespaco
do primeiro espaco de jatos (M ™)) do n-ésimo espaco de jatos. De fato, para o caso
p=2eq=1, as coordenadas do primeiro espaco de jatos M1 sdo (, Yy, u, Uy, Uy),
enquanto as do segundo espaco de jatos sao (&, Y, U, Uy, Uy, Ugs, Ugy, Uyy). Por sua vez,
o primeiro espaco de jatos do primeiro espaco de jatos (M) tem coordenadas

(2, Y, Uy U, W, U, Uy, Vg, Vyy Wer, Wy ), ONde v = 1, € w = u,,. Assim, M® c (MD)W,

Com esse ponto de vista, o procedimento de inducio para determinar pr™ X a
partir de pr®=Y X sera: consideramos pr(®=1 X como um campo vetorial em M1
e, pela féormula de prolongacao para o caso n = 1, prolongamos esse campo para
(M@=D)Y1) Depois disso, restringimos o campo vetorial resultante ao subespago M ™),

e isso determinard a n-ésima prolongacao pr(™ X.

Para vermos isso, as coordenadas de (M ™)) sio dadas por UG, com J =
(1, = dn-1), 1 <k <p, el < a<q Pela equacio 3.36, os coeficientes de 9/0ug,,

na primeira prolongacao de pr®~Y X sio
p .
¢35 = Di(05) — > Di&' - uj;. (3.37)
i=1

De 3.35 em 3.37,

p . p . p .
¢ = Di lDJ <¢>O‘ - ZSZ@&) + Zé”?f},i] — D> Dy ug,; =
=1 =1 =1
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p

= DD, <¢a - Zﬁzug,i> + Z(Dkfz : u?;z + glu?;,ik) - Z Dkglu?;,ik =
i=1 i=1

=1
p . p .

= DDy <¢a — Zgzuiz) + Zézuim
i—1 =1

onde, na segunda linha, foi utilizada a regra de Leibniz e uf, = 9°u§/0z'dz".

Portanto, ¢9, ¢ da forma 3.35 e o passo indutivo se completa. O

3.8 Aplicacoes das Expressoes Generalizadas

Nesta secao, iremos aplicar as expressoes construidas no teorema 3.4 a dois casos
interessantes e ilustrativos. Primeiramente, consideraremos um sistema de equacgoes dife-
renciais ordinarias e empregaremos o formalismo resultante ao famoso problema de Kepler.
Em seguida, faremos o mesmo para equacgoes diferenciais parciais e exemplificaremos por

meio da equagao do calor.

3.8.1 Aplicacao a Equacdes Diferencias Ordinérias

Como aplicagdo do método, consideremos um sistema de EDOs de segunda ordem,
com p = 1 e n = 2. Denotaremos aqui a variavel independente por t e as variaveis

dependentes por z¢. Dessa forma, o gerador pode ser escrito por

TSN QM (3.38)
- ot izlnﬁxi’ '

onde & = £(x,t) e n* = n'(x,t). De acordo com a equagdo 3.34, a segunda prolongagio do

gerador é dada por

I U BN
(Q)X:%*;”axi+;"axi+znaa§i‘

=1

Mas, utilizando a equacao 3.16, temos que

. dni I Z a77 Y L 06 . j 5 : .J .
com os indices inferiores denotando derivadas parciais. Por sua vez, pela equacao 3.20,
i = i dt = > njkx]x + Z (ZT]th] +n x”) — @Y &il + & | + -
jik=1 j=1 j=1

7,k=1

{ Z & kfﬁjx + (Z fytﬁ ‘|‘§g$] +§;t17] ‘|‘§tt> } — ' (Eq: fjftj +§t) =
j=1

- Z et i + Z (2med? + miid — 26;5737) + fy—
k=1 j=1
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[}

- Z Gri'dl ik — 3 (G + 265,370 ) — 265 — Ly’

J,k=1 j=1

Sabemos que as equagoes do sistema podem ser colocadas na forma
A'(i, &, 2,t) = &' — fi(i,2,t) = 0.
Além disso, sabemos que X ¢ simetria se pr® X (A?) = 0. Portanto,

0 = prVX(f") — i = prX(f*) = if".

Assim, a equacgao a ser resolvida é dada por

Efi 4+ njf; +3 (Z (nkx — &l ) +ni — 5U]ft> gi;l = (3.39)
i =
)

q

q . .

(b a* — €4 ) + 23—+

Gk=1 j=1

+ 30 (i —md 7 = 2md7 1 — 26508%47) — 26,7,
7j=1

onde foi utilizado & = f*.

Exemplo 3.17: Problema de Kepler

O problema de Kepler é um caso particular do problema de interacao entre dois
corpos, no qual eles interagem em termos de uma forca central que varia com o inverso
do quadrado da distancia, como a for¢a gravitacional na teoria newtoniana e a forca
de atracao coulombiana na eletrostatica. Nesse cenario, a forga atuante sobre uma

particula serd dada por
i

fl ==k,
com 7% = Z” L 0227, De onde sabemos imediatamente que f; =0 e df"/0i7 = 0.
Agora, \
or @’
dri ; kzzjl 9; M
Logo,

Substituindo os resultados acima na expressao 3.39, temos que

3 i
Z (njkxjx — & il g ) + 2 Z njtxj Eut" +ny, + 2k§tf3—|—
jk=1 j=1 r
gl 1 xixk
— 2603 | +2k Z éj +kn'— —3k Z njéjk
r3

Jj=1 j,k=1

Z,:L-j il
+ (—knjrg + kG

J=1
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A condigdo de invaridncia (3.39) resultou em uma equagdo que deve ser
satisfeita para qualquer trajetoria. Matematicamente, isso significa que a equacao

¢ uma identidade polinomial nas componentes da velocidade 4. Para que isso seja

verdade, os coeficientes de cada monémio em & devem se anular de forma independente.

Vamos, portanto, resolver o problema analisando os termos de cada ordem em &

separadamente.

Termos de Ordem Cubica (i'i/i"):

O tnico termo de terceira ordem na equagio ¢ —&;i'47i*. Seu anulamento implica
que & = 0. A solucao geral desta equacao diferencial parcial é que ¢ deve ser,
no méximo, um polinémio de primeira ordem nas coordenadas espaciais 27, com

coeficientes que podem depender do tempo:

§(a,t) = Ci(t)2’ + D(t).

=1

Termos de Ordem Quadratica (i/i"):

Analisando os coeficientes dos termos de segunda ordem, obtemos a seguinte equagao:

3

(i d! &% — 25i"37) = 0.
k=1
Utilizando a equacgao obtida para &, podemos reescrever essa equacao como
3 3

i.j.k_ "i.i.j o i'j'k}_‘Ai'ZA‘j_"i'Z"j o
(njkx " —2C;0.3'% ) = > (njka: " — C;0,3'3) — C;0, 2" ) =0,
Jik=1 Jk=1

0 que nos permite concluir que

Termos de Ordem Linear (i"):

Tomando os termos de primeira ordem, temos que

3
23 nii? — i | 4+ Y (kgiatal + 2kgida’) = 0.
j=1

=1

Porém, fazendo uso dos resultados obtidos anteriormente, constatamos que os termos

n}t e & no primeiro paréntese contém apenas termos de ordem zero e um em =z,

3

respectivamente, mas que estao multiplicados por r°, implicando que esse paréntese
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contém termos de terceira e quarta ordem em x. No segundo paréntese, temos apenas
termos de primeira ordem em z, o que nos mostra que §; = 0, resultando em C}(t) = 0.

Por sua vez, esse resultado implica que 77;'13 = 0, ou seja,

3
n' =Y Ei(t)a) + F'(t).
j=1

Considerando esses resultados na equacao que envolve termos de terceira e quarta

ordem em x,
3
2y nld? —&ui | 1 =0,
j=1
obtemos ,
2> Fii/ — Di' =0,
j=1
cuja solucao é
N
i i
que, integrando em relagao ao parametro ¢, nos leva a

. 1 ...
E; — 55}D = constante.

Termos de Ordem Zero em i':

Agora, para os termos de ordem zero em &, temos:

3 3
nir® + 2kEa'r? — k > n;-xJTQ + kn'r? — 3k > néatat = 0.
=1 jk=1

Fazendo novamente a andlise de ordem dos termos, constatamos que o primeiro termo
da equagao acima envolve termos de quinta e sexta ordem em z, enquanto os demais
envolvem termos de segunda e terceira ordem. Assim, temos que 1}, = 0, o que resulta
em B! = F'=0.

Utilizando as expressoes para 0’ e & no resto da equacao, obtemos, apds uma

pequena reordenacgao, que
2kDa'r? =3k > Ela'dpa’a” | + [kF'r? =3k Y Fiopa’a® | = 0.
Gkl=1 Jk=1

Aqui, os dois termos no primeiro paréntese sao de terceira ordem em x, enquanto os

termos do segundo paréntese sao de segunda ordem. Portanto, devemos ter que

F' =0,
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3 .
2Dr? =3k > Eja'épat =0.

jkl=1

Porém, essa equacao é satisfeita se

2.
E11:E§:E§:§D, Ey+FE}=E)+ E}=F2+ ES=0.

Lembrando que E; = (1/ 2)5§D, o resultado anterior nos mostra que, para

1 =7, D =0 e, por consequéncia,
D(t) = byt + by,

implicando que E} = E3 = E3 = (2/3)by. Ja para i # j, E} = constante, que, para

satisfazer as condi¢oes para E' acima, escrevemos como:

3
E; =3 duea (i),
k=1

onde €% sdo as componentes do tensor de Levi-Civita.

Finalmente, toda essa analise nos permite concluir que

2 3 .
Ej = S0ib+ 3 neer

k=1
& = byt + Do,
e
2 3 .
7]@ = gbll’z + Z 5jk€kllcll’j.
ik, =1
Portanto, o gerador de simetria é
o (2. . 3 0\ 9
X = (blt + bg)* + Z *bl.ilﬁz + Z 5jk€kllcl$j .
ot = \3 k=1 O

0 23 . 0 3 G
=b (t—+ =) x| +by— + ol deal —].
1({% 3; ) 2ot ..;_1l<ﬂ’f dri
= ,],R,0=
A partir da expressao do gerador, vemos que o grupo de simetrias de ponto do
problema de Kepler possui cinco parametros. Como geradores linearmente indepen-

dentes, tomamos

o 23 .0
Xy =t + -5 i
K=l s g

Xt:a

a:
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0 0 0 0

Xe='g5 795 =Y, %5
R N, R R,

T R N T
L 0 2 0 0 y@
0x? oxt 8y ox’

Imediatamente reconhecemos {X,,X,,X,} como os geradores do grupo de
rotacoes em R3, o que nos permite inferir a existéncia de solucdes com simetria esférica.
Ja X; é o gerador de translagoes temporais, o que implica em solugdes invariantes por
translacoes temporais, ou seja, estacionarias. Por sua vez, mudando para coordenadas

esféricas, X assume a forma

o 2 0
XK—ta‘FgT’af,

que é o gerador da transformacdo de escala (t,7) — (£, 7) = (At, A*/?r). Sabendo que
2 = X% e # = A\%3, temos que
D

— = = — = constante.
73 A\2y3 r3

Portanto, o conjunto de solugdes que sao invariantes por essa transformacao é aquele

para o qual vale a terceira lei de Kepler.

3.8.2 Aplicacao a Equacdes Diferenciais Parciais

Para tratarmos equagoes diferenciais parciais, mas sem inserir complicagoes desne-
cessarias, consideremos, ilustrativamente, o caso em que temos duas variaveis independentes,
isto é, o caso em que p = 2. Denotaremos aqui tais variaveis independentes por x e t. Da
equacao 3.34,

0 0 0 0

7 7 7 T t —_ T t
VX = 5 — 4T AU+ T +¢ =X 40" +<b

onde, utilizando a equacao 3.35, temos que
(bx = Dx(U - gua: - Tut) +£uxz +7_uxt = Ucc + Uuua: - gacua: - guma} - gu(ua:)Q T TpU — Ty Ugp U —

—TUgt + Suzx + TUzgs = Ux + (Uu - gx)ux — TpUt — fuui - tuuxuta

@' = Dy(U — Euy — Tup) + Euge + Tuy = Uy 4+ Uy — g — Euuptty, — Elgy — Telly — Tl —

_Tuu? + &gy + Tuy = Uy — Eug + (Uy — 7)uy — Euuiuy, — Tu“?‘

Por sua vez, para a segunda prolongacao, temos que
0

9 o 0 i Y
+¢ 3 +¢

auxm Ugt 8utt

prdX = prX + ¢
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onde, utilizando novamente a equagao 3.35, obtemos

¢mx - D2m(U_gux_Tut)—'—guxa:a:—'—Tuxxt - Da:(U:c—l—Uuux_gxux_guui_Txut_Tuuwut_Tuxt)+
- 2§uua¢u:m: T TpgUt — TugUg Ut — TpUgt — Ty Uz U — Tuuuiut T Ty Ugp Ut — Ty UgpUgt — TpUgt — Ty Ug Ut —
—TUgxt + gu:r:p:v + TUgzt = Ux:p + <2U:pu - g:p:v)uz tzzut + ( 2£zu) 2Tuxuzut guuui_

Tuuu Uyt + ( - 2£z>uw:v QTzu:pt - 3£uumuxw — TyUtUgy — QTuuzuxtu

¢xt = DxDt(U—fux—TUt)‘Ffotz-*—Tuztt = Dx(Ut+UuUt—ftuz—fuutux—fuxt—ﬁut—’futt—
—Tut}) + Ettgry + Ta = Ust + Uty + Unatty + Unitiaty + Uytiay — Enttia — Eutiy — Elpe—
— ol U —Euu Ut Uy —Eu Ut Up —Eu Ut Unp —Ea Ut — §u Ut Uy — E Ut — Tha Up — Teu U U — Ty Ut — Ty Ut —
—TuUzg Uy — TUggr — Tuaﬁu? Tuuuxut 2Ty Uty + §U:ctx + TUg =
= Ut + (Uut — otz + (Uue — Tee)ts + (Uuw — Tur — Eut — Eua)Uaths + (Uy — & — T¢)Ugt—
=28 Ug Ut — 2T gty — EGllgy — TulgUy — Sty — Euloaly — TuuUaUy — Sty — Tuglf,
" = DE(U—Eup—7u) +Eye+Tuy = Dy(UA-Ugtiy—Ety—Ey Uty —E Uy — Tty — Ty — Ty U2 )
ot T = Un+Unts+ U+ U 05+ Ui — € o — Eut U Uy — & Uiy — Eut U U — Epu U U —
—fuuttux—fuutuxt—ftuxt—fuutuxt—fumt—TttUt—TutU?—Ttutt—TtUtt—TuUttUt—TUttt—Tutuf—
_Tuuu? — 2T gty + Eype + Ty = Up + (2U — )ty — Eptty + (U — 2Tut>u? — 28Uy U —
_Tuuu? - fuuu?uaz + (Uu - 2Tt)utt - thuxt — 3Ty Ul — fuugcutt - quutuxt-
Considerando uma EDP de segunda ordem

Az, t, u(2)) = A(z, b, U, Uy, U, Uy, Ugy, Ugg) = 0,

temos que resolver

pr@X(A) =0,

para encontramos os grupos de simetria associados.

Exemplo 3.18: Equacao do Calor Bidimensional

Em duas dimensoes, a equagao do calor pode ser escrita na forma

o que leva a expressao para a segunda prolongacao a ser dada por

pr(Z)X(A) — ¢t . (bm — 0’
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que, utilizando as expressoes deduzidas acima, torna-se

Ut _ftum + (Uu - Tt)ut - guutuzp - Tuu? - Umx - (2Umu _fa:x)ux + +t:vxut - (Uuu - 2£xu)ui+

+27uxuxut+€uuui+7—uuuiut_(Uu_2§x)uzx+27—xuzt+3§uua}u1’x+Tuutuxa:+27_uuaruxt = 07

que sera satisfeita se cada um dos termos zerar separadamente, o que nos leva as
equagoes

(131) Uy — T+ Tue =0 (1v) &y — 274y = 0;
(v) 7,=0 (i) Uyu — 2800 = 0;
(vii) &uu =10 (viii)  Tuy = 0;
(iz) U,—2, =0 () 7 =0;
(xi) & =0 (xit) 7, = 0;
(i) Tu = 0.

De acordo com as equagoes (x) e (zii), T ndo deve depender de z e u, o que
resulta em 7 = 7(¢). Levando esse resultado na equagao (iv), temos que &, = 0 e, em

(1ii), U, — 1 = 0. Substituindo esse tltimo resultado em (iz) chegamos a 2§, = 7,

que pode ser prontamente integrada em £ de modo a resultar £ = (1/2)nx + o(t).

Agora, a expressao (xi) implica que &, = 0, que, substituindo na equagao
(vi), leva a Uy, =, cuja solugdo é da forma U = f(z,t)u + a(z,t). Se usarmos as
expressoes para & e U na equagao (ii), obteremos 23, = —(1/2)mux + 04, que nos
permite concluir que 3 = —(1/8)12? + oy + p(t).

Substituindo U na equagao (i), vemos que 5y = Bpp € i = Qlzy. S€ UsSarmos
a expressao obtida para (3, chegamos a 7y = 0, 0y = 0 e p, = —(1/4)1;. Portanto,
T = byt? + bot + b3, 0 = byt + bs, p = —(1/2)bit + bs. Finalmente, basta substituirmos

esses resultados nas expressoes de £ e U para obtermos
T = b1t2 —|— bgt + bg,
1
f = blt:v + ing + b4t + b5,

1 1 1
U — (—4[)1[[‘2 — §b4$ — iblt + b6> U+ O[(l’,t),

com « satisfazendo a; = ay,, que é a propria equagao do calor. Assim, temos o

gerador

0 o 1 o 1 0 o 1 0 0
(29 o 1 .0 1 0 g, 1 0 o
X—(t at+tx3x 4ux 9 2utau> b1+<tat+2x3x> b2+b38t+
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1
+ (ta — xua> by + b52 + bGuQ + oz, t)aau

or 2 Ou ox I
Logo, ,

X1 = o

X 2.

Xy ul

Xy = 2t§t + x(i;
Xo =465 +dtas— — (2t + x2>“ai5
Xa = a(x,t)aau.

Os geradores X, X5 e X3 sdo os geradores de translagdo temporal, espacial
e de escala, respectivamente. Os dois primeiros implicam que a equacao do calor
¢ invariante por translacoes temporais e espaciais. O terceiro, que esta associado
a transformacao u — 4 = Au(A > 0), nos deixa cientes da linearidade da equagao
do calor. O mesmo ocorre para X,. O gerador X, também corresponde a uma

transformacdo da escala, que é da forma (x,t) — (Az, A%)(A > 0).
Para X5, o método das caracteristicas nos diz que

dx dt_o du_

— =2 — =0, — = —xu.
ds ’ ds ds
A segunda dessas equagbes tem como solucao t = constante = t,. Substituindo esse

resultado na primeira equacao,

dx
— = 2t :>[I§':2t08—|—$0,
ds

que, quando substituido na terceira equacao, fornece
du du
= —(2tgs + mo)u = — = —(2tgs + 19)ds => u = ug exp(—tos® — x05).
s u
Dessa forma, obtemos a curva integral passando pelo ponto (z,t,u), parame-
trizada por (2ts + x, t, ue_(t52+“)). Logo, a transformacao gerada por Xj ¢ aquela na
qual (z,t,u) — (2ts+z,t, ue_(tSQHS)). Particularmente, a transformacio x — = + 2ts

consiste em uma transformacao de Galileu que envolve dois referenciais cuja velocidade

relativa entre eles é v = 2s.

85



Capitulo 3. Prolongacdes I: Simetrias de Ponto de Lie

Para o gerador Xg, temos

dt drv du 9

A integracao da primeira equacgao é imediata:

dt dt to
— =4 — =ds=>t=———.
ds ITE 1 — 4sty

Substituindo esse resultado na segunda equagao,

dx . 4t0 @ to

Lo
ds 1+ 432503j x 1 + 4st s v 1 — 4st

Finalmente, substituindo os resultados das duas primeiras equacoes na terceira e

efetuando algumas manipulagoes, constatamos que sua solugao ¢é

a2
u = ugy/ 1 — 4stgexp (SSEO> )

1-— 4St0

Portanto, a transformagao gerada por Xg é

(x,t,u%—)( a t ,ux/1—4stexp< —si ))

1 —4st’ 1 — 4st 1 —4st

Embora tal transformacao nao tenha nenhum significado fisico, sua importancia reside

no fato de que ela pode ser utilizada para gerar outras solucoes da equacao do calor

a partir de uma solugdo conhecida. Logo, se u = f(z,t) é solugao, entdo @ = f(Z,t)
também é solucao. De fato, se as duas primeiras transformagoes forem invertidas e

substituidas na terceira, temos que

[y (R S 1 st
— — = = € = .
* 1+4st’ 1+ 4st 1+ 4st *P 1+ 4st

No caso particular em que f(x,t) = constante = ¢y, chegamos a

[z, 1) o st

r,t) = ——exp| ———

T T ast P\ T+ dst)’
que é a solugao fundamental da equagao do calor [29,30].

As relagoes de comutacao entre os geradores de simetria da equacgao do calor
sao apresentadas na tabela 2. Dado que o corolario 3.1, apresentado na préxima secao,
assegura que todas as simetrias infinitesimais estao na algebra de Lie, temos que se

" Além disso,

a(x,t) é solugdo da equagao do calor, também o serd oy, oy, @/, @” e «
toda expressao obtida a partir dessas pela aplicacao dos geradores acima também

sera solucao.

86
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X, X, X, | X: | Xs X X,
X, | 0 0 0 | 2X; | 2X, |4X,-2X; | X,
X, | 0 0 0| X, | -X; 2X5 X..,
X, | 0 0 0 0 0 0 X,
X, | —X, —2X, 0 0 X 2Xs X o
X | X, —2X, 0 | X5 | 0 0 X o
X | —2X5 | —2X; —4X, | 0 | —2X4 | 0 0 X
X, | —Xa. —X.., X, | Xo | —Xor X 0

Tabela 2 — Comutadores dos geradores de simetria da equacao do calor bidimensional.
Aqui, o/ = zay, + 2tay, @' = 2ta, + xa e o = dtwa, + 42 + (27 + 2t)a.

3.9 Resultados Adicionais

Por questoes de completude, alguns resultados adicionais a respeito dos geradores

de transformagcdes e suas prolongagoes a espaco de jatos serdo apresentados.

Primeiramente, busquemos entender como o comutador entre dois geradores X; e
X, é afetado por uma transformagao de varidveis (z,y) — (u, v). Perante tal transformacao,

e tendo em mente a regra da cadeia,

0
X, :fi%‘i‘mf =

0 oud Ov 0 Oud Ovad)
i (axau * aw) \ oy ou aya> =
ou ouy 0 ov ov\ 0 0 0
— ( i8x+m8y> %‘i‘ (&(%—Fmaz/) By :X( )%—FX(’I})%
Portanto,
X = X(u)2 + X(v)2 (3.40)
ou ov’

onde X denota o gerador nas coordenadas (u,v).
Consideremos o comutador entre dois geradores X; e X,
(X1, Xs] = Xs.

Seja F' uma funcao qualquer. Entao, com o auxilio de 3.40,

A A

Xy, )P = Xy (RalF)) — KoK (F)) = X, (X2<u>

+X1(U)aav (Xz(u)g}; + Xz@)%f) — Xz(u)% (Xl(“)au + Xl(v)@v) -
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—(X2X1<u))g§ - (XZXI@))?Z = ([Xl,leu)gZ + ([X1,X2]U)g]; _
= X2+ ()2 = X

Dado que F' é arbitraria, obtemos que

PO 0 0 5
[Xl,Xg] = X3(U)% + X3(U)% = X3.

De onde extraimos que o comutador entre X; e X5 independe do sistema de coordenadas

utilizado. Consequentemente, a necessidade de diferenciar X; e X; nao existe mais.

Para o nosso desenvolvimento subsequente, trabalhemos com transformacoes aplica-
das a equagoes diferenciais ordinarias. Além disso, consideremos como variavel independente
x e como variavel dependente y. Como ja sabemos, a prolongagao do gerador de simetria

até ordem n é

0 0 0 0
WX —¢— 4+ p— 4+ O 4 ... 4 pm ‘
pr § ar oy T oy T Gy
Definamos o comutador dos geradores prolongados como
[prWXy, priWX,] = pr®X, priWX, — priWX, priX.

Assim, temos a seguinte proposicao:

Proposicao 3.2

Se [X1, X3] = X3, entdo

[pr(")Xl, pr(")Xg] = pr(")Xg.
pr(n) [Xb Xﬂ = [pr(”)Xl, Pf(n)X2]-

Prova 3.5

Suponhamos que
X, = aya X2 = 6(1‘7 y)ax + 77(% y)ay

Dado que o comutador é invariante por mudanca de coordenadas, trabalhar com essa
escolha especifica, que corresponde a coordenadas canonicas em X;, ndo incorre em

perda de generalidade.

O comutador entre X; e Xy é

[X17X2] = ay(f(%fU)&c + 77(937 y)ay) - (5(% y)ax + n(xyy)ay)ay = gyax + 77yay'
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A expressao para a primeira prolongacao diz que
priVX; = €yOu + 1yOy + (Dany — Y/ Di&y) Oy
Mas, D, e 0, comutam. Pois,
D,oy = (ax + y,ay + ')ay = azay + ylayay +te = 8y<ax + y/ay + - ) = 8yDﬂE'

Dai,
(Damy — y'Daby)0y = (Dx0y(n) — y' D:0,(£))0y =
= {(%(Dxn - y/Dxf)}ay’ = ayn(l)ay’ = 77;(/1)81/"
Logo,
prVX; = £,0, + 1,0, + n{V0y = [0,, €05 + 10, + nV9,] = [PriVX,, PriVX,).

Para k£ > 1, com k < n sendo a ordem de prolongacao, seguimos uma linha de

raciocinio andloga. Afinal,
Dol — y W D,¢, = 0,(Dan*) — y W D,&) =yl

Portanto,
pr(k)X?» = gyaz + Wyay + 773(/1)81/ +o+ nék)ayk =

— [0y, €05 + 10y + y'nV8y + - -+ W] = [pr®P X, prV X,

Embora tenhamos provado a proposi¢ao apenas para esse caso particular, o

resultado é de validade geral. O]

Outra propriedade da prolongacao de um gerador, que é a de sua linearidade,
refletindo a estrutura de espaco vetorial associada a algebra, e que nao se perde na

prolongacao desses objetos a espacos de jatos, é apresentada na proxima proposicao:

Proposicao 3.3

Sejam X; e X, geradores de simetrias de ponto de Lie, e sejam a, b dois ntimeros reais

quaisquer. E propriedade de um gerador prolongado que

pr™(a-X; +b-Xy) =a-pr™X; +b-prWX,.

Prova 3.6

Por simplicidade, demonstraremos a proposicao para o caso de ODEs com p = ¢ = 1.
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De acordo com o enunciado, temos que

0 0 0
a-prX; +b-priWX,) =a- (flax —0—7717; + Ugl)iy + - ) +

0 0 1 0 B 9
b'({Qaw‘i‘may—i—Tl +"'>—(G §&1+0b &)ax-i—

oy
0 1) (1) 9 _ )
(@m—+b-m)—+(@ m +bmny )+ =pr(a-Xi+b-Xs).
dy dy
A demonstracao para o caso geral segue diretamente da aplicagdo do mesmo raciocinio.

O

Destes resultados, bem como das discussoes anteriores, podemos extrair o seguinte

corolario [24]:
Corolario 3.1

Seja A um sistema de equagoes diferenciais definido sobre M C X x U. O conjunto de
todas as simetrias infinitesimais desse sistema forma uma algebra de Lie de campos
vetoriais em M. Além disso, se a algebra de Lie é de dimenséao finita, a parte conectada

do grupo de simetria é um grupo de Lie local de transformacoes agindo em M.

3.10 Aspectos Computacionais

Embora o procedimento de determinacao de simetrias de ponto de Lie seja essenci-
almente simples, o cdlculo pode se tornar facilmente enfadonho. A medida que a ordem
da EDO ou EDP aumenta, ou quanto mais complicada a expressao for, os coeficientes
do gerador prolongado se tornam mais complicados. Como consequéncia, a manipulagao
algébrica para encontrar o sistema de EDPs associado e suas solugoes se torna mais dificil

de ser feita.

Por outro lado, notemos que o procedimento a ser seguido ¢é particularmente direto,
favorecendo a implementacao de uma rotina computacional responsavel por efetuar todo o
algebrismo necessario. Trabalhos nesse sentido podem ser encontrados na literatura [31-33].

Aqui, focaremos na biblioteca ReLie [34] para o pacote de sistemas algébricos REDUCE [35].

O REDUCE ¢é um sistema computacional algébrico de propodsito geral de codigo
aberto, comegado por Anthony Hearn e escrito em dialeto Lisp (Portable Standard Lisp).
Sua documentagao estd disponivel em [35]. Por sua vez, a biblioteca ReLie vem sendo
desenvolvida por Francesco Oliveri desde a década de 1980 para lidar com o problema de

determinar as simetrias de Lie para equagoes diferenciais e lagrangianas.
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A sintaxe da ReLie é particularmente simples: primeiramente, apds iniciar a
biblioteca, o usuario deve providenciar os dados para a variavel global jetorder, que
determina a ordem méxima da prolongacao do gerador de simetrias, e as listas zvar, cujas

entradas sao as variaveis independentes, e uvar, recebendo as variaveis dependentes.

Apbs isso, deve ser informada a lista diffeqs, contendo os lados esquerdos das
equacgoes a serem estudadas, onde o lado direito é tomado igual a zero. Adicionalmente,
a lista leadders, onde cada entrada corresponde a uma derivada presente em uma das
equagoes diferenciais do sistema, que serd eliminada conforme a forma da expressao
correspondente durante o desenvolvimento da condigdo de simetria. Ambas as listas devem

ter o mesmo tamanho; do contrario, um alerta é emitido.

Em seguida, hd uma série de fungdes a serem introduzidas para implementar
o algoritmo. A fungdo relieinit() inicializa os objetos necessarios. A fungao relieinv()
determina a condigao de invaridncia (expressa na defini¢ao 2.8) para a equagdo. Por sua

vez, a lista ‘nvcond providencia acesso a essa condigao.

Invocando a fungao reliesolve(), o pacote CRACK [36] é utilizado para resolver o
sistema sobredeterminado de equagoes diferenciais parciais lineares resultantes de uma
dada condigao de invariancia. Apés isso, chamando generators, o usuario tera acesso a
uma lista onde cada elemento ¢ a lista de geradores de uma determinada simetria. Por sua

vez, a lista splitsymmetries tem como elementos as expressoes dos infinitesimais.

Embora tenhamos implementado uma série de fungoes em sequéncia para fazer o
trabalho padrdo, hd uma fun¢ao geral denominada relie() que recebe um argumento (1, 2,
3 ou 4), sendo equivalente a implementar uma sequéncia das fungoes basicas. Por exemplo,

relie(4) é equivalente a sequéncia relieinit(), relieinv(), reliedet() e reliesolve().

Outras funcionalidades dignas de nota sao a lista prolongation (lista de duas listas,
onde a primeira é a lista de coordenadas no espaco de jatos e a segunda contém os
infinitesimais correspondentes), e a funcao comutatortable(generators), que fornece a tabela
de comutagao de um conjunto de geradores infinitesimais varrendo uma algebra de Lie.
Para mais detalhes e outras funcionalidades, o leitor é convidado a consultar a referéncia

citada acima.

Doravante, ficara subtendido que a anélise de simetrias de ponto de uma equacao
diferencial (e de simetrias variacionais de uma lagrangiana, que discutiremos no préximo
capitulo) serd feita com o auxilio da biblioteca ReLie. Para ilustrarmos a discussao desta

secao, é instrutivo que retornemos a equacgao do calor, discutida no exemplo 3.18.
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2: jetorder:=2 $

3: xvar:={t,x} $

4: uvar:={u} $

5: diffeqs:={u_t-u_xx} $

6: leadders:={u_t} $

7: relie(4) $

Calling relieinit()...

You may compute exact point symmetries.

Calling relieinv()...

'inveond'’ has been computed (invariance conditions).
Calling reliedet()...

'deteqs’ have been computed (determining equations).
Calling reliesolve()...

'symmetries' have been computed (infinitesimals).

Figura 6 — Implementagao do algoritmo providenciado pela biblioteca ReLie para a equa-
¢ao do calor u; — Uy, = 0.

Exemplo 3.19: Equacao do Calor Bidimensional

A figura 6 apresenta as definigbes basicas para a equacao do calor u; — u,, que
analisamos anteriormente. Naquele exemplo, nao eliminamos nenhuma derivada,
pois a condicao de simetria era particularmente simples para haver essa necessidade.
Obviamente, isso nao serd verdade para outros casos. Mas, para propdsitos ilustrativos,
definimos a fungao ladder() com a derivada temporal como argumento, nos termos

que explicamos acima.

Na figura 7, os geradores de simetria de ponto de Lie sao calculados e apre-
sentados convenientemente. O argumento na fungao reliegen serve ao proposito de
multiplicar cada gerador por um fator numérico apropriado a apresentacao que se
queira dar. Por sua vez, a funcao newordering apenas ordena os geradores de acordo
com alguma ordem particular especificada pelo usuario. No nosso exemplo, os gera-

dores sdo apresentados na mesma ordem e forma com a qual aparecem no exemplo
3.18.
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E vélido notar que, além dos geradores apresentados na figura 7, se o usudrio
implementar a funcao symmetries, obtera, além dos infinitesimais associados a esses
geradores, uma funcao fi. Essa funcao corresponde justamente a fun¢ao o encontrada
no exemplo 3.18, e o codigo fornece prontamente como ela se apresenta no gerador de

simetria X,

10: reliegen(1,{-4,-2,-2,-8,-1,4}) $ 12: generators:=newordering(generators, {5,2,6,3,1,4}) $
'generators’ have been computed (vector fields of 13: generators;
symmetries).
{{1,0,0},
11: generators;
{0,1,0},
{(OI Z‘tl & u*x)l
{Olofu)l
{0,1,0},
{Z*tlxlo}’
{zitlxlo}’
{01 Z*ti = U*x}l
2 2
{4%t 4% t*x,u*(-2*t-x )}, 2 2
{4*t ,4*t*x,u*(-2*t-x )}
{1,0,0},
{0,0,u}}

Figura 7 — Geradores de simetrias da equacao do calor.

3.11 Consideracoes Finais

Ao longo deste capitulo, buscamos apresentar o método das prolongac¢des no
contexto de equagoes diferenciais de uma forma geral, mas que, ao mesmo tempo, justifique
os resultados obtidos de maneira rigorosa o suficiente. Naturalmente, ha muito mais a ser
coberto sobre o assunto do que esta dissertacao sugere, pois o topico é bastante extenso.
Além disso, toda a construcao tedrica pode ser feita por vias diferentes da qual fizemos,
corroborando a riqueza do assunto. Dado que tudo isso foge aos nossos propésitos aqui,

deixaremos ao leitor interessado referéncias para se aprofundar.

Lembremos que, ao longo deste capitulo, trabalhamos inteiramente com transforma-
¢oes de ponto. Isso nao é acidental, mas baseado na importancia que tais transformacoes
desempenham na fisica. Portanto, dado que, na segunda parte deste trabalho, gostariamos
de apresentar exemplos de aplicacao do método a equacgoes de interesse fisico, nosso foco

se justifica.

Porém, devemos notar que o método das prolongacoes nao se restringe apenas a

transformagcoes de ponto. De fato, o método pode ser construido também para simetrias
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de contato, dindmicas, aproximadas, semi-classicas e assim por diante [22-24, 37-39].
Novamente, para o leitor interessado, as referéncias apresentadas constituem um 6timo

material.

No préximo capitulo, exploraremos uma dessas outras formas de simetrias. Nosso
intuito serd a construcao de um raciocinio analogo ao que fizemos aqui no contexto
de equagoes diferenciais oriundas de um principio variacional e, para tal, devemos nos
preocupar em como podemos explorar a aplicacdo de transformagoes de ponto a fungoes

lagrangianas.
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4 Prolongacoes |l: Simetrias Variacionais

Apbs construirmos um método geral, visando a extracao de simetrias de ponto
de Lie de equagoes diferenciais, avancaremos para o estudo das chamadas simetrias
variacionais. Veremos que tais simetrias podem ser extraidas da lagrangiana associada
a determinado problema variacional e que constituem simetrias das equagoes de Euler-
Lagrange correspondentes. Além disso, mostraremos que toda essa discussao leva ao
teorema de Noether, que relaciona simetrias provenientes de lagrangianas com grandezas

conservadas.

4.1 Elementos Gerais do Calculo de Variacoes

Voltemos ao espaco euclidiano X x U, com X = RP sendo o subespaco das variaveis
independentes e U = RY das varidveis dependentes. Consideremos 2 C X um subconjunto
conectado e aberto com fronteira suave 0). Um problema variacional consiste na

determinagao dos extremos (méximo ou minimo) do funcional
S[u] = / L(x, u™)dx, (4.1)
Q

onde u = f(x) sao fungoes definidas em €. A func¢do L é suave nas varidveis x, u e nas
varias derivadas, e recebe o nome de lagrangiana do problema variacional. Por sua vez, a
classe de funcoes sobre as quais L é extremizada depende tanto das condi¢oes de fronteira

quanto das condigoes de diferenciabilidade requeridas dos extremos u = f(x).

O caso geral, sobretudo em questoes referentes ao grau de suavidade requerido
pelos extremos de um dado problema variacional e ao espago de fungoes sobre o qual o
processo de extremizacao ocorre, requer discussoes aprofundadas a respeito de analise
funcional nao linear. Porém, para nossos propésitos, tal analise nao é diretamente relevante,
e aqui poderemos trabalhar sob o postulado geral de que todos os extremos com os quais
teremos contato serao de classe C*>°. Algo também pode ser dito sobre a localidade de um

funcional: dizemos que um funcional é local se puder ser escrito na forma 4.1.

Exemplo 4.1

Seja o elemento de comprimento dI?> = dz? + dy?, que pode ser reescrito como
dl = \/1+ (dy/dx)?*dx. A partir dele, podemos definir o comprimento de uma curva

{y(z)|x € [a,b]} por b
Clo) = [T+ e,
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que é um exemplo de funcional local. Por outro lado, o funcional

[P a1+ y2dx
JPVT+ Yy d

Jz] =
é nao local.

De acordo com [24], consideremos o produto interno definido por

9) = [ x)- w—/zﬁa

tal que f, g : R — RY. Isso nos permite definir derivadas funcionais como se segue:

Definicao 4.1: Derivada Funcional

Seja Su] um problema variacional, com u = f(x) uma funcao definida no aberto €.

A derivada variacional de S é a g-tupla
55[1‘1] = (515[11]7 T 5115[1‘1])7

cujas componentes sao 0,5 = 0.5/0u®. Para esta operagao, vale a propriedade

sl = [ o8l aax = (5 n). 42

onde n(x) = (n*(x), - -+, n%(x)) é uma fungiao suave com suporte compacto em 2 ¢,
tal que f + en satisfagca qualquer condicao de fronteira que possa ser imposta sobre o

espaco de fungoes no qual S estd sendo extremizada.

¢ Uma fung¢do tem suporte compacto se é zero fora de um conjunto compacto, onde, por conjunto

compacto, nos referenciamos a qualquer subconjunto S de um espaco topoldgico X tal que para
qualquer cobertura aberta de S existe uma subcobertura de S. Por exemplo, a funcio f : 2 — 22
ndo possui suporte compacto em todo o seu dominio (f : R — R™). Por outro lado, a fungao f(x),
tal que f(r) = 1— 22 para |z| < 1 e f(z) = 0 para |z| > 1, tem suporte compacto em [—1,1] [40].

Exemplo 4.2

Para ilustrar a definicio que acabamos de dar, tomemos S[u] = [, u?(x)dz. Neste

caso,

dS[f + en]

dS[u] = 7

A je[fQ(x) e (o) + a)lds] =

e=0 e=0

= [ 24tz = @f.0).
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Assim,
0.S[u)
ou

=2f(x) = 2u.

Nos encontramos em posi¢ao para avangar para a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 4.1: Extremos de S

Se u = f(x) é extremo do problema variacional S[u], entao vale

0S[f(x)] =0, Vxel. (4.3)

Prova 4.1

Da definicao 4.1, sabemos que, se 1 ¢ uma funcdo com suporte compacto em €2, a
fungao f + en satisfara qualquer condicao de fronteira imposta ao espago de fungoes
no qual a fungdo suave u = f(x) esta definida. Nesse sentido, f + en pertence ao
mesmo espaco de fungdes e, em termos de €, S[x + en] deve ter um extremo em e = 0.
Portanto, a equacao 4.2 deve ser zero para todo n em €2, 0o que mostra que a expressao

4.3 precisa valer em todo lugar. Pelo mesmo argumento, .S é tnica. O]

Antes de seguirmos, facamos uma breve padronizacao de notacao. Para a func¢ao

delta de Dirac, utilizaremos
Oy(x) = 0(z —y).

Dado que a funcao delta de Dirac é tal que

temos que
0(x —a)f(z) = fa) = (da, f).
Assim,

0y, ) = f(y).

Agora, se escrevermos 7(x) = (0x, 1) = 2 d(x’ — x)n(x’)dx’, temos que

OL[u]| \ _ r*6LMa] , ., [POL[a] b '
< Sue 77> = S (x')n(x")dx" = o (X)/a O(x" — x)n(x)dxdx’ =
b 5L / _ b 6L[u] / / /
—/ / (5u°‘ d(x' —x)dx n(x)dx-< yow (x)(x" — x)dx 77>.
Mas, por propriedade da funcao delta,
voLfal, o, oLl /oLl
o (x")o0(x" —x)dx" = 0o (x) = 0o 0x ) -
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Logo, no sentido da defini¢ao 4.1, temos

6S[u], . dS[f + edy]
ou (x) = de

e=0

Neste ponto, estamos prontos para construir a regra da cadeia. Para tal, tomemos

uma funcio £ : R™ — R. Sejam, por sua vez, os funcionais Fj(i = 1,---,n), F; : €*[a, b] — R.

Denotemos F' = (Fy,- -+, F,). Entdo, S = £ o F serd um funcional. Assim,
dS|u] (Lo F)[u] d(Lo F)[f + €d,] d
= = 7 W x) = = —£(F Ozl -+ F, 0.
Su (X) Sue (X) de - de’g( 1[f+€ x]v ) n[f+6 J»‘]) o
- dF;[f + €dx] S 0Fi[u(x)]
i=1 Flu(x)] € e=0 i=1 Flu(x)] u
Concluimos que
S(Co F)lu] _ & OF[u]
ou N ;812 ou> '

que é a regra da cadeia envolvendo derivadas funcionais.

Como 1ltimo resultado preliminar, definamos um funcional que nos sera util em

alguns desenvolvimentos subsequentes, denominado funcional de avaliagao, que ¢ dado

por
Exly] = y(x)
Neste caso, temos
0B [y] (2) = dE,[y +ed:]| _ dly(x) +eb(x—2)| 5 — 2).
oy de 0 de 0

Mas, como §(z — z) = §(z — x), segue que

0B:ly) _ oylz) _ s _ 5z — 2). (4.4)

Podemos generalizar de forma a construir o funcional

Eyilyl = 0iy(x).
Sua derivada funcional é dada por

0Exaly]  dEx;ly+ed,]|  d(9y(x) + €d;d,(x))
6y(z) B de B de

e=0 e=0

= 0;0,(x) = 0,:0(x — z),

onde 0,: apenas evidencia a deriva¢do em termos das coordenadas e d,(x) = §(x — z) segue

apenas a adequacao da notacao que fizemos anteriormente. Assim, concluimos que

d0;y(x)
0y(z)

= 0,i0(x — 7). (4.5)
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4.1.1 Equacoes de Euler-Lagrange

No céalculo variacional, é sabido que a trajetéria seguida por um sistema fisico é
aquela na qual a agao é extremizada, conforme estabelecido pelo principio de Hamilton
[41,42]. Nesse sentido, a proposigao 4.1, bem como os resultados acima, ditam que tal
trajetoria sera aquela na qual

dS[u]

dSu] = Su 0

Na presente subsecao, utilizaremos o principio de Hamilton para construir as famosas

equacoes de Euler-Lagrange para um sistema qualquer descrito por uma dada lagrangi-
ana. Primeiramente, faremos isso em um caso particular e, depois, generalizaremos esse

resultado.

4111 Casop=gqg=1

Consideremos uma forma geral do funcional de a¢do com apenas uma variavel
independente z e uma dependente y(z), dada por

Syl = [ L. y(a).y/ (@))da.

1

Agora,

0.5 w2 OL(a!, y(a'), y' (=) ,
= / dx’,
oy(x) o oy(x)

que, utilizando a regra da cadeia como a definimos anteriormente, podemos reescrever

OL(',y(x"),y' (") 0L oy(a’) =~ 9L dy'(2)

1

dy()  Oy(a’) oy(z)  Oy'(a’) dy(x)
Se nos lembrarmos das equagoes 4.4 e 4.5, podemos escrever a expressao acima como
SL(2 y(x),y'(z)) oL , oL ,, ,
= o' —x) + 0'(x' — x).
e o)’ T gy Y
Logo,
0S w2 [ QL oL
= — (2 —x) + (2 —x) | dd =
s = L (B =+ i =)
@2 QL , , v2 [ d 0L , d 0L , ,
=/ 6y($’)5<x — z)dx —i—/xl (da:’ (8y’(z)5<x —x)) - @ay/(:ﬂ/)(s(x - x)) dx’ =
z2 [ QL d 0L , ,
= /I1 (83/(:1@’) = ci:z:’é’y’(x’)) d(z" — x)dx’.
Ou seja,

oS dL 4 0L
oy(x)  Oy(x)  dxdy(x)
que, utilizando a condigao para a extremizacao de um funcional, nos leva a

oL  d 0L
Oy(x)  dwdy(z)

que sao as equagoes de Euler-Lagrange.
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Exemplo 4.3: O Problema da Braquistécrona

O problema da braquistécrona [41] é um célebre problema proposto no fim do século
XVII pelo mateméatico suico Johann Bernoulli como um desafio aos seus colegas

europeus. O problema pode ser enunciado como se segue:

Sejam dois pontos A e B a alturas diferentes, e que ndo estejam necessariamente sob
a mesma linha vertical, qual é a trajetoria que uma particula de massa m partindo
do repouso em A chega a B no menor tempo possivel, tendo a gravidade como a

unica forca atuante?

Para resolvermos a questao, fixemos a origem do sistema de coordenadas
no ponto A e com tal orientacdo que o eixo y coincida com a direcao vertical. Pelo
2 = mgy, o que leva a v = /2gy.
Sabemos ainda que o elemento de comprimento ¢ dado por ds = /1 + y2dx. Assim,

T ~ . 1
principio da conservacao da energia, sabemos que ;mv

o tempo gasto para a particula partindo de A (com z = 0) alcancar B (z = a) sera

dado por
1 12
+Y dx
29y
A braquistécrona é justamente a curva que minimiza esse funcional.
Substituindo
B 1 + y/2
29y

nas equagoes de Euler-Lagrange, obtemos que

ny// +14+ y/Q =0.

Se fizermos a mudanca de variavel ¥ = p, o que implica que y” = (dp/dy)p, a

equacao acima pode ser reescrita como

2pdp — dy
1+p> oy

Essa equacao ¢ simples de resolver, com solugao y(1 + p?) = constante = c. Assim,

y(1+y?) =c,

que pode ser reescrita como
Y

c—Yy

dr = dy.
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Fazendo a mudancga de variavel

y=csin®0/2 = — (1 —cosf),

N O

chegamos a

dr = csin® /2 = x = g(@—SiHQ) + k.

Mas, pela condigao inicial z(6 = 0) = 0, concluimos que k = 0. Assim, a curva pela
qual a particula vai do ponto A ao ponto B no menor tempo possivel tem equagoes

paramétricas
c

xzi(ﬁ—smﬁ), y=—(1—cosh),

N o

que descrevem uma cicloide.

B

Figura 8 — Curvas candidatas a de menor tempo.

41.1.2 Caso Geral

Antes de estabelecermos as equagoes de Euler-Lagrange em sua forma mais geral,

comegemos com uma pequena digressao. Sabemos que

of (x!,- - ™)
oxt

/5’x¢6(x —z)f(x)dx = —
Se supormos que f(x) ¢ da forma

f(x) = Flx,u™(x)],

segue que
Gf(xl, ’ "y xn) _ aF[Xv u(n)] 8F[X7 u(n)] DJu<X) _ DF[X7 u(n)] _ DIiF[X, u(n)])
oz’ ox? —~ Dju(x) 0 Dz’

onde estamos associando D a notagao de derivada total que introduzimos no capitulo
anterior. Dai,

/ 0y:0(x — 2) Flx, u™]dx = — D,: Flx, u™)] (4.7)

T=Z
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Digressao feita, tomemos a acdo definida por

S|u] :/QL(x,u(”)(x))dx,

onde x = (z!,- -+ 2P), dx', - - -, daP e Q C RP. A condicio para o extremo desse funcional
¢é dada por
dS|u]
=0 =1.---.q. 4.8
5ua ? « 9 Y q ( )

De maneira completamente andloga ao que fizemos anteriormente,

(n)(x! / (n) (!
LUNES ) o [ 5 0D 551,500 — )i
du(x) QJﬁ EMJ x') ou(x) QJﬂ (x')
Utilizando a equagao 4.7,
dS|u] oL
=Y (-)VID
du®(x) XJ:( ) T oua’

que generaliza a equacao 4.6. Aqui, estamos prontos para definir o operador de Euler.

Definicao 4.2: Operador de Euler

Para 1 < a < ¢, o a-ésimo operador de Euler €&, é definido por

0

UJ

€o = Z( 1)‘J|DJ8

J

Porém, lembrando da condi¢ao de extremizacao do funcional sintetizada pela

equagao 4.8, concluimos que

Essas sao as equacoes de Euler-Lagrange na sua forma mais geral.

A construcao tedrica dessa subsecao pode ser sintetizada pelo seguinte teorema:

Teorema 4.1: Equacoes de Euler-Lagrange

Seja u = f(x) o extremo suave do problema variacional S[u] = [, L(x,u™)dx.

Portanto, deve ser solucao das equacgoes de Euler-Lagrange

Algo que deve ser dito é que nem toda solucao das equagoes de Euler-Lagrange é um

extremo. As outras solugoes fornecem outros tipos de pontos criticos para o funcional [24].
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Exemplo 4.4

Tomemos o caso em que p = ¢ = 1. Das equacoes de Euler-Lagrange, e da defini¢ao

do operador de Euler, temos que

oL — o (=1)"Dn oL _,,

*ou,

oL OL )
T ou Da ou, +Da OUgy

Para o caso particular L = L(z,u,u,), as equagdes de Euler-Lagrange usuais sao

recuperadas:

9L, 9L _9L 9L 0 0L 0L

“ou TOu, ou  0rou, Coudu, ol

¢(L)

Exemplo 4.5: Problema Variacional de Dirichlet

O problema variacional de Dirichlet pode ser estabelecido como o problema de

encontrar o minimo da integral de Dirichlet [43]

1 1 &
D[u] :/Q2|Vu|2dx:/ﬂ2izzlu?dx,

sobre a condigdo uly, = ¢, com ¢ sendo uma fungao definida na fronteira 92 da

regiao n-dimensional 2 C X ~ RP.

Aplicando o operador de Euler a lagrangiana do problema, obtemos que a

equacao de Euler-Lagrange associada ¢é

" oL oL &
¢(L) = Z(—l)‘JIDjaTu = o > Dy
=1

J=0

oL 9 /1,
g =~ X g (311 =

(2

p p
= —Zsz(uz) = —Zuii = —Vzu =0.
i=1 i=1

Portanto, a equacao de Euler-Lagrange para o problema variacional de Dirichlet é
justamente a equagao de Laplace. Esse é um resultado esperado, se tivermos em mente
que uma solugao para esse problema também ¢ solucao da equacao de Laplace com a

mesma condigao de contorno, ou seja [44],

Viu = 0, uly, = ¢

4.1.2 Lagrangianas Nulas

Seja x = (x!, -+, zP) varidveis independentes, u = (u!, ---, uP) varidveis dependentes

e P(x, u™) = (Py(x, u™), .-, P,(x, u™)) uma p-tupla cujas entradas sdo fun¢des suaves
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de x, u e suas derivadas. Definiremos a divergéncia de P por
DivP=D-P=DP+---+D,P,,

onde D; é a derivada total em relacao & varidvel z°. Se pudermos escrever uma lagrangiana,
L(x, u™) por meio de uma divergéncia da forma acima, o teorema da divergéncia ! ditara
que, para qualquer u = f(x),

S[u] :/ L(x, u("))dx:/Didex: P.ds,
Q Q o0

com 02 sendo a fronteira suave de qualquer dominio €2. Dessa forma, somos levados
a concluir que o comportamento de S[u] depende apenas do comportamento de u =
f(x) na fronteira e permanece incélume a qualquer variagdo n utilizada na defini¢ao
de derivada variacional. Por consequéncia, as equagoes de Euler-Lagrange, nesse caso,
serao identicamente zero. Lagrangianas com essa natureza sao denominadas lagrangianas

nulas.

Teorema 4.2: Lagrangianas Nulas

Seja a funcdo lagrangiana L(x, u(™), definida em todo ponto no aberto X x U™,
Chamamos essa funcao de lagrangiana nula, isto é, as equagoes de Euler-Lagrange
desaparecem identicamente para todo X e u se e somente se puder ser escrita na forma
de uma divergéncia total L = Div P, onde P é uma tupla cujas entradas sao fungoes

de x, u e suas derivadas.

Prova 4.2

O argumento apresentado no pardgrafo anterior ao teorema prova que &(L) =
¢(Div P) = 0. Por outro lado, partamos da suposi¢ao de que L é uma lagrangiana

nula. Agora, olhemos para a derivada

OL(x,eu™)

d
L m)y — § :
de (x, eu™) ouy

a,J
Mas, dado que cada termo pode ser integrado por partes,
oL oL oL oL
* — Dz N— = Dl e - aDi - | -
i oug (u )(‘3u? (u 8u§’> " <8u‘?‘>

)

d oL oL
et (n)y — a’~ )« _
dEL(x, eu™)=>Y" [DJ <u 8u?> u*Dy <8u§‘>]

a,J

Portanto,

O teorema da divergéncia diz que, para um campo vetorial F(x) sobre R?, sem perda de generalidade,
fv V- -FdV = fS F - dS. Aqui, V' é uma regido ligada cuja fronteira S = 9V é uma superficie fechada
suave [45].
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- 0L 0L CONNI (2n)
uaZ(_D)JW_‘_ZDJ u*— | =u- €(L)(x, eu*™) + Div P(x, eu""),
= J 7

a
a=1 a,J 8u7«

onde a forma precisa da p-tupla P nao é importante. Lembrando que (L) = 0, a
integral de ambos os lados da expressao acima com respeito a e avaliada de 0 a 1
resulta em
1 1, .
/O T L(x, eu™)de = L(x, u™) — L(x,0) = Div (/0 P(x, u(”l))de) = Div P
Contudo, notemos que L(x,0) estd definido em todo o R?, isto é, é fungao
de x = (z!,- - -, 2P) apenas. Encontrando uma tupla p(x) tal que Div p(x) = L(x,0),

temos que
L(x, u™) — L(x,0) = L(x, u™) — Divp(x) = DivP =

= L(x, u™) = Div P + Div p(x) = Div P.

4.1.3 Invariancia Por Mudanca de Coordenadas

Se nos atentarmos ao fato de que as equagoes de Euler-Lagrange determinam os
extremos de um problema variacional, poderiamos esperar que o conjunto de solugoes
permanecesse invariante por uma mudancga de coordenadas. Por extensao, esperariamos
que o operador de Euler apresentasse o mesmo comportamento. Sera que esse € 0 caso

aqui?

Para investigarmos isso atentamente, consideremos a transformagao x = ¥(x, u) ,
u = ®(x, u). Essa transformagao deve ser de tal natureza que o valor do funcional nao
mude, isto é,

Sla) = /Q L(x, a™)dx = / L(x,u™)dz = S[u],

Q
onde o novo dominio

Q={x="U(x,u):xecQ}
depende tanto do dominio original €2, como da exata fungdo u = f(x) sobre a qual a agdo

esta sendo calculada.

Em vista da nossa andlise, queremos que as derivadas funcionais satisfagam

() = ()

ou, de forma mais explicita,

n*(x)dx. (4.9)
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Dado que u = f(x), temos que x = U(x, f(x)) e dessa forma dx = det J dx, onde

J é a matriz de mudanca de coordenadas, isto ¢, a matriz jacobiana, que é dada por

py'  Dv!
Dzl Dzxp
J=1. ... ... ... , (4_10)
by DVP
Dzl DaP

com D; representando a derivada total em relagao a z*. Por sua vez, 1 = ®(x, f(x)). Logo,

u p D(I)a ; q aq)a

B=1

onde denotamos por du” a variacio do funcional du”’ = en® em u = f(x) — f(x) +
en(x). Mas, como consideramos apenas variagoes nas variaveis dependentes e nao nas
independentes, devemos ter 6x = 0, ou seja,

p 7 q
5t = Z gqjj Szt + Z gaéu

Se tomarmos du® = en®, as equagdes acima permitem escrever o seguinte sistema de

equagoes para os 0x’

Dy! Dy! 1 ov!

Dz 7" Dzp ox 8uf"?7
= —€

DWP DWP » VP o

Da! e DzxP 0 u> n

2

A regra de Cramer “ nos diz que a soluc¢ao do sistema de equagoes diferenciais

acima é
€ oI

i _ f
ox detJ;(Co J)]a n,

com (Cof .J)% denotando o cofator (7, j) da matriz jacobiana J. Utilizando esse resultado

na equacao 4.11, temos

5@“_—2

775

Do ¢ oW 9P
f _ st
Dot det 7\ Cf Nigus 51’ Za

€ 0P« D<I>O‘ o2
= — ——det J — (Cof J f
det J ; (a ¢ Z ) B )
onde usamos o fato de que du® = en®. Com isso, podemos concluir que §ii® = €i®, onde

1
So Faﬁ
g detjzﬁ: 8>

Seja AX = b um sistema de n equagdes com n incdgnitas, onde A é uma matriz ndo singular n x n, ¥ é
a matriz coluna das incognitas e b é a matriz coluna dos termos independentes. A regra de Cramer diz
que, para 1 < j <n, x; = det A;/det A, com A; sendo a matriz obtida a partir de A pela substituicdo
da j-ésima coluna de A por b [46].
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0P Do~ O
F? det J — —(Cof J),—
o« = B " / %: Dz’ (Cof J); ouP’

que explicitamente pode ser escrito como

8% DI . D
dug Dzl DzxP
ov' pv . pw
ng: oug Dx! DaxP
owr  pwr . Dw
dug Dzl DxP

Os resultados que acabamos de deduzir, quando substituidos na equacao 4.9, nos

dizem que
. §Sm 7. §SM
L 61]0‘[(5(]) TR = | 2 5aa[(>~<]) (qur g9 et Dx =

(& oSl
B /Q/Bz::l dul(x) 7 (x)dx

Dai, obtemos 3

1465 0S[u

2 5aa[(s<]) by = 5uﬁ[(x])' (4.12)

A expressdao acima nos diz que, se €,(L) = 0, tendo em mente a definicdo do
operador de Euler-Lagrange, entao @a(i) = (. Isso mostra que as equacoes de Euler-

Lagrange sao invariantes por uma mudanga de variaveis.

4.2 Simetrias Variacionais

Se estamos interessados em determinar as transformacoes de simetria de equacoes
diferenciais que admitem uma formulacao variacional, isto é, que podem ser vistas como
equagoes de Euler-Lagrange (L) dada uma lagrangiana L, podemos investigar tais

simetrias a partir da prépria funcao lagrangiana.

Seja o funcional S[u] = [, L(x,u(™)dx. Consideremos grupos de transformacdes
atuando no subconjunto aberto M C Q2 x U C X x U. Como ja é sabido, dada uma fungao
u = f(x), com x € Q, devemos considerar apenas transformagoes em torno da identidade,
a depender da agdo. Para u = f(x), onde z € Q' C €, conseguimos, nesse cenario, definir

uma funcio f tal que i = f(X), com x € O C Q.

Definiremos um grupo de simetrias variacionais, em analogia direta com os resulta-

dos do capitulo anterior, como se segue:
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Definicao 4.3: Grupo de Simetrias Variacionais

Seja o grupo G de transformagoes locais agindo no aberto M C 2y x X. Esse grupo
serd de simetrias variacionais se a sua agao sobre o funcional S[u] o mantém

inalterado, isto é

L~~Wd~:/L () g
JL L )ds = [ Lxu)dx

sempre que € é um subdominio com fechamento ¢ Q C Q.

Seja um conjunto S dotado de operagoes que gerem elementos de S a partir de outros elementos
de S. Um subconjunto X € S sera dito fechado por essas operacoes se a aplicacao delas a
quaisquer elementos de X resultar em outros elementos de X.

Estabelecamos agora o seguinte importante teorema:

Teorema 4.3

O grupo de transformagoes G atuando em M C y x X serd grupo de simetrias

variacionais de

se

pr™X(L) + LDiv € =0, (4.13)

para todo (x, u(")) C M™ e qualquer gerador infinitesimal

p ; a q N a

i=1

Prova 4.3

Seja a acao de g € G dada por ¢(g, (x,u)) = (Z,(x,u), ®,(x,u)). Sabemos, dos
resultados obtidos na secio 3.7, que (X,a™) = (pr™g, (x,u™)). Se, para cada g
fixado, pudermos pensar nessa transformacao como uma mudanca de variaveis, a
discussao sobre transformagoes de coordenadas feita na secao anterior, bem como a

definicao 4.3 acima, nos leva a concluir que
L(x,ul) = L(¢(pr™g, (x,u™))det Jy(x,u'V),

com J, sendo a matriz jacobiana dada pela expressao 4.10.

Escrevamos g € G, através da aplicagdo exponencial, como g = exp (eX), e

tomemos X = £'0,: + U%Dya. Se calcularmos a derivada de L(x, u(")) em relagao a e,
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avaliando em € = 0, a regra de Leibniz nos diz que

det J,(x,uM)|,—
e=0

d
0= L6y, (x,u))
€

FL(G(r™ g, (6, 0) g T det T, (x,ul?)
€

e=0

Utilizando a expressao 3.28, e que a transformagao para g = e (ou seja, € = 0)

corresponde a identidade, podemos reescrever a expressao acima como

=0.

e=0

pr™X(L) + L jdet Jy(x, uM)
€

Nosso desafio agora é calcular a derivada do determinante do Jacobiano da
transformacao das coordenadas independentes, J,. Para isso, utilizaremos a Férmula

de Jacobi (ver apéndice A):

d dJ
%(det J) = (det J) - Tr (J de) :

Vamos avaliar cada termo desta férmula em e = 0.

A transformagao das coordenadas independentes é 7' = Z'(z, u). Para uma
transformagao infinitesimal g = exp(eX), temos 7' ~ z* + £*(z, u). Os elementos da
matriz Jacobiana J sdo J;; = D;(&'), onde D; é a derivada total em relagdo a 2.
Assim,

Jij = Dj(a' + €€') = 0 + eD;(€') + O(€).
Na forma matricial, podemos escrever J ~ I + eJ¢, onde I é a matriz identidade e
(Je)ij = D; (&)

Quando € = 0, a transformagao ¢é a identidade, portanto J(0) = I, e seu

determinante ¢ det J(0) = 1. Além disso, a matriz inversaem e = 0¢ J(0)' =11 = I.

Por sua vez, a derivada da matriz Jacobiana, a partir da expressao de J acima, é

2 — Je + O(e). Em € = 0, temos % o= e

Avaliando a formula de Jacobi em e = 0, obtemos:

L dJ

d
—(det
(det J) 7

de

= (det J(0)) - Tr (J(O)

)

e=0

(1) - Tr (- Je)
TI‘(J&).
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O trago da matriz J¢ ¢ a soma de seus elementos diagonais:

Tr(Je) =,

(2

(Je)ii = > Di(€') = Div(¢).

p p
=1 =1

Com isso, demonstramos de forma clara que £ det Jg‘ 0= Div(§). Substituindo este
€=
resultado fundamental na condicdo de invaridncia, chegamos ao critério para uma

simetria variacional:

pr™ X (L) + L Div(¢) =0

o que prova o teorema. A necessidade de X ter a forma dada esta subentendida nos

resultados do capitulo anterior que utilizamos aqui. O

Exemplo 4.6

Vejamos qual é a forma mais geral de uma lagrangiana de primeira ordem que é
invariante pelo grupo de rotagoes agindo em (z,u), isto é, cujo gerador é X =
—ud, + z0u. Tomando n=1, temos pr¥X = X + (1 + u2)d,, e Div £ = —u,, pois
¢ = —u. Logo, pelo uso da equacao 4.13,

oL oL )
—Uo + T + (14 uy)

L
—u,L =0,
ou, b

cujo sistema caracteristico é

_ dj du du, dL

u r  1+ud  u,L’
e cuja solucao é

U — TUy L
2 + u? :cf, ————— = tan co, — = 3.

T+ Uy \/1—|—u§_

Portanto, a solu¢ao mais geral da EDP acima é

F( L U — XUy x2+u2>:07

W7$+U%7

que nos diz que a lagrangiana de primeira ordem mais geral perante o grupo de

rotagoes em (z,u) é

U — XUy
L:\/l‘i‘uif (M,Z’Q—Flf).
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Aproveitando a oportunidade, apliquemos esse mesmo grupo de transformacoes

ao caso da integral de comprimento de arco
b
Clu] = / 1+ uldz,
a

definida no plano (z,y). Para este caso, a equagao 4.13 resulta em

0
prVX(L) + LDiv € = (1 + ui)a—\/l +u2 —ug /1 —ul =
u

T

= +ui)\/11:f7 — /T2 =0,

implicando no fato geometricamente 6bvio de que o comprimento de arco é uma

grandeza invariante por rotacoes.

Uma pergunta natural que deve ser feita é se as simetrias oriundas da equagao 4.13
também sao simetrias das equagoes de Euler-Lagrange resultantes do problema variacional

associado. A resposta a essa pergunta sera dada pelo préximo teorema.

Teorema 4.4

Se G ¢ um grupo de simetrias variacionais do funcional S[u] = [, L(x,u™)dx, esse
mesmo grupo gerarda também simetrias das equagoes de Euler-Lagrange €(L) = 0

associadas.

Uma prova para o teorema acima é dada por Olver [24]. Porém, podemos entender
o que ele diz de maneira intuitiva. Se g € G, e u = f(x) é um extremo do funcional S[u]
e, portanto, uma solucio das equacdes de Euler-Lagrange, entdo ot = f (X) é um extremo
do funcional S [a] resultante da agdo do grupo de transformagoes. Entretanto, se G é um
grupo de simetrias variacionais, segue que S[u] = S[@] e, por consequéncia, & = f(X)
é solugao das mesmas equacoes de Euler-Lagrange. Assim, o grupo de transformagoes
G leva solugoes em solugoes, sendo, portanto, um grupo de simetria das equagoes de

Euler-Lagrange.

O contrario, entretanto, nao ¢ necessariamente verdade. Um grupo de simetrias das
equagoes de Euler-Lagrange nao ¢é necessariamente um grupo de simetria variacional. Isso
se da porque as equagoes de Fuler-Lagrange sao condigbes necessarias a serem satisfeitas
pelo extremo u = f(x) do funcional S[u]. Logo, podem existir solugoes dessas equagoes
que nao sao extremos do funcional associado. Em outros termos, podem existir simetrias
que levem solugoes em outras solugoes que nao sao necessariamente solugoes do problema
variacional e, portanto, tais simetrias ndo podem ser simetrias variacionais. Transformagoes

de escala sao os contraexemplos mais comuns.
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Exemplo 4.7: Equagao de Onda Bidimensional

Consideremos a equacao de onda bidimensional
Ut — Uggy — Uyy = 0.

Seguindo procedimento analogo ao da equacao do calor, que discutimos no exemplo

3.18, podemos obter que os geradores de simetria de ponto de Lie sao

X5:—yaax+x§y, X6:t;+x§t, X7:taay+y§t,
ngxiwaayﬂgt, ng(mg—y2+t2)§ +29:yaa +2:vt§t “aau’
X10—2:Uyaax+(y —x +t2)§+2yt§t yuaau,

X1 _2xt§1+2yt62 (2% + 3 +t2)§t—tu§u Xa—oz(x,y,t);u,

onde « é arbitrario e satisfaz a equacao de onda.

Os geradores X;, Xy e X3 sao, respectivamente, geradores de translagao
no tempo e nas coordenadas x e y. Por sua vez, o gerador X, esta relacionado a
transformagao de escala em u, enquanto X5 é o bem conhecido gerador de rotacgoes
no plano (z,y). Os geradores X e X7 estao relacionados a rotagoes hiperbdlicas
(transformacoes de Lorentz), dada a métrica ds* = dt? — da® — dy?. De fato, para
X, temos a transformacao (z,y,t) — (zcoshe + tsinhe, y, x sinh e + ¢t coshe). Xg é
gerador de dilatacao, e Xy, X9 e X1 sao geradores inversionais onde, por exemplo,
o grupo gerado por Xy ¢ I = (z/(t* — 2% — y?),y/(t* — 2* — y?),t/(t* — 2* — y?)),

definido tal que (x,y,t) nao estd no cone de luz t* = x? + 3.

Sabemos que a equacao do calor bidimensional pode ser obtida a partir de

S = ///{2 t—1u2—2u dx dy dt,

de onde tiramos a lagrangiana

1 1 1
L= 5“? — 5'&2 — *UZ. (414)

T 2y

Teremos como objetivo analisar se cada um dos geradores mencionados acima produz
ou nao uma simetria variacional. Primeiramente, tomemos o gerador X;. Neste caso,
pri)X; = X; e Divé = 0. Dai, prtVX, (L) = 0 e, portanto, a relacio 4.13 é satisfeita,
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mostrando que X; ¢é gerador de simetria variacional. Pelas mesmas razoes, X, e X3

também o serao.

No caso do gerador Xy, Divé = 0. A primeira prolongacao para esse gerador,

utilizando os resultados do teorema 3.4, é dada por

0 0 0

9
DX, — . 7
T T e T e, T e,

+u
a t

Se aplicarmos essa expressao a lagrangiana 4.14, obtemos
prVX (L) = u? —u? — uz = 0.

Dessa forma, a equacao 4.13 ¢ satisfeita e, portanto, X, gera simetria variacional para

o problema.

Analisemos agora o gerador de rotacao X5. A primeira prolongacao para esse
caso é p 5 5 5
WX, = —¢y—
r = +r——u + Uy,
P b Yor oy You, Ouy,

que, quando aplicada a lagrangiana 4.14, resulta em
priIXs(L) = —uyu, + ugu, = 0.

Por sua vez, Divé = D; ¢ = D, (—y) + Dy(z) = 0. Assim, a equagao 4.13 é satisfeita

e X5 gera simetria variacional.

Para o gerador de simetria hiperbdlica Xg, o teorema 3.4 nos diz que sua

primeira prolongacao sera

0 0 0 0
(UX _
pr ta + xat Uy aUt U aU@J

cuja aplicacao a 4.14 resulta em
pr(l)XG(L) = Uyl — Uy, = 0.

Além disso, o termo Divé = D, (t) + Di(z) = 0 e, consequentemente, esse gerador

também gera simetria variacional. O mesmo raciocinio se aplica ao gerador Xj.

Voltemos nossa atengao para o gerador de dilatagdo Xg. Sua primeira prolon-

gacao sera

9, 9, 9, 0

0 0
X =g g bug g g
t x Y

Ox Ot

conduzindo a
prVXs(L) = —uf +ul 4+ ul = —2L.
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Porém, Div¢ = 3L, o que implica que a equagao 4.13 nao ¢é satisfeita e Xg ndo gera

simetria variacional. Contudo, se somarmos a esse gerador o termo —%u%, temos

0 0 o 1 0

Xy =r—+t— — — —Uu—
5 =T Tlar Yoy T 2%aw
cuja primeira prolongacao é
D 0 0 0 1 0 3 0 3 0 3 0

— u Up=—— — =Upm— — —Uy—,
dy 2 Ou 2 té?ut 2 "0u, 2 y@uy
que, da sua aplicacao a 4.14, implica em

3 3
priXg(L) = 5(—u,52 ol +ul) = 5(=2L) = =3L.

Assim, com Div{ = 3L,a equacao 4.13 é satisfeita, e, portanto, X' é um gerador de

simetria variacional.

Para o gerador Xy, o teorema 3.4 dita que a primeira prolongacao sera

0 0 0 9]
WX, = (22 — %2 L2 il = ey
pr/Xg = (27 —y* + ¢ )8x + Qxyay + that TUZ-

0

0 0
—(u + 3zuy + 2yuy + 2tuy) =— + (2yu, — 3zuy) R
¢

Oy du,

A aplicacao dessa equagao a 4.14 resulta em

— (2tu, — 3zuy)

) = uu, — 6xL.

prVXo(L) = uu, — 3z(u? — u? — u,,

Porém, dado que
Div¢ = D, (2 — y* + %) + D, (2zy) + Dy(22t) = 61,
temos que a expressao 4.13 resulta em
pr'YXg(L) + LDivé = uug, # 0.

Logo, Xy nao gera simetria variacional. O mesmo ocorre para X9 e Xy;.

Por fim, para o gerador X, = adu, a primeira prolongacao sera

o0 0
ou Ouy Oém@ucC O‘yauy'

Além disso, Div& = 0. Portanto, a equagao 4.13 pode ser reescrita como

QU — QgUy — Oyl = 0.
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Assim, vemos dessa igualdade que X, gerara simetria variacional se, e apenas se, «

for constante.

Resumindo os resultados obtidos neste exemplo, dos 11 geradores de simetria
de ponto de Lie da equagao de onda bidimensional, X; — X; também sao geradores
de simetrias variacionais. Por sua vez, Xg nao gera, mas a versao modificada que
construimos gera um grupo de simetria variacional. J& os geradores inversionais

Xy — X1 nao geram simetrias variacionais, enquanto X, gera se « for constante.

Antes de seguirmos adiante, provemos um tltimo resultado através da préxima

proposicao.

Proposicao 4.2

Se X e Y sao geradores de simetria variacionais de S[u], entdo também sera o seu
comutador [X,Y].

Prova 4.4

Sejam X e Y dados respectivamente por

x=y e

i=1

“ 0 LI “ 9
8xi+o;U due”’ Y:ZnaxijLZVai

—.
i=1 a=1 v

Se esses sao geradores de simetrias variacionais, vale que
pr™WX (L) + LDiv € = 0, pr™Y (L) 4+ LDiv = 0.
Agora,
pr X, Y](L) = [pr® X, pr Y](L) = —pr®™ X((Div n)L) + pr™ Y (Div €)) =
= —prWX(Div )L — (Div n)pr™X (L) + pr'VY (Div €)L + (Div &)pr™Y (L) =

= —prX(Div n)L + (Div ) (Div &)L + prVY (Div €) L — (Div ¢)(Div 1)L,

onde foi usado —pr™X(Div ) = —prX(Div ), pois Div = Div n(z,u) (de

forma analoga para Y), e a proposigao 3.2. Portanto,
pr™ (X, Y)(L) = —prWX(Div n)L 4 prVY(Div &) L. (4.15)

Para priX(Div n),

p q
Divyp =) <7723 +> 773%") :
a=1

i=1
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prVX =X +3" (Uf +>Usu) =Y gy — Zggu?u;?) Bus,
i,0x g J 3,8
onde 1} = 0,in°, nl, = Oyan’, etc. Fazendo o mesmo para pri)Y (Div €), e substituindo

na expressao 4.15, temos que

P
pr™[X, Y](L) = - > (Di[X, Y])L,
i=1
onde [X,Y]" = X(n') — Y(¢'). Portanto, concluimos que, se X e Y sao geradores
de simetrias variacionais, o colchete [X, Y] também gerard uma simetria variacional.

]

4.2.1 Reducdo de Ordem

No capitulo anterior, demonstramos como o conhecimento de uma simetria de ponto
pode ser usado para reduzir a ordem de uma equacao diferencial. O teorema 4.4 estabelece
a ponte crucial para aplicarmos uma ideia andloga aqui: ele garante que uma simetria

variacional da lagrangiana ¢ também uma simetria das equagoes de Euler-Lagrange.

Uma consequéncia direta e poderosa deste fato é, portanto, a possibilidade de
utilizar estas simetrias para efetuar a reducdo de ordem do sistema variacional. Este
procedimento representa uma das aplicagOes praticas mais importantes da teoria e sera
detalhado a seguir, mostrando como a existéncia de uma simetria permite diminuir em

duas ordens as equacoes de Fuler-Lagrange associadas.

Seja x e u € R, isto é, p = ¢ = 1. Seja S[u] o problema variacional de ordem n
com equagoes de Euler-Lagrange de ordem 2n. Consideremos X = &(z, )0, + n(z,u)0,
o gerador de um grupo uniparamétrico de simetrias variacionais de S. Lembremos que,
perante uma mudanca de coordenadas em ambas as variaveis independentes e dependentes,
X ainda se mantera como gerador de simetrias variacionais. Sob essa mesma mudanca de

coordenadas, também sabemos que o problema variacional se mantém invariante, ou seja,

Slu| = /QL(x,u("))da: = /(Zﬂ(y,w(”))dy = S[w).

Fagamos a mudanga de coordenadas (z,u) — (y,w), com y = {(z,u) e w = p(z,u),
e tal que X assuma a forma X = 9,, nessas novas coordenadas. Como X = d,, continua

sendo simetria variacional, deve satisfazer a condigao

pr™X (L) + LDiv € =0,
com L sendo a lagrangiana escrita em termos das coordenadas (y,w). Mas, para o gerador
X, vale que pri™X = X. Além disso, Div £ = 0. Portanto, a condicdo acima se reduz a
oL

— =0.
ow
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Desse resultado, concluimos que a lagrangiana transformada independe da variavel w, isto
¢,

L=Lyw, uw, ).

Por aplicagao do operador de Euler a essa lagrangiana, as equacgoes de Euler-

Lagrange serao

n 8L_ oL o [ OL wrn (OLY
Jz:l OwJ =Dy (820) Dy <8w >+'”+(_1) Dy <8w”> N
B oL OL nt et [ OL\]
- Dy[(w) () 4o ()] -

com w' = dw/dy. Desse célculo, temos que o termo dentro de colchetes é uma quantidade

independente de y. Portanto,

oL oL oL
- D e (=1 pn-l = )\ = cte.
(821)’) Y <8w”> + +(—1) ) <0w”> \ = cte

Introduzindo a varidvel v = w’, obtemos
oL oL wt s [ OL ! ;0L
@J+D4w)—“+“” b, %mwQIAIZ“QﬂwP

= /E(y7/07 .. 7U(n71))dy,

pois L(y,v, -, v V) = Ly, w',- -, w"), e v/ = dvI~" /dy = w/*'. Assim, concluimos que

as equagoes de Euler-Lagrange no novo sistema de coordenadas sao de ordem 2(n — 2),

enquanto a original era de ordem 2n.

Toda solugdo w = f(y) das equagoes de Euler-Lagrange originais é solugao das
equagoes de Euler-Lagrange apés a redugdao de ordem com v = h(y), onde A é uma

constante que depende das condig¢bes iniciais e w pode ser obtido pela quadratura

w = /h(y)dy +c.

E prontamente visto que as equagoes de Euler-Lagrange reduzidas podem ser
obtidas de
Sy = [y v Y) = Avldy,
permitindo a interpretacido de A como um multiplicador de Lagrange [43] 3. A constante
A e a constante de multiplicacao da solugao da equagao v = w' sd0 o que restam para
que, junto das (2n — 2) constantes oriundas da solu¢ao da equacao de Euler-Lagrange,

fornecam as 2n constantes da equagao de Euler-Lagrange original.

3 Para entender o que sdo multiplicadores de Lagrange e como eles sdo usados em mecénica classica, o
leitor é referenciado a Goldstein [41], Nivaldo [42] e Ghosh [47].
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4.3 Leis de Conservacao e o Teorema de Noether

Seja um sistema de equacoes diferenciais A(x,u™) = 0. Uma lei de conservagio

¢é expressa por uma divergéncia total da forma
Div P =0,

que desaparece para todas as solugoes u = f(x) do sistema em questao. Novamente,
P = (Pi(x,u™), .. P,(x,u)) é uma p-tupla cujos elementos sio funcdes suaves de x,

u e suas derivadas. A quantidade P é dita conservada se a expressao acima for satisfeita.

Exemplo 4.8: Equacao de Laplace

Consideremos a equacao de Laplace
Vu = 0.
Primeiramente, notemos que a prépria equagao ¢ uma lei de conservacao, pois

V2u = V(Vu) = Div(Vu) = 0.

Outras leis de conservacao podem ser obtidas se multiplicarmos a equacgao por
u; = Ou/dz’, pois

p 1 .. p
w; Vi = Z D; (uiuj - 5(51] Z ui) )
k=1

J=1

Se considerarmos um sistema de equacoes diferenciais ordindrias com apenas uma
variavel independente, uma lei de conservacao assume a forma D,P = 0 para todas as
solucdes u = f(x) do sistema. Dai, P(z,u(™) deve ser constante para todas as solucoes do
sistema. Dessa forma, uma lei de conservagao é equivalente a nocao classica de constante

de movimento do sistema [41,42].

Supondo que a unica variavel independente é o parametro temporal ¢, a lei de
conservagao que a quantidade conservada P(t, z(t),y(t), -+, dx/dt,dy/dt, ---) deve satisfazer

¢ da forma

d
£P<t7x7y7"'7x/7y/7”') :07 (416)

explicitando sua invariancia por evolucao temporal.

De forma mais geral, seja, além do pardmetro temporal, variaveis independentes

espaciais x = (z!, - -

-, aP). Neste caso, uma lei de conservac¢ao deve assumir a forma
DT + Div X =0,

onde o divergente é tomado sobre essas variaveis espaciais. Aqui, as leis de conservagao

podem ser entendidas em termos do fluxo de uma quantidade através de uma superficie
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fechada e da taxa de reducao dessa mesma quantidade no volume envolvido por tal
superficie. As funcdes T e X, de t, x, u e derivadas de u com respeito a ambos ¢ e x,

damos os nomes densidade de corrente e fluxo, respectivamente.

Exemplo 4.9: Conservagao da Carga Elétrica

Na fisica, leis de conservagao sao de extrema importancia, pois permitem um entendi-
mento mais profundo do que estd acontecendo exatamente e do que devemos esperar.
Para fins ilustrativos, consideremos o caso da carga elétrica. Sabemos, pela teoria
eletromagnética [48], que a carga elétrica de um sistema isolado é uma quantidade que
se conserva com o tempo. Para vermos isso, seja um volume fechado cuja densidade

de carga é dada por p(7,t). A taxa de variagdo da carga por unidade de tempo é

d d .
Pl a/vp(ﬁt)dv-

Por outro lado, por definicao, a taxa de variagdo da carga ¢é igual a corrente, que, por

sua vez, esta associada a densidade de corrente por

d —
Co=1=—[ T ads
ar? a8 e,

onde o sinal indica o sentido do fluxo de cargas. Assim,

d .
L[ o7 t)d :—/ #d
dt/vp(r’ Jav 8SJ nds,

que, em notacgao diferencial, utilizando o teorema da divergéncia do lado direito da
equagao acima, leva a

L 4iv.J=0

dt

Mais ainda, se considerarmos J = (p, J) e considerarmos o divergente em relagao as

variaveis (¢,7), que denotaremos por Div, temos
Div gy =0,

que é a equacao de continuidade para a carga elétrica nessa teoria. A verdade por
tras da equacao estd em consonancia com o que apontamos na discussao acima:
A quantidade de portadores de carga que atravessam a fronteira de uma regiao é
igual a diminuicao ou aumento dos mesmos nessa regiao. O mesmo argumento, com
as mudangas apropriadas em relacdo aos entes sobre andlise, leva a outras leis de
conservagao extremamente relevantes, como a conservagao da massa na mecéanica

classica [49] e da probabilidade em mecanica quantica [50].

De forma a estabelecermos os conceitos formalmente, suponhamos que €2 C RP é
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um dominio espacial, e u = f(x,t) uma solucao definida para todo x € €2, com a <t < b.

Definamos o funcional

Talf1(H) = [ TCx b1 f(x,)dx
Q
A partir desse funcional, podemos propor a seguinte preposicao:

Proposicao 4.3

Seja um sistema de equagoes diferenciais, e sejam T' e X, respectivamente, a densidade
de corrente e fluxo para a lei de conservacao D, T+ Div X = 0 associada a esse sistema.
Para qualquer dominio ligado 2 C RP, com fronteira suave 02, e qualquer solugao
do sistema u = f(x,t) definida para todo x € Q, com a <t < b, o funcional ¥ deve

satisfazer
TIf) — // (x, 7, pr™ f(x,7))dSdr. (4.17)

Por outro lado, se 4.17 é satisfeita, entao T' e X devem respeitar uma lei de conservagao.

Prova 4.5

Diferenciando ¥ com respeito a t e usando o teorema da divergéncia, temos que

d

d
a _ @ (n+1) _ (n+1) _
STalf) = 5 [ Toct o™ fx0)dx = [ DT, t,pr™ fix, 1))

. / Div X (x, £, pr™*D f(x,t))dx = — / X(x, ¢, pr™*V f(x,1))dS.
Q o9
A integracao de ambos os lados na variavel temporal entre a e ¢ resulta em
t
Talfl(t) — Ta[f](a) = —/ /89X(X,T, pr™ f(x,71))dSdr,

que é a expressao 4.17. O oposto pode ser mostrado diferenciando 4.17 com respeito

a t. Fazendo isso,

d
dt

(ol 1(6) — Talfl(@) = 4 [ Tx, 6™ 7o, )i =
= / DT(x,t,pr"*Y f(x,t))dx =
= —/ (x,t,pr™ f(x,1))dS = —/QDiVX(X,t,pr("H)f(x,t))dx =

= / DT(x,t,pr™*Y f(x,t)) + Div X (x, ¢, pr"*Y f(x, t))) dx = 0.
QO

Dado que vale para subdominios arbitrarios, a igualdade valera se o integrando for

igual a zero. O]
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Podemos fazer uma readequac¢do na notagao de forma a expressar as variaveis
independentes em termos da p+1 tupla x = (¢, z', -+ 2P) = (¢, 7). Além disso, escrevamos

J = (T, X). Assim, podemos expressar a lei de conservagao por
Divy = D, T + Div (X) =0,

onde esta claro que o divergente que atua em J nao é puramente espacial, pois contém um
termo de derivada total em relacao a t e, portanto, ndo é o mesmo que o divergente que

atua em X, como nossa escolha de notacao poderia sugerir.

4.3.1 Teorema de Noether

Em 1918, Emmy Noether foi capaz de determinar uma relacao fundamental entre
leis de conservacgao e grupos de simetria através de um famoso teorema que leva o seu
nome [41,42,51] 4. Primeiramente, busquemos estabelecer essa ponte entre os conceitos

para o caso em que ha apenas uma variavel independente ¢ e ¢ variaveis dependentes x'(t).

Figura 9 — Emmy Noether por volta de 1900.

Seja X um gerador de simetria da forma X = &9, + 3¢, n0,:. A primeira prolon-

gacao desse gerador é dada por

DX =X + 3 70, =S s
pr + 1 Ogi, n T
= dt dt
Mas, se escrevermos
LA d
o= dt(x §) — &',

4 Para uma derivacio geométrica do teorema de Noether, consultar [52].
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teremos

e o a

q q q
prX = faﬁz az z;dtﬁl 2; ;dt

Agora, somando e subtraindo um termo >°7_, &0, e reorganizando o resultado, podemos

expressar a expressao acima como

g K., 0 ... 0 1. .0 .d, 0
Mwx — e ) =) i et Bl X X
proX §<6t+;xaxi+;x8¢i>+;<n o T L )

Neste ponto, convém definirmos
Q' =n' — &, (4.18)

e notarmos que

i 0 &0 &0
TR TR L =P S
para concluirmos que
dQZ
X = i . 4.19
X = €5+ 3 (@ + 4 ) (4.19)
Definamos ainda o campo vetorial X¢ por
a9
Xg = —.
@ i:ZlQ ox’
Assim,
dQt o
priVX, =X 4.20
@ ot Z dt 0it ( )
Com isso, podemos reescrever a equacao 4.19 como
d
prX = prUX,, + 5% (4.21)

Por outro lado, se X é o gerador de uma simetria variacional, deve satisfazer a

expressao 4.13. Portanto, pelo uso de 4.21 na 4.13, temos

prVX (L) + 57 + LZ§ = prX (L) + d(stL) = 0.
Mas, de 4.20,
1 ;OL in oL ;OL ,d OL ;
‘I Xq(L) = 2(62 vt a:w) Z<Q or ~ Caior t (Q ))

onde nos dois primeiros termos ¢é possivel identificar as equagoes de Euler-Lagrange em

sua forma bésica e, portanto, o operador de Euler. Isso nos permite escrever

L) = i@i&(L) + jt (2: Q' gf) (4.22)
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Portanto,
L - ook s ‘& (L
ou ip .
% = ;Q GZ(L)’
com . oL
P=¢(L-) Q' —. (4.23)
o o

Assim, podemos concluir que, se z' = z(t) sdo solugdes das equacdes de Euler-Lagrange
¢ (L) =0 (G =1,---q), a quantidade P = P(t,z',4",- - -), que é a constante de

movimento com a qual tivemos contato anteriormente, é constante.

Exemplo 4.10: Particulas Interagindo Gravitacionalmente

Seja um sistema de N particulas interagindo entre si gravitacionalmente. A lagrangiana

para esse sistema é

1 . K
L=T—-V =Y -my|z - ol 4.24
R
onde m, é a massa, e ¥ = (2% y* z%) é a posicao da a-ésima particula, com

a,8=1,---,N. Além disso, naturalmente, 7 = dZ/dt. Aqui, temos p=1,n=1¢e

g = 3N. A forma geral do gerador ¢é

0 .0
X:T(t,x)&—i—Zé RETE

com Ea = (&%, n*, (). Agora, dado que
oL

—a
O = My

temos que a forma geral da integral de movimento é

P = L= (€= 1i%) - (mei®) = —1(T—V) =3 3427 = 7(T+V) -3 &-i,

Da condicao 4.13, X é uma simetria variacional se

d
pr™X(L) + LDiv 7 = pr™X(T — V) + (T — V)d% =0, (4.25)

onde devemos nos lembrar de que a tnica variavel independente é o tempo . Para

X =0, onde 7 =1 e £* =0, a equagao anterior se reduz a

) dl
5T = V) +(T=V) ' =0+0=0,
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uma vez que ambos T e V nao dependem explicitamente de ¢t. Assim, X = J; é uma
solucao da equacao 4.25 e, portanto, um gerador de simetria variacional. A quantidade

conservada correspondente P é
P=1-(T+V)- Zma 7 =T+V =P=T+YV = Energia = F.

Assim, a partir da versdo particular do teorema de Noether desenvolvida acima, vemos
que a quantidade conservada associada a simetria de translagao temporal é a energia
total £ =T + V do sistema.

Consideremos o gerador de translacao espacial, dado por

.9
X=2 15

indicando que todo o sistema esta sendo transladado na direcao do vetor = (s Ly, L2).
Neste caso, 7 = 0, Ea = l_: pr™®X = X. Como T néao depende de , devemos nos

preocupar apenas com a atuacao do gerador em V. Mas,

oV 0 Kap 7 —
o7~ 0z ( 2 |fa—a?b|) =2 Rav iz —gp
a,b;a#b b;a#b
de onde tiramos que
- OV (Z* -2 - 4
Zla'afa——*ZKab qb|3-(l“—l):0,
a b;a#b

o que nos diz que X(T'— V') = 0 e, assim, a equagao 4.25 é satisfeita. A quantidade

conservada associada a esse gerador de simetria ¢é
TN o (zmafa> |
a a

Como [ é arbitrario, concluimos que a quantidade conservada associada ao gerador de

translagoes espaciais é o momento linear total do sistema.

Uma terceira solucao da equagao 4.25, que podemos inferir dado que esse é

um problema de Kepler, mas que pode ser verificado diretamente, dado que 7 =0, é
0 0
X — 7% . a, :
za: ( oy" )

que é o gerador de rotagoes no plano (x,y). Sua primeira prolongagao é

pr(l)X:X+%:<a'c“~a§a e 8)
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A quantidade conservada associada é
P =% ma(§"i" +n"y") = > ma(—y"* +2"y"),

que ¢ o momento angular total na direcao z. Naturalmente, os geradores de rotagao
nos planos (z, z) e (y, z) também sao geradores de simetrias variacionais, que levam a

conservagao do momento angular total nas diregoes y e z respectivamente.

Generalizemos nossa andlise para o caso em que hajam p > 1 variaveis independentes.

Para tal, seja o gerador de simetria escrito como

(x,u)

l. a
X =2 ¢k u)zs due

Como sabemos, sua n-ésima prolongacao ¢ dada por

g , 0
pr(”)X =X+ Z Z o5 (x, u(”))ﬂ,
U

a=1 J J

’ / . . . . .
onde, como também sabemos, > ; indica a soma das derivadas de primeira ordem em

diante, e

gb?(x’u(n)) ( Zgz a) +Z§ZauJ

Analogamente ao que fizemos na equacao 4.18, definamos a quantidade
p .
_Z§ZU?7 (Oé: 1’7(]) (426)
i=1

Dessa forma, podemos reescrever a expressao para a n-ésima prolongacao do gerador X

Cco1mo

. 0
X = X 30 ID,Q° + €l =
J

=€)+ (@4 5@a—+z DIQ" + €] =

uy

) d L& 9
)au?‘|+[§($vu)8xl+ za Z+Z§ Jza 1

o 0

o 0 0 o 0
=S s + € |+ S
a 8 'LD
zJ:DJQ 87uJ+$d:z:i’

onde, para nao carregar demais a notagdo, as somas em p e « foram omitidas conforme a
notagao de soma de Einstein e Y ; inclui a soma de derivadas de ordem zero, isto é, das

proprias funcgoes. Colocando a equagao acima em outros termos,

priWX = prWX, + €D, (4.27)
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onde definimos p

priVX, = Z(DJQQ)W. (4.28)
J uy

A quantidade QQ“, como definida pela equacao 4.26, é chamada de caracteristica do

campo vetorial X.

Consideremos agora que X seja o gerador de uma simetria variacional, que, portanto,

deve satisfazer 4.13. Utilizando a equacao 4.27 na equacao 4.13, temos:

0=pr"™Xy + €'D; + LDiv € = pr'™X,, + Div (L¢). (4.29)
Antes de continuarmos, provemos o seguinte lema:
Lema 4.1

Para qualquer q-tupla de caracteristicas Q(x, u™) e qualquer Lagrangiana L(x, u™),

a acao do gerador caracteristico prolongado sobre L pode ser decomposta como:
prWXo(L) = Q- €(L) + Div A, (4.30)

onde X¢g = Q*(9/0u®), € é o operador de Euler-Lagrange, e 2 é uma p-tupla (uma

corrente) cuja forma exata depende de @, L e suas derivadas.

Prova 4.6

Demonstraremos a identidade para o caso n = 1, que contém toda a logica essencial.
O caso geral segue por uma aplicacao andloga e repetida da regra do produto para

derivadas totais. Para n = 1, temos:

0L 0
pr(I)XQ(L) = Qa% + (DiQa)T-

Usando a regra do produto para a derivada total no segundo termo, (D;A)B =
D;(AB) — A(D;B), obtemos:

oL oL oL
mxott) = @ g+ o) - on ()

Agora, reagrupamos os termos que multiplicam (Q“:

oL oL oL
A

1

Reconhecemos imediatamente o termo entre colchetes como a a-ésima componente do
operador de Euler-Lagrange, &,(L). O segundo termo é uma divergéncia total, Div 2,

onde as componentes da corrente 2 sao A = Q*(9L/Jug). Portanto, demonstramos
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que:

prXo(L) = Q- €(L) + Div,

o que completa a prova para o caso de primeira ordem. O

Substituindo 4.30 em 4.29, temos
DivJ = Div (= — L&) = Q“€,(L) = Q - €(L), (4.31)

onde
J=-A— LE, (4.32)

¢ denominada densidade corrente de Noether. Na equacao 4.31 esta sintetizado o
teorema de Noether: Dada a equagao de Euler-Lagrange (L) = 0, o termo DivJ =0 é
uma lei de conservagdo associada e a equacao 4.32 nos diz como encontrar explicitamente

a respectiva densidade de corrente.

Para o caso n = 1, substituindo a expressao para 2 em 4.32, e lembrando da

equagao 4.26, temos
oL o OL

ou$ T oug

Os resultados que acabamos de derivar constituem o teorema de Noether, que podemos

J=-U"= — €L+ &u (4.33)

enunciar como:

Teorema 4.5: Teorema de Noether

Seja G' um grupo uniparamétrico de simetrias do problema variacional
Slu] = /L(x, u™)dx.

Seja o gerador infinitesimal de G dado por

Além disso, seja
Q =U"=> &u?, ul=0u"/or,
i=1
a caracterfstica correspondente a X. Portanto, Q = (Q*,- - -,Q9) é também a caracte-
ristica de uma lei de conservacao para as equagoes de Euler-Lagrange (L) = 0. Em

outros termos, vale
Div P = Q- &(L) = Q€ (L),
onde P = P(x,u®™) = (P,---, P,) é uma p-tupla. Essa expressdo é uma lei de

conservagao para as equacoes de Euler-Lagrange do problema variacional.
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Para problemas variacionais de primeira ordem, o teorema de Noether assume a

seguinte forma [24]:

Corolario 4.1

Seja o problema variacional de primeira ordem

u| = /L(X, uV)dx

e X o gerador de uma simetria variacional. Portanto, as componentes de P, satisfa-
zendo a lei de conservagao Div P = 0 para as equacoes de Euler-Lagrange (L) = 0,

sao da forma

q
= S UL S

a=1j=1

Almejando a ilustragdo do teorema de Noether, iremos aplica-lo ao campo de
Klein-Gordon, associado a descri¢ao de particulas escalares (spin zero) massivas, como o

béson de Higgs e os pions.

Exemplo 4.11: Campo de Klein-Gordon

Consideremos o campo escalar massivo relativistico ¢(x) = ¢(t, ), que satisfaz a

equacao de Klein-Gordon

82 2 2

onde denotamos por V? o laplaciano espacial. A equacio acima pode ser obtida como

a equacgao de Euler-Lagrange para o funcional
1
Slol = [ 3 [ S 9,00.0 - i ast
m,v

onde n* é a métrica inversa de Minkowski, u,v = 0,1,2,3 e 9y = 04, 01 = 0., etc.
Como o funcional nado depende explicitamente de nenhuma das coordenadas (¢, 7), ele

¢ invariante pelo gerador de translagoes,
0
X=>» a'—.
zu: Oxt
Aqui, a expressao 4.33 se torna

3 =a'L — ZGV¢V8¢ )
m
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Utilizando a lagrangiana acima,

oL
IS e, = 0.
96, ~ 2" M=

Assim,

=2 "a"(6"vL +0,00"0) = Y _T}.

Da arbitrariedade dos a”, concluimos que as componentes do tensor energia-momento

T =%, n"T, se conservam.

Nao esgotamos a discussao a respeito de simetrias derivadas de problemas varia-
cionais. De fato, como veremos na préoxima subsecao, adotamos uma hipotese desneces-
sariamente restritiva, mas seu relaxamento nos possibilita definir uma nova categoria de

simetrias.

4.3.2 Simetrias Divergenciais

Na discussao a respeito do teorema de Noether, a hipotese de que X é gerador
de simetria variacional e, portanto, satisfaz 4.13, é excessivamente restritiva. Isso se da
porque ¢ possivel a adicao de um termo divergencial no lado direito da equacao 4.13,
resultando apenas em uma redefinicao da corrente de Noether. Com esse relaxamento,

podemos definir geradores de simetrias divergenciais como se segue.

Definicao 4.4: Gerador de Simetria Divergencial

Consideremos o funcional
Slu] = /L(x, u™)dx.

Um campo vetorial X em M C X x U é dito gerador infinitesimal de simetria
divergencial de S se existe um vetor (p-tupla) B(x,u™) = (B!, - - B?) cujas

componentes sao fungoes de x, u e derivadas de u, tal que

priX (L) 4+ L Div¢ = Div B, (4.34)

para todo x, u em M.

Naturalmente, para B = 0 recuperamos as simetrias variacionais e os resultados
associados. Aqui, cada simetria divergencial infinitesimal de um problema variacional gera
um grupo uniparamétrico de transformagoes g. = exp(eX) atuando em M. Porém, as
propriedades dos grupos de simetrias divergenciais nao sao tao claras quanto aquelas dos
grupos com os quais estdvamos lidando até agora. Entretanto, Olver [24] prova que, para

essas simetrias, vale uma versao generalizada do teorema 4.4.
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Teorema 4.6

Se X ¢é um gerador de simetrias divergenciais de certo problema variacional, entao X

¢é gerador de um grupo de simetrias das equagoes de Euler-Lagrange associadas.

A afirmacao do teorema de Noether permanece a mesma se trocarmos simetrias
variacionais por simetrias divergenciais na hipotese: a caracteristica () da simetria di-
vergencial permanece como a caracteristica de uma lei de conservagao para as equacoes
de Euler-Lagrange do problema variacional em questdao. A tinica mudanga na prova do
teorema ¢ o aparecimento de um termo extra Div B, oriundo de 4.34, tal que 4.31 é

substituido por
Q- €(L)+ Div (A+¢L) = Div B,

e Div P=@Q-€&(L) vale com P =B — A — L¢.

Exemplo 4.12: Particulas Interagindo Gravitacionalmente

Voltemos ao sistema de N particulas interagindo entre si gravitacionalmente, que ja
discutimos no exemplo 4.10. Facamos uma transformacao de Galileu entre referenciais
com velocidade relativa 4 entre eles, caracterizada por t' =t e &' = ¥ + tu. O gerador

dessa transformagao pode ser escrito como

- NG
X:Ztu~aj,a.

A primeira prolongagao do gerador acima é

0 9
Mx =3 (ta- 0 —
P ~ (“ gz " a:za)’

que, quando aplicado a lagrangiana 4.24, fornece

prYX (L) = > <maﬁ- T — i - gY) :
xa

(0%
Mas, da mesma forma que naquele exemplo, temos que

., 8V_
;u-afa = 0.

Além disso, temos
Div & = Div(tu) = 0.
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Dessa forma,

. d d
prX (L) + LDiv € =Y mail - 3 =Y [ mai - ) =2 Do mail - 2
Vemos que a equagado 4.13 nao é satisfeita, o que implica que X nao é um
gerador de simetria variacional. Contudo, pela equacao 4.34, X é um gerador de
simetria divergencial, com

B=Y m,i "
a

Neste caso,
P' =" (mgii - & = tii - m,2") = i - (MC — tMZ),

a

onde .
ézﬂ;mafa, Mzgma,

sendo o centro de massa desse sistema de particulas. Em outros termos, temos que
Centro de massa = t( momento linear)/massa+-c.

Com isso, podemos concluir que se a parte potencial da lagrangiana é transla-
cionalmente invariante em uma dada direcdo, ndo apenas o momento linear naquela
direcao é constante, mas o centro de massa é uma funcao linear de t. Particularmente,
se a parte potencial da lagrangiana for invariante pelo grupo de translacoes em R3, o

centro de massa do sistema se move linearmente em dada diregao.

4.4 Conclusao

Ao longo deste capitulo, estendemos nossa analise as chamadas simetrias variacio-
nais, isto ¢, simetrias oriundas de um problema variacional. Vimos como a teoria pode
ser construida nesse contexto, e como ela pode ser utilizada no estudo de sistemas de
grande importancia em fisica, bem como na construcao de resultados fundamentais, como

o teorema de Noether.

Assim, concluimos a primeira parte do nosso trabalho. Na segunda parte, aplica-
remos o formalismo desenvolvido até aqui a alguns problemas de interesse fisico, com o

intuito de evidenciar o poder do método das prolongacoes.
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5 Aplicacoes |: Equacoes Diferenciais

Neste capitulo, iremos aplicar o método das prolongacgoes a duas equagoes de
interesse fisico: as equacoes de Burgers e de Korteweg—De Vries. O objetivo aqui sera
mostrar ao leitor como o método das prolongagoes permite um estudo detalhado de tais

equagoes, bem como dos sistemas fisicos descritos por elas.

5.1 Equacao de Burgers

A equacao de Burgers é o caso mais simples de uma equagao que combina efeitos
de propagacio néo linear e de difusdo. E utilizada para descrever fendémenos de choques
fracos em gases, e tem sido de interesse central para o estudo de varios fenémenos fisicos,
como a teoria de ondas de choque, dinamica de fluidos, fluxo turbulento e dindmica de
gases [53]. Devido a sua natureza, nao é uma tarefa trivial obter solugoes para essa equagao.
Porém, conforme tentaremos mostrar ao longo desta se¢ao, o método das prolongacoes

nos permitira fazé-lo a partir dos geradores de simetria de ponto de Lie para essa equacao.

5.1.1 Aspectos Histéricos

A equacao de Burgers foi primeiramente proposta pelo mateméatico inglés Harry
Bateman em 1915, no contexto de seus estudos a respeito do movimento de fluidos e
ondas lineares e nao lineares [54-56]. Mais tarde, em 1948, Johannes M. Burgers estudou
a equagao como parte do seu modelo para o movimento de fluidos turbulentos [57], sendo,
por isso, as vezes chamada de equacao de Burgers-Bateman. A partir dai, a literatura a
respeito da equacao tem aumentado sensivelmente, por meio de intimeros trabalhos de

fisicos e matemadticos sobre o assunto [58].

5.1.2 Primeiro Problema de Stokes

Podemos introduzir a equacao de Burgers a partir do que é conhecido em dinamica
de fluidos como primeiro problema de Stokes. O enunciado deste problema pode ser

dado como se segue:

Seja um fluido no topo de um prato infinito, e consideremos que esse prato é
impulsivamente colocado em movimento com velocidade constante v. Facamos certas
suposicoes: A densidade p, a viscosidade p do fluido, e a pressao P, sdo constantes. O

problema é tal que as camadas do fluido sao colocadas em movimento apenas pela fricgdo

viscosa [59].
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As equacgoes de Navier-Stokes sao de importancia central para o campo da dindmica
de fluidos, pois descrevem o escoamento de fluidos, considerando a pressao e as diversas
forcas, dissipativas ou nao, que estao atuando. Para os nossos propositos, necessitamos de
sua versao para fluidos incompressiveis, cuja derivacao adiamos até o apéndice B, que é

dada por

<6a:+v VV) =-Vp+vViv+ F

No caso do primeiro problema de Stokes, supondo que a dindmica se dé na direcao z, e que
nao ha forgas externas atuantes, a equagao de Navier-Stokes pode ser reescrita, escrevendo
v = u, COMO

Up + ULy = UlUgy,

onde 1 = v/p é a viscosidade cinemética. Essa é a forma viscosa da equagao de Burgers.

Sua versao nao viscosa corresponde ao lado direito da expressao acima igual a zero.

5.1.3 Geradores de Simetria e SolucGes

Para nossos propésitos preliminares, de modo a tornar a analise simples, sem perda

de generalidade, consideremos a equagao de Burgers na forma [24]
Vp = Upy + 200,.
Utilizando a transformacao v = u,, a equagao acima pode ser escrita como
Dai,
que ¢ a forma potencial da equacao de Burgers.

Podemos escrever 5.1 como

2
A =up — Upy —uy = 0.

Para este caso, devemos prolongar a agao dos geradores de simetria até segunda ordem

que, utilizando os resultados obtidos na subsecao 3.8.2, assume a forma

0
PI'(2)X<A) <X+ ¢x + ¢t ¢zx o ¢:L‘ta ¢tt 8Utt> —

:¢t_¢xx_2uz¢z:07

que é a condicdao de simetria associada. Se utilizarmos as expressoes para ¢', ¢* e ¢**

nessa condigao, obtemos que

Ut + (Uu - Tt)ut - fuuxut - Tuu? - gtux - Uxm - (2Uxu - 511)“:1: + TegUt—
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+3§uuxu:m: + TyUggp Ut + 27—uuxuxt - QUIUI + (Uu - gx)ux - guui — TgUp — TyUg Uy = 0

Podemos fazer uso de A para eliminarmos a derivada temporal na expressao acima.

Fazendo isso, temos

+(Tyu + 57‘u)uium + (Tuw + Tu)ui + 2TpUgpe + 27, = 0.

Para que a equacao anterior seja satisfeita, lembrando que sempre prolongamos a
acao dos geradores de simetria para um espaco de jatos, onde funcoes e suas derivadas
também assumem o papel de coordenadas, devemos ter que cada termo deve ser igual a

zero. Isso resultard no seguinte sistema de equagoes,

Ui — U, =0,

§ox — & — 2Up — 2U, =0,

Tox — Tt — Unu + 280 — Uy + 26, = 0,
Tow — Tt + 26, =0,

Tou + 27 + &u = 0,

u + 2Tus + Suu + 275 = 0,

Tuw + 9Ty = 0,
Ty = 07
7. = 0.

5.1.3.1 Resolvendo o Sistema de Equacdes Determinantes

A resolugao do sistema de EDPs sobredeterminado para (£, 7,U) é a etapa mais
algebricamente intensa da andlise de simetria. Embora o processo completo seja extenso e
idealmente realizado com o auxilio de pacotes de algebra computacional como o ReLie,
o caminho légico para a solucao pode ser esbocado a partir das restricdes mais severas
impostas pelo sistema. A estratégia consiste em resolver primeiro as equacoes mais simples

para progressivamente restringir a forma das func¢des infinitesimais.

o Passo 1: Determinar a forma de 7.
Observando o sistema, as equac¢odes mais restritivas sdo as ultimas: 7, =0 e 7, = 0.
Elas implicam imediatamente que 7 nao pode depender de x ou u, sendo, portanto,
uma func¢ao exclusiva de ¢:
T =T7(t).
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e Passo 2: Determinar ¢ e 7.
Com 7 = 7(t), a equagdo T, + 27, + &, = 0 (e outras andlogas) simplifica-se. A
andlise das equagoes que envolvem derivadas de £ (como &, = 0, que emerge da
combinagao das condigoes) nos leva a concluir que £ também nao depende de u, ou
seja, & = &(x,t). A equacdo T, — 7 + 2§, = 0 torna-se —7; + 2&, = 0. Integrando
em relagao a x, vemos que £ deve ser um polindomio de primeira ordem em x, com

coeficientes que dependem de t. A andlise completa mostra que:

E(x,t) = ey + 2¢5t + degat + ¢4,
7(t) = g + 2c4t + 4degt?.

o Passo 3: Determinar U.
Finalmente, com as formas de £ e 7 conhecidas, substituimo-las nas equagoes restantes,
que se tornam EDPs apenas para U(x, t,u). A equagao U, = 0 (derivada do sistema)
implica que U é linear em u, da forma U = A(z, t)u+ B(x,t). Substituindo esta forma
na equagao principal, Uy — U,, = 0, e resolvendo para A(x,t) e B(z,t), encontramos
a solucao geral para U. No entanto, a linearidade da equacao potencial em u permite
uma simetria mais geral, X,, onde o infinitesimal de u ¢ proporcional a e~ vezes
uma solucgao da equagao do calor, resultando na forma final. O resultado deste passo

6 U = a(z,t)e ™ + c3 — csx — 2c6t — oz’

Este procedimento iterativo de simplificacao é a esséncia do método para resolver
as equagoes determinantes e nos leva a dlgebra de simetria de seis dimensoes (mais a

infinita), gerada por Xj, ..., Xg, X,.

Portanto, a solug¢ao para o sistema sobredeterminado da equacao de Burgers é
£ =1 + ca + 2c5t + 4cgat,
T = ¢y + 2c4t + degt?,
U=axt)e™+c3— csx — 2ct — cea?,

onde ¢y, - -, ¢g s@o constantes arbitrarias, e oz, t) satisfaz & equagao do calor ay = a,.

Assim, a forma geral do gerador de simetrias de ponto de Lie da equacao de Burgers é

9 0
X = (1 + ey + 2c5t + 4C(5!Bt)% + (o + 2¢4t + 406152)&_1_

+(a(z, t)e ™ + 3 — csx — 2c6t — 7)o =

ou

S A (U VA I (VAR
T T T %o T\ o T o) T\ ar T Tou
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0 0 0 0
teg 4ot = + 4 = — (2t + 23— | + —r—
06<xt - t v (2t + z7) u) afz,t)e "

Dessa forma, concluimos que as simetrias da equacao de Burgers sao geradas por

x, -2
X, =
x,=
Xy = xai + 2t§t,
X6 = Lmaax + 4t2§ — (2t + 2*)—,
Xo = a(z,t)e_uaau,

Por aplicacao do método das caracteristicas, a exemplo do que fizemos no caso da
equacgao do calor, podemos concluir que as agoes de cada um desses geradores de simetria
sao

Gl .

2et,t,u — ex + €t),
T t

x?
_ Inv/I—4
a1l 4’ T 1 e ™ kel

Go = (z,t,u) — (z,t,In(e" + ea)) .

Ge : (x,t,u) — (

Logo, podemos observar que (G; corresponde a uma translacao na coordenada temporal,
(G5 é uma translacao na coordenada espacial, G5 é uma translacao na variavel dependente,
(GG, é uma transformacao de escala, G5 é uma transformacao de Galileu generalizada, e
Gg ¢ um grupo de transformagdes de ponto locais sem significado fisico. Por sua vez, G,

denota um sistema de dimensao infinita.

Como sabemos, podemos usar essas simetrias para construir solugoes da equacao
de Burgers a partir de outras. Para ilustrarmos esse procedimento, partiremos da solucao
trivial u(z,t) = c¢. A aplicagdo de G1, Go, G5 e G4 na solugdo trivial resulta em outra

solucdo trivial. A aplicacao de G5, Gg e GG, resulta, respectivamente, em

u(z,t) = c — ex + €t, (5.2)
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2

€x
u(z,t) =c— T da Inv'1 + 4et, (5.3)

u(z,t) = ¢ — In(ea(z,t) + ¢),
onde ¢ = e°.

Além disso, as simetrias geradas por X5 e Xg permitem a interagado desse processo
indefinidamente. Para mostrarmos isso, chamemos a equacdo 5.2 de u®~V(z,t), denotando
a aplicacao da transformacio de simetria G5 uma vez a u(x,t) = ¢, e 5.3 de u®V(x, 1),

pelo mesmo motivo em relacao a Gg.

Aplicando G5 a u®~Y(x, 1),
u® D (x,t) = u® V(@ — 2et,t) — ex + 2t = ¢ — e(x — 2et) + Xt — ex + Xt =
=c—ex+ 2% + ¥t — ex + €2t = ¢ — 2ex + 4€*t.
Aplicando G5 mais uma vez,
w3 (x,t) = u® 3 (@ — 2et,t) = ¢ — 2e(x — 2et) + 4€*t — ex + €t =
= ¢ — 2ex + 4%t + 4€*t — ex + €2t = ¢ — 3ex + 9t
Prosseguindo com o mesmo processo indefinidamente, obtemos
u® (2, t) = ¢ — nex + %, n=1,2,- -

que, como o método das prolongacoes nos ensina, define uma familia de solugoes da

equacao de Burgers.

Facamos o mesmo aplicando G repetidamente a 5.3. Em uma primeira aplicacao,

obtemos

t ex?

C=2)(g, ) = <6—1)< ’ >— — Inv/1 + det =

wt e t) =u T tdct’ 1 +det)  Traa WViTee
€ x? Aet ex?
=c— 2—111 1+ — — Inv1 4+ 4det =
14 de (i ) (1 +4et) 1+4et 1+ 4et
(6—2) 261’2
= u" Nz, t) =c— — Inv/1 + 8et.

1+ 8et

Aplicando Gg mais uma vez,

2
u® () = 2 ( : ! ) I+ de =

1+ 4et’ 14+ 4et) 14 det

€ x? 8et €T

—Iny /1 + —
1+ 8¢ (g ) (1 +4et)? 1+4det 1+ 4et

2
— Inv1 + 4et =
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3 2
= u5 3 (z,t) =c— /Tt 12

14 12¢t
Continuando esse processo indefinidamente,
2

u(G_n)(:E,t) —c— ﬂ — ]n\/m,

1+ 4net
o que define outra familia de solugGes.

Por sua vez, Mukesh e Raj Kumar [60] constroem solugdes para a equagao de
Burgers fazendo a mesma analise que fizemos, mas sem usar a prépria equacao para
simplificar os calculos. Os geradores de simetria obtidos por eles, que sao equivalentes

aqueles apresentados acima, sao

0
X, —
1 833’
0
X, — —
2 8t7
0 0
Xy3=—+t—
7 u + ox’
0 0 0
X4—u%—xa—m 2tat,
0 0 0
X5 =at— + 1= — (v —ut)=—
s = gy T~ @ gy
Nessa base, as equacoes de Lagrange-Charpit serao
dx dt du

axt — apr + ast +ay  ayt® —2ast +as  ay(x —ut) + ayu +as’
Um caso particular interessante consiste em tomar a; # 0, tratando A; = —Z—;, B, = Z—f,
= Z—‘l* e D = “5 , e considerando o subcaso Dy < A?, com k = k’—f (k1 #0), onde k; e ks
sdo constantes arbltrarlas, o que resulta em uma solucao da equacao de Burgers dada por
a (t-+ ay) — 422l — BDyu(Xd)
Vt+2A1t+ Dy J1/4(X2d) + ]fJ—1/4(X2d)

o x+Blfa(A1+t) 2 D1— 1

com X = , 1
v/ t24+2A1t+D1 M

n.

u(z,t) = o+

e J,(+) é a fungao de Bessel do primeiro tipo de ordem

Uma analise grafica da solugao acima evidencia um efeito de amortecimento viscoso,
com u decrescendo a medida que p cresce no tempo t. Isso mostra, os autores concluem,
que a equacao de Burgers experimenta uma perda de momento e, portanto, de energia
cinética com o tempo. Além do mais, essa solugdo apresenta natureza degenerada em
x =0.06143 e u = 0.4434.

Considerando o subcaso D; = A%, a equacdo de Burgers possui uma solucio dada

l’—i‘Bl 1
t+A  (t+ Ay)?

3
u(x,t) = Cl — AlBl — pn \/Q(CE + Bl)(t + Al) =+ (Cl — AlBl>

9

J_2/3(OZ1X1 ) kJQ/S(a1X1/>
J1/3(061X1 )+/€J_1/3(041X1 )
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_ C1—A1B; z+B1 _ _i 2 __ 2(14131*01) A
com X; = Sl A + 5 b= w e =g Neste caso, multisélitons emergem
para x = —0.25. Para o leitor interessado, a estrutura dindmica de solugdes exatas do tipo

séliton para a equagao de Burgers é estudada em [61] por meio da aproximagao bilinear.

A exemplo do que fizemos no caso da equagao do calor, na tabela 3 apresentamos

as relagoes de comutagao dos geradores de simetria da equagao de Burgers.

X Xy X3 | Xy X5 X Xa

X, | 0 0 0 | 2X; | 2X, |4X,-2X; | X.,
X, | 0 0 0| X | -X; 2X5 X...
X, | 0 0 0 0 0 0 X,
X, | —X, —2X, 0 0 X 92X X,
X | X; —2X, 0 | -X5 | 0 0 X o
Xo | —2X5 | —2X;—4X,| 0 | —2X5| O 0 X
X, | —X.. —X., X | X0 | X X 0

Tabela 3 — Tabela de comutacao dos geradores de simetria de ponto de Lie da equacao de
Burgues. Aqui, o = za,+2tay, o = 2ta,+rae o = dtxo, +H4t2a+ (2% +2t)a.

Se compararmos as tabelas 2 e 3, notaremos que elas apresentam as mesmas relagoes
de comutacao entre seus geradores. Disso, podemos suspeitar que exista alguma relagao
entre as algebras de Lie associadas as duas equagoes. Para mostrarmos que esse de fato é

o caso, consideremos a transformagao w = e€*. Dali tiramos que

o _owo 0 0
8u_8u6w_6 8w_w8w‘

E, os geradores de simetria da equacao de Burgers sao reescritos como

x - 2
xi- 2.
X3 —wa(?u,
Xy = xgx + 2t§t,
X5 = Qtai — a:w;w,
X = 4xt§x + 4t2§t — (2t + x2)waaw,
Xa :a(x,t)aaw.

Porém, esses sao exatamente os geradores de simetria da equacao do calor discutida

no exemplo 3.18. De fato, dado que w = e*, temos que

u u 2\ u
wy = ey, Wy = €Uy, Wep = (Ugy + us)e™.
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Substituindo isso na equacao do calor w; = wy,,
u 2\ u
Wy = Weyp = we" = (Uyy + us)e”,
que ¢ exatamente a equacao de Burgers.

O que acabamos de obter é exatamente a transformacao de Cole-Hopf [59,62,63],
que reduz solugoes da equacao de Burgers a solugoes positivas da equagao do calor. Esse
é um caso particular de uma classe mais geral de mudanca de varidaveis que permite
transformar equacoes diferenciais parciais parabdlicas ! que apresentam nao-linearidade
quadratica, como a equagao de Burgers, em uma equagao do calor. Dessa forma, solucgoes

desse tipo de equagoes podem ser obtidas de solucoes da equacgao do calor.

Por questoes de completude, uma discussao um pouco mais geral sobre essas
transformagoes sera dada no apéndice C. Outro exemplo de aplicacdo da transformacao
de Cole-Hopf, nesse caso em sua forma complexa, esta na transformacgao da equacao de
Schrodinger na equacao de Madelung, de importancia central no campo da hidrodinamica

quantica [66].

Como ultima observagao, a equagao 5.3 pode ser associada com solugoes funda-
mentais da equacao de Burgers. De fato, se aplicarmos a transformacao de Cole-Hopf a
5.3,

e
1+ det T+ det P\ T+ det

que é exatamente a soluc¢ao fundamental da equacao do calor que obtivemos no exemplo

3.18.

2 a2
Inw=c— « —InvV1+4det = w = ¢ ( < ),

5.2 Equacao de Korteweg—De Vries

A equacao de Korteweg—De Vries, proposta primeiramente por Boussinesq em
1877, e redescoberta por Diederik J. Korteweg e Gustav De Vries em 1895, desempenha
papel central em modelos para ondas em superficies de dguas rasas: governa a propagacgao
de ondas de agua fracamente nao lineares e fracamente dispersivas. Além disso, serve
como modelo para quaisquer sistemas fisicos onde a relagao de dispersao para frequéncia
x nimero de onda é aproximada por w/k = co(1 — Bk?), e a nao linearidade é fraca e

quadratica.

5.2.1 Aspectos Histéricos

Em 1834, enquanto estava tentando determinar o design mais eficiente para canais

de barcos, o engenheiro escocés John S. Russell fez a primeira observacao do que ficou

1 Suponha que u(z,t) satisfaca a equagdo Aug, + Bug + Cugy + Duy + Eug + Fu = G, onde A, B, - -+, G
sdo funcdes. Essa equacio ¢ dita parabélica se B2 —4AC = 0. Por sua vez, se B> —4AC > 0, a equacio
é dita hiperbélica. Por fim, se B2 — 4AC < 0, a equacdo é eliptica [64,65].
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conhecido como onda solitaria (séliton). De acordo com suas proprias palavras [67]:

Estava observando o movimento de um bote guiado rapidamente por um canal estreito por
um par de cavalos, quando o bote subitamente parou - mas nao a massa de agua no canal
no qual ele foi posto em movimento; se acumulou na proa do bote em um estado de grande
agitagdo, e entao subitamente deizando isso para trds, sequiu adiante em grande
velocidade, assumindo a forma de uma larga e solitdaria elevacao, uma pilha arredonda,
lisa e bem formada de dgua, que continuou seu curso ao longo do canal aparentemente sem
mudanca de forma ou diminuicao de velocidade. Fu a acompanhei a cavalo, e a ultrapassei
ainda rolando a uma taxa de cerca de oito ou nove milhas por hora, preservando sua
forma original, com cerca de nove metros de comprimento e trinta a quarenta centimetros
de altura. Sua altura diminuiu gradualmente, e apos uma ou duas milhas de persequicao, a
perdi nas curvas do canal. Assim, no més de agosto de 1834, se deu meu encontro com

aquele singular e belo fenomeno ao qual chamei de onda de translagdao.

Apesar de matematicos proeminentes, do calibre de Stokes e Airy, acreditarem que
essas ondas eram impossiveis, no ano de 1985 D. J. Korteweg e G. De Vries construiram
um modelo para modelar 4guas em um canal raso. O objetivo deles era responder se seria

possivel que ondas solitarias persistissem naquelas circunstancias.

E digno de nota que pouco antes o cientista francés J. V. Boussinesq publicou um
trabalho incluindo termos nao lineares em uma equacao que exibia propriedades similares
aquelas das ondas solitarias observadas por Russell, mas que acabou nao chamando muita
atencao na Inglaterra. Quatro anos apdés Boussinesq, Rayleigh confirmou as observacoes
de Russell independentemente do seu colega francés. Por sua vez, Korteweg e De Vries

seguiram o trabalho de Rayleigh adicionando efeitos de tensao de superficie [68,69].

O redescobrimento da equacgao KdV, e seu estudo sistematico, se deu por inves-
tigagoes a respeito do problema da rede anarmoénica unidimensional de massas iguais
acopladas por molas nao lineares estudado por Fermi, Pasta e Ulam em 1954. Por sua vez,
o desenvolvimento de simula¢oes computacionais por Zabusky e Kruskal em 1965, além
da construcao do método do espalhamento inverso por Robert Miura e outros em 1968,

ajudaram no entendimento da equacao e do comportamento de suas solugoes.

Dado que a equagao KdV busca descrever ondas estaciondarias (solugdes do tipo
séliton), terminemos, por completeza, seguindo Drazin e Johnson [70], esse breve apanhado

histérico com uma defini¢ao sobre solitons:

Definicao 5.1: Séliton

O termo séliton pode ser associado a qualquer solu¢ao de uma equagao (ou sistema)

nao linear que
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i Representa uma onda de forma permanente;
ii E localizada, tal que decai ou se aproxima de uma constante no infinito;

iii Pode interagir fortemente com outros sélitons e reter a sua identidade.

5.2.2 Derivacao

Antes de iniciarmos a derivagao da equagao KdV, precisaremos estabelecer alguns

resultados preliminares.

5.2.2.1 Equacdo de Euler

Uma equagao de importancia fundamental na dinamica de fluidos ¢ a equacao de
Euler. Poderiamos extrai-la de uma particularizacao da equacao de Navier-Stokes, que
utilizamos na secao anterior. Porém, é instrutivo que o facamos a partir de ideias mais

fundamentais.

Consideremos um pequeno elemento de fluido de volume 6V'. A forca de rede em tal
elemento devido a pressdo P do fluido circundante é —VP3§V [71]. Se ndo desprezarmos a

acao da gravidade, temos que a forca total atuando nesse elemento é
F = (—VP + pg)oV.
onde g ¢é a aceleracao gravitacional.

Pela segunda lei de Newton, essa forca deve ser igual ao produto entre a massa do

elemento e sua aceleracao. Portanto,

Du Du
— =poV— = (—VP oV.
myy =PV, = (VP +pg)
Dai, chegamos a equacao de Euler
Du VP n
Dt p 8

Sabendo que a forca gravitacional é conservativa, podendo ser escrita como o
gradiente de um potencial (—Vx), e que o termo gravitacional pode ser tomado na diregao
do eixo z, tal que g = (0,0, —g), teremos que y = gz. Logo, a equagdo de Euler pode ser
reescrita como

ou P
8t—i—(u-V)u-—V(p—i—x),

onde explicitamos a derivada total em relagdo ao tempo e tomamos p constante.

Pelo uso da identidade (u-V)u= (V xu) xu+V (%uQ) [72], a equacao acima

pode ser reescrita como

Ou B P 1,
&+(qu)xu——v<p+x+2u>.
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Particularmente, para o caso de um fluido irrotacional (V x u = 0) e incompressivel

(Vxu=0),
ou P 1,

Considerando u = V¢, que justificaremos abaixo, a integracao da expressao anterior

conduz a

dp P—PF 1, ,
— = C(t).
5 T ; +2(u +v7) + gy + C(t)
Porém, tendo em mente que P — Py =T %, com T sendo a tensao superficial, chegamos
ao seguinte resultado
P dp 1
—=Ct) — = — =(u* +?) — 5.4
=0 - G — 5t ) g, (54)
onde P é a pressao em um ponto abaixo da superficie onde as forgas de capilaridade

deixam de agir.

5.2.2.2 Potencial de Velocidade e Funcao de Fluxo

Para os nossos propositos, consideremos uma onda bidimensional. O vetor velocidade
serd dado por u = (u(z,y,t),v(z,y,t)), com u e v sendo fung¢des suaves, continuas e

infinitamente diferenciaveis. Agora, pela condi¢ao de irrotacionalidade,

Ty
ov  Ou
Vxu=10, 0, 82_0:%_%_0'

u v 0

Pelo teorema de Clairaut-Schwarz, a igualdade acima deve ser satisfeita se u e v

puderem ser escritas como
99 d¢
u=—-—, v=—.
ox dy

A essa funcao ¢ daremos o nome de potencial de velocidade.

Facamos o mesmo com a condi¢ao de incompressibilidade do fluido. Neste caso,

ou  Ov
V-ou=—+—=0.

or Oy
Novamente, nos lembrando do teorema de Clairaut-Schwarz, a igualdade acima é satisfeita
se u e v puderem ser reescritas em termos de uma func¢ao v, que chamaremos de funcao

de fluxo, como
_ W

v oy’ YT o

5.2.2.3 Obtendo a Equacdo KdV

Para tratarmos nosso problema, imporemos o que chamaremos de condicao de

superficie, que enunciaremos como se segue:
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Condicao Cinematica de Superficie: As particulas presentes na superficie de

um fluido permanecem la.

Seja F(x,y,t) = y — n(z,t), onde n(x,t) descreve uma onda unidimensional. A

condicao de superficie traduz-se em
F(z,n(x,t),t) =0,

se y = n(z,t).
Derivando F' em relacao a t,

DF  0OF
E E—Fu (VF)—

Mas, da definicao de F', temos que

oF __on oF __on oF _
o ot odxr  ox Oy
Assim,

D= Yax TU=0 (5:5)

Com os conceitos relevantes devidamente apresentados, sigamos Korteweg e De
Vries [73]. Comegaremos com a expansao de Rayleigh [74] para as componentes u e v em

termos de séries rapidamente convergentes, dadas por

u=f+yfi+y’fot+

v:y91+y292+--~,
onde y representa a altura da particula em relacao ao fundo do canal, e f, f1, -+, 01,64, -

sao fungoes de x e t.

Pela condigao de incompressibilidade,

o ov_of | Of | ,0f
v“‘ax+ay_a+ or YV os

of of f2 no1 [ Ofn B

1 afnfl
0, =—— )
" n O0x

_|_ _91_2y62_:

Por sua vez, pela condicao de irrotacionalidade,

qu:%—@ fity 2f2—% +y? 3f3—% oyt nfn—aerh1 = 0.
y Ox ox ox ox

O que resulta em
100, 1 &fus

fn:ﬁ or  n(n—1) 0Ox?
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Com os resultados acima, as expansoes para u e v se tornam

1

1Y - (5.6)
. of Bf 1 0°f

V= vt g e (51)

Além do mais, o potencial de velocidade ¢ e a funcao de fluxo ¥ podem ser reexpressas

0*f f
_ e = J
u= 2ya2+ P

como

L0
6 = /fda;—§ af+244a~’;—---, (5.8)
oy f L L0l (5:9)

6 0x? 120 or?
Substituindo as expansoes 5.6, 5.7 ¢ 5.8 em 5.4,

P T 0% of - L O of\: 1,0
PR =it atdx_*f 2 oror _2\ox) " 20a2) T

of_1 0 104f_* *f\" . 10f9'f
Y ( 219230t | 24 9 9r2) T6oroms )T

+y6<1 FF 1 92f O 1(83f>2 1 afdPf 1 86f)

7207 025 " 48 922 Ot ox3 120 Ox Ox® * 720 OOt
T 02
=L—gy— My + Ny* + Py’ -+~ 2.
p 0x?
Diferenciando essa expressao com respeito a z,
oL  ,OM ,ON  ,OP Dy Dy 30y s Oy T 9%y
— —_— —_— — 4 —g—+2M 4N 6Py’ — — =
o Y T Gy T gy T g, T ANV 0Py
(5.10)

Tomemos agora y =1l +ne f = qy+ [, onde | e ¢y sao constantes e n e 5 sao
fungbes de x e t. Mas, para ondas longas, que possuem comprimento de onda muito grande
comparativamente a profundidade do canal, cada nova derivacdo com respeito a x resultara
em quantidades cada vez menores. Portanto, em uma primeira aproximagao, a equagao 5.5,

que, como sabemos, deve ser satisfeita na superficie, e 5.10 se tornam, respectivamente,

377 on 0B

e
03, 05 on
C]oa +8t+ 5 0.
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sujeita as condigdes dn/dt = df/dt = 0, e tal que 8 = /gl e a é uma constante arbitriria

que suporemos ser pequena.

Fazendo uma segunda aproximacao tal que f possa ser escrita como f = ¢ — 9 (n+
a + ), com v sendo pequena comparada a 1 e «, temos que a substituigdo em 5.5 e 5.10,

rejeitando termos despreziveis, nos conduz a

@0y Iy g In 9n
e A A A 0)) AT P helid
Lot You z("+)a+la =5
’ 0 0 0 T o3
Qoon o7 _ 9 oy _(lp 107
1ot +98x l(n+a>8a: <2lg paxi”)'
Somando essas equagoes, concluimos que
an 390 (1 2 1 0%
cJ 2 - ) 5.11
ot 2q03x<n+3n+3082 ’ (5:11)

onde o = g ﬂ e qo = v/gl. Essa é a equagao de Korteweg e De Vries(KdV).

5.2.3 Solucdes Tipo Onda Solitaria da Equacao KdV

Comecgamos essa discussao observando que Korteweg e De Vries construiram um
modelo para dgua em um canal raso. Além disso, em consonancia com a observagao de
Russell, esperariamos que um modelo sucedido explicasse o misterioso fendomeno das "ondas

de translacao".

Consideremos uma onda estacionaria. Neste caso, % = 0, o que reduz a equacao
5.11 a
0 (1 2 1 0%
oz (2" HERCRE YT )
Através de uma integracao, obtemos que
2
ot i 2o L0 g (5.12)

2 3 3 0z?
Multiplicando esse resultado por 6dn,

2

0
6cidn + 3n*dn + dandn + 208 Z = 0.

Integrando essa expressao, obtemos

8 2
o + 6¢1m + 1 + 2an? —i—a(&Z) =0. (5.13)

Se considerarmos que o fluido permanece imperturbavel no infinito, e que [ é a

profundidade nesse ponto, as equagoes 5.12 e 5.13 devem ser satisfeitas para n = % =
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% = 0. Portanto, é necessario que ¢; = ¢, = 0 e, por consequéncia, a equagao 5.13 se

reduz a
an 2
n® 4 20m* + o <> =0,
x

ou,

n n*(n + 2a)

— =ty 5.14

ox o ( )

Podemos proceder em dois casos diferentes:

Caso I: A constante o é positiva.

. . on -
Neste caso, a deve ser negativa, de modo a garantir que 3! seja real para pequenos

valores de n. Expressando o = —H, a equacao 5.14 pode ser reescrita como

Mas,

2 Y
= + C' = ——arcsech? () :
ywWA-y VA VA—z+ VA VA A
Dessa forma, a solucao da equacao diferencial acima é

2
ﬁarcsech2 (Z) = ;

H
n = Hsech® (x ) ,
4o

que ¢é a equacao para uma onda solitaria estacionaria positiva.

/ dy 1 | (vA—a:—\/A)
n
Que, pode ser reexpressa como

Quando a onda nao é estacionaria, a equagao KdV apresenta a solucao [69]

u(x,t) = gsech2 <;\/E(x —ct + C)) ;

cuja forma corresponde ao que Russell observou. A propagacao de uma onda solitaria é

apresentada na figura 11.
Caso II: A constante o é negativa.

Neste caso, a constante a deve ser positiva. Estabelecendo o = H e trocando 7

por —n', a equagao 5.14 se reduz a

dn’ 1,
Lo gy —=nJH =
dl‘ 0_77 77 ?

cuja solugao, seguindo o mesmo procedimento do caso anterior, é

| H
n = —Hsech” (x —) ,
4o

o que corresponde a uma onda solitaria se deslocando na dire¢ao negativa de x. Lembrando
da expressao para o, podemos concluir que sempre que a profundidade do canal for menor

que / %, a onda estaciondria é negativa. Do contrério, é positiva.
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Onda Solitéria em t=0

Onda Solitaria em t=4

1.0 +—+ | | - . 1

084 : : .
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,{,

Amplitude u(x,t)
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» o
\
| _—
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X X
Figura 10 — Propagacao de uma onda solitaria da esquerda para a direita. Aqui, tomamos

c=1.

5.2.4 Simetrias da Equaciao KdV

Antes de aplicarmos o método das prolongacoes para determinarmos os geradores

de simetria da equacao KDV, é razoavel que fagamos uma transformacao objetivando

reescrevé-la na forma que normalmente aparece na literatura.

5.2.4.1 Equacdo KdV em Notacdao Moderna

Seja a equagao 5.11 nas variaveis 2’ e t/,

on 3g 0

ot 2qy 0z

Consideremos a transformacao

1
=Lt o =-
2Vlo

19
Vo oz’

Logo,

o _1/go 0 _
ot 2Vliecot® oz

1

2?7

+2 +1 0n

— X —0 .

3T 39

x 1 +1

—, U=z -«

Jo 273
” 1 gy 2
ox’? o 0x?’ " Y 3a.

A substituicao desses resultados na equagao KdV resulta em

U + Ul + Upyy

=0,

(5.15)
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que ¢é a forma da equacao KdV mais apropriada para os nossos propoésitos.

Para tratarmos 5.15, precisaremos prolongar a acao dos geradores de simetria até
o espaco de jatos das derivadas de terceira ordem, devido ao termo ,,,. Chamando 5.15

de @, a condicao de simetria sera

priVX(®) = ¢! + Uuy 4 ug® + ¢ = 0.

Os termos ¢', ¢* e ¢™* sao aqueles construidos na subsecao 3.8.2. J& o termo ¢***,

pela equagao 3.35, é dado por

2 3
Tz Ut — STxxua:t - STxacuuzut - 3Txuuu$ut - 3T:cuux:c Ug— 5Ta:uuxua:t - Tuuuumut - 3Tuuuxuxa:ut -

2
_BTuuuxuzt + (Uu - 3£z>u:p:m: - 3Txuxxt - 4€uuxu:m:x - BTuuztumy — Ty UtUgzy — 3Tuuxuzzt~

Substituindo os termos acima na condigao de simetria e fazendo uso da expressao

5.15 para eliminarmos .., obtemos

_fuuuui + (_Txxm — Tt — UTy + 35:1:)“7& - 3Txuu:pum‘ + <_3Txmu + 3€u)u:put + Tuu?_

2 3 2
_3Txuuu$ut - 3Tazuumazut - 5Txuumuwt - Txuuuggut - 3Tuuuzux:cut - 3Tuuuxuxt - 37—wuacact_

— 3Ty UptUpy — STyUzpUzzr = 0.
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Para que a expressdo acima seja satisfeita, é necessario que cada um de seus

elementos seja igual a zero. Isso conduz ao sistema
Ui + Upga +ulU, = 07
Uuuu - 3§xuu = 07

Upu = &aw = 0,
Ui — 38z = 0,
Suu = 0,

&u =0,

Suuu = 0,

Teaw + Tt + uTy — 3§ =0,
T = 0,

Teau — §u = 0,
T =0,

Towu = 0,

Tou = 0,

Toau = 0,

Tuu = 0,

T, =0

5.2.4.2 Resolvendo o Sistema de Equacées Determinantes da Equacdo KdV

O sistema de equacdes determinantes para a equagao de Korteweg-De Vries é
consideravelmente maior que o da equagao de Burgers, mas a metodologia para sua
resolugao ¢ idéntica: partimos das equagdes mais simples para restringir progressivamente

a forma dos infinitesimais.

A andlise comeca, novamente, com as equagoes para 7. As condigoes 7, = 0 e
T, = 0 implicam que 7 = 7(t). Em seguida, as equagoes para & (como &, = 0) mostram
que & = &(z,t). A equagdo 7., = 0 é trivialmente satisfeita. A condi¢ao chave torna-se
T, + ut, — 3¢ = 0, que, com as restrigoes ja encontradas, simplifica para 7(t) — 3¢, = 0.

Integrando em relagao a x, concluimos que ¢ ¢ linear em z:
1
(1) = 37tz + (1)

para alguma funcao o(t). Ao substituir as formas de £ e T nas equagdes restantes para U,

o sistema se resolve completamente, revelando que 7(t) deve ser no maximo linear em ¢ e
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que o(t) também é linear, levando a solugao geral encontrada:

E=cx+c3+ceqt, T=3ct+c, U=—2cu+cy.
Este resultado nos fornece a conhecida algebra de simetria de quatro dimensoes para a
equagao KdV.

Da solugao do sistema sobredeterminado para a equacao KdV, concluimos que a

forma geral de um gerador infinitesimal é dada por

0 0 0
X=(c+ 30275)& + (cox + ¢35 + c4t)£ + (c4 — QCQU/)%.

Portanto, temos que os geradores de simetria da equacao KdV sao

0 0 0 0 0 0 0
—a, Xg—gta—Fmaix—QU%, Xg_a?’ X4—t%+%

Se calcularmos os comutadores entre esses geradores, temos como resultado a tabela 4.

Xi | Xo | X3 Xy
X 0 [3X; |0 [Xy
Xo | -3X, ] 0 | X5 | Xy
Xs| 0 [-X3] 00
Xy | =2X4[ 0 | 0] O

Tabela 4 — Tabela de comutacao dos geradores de simetria de ponto da equacao de Kor-
teweg e De Vries.

Podemos verificar se a dlgebra de Lie (£) formada pelos geradores de simetria da
equagao KdV é soluvel ou ndo. Comecemos pela subdlgebra trivial £; = span{0}, formada
pelo elemento nulo. Naturalmente, a comutacao de qualquer elemento com 0 resulta em 0,

justificando que £4 é uma subalgebra, em acordo com a defini¢ao 2.25.

Com a liberdade de escolher qualquer elemento, seja £, = span{X3}. Dado que,
pela tabela 4, ele ndo comuta apenas com Xs, temos que £3 = span{Xs, X} ¢ £, =
span{ Xy, X3, X, }. Por fim, a subédlgebra de £ que possui £, como subdlgebra é a prépria
£. Portanto, temos que

{0}c & CcLCeCgCl,

determinando que essa algebra de Lie é soluvel.

5.2.4.3 Solucbes Extraidas dos Geradores

Os geradores de simetria da equacao de Korteweg e De Vries, conforme ja sabemos,

correspondem respectivamente a translagao temporal, transformacao de escala, translacao
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na coordenada espacial (z) e transformagao de Galileu. Devido a a¢ao desses geradores, se

u = f(x,t) é solugdo da equacao KdV, entao também serao:

Gi: u=f
Gy: u=f
Gs: u=f
Gy: u=f

= ul) = e~ f(ecx, e73%),

= ult) = f(r +et),

z,t,u) = ut) = f(z+et) +e

Para determinarmos solugoes da equacao KdV a partir dos geradores acima, utili-

zaremos o procedimento de reducao de ordem desenvolvido na subsecao 3.6.1.
Caso (a): Solugoes de Ondas Viajantes.

Primeiramente, consideremos solugoes que sejam invariantes por transformagoes de
translacao nas variaveis t e x. O gerador para tal transformacao pode ser dado por

0 0
X:X1+CX3ZE+C§,

onde ¢ é uma constante fixa. A acado gerada por X é

(z,t,u) — (x + ec,t + €,u).

Podemos tentar construir fung¢oes de =, u e t que sao invariantes pela acao desse
gerador. Tais fungoes sao
y=x—ct, e v=u,

pois

y=2'—c'=zv+ec—clt+e)=x—ct=y, e v =u=u=no.

Dai, uma fungdo invariante por essa transformagao é v = h(z — ct). Logo,

u —%@——ch = —cv
Toyoat YW
_ Ohoy _81@_%@_ 8vyy_8vyy@_

Uy

,U’II

— 3 4. = Uy, - - = Vyy, Ugzzx = = Uyyy-
oy Ox Y Y ox Jy Ox w ox Jy Ox yuy

Escrevamos a equacao KdV de forma ligeiramente diferente, tentando simplificar o

nosso trabalho, como
Ugpe + Up + Uty = 0, (5.16)

que, em termos de y e v, se torna

1
— 2 —
Vyyy T VVy — CUy = VUyyy + <2v ) —cvy = 0,
Y

cuja integracao resulta em

1
Vyy + 5712 —cv=k.



Capitulo 5. Aplicagées I: Equacoes Diferenciais 154

Multiplicando esse resultado por v,, temos

1 1 c
(2 +5° = 57), =~k

cuja integracao resulta em

1 1
ivz = _603 + 502 + kv + l.

A solugao dessa equagao, seguindo Olver [24], pode ser expressa em termos de
fungoes elipticas na forma u = PB(z — ¢t + ), com § sendo um desvio de fase arbitrario.

Se considerarmos que u — 0 rapidamente quando |z| — oo, devemos ter que k =1 = 0.

dv ) v
/Uy:diy: v (C—g)

Ja tivemos contato com essa equacao diferencial anteriormente, quando estavamos

Neste caso,

construindo solugoes do tipo onda solitaria da equacao KdV e, portanto, sabemos que a

solugado dessa equagao ¢
v = 3csech? [\gay + (5] ,

ou, desfazendo as transformacoes,
c
u(z,t) = 3csech? l\g_(:p —ct) + (5] .
Com isso, explorando os geradores de translacao em x e t, obtivemos novamente a solucao

tipo séliton da equacao KdV que ja tinhamos obtido na subsec¢ao 5.2.3.

Particularmente, se ¢ também ¢ igual a zero, temos a equacao diferencial

dv L 5

dy 3 ’
cuja solucao, chamada de estacionaria singular, é

v=—-12y 2= u=—12(x+4)2

Caso (b) : Solugoes Invariantes por Transformagoes de Galileu.

Olhemos agora para solugoes geradas pelo grupo de Galileu Xy. A agdo gerada por
esse gerador é
(x,t,u) — (x + et t,u+e).

Neste caso, temos as fungoes invariantes

y=t, e UV=yYyu—2x.
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Isolando u na segunda expressao e utilizando a primeira, temos as derivadas

wy-—v-r Ly
) xr — b xrxxr — rxxrr — .

U =
y? Y

A substituicao desses resultados na equacao 5.16 resulta em

d
& _y,
dy

cuja solucao ¢é simplesmente v = ¢, ou, desfazendo as transformagoes e isolando w,

r+0
U= )
t

Podemos ainda combinar X; com X, para determinar solugoes invariantes por
transformagoes de Galileu e por translagoes temporais. O gerador para este caso pode ser

dado por

0 0 0
X:t%‘f‘aa‘i‘%,

que gera a transformagao
(x +et,t +ea,u+e),

e para o qual temos as fungoes invariantes

1

2bt2, e v=u—bt.

y=1x—

A exemplo do que fizemos anteriormente, se expressarmos a equacao KdV em

termos de y e v, chegamos & chamada primeira transcendente de Painlevé 2
L,
vyy~|—§v +v, +c=0,
0 que nos permite concluir que solucoes da transcendente de Painlevé através de

1
u(z,t) =h (x - 2b2t> + bt.

Caso (c) : Solugdes Invariantes por Escala.

Por fim, olhemos para o que podemos extrair do gerador de transformacoes de

escala Xy, cuja agao resulta em

(z,t,u) — Az, N3, \"2u).

2 As transcendentes de Painlevé sio solucoes de certas equacdes diferenciais ordinérias de segunda ordem

e ndo lineares no plano complexo, exibindo a propriedade de Painlevé(as tnicas singularidades
méveis sao polos, onde por singularidade mével dizemos pontos onde solugdes nao se comportam bem
e a localizagdo depende das condigdes iniciais). A primeira transcendente de Painlevé é solucao da
primeira equagao de Painlevé, e assim por diante, havendo seis delas. Geralmente, as equacgoes de
Painlevé ndo podem ser resolvidas em termos de fungdes ordinérias [70, 75].
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Para este caso, temos invariantes definidos no semi-espaco ¢t > 0 dados por
y =t v=1"u.

Aqui, a equagao 5.16 é reescrita em termos dessas fungoes como

1 2
YU — 3V = 0, (5.17)

Uyyy + VVy —

que nao ¢ de simples solucao.

Porém, seguindo os resultados de Miura [76,77], podemos estabelecer a transforma-

¢ao
d
v="20_ 6w?
dy
Assim, na variavel w, a equagao 5.17 se torna
1, 1 1
Wyyy — 6w Wy — éywy — gw =0,
ou,
d 1d, 4 1d
— - —— - —— =0.

Através de uma integracao, temos

1 1
w? + —yw, + K,

wyy:ﬁ 3

que é conhecida como segunda transcendente de Painlevé, com propriedades similares

a primeira.

5.3 Conclusao

Ao longo deste capitulo, aplicamos os varios resultados que desenvolvemos no
capitulo 3 a duas equacoes de interesse fisico. Vimos como podemos utilizar o método
para descobrir quais sdo as simetrias satisfeitas por uma dada equacao, e como elas podem

ser utilizadas na determinacao de solugoes.

Na literatura, o método das prolongacoes é aplicado a diversos modelos e equagoes
que desempenham papéis importantes em diversos campos da fisica. Por exemplo, Zygmunt
Jacek Zawistowski [78] o utiliza para estudar as simetrias e solu¢oes das equagoes radiais
de Maxwell-Vlasov, utilizadas no estudo de plasmas esfericamente simétricos. Por sua vez,
Samar Al-Nassar e Mehdi Nadjafikhah [79] o fazem para a equagao de Fokker—Planck,

obtendo algumas novas solugées no processo.

A equacao de Sine-Gordon e suas variantes recebem atencao particular. Para citar
alguns exemplos, Sen-yue Lou [80] faz a andlise de simetria e obtém solugoes exatas para

o sistema de sine-Gordon de dimensao 2+1. K. Tenenblat e P. Winternitz [81] estudam as
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simetrias das equagoes de onda e Sine-Gordon intrinseca generalizada. Por sua vez, Ozgur

Yildirim e Sumeyra Caglak [82] fazem o mesmo para a equacao de Sine-Gordon nao linear.

Outro exemplo é dado pela equacao de Lane-Emden, de grande importancia para
a astrofisica, por aparecer no estudo do interior de estrelas. Essa equacgao é estudada
extensamente, fazendo uso do método das prolongacgoes, por Ben Muatjetjeja em sua
dissertagao de mestrado [83], complementado por seu trabalho com Khalique e Mahomed
[84], utilizando a formulagdo lagrangiana da equagao generalizada de Lane-Emden. O
estudo de outras equagoes, como a equacao plastica e a de Khokhlov—Zabolotskaya, pode
ser encontrado em [85]. E valido citar também que M. A. Z. Khan e R. B. Narain [86]
usam o método para estudar equagoes de Maxwell-Einstein no modelo Bag MIT para

estrelas de quarks em astrofisica relativistica.

No préoximo capitulo, aplicaremos os resultados construidos no quarto capitulo a
problemas de interesse fisico, sobretudo nos campos da teoria da relatividade geral e da

cosmologia.
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6 Aplicacoes Il: Relatividade Geral e Cosmo-

logia

No capitulo 4, vimos que o método das prolongacoes pode ser estendido a lagran-
gianas, conduzindo a construcao de um algoritmo que permite a obtencao de simetrias
variacionais (de Noether). Por sua vez, sabemos que, em relatividade geral, o elemento de

linha pode ser escrito em termos do tensor métrico g,, como
ds® = g, dxtdz”.

Além disso, a lagrangiana associada a esse elemento de linha é dada por

1
L= 5 gui"d", (6.1)

onde #* = dz*/ds, com s sendo um pardmetro afim.

Portanto, pela construcao desenvolvida no capitulo 4, o método das prolongacoes
pode ser aplicado diretamente aos campos da teoria da relatividade geral, cosmologia e

correlatos. Isso é o que buscaremos ilustrar através do presente capitulo.

6.1 Killing Versus Noether

Para avancarmos ao longo desta secao, precisaremos definir primeiramente o que
exatamente é um vetor de Killing, dado que vetores (geradores) de Noether ja foram

devidamente tratados ao longo do terceiro capitulo.

6.1.1 Vetores de Killing

Com a experiéncia que desenvolvemos até aqui, é natural seguirmos Sean Carroll [87]

e definirmos simetrias em uma variedade como:

Definicao 6.1: Simetrias de uma Variedade

Uma variedade M possui uma simetria se a geometria é invariante sob uma certa
transformacao que mapeia M em si prépria; isto é, se o tensor métrico associado
permanece o mesmo. A essas simetrias do tensor métrico, daremos os nomes de

isometrias.

Seguindo o mesmo autor, sabemos que, no caso de trajetorias tipo-tempo, a equagao

da geodésica pode ser escrita em termos da quadrivelocidade U* = da*/dT, como

UV, U" =0,
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ou, em termos do quadrimomento p* = mU*, como

pgvapu = 0.

Pela compatibilidade com a métrica (V,¢"” = 0), podemos abaixar o indice y, nos

permitindo expandir a derivada covariante para obter
p705pp — Ly p"pa = 0. (6.2)

Olhemos cuidadosamente para cada um dos termos de 6.2. Para o primeiro termo,

o dz® 5 dp,
Py = M——0gp, = M——.
P oDy dt Pu dr

Logo, esse termo nos diz como as componentes do momento variam ao longo da trajetoria

parametrizada pelo tempo proprio 7.

Ja para o segundo termo de 6.2, se expressarmos os simbolos de Christoffel em

termos do tensor métrico, temos

1 1
Loup"Px = 59" (00 + Ouboa = 0ador)P"Pr = 5(OoGua + Oufoa = Oulor)P D" =

1 1 1 1 1
= 5 [(aagozu) - 5 (8agau)]pap)\+§ (augaa)papa = a[aga]upapa+ 5 (a,ugaoz)papa = 5 (augaa)papaa

onde a simetria do termo p?p® foi utilizada na tultima igualdade.

Portanto, em termos da analise acima, a equac¢ao da geodésica pode ser reescrita

como

dpﬂ 1 o, Q
m? = 5(8#9(,&)1) p.

Mas, se considerarmos que todas as componentes do tensor métrico sao independentes da

coordenada z7* (9,49, = 0), a equacdo da geodésica nos leva a

Apos

= 0.
dr

As quantidades conservadas oriundas das isometrias sdo de grande relevancia no estudo do

movimento de particulas de teste em espacos-tempo curvos.

Um ponto de grande importancia que Carroll levanta é que, embora a independéncia
das componentes da métrica em uma ou mais coordenadas implique em isometrias, a
reciproca nao ¢é verdadeira. Um contraexemplo estd nas transformagoes de Lorentz, que
nao se manifestam como uma independéncia de 7,, em qualquer coordenada. Mais do que
isso, poderiamos efetuar uma transformacao para um sistema de coordenadas tal que até
mesmo uma simples simetria por translagdo nao parecesse 6bvia. Mas, embora mude as
componentes do tensor métrico, tal transformagao nao pode mudar a geometria associada,

na qual se baseia nossa definicdo de simetria.



Capitulo 6. Aplicagées II: Relatividade Geral e Cosmologia 160

Suponhamos que z7* seja a coordenada em relagao a qual g,, nao depende. Deno-

minemos K o vetor

K = 05+,
com coordenadas K* = 0¥, .

Diremos que K gera uma isometria, tal que a transformagao que mantém a geometria
invariante pode ser expressa infinitesimalmente como uma translacao na direcao de K*,
analogamente as discussoes do capitulo 3, embora em um contexto diferente. Além disso,

usando a definicdo de K dada acima,

v

Pox = 50’*pl/ = pu5Z* = Pox = Kypu - puKV'

Devido a constancia dessa quantidade escalar ao longo da trajetoria, a construgao

que fizemos anteriormente nos leva a

Ao«
dr

Em outros termos, a invariancia da quantidade escalar p, ao longo da trajetéria equivale

=0++— p'V, (K, p") =0.

a dizer que a derivada direcional ao longo da geodésica desaparece.

Se trabalharmos a segunda expressao, temos que
puvu<KVpV) = puKu(v,upu) +pupy(vuKu) = pupy(v,uKu) = Oa

onde utilizamos na segunda igualdade a equagao da geodésica (p”V,p* = 0). Mas, dado

que p"p” é simétrico, apenas a parte simétrica de V, K, contribuird. Dessa forma,
pﬂva(HKy) = 07

ou seja,

VK, =0=p"V,(K,p") =0. (6.3)

A primeira equacao é conhecida como Equagao de Killing, e é o que usaremos no que se
segue. Os vetores que a satisfazem sdo denominados vetores de Killing, implicando, pela

segunda equacao em 6.3, que a quantidade K,p” = 0 é conservada ao longo da trajetoria.

O que esta apresentado nessa secao é suficiente para os desenvolvimentos subse-
quentes, mas nao é a forma mais rigorosa de construir esses resultados. Para o leitor
interessado, Sean Carroll apresenta uma formalizacao mais rigorosa do tema no apéndice

B de [87].

Nas préximas subsegoes, seguiremos Shamir, Jhangeer e Bhatti [88] no estudo das
simetrias de Killing e Noether para espacos-tempos planos e estaticos. Faremos isso com o
intuito de validar a conjectura proposta por Bokhari e seus colaboradores em [89]. Tal

conjectura pode ser enunciada por:
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Conjectura 6.1

A Aalgebra de Lie gerada pelos vetores de Killing (geradores de isometrias) de um
determinado espago-tempo forma uma subalgebra daquela gerada pelos vetores de

Noether (geradores de simetrias da lagrangiana associada).

De acordo com [90], o elemento de linha, nesse caso, é
ds®> = A(t)dt* — CO(x)dz® — B(z)(dy® + dz?).

Em nome da simplicidade, tomemos C(z) = 1. Assim, o elemento de linha anterior se

torna

ds* = A(t)dt* — do* — B(x)(dy* + dz?). (6.4)

Apliquemos a primeira equacao 6.3 ao elemento de linha 6.4 para determinar
o sistema mais geral de equacoes que os vetores de Killing devem satisfazer para um

espaco-tempo plano e estatico. A métrica

Az 0 0 0
o -1 o0 0
=10 0 —B@ 0
0 0 0 —B()

tem como simbolos de Christoffel nao nulos

1 1 1
~Ag, 2, =I%,= §B‘1B@, r, = —§Bm,

F(I)OZQ ,

1 1 1
F(l)() = Fgl = 5‘,4—114@7 1“?3 = F§1 = §B_IBJ, Fég — _§B_IB,:U7

onde usamos a propriedade de simetria dos simbolos de Christoffel (I';, =T7 ).
Portanto, por simples computacao das derivadas covariantes da equacao de Killing,
temos o seguinte sistema:
2AK3+A@K1 =0, AK&—K}f:O, AKf)y—BK?t:O,
AKY —BK3=0, K.,=0, K,+BK2=0, K,+BK}=0 (6.5)
B’mKl—i—QBKi:O, Ki—kKizO, B7IK1+QBK7?;:O
Apliquemos agora o método das prolongacoes a lagrangiana associada a 6.4, de

modo a obter a forma geral do sistema de equagoes diferenciais que deve ser resolvido.

Apoés isso, basta particularizarmos esse sistema para o caso de interesse e resolvé-lo.

A lagrangiana que devemos analisar é

L= A(2) — i% — B(z) (3 + 22, (6.6)
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onde o ponto denota a derivada em relacdo ao parametro s. Conforme o método das
prolongacoes, para essa lagrangiana, devemos prolongar a acao do gerador até a primeira

ordem, ou seja,

S | 9
priVX = X + (0, + i’ — €07 — §at'd’) 5.
b} b x

A aplicacao de pr'”X a 6.6 resulta em
N (ALt — Bo(§® +22) + 26 (1o + 7ot + 748" — (€ + Ei"))A() — 28(X o + X4t + X 3"

— i (€ +&id")) =29 B(0) (Vo H Vi + Vi —y(€ s +€,d") =22 B(2)(Z s+ Z i+ Z "' —2(€ s +E€4d")),

onde consideramos 7 = 1°, X = 0!, Y = n% e Z = n3. Além disso, pela notacdo de derivada

total
0 o

Dy=— YR
83+8x1$

temos que
DS(f) = f,s + xlé,z = é,s + f,xj; + é,yz./ + 5,227
DJ(G) =G+ Gi' =G4+ G i+ Guy+ G2

Se substituirmos todas as expressoes acima na expressao 4.34, com G = B, e

separarmos os termos, obtemos o sistema de equacoes:

t=0, =0, =0 £.=0,
Es =2y =0, 1% +n,=0, 2, +G, =0,
A@2n — &)+ At =0,
B(2n%, — &)+ Ban' =0,
B(2n% &)+ Ban' =0 (6.7)
Angﬂ — 7]71t =0, An% — Bni =0, Ang - Bn?t =0,
ny, + Bnk =0, n.+Bn} =0
QBn?S +G, =0, 2377,?; +G,=0,
2405, - Gy=0, G,=0.

6.1.2 Espaco-Tempo de Minkowski

O espago-tempo de Minkowski é o caso mais simples de espago-tempo plano, sobre
o qual a Relatividade Especial é formulada. Ele ¢é caracterizado pelas fungoes A(t) =1 e
B(z) = 1 na métrica geral que estamos analisando. Com esta escolha, a Lagrangiana 6.6
se reduz a:

L =1 —3%—qg*— 3

Vamos agora resolver os sistemas de equagoes determinantes para as simetrias de Killing e

de Noether neste caso particular.



Capitulo 6. Aplicagées II: Relatividade Geral e Cosmologia 163

UI/&{O{#
&>

ih
.=’

Figura 11 — Figura original de Minkowski.

A. Calculo dos Vetores de Killing

Ao substituir A(t) =1 e B(xz) =1 (o que implica A; =0 e B, = 0) no sistema

geral para os vetores de Killing 6.5, obtemos o seguinte sistema simplificado de EDPs:

ngo, K’%—Kﬁzo, K’Oy—K’Qt:O,

K?Z—K?;:O, K;:O, Ké—i—K’Qx:O, K}z—i-Kfic:O

K2 =0, K’+K2=0, K3=0.
A resolucao deste sistema sobredeterminado procede de forma iterativa. As equagdes nas
diagonais (Kg, K}m, ...) implicam que cada componente K* nao pode depender de sua
prépria coordenada (e.g., K° nao depende de ¢, K ndo depende de z, etc.). As equagoes

mistas, entao, relacionam as derivadas, forcando as componentes a serem, no maximo,

lineares nas coordenadas. A solucao geral deste sistema é:

KO = 1 + ¢cry + cgz + Cip,
K! :clt—|—04y+022+63,

K? = ¢t — ¢y + c52 + cg,

K3 = cgt — cox — c5y + co.

A solucao acima depende de 10 constantes de integracao arbitrarias (cq, ..., c19).
Portanto, temos os 10 geradores de simetria de Killing do espaco-tempo de Minkowski,

que sao dados por

0 0 0 0 0
K1 xa +ta—$, KQ Z%—"E&, K3 a—x,
0 0 0 0 0 0 0
K, = y— — Ksi=2— —y—, Kg=—, Kr=t——+y—
4 yaz xaa 5 5’y yaza 6 aya 7 8y+yat’
0 0 0 0
Kg = Za + t%’ Kg = a s KlO = ZE‘
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Mas os geradores de simetria que obtivemos sdo exatamente os do grupo de Poincaré:
K3, Kg, Kg ¢ Ko sao os geradores do subgrupo abeliano de transla¢oes no espaco e no
tempo. Ka, K4 e K5 sdo geradores do grupo de rotagoes no espaco tridimensional SO(3),
que, com os geradores de boosts de Lorentz (K, K7 e Kg), formam a algebra do grupo
de Lorentz. Esse resultado é esperado, pois é um fato amplamente utilizado na fisica,

especialmente na fisica de particulas [91,92].

B. Calculo das Simetrias de Noether

Aqui, o sistema 6.7 deve ser reescrito como:

£,t = 07 €,$ = 07 é,y = 07 f,z = 07
Es—2m, =0, n24+n%=0, 29\ +Gl =0,

27]9& - 575 - 07
2 —
2777:[/ - 6,8 - 07
2/)7,32 - 675 - 07

% —ny =0, 0% —n5=0, 1% —n}=0,

n,+n%. =0, nL+nl=0
2%+ Gy =0, 23 +G. =
214772/ — G’t = 0, G’s =0.

Para resolvé-lo, notemos que as primeiras equagoes, £; =0, £, =0,..., nos dizem
imediatamente que o infinitesimal £ s6 pode ser uma fungao do parametro afim s, ou
seja, £ = £(s). A equacdo £, — 2}, = 0 (com G = cte) e suas andlogas para as outras
componentes de n* revelam que ¢ deve ser, no maximo, um polinémio de segunda ordem

em s. A integracao subsequente das equacoes para n* leva a solugao geral:

= *018 + c28 + c3,
[(Clt + C7)S + Cgt] -+ Co + C15Y —+ Ci16< + C18,

(1@ — ¢q)s + cax| + cot + 12y + €102 + €11,

2 + c7t 4+ cqx + cgy + cg2 + c5.

§

=3

' =3l

n? = 3l(cry — co)s + coy] + c1st — 1o + c13% + cua,
n? = 3l(c1z — cs)s + c2z] + c16t — cr02 + C13y + a7,
G=3 )i

(12 — a2 —y? — 2

Isso nos permite concluir que o espago de Minkowski possui 17 geradores de simetria

de Noether, dados por

1,0 1. 90 1 o 1 0
Xy ==s"—+-st— + sx—+

0
2% s " 2% o oz " 2%a, T 2%y

l\DM—
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ool 1,0 10 10 10

ds 20t 2 0r 270y 2 0
ngxaat—l—tgc, 10—251—1@1, Xll_aax’ Xlg—yaa —a:jy,
X14:§y, X15:y;+t;;, Xlﬁzz;—i-tai, X17:§Z, Xis 8875

E digno de nota que, se efetuarmos a mesma andalise, mas usando coordenadas
esféricas, obtemos o mesmo nuimero de simetrias de Noether, conforme mostrado por
Hussain et al. [93].

C. Conclusao para o Espaco de Minkowski

Comparando os 10 geradores de Killing com os 17 geradores de Noether, constatamos
que todos os geradores de isometrias sao também simetrias de Noether. Dessa forma,
mostramos que a conjectura de Bokhari et al. se verifica para o espago de Minkowski: a

algebra de Killing ¢ uma subdlgebra da dlgebra de Noether.

6.1.3 Universo de Taub

A solugao de Taub para as equacoes de campo de Einstein para o espago vazio,
proposta por Abraham Haskel Taub em 1951 [94], pode ser considerada uma primeira
tentativa de desenvolver a métrica para um corpo em rotacao, feita posteriormente por
Roy Kerr em 1963. Ela encontra aplicacao em modelos cosmologicos homogéneos, mas

anisotrépicos.

A solugao de Taub pode ser interpretada como descrevendo um universo com nada
mais do que radiacao gravitacional. Com a sua anisotropia, o universo de Taub parece
ser a mais simples generalizacao dos modelos de Friedmann, embora sem matéria. Para
mais informacoes a respeito das propriedades do universo de Taub, o leitor pode consultar
Bonanos [95].

E digno de nota que o espaco de Misner [96], dotado de uma estrutura riquissima e
que serve como contraexemplo para uma série de hipoteses em relatividade geral, além
de sua utilidade fundamental no estudo da causalidade, é uma versao simplificada com
dimensao 1+ 1 do espago de Taub-NUT, em que o espago NUT é a parte da variedade

fora das duas singularidades presentes, contendo curvas tipo-tempo fechadas.

2/3 ¢

O elemento de linha para o universo de Taub pode ser dado por A(z) =z~
B = 2*/?, ou seja,

ds? = a7 234t — 22 — 243 (dy? + d2?).
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A. Calculo dos Vetores de Killing

Analogamente ao que fizemos no caso de Minkowski, calculemos os vetores de

Killing para o universo de Taub. Aqui, o sistema 6.5 se transforma em
207K — 220K =0, 27?BKS - K} =0, 27K —a'3K3 =0,
xPKO — x4/3Kf‘; =0, K.L=0, K.+a2"°K2=0, K.+23K3 =0,
STPKY +22Y8K2 =0, K34+ K%2=0, a'8K'4+22Y3K3 =0,

Para resolvermos o sistema acima, observemos a presenca da equacao K {E =0,
implicando que K néo depende de x. Ao substituir este fato na equaciao B, K'+2BK? =0,
que se torna 3x1/ K 4 22 3K 2 = (, a dependéncia explicita em x forca ambos os termos
a se anularem 1ndependentemente, o que implica K = 0. Este é um resultado chave. Com
K' =0, o sistema se desacopla e simplifica imensamente: a equagao A K + A, K' =0
(com A, = 0) implica K = 0, e a equagdo 2AK% + A, K" = 0 implica K} = 0. Juntas,
elas mostram que K° deve ser uma constante, dando origem ao gerador de translacao
temporal 9,. As equacoes restantes para K2 e K3 se reduzem ao sistema para as isometrias
do plano euclidiano (y, z), gerando as translagoes 0, 0, e a rotacdo 20, — yJ,. Em outros

termos, a solucao do sistema é

K° = ¢,
Ky =0,
Ko =z + c3
K3 = c4 — cay.

Dai, fica claro que os vetores de Killing do universo de Taub sao:

0 0 0 0 0
a, XQZZf X3: X4:7.

X, = o — _
! oy Yo oy’ 0z

B. Calculo das Simetrias de Noether

Para este universo, a lagrangiana 6.6 ¢ reescrita como
I — p—2/32 _ 32 _ 4/3(y + 22,
e o sistema 6.7 pode ser reescrito como

g,t = Oa S,x = 07 g,y = Oa f,z = 07 G,s = Oa
1 _ 2 3 _ 1 _
5,5 - 27},1 - 07 77,2 + 77,y — 07 277,5 + G,ﬂf -
A €~ 2t =0, gl ket =0, g+ ¥ =0,
w325 =€) + 32t =0, 22k - &, ) + 32!t =0,

2/3 0 2/3,,0 —IA/S 2 _ 0 x—2/3 0 —134/5 3 0

My Mt N UK
23:4/377?3 +Gy=0, 22"%2 +G.=0, 2072 -G,=0.

nt—O T~
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A exemplo do que aconteceu no caso de Minkowski, as equacoes iniciais novamente
forcam & = &(s), e a substitui¢ao iterativa nas equagoes para as componentes de n* leva a
solucao:

E=c15+ ¢y,
0_2
n° = sat + cs,
1_1
n = 5C1SE,
2_1
N = gC1Y + c32 + Ca,

3_1
N = §C12 — C3Y + Cs.

Dai, temos que os geradores de simetria de Noether para o universo de Taub serao

X_ g+2t9+1 2_{_1&_{_1& X_g

Y% T 3at 2% T6%ay "6 TP as
o 0 9 9 B

X, =2 42 x,-2 x.-92 x,=2
37 %y Yo MT oy T ey T &

C. Conclusao para o Universo de Taub

Ao compararmos os 4 geradores de Killing com os 6 geradores de Noether, veri-
ficamos que todos os geradores de isometrias sdo também simetrias de Noether. Assim,

mostramos que o universo de Taub também satisfaz a conjectura de Bokhari et al.

6.1.4 Universo de Anti-de Sitter

De grande importancia para a fisica tedrica, especialmente para pesquisas relaci-
onadas a esquemas de unificagdo, devido a famosa correspondéncia AdS-CFT [97], é o
espaco de Anti-de Sitter. Tal espaco, resultado de investigagdes de Willem de Sitter e
Albert Einstein na década de 1920 a respeito da estrutura espago-temporal do universo,
e explorado mais tarde por Paul Dirac, constitui uma solucdo conformalmente plana
das equagoes de campo de Einstein com constante cosmolégica negativa. Para o leitor
interessado, as principais propriedades dessa solucao das equagoes de campo de Einstein

sao dadas em [98].

O elemento de linha para o universo de Anti-de Sitter é obtido tomando A(x) =
B(z) = €%, isto &,
ds® = e*(dt* — dy* — dz*) — da”.

Avancaremos, portanto, para o calculo dos vetores de Killing e Noether.

A. Calculo dos Vetores de Killing
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Procedendo para o calculo dos vetores de Killing, o sistema 6.5 se torna

K9+ K'=0, e*K%-K\=0, K°%-K2=0,
KO~ K3=0, KL=0, K.+e*K2=0, K.+e¥K3 =0,
K'+ K2 =0, K3+K,=0 K'+K=0.

Aqui, A resolucao deste sistema de EDPs acopladas procede ao se explorar as
diferentes dependéncias funcionais. A equacao K %,c = 0 implica que K é uma funcao de
(t,y,2). A condi¢io K+ K' = 0 (vinda de 2AK} + A K" = 0) a conecta com K° A
chave esta nas equacoes de acoplamento mistas, como K}y +e*K ?E = 0. Separando as
variaveis, esta equagao exige que K 1y e K ?,C tenham formas exponenciais especificas em x.

Seguindo este procedimento para todo o sistema, encontramos que a solugao geral é:

KO =1(—e® — 2 —y? — 2%)c1 — cotz — st — caty + csy + sz + Cao,
K?2=1(e® -1 —y? + 2%)cs — erty — c3y — cazy + o5t + 72 + ¢,
K3 = %(6*21 — 2+ y? — 2%y — otz — 32 — cuzy + cgt — cry + 5.

Assim, temos que os geradores de isometrias do universo de Anti-de Sitter sao

Ki= ;(_6_% — =y - 22); —tzgz +t§$ ~tug
Ko = ;(6_%_#*92—22);2—tz;—zyserz(i,
K4 —tygteriJr;(e‘h t? y2+Z2)éf—Zyaaz’
K5—yaat+t§, Kﬁ_aa, K7—z§y_y§7 Ks:ziﬂgz’
ngai, Kw_gt

B. Calculo das Simetrias de Noether

Para o universo de Anti-de Sitter, a lagrangiana associada é

L — 62:B(t'2 o y'2 o 22) o lt‘2,
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e o sistema 6.7 se torna

g,t = Oa f,ﬂc =0 f,y = 07 g,z = Oa
1 _ 2 3 1 —
575 - 277730 - 07 . + n,y - 07 277,5 + G,$ - 07

ezx(QU,Ot - 5,8) + 262:0771 =0,
€2$(27],21/ _ 575) + 2€2x771 _ 0’
(2 — £,) + 265! = 0

2%+ G,y =0, 2e¥n%+G. =0,
2e* 5, =G, =0, G,=0.

Aqui, o processo de resolver o sistema sobredeterminado é mais complicado, mas
a logica a ser seguida é a mesma: partimos das restrigdes mais simples (§ = £(s)) para

desembaracar o sistema e chegar a solugao, que é dada por:

62017

N = 2(—e™2 — 12 — y? — 22)cy — 32t — csyt — cat + cey + coz + Cy1,

N =

Nt = cat + c32 4 c5y + ¢y,
(€72 — 12 —y? + 2%)c5 — oyt — c3yz — cqy + cot + g2 + 7,

= N

(€72 — 2 +y? — 2%)c3 — ezt — CsYz — c4z + cot — CgY + Cio,

dando lugar aos seguintes geradores de simetria de Noether:

Xl:aas’ X2:ti+;(—e‘2m—t2—y2—z2);—tyaay—tzi7
Xg—zaax—ztat—zyai—l—Q(e2”"’—t2—|—y2—z2)§z, X4:£;—t§t—y§y—zi,
X5_y§I ytaat—l—;(e%—toQjLzQ)aay—zyaa, X6:y§t+t§y
N A R R T N N |

C. Conclusao para o Universo de Anti-de Sitter

A exemplo dos dois casos anteriores, a comparacao dos 10 vetores de Killing com
os 11 de Noether nos revela que a conjectura continua vélida para este universo. Aqui,

apenas a translacdo em s (0/0s) ndo gera uma isometria.

Notemos que, em todos os casos que analisamos nesta se¢ao, aparece o gerador de

simetria de Noether X = 0,, relacionado as translagoes em s. Isso é esperado, pois esse
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gerador estd sempre presente quando a lagrangiana esta relacionada a minimizac¢ao do

comprimento de arco [99].

6.2 Meétrica de Schwarzschild e Teorema de Birkhoff

Como é sabido, em novembro de 1915, Albert Einstein publicou a versao final de
sua teoria da relatividade geral, na qual foram apresentadas as equagoes de campo. Porém,
¢é valido notar que o matematico prussiano David Hilbert havia publicado as mesmas
equagoes poucos dias antes. Sobre a contenda envolvendo Einstein, Hilbert e as equacoes
de campo, bem como a histéria por tras da teoria da relatividade geral, o leitor pode
consultar [100].

Curiosamente, devido a forma complicada das equagoes de campo, Einstein opinou
a favor da impossibilidade de resolvé-las. Porém, aproximadamente um més apds essa
declaragao, no inicio de 1916, Einstein foi surpreendido por uma carta enderecada a ele
por um certo Karl Schwarzschild. Nessa carta, estava contida a primeira solugao exata

para as equagodes de campo de Einstein: a solugdo de Schwarzschild.

6.2.1 A Solucdo de Schwarzschild Para as Equacoes de Campo de Einstein

A reserva de Einstein em relacido a possibilidade de encontrar solugoes para as
equagoes de campo nao era injustificada, devido a natureza dessas equagoes. Porém,
conforme foi mostrado em diversas ocasides posteriores, essas equagoes podem ser resolvidas

em casos muito especiais, utilizando as simetrias que o sistema estudado apresenta.

De fato, a solugao proposta por Schwarzschild descreve justamente um espago-
tempo vazio na regiao exterior a um corpo esfericamente simétrico. Seguindo Hawking e
Ellis [101], o elemento de linha para este caso é

2 2\ 1
ds? — — (1 _ m) dt? + <1 - m) dr? + r2(d6? + sin® 6d¢?), (6.8)
T

r

com m = GM.

Para o leitor interessado em saber como essa métrica foi construida, é instrutivo o
trabalho original de Schwarzschild [102], ou a tradugao feita por Antoci e Loinger [103].
E valido também o comentério feito por Bel [104], que apresenta uma derivagdo mais
simples. Discussoes a respeito das diversas propriedades que o espago-tempo descrito por

essa métrica possui, em niveis diferentes, sao feitas em [101], [105] e [87].

6.2.2 Teorema de Birkhoff

Em um livro publicado em 1923, George D. Birkhoff propds o teorema que hoje

leva o seu nome [106]. Naquele texto, ele escreveu:
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O campo fora de uma distribuicio de massa € estdtico se essa distribuicao de matéria é
estatica ou estd em um estado varidavel. .. portanto, a solucao de Schwarzschild é

essencialmente a solucdo mais geral das equagoes de campo com simetria esférica.

Em outros termos, o teorema de Birkhoff estabelece simplesmente que a métrica de
Schwarzschild é a tinica solucao de vacuo das equagoes de campo de Einstein que apresenta

simetria esférica. Podemos enuncid-lo como:

Teorema 6.1: Teorema de Birkhoff

A métrica de Schwarzschild é a tinica solucao das equagoes de campo de Einstein no

vacuo com simetria esférica.

A seguir, apresentamos uma prova detalhada do Teorema de Birkhoff, que estabelece
a unicidade da solucao de Schwarzschild como a tinica solugao de vacuo esfericamente

simétrica das equagoes de campo de Einstein.

Prova 6.1

A prova consiste em resolver as equagoes de campo de Einstein no vacuo, G, = 0,
para a métrica esfericamente simétrica mais geral possivel, mostrando que a tinica
solucao resultante ¢, de fato, a métrica de Schwarzschild estatica. O processo pode

ser dividido em trés etapas logicas.

Passo 1: Construcao da Métrica Geral.

Comecemos com o elemento de linha associado & métrica de Minkowski
ds* = —dt* + da* + dy? + d2°.

Utilizando coordenadas esféricas, x = rsinf cos¢, y = rsinflsin¢ e z = rcosf, esse

elemento de linha pode ser escrito como
ds® = —dt* 4+ dr* + r*(d6? + sin® 0 d¢?) = —dt* + dr® + r*dQ>. (6.9)

O requerimento para manter a simetria esférica é que o termo df2?, associado as
variagOes angulares, seja invariante. Para nao viola-lo, podemos introduzir fungoes
que dependem apenas das coordenadas t e r. Além disso, para que a assinatura da
métrica seja preservada ¢, tais fungoes devem ser exponenciais. Portanto, podemos

generalizar 6.9 para

d82 _ _62a(t,r)dt2 + 62,8(t,7")d7,,2 + T2627(t7r)dQ2‘
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que, pela mudanga de coordenadas

d
F=e""p = dF = (1 + 7“7) edr,
dr

se torna

—2
d82 = _€2a(t:r)dt2 + 62/8(t77‘)6727(t7,’n) <1 + T?) de _|_ 1:2dQ2’
r

onde supomos que cada fungao de r seja uma funcao de r de alguma maneira 6bvia.

Facamos agora a mudanca

—2
For,  ePlrenltn) (1 + T?) — 280,
r

O elemento de linha anterior se torna

d82 _ _€2a(t,7‘)dt2 + 626(t’r)d7“2 + TQdQQ. (610)

Passo 2: Resolvendo as Equagoes de Campo.
O célculo das componentes do tensor de Einstein para esta métrica resulta no sistema

de equagoes diferenciais parciais ( [105]-Exercicio 14.16):

1 — —2a ,
Gy = # + 26)‘{*’6_2CY =0, (6.11)
T T
Gu = Gy = 2%t e=(048) — (6.12)
r
—2a
ro_ -1
GTT = 257’6 2a + 672 == 0, (613)
T r
G90 = G¢¢ — (6,7’7’ + ﬁi — ,B,TOé’T —+ 67:,‘ — O;f) 672a_
— (v + O‘,Qt — 0¢7tﬁ,t)€_2ﬁ = 0. (6.14)

A chave para a solucdo do sistema acima esta em identificar a equacao mais
simples, que é a componente mista 6.12. Essa equagao implica diretamente que
ay = 0a/0t = 0. Esta é a conclusao crucial: a fungdo « ndo pode depender do
tempo, ou seja, a = a(r). Este resultado j4 impde uma condigao de estaticidade

sobre a componente g;; da métrica.
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Com a = a(r), a equacdo 6.11 para Gy torna-se uma equagao diferencial

ordinéria em r. Sua solugao é prontamente encontrada como:

2M
e2a(r) — 1 _ 222

r

9

onde 2M é uma constante de integracao que, pela analise do limite de campo fraco, é

identificada como o raio de Schwarzschild.

Substituindo este resultado para «(r) na equagao 6.13 para G, obtém-se uma
equagao para ((r,t) que também se simplifica, resultando em 3, = 0. Consequente-

mente, 5 pode ser, no maximo, uma func¢ao do tempo, g = f(t).

Passo 3: A Liberdade de Reescalonamento do Tempo.

Com os resultados anteriores, a métrica assume a forma

ds* = — (1 — W) e!Ddt? + <1 — W)
r r

Porém, a dependéncia temporal é espiria, pois representa a liberdade de se redefinir

1
dr? + r?(d6* + sin? 0 d¢?). (6.15)

a coordenada temporal. Se introduzirmos uma nova coordenada temporal através da

transformacao ty, a transformacao
ty = /Gf(t)dt,

a equacao 6.15 é reescrita como

oM oM
ds2:—(1—)dt?v+<1—)
T T

que é simplesmente 6.8 com M = m.

1
dr? + r?(d6? + sin® 0 d¢?),

Isso completa a prova, demonstrando que qualquer solucao de vacuo esferica-
mente simétrica é, necessariamente, estatica e isométrica a solugao de Schwarzschild.
O

A assinatura do tensor métrico g pode ser entendida em termos do nimero (contado com
multiplicidade) de autovalores positivos, zero ou negativos da matriz real simétrica g, desse
tensor em uma dada base. As funcbes que introduzimos devem ser tais que ndo afetem esse
numero, de forma que a fisica do problema néao seja afetada.

a

6.2.3 Simetrias de Noether

A lagrangiana relacionada a métrica 6.8 é
2 . 2 -1 . .
L= (1 — m) * — (1 - m) 72— r20? — r?sin?(0) >
r r

Pela aplicacao da condicao de simetria 4.34, com gerador X = 0ds + 70; + p0, + JOy +

F,.,temos o sistema
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f,szoa
2(1-22) 7, ft,
p()+2(1-2)r,—2(1-2)0, =0,

r2mp5 fr

r72mpu7a+_r 2m 7.5 +p(r 2m)? =0
—27'2J’3 = f,9
—27"2J,9 + 7"20,5 —2p, =0,
—2r?sin®(0)Fs = f4,
—2r?sin®(0)F 4 — 2rpsin?(0) — 2Jr? sin(0) cos(#) + r?sin?(9)o s = 0,

( 2m ) Tr — T,;“mp,t = Oa

2m 2 —

2(1—22) 79— 22J, =0,
2 ( 2;”) T — 2r?sin?(0)F, = 0,
— Qmpg —2r?J, =0,

——2—p s —2r?sin’*(0)F, =0,
—2r2J 4 — 2r?sin*(0)Fy = 0,

g =a(s),

cuja solucao leva aos geradores

0 0
s T
0 ., 0 ., 0 0 0
X3 = cosgb% — Cot981n¢>a—¢, Xy = smqﬁ% — cot9cosgba—¢, X5 = a—(b

A obtencao dos cinco geradores de simetria de Noether acima para a métrica de
Schwarzschild a partir do complexo sistema de equagoes determinantes apresentado é um

calculo nao trivial, mas que pode ser compreendido de forma estratégica.

A chave para a solucao reside em explorar as simetrias manifestas da lagrangiana.
A Lagrangiana associada nao depende explicitamente das coordenadas s, t e ¢. Pelo
teorema de Noether, essa independéncia garante que as translacoes nessas coordenadas

sao simetrias. Isso nos fornece imediatamente trés dos geradores que encontramos: ds (X1),

815 (XQ) (§] (9¢ <X5)

Adicionalmente, a invaridncia do termo esférico r%(d6? + sin? 0d¢?) sob rotacoes
espaciais garante que os outros dois geradores do grupo SO(3), X3 e X, também sejam
simetrias. A tarefa mais ardua da resolucao completa do sistema é, entao, mostrar que nao
existem outras simetrias de ponto de Lie além destas cinco. Este resultado é confirmado

ao se resolver o sistema completo, onde as equacoes de acoplamento, que agora dependem
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de r, restringem qualquer outra possivel solu¢ao a ser uma combinagcao linear das cinco ja

encontradas.

Os geradores X3, X4 e X5 sao apenas geradores de momento angular, satisfazendo,
obviamente, a algebra de SO(3): [X3,Xy] = —X;5, (X3, X5] = Xy e [Xy, X;5] = —X.
O que é um resultado esperado, dado que é pressuposto da construcao da métrica de
Schwarzschild a descricdo de um espago-tempo esfericamente simétrico. Além deles, X; ja

nos era esperado, como apontamos anteriormente.

Olhemos para o gerador de simetria Xs. Sabemos que esse é simplesmente o gerador

associado a translacoes temporais e que a quantidade conservada ¢ dada por

Sa€—dm= (12

Pela substituicao de X, em 6.3, é trivial notar que este é um vetor de Killing. Ele

I=f—1Ln—

deve ser tipo-tempo se estivermos na regiao r > 2m, onde a métrica apresenta a assinatura
lorentziana usual. A quantidade conservada associada corresponde, portanto, & constante

de movimento desse vetor de Killing, satisfazendo [87]

dz*

— =0.
Hds

Com os resultados que derivamos nesta se¢ao, seguindo Mukherjee e Roy [107],

podemos reexpressar o teorema de Birkhoff como

Teorema 6.2: Teorema de Birkhoff (Reformulacao)

Toda solugao esfericamente simétrica das equagoes de campo de Einstein no vacuo
deve ser estatica e também assintoticamente plana. Posto de outra forma, as solucoes
esfericamente simétricas das equagoes de campo de Einstein no vacuo devem fornecer

um vetor de Killing tipo-tempo extra, associado a translacoes temporais.

Portanto, através do célculo das simetrias de Noether pelo método das prolongagoes
aplicado a métrica de Schwarzschild, recuperamos os geradores (Killings) da dlgebra de
SO(3), esperados devido ao tipo de configuragio espago-temporal que buscamos descrever.
Adicionalmente, obtivemos um quarto gerador, identificado com um vetor de Killing extra,

o que justifica o enunciado alternativo do teorema de Birkhoff.

Em outros termos, pelo que discutimos aqui, o teorema nos diz que as solugoes das
equacgoes de campo de Einstein no vacuo possuem quatro vetores de Killing ortogonais a

hipersuperficies, isto ¢, a métrica associada é estdtica '. Além disso, devido a existéncia de

L Para a regido 0 < r < 2m, o enunciado do teorema de Birkhoff pode ser enganoso, dado que nessa

regido a coordenada temporal nao é mais tipo-tempo. Para mais detalhes, consultar o segundo apéndice
de [101].



Capitulo 6. Aplicagées II: Relatividade Geral e Cosmologia 176

X5, a métrica é independente de mudancas na distribuicdo de matéria, a qual é a fonte do

campo, garantindo a preservacao da simetria esférica.

6.3 Noether Approach e Cosmologia Quantica

Na presente secao, discutiremos como o método das prolongagoes aplicado a
lagrangianas, por meio daquilo que é conhecido na literatura como Noether Approach.
Esse procedimento pode ser usado no estudo de extensoes da teoria da relatividade geral e

no procedimento de quantizar tais extensoes, entrando no dominio da cosmologia quantica.

6.3.1 Noether Approach

Da discussao do capitulo 3, sabemos que a primeira prolongagao do gerador de

simetria é

a %)
ot i i

Aqui, particularmente, u’ = ¢, e o gerador acima estd associado as transformacoes

priX =& ' + (7 - 6'60)

envolvendo os campos ¢’ e coordenadas, dadas por

t'=t+e&(t,¢") + O(e?),
@' =o'+ en'(t, ¢') + O().

Seja o sistema dindmico descrito pela lagrangiana nao degenerada L(t, ¢, gbl) Pelo
que estudamos no capitulo 4, especificamente pela aplicacao de 4.34 a esse caso particular,

temos que
prVX(L) + €L = g,

onde ¢(t, ¢") é uma quadridivergéncia que nao afeta a dindmica do sistema. A quantidade

conservada associada, dada pela equacgao 4.23, é

0L 0L 4
Uity o IS T t, ay
O L) 0o el o)

0P
Como sabemos, £ esta relacionado ao funcional gerador responsavel por mudan-

It 6, =€ (q's

cas de coordenadas; n', em nosso contexto, esta relacionado com variacdes nos campos.
Particularmente, se nos atentarmos ao caso com £ = 0, que denominaremos simetrias
internas, dado que as transformagoes atuam apenas nos campos e nao nas coordenadas,

a primeira prolongagao do gerador de simetrias se reduz a

.0 .
WX — pf i
r = -+
p o5 T o
Por sua vez, a condi¢ao de simetria se reduz a
0L - OL
WX(L)=n'-— +ni— = Lx(L) =0
r , . )
prUX(L) = 0 G i = S (1)
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onde £x é a derivada de Lie com respeito a X [?] e impomos g = 0. O que temos aqui
¢é que, para transformagoes que nao envolvem coordenadas, simetrias internas surgem
se a derivada de Lie ao longo do fluxo de X for igual a zero. Além disso, a quantidade

conservada associada sera

oL
9¢'°

Zozni

De importancia fundamental para o que faremos adiante, devemos fazer uma
mudanca de coordenadas para encontrar variaveis ciclicas 2. Uma possivel transformacao
¢é tal que o momento conjugado associado a nova variavel z coincida com a quantidade

conservada relacionada a alguma simetria variacional, isto é,

T, = 20.
Explicitamente,
Tog ~ 0z

Obviamente, o gerador de simetria deve se transformar apropriadamente. Conside-
remos que o gerador de simetria seja escrito em termos de novas variaveis por
0 L 0
i " @Q;z

Se tomarmos 7! = 1 en” = 0 (j # 1), a quantidade conservada ¥ associada & varidvel ¢' é

/ 17

X' =79

igual ao momento 7y relacionado a varidvel ¢*. Formalizando melhor, seja a transformagio

de coordenadas ¢' — ®(¢'), e definamos a derivada interna como

0P
xd® =n'—.
tx n a5
O gerador nas novas variaveis pode ser escrito como
0Dk 9 oL Ao o d 0
X =n'—— Vi —— = ixd®* —— + — (ixd®*) —.
e A T T T (ix )acpk

Impondo que a primeira componente do novo gerador deve ser igual a zero e as

outras iguais a 1, chegamos a

0Pt OB
=it = = | £ 1). 1
Lys 95 0 (#1) (6.16)

Essas condigoes permitem a introdugao de uma variavel ciclica de maneira metodica. Esse

ixd®? 1, ixd® =n

procedimento, apds a quantizagao da teoria e obtencao da funcao de onda do universo,
determina onde o critério de Hartle vale: o momento conservado corresponde a componentes

oscilantes da fungao de onda [108].

Antecipando a ideia geral da construcao que almejamos, a determinacao de simetrias
de Noether permite estabelecer quantidades adequadas para a aplicacao do formalismo de
quantizacao canonica, resultando na versao quantica de qualquer modelo cosmolégico que
estivermos estudando.

2 A coordenada ¢; é dita ciclica (ignorével) se L/dq; = 0 [41,42].
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6.3.2 Equacao de Wheeler-DeWitt e a Funcdo de Onda do Universo

Um dos maiores problemas da fisica moderna consiste em construir uma teoria
quantica da gravitacdo que seja consistente, unindo a teoria da relatividade geral de
Einstein com a teoria quantica de campos. Das diversas formas de tentar essa unificagao,
uma das primeiras a serem feitas consiste na quantizagao canonica da relatividade geral,
por meio do chamado formalismo ADM (Arnowitt—Deser—Misner) [109-117].

Nao procederemos aqui com uma derivacao do formalismo ADM e sua aplicagao a
relatividade geral. Para esse fim, o leitor pode consultar [118] e [119]. Nosso intuito serd

apenas apresentar as ideias mais basicas desse método.

O formalismo ADM é construido sobre a suposicao de que o espago-tempo pode
ser foliado em uma familia de hipersuperficies tipo-espago (leaves) ¥, rotuladas pelo
parametro temporal t. Além disso, cada ponto de uma hipersuperficie é rotulado por
uma base tridimensional X, tangente a propria superficie. Os elementos dessa base serao

ortonormais ao vetor de superficie 7, o que leva as condigoes

gquanV = 07 QWU“UV = _17
que sao suficientes para determinar 7.

Definamos o tensor de deformacao por
N® = X = 9, X%(t, z),
cuja decomposicao na base apresentada no paragrafo anterior é
N® = Nn*+ N'X?,

onde N é chamada de fungao de lapso (lapse function), expressando a mudanca de tempo
entre hipersuperficies, e N’ fungoes de desvio (shift functions), que informam como as

coordenadas espaciais mudam entre essas hipersuperficies.

Em termos dessas fungoes, o elemento de linha entre dois eventos p(x,t) e p'(z* +

dx® t + dt) pode ser decomposto como
ds® = (N;N" — N?)dt* 4+ 2N;dz'dt + vi;a'a? =
= 7;j(dz’ + N'dt)(dz? + N'dt) — N?dt?,
com 7;; sendo a métrica definida em qualquer hipersuperficie. Assim, o tensor métrico
N;N‘— N? N;
( N; %j) ’

o que conduz a um elemento de volume dado por

toma a forma

V—gd'r = N\/yd*zdt.
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Com a decomposicao acima, héa a separagao entre as equacoes de evolugao do espaco-
tempo, convertidas em restrigoes (relacionando condigoes iniciais em uma hipersuperficie)
e equagoes de evolucao (ditando como a geometria do espago-tempo evolui de uma

hipersuperficie para outra).

Tomemos a acio de Einstein-Hilbert na forma [120,121]

1 — 4 3
5—2/1/\/_9(]% 2)\)dx+/8vﬁde,

onde K =77 K;; é o trago do tensor de curvatura extrinseca (K;; = —e;-*V;n [118,122]) da
hipersuperficie tridimensional VV envolvida na variedade quadridimensional. Em termos

da decomposicao anterior, a lagrangiana associada a essa agao torna-se
1 .
L= SVAN(K;KY — K*4+® R)+T.D.,

onde ® R é denominado escalar de curvatura intrinseca e é determinado a partir do
tensor de curvatura intrinseca (3)Rij, que, por sua vez, depende apenas de 7;; em uma
dada hipersuperficie. O termo T.D. contém todos os termos de derivada total, irrelevantes

para a dindmica e que, portanto, podem ser ignorados.

De posse da lagrangiana acima, podemos calcular os momentos conjugados, resul-

tando em

oL . 0L . 0L g g

P I A P
Além disso, a Hamiltoniana sera
H = Wij;yij - L7
de onde tiramos [123]
oH , , oH
7=—{H, 7} = N 0, #'=—{H,n'}= SN 0.

Tenhamos em mente que as varidveis dindmicas aqui sdo o tensor métrico 7;;(t, %)
dos cortes espaciais tridimensionais 3, e seus momentos conjugados. Seguindo os procedi-
mentos do método de quantizacao canonica, devemos promover tais variaveis dinamicas a

operadores, satisfazendo as operagoes de comutacao

(39 (), 7% (2")] = io}1 0% (x — o), OF = 5(070% + 6,0%).

Tal promocao é dada por

) . . ) y g B

o {2

TSN T =, T Y = — i (£, ) = Ay (8, 2").
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Além disso, o procedimento de quantizagao canonica leva a

Hly) =0,

3

onde H é a restricio hamiltoniana ® na versao quantizada da relatividade geral e ) é

chamada de fun¢do de onda do universo. Essa é a equagao de Wheeler-DeWitt.

A funcao de onda v estd definida no espago de configuracoes da métrica ;;, tal
que (7;;(x)) descreve a evolugdo do campo gravitacional. Chamamos esse espago de

superespago (superspace), isto é, o espago de todas as métricas 7;; possiveis.

Dado que o super-espaco é de dimensao infinita, é necessario haver uma reducao
para mini-superespacgos (minisuperspaces) de dimensao finita para que a equagao de
Wheeler-DeWitt seja resolvida. Nesse contexto, essa equagao se torna diferencial parcial.
Porém, apesar da sua utilidade, mini-superespacos carregam apenas aspectos basicos da
teoria completa, bem como simetrias, e ignoram outros. Nesse sentido, eles devem ser vistos
como toy models, e devemos considerar como hipétese que tais modelos sao aproximagcoes

validas da teoria completa.

E digno de nota que a equacio de Wheeler-DeWitt exibe flagrantemente o que é
conhecido como problema do tempo [124], onde vemos que nao hé nenhuma dependéncia
com a coordenada temporal, resultando em uma funcao de onda descrevendo um uni-
verso congelado. Além disso, a exemplo da equagao de Klein-Gordon [125], a quantidade
(Yl >= [*hdx® ndo é positiva definida [123] e, portanto, nao é possivel estabelecer

uma interpretacao probabilistica, como ocorre com a equagao de Schrodinger [50].

6.3.3 Aplicacdo da Noether Approach a Cosmologia f(T)

Tendo apresentado os aspectos elementares da Noether Approach da quantizacao
da relatividade geral nas subsecoes anteriores, avancaremos para uma discussao geral
das extensoes teleparalelas da teoria da relatividade geral. Em seguida, aplicaremos o

procedimento que desenvolvemos a um caso especial dessas extensoes, o da cosmologia

f(T).

6.3.3.1 ExtensGes Teleparalelas da Relatividade Geral

Devido a uma série de questoes envolvendo a relatividade geral, como os problemas
da energia, da matéria escura e de singularidades, além da questao da quantizacao da
gravitacao, é natural que haja propostas que busquem modificar a teoria de alguma forma.
Uma modificacao candidata, denominada Equivalente Teleparalelo da Relatividade
Geral (Teleparallel Equivalent of General Relativity) (TEGR), foi proposta pelo préprio
Einstein [126], e para alguns constitui uma das melhores op¢oes disponiveis para serem

quantizadas.
3

Restricao ao sistema devido a hamiltoniana.



Capitulo 6. Aplicagées II: Relatividade Geral e Cosmologia 181

A descrigao teleparalela da relatividade geral é caracterizada pelo desaparecimento
do tensor de curvatura e presenca do tensor de tor¢ao. Por sua vez, sua dinamica apresenta
as mesmas equagoes de campo que a relatividade geral, apesar da geometria subjacente ser
diferente. Aqui, a geometria riemanniana usual é substituida pela geometria de Weitzenbock
1. O interesse apresentado nas extensoes teleparalelas reside essencialmente no fato de
que elas permitem ver a interacdo gravitacional como uma teoria de gauge ® do grupo de
translagoes locais. Além disso, a lagrangiana para esses casos é equivalente aquela para a

relatividade geral, a menos de um termo de superficie.

Para as extensdes TEGR, a agao pode ser tomada como [123]
5 = / hTd'z,

onde 1 é o determinante dos campos de tetradas hj, definidos pela relagao g, = hth’,nab,

e T ¢é o escalar de torcao, definido a partir do tensor de torcao

_9TP

como

T =T SPHY - GPRY — (PR gPYTTOH | gPHTITV

v 1 v v v
Kp,uzﬁ(Tp N+TH p—|—T p,u)

A exemplo da relatividade geral, a acao da extensao TEGR pode ser modificada

de acordo com interesses tedricos e observacionais. A modificagdo mais simples é tomar a

acao em termos de uma func¢ao do escalar de torgao, ou seja,
S = /hf(T)d4a:. (6.17)

6.3.3.2 Aplicagdo ao caso f(T)

O caso mais simples de expansao TEGR ¢ a denominada cosmologia f(T") [128].

Para esse caso, consideremos a a¢ao 6.17 com o campo de tetradas

o O O =
o O e O
o @ O O
Q@ O O O

cujo determinante é simplesmente a®, onde a é o fator de escala do universo. Essa é uma
escolha natural de campo de tetradas para o universo de Friedmann-Lemaitre-Robertson-

Walker (FLRW). Além disso, em um espago-tempo espacialmente plano de FLRW, o

Para uma revisdo a respeito, consultar [127].

Teorias baseadas em simetrias locais, onde as leis da fisica permanecem invariantes por transformacoes
locais dos campos envolvidos. Essas simetrias implicam em campos de gauge, responsaveis por
mediar as interagdes. Exemplos notdveis sdo a eletrodindmica e a cromodindmica quéntica [92].
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escalar de tor¢ao é dado por [123]

£\ 2
T=-6 (“) .
a
Se utilizarmos o método dos multiplicadores de Lagrange com T = —6H?, com

H = a/a sendo a constante de Hubble, temos a agao
S = 27r2/[ 24(T) — AT + 6H?)]dt,

onde, dado que os termos s6 dependem do pardmetro temporal (tempo césmico), a parte
de superficie tridimensional pode ser diretamente integrada. Pela variacdo da acao em

termos da torgao, obtemos que o multiplicador de Lagrange é [123]

597

A= “or

e a acao se torna

S = 27 / @3 F(T) — T f(T) — 6ai® fr(T)]dt

Assim, teremos que a ac¢ao para a cosmologia f(T) serd
L =a®[f(T) =T fr(T)] — 6aa® fr(T). (6.18)

Nas variaveis {a, T}, as equagoes de Euler-Lagrange e a condigao de energia °® sao,

respectivamente,
doL 0L d oL 0L 8L oL
—— - = —— — = — +T—=-L=
itoa oa " @or or " “eatlar N

Para a lagrangiana 6.18, as equagoes de Euler-Lagrange e a condicao de energia acima se

tornam

frr(T) }anT(T) — f(T)
fr(T) 4 fr(T)

a’T + 64 = 0,
a*[f(T) = Tfr(T)] + +6a* fr(T) = 0.

Notemos que a segunda equacao de Euler-Lagrange fornece justamente o escalar de torcao

+—+T =0,

com o qual comegamos.

Avancemos para a aplicacao do método das prolongacgoes a lagrangiana 6.18, definida
no espaco de configuracoes {a, T'}, tendo como espaco tangente {a, T, a,T'}. Serd sobre esse
espago de configuragoes (mini-superespago) que buscaremos construir a versao quantica

da cosmologia em estudo.

6 A condicdo de energia corresponde simplesmente & hamiltoniana do problema, escrita explicitamente

aqui como a transformada de Legendre da lagrangiana correspondente [41,42].
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Considerando que o gerador infinitesimal 7 pode ser expresso em termos de com-
ponentes por n = (a(a,T),7(a,T)), a primeira prolongac¢ao do gerador de Noether nesse

mini-superespago sera

o 9 o 0
Ow - .9 B AL
proX =ag +Tontag +ox

Aplicando esse gerador de simetria prolongado a lagrangiana 6.18, por meio da condigao

£x(L) = 0, chegamos a
3a*alf(T) — T fr(T)] — a’7 fro(T) — a*[6af (T)+

+6ar frr(T) + 12a(9,a) fr(T)] — 12aaT(dra) fr(T) = 0,

que, para ser satisfeita, resulta no sistema

3a’af(T) — 3a*aT fr(T) — a’7 fro(T) = 0,
afr(T) + 6ar frr(T) + 2a(0acx) fr(T') = 0,
aTCY = 0.

O sistema acima admite como solucao [123]

3
n, T == "Tam, f(T) = f,T"
n

o = OZ()CLl_ 2n

Disso, podemos concluir que o universo f(7') terd simetrias de Noether apenas se f(T')
depender de T por uma lei de poténcia da forma acima. Mais do que isso, a substituicao
de f(T') na primeira equacao de Euler-Lagrange e na condigao de energia do sistema nos
diz que f(T) = foT"/?, isto é, o pardmetro n deve ser restringido ao valor 1/2. De fato,

tomemos, por exemplo, a condi¢ao de energia
a*[f(T) — T fr(T)] + 6a° fr(T) = 0.
Substituindo f(7T") = foT™, temos que

a?[T" — nT"] + 6a*nT" " = 0.

Lembrando agora que T'= —6(a/a)?, obtemos
a2” a2n 1
W(l_n)_nW:0:>(l—2n):0:>n:§_

Para quantizarmos a cosmologia f(T'), podemos passar do mini-superspaco {a,T'}

para o {z,w} por meio das expressoes 6.16. Neste caso, teremos que

Oz 0z __
Oé% +7—37T = ]_,

w ow _
aaa+78T—O,
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que admite como solugao

2n
oy = 7&3/271, w = (Ing,
3060

que pode ser invertida, obtendo

Tt (B0) o By
2n 2n

Em termos das varidveis z e w, a lagrangiana 6.18, tomando f(7T") = foT1", fo =1

sem perda de generalidade, é reescrita como
L =w(l —n) —6nalz?wmH/m (6.19)

de onde prontamente percebemos que z é uma variavel ciclica.

A equagdo de Euler-Lagrange e a condigao de energia no mini-superespaco {z, w}
sao simplesmente
w= —6"a2" ",
nwz + wz(n — 1) =0,
sendo mais simples do que aquelas no mini-superespago {a,T'}. Aqui, temos
_ oL
0z

™

= 1205w = 2 = - 12aZnw(-1/n’

7

0 que nos permite escrever a hamiltoniana

7.[.2

2403nwn-1/n"

H=:ir—L=wn-1)+

Assim, estamos em condicao de aplicar o processo de quantizacao canonica. Pela

substituicdo de m por i0,, o formalismo construido nas se¢oes anteriores nos leva a concluir

que
Hy =0,
10, = Yg1).
Mais explicitamente,
w(n—1) = grateorm | ¢ =0,
0.9 = Yo,

em que a primeira dessas expressoes € a equacao de Wheeler-DeWitt para o universo, e a

segunda esta relacionada a conservacao de momento, cuja solucao é simplesmente
b = e,

Levando esse resultado na equacdo de Wheeler-DeWitt, temos que a funcao de onda para

um universo descrito pela cosmologia f(7) é da forma

P ~ exp{i[2aow ™Y/ /2n(n — 1)]2}.
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Conforme demonstrado por Capozziello e Lambiase [129], a existéncia de uma
simetria de Noether para um mini-superespaco atua como uma espécie de regra de selecao,
em vista do critério de Hartle, para recuperar comportamentos classicos na evolugao
césmica desde que comportamento ondulatorio para a funcao de onda do universo apareca.
Esse é precisamente o caso aqui e, conforme Bajardi e Capozziello nos mostram [123],
no caso da cosmologia f(7T) temos que o fator de escala e o escalar de tor¢gdo podem ser

escritos em termos da variavel temporal ¢ como

8n?
t) =apt™?, T(t)=-——3
a(t) = apt™", T(t) = -5,

para todo f(T) = T™, com n # 1/2. Pelo uso da condi¢do de energia nas coordenadas
{z,w}, (20; + wdy, — 1)L = 0, as equagoes podem ser limitadas para o caso n = 1/2, o que
resulta em um caso trivial. Dependendo dos valores dados para n nas expressoes acima
para a e T, podemos obter solugdes de Friedman com desacelera¢io (0 < n < 3/2) bem

como solucoes estacionarias com lei de poténcia.

6.4 Conclusao

Neste capitulo, aplicamos o método das prolongacoes no contexto das simetrias
variacionais a alguns sistemas que admitem uma formulagao lagrangiana. Como vimos, a
aplicacao permite testar conjecturas, bem como reformular teoremas, como fizemos com
o de Birkhoff. Além disso, nossa discussao nos mostrou que o método das prolongacoes

oferece uma forma direta de quantizacao para postulantes a teoria da gravitacao quantica.

A literatura no contexto que abordamos ao longo do capitulo é particularmente
farta. Nos atendo a alguns exemplos, Ahmad, Bokhari e Zaman [130] apresentam o
procedimento geral de determinacao de simetrias de Noether e quantidades conservadas
para lagrangianas construidas a partir de uma métrica lorentziana, como fizemos aqui. O
mesmo procedimento é utilizado em [131] para uma classificagdo completa do espago-tempo
de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). A discussao é feita dividindo os universos em
trés classificagdes gerais: aberto, fechado e plano. Além disso, diferentes fatores de escala

cosmica a sao considerados.

Em um trabalho de 2011 [132], Mubasher Jamil, Fazal M. Mahomed e D. Momeni
utilizam o Noether approach para estudar um modelo taquionico em um universo descrito
pela extensao f(R) da gravitacao. Naquele estudo, eles se concentram na determinagao
de funcoes potenciais taquidnicas pela aplicacao de simetrias de Noether a uma métrica
de Friedmann-Robertson-Walker plana. Simetrias de Noether também sao elementos
centrais nas investigacoes sobre as equagoes geodésicas para um espaco-tempo de Kerr

carregado [133], conduzidas por Ibrar Hussain, F. M. Mahomed e Asghar Qadir.
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Salvatore Capozziello e diversos colaboradores estudam a aplicagdo do Noether
approach em diversos problemas nos campos da astrofisica, cosmologia e da relatividade
geral. Por exemplo, com Francesco Bajardi, Capozziello publicou um livro [134] onde o
método é aplicado a uma variedade de extensoes e alternativas da teoria da relatividade
geral, como os casos f(R) e f(T'), extensoes de ordem superior e universos de Bianchi. O
estudo segue com andlises de sistemas solares, estrelas e galaxias, além de como a inflagao

e condicoes de energia surgem em certos casos.
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Conclusao

Nesta dissertacao estudamos o método das prolongacoes. Vimos como o método é
construido para as chamadas transformagoes de ponto. Como sabemos, o assunto nao foi
exaurido, pois pode também ser desenvolvido tendo em mente transformagcoes de contato,
dindmicas e assim por diante. O mesmo pode ser dito em relagao as varias técnicas de
obtencao de solugao, tanto no contexto das equacoes diferenciais ordinarias quanto no das

parciais.

No que tange as simetrias variacionais, acontece o mesmo. Em [24], o assunto é
analisado mais profundamente pelo estudo, por exemplo, de simetrias generalizadas. Além
disso, como poderiamos esperar, o método das prolongacoes pode ser estendido as fungoes
hamiltonianas, que, de fato, podem ser obtidas a partir das lagrangianas via transformagoes
de Legendre, que sao exemplos de transformagoes de contato [23]. Em [24] e [85], isso é
explorado em profundidade. De fato, a segunda referéncia vai além e se envereda pelo
procedimento de segunda quantizagao, o que deve encontrar ressonancia com o Noether

approach explorado na secao final do sexto capitulo.

Buscamos apresentar o método e ilustra-lo por meio de problemas comuns a areas
diversas da fisica. Nesse sentido, o leitor ndo deve nutrir a falsa percepcao de que o
procedimento aqui exposto é de aplicacao limitada. Na verdade, ele é de abrangéncia geral,
desde que as condigoes das diversas defini¢oes, teoremas e outros constructos matematicos
sejam respeitadas. Portanto, os leitores das mais diversas areas da fisica, da astrofisica a
matéria condensada, da fisica matematica a cosmologia e a fisica de particulas, podem

encontrar nessas paginas conteiido que pode ser 1til aos propésitos que porventura tenham.

A aplicagdo do formalismo a sistemas fisicos, detalhada na Parte II, transcendeu a
mera exemplificacdo, revelando conexdes profundas e resultados significativos. A analise
da equagao de Burgers, por exemplo, nao apenas determinou sua algebra de simetria,
mas também explicitou sua relagao fundamental com a equacao do calor através da
transformacao de Cole-Hopf — uma equivaléncia que se manifesta na isomorfia entre
suas respectivas algebras de Lie. Para a equacao de Korteweg-De Vries, demonstrou-se
como diferentes geradores (translacao, escala e Galileu) sistematicamente reduzem a
equacao a diferentes classes de solugoes, incluindo as ondas solitarias e as transcendentes
de Painlevé. No dominio da Relatividade Geral, a abordagem de Noether proporcionou
uma reformulagao elegante do Teorema de Birkhoff, provando que a simetria esférica no
vacuo implica a existéncia de um vetor de Killing tipo-tempo adicional. Finalmente, o
método demonstrou seu poder preditivo ao atuar como um critério de selecao para modelos

cosmolégicos, restringindo a forma funcional da gravidade f(T) aquela que admite uma,
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simetria de Noether, viabilizando assim a quantizacao canodnica do sistema e a obtencao

da funcao de onda do universo.

Neste espirito, o dominio do método das prolongacoes, consolidado ao longo desta
dissertacao, revela-se uma ferramenta de grande valia para a pesquisa em fisica tedrica.
A capacidade, agora estabelecida, de identificar sistematicamente as simetrias de Lie
e seus geradores habilita uma andlise mais profunda da estrutura dos problemas de
fronteira e oferece um caminho rigoroso para superar os desafios inerentes a eles. Desta
forma, o conhecimento adquirido neste projeto de mestrado constitui a base técnica para
investigagoes futuras e avangadas nos campos da cosmologia, fisica de particulas e no

problema da gravitacdo quantica.

Como desdobramento natural desta pesquisa, o Noether Approach, explorado no
Capitulo 6, serd aplicado a teorias de gravidade modificada, como modelos f(R,T), para
investigar a existéncia de novas quantidades conservadas e selecionar modelos fenomenologi-
camente viaveis. Em particular, a técnica de encontrar variaveis ciclicas sera utilizada para
simplificar a quantizagdo candnica desses modelos, buscando uma melhor compreensao da
funcao de onda do universo em cenarios que vao além da relatividade Geral. Esta linha
de investigagao representa o proximo passo logico, utilizando o arcabouco teodrico e com-
putacional aqui consolidado para abordar questoes em aberto na fronteira da cosmologia

quantica.
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APENDICE A - Férmula de Jacobi

Neste apéndice, apresentamos a derivacao da Formula de Jacobi, uma identidade
fundamental no cdlculo matricial. Esta formula € utilizada no Capitulo 4, durante a
prova do Teorema 4.3, para calcular a variacao do determinante do Jacobiano de uma
transformacao de coordenadas, um passo crucial para estabelecer o critério de invariancia

para simetrias variactonais.

No célculo matricial, a férmula de Jacobi expressa a derivada do determinante
de uma matriz A em termos de sua matriz adjunta e da derivada de A. Neste apéndice,

apresentaremos a féormula como um teorema e a demonstraremos em seguida.

Teorema A.1l

Para o mapeamento diferenciavel A dos niimeros reais nas matrizes reais n X n, vale

que

d o dA
%(det A)="Tr (AdJ(A)dt> :

Prova A.1

Seja A uma matriz diferenciavel e tal que A = BC'. Entao,
Tr(A*A) = Te((BC) Y(BCY) = Tr(C'B~Y(B'C + BC")) =

=Tr(C'B'B'O) + Tr(C'B'BC') =
=Tr(CC'B'B) + Tr(C7'C") = Te(B™'B') + Tr(C~' ("),

onde foi utilizada a propriedade de ciclicidade do trago. Em particular, se L é uma

matriz invertivel, entdo I = L~'L. Assim, pelo raciocinio anterior,

Tr(I7') =0=Tr(L(L™") + Tr(L7'L). (A1)

Como A possui autovalores distintos, existe uma matriz diferencidavel L tal
que A= L7'DL, com D diagonal. Agora, sejam \;, i = 1,- - -, n, os autovalores de A.

Logo,
(det A)’ A; 17y -1 —1/7-1 '
= <L =Tr(DD") =Tr((L AL LALY) =
A =2 =TT = (AL (7 ALy)




APENDICE A. Férmula de Jacobi 203

=Tr(AAT'L(L™Y) + Tr(APA) + Te(L7'L) = Tr(A™1A)),
através do uso da relagdo A.1. Assim,

(det A)/ o —1 A/ d o —1 A7\ __
L S TH(ATA) = (et A) = (det AYTr(A1A) =

= Tr((det A)A'A") = Tr (Adj(A)CZ;l> ;

onde Adj(A)(dA/dt) = (det A)A~'A’ define a matriz adjunta de A.
Assim,

d ., L dA
%(det A)="Tr (AdJ(A)dt> )

que é a conhecida féormula de Jacobi para a derivada do determinante de uma matriz.

]
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APENDICE B — Equacio de Navier-Stokes

Este apéndice € dedicado a derivacao da equagdo de Navier-Stokes para fluidos
incompressiveis [146, 147], partindo dos primeiros principios de conservagao de massa e
momento. A equacdo de Burgers, analisada em detalhe no Capitulo 5, € uma simplificagcdo
unidimensional da equacao de Navier-Stokes e descreve o balango entre conveccdo nao

linear e difusdo viscosa, cujas bases fisicas sao estabelecidas aqui.

Principios Fundamentais e a Hipdtese do Continuo

Neste apéndice, derivaremos as equagoes de Navier-Stokes para fluidos incom-
pressiveis. A derivagao serd autocontida, com todos os conceitos e resultados relevantes

devidamente apresentados.

Comecemos definindo propriedades intensivas e extensivas de fluidos. Uma proprie-
dade intensiva nao depende do volume de medida (ex: pressao, densidade). Propriedades
extensivas dependem (ex: massa, volume). As equagdes de Navier-Stokes lidam principal-

mente com a relacao entre as propriedades intensivas pressao e velocidade.

Adotaremos a hipdétese do continuo: lidaremos com um fluido macroscépico,
ignorando sua natureza discreta. Assumiremos que as propriedades do fluido podem ser

descritas por fungoes continuas e infinitamente diferenciaveis.

Conservacao da Massa: A Equacao da Continuidade

A lei da conservagao da massa enuncia que a quantidade de matéria em um sistema
isolado permanece constante. Para um volume de controle arbitrario V, a taxa de variacao
da massa total M dentro do volume deve ser igual ao fluxo liquido de massa através de
sua fronteira OV .

A massa total é M = [i, pdV, e sua taxa de variacao é % = [y %d\/.

O fluxo de massa para fora através de um elemento de superficie dA = ndA é
pu-dA. O fluxo total para fora é §,,, pu-dA. A conservacdo da massa implica que a taxa

de aumento de massa é o negativo do fluxo para fora:

dp
—dV = — -dA.
/V ot v ol

Usando o Teorema da Divergéncia no lado direito, temos:

/ngdvz—/vv.(pu)dv.
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Como esta equacao deve valer para qualquer volume V, o integrando deve ser nulo, o que
nos leva a equagao da continuidade:

dp B
E+V-(pu)—0.

Conservacao do Momento: A Equacao de Cauchy

A segunda lei de Newton para um volume de fluido afirma que a taxa de variacao
do momento total é igual a soma das forgas aplicadas. As forcas podem ser divididas em
forgas de corpo (f), que atuam sobre o volume (ex: gravidade), e forgas de superficie,

que atuam na fronteira do volume (pressdo e tensoes viscosas).

A forca de superficie é descrita pelo tensor de tensoes o. A forga por unidade de

drea em uma superficie com normal 7 é T = o -f. A forca total de superficie é $oy 0 - dA.

A segunda lei de Newton para o fluido no volume V é:

D
—/pudvz/pfdv+7§ o dA.
Dt Jv 1% oV

Usando o Teorema da Divergéncia no termo de superficie e o Teorema do Transporte de

Reynolds no termo de momento, chegamos a forma diferencial, conhecida como equacgao
de momento de Cauchy:

Du ou

— = — u-Vju| =pf +V-o.

P p<8t+( )) pf+V.o

O Fluido Newtoniano e o Tensor de Tensoes

Para prosseguir, precisamos de um modelo constitutivo para o tensor de tensoes o.
Para um fluido em repouso, a tinica tensao ¢é a pressao hidrostatica isotrépica, o = —pl,
onde I é o tensor identidade. Para um fluido em movimento, hé tensoes adicionais devido

a viscosidade.

Para um fluido Newtoniano, assume-se que a parte viscosa do tensor de tensoes
(tensor de tensoes devionico, ) é linearmente proporcional ao tensor de taxa de deformagao

e = 3(Vu+ (Vu)”). A relacao completa para um fluido isotrépico é:
o=-—pl+717=—pl+2ue+ AV -u)l.

onde p é a viscosidade dinamica e A é a segunda viscosidade.

A Equacao de Navier-Stokes para Fluidos Incompressiveis

Para um fluido incompressivel, a densidade p é constante. A equagao da conti-

nuidade simplifica para:
V-u=0.
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Com V -u = 0, o tensor de tensoes se torna ¢ = —pl + 2ue. O termo da divergéncia do

tensor de tensoes é:
V.o=-Vp+V-(2ue) = —Vp+ pu(Vu+V(V-u)).

Como V - u = 0, isso se simplifica para V-0 = —Vp + pV>3u.

Substituindo este resultado na equacao de momento de Cauchy, obtemos a equagao

de Navier-Stokes para um fluido Newtoniano incompressivel:

p (%ltl + (u-V)u) = pf — Vp+ uV2u

Dividindo por p e definindo a viscosidade cinemética v = p1/p, a equacao é frequentemente

escrita como:

1
(?;+(u~V)u:f—pr+VV2u.
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APENDICE C - Transformacio de Cole-Hopf

A Transformagao de Cole-Hopf € uma ferramenta matemdtica poderosa que lineariza
a equagdo de Burgers, mapeando-a na equagdo do calor. Neste apéndice, derivamos esta
transformacao e demonstramos como ela funciona. A sua importancia é central para
a conclusao da andlise de simetria no Capitulo 5, onde se mostra que as dlgebras de
Lie das duas equagoes sao isomorficas, um fato que é elegantemente explicado por esta

transformacgdo.

A transformacao de Cole-Hopf é uma mudanca de variaveis que permite a trans-
formagao de um tipo especial de PDE parabdlica com uma nao linearidade quadratica em

uma equacao do calor linear. Para vermos isso, consideremos a PDE
uy — aVu + b||Vu||* = 0, (C.1)

com u(0,x) = f(x). Aqui, x € R", a e b sdo constantes. Além disso, || - || ¢ a norma

euclidiana em R".
Seja w = ¢(u), com ¢(-) sendo uma fungao suave desconhecida. Para w, temos que
w; = guy, Vw=¢'Vu, Vw=¢Vu+¢"||Vull?,
onde ¢/ = d¢/du. Substituindo C.1 na expressao para wy, temos que

wy = ¢'uy = ¢'(u)(aV?u — || Vul[*) = ad! (u) Vu — b/ (u) || Vul . (C.2)

Substituindo a expressao de V2w no primeiro termo de C.2, obtemos
wy = a(V*w — ¢" (u)|[Vaul[?) = b¢' (u)[|Vul|* = aV*w — (ag" (u) + b¢' (u))[Vul[*.

Mas, se restringirmos ¢ para satisfazer a¢”(u) + b¢/'(u) = 0, temos que a equagao acima se
torna

wy = Vw, (C.3)
que é a equagao do calor.

Para satisfazermos a restrigdo que impusemos acima, podemos tomar ¢(u) = ebula,

Portanto,

que é justamente a transformacao de Cole-Hopf.
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De posse da transformagao, o problema de valor inicial pode ser reescrito como
w; — Vw =0, w(0,x)= el 0,
A solugao para esse problema é [148]

1 lx=y112 _b
— - p —gf(}’)
withx) = (4mat)n/? /R" © ay-

Porém, pela relagao entre w e u,

a a 1 Ix—yl1% b
—_ [ - " Zat —gf(Y)
u blnw:>u bln l( t)n/2/n€ dy . <C4)

C.1 Aplicacdo a Equacao de Burgers Viscosa
Consideremos a equacao de Burgers viscosa, com n = 1, dada por

Up — AUy + ut, =0, em R x [0, 00),

u=f sobre R x [0, 00).
Tomando
wie,t) = [ uly.dy, e g@) = [ gy
temos que

Wy — awg, + 3u2 =0, em R x [0, 00),
w = h, sobre R x [0, c0),

que é da forma C.1 para n = 1, b = 1/2. Portanto, pela aplicagdo da expressao C.4, w(z,t)

¢é dado por

2
_lz=yll® b

e~ 4dat Eh(y)dy .

w = —2aln [

1
(4mat)™/? /IR”
Contudo, dado que u = w,, a derivacao dessa equacao resulta em

I w@_nafm\?_w

oo 1 4at 2a y
u(x, t) - _llz—9l12 _h») ’

o0 e 20" dy

(x eR, t>0),

que é uma solugao da equacao de Burgers viscosa com a condi¢ao de contorno estipulada.
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