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Resumo

O método das prolongações, desenvolvido a partir dos estudos pioneiros de Sophus Lie

entre as décadas de 1870 e 1890, é uma técnica matemática que permite a determinação

de geradores de transformações contínuas que atuam como simetrias, isto é, que mapeiam

soluções em soluções de equações diferenciais. Nosso intuito no presente trabalho será

estudar o método e investigar como ele pode ser aplicado à física.

Primeiramente, estudaremos o método das prolongações minuciosamente. Após uma

necessária revisão geral, construiremos o método no contexto de equações diferenciais,

visando transformações de ponto. Em seguida, faremos o mesmo no contexto dos problemas

variacionais, dotados de lagrangianas, de onde surgirão as chamadas simetrias variacionais

e resultados relevantes associados.

Em seguida, devotaremos nossa atenção à aplicabilidade do formalismo à física. Faremos

isso de tal forma a explorar os resultados derivados nos primeiros capítulos. O método

será aplicado a duas equações de interesse físico: as equações de Burgers e de Korteweg e

De Vries. Além disso, enveredaremos pelos campos da relatividade geral e da cosmologia,

e veremos como o método das prolongações pode nos ajudar na resolução de questões

presentes nessas áreas. Teremos também a oportunidade de aprender como podemos aplicar

nossos estudos ao problema da quantização da gravitação.

Palavras-chave: simetrias; prolongações; grupos de Lie; variedades.



Abstract

The method of prolongations, developed from the pioneering studies of Sophus Lie between

the 1870s and 1890s, is a mathematical technique that allows the determination of

generators of continuous transformations that act as symmetries, i.e., that map solutions

onto solutions, of differential equations. Our aim in the present work will be to study the

method and investigate how it can be applied to physics.

Firstly, we will study the method of prolongations in detail. After a necessary general

review, we will construct the method in the context of differential equations, aiming at

point transformations. Then, we will do the same in the context of variational problems,

equipped with lagrangians, from which the so-called variational symmetries and very

important associated results will arise.

Next, we will turn our attention to the applicability of the formalism to physics. We will

do this in order to explore the results derived in the first chapters. The method will be

applied to two equations of physical interest: the Burgers and Korteweg-De Vries equations.

In addition, we will venture into the fields of general relativity and cosmology and see how

the method of prolongations can help us solve problems in these areas. We will also have

the opportunity to learn how we can apply our studies to the problem of quantization of

gravitation.

Keywords: symmetries; prolongations; Lie groups; manifolds.
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1 Introdução

A Jornada da Simetria: Do Formalismo de Lie às Fronteiras da Física

A busca por princípios unificadores é a força motriz da física teórica. Nesta jornada

intelectual, o conceito de simetria emergiu não como uma mera curiosidade estética, mas

como a linguagem fundamental para articular as leis da natureza. As simetrias, longe de

serem passivas, ditam as regras do universo: por meio do teorema de Noether, elas se

revelam como a origem das leis de conservação — conectando a invariância por translações

espaciais à conservação do momento, por exemplo — e, de forma ainda mais profunda,

servem como o princípio construtivo para as teorias mais fundamentais que possuímos.

Na física moderna, postular uma simetria é o primeiro passo para derivar a própria

dinâmica das interações, como visto na Relatividade Geral e no Modelo Padrão da física de

partículas. Portanto, a tarefa de um físico teórico passa, invariavelmente, pela identificação

e exploração das simetrias inerentes a um sistema, pois nelas reside a chave para desvendar

sua estrutura íntima.

Contudo, a gramática na qual as leis da física são escritas — as equações diferenciais

— apresenta um desafio formidável. A maioria dos fenômenos de fronteira, da dinâmica de

fluidos à cosmologia, é descrita por equações não lineares de difícil solução. Historicamente,

a resolução destes problemas dependia de métodos ad hoc, substituições engenhosas e uma

intuição quase artística, carecendo de um princípio unificador. Foi como uma resposta

sistemática e revolucionária a este desafio que o trabalho de Sophus Lie se consolidou.

O Método das Prolongações, peça central de sua teoria, transformou a arte de resolver

equações em uma ciência algorítmica. Ao desenvolver um procedimento para estender

a ação de um grupo de transformações ao espaço que inclui as derivadas, Lie ofereceu

uma ferramenta poderosa para encontrar sistematicamente todas as simetrias de ponto de

uma equação e, a partir delas, simplificá-la ou resolvê-la. Esta dissertação apresenta um

estudo aprofundado do método das prolongações, demonstrando como esta abordagem,

fundamentada na teoria dos grupos de Lie, oferece um arcabouço unificador para a análise

de equações diferenciais de relevância física.

Para atingir tal objetivo, o trabalho foi estruturado em duas partes que guiam o

leitor da fundamentação teórica à aplicação prática. A Parte I é dedicada à construção

rigorosa do formalismo matemático, iniciando com uma revisão dos preliminares de grupos,

topologia e álgebras de Lie (Capítulo 2), que constituem os alicerces da teoria. Em seguida,

o método das prolongações é desenvolvido em detalhe para a determinação de simetrias

de ponto (Capítulo 3), o coração técnico da dissertação. Esta parte culmina na análise

de sistemas variacionais (Capítulo 4), onde a profunda conexão entre simetrias e leis de
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conservação é formalizada através do teorema de Noether. A Parte II transita da teoria à

prática, aplicando o ferramental desenvolvido a sistemas físicos canônicos. Primeiramente,

o método é empregado na análise de equações da dinâmica de fluidos, como as de Burgers

e de Korteweg-De Vries (KdV), para obter suas simetrias e construir soluções exatas

(Capítulo 5). Por fim, a investigação avança para o domínio da relatividade geral e da

cosmologia (Capítulo 6), onde a distinção conceitual entre as isometrias geométricas

(vetores de Killing) e as simetrias da ação (simetrias de Noether) se torna crucial, e

o formalismo é aplicado até mesmo em questões relativas à quantização da gravitação,

demonstrando a vasta aplicabilidade da teoria.

Este percurso, do abstrato ao aplicado, demonstra o poder e a universalidade do

método de Lie. O estudo evidencia como um único princípio — a busca por invariância —

unifica a análise de sistemas físicos aparentemente desconexos, revelando que os geradores

de Lie se manifestam ora como translações espaciais, ora como transformações de escala

ou de Galileu, com interpretações físicas distintas em cada contexto. Mais do que um

exercício técnico, esta dissertação representa um rito de passagem: a consolidação de uma

base sólida que habilita o autor a deixar de ser um consumidor de conhecimento para se

tornar um especialista pronto para aplicar uma técnica poderosa a problemas de fronteira.

O domínio aqui demonstrado capacita a abordagem de áreas de pesquisa avançada, como

teorias modificadas da gravitação, modelos em matéria condensada e cosmologia quântica,

servindo como uma etapa fundamental e bem-sucedida na jornada de formação de um

físico teórico.



Parte I

O Método das Prolongações
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2 Preliminares Matemáticos

O método das prolongações, tema da presente dissertação, exige conhecimento

básico a respeito de tópicos elementares relacionados à teoria de grupos e topologia. É

intuito do presente capítulo apresentar os elementos necessários de forma superficial, mas

suficiente para um entendimento pormenorizado da construção que será feita em capítulos

posteriores.

2.1 Elementos Gerais de Teoria de Grupos

Definição 2.1: Grupo

Seja G um conjunto não vazio, munido de uma operação binária denotada por •.
Diz-se que a estrutura (G, •) forma um grupo se as seguintes propriedades forem

verificadas [1]:

i Existe uma operação (•), denominada produto do grupo, tal que gi•gj = gk ∈ G
∀ gi, gj ∈ G. Em outros termos, o grupo é fechado sobre essa operação.

ii Existe uma elemento e ∈ G, tal que e • g = g • e = g, ∀ g ∈ G. A esse elemento

é dado o nome identidade do grupo;

iii Para todo g ∈ G, existe um elemento g−1 ∈ G tal que gg−1 = g−1g = e. Ao

elemento g−1 damos o nome de inverso de g;

iv Todos os elementos de G satisfazem a propriedade de associatividade. Isto é,

∀ gi, gj, e gk ∈ G, vale que (gi • gj) • gk = gi • (gj • gk).

Exemplo 2.1: Conjunto dos Números Inteiros

Usando a definição 2.1, mostremos que, sob a operação usual de soma, o conjunto

dos números inteiros Z forma um grupo. Primeiramente, sejam g e h ∈ Z, sabemos

da álgebra elementar que g + h ∈ Z. Ainda, zero é o elemento identidade desse

grupo, pois g + 0 = g, ∀ g ∈ Z. Por sua vez, a associatividade é verificada por

ser uma propriedade da operação de soma. Por fim, ∀ g ∈ Z, ∃ g−1 = −g, tal que

g • g−1 = g − g = 0 = identidade. Analogamente, os conjuntos dos reais R e dos

complexos C formarão grupos sob a mesma operação.
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A um grupo finito, isto é, grupo com número finito de elementos, pode ser associada

uma tabela multiplicativa. Nessa tabela, o elemento correspondente à linha gi e à coluna

gj corresponde à operação gi • gj. Na tabela 1 é apresentada a tabela multiplicativa do

grupo diedral discutido no exemplo anterior.

• I R120 R240 SA SB SC

I I R120 R240 SA SB SC

R120 R120 R240 I SC SA SB

R240 R240 I R120 SB SC SA

SA SA SB SC I R120 R240

SB SB SC SA R240 I R120

SC SC SA SB R120 R240 I

Tabela 1 – Tabela de multiplicativa das transformações de simetria de um triângulo
equilátero.

Analisando cuidadosamente a tabela 1, é possível notar que não há uma repetição

de um mesmo elemento em determinada linha ou coluna. Esse fato não é mera coincidência,

mas sim uma propriedade presente na tabela multiplicativa de qualquer grupo finito, e é

uma consequência do teorema abaixo.

Teorema 2.1: Teorema do Rearranjo

Para qualquer elemento g de um grupo G, o conjunto gG = {g •g′ | g′ ∈ G} é idêntico

ao próprio conjunto G.

Prova 2.1

Para provar a igualdade gG = G, demonstraremos as duas inclusões de conjuntos:

gG ⊆ G e G ⊆ gG.

1. Prova de que gG ⊆ G (Primeira Inclusão):

Seja h um elemento qualquer do conjunto gG. Por definição, h pode ser escrito

como h = g • g′ para algum g′ ∈ G. Como g e g′ são elementos de G, e G é

fechado sob a operação de grupo •, o resultado g • g′ deve, necessariamente,

pertencer a G. Portanto, h ∈ G, o que prova que todo elemento de gG também

é um elemento de G.

2. Prova de que G ⊆ gG (Segunda Inclusão):

Seja h um elemento qualquer do grupo G. Precisamos mostrar que h pode ser

escrito na forma g • g′ para algum g′ ∈ G. Consideremos o elemento g′ = g−1 •h.
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Como g ∈ G, seu inverso g−1 também pertence a G. Visto que g−1 ∈ G e h ∈ G,

o produto g−1 • h também deve pertencer a G pela propriedade de fechamento.

Agora, multiplicando g por este g′, obtemos:

g • g′ = g • (g−1 • h) = (g • g−1) • h = e • h = h

Onde e é o elemento identidade. Assim, para qualquer h ∈ G, encontramos um

elemento g′ ∈ G tal que h = g • g′, o que prova que h ∈ gG.

Como demonstramos que gG ⊆ G e G ⊆ gG, concluímos que gG = G. (Um

argumento análogo prova que Gg = G).

Do teorema do rearranjo, temos o seguinte corolário:

Corolário 2.1

Em uma tabela de multiplicação de um grupo (tabela de Cayley), cada elemento do

grupo aparece exatamente uma vez em cada linha e em cada coluna.

Prova 2.2

Consideremos a linha correspondente ao elemento g. Pelo teorema do rearranjo,

essa linha (o conjunto gG) contém todos os elementos de G. Para provar que cada

elemento aparece apenas uma vez, suponha que um elemento h apareça duas vezes.

Isso implicaria que existem dois elementos distintos gr, gs ∈ G (com gr ̸= gs) tais que:

g • gr = h e g • gs = h.

Igualando as expressões, temos g•gr = g•gs. Multiplicando ambos os lados à esquerda

pelo inverso g−1, obtemos:

g−1 • (g • gr) = g−1 • (g • gs) =⇒ (g−1 • g) • gr =

= (g−1 • g) • gs =⇒ e • gr = e • gs =⇒ gr = gs.

Isso contradiz nossa hipótese inicial de que gr ̸= gs. Portanto, cada elemento pode

aparecer no máximo uma vez na linha. Como a linha contém todos os elementos de

G, concluímos que cada elemento aparece exatamente uma vez.

Os dois exemplos anteriores se distinguem de uma forma fundamental: o grupo dos

inteiros sob a operação de adição é tal que a operação entre elementos quaisquer conduz

ao mesmo resultado independentemente da ordem na qual esses elementos são somados.
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Porém, o mesmo não ocorre entre os elementos do grupo diedral. Essa observação conduz

a uma importante classificação fundamental em teoria de grupos.

Definição 2.2: Grupos Abelianos e Não-Abelianos

Sejam gi e gj ∈ G. G é dito abeliano se gi • gj = gj • gi. Caso contrário, tal grupo é

dito não-abeliano.

Definição 2.3: Homomorfismo

Dados dois grupos (G, •) e (H, ▲), diz-se que f : G → H é um homomorfismo se

f(g1 • g2) = f(g1)▲f(g2), ∀ g1, g2 ∈ G. Se o homomorfismo também for uma bijeção,

diz-se que ele é um isomorfismo. Dois grupos são ditos isomorfos, denotado por

G ⋍ H, quando existir um isomorfismo f : G → H.

Apliquemos agora a definição 2.3 a um exemplo muito simples:

Exemplo 2.3: Homomorfismo entre U(1) e R

Consideremos o grupo multiplicativo dos números complexos de módulo unitário,

denotado por U(1). Cada elemento de U(1) pode ser escrito na forma eix, x ∈ R, e

tal que exey = ex+y define a operação multiplicativa do mesmo.

A própria definição de U(1) provê um mapeamento entre qualquer elemento

desse grupo com elementos do grupo dos reais (sob a operação de soma). De fato, é

direto mostrar que f(x + y) = ei(x+y) = eixeiy = f(x)f(y). Assim, em consonância

com a definição 2.3, o mapeamento f : R→ U(1) configura um homomorfismo.

Entretanto, esse mapeamento não é um isomorfismo, pois f(x + 2nπ) =

ei(x+2nπ) = eixe2nπ = eix = f(x) ∀ n ∈ Z. Ou seja, há um número infinito de elementos

de R que são levados por f na mesma imagem em U(1).

Seguindo de maneira direta nossa construção até aqui, pode-se definir um subgrupo

da forma como se segue:

Definição 2.4: Subgrupo

Dado um conjunto H ⊂ G, com G sendo um grupo, diz-se que H é subgrupo de G se

seus elementos formarem um grupo com a mesma operação de multiplicação definida

para G.
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Por consequência da definição acima, dois subgrupos triviais a um grupo G são

o conjunto que contém apenas o elemento identidade I e o próprio G. Qualquer outro

subgrupo de G é dito subgrupo próprio de G.

A título de exemplo, o subconjunto dos inteiros positivos, N = {1, 2, 3, · · ·},
conhecido comumente como conjunto dos números naturais, forma um subgrupo do grupo

dos inteiros discutido no exemplo 2.1.

2.2 Elementos Gerais de Topologia

Até aqui, exploramos a estrutura puramente algébrica dos grupos. Contudo, o

trabalho de Sophus Lie reside precisamente na fusão desta álgebra com a geometria. Para

que os grupos possam descrever transformações contínuas — como rotações ou translações

no espaço — seus elementos precisam ser identificados com pontos em um espaço que

possua noções de proximidade e continuidade. A linguagem matemática que formaliza

estas noções é a topologia, que servirá como o alicerce para definirmos o conceito de

variedade diferenciável, a arena geométrica onde os grupos de Lie atuam.

Definição 2.5: Espaço Topológico

Um espaço topológico é um conjunto M, dotado de uma coleção de subconjuntos U,

chamados de conjuntos abertos, tal que [2, 3]:

i. O conjunto vazio ∅ e o próprio M estão contidos em U;

ii. Dados dois conjuntos abertos U1 e U2, U1∩ U2 também é um conjunto aberto;

iii. A união de qualquer coleção de conjuntos abertos é aberta.

A U damos o nome de topologia.

Exemplo 2.4

Seja o conjunto discreto U = {M,∅, {a}, {b}, {a, b}}, onde M = {a, b, c}. Esse con-

junto forma um espaço topológico, pois as três propriedades apresentadas na definição

2.5 são satisfeitas. Por outro lado, o conjunto discreto V= {M,∅, {a}, {c}, {a, b}}
não é um espaço topológico, pois a união de {a} com {b}, isto é, {a, b}, não faz parte

de V.

Além disso, é possível definir se os elementos de U são fechados. Para tal, diz-se

que um subconjunto F ⊆M é fechado se o seu complemento é aberto.
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Exemplo 2.5

Consideremos novamente o conjunto discreto que analisamos no exemplo 2.4. Tomando

como conjuntos abertos ∅, M , {a}, {b}, {a, b}, temos que os respectivos conjuntos

fechados serão M , ∅, {b, c}, {a, c} e {c}. Nota-se que M e ∅ são tanto abertos quanto

fechados. Por sua vez, {a} é apenas aberto e {c} é apenas fechado. Pode haver casos,

o que não ocorre aqui, em que há conjuntos que não são abertos nem fechados.

Definição 2.6: Vizinhança

Seja x um ponto de um espaço topológico M. Chama-se de vizinhança de x qualquer

conjunto aberto contido em M que contém x.

Definição 2.7: Hausdorff

Diz-se que um espaço topológico M é Hausdorff se quaisquer dois pontos distintos

possuem vizinhanças cuja intersecção é o conjunto vazio. Isto é, se x e y ∈ M, existem

subconjuntos abertos U, V tais que U ∩ V = ∅, com x ∈ U e y ∈ V .

Definição 2.8: Homeomorfismo

Sejam M e N dois espaços topológicos. Se existe um mapeamento f : M → N que

é injetor e tal que o mapa inverso f−1 : N → M existe e, além disso, f e f−1 são

contínuos, então f é um homeomorfismo e os espaços topológicos M e N são ditos

equivalentes.

2.2.1 Variedades

Definição 2.9: Variedades

Define-se uma variedade [2, 4] como um espaço topológico de Hausdorff que é

localmente homeomorfo a R
n. Ou seja, à luz da definição 2.7, uma variedade é

um espaço topológico que é localmente equivalente a R
n. Em outros termos, uma

variedade é definida pela introdução de um conjunto de vizinhanças Ui cobrindo o

espaço topológico de forma que cada Ui é subespaço de R
n.
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Obviamente, o espaço tangente possui a estrutura de um espaço vetorial, pois é

fechado na soma, isto é (XP + YP )(f) = XP (f) + YP (f), e na multiplicação por escalar

a ·XP (f) = a · (XP (f)). Além disso, há um vetor nulo tal que 0P (f) = 0 ∀ f ∈ F (P ).

Definição 2.18

Seja γ : I →M uma curva em M , segundo a definição 2.14. O vetor tangente a γ no

ponto P = γ(t0) ∈M é a derivada γ
′
(t0), definida ∀ f ∈ F (P ) por

γ
′

(t0)(f) =
d(f ◦ γ)

dt

∣

∣

∣

∣

∣

t=t0

.

Definição 2.19: Campo Vetorial

Seja TP (M) o espaço tangente à variedade M no ponto P, e T (M) = UP ∈XTP (M).

Um campo vetorial é uma aplicação X : M → T (M), P → XP . Posto de outra

forma, um campo vetorial é uma aplicação que a cada ponto da variedade associa um

vetor tangente a essa variedade.

Tomando como F (M) o espaço das funções de classe C∞ sobre toda a variedade,

um campo vetorial é um elemento do espaço das aplicações lineares de F (M) em F (M)

satisfazendo a regra de Leibniz. Temos, portanto, ∀ f, g ∈ F (M), ∀ a, b ∈ R,

X(a · f + b · g) = a ·X(f) + b ·X(g),

e

X(f · g) = X(f) · g + f ·X(g),

onde X : F (M)→ F (M).

O vetor tangente XP no ponto P ∈M , que é um elemento do espaço das aplicações

lineares de F (P ) em R, é dado por XP (f) = (Xf)(P ). O lado esquerdo é visto como a

restrição de f ∈ F (M) em F (P ).

2.3 Grupos e Algebras de Lie

Tendo estabelecido a estrutura da variedade diferenciável como um espaço que

localmente se assemelha ao espaço euclidiano, estamos agora em posição de unir os conceitos

algébricos e geométricos. Um Grupo de Lie é precisamente um objeto matemático que

é, simultaneamente, um grupo e uma variedade diferenciável, com a exigência de que as
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operações de grupo (multiplicação e inversão) sejam suaves. Esta dupla natureza é o que

confere a eles o poder de descrever as simetrias contínuas da física.

Um grupo de Lie é um conjunto de elementos que satisfaz todos os axiomas

esperados de um grupo (definição 2.1), bem como todos os requerimentos exigidos para ser

uma variedade diferenciável (após a definição 2.12). Nesse sentido, a estrutura geométrica

de um grupo de Lie surge da identificação de cada elemento do grupo com um ponto em

um dado espaço topológico (gi → g(x)) [6].

Devido à sua estrutura de variedade, podemos associar a elementos de tais grupos

noções como espaços tangentes, campos vetoriais, derivação sobre curvas, etc. Além

disso, devido à natureza de grupo, conceitos relacionados ainda permanecem disponíveis.

Naturalmente, a riqueza de ferramentas disponíveis para um grupo de Lie deve ser

consistente com sua estrutura de grupo e de variedade diferenciável [7].

Definição 2.20: Grupos de Lie

Seja Mn uma variedade diferenciável. Essa variedade será um grupo de Lie se as

operações de grupo puderem ser parametrizadas (g(x), x ∈ Mn), com o produto

definido por g(x)•g(y) = g(z), onde x, y e z são coordenadas de Mn, cuja dependência

é especificada por meio de uma função na forma z = ϕ(x,y).

Além disso, devem ser verificadas duas propriedades:

i Suavidade do mapa de composição do grupo: O mapa z = ϕ(x,y), resultante

de g(x) ◦ g(y) = g(z), deve ser diferenciável;

ii Suavidade do mapa de inversão do grupo: O mapa de inversão do grupo

y = ψ(x), definido por meio da operação g−1(y) = g(x), deve ser diferenciável.

Exemplo 2.8: O Grupo SO(2)

O grupo das matrizes ortogonais especiais SO(2), associado a rotações no espaço

bidimensional, é um grupo de Lie. Por definição, SO(2) = {A ∈ M(2,R)|AA⊤ =

A⊤A = I, det(A) = 1}, que pode ser representado matricialmente por

A =





cos θ − sin θ

sin θ cos θ



 ,

com 0 ≤ θ ≤ 2π.

Por essa representação, se torna claro que todo e qualquer elemento de SO(2)

pode ser parametrizado de maneira contínua e diferenciável pelo ângulo θ, e isso
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confere ao grupo uma estrutura de variedade diferenciável. Tal variedade corresponde

à circunferência unitária S(1).

2.3.1 Grupos de Transformações Uniparamétricas

Definição 2.21: Grupos de Transformações Uniparamétricas

Seja uma região D ⊂ R
n, e seja x = (x1, x2, · · ·, xn) coordenadas nessa região. O

conjunto de transformações

x̃ = X(x, ϵ)

forma um grupo de transformações uniparamétricas, com ϵ em S ⊂ R, onde

ϕ(ϵ, δ) define uma lei de composição entre ϵ e δ em S, se forem satisfeitas as condições:

i Para cada ϵ ∈ S, as transformações são 1:1 (bijetivas) em D. Portanto, x̃ ∈ D;

ii S com a lei de composição ϕ forma um grupo;

iii Para cada x ∈ D, há um elemento ϵ = ϵ0, denominado identidade, tal que

x̃ = x;

iv Se x̃ = X(x, ϵ), e ˜̃x = X(x̃, δ), então

˜̃x = X(x, ϕ(ϵ, δ)).

Definição 2.22: Grupos de Lie de Transformações Uniparamétricas

Um grupo de Lie de transformações uniparamétricas é um grupo de Lie que,

além de satisfazer os requerimentos da definição anterior, satisfaz o que se segue:

i S é um intervalo contínuo em R. Em outros termos, ϵ é um parâmetro contínuo,

onde ϵ = 0 pode ser tomado, sem perda de generalidade, como o elemento

identidade;

ii A função ϕ(ϵ, δ) é analítica em ϵ e δ ∈ S;

iii X é uma função analítica em ϵ ∈ S e, além disso, é infinitamente diferenciável

com respeito a x ∈ D.

No próximo exemplo, a ideia por trás da definição de grupos de transformações

uniparamétricas será ilustrada pelo grupo de translações no plano (x, y).
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Exemplo 2.9: Transformações Uniparamétricas no Plano

Consideremos o grupo de translações definidas por










x̃ = x+ ϵ,

ỹ = y, x, y ∈ R.

Para esse grupo, a lei de composição mais natural é ϕ = ϵ+ δ, que obviamente satisfaz

os requerimentos da definição 2.22.

2.3.2 Algebras de Lie

Por razões quaisquer, poderia ser necessário estudar a equivalência entre dois grupos

de Lie. Essa não é uma tarefa trivial, pois seria preciso estudar a equivalência topológica

entre as duas variedades associadas e, além disso, a equivalência das leis de composição

(operações) desses grupos, que geralmente são não lineares. Entretanto, este estudo poderia

ser notavelmente simplificado se as operações de composição admitissem linearização de

alguma natureza.

Um grupo de Lie pode ser linearizado em torno de qualquer um de seus pontos. Tal

linearização pode ser feita por meio de uma série de Taylor em termos das coordenadas

que definem esse ponto. Porém, apesar de todos os pontos em um grupo de Lie parecerem

localmente exatamente como qualquer outro ponto [6], é particularmente útil estudar a

linearização em torno de um ponto especial: a identidade do grupo.

O processo de linearização em torno do elemento identidade dará origem a um

novo conjunto de operadores, e esses operadores formarão um espaço vetorial linear que

recebe o nome de álgebra de Lie.

Para ilustrarmos o que estamos discutindo, busquemos linearizar o grupo SO(2)

em torno de sua identidade. Como visto no exemplo 2.8, os elementos desse grupo podem

ser representados por matrizes 2× 2 da forma

A =





cos θ − sin θ

sin θ cos θ



 .

A identidade do grupo corresponde à matriz na qual θ = 0. Portanto, façamos uma

expansão em Taylor em torno desse ponto [8, 9]. Assim, temos que

A =





cos θ − sin θ

sin θ cos θ





∣

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0

+
d

dθ





cos θ − sin θ

sin θ cos θ





∣

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0

θ + · · · =




1 0

0 1



+





0 −θ
θ 0



+ · · ·
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Desta expressão, concluímos que

dA

dθ

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0

=
d

dθ





cos θ − sin θ

sin θ cos θ





∣

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0

=





0 −1

1 0



 ,

que corresponde ao elemento de base da álgebra de Lie correspondente a SO(2).

2.3.2.1 Invertendo a Linearização: A Aplicação Exponencial

Podemos pensar em sentido contrário: Será possível construir todo o grupo, ou

parte dele, a partir dos elementos de sua álgebra?

Consideremos que X seja um elemento qualquer de uma álgebra de Lie. No espírito

de linearização proposto, podemos dizer que um elemento pertencente a um grupo associado

àquela álgebra pode ser expandido em torno da identidade 1 na forma A = 1 + ϵX, com

ϵ sendo um fator infinitesimal. Na tentativa de nos movermos para longe da identidade,

podemos repetir esse procedimento tantas vezes quanto necessário, o que conduz ao

processo limite

lim
α→∞

(

1 +
1

α
X
)α

=
∞
∑

n=1

Xn

n!
= exp(X). (2.1)

Isso define a aplicação exponencial, dado que o limite acima é o mesmo encontrado

na caracterização da função exponencial. Aqui, porém, não estamos nos restringindo a

números reais ou complexos, de modo que nossos resultados se aplicam também a matrizes

n× n e a outros objetos.

Exemplo 2.10: SO(2) a Partir da sua Álgebra

Voltemos ao grupo SO(2). Sabemos que sua álgebra tem como elemento de base

X =





0 −1

1 0



 .

Daí,

X2 =





−1 0

0 −1



 , X3 =





0 1

−1 0



 , X4 =





1 0

0 1



 , X5 =





0 −1

1 0



 , · · ·,

X2k =





(−1)k 0

0 (−1)k



 , X2k+1 =





0 −(−1)k

(−1)k 0



 .

Desses resultados em 2.1,

A(θ) = exp(θX) =
∞
∑

n=0

θn

n!
Xn =

∞
∑

k=0

θ2k

(2k)!
X2k +

∞
∑

k=0

θ2k+1

(2k + 1)!
X2k+1 =
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=
∞
∑

k=0

θ2k

(2k)!





(−1)k 0

0 (−1)k



+
∞
∑

k=0

θ2k+1

(2k + 1)!





0 −(−1)k

(−1)k 0



 =





cos θ − sin θ

sin θ cos θ



 .

O que nossa discussão nos mostra é que o mapeamento exponencial proporciona

uma maneira natural de parametrizar um grupo de Lie em termos de quantidades lineares,

isto é, os elementos da álgebra de Lie associada a esse grupo. Propriedades da aplicação

exponencial, considerando matrizes como argumento, são apresentadas pelos próximos

dois teoremas, cujas provas são apresentadas em [1].

Teorema 2.2: Fórmula de Campbell-Baker-Hausdorff

Seja A e B matrizes n× n. Portanto,

(expA)(expB) = exp
(

A+B +
1

2
[A,B] +

1

12
([A, [A,B]] + [B, [B,A]]) + · · ·

)

.

Se essas matrizes comutarem a, a expressão acima se reduz a

expA expB = exp(A+B).

a Definiremos isso abaixo, mas, essencialmente, significa que [A, B] = 0.

Teorema 2.3: Propriedades da Aplicação Exponencial

A aplicação exponencial, aplicada a uma matriz n × n A, apresenta as seguintes

propriedades:

i (expA)∗ = exp(A∗);

ii A transposição de expA é exp(AT );

iii (expA)† = exp(A†);

iv Para cada matriz n× n não singular S, exp(SAS−1) = S exp(A)S−1;

v Sejam λ1, λ2, · · ·, λn os autovalores de A. Portanto, eλ1 , eλ2 , · · ·, eλn são os

autovalores da matriz expA;

vi Vale a expressão, det(expA) = exp(TrA);

vii A aplicação exponencial de A sempre será não singular, além disso, vale a

expressão (expA)−1 = exp(−A);

viii O mapeamento exponencial expA provê um mapeamento contínuo de uma

pequena região em torno da matriz O, elemento nulo da álgebra, em uma
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pequena região em torno da matriz identidade I do grupo linear geral de

matrizes a.
a Grupo de matrizes n× n inversíveis, munido da operação de multiplicação matricial.

2.3.3 Propriedades das álgebras de Lie

A discussão dada acima serviu ao propósito de introduzir a noção de álgebra de

Lie. Agora, será do nosso interesse usar o que sabemos para construir as propriedades que

essas álgebras devem satisfazer.

Sabemos que, se X é um elemento de uma álgebra de Lie, então um elemento em

uma vizinhança infinitesimal da identidade do grupo, continuemos chamando de A, pode

ser expresso como A = I + ϵαX, com ϵ infinitesimal e α real. Tomemos outro elemento B,

expresso por B = I + ϵβY , com β real e Y também na álgebra. Daí, considerando • como

a operação do grupo, A •B será um elemento do grupo e pode ser expresso por

A •B = (I + ϵαX) • (I + ϵβY ) = I + ϵ(αX + βY ) + · · ·

Portanto, dado que X e Y são elementos da álgebra, αX+βY também o será. Assim sendo,

está justificada a estrutura de espaço vetorial que uma álgebra de Lie apresenta [6, 10] 1.

Antes de avançarmos, precisaremos definir uma nova operação entre elementos do

grupo chamada de comutação.

Definição 2.23: Comutação Entre Elementos do Grupo

Sejam dois elementos g1 e g2 pertencentes a um grupo G. O comutador entre esses

elementos é dado por

[g1, g2] = g1g2g
−1
1 g−1

2 .

Expandindo g1 e g2 em termos de elementos X e Y da álgebra g em torno da

identidade do grupo, o comutador entre esses elementos será

[g1, g2] = exp(ϵX) exp(δY ) exp(−ϵX) exp(−δY ) + · · · =

= I + ϵδ(XY − Y X) = I + ϵδ[X, Y ] + · · ·.

Portanto, o comutador entre dois elementos do grupo implica na operação entre

dois elementos da álgebra dada por [A,B] = AB −BA, que recebe o mesmo nome. Daqui,

podemos notar que, se um grupo é abeliano, o que significa que os seus elementos comutam,
1 Um espaço vetorial V é um conjunto de elementos (vetores) fechado sobre a adição vetorial e a multi-

plicação por escalar. Além disso, os elementos do conjunto devem satisfazer outras oito propriedades.
Um exemplo de espaço vetorial é o espaço euclidiano n-dimensional Rn [10].
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então [A, B]=0. Consequentemente, exp([A,B]) = exp 0 = I. Além disso, devem valer a

anticomutatividade [A,B] = −[B,A], e a identidade de Jacobi

[A, [B,C]] + [C, [A,B]] + [B, [C,A]] = 0.

Toda a discussão feita nesta subseção e na anterior pode ser sintetizada pela

seguinte definição:

Definição 2.24: Álgebra de Lie

Uma álgebra de Lie g é um espaço vetorial munido com uma aplicação bilinear

[ , ] : g× g→ g, denominado produto da álgebra, que seja anticomutativo e satisfaça

a identidade de Jacobi, isto é,

[X,Y] = −[Y,X],

e

[[X,Y],Z] + [[Z,X],Y] + [[Y,Z],X] = 0.

Exemplo 2.11: Grupo SL(2,C)

Consideremos o grupo das matrizes complexas 2× 2 lineares de determinante unitário,

denominado SL(2, C). Aplicando a parte (vi) do teorema 2.3, expandindo em torno

da identidade e derivando em relação ao parâmetro t, teremos que

d

dt
det(A)

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

=
d

dt
exp(Tr ln(A))

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

=

=
d

dt
exp(Tr ln(I + tȦ(0)))

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

=
d

dt
exp(Tr(tȦ(0)))

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

= 0,

onde foi usada a expansão ln(1 + x) ≈ x. Prosseguindo,

d

dt
exp(Tr(tȦ(0)))

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

=
d

dt
exp(tTr(Ȧ(0)))

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

=

= Tr(Ȧ(0)) exp(tTr(Ȧ(0)))
∣

∣

∣

t=0
= Tr(Ȧ(0)) = 0.

Assim, concluímos que a álgebra de Lie associada ao grupo SL(2, C) consiste

nas matrizes complexas de traço nulo. Resultado esse diretamente generalizável para

SL(2, K), com K = {R,C}.
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2.3.4 Constantes de Estrutura

Considerando que a álgebra de Lie g é um espaço vetorial, conceitos naturais a

esses espaços, como dimensão, bases e produtos internos, podem ser obtidos. É um fato

garantido por teorema (ver [1]) que a dimensão da álgebra de Lie é a mesma dimensão

da variedade que parametriza o grupo de Lie associado. Seguindo, dada a dimensão de g,

podemos então selecionar n elementos linearmente independentes para construir uma base

desse espaço, sob a qual qualquer elemento da álgebra pode ser escrito.

Além disso, sabemos que a álgebra é fechada sob a operação de comutação; isto é,

a comutação entre quaisquer dois elementos da álgebra resulta em um terceiro elemento

pertencente à mesma álgebra. Consequentemente, o comutador de dois elementos de base

resulta em uma combinação linear de elementos de base {ξ1}

[ξi, ξj] = Ck
ijξk.

Às quantidades Ck
ij damos o nome de constantes de estrutura.

As constantes de estrutura de uma álgebra apresentam algumas propriedades.

Primeiramente, da antissimetria do colchete, temos que

[ξi, ξj] = Ck
ijξk = −[ξj, ξi] = −Ck

jiξk.

Então,

Ck
ij = −Ck

ji. (2.2)

Por sua vez, da identidade de Jacobi,

[[ξi, ξj], ξl] + [[ξl, ξi], ξj] + [[ξj, ξl], ξi] = Ck
ij[ξk, ξl] + Ck

li[ξk, ξj] + Ck
jl[ξk, ξi] =

= Ck
ijC

m
kl ξm + Ck

liC
m
kjξm + Ck

jlC
m
kiξm = (Ck

ijC
m
kl + Ck

liC
m
kj + Ck

jlC
m
ki)ξm = 0,

ou seja,

Ck
ijC

m
kl + Ck

liC
m
kj + Ck

jlC
m
ki = 0, (2.3)

onde a soma está implícita pela notação de soma de Einstein.

Exemplo 2.12: Constantes de Estrutura de su(2, C)

A álgebra de Lie su(2) consiste de matrizes anti-hermitianas 2× 2 com traço nulo. É

possível construir uma matriz anti-hermitiana A a partir de uma matriz hermitiana

H por A = iH. Por sua vez, a matriz hermitiana 2× 2 mais geral que possui traço

nulo é

H =





a b∗

b −a



 ,
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com a ∈ R e b = b0 + ib1. Agora, podemos escrever H como

H =





a b0 − ib1

b0 + ib1 −a



 = a





1 0

0 −1



+b0





0 1

1 0



+b1





0 −i
i 0



 = aσz+b0σx+b1σy,

onde σx, σy e σz são as matrizes de Pauli.

Como as matrizes de Pauli são linearmente independentes, elas formarão uma

base de su(2) que, por conveniência, pode ser redefinida como

ξx = − i
2
σx, ξy = − i

2
σy, ξz = − i

2
σz.

Fazendo uso da propriedade [σa, σb] = iϵabcσc, verifica-se que

[ξx, ξy] = ξz, [ξy, ξz] = ξx, [ξz, ξx] = ξy.

Portanto, as constantes de estrutura de su(2) na base ξi são C3
12 = −C3

21 = C1
23 =

−C1
32 = C2

31 = −C2
13 = 1.

2.3.5 Subálgebras e Ideais

Definição 2.25: Subálgebra

Dada uma álgebra de Lie g, um subespaço vetorial h ⊂ g é dito uma subálgebra de

Lie de g se for fechado sob a operação de multiplicação definida pelo colchete de Lie,

ou seja, se [h, h] ⊂ h.

Ainda no espírito da definição acima, essa subálgebra é dita invariante, ou h é

um ideal de g, se o colchete de Lie de qualquer elemento de h com qualquer elemento de

g estiver contido em h. Trivialmente, {0} e g são ideais. Caso, para uma álgebra de Lie

não abeliana, os únicos ideais forem os triviais, diz-se que essa álgebra é simples. Além

disso, uma álgebra de Lie é dita semissimples se puder ser construída como uma soma

direta de álgebras simples.

Naturalmente, uma subálgebra de Lie h está associada a um subgrupo de Lie H

de um grupo G. Seja g = exp(tX) ∈ G, h = exp(sY) ∈ H e [X,Y] ⊂ h ∀ X ∈ g, Y ∈ h.

Sabe-se que

ghg−1 = g exp(sY)g−1 = exp(sgYg−1),

e que

gYg−1 =

(

1 + tX +
t2

2!
tX2 +

t3

3!
X3 + · · ·

)

Y

(

1− tX +
t2

2!
tX2 − t3

3!
X3 + · · ·

)

=

= Y + t[X,Y] +
t2

2!
[X, [X,Y]] +

t3

3!
[X, [X, [X,Y]]] + · · ·
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Dado que [X,Y] ∈ h, então [X, [X, · · ·, [X,Y], · · ·,X],X] ∈ h. Logo, gYg−1 ∈ h

e, consequentemente, ghg−1 ∈ H. Por outro lado, se ghg−1 ∈ H, podemos tomar a curva

g(t)hg−1(t) em H, e daí notamos que o termo de primeira ordem em t é [X,Y], o que

nos leva a concluir que, se g(t)hg−1(t) ∈ H, então [X,Y] ∈ h. Portanto, tendo em mente

a definição de um subgrupo normal 2, acabamos de mostrar que se h for um ideal de g,

então H é um subgrupo normal de G.

Existem dois procedimentos gerais para construção de ideais a partir de uma álgebra

de Lie g: o método da série derivada de g e o método da série geral descendente

de g [7].

Definição 2.26: Método da Série Derivada

Seja a série derivada de g definida por

gk+1 = [gk, gk],

com k = 0, 1, 2, · · ·, e g0 = g.

Supondo que gk é um ideal de g, então se Y = [Z1,Z2] ∈ gk+1, segue, pela

identidade de Jacobi, que

[X,Y] = [X, [Z1,Z2]] = [Z1, [X,Z2]] + [[X,Z1],Z2] ∈ gk+1,

∀ X ∈ g e Zi ∈ gk. Como g0 é um ideal, conclui-se por indução que gk+1 é um ideal

de g. Além disso, a sequência é decrescente, gk+1 ⊂ gk. Caso gk0 = {0} para algum

k0 ≥ 1, então a álgebra de Lie g é dita solúvel. Portanto, há uma sequência de

subgrupos de Lie dada por

I = Gk0 ⊂ Gk0−1 ⊂ · · · ⊂ G1 = G,

onde, conforme mostramos anteriormente, Gk+1 é normal a Gk.

Definição 2.27: Método da Série Geral Decrescente

Seja a série central descendente de g definida por

gk+1 = [g, gk],

com k = 1, 2, 3, · · ·.

2 Um subgrupo N de G é normal a G se, ∀ n ∈ N e g ∈ G, gng−1 ∈ G [11], [12].
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Fazendo novamente uso da identidade de Jacobi,

[g, gk+1] = [g, [g, gk]] = [[g, g], gk] + [g, [g, gk]].

Mas, como [g, gk] ⊂ gk+1 é verdade para k = 1, segue, por indução, que gk+1 ⊂ gk

para qualquer k ≥ 1. Portanto, [g, gk+1] ⊂ gk+1 e conclui-se que gk+1 é um ideal. Por

sua vez, diz-se que g nilpotente se gk0 = {0} para algum k ≥ 1.

Exemplo 2.13

Consideremos a álgebra de Lie bidimensional span{X1, X2}a. A relação de comutação

entre os elementos de base pode ser escrita por

[X1, X2] = C1
12X1 + C2

12X2.

As outras constantes de estrutura, devido à antissimetria dos índices inferiores, são

C1
21 = −C1

12 e C2
21 = −C2

12.

Consideremos o caso C1
12 = C2

12 = 0. Aqui, [X1, X2] = 0, implicando que a

álgebra é abeliana, bem como o grupo local associado. Obviamente, neste caso, a

álgebra é solúvel.

Seja agora o caso em que C1
12 é necessariamente diferente de zero. Consideremos

a base {Y1, Y2}, definida por

Y1 = C1
12X1 + C2

12X2, Y2 =
1

C1
12

X2.

A relação de comutação entre os elementos dessa base é

[Y1, Y2] =
C1

12

C1
12

[X1, X2] +
C2

12

C1
12

[X2, X2] = [X1, X2] = C1
12X1 + C2

12X2 = Y1.

Assim, em termos dos resultados que derivamos anteriormente, obtemos que

o grupo de Lie gerado por Y1 é subgrupo normal daquele gerado por [Y1, Y2] (ou

[X1, X2]). Portanto, podemos concluir deste exemplo que, ao menos localmente, todo

grupo de Lie com dois parâmetros é solúvel.
a Varrida por (=construída a partir da base contendo X1 e X2 como elementos).

Exemplo 2.14: Álgebra de SL(2, R)

Os elementos de base da álgebra de SL(2, R) podem ser escritos na forma

X1 = ∂x, X2 = x∂x, X3 = x2∂x.
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Os comutadores não nulos são

[X1, X2] = X1, [X1, X3] = 2X2, [X2, X3] = X3.

Das relações de comutação acima, fica claro que o espaço varrido por X1 e X2

forma uma subálgebra de Lie sl(2,R). O mesmo acontece para o subespaço varrido

por X2 e X3. Porém, nenhuma dessas subálgebras é ideal. Dessa forma, mostramos

que a álgebra de SL(2, R) só possui a si mesma e {0} como ideais. Em outros termos,

o que acabamos de verificar é que a álgebra de SL(2, R) é simples.

Exemplo 2.15

Tomemos a álgebra L varrida por

X1 = ∂y, X2 = x∂y, X3 = x2∂y, X4 = ∂x, X5 = x∂x.

Para este caso, os comutadores não nulos são

[X2, X4] = −X1, [X2, X5] = −X2, [X3, X4] = −2X2,

[X3, X5] = −2X3, [X4, X5] = X4.

Dos comutadores acima, podemos notar que L(1) = span(X1, X2, X3, X4) é

subálgebra de L. Por sua vez, dado que os comutadores não nulos entre os elementos

de L(1) são [X2, X4] = −X1 e [X3, X4] = −2X2, temos que essa subálgebra tem

como subálgebra L(2) = span(X1, X2). Entretanto, a subálgebra L(2) é abeliana

([X1, X2] = 0), portanto, admite como subálgebra apenas L(3) = {0}. Assim, temos

{0} = L(0) ⊂ L(2) ⊂ L(1) ⊂ L.

Logo, a partir do que estudamos, concluímos que a álgebra L é solúvel.

2.4 Aspectos Elementares da Teoria de Espaços de Jatos

No próximo capítulo, estabeleceremos como os grupos de Lie e seus geradores

infinitesimais (campos vetoriais) descrevem transformações contínuas nas variáveis inde-

pendentes e dependentes (x,u) de um sistema. Contudo, o objeto central de nosso estudo

— uma equação diferencial — não depende apenas de x e u, mas fundamentalmente de

suas derivadas (ux, uxx, etc.). Surge, então, a questão crucial: se transformamos as variáveis

base, como as derivadas se transformam em consequência? A regra da cadeia mostra que
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a transformação de uma derivada é uma função complexa e não linear das transformações

originais e das próprias derivadas.

Para lidar com este desafio de forma sistemática, é necessário um novo arcabouço

geométrico. A solução reside no conceito de espaços de jatos. A ideia fundamental é

tratar as derivadas de uma função, até uma certa ordem n, não como operadores, mas

como novas coordenadas independentes. Um ponto no n-ésimo espaço de jatos, Jn, é,

portanto, uma tupla (x,u(n)), que contém informações sobre o valor da função e de todas

as suas derivadas até a ordem n em um ponto x.

Este formalismo é a chave para todo o método: a prolongação de um grupo de

simetria nada mais é do que a extensão da ação do grupo de transformações do espaço

original X ×U para o espaço de jatos Jn. É nesta arena matemática que podemos calcular

rigorosamente como os geradores de simetria atuam sobre as derivadas e, assim, impor a

condição de invariância a uma equação diferencial completa. O que se segue é a formalização

desta poderosa ideia. Apontaremos apenas elementos fundamentais que servirão para

os nossos propósitos ao longo da dissertação, mas, para o leitor interessado, tal teoria é

discutida com mais rigor em [13], [14] e [15].

Seja f : X → R uma função, com X denotando o espaço das p variáveis in-

dependentes, com coordenadas x = (x1, · · ·, xp). Denotaremos uma derivada de f(x)

por

DJf(x) =
∂|J |f(x1, · · ·, xp)

∂(x1)j1 · · · ∂(xp)jp
,

onde J = (j1, · · ·, jp) e |J | = j1 + · · ·+ jp.

Devido ao fato de que a ordem de derivação é irrelevante, um raciocínio de análise

combinatória nos permite concluir que há

pk =





p+ k − 1

k





derivadas parciais diferentes de ordem k. Para o caso f = (f 1, · · ·, f q), q variáveis

dependentes, temos as derivadas parciais DJf
α(x), e o número de derivadas parciais de

ordem k é

qpk = q





p+ k − 1

k



 .

Denotaremos por Uk o espaço R
qpk , com coordenadas {uα

J} representando essas

derivadas parciais. Além disso, seja U(n) o espaço com coordenadas representando todas

as derivadas parciais até ordem n da função f(x), com a própria função sendo entendida

como a derivada de ordem zero. Portanto, U(n) será

U (n) = U × U1 × · · · × Un,
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e tomamos u(n) como determinando coletivamente todas as coordenadas desse espaço.

A dimensão de U(n) é dada por

dim U(n) = dim U + dim U1 + · · ·+ dim Un = qp0 + qp1 + · · ·+ qpn =

=
n
∑

k=0

q





p+ k − 1

k



 = q





p+ n

n



 = qp(n),

onde foi usado o resultado 3

n
∑

k=0





p+ k + 1

k



 =





p+ n

n



 .

Neste ponto, definiremos o n-ésimo espaço de jatos, também chamado de espaço

de n-jatos, por

Jn(X × U) = X × U(n) = X × U× U1 × · · · × Un,

e denotaremos as coordenadas de um ponto nesse espaço por (x,u(n)).

Normalmente, o interesse não está em todo o espaço X × U, mas em apenas um

subconjunto M ⊂ X × U. Neste caso, definimos o espaço de n-jatos M (n) por

M (n) = M × U1 × · · · × Un.

Exemplo 2.16: Equação de Laplace

Consideremos a equação de Laplace tridimensional

∇2u = uxx + uyy + uzz = 0.

Para este caso, p = 3, q = 1 e n = 2, tal que o espaço de jatos relevante é o espaço

J2, com coordenadas (x, y, z, u, ux, uy, uz, uxx, uxy, uxz, uyy, uyz, uzz). Portanto, vemos

que a equação de Laplace vive em um espaço de 13 dimensões. Se denotarmos as

coordenadas coletivamente por vs, com s = 1, · · ·, 13, podemos reescrever a equação

de Laplace por

v8 + v11 + v13 = 0.

Dessa forma, temos que a equação de Laplace define um subespaço S∆ ⊂ X × U (2),

com 12 dimensões, tal que v8 + v11 + v13 = 0.

3 Extraído a partir da identidade de Hockey-Stick [16].
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2.5 Método das Características

A análise de simetria, como veremos, frequentemente nos levará a equações dife-

renciais parciais para os geradores infinitesimais. Uma técnica clássica e poderosa para

a resolução de tais equações é o Método das Características, que reduz uma EDP a

um sistema de EDOs ao longo de curvas específicas. Revisaremos este método, pois ele

será fundamental para resolver as ’equações determinantes’ que surgem na busca pelas

simetrias de Lie.

O método das características é uma técnica que permite a obtenção de soluções de

equações diferenciais parciais (PDE) lineares, semilineares ou quasilineares 4. O método

envolve a determinação de curvas especiais, chamadas curvas características, ao longo das

quais a PDE se torna um conjunto de equações diferenciais ordinárias (ODE) [18, 19].

Uma vez que essas ODEs são resolvidas ao longo das curvas características, suas soluções

podem ser usadas na obtenção das soluções da PDE original.

Para fins ilustrativos, consideremos a PDE quasilinear de primeira ordem

a(x, y, u)
∂u

∂x
+ b(x, y, u)

∂u

∂t
= c(x, y, u). (2.4)

Assumiremos aqui que a, b e c são funções pelo menos C1 (diferenciáveis ao menos uma

vez, e sua derivada é contínua no domínio da função). Além disso, assumiremos que

u = u(x, y) é solução da equação , cujo gráfico é uma curva solução S embebida em R
3.

Obviamente, essa curva solução pode ser expressa implicitamente por uma função da forma

f(x, y, u) = 0.

Dos nossos conhecimentos do cálculo vetorial, sabemos que o vetor normal a S é

dado por ∇f = 0. Notando que podemos escrever f(x, y, u) = u(x, y)− u, temos que

∇f =
∂f

∂x
î+

∂f

∂y
ĵ +

∂f

∂u
k̂ =

∂u

∂x
î+

∂u

∂y
ĵ − ∂u

∂u
k̂ = (ux, uy,−1).

Esse é o vetor normal a qualquer ponto da curva solução S.

Introduzamos agora um campo vetorial por V⃗ = a(x, y, u)̂i+b(x, y, u)ĵ+c(x, y, u)k̂.

Tomando o produto escalar de um vetor pertencente a esse campo com o vetor normal ∇f ,

V⃗ · ∇f = (a, b, c) · (ux, uy,−1) = a(x, y, u)ux + b(x, y, u)uy − c(x, y, u) = 0,

que é justamente a equação 2.4. Da expressão anterior, notamos que V⃗ e ∇f são ortogonais.

Além disso, dado que ∇f é ortonormal à superfície S, temos que V⃗ é tangente a S em

cada ponto. Para superfícies tangentes a campos vetoriais, damos o nome de superfícies

integrais do campo vetorial.. A direção definida por V⃗ recebe o nome de direção

característica.
4 Sobre a classificação de equações diferenciais, o leitor pode consultar [17].
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Seja ds⃗ = dxî+ dyĵ + dzk̂ o elemento de comprimento ao longo de A⃗ na superfície

solução. Assim, dado que V⃗ é tangente a S, temos que

A⃗× ds⃗ =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

î ĵ k̂

a b c

dx dy du

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0,

ou,

(bdu− cdy)̂i− (adu− cdx)ĵ + (ady − bdx)k̂ = 0.

De modo que a igualdade seja satisfeita, cada termo na expressão anterior deve ser igual a

zero. Como consequência,
dx

a
=
dy

b
=
du

c
, (2.5)

que são conhecidas como equações de Lagrange-Charpit. Daí,

du

dx
=
c

a
e

du

dy
=
c

b
,

ou, equivalentemente,
dx

dy
=
a(x, y, u)

b(x, y, u)
,

que define uma família de curvas (dependentes de u) sobre a superfície S no espaço (x, y, u).

O matemático A. L. Cauchy as nomeou curvas características, e o conjunto de equações

acima são as equações características da PDE quasilinear.

A solução do sistema de ODEs acima leva a uma família de curvas de dois parâmetros

dada por

F (x, y, u, A,B) = 0, G(x, y, u, A,B) = 0,

onde A e B são constantes de integração. Em cada ponto do espaço há uma única curva

característica e um vetor tangente. Por sua vez, toda superfície composta por curvas

características será solução da PDE original. Tal superfície pode ser obtida analiticamente

expressando uma das constantes de integração em termos da outra, na forma B = f(A).

O próximo exemplo ilustra o que discutimos.

Exemplo 2.17

Seja a PDE

2y
∂u

∂x
+ u

∂u

∂y
= 2uy2,

onde

a = 2y, b = u, e c = 2yu2.

As equações de Lagrange-Charpit são

dx

2y
=
dy

u
=

du

2yu2
.
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Da segunda igualdade,

du

u
= 2ydy ⇒

∫ du

u
=
∫

2ydy + A⇒ ln u = y2 + lnB,

com A = lnB constante. Essa equação pode ser reescrita como,

u = Bey2

.

Substituamos a função de u acima na primeira igualdade das equações de

Lagrange-Charpit. Dessa forma, teremos

dx

2y
=

dy

Bey2 ⇒
∫

Bdx =
∫

ye−y2

dy ⇒ Bx = −e−y2

+ C.

Assim,

Bx+ e−y2

= C, u = Bey2

formam uma família de curvas com dois parâmetros. Ao expressarmos B em função de

C, seremos capazes de definir uma família de curvas características uniparamétricas,

que é uma curva solução. Portanto,

C = Bx+ e−y2

= (ue−y2

)x+ e−y2

= (ux+ 1)e−y2

.

Assim,

B = f(C)⇒ u(x, y) = e−y2

f
(

(ux+ 1)e−y2
)

,

onde f é uma função arbitrária.

Em muitos problemas, é conveniente expressar as curvas em uma forma paramétrica.

Se assim o fizermos em termos de um parâmetro s, isto é, x(s), y(s), e u(s), as equações

de Lagrange-Charpit assumem a forma

dx

a
=
dy

b
=
du

c
=
ds

1
.

E,
dx

ds
= a,

dx

ds
= b,

du

ds
= c.

Contudo, todo o resto da análise permanece o mesmo.
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3 Prolongações I: Simetrias de Ponto de Lie

Tendo apresentado as ferramentas matemáticas que utilizaremos ao longo do nosso

estudo, o presente capítulo será devotado à construção do método das prolongações

para equações diferenciais. Começaremos apresentando noções fundamentais, a partir daí

construiremos o método para o caso mais simples, o de equações diferenciais ordinárias

de primeira ordem, e então procederemos para a generalização para quaisquer equações

diferenciais.

3.1 Aspectos Históricos

Embora tenham fascinado gerações de pensadores, dos antigos gregos a Kepler,

um avanço substancial acerca de simetrias ocorreu apenas no século dezenove, quando

o matemático norueguês Sophus Lie começou suas investigações a respeito dos grupos

de transformações contínuas que mantêm equações diferenciais invariantes, naquilo que é

conhecido atualmente como análise de simetria de equações diferenciais.

A teoria da análise de simetria de equações diferenciais foi desenvolvida entre os

anos de 1872 e 1899. Essa construção permite a derivação de soluções de forma totalmente

algorítmica, dispensando a necessidade de golpes de sorte. Sobre o principal problema que

ele enfrentou com sua teoria, Lie escreveu:

A forma antiga de examinação de equações diferenciais, como encontrado em livros-texto

padrão, não é sistemática. Os escritores desenvolveram teorias de integração especiais

para equações diferenciais homogêneas, para equações diferenciais lineares, e outras formas

especiais integráveis de equações diferenciais. Entretanto, os matemáticos não perceberam

que essas teorias especiais estão todas contidas no termo transformações infinitesimais,

que é diretamente conectado com o termo de um grupo uniparamétrico.

Apesar dessa característica, a abordagem de Lie para equações diferenciais não foi

explorada por meio século, e apenas a teoria abstrata dos grupos cresceu. Foi nos anos de

1940, através das pesquisas de G. Birkhoff e I. Sedov no campo da análise dimensional, que

a teoria forneceu resultados relevantes em problemas aplicados. Porém, desde os anos 1960,

a escola russa tomou a primazia da aplicação do método, especialmente por meio de L.

V. Ovsiannikov, construindo explicitamente soluções para todo tipo de problema, mesmo

os mais complicados, em física matemática. Ao longo das últimas décadas, o interesse

pela teoria de Lie renasceu, e avanços significativos têm ocorrido, tanto do ponto de vista

teórico quanto do aplicado [20].



Capítulo 3. Prolongações I: Simetrias de Ponto de Lie 46

3.2 Transformações Uniparamétricas Infinitesimais

Na subseção 2.3.1 definimos grupos de transformações uniparamétricas. Tomemos

como ponto de partida a transformação x̃ = f(x; ϵ). Fazendo uma expansão em série de

Taylor em torno de ϵ = 0, elemento identidade, temos que

x̃ = f(x; 0) +
∂f(x; ϵ)

∂ϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

ϵ+
1

2

∂2f(x; ϵ)

∂ϵ2

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

ϵ2 + · · · (3.1)

Definamos

ξ(x) ≡ ∂f(x; ϵ)

∂ϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

.

Dizemos que a transformação x̃ = f(x; 0) + ϵξ(x) = x + ϵξ(x) é uma transformação

uniparamétrica infinitesimal de x̃ = f(x; ϵ). Aos elementos ξ(x) daremos o nome de

infinitesimais dessa transformação.

Antes de seguirmos adiante, estabeleçamos alguns resultados adicionais, almejando

uma base sólida para nossa construção.

Lema 3.1

Seja o grupo de transformações uniparamétricas x̃ = f(x; ϵ). Para tal grupo, vale a

transformação

f(x; ϵ+ ∆ϵ) = f(f(x.ϵ);ϕ(ϵ−1, ϵ+ ∆ϵ)). (3.2)

Prova 3.1

A prova do lema consiste simplesmente em desenvolver a expressão acima. Fazendo

isso, temos que

f(x; ϵ+ ∆ϵ) = f(x;ϕ(0, ϵ+ ∆ϵ)) = f(x;ϕ(ϕ(ϵ, ϵ−1), ϵ+ ∆ϵ)) =

= f(x;ϕ(ϵ, ϕ(ϵ−1, ϵ+ ∆ϵ))) = f(x; ϵ+ ∆ϵ) = f(f(x.ϵ);ϕ(ϵ−1, ϵ+ ∆ϵ)).

Teorema 3.1: Primeiro Teorema Fundamental de Lie

Para o grupo de Lie de transformações uniparamétricas x̃ = f(x, ϵ), existe uma

parametrização τ(ϵ) que torna esse grupo equivalente à solução do problema de valor

inicial para um sistema de equações diferenciais ordinárias (ODEs) da forma

dx̃

dτ
= ξ(x̃),
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onde x̃ = x quando τ = 0. Além disso,

Γ(ϵ) =
∂ϕ

∂x2

(x1, x2)

∣

∣

∣

∣

∣

(x1,x2)=(ϵ−1, ϵ)

,

com Γ(0) = 1 e ϵ−1 sendo a inversa de ϵ.

Prova 3.2

Primeiramente, expandamos o lado direito de 3.2 em torno de ∆ϵ = 0,

f(x; ϵ+∆ϵ) = f(x; ϵ)+
∂f(x; ϵ)

∂ϵ

∣

∣

∣

∣

∣

∆ϵ=0

∆ϵ+O(∆ϵ2) = x̃+
∂f(x; ϵ)

∂ϵ

∣

∣

∣

∣

∣

∆ϵ=0

∆ϵ+O(∆ϵ2).

(3.3)

Além disso, expandamos também ϕ(ϵ−1, ϵ+ ∆ϵ) em torno do mesmo ponto,

ϕ(ϵ−1, ϵ+ ∆ϵ) = ϕ(ϵ−1, ϵ) +
∂ϕ(ϵ−1, ϵ)

∂ϵ

∣

∣

∣

∣

∣

∆ϵ=0

∆ϵ+O(∆ϵ2) = Γ(ϵ)∆ϵ+O(∆ϵ2).

Substituindo esse resultado em 3.2 e expandindo mais uma vez em torno de ∆ϵ,

f(x; ϵ+ ∆ϵ) = f(x̃;ϕ(ϵ−1, ϵ+ ∆ϵ)) = f(x̃; Γ(ϵ)∆ϵ+O(∆ϵ2)) =

= f(x̃, 0) +
∂f(x̃; δ)

∂δ

∣

∣

∣

∣

∣

δ=0

δ +O(δ2) = x̃ + Γ(ϵ)ξ(x̃)∆ϵ+O(δ2),

com δ = Γ(ϵ)∆ϵ. Finalmente, comparando a expressão acima com 3.3,

df(x; ϵ)

dϵ
=
dx̃

dϵ
= Γ(ϵ)ξ(x̃),

com x̃ = x para ϵ = 0. Da expansão 3.2, podemos concluir que Γ(0) = 1.

Dado que ∂ξ(x̃)/∂xi é contínuo para i = 1, 2, · · ·, n, o teorema de existência e

unicidade garante que a solução da equação diferencial acima existe e é única [21].

Essa solução precisa ser x̃ = f(x; ϵ).

O que o teorema acima nos diz é que a transformação infinitesimal contém infor-

mação essencial a respeito do grupo de Lie de transformações uniparamétricas original.

Além disso, o teorema fundamental de Lie mostra que um grupo de Lie de transforma-

ções uniparamétricas define um fluxo estacionário dado pela ODE, e que qualquer fluxo

estacionário define um grupo de Lie de transformações uniparamétricas [22].

Exemplo 3.1: Grupo de Translações no Plano

Para ilustrarmos o primeiro teorema de Lie, voltemos ao grupo de translações no
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plano definido por










x̃ = x+ ϵ,

ỹ = y.

Para esse grupo, a lei de composição é ϕ = x1 + x2 e ϵ−1 = −ϵ. Portanto, Γ(ϵ) =

∂ϕ(x1, x2)/∂x2 = 1.

Tomemos x = (x, y). Portanto, f(x, ϵ) = (x+ ϵ, y). Daí,

ξ(x) =
∂f(x, ϵ)

∂ϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= (1, 0).

Consequentemente, temos
dx̃

dϵ
= 1,

dỹ

dϵ
= 0,

com x̃ = x e ỹ = y para ϵ = 0. A solução desse problema forma justamente o conjunto

de translações no plano com o qual começamos.

Exemplo 3.2: Grupos de Rotações no Plano

Rotações no plano são caracterizadas por

x̃ = x cos θ − y sin θ, ỹ = x sin θ + y cos θ.

Então,

ξ1(x, y) =
∂(x cos θ − y sin θ)

∂θ

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0

= −y;

ξ2(x, y) =
∂(x sin θ + y cos θ)

∂θ

∣

∣

∣

∣

∣

θ=0

= x.

3.3 O Gerador de Transformações

Seja ϕ : Rn → R uma função, e definamos dϕ(x) = ϕ(x̃)−ϕ(x), com x = (x1, ···, xn)

e x̃ = x + dx. Fazendo uma expansão em séries de Taylor e retendo apenas termos até a

primeira ordem, obtemos que

dϕ(x) =

(

ϕ(x) +
∂ϕ

∂x1
dx1 + · · ·+ ∂ϕ

∂xn
dxn

)

− ϕ(x) =
n
∑

i=1

∂ϕ

∂xi
dxi =

n
∑

i=1

∂ϕ

∂xi
ξi(x)dt,

onde foi usado que dxi = ξi(x)dt. Assim,

dϕ(x) = X(ϕ(x))|x dt, (3.4)

onde definimos a quantidade

X(ϕ) ≡
n
∑

i=1

∂ϕ

∂xi
ξi(x). (3.5)
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Analisando a equação 3.4, vemos que X(ϕ) define completamente como a função

ϕ(x) varia perante a aplicação de elementos do grupo de transformações uniparamétricas

infinitesimais. Portanto, a ação do grupo será completamente definida pelo objeto

X =
n
∑

i=1

ξi ∂

∂xi
= ξ(x) · ∇, (3.6)

e o chamaremos, doravante, de gerador do grupo de transformações uniparamétricas

infinitesimais, como ficará claro a seguir. Antes, contudo, sumarizemos essa discussão por

meio da seguinte definição:

Definição 3.1: Gerador de Transformações Uniparamétricas

Seja a transformação uniparamétrica infinitesimal x̃ = f(x, ϵ). O gerador associado a

essa transformação é dado pela equação 3.6.

Assim, concluímos que o grupo de Lie de transformações uniparamétricas é deter-

minado pelos seus geradores infinitesimais, além das transformações infinitesimais, como

estabelecido pelo primeiro teorema fundamental de Lie.

Exemplo 3.3: Translações, Rotações e Escala no Plano

Do exemplo 3.1, ξ1 = 1 e ξ2 = 0. Portanto, a equação 3.6 nos diz que o gerador desse

grupo de transformações é X = ∂x. Analogamente, para translações na direção y,

X = ∂y. Por conseguinte, para translações gerais no plano, X = α∂x + β∂y, com α e

β constantes.

Para o caso do grupo de rotações no plano, explorado no exemplo 3.2, a

expressão 3.6 indica que o gerador é dado por X = y∂x − x∂y. Por sua vez, para uma

transformação de escala da forma f(x, y; ϵ) = (ϵ−1x, ϵ2y), o gerador é X = −x∂x+2y∂y.

Para darmos um importante passo adiante, seja ϕ(x̃) = ϕ(f(x; a)). Façamos uma

expansão em séries de Taylor em relação ao parâmetro a. Teremos que

ϕ(x̃) = ϕ(f(x; 0)) +
∂ϕ(f(x; a))

∂a

∣

∣

∣

∣

∣

a=0

a+
1

2!

∂2ϕ(f(x; a))

∂a2

∣

∣

∣

∣

∣

a=0

a2 + · · · =

= ϕ(f(x; 0))+

(

n
∑

i=1

∂ϕ

∂x̃i

∂f i(x; a)

∂a

)∣

∣

∣

∣

∣

a=0

a+
1

2!

(

n
∑

i=1

∂

∂x̃j

(

∂ϕ

∂x̃i

∂f i(x; a)

∂a

)

∂f j(x; a)

∂a

)∣

∣

∣

∣

∣

a=0

a2+ ···

= ϕ(x) + a
n
∑

i=1

ξi(x)
∂ϕ

∂xi
+

1

2!
a2

n
∑

i=1

ξj(x)
∂

∂xj

(

ξi(x)
∂ϕ

∂xi

)

+ · · · =

= ϕ(x) + a X(ϕ)|x +
1

2!
a2X(X(ϕ))

∣

∣

∣

∣

x

+ · · ·.
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Lembrando da discussão a respeito da aplicação exponencial feita na subseção 2.3.2.1,

sabemos que

eaX = exp(aX) =
n
∑

n=0

1

n!
anXn. (3.7)

Agora, entendendo Xk(ϕ) = X(X(· · ·(X(ϕ)) · ··)), concluímos que

ϕ(x̃) = exp(aX)ϕ(x), (3.8)

ou, quando ϕ(x) = x,

x̃ = exp(aX)x.

Portanto, em vista dos resultados anteriores, constatamos que a exponencial do

gerador infinitesimal X define a forma finita da transformação uniparamétrica, e isso justi-

fica a denominação dada a esse objeto. Contemplemos, então, esse resultado fundamental

por meio do próximo teorema.

Teorema 3.2

Seja o grupo de Lie de transformações uniparamétricas dado por x̃ = f(x). Esse

grupo de transformações é equivalente a

x̃ = exp(aX)x = x + aX(x) +
1

2!
a2X(X(x)) + · · ·,

onde o operador X é definido pela equação 3.6.

Exemplo 3.4: Rotações no Plano

Retornemos ao grupo de transformações de rotação no plano. Aqui, partiremos

do gerador do grupo de rotações para obter as expressões utilizando a aplicação

exponencial.

Como sabemos, o gerador de transformações para rotações no plano é dado

por X = −y∂x + x∂y. Sabemos também que x̃ = exp(aX)x e ỹ = exp(aX)y.

Para calcularmos a aplicação exponencial, é conveniente fazermos uso da

equação 3.7. No caso da transformação em x, temos que

X(x) = −y, X2(x) = −x, X3(x) = y, X4(x) = x, · · ·,Xi+4(x) = Xi(x).

Assim,

x̃ = exp(aX)x = x− ay − a2

2!
x+

a3

3!
y +

a4

4!
y + · · · =

= x

(

1− a2

2!
+
a4

4!
− · · ·

)

− y
(

a− a3

3!
+
a5

5!
− · · ·

)

=
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= x
n
∑

i=0

(−1)n a2n

(2n)!
− y

n
∑

i=0

(−1)n a2n+1

(2n+ 1)!
= x cos a− y sin a.

Por sua vez, para a transformação em y,

X(y) = x, X2(y) = −y, X3(y) = −x, X4(x) = y, · · ·,Xi+4(x) = Xi(x).

Logo,

ỹ = exp(aX)y = y + ax− a2

2!
y − a3

3!
x+

a4

4!
y + · · · =

= y

(

1− a2

2!
+
a4

4!
− · · ·

)

+ x

(

a− a3

3!
+
a5

5!
− · · ·

)

=

= y
n
∑

i=0

(−1)n a2n

(2n)!
+ x

n
∑

i=0

(−1)n a2n+1

(2n+ 1)!
= y cos a+ x sin a.

Dessa forma, encontramos justamente as expressões para a rotação de um ponto no

plano (x, y) por um ângulo a.

Consideremos agora um outro sistema de coordenadas y = (y1, · · ·, yn), onde

yi = yi(x) = yi(x1, · · ·, xn) e det ∂yj/∂xi ̸= 0. Então,

X(yj) =
n
∑

i=1

X(xi)
∂yj

∂xi
. (3.9)

Agora, para uma função ϕ(y(x)),

X(ϕ(y(x))) =
n
∑

j=1

X(xj)
∂ϕ(y(x))

∂xj
=

n
∑

i,j=1

X(xj)
∂ϕ(y(x))

∂yi

∣

∣

∣

∣

∣

y=y(x)

∂yi

∂xj
,

que, fazendo uso da expressão 3.9, pode ser reescrita como

X(ϕ(y(x))) =
n
∑

i=1

X(yi)
∣

∣

∣

y=y(x)

∂ϕ

∂yi

∣

∣

∣

∣

∣

y=y(x)

,

ou,

X(ϕ(y)) =
n
∑

i=1

X(yi)
∂ϕ

∂yi
.

Portanto,

X =
n
∑

i=1

X(yi)
∂

∂yi
(3.10)

Se compararmos as expressões 3.6 e 3.10, vemos que elas são idênticas, a menos

do sistema de coordenadas utilizado. Para que a questão fique mais clara, escrevamos

X(xi) = ξi e X(yj) = ηj na equação 3.9. Teremos, então,

ηj =
n
∑

i=1

ξi∂y
j

∂xi
.
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Mas essa é apenas a expressão de transformação para as componentes de um vetor de um

sistema de coordenadas para outro. Portanto, somos levados a interpretar o gerador X

como um campo vetorial. As equações 3.6 e 3.10 apenas expressam esse campo vetorial

em termos das coordenadas x e y, respectivamente.

Como sabemos do capítulo anterior, um campo vetorial é um objeto que associa

a um ponto qualquer em uma variedade um vetor no espaço tangente àquele mesmo

ponto. Dessa forma, podemos definir o vetor tangente ao ponto x da variedade como X|x.

Seguindo esse caminho, somos levados a concluir que uma base no espaço tangente ao

ponto considerado é dada por ∂xi|x.

Em vista da interpretação delineada nos parágrafos anteriores, podemos definir

um campo vetorial como uma derivação que age no espaço de funções de uma variedade,

onde entendemos por derivação uma operação linear que satisfaça a regra de Leibniz,

em conformidade com as definições 2.16 e 2.19. Enfim, o gerador de uma transformação

infinitesimal é um campo vetorial.

Exemplo 3.5: Gerador de Rotações em Coordenadas Polares

As coordenadas polares são dadas por x = r cos θ e y = r sin θ. Então,

∂

∂x
=
∂r

∂x

∂

∂r
+
∂θ

∂x

∂

∂θ
= cos θ

∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ
,

∂

∂y
=
∂r

∂y

∂

∂r
+
∂θ

∂y

∂

∂θ
= sin θ

∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ
.

Por sua vez, gerador de rotações em coordenadas polares será

X = −(r sin θ)

[

cos θ
∂

∂r
− sin θ

r

∂

∂θ

]

+−(r cos θ)

[

sin θ
∂

∂r
+

cos θ

r

∂

∂θ

]

=
∂

∂θ
.

3.4 Funções Invariantes

Funções invariantes sob um grupo de Lie de transformações uniparamétricas são

definidas da seguinte forma:

Definição 3.2: Funções Invariantes

Seja a função ϕ : Rn → R. Diremos que essa função é invariante pela transformação

x̃ = f(x; a) se ϕ(x̃) = ϕ(x).

Lembrando da relação entre ϕ(x) e ϕ(x̃) dada pela equação 3.8, vemos que ϕ é
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uma função invariante por essa transformação se

X(ϕ) = 0.

Esse fato ajuda a estabelecer o seguinte teorema:

Teorema 3.3

A função ϕ(x) é invariante por um grupo de Lie de transformações uniparamétricas

x̃ = f(x), se e somente se

X(ϕ) = 0.

Prova 3.3

Parte da prova já foi dada no parágrafo anterior. Por outro lado, se X(ϕ(x)) = 0 é

satisfeita para ϕ(x), então também o será Xn(ϕ(x)) = 0, ∀ n, e a aplicação exponencial

resultará em ϕ(x̃) = ϕ(x), o que completa a prova do teorema.

3.5 Prolongações de uma Transformação

Com as discussões apresentadas nas seções anteriores, estamos em condições de

iniciar o estudo da aplicação de transformações de simetria a equações diferenciais. Visando

a esse fim, iniciemos tratando das transformações de ponto.

Definição 3.3: Grupo de Transformações de Ponto

Um grupo de Lie uniparamétrico de transformações de ponto é um grupo de transfor-

mações da forma

x̃ = X(x,u, ϵ); ũ = U(x,u, ϵ),

atuando no espaço das p variáveis independentes, x = (x1, · · ·, xp), e q variáveis

dependentes, u = (u1, · · ·, uq), cuja dimensão é p+ q.

Se quisermos estender a análise para equações diferenciais, devemos entender como

uma dada transformação de ponto atua sobre as derivadas e, para tal, devemos considerar

as derivadas como coordenadas, o que nos conecta com a teoria dos espaços de jatos,

discutida na seção 2.4. Restringiremos nossa discussão a EDOs de primeira ordem, isto é,

equações da forma ϕ(x, y, y′), com y′ = dy/dx.

Seja x̃ = f(x, y; a) e ỹ = g(x, y; a). Definindo ỹ′ = dỹ/dx̃, temos que

ỹ′ =
dỹ

dx̃
=

∂g
∂x
dx+ ∂g

∂y
dy

∂f
∂x
dx+ ∂f

∂y
dy

=
gxdx+ gydy

fxdx+ fydy
=
gx + gy

dy
dx

fx + fy
dy
dx

=
gx + gyy

′

fx + fyy′
,
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que define a ação do grupo de transformações de ponto uniparamétricas sobre a derivada

y′ = dy/dx.

Para encontrar a forma da transformação infinitesimal da derivada ỹ′, partimos de

sua definição e das transformações infinitesimais para x̃ e ỹ:

x̃ = x+ aξ(x, y) +O(a2) , ỹ = y + aη(x, y) +O(a2).

Usando a regra da cadeia e mantendo os termos até a primeira ordem em a, temos as

diferenciais

dỹ = d(y + aη) = dy + a dη = dy + a(ηxdx+ ηydy)

dx̃ = d(x+ aξ) = dx+ a dξ = dx+ a(ξxdx+ ξydy).

Montando ỹ′ = dỹ/dx̃ e fatorando dx no numerador e no denominador, de forma a obter

y’=dy/dx:

ỹ′ =
dy + a(ηxdx+ ηydy)

dx+ a(ξxdx+ ξydy)
=
y′ + a(ηx + ηyy

′)

1 + a(ξx + ξyy′)
.

Considerando a infinitesimal, podemos utilizar a aproximação (1 + z)−1 ≈ 1− z. Assim:

ỹ′ ≈ [y′ + a(ηx + ηyy
′)] · [1− a(ξx + ξyy

′)]

Efetuando a multiplicação e retendo os termos até a primeira ordem em a:

ỹ′ ≈ y′ − ay′(ξx + ξyy
′) + a(ηx + ηyy

′) +O(a2)

= y′ + a [(ηx + ηyy
′)− y′(ξx + ξyy

′)] +O(a2)

= y′ + a
[

ηx + (ηy − ξx)y′ − ξy(y′)2
]

+O(a2).

Com isso, identificamos o coeficiente de a como o infinitesimal ζ(x, y, y′). Portanto,

ỹ′ = y′ + ζa+O(a2).

Considerando uma variação infinitesimal, com a = dt, podemos escrever

dy′ = ỹ′ − y′ = ζ(x, y, y′)dt.

Dada uma função ϕ(x, y, y′),

dϕ(x, y, y′) =
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy+

∂ϕ

∂y′
dy′ =

∂ϕ

∂x
(ξ dt)+

∂ϕ

∂y
(η dt)+

∂ϕ

∂y′
(ζ dt) = pr X(ϕ)|(x,y,y′) dt,

onde definimos a prolongação do gerador X por

pr X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
+ ζ(x, y, y′)

∂

∂y′
. (3.11)
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Em termos simples, nossos resultados nos dizem que a extensão das transformações

de ponto às derivadas das variáveis dependentes em relação às variáveis independentes

conduz à prolongação do grupo de Lie uniparamétrico que age no espaço (x,u) para o

grupo de Lie uniparamétrico que atua no espaço de jatos (x,u,ux, · · ·). A despeito do

caso particular a partir do qual chegamos a essa conclusão, teremos a oportunidade de

atestar que não há perda de generalidade.

Exemplo 3.6: Rotações no plano

Vamos explorar novamente o caso das rotações no plano. Como sabemos, ξ = −y e

η = x. Logo, pela definição de ζ,

ζ =
∂x

∂x
+

(

∂x

∂y
+
∂y

∂x

)

y′ +
∂y

∂y
y′2 = 1 + y′2,

e, portanto,

pr X = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
+ (1 + y′2)

∂

∂y′
.

3.5.1 Invariância e Integração de uma EDO de Primeira Ordem

Em analogia à definição 3.2 a respeito de funções invariantes, podemos dizer que

uma EDO ϕ(x, y, y′) será invariante por um grupo de Lie uniparamétrico de transformações

de ponto se for mapeada em ϕ(x̃,y, ỹ′). Em outros termos, o grupo de Lie em questão

é chamado grupo de simetria da EDO se mapear soluções em soluções da mesma.

Lembrando que um grupo de transformações uniparamétricas é caracterizado pelos seus

geradores, e que sua aplicação a equações diferenciais prolonga sua ação para um espaço

de jatos, somos levados à seguinte definição:

Definição 3.4: Simetrias de uma Equação Diferencial Ordinária

Um grupo de Lie de transformações de ponto uniparamétricas é dito grupo de simetria

da equação diferencial ϕ(x, y, y′) se mapeia soluções em soluções dessa equação. Em

outros termos, X é gerador de uma transformação de simetria da equação se

pr X(ϕ) = 0, (3.12)

com pr X sendo a prolongação de tal gerador ao espaço de jatos (x, y, y′).

Exemplo 3.7

Consideremos a ODE ϕ(x, y, y′) = (2x− y) + (2y + x)y′ = 0. Pelo resultado obtido
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no exemplo 3.6,

pr X(ϕ) = −y∂ϕ
∂x

+ x
∂ϕ

∂y
+ (1 + y′2)

∂ϕ

∂y′
=

= −y ∂
∂x

((2x− y) + (2y + x)y′) + x
∂

∂y
((2x− y) + (2y + x)y′)+

+(1 + y′2)
∂

∂y′
((2x− y) + (2y + x)y′) = −2y − yy′ − x+ 2xy′ + (1 + y′2)(2y + x) =

= −2y − yy′ − x+ 2xy′ + 2y + x+ (2y + x)y′2 = ((2x− y) + (2y + x)y′)y′ = 0.

Portanto, em conformidade com a definição 3.4, concluímos que a equação

diferencial ϕ(x, y, y′) = (2x− y) + (2y+ x)y′ = 0 é invariante perante a ação do grupo

de rotações no plano.

Se quisermos encontrar as soluções da EDO, devemos resolver a EDP

pr X(ϕ) = ξ(x, y)
∂ϕ

∂x
+ η(x, y)

∂ϕ

∂y
+ ζ(x, y, y′)

∂ϕ

∂y′
. (3.13)

Contudo, atentando para a discussão acerca do método das características feita na seção

2.5, sabemos que resolver tal EDP é equivalente a resolver o sistema de EDOs

dx

ξ
=
dy

η
=
dy′

ζ
,

que doravante denominaremos sistema característico da EDP 3.13. Isso nos permite

encontrar a forma mais geral possível de uma função que é invariante sob um grupo de

transformação.

Investiguemos um pouco mais a fundo. Como a primeira igualdade não depende de

y′, ela pode ser integrada, de modo que o resultado é

u(x, y) = c1 = constante,

que permite escrever y em termos de x como algo da forma y = y(x, c1). Usando isso na

outra igualdade,
dx

ξ
=
dy′

ζ
,

garantimos que ela só depende de x, y′ e c1. A integração, então, fornecerá v1(x, y′, c1), ou,

lembrando que c1 = u(x, y),

v(x, y, y′) = c2 = constante.

Portanto, a solução mais geral da EDO é algo da forma v = F (u), ou f(u, v) = 0. Essa é

a forma mais geral de uma EDO que é invariante pelo grupo de simetria gerado por X.

Suponhamos que podemos expressar essa EDO na forma

y′ = f(x, y).
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Se ψ(x, y) = c é solução, então também é uma solução da EDP

∂ψ

∂x
+ f(x, y)

∂ψ

∂y
= 0, (3.14)

uma vez que possui
dx

1
=

dy

f(x, y)

como sistema característico. Por sua vez, o gerador X leva ψ(x, y) a outra solução da EDO.

Logo, X(ψ) = h(ϕ), onde h é uma função apropriada. Por conveniência, definamos uma

nova função Π que satisfaça
dΠ

dψ
=

1

h(ψ)
.

Notamos que Π satisfaz a equação 3.14 por simples substituição e que, pela propriedade

que exibe, X(Π) = 1, ou seja,

∂Π

∂x
+ f(x, y)

∂Π

∂y
= 0,

pr X(Π) = ξ(x, y)
∂Π

∂x
+ η(x, y)

∂Π

∂y
= 1,

(3.15)

cuja solução é da forma

∂Π

∂x
= − f

η − fξ ,
∂Π

∂y
=

1

η − fξ .

Essas equações são tais que admitem integração. Além disso, podemos notar que a

quantidade definida pela segunda equação é justamente o fator integrante da EDO.

Exemplo 3.8

Sabemos que o gerador de translação na direção x é X = ∂x, com ξ = 1 e η = 0.

Como ξ e η não dependem de x ou y, segue que ζ = 0 e que pr X = X. Considerando

a EDP pr X = 0, vemos que o sistema característico, com abuso de notação, é dado

por
dx

1
=
dy

0
=
dy′

0
,

que nos leva a y = c1 e y′ = c2, com c1 e c2 constantes. Assim, constatamos que a

forma mais geral de uma EDO invariante pelo grupo de translações na direção x é

y′ = f(y).

Aplicando o mesmo raciocínio para translações na direção y, temos que a forma mais

geral da ODE invariante por essa transformação é

y′ = f(y).



Capítulo 3. Prolongações I: Simetrias de Ponto de Lie 58

Por sua vez, o gerador para uma translação arbitrária (α, β) é

X = α
∂

∂x
+ β

∂

∂y
.

Novamente, como ξ e η não dependem de x e y, pr X = X. Assim, o sistema

característico da EDO é dado por

dx

α
=
dy

β
=
dy′

0
,

cuja solução é y′ = c1 e βx− αy = c2. Portanto, a forma mais geral de EDO que é

invariante pelo grupo de translações na direção (α, β) é

y′ = f(βx− αy).

3.6 Generalização Para EDOs de Ordem Superior

Nesta seção, buscaremos estender o raciocínio empregado na seção anterior para

uma EDO de ordem superior, isto é ϕ(x, y, y′, · · ·, y(n)) = 0. Notemos primeiramente que

a equação para ζ pode ser reescrita como

ζ = ηx + ηyy
′ − y′(ξx + ξyy

′) =
dη

dx
− y′ dξ

dx
. (3.16)

Se definirmos η(0) = η e η(1) = ζ, podemos escrever

ỹ(i) = y(i) + aη(i) +O(a2), (3.17)

onde y(0) = y e y(1) = y′. Além disso,

η(i) =
∂ỹ(i)

∂a

∣

∣

∣

∣

∣

a=0

, (3.18)

o que nos permite escrever 3.16 como

η(1) =
dη(0)

dx
− y(1) dξ

dx
. (3.19)

Agora, a equação 3.18 é válida para i = 2, 3, 4, · · ·, n, e, como sabemos, y(i+1) =

dy(i)/dx. Assim, temos que

η(i+1) =
∂ỹ(i+1)

∂a

∣

∣

∣

∣

∣

a=0

=
∂

∂a

(

dỹ(i)

dx

)∣

∣

∣

∣

∣

a=0

=
∂

∂a

(

d(y(i) + aη(i) +O(a2))

d(x+ aξ +O(a2))

)∣

∣

∣

∣

∣

a=0

=

=
∂

∂a

(

dy(i) + adη(i) +O(a2)

dx(1 + a(dξ/dx) +O(a2))

)∣

∣

∣

∣

∣

a=0

=
∂

∂a





dy(i)

dx
+ adη(i)

dx
+O(a2)

1 + a dξ
dx

+O(a2)





∣

∣

∣

∣

∣

∣

a=0

=

=
∂

∂a

((

dy(i)

dx
+ a

dη(i)

dx
+O(a2)

)(

1− adξ
dx

+O(a2)

))∣

∣

∣

∣

∣

a=0

=
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=
∂

∂a

(

dy(i)

dx
+

(

dη(i)

dx
− dy(i)

dx

dξ

dx

)

a+O(a2)

)∣

∣

∣

∣

∣

a=0

,

ou seja,

η(i+1) =
dη(i)

dx
− dy(i)

dx

dξ

dx
=
dη(i)

dx
− y(i+1) dξ

dx
. (3.20)

Essa expressão define completamente η(i), uma vez que η(0) e η(1) são conhecidos. Notamos

ainda, através da iteração 3.20, que

η(i) = η(i)(x, y, y′, y′′, · · ·, y(i)).

Em vista do abordado acima, temos a seguinte definição para a n-ésima prolongação

do gerador X:

Definição 3.5: N-ésima Prologação do Gerador

Seja a equação diferencial ordinária ϕ(x, y, y′, · · ·, y(n)). A n-ésima prologação do

gerador de simetria do grupo de Lie de transformações de ponto uniparamétricas é

pr(n)X = ξ
∂

∂x
+ η(0) ∂

∂y(0)
+ · · ·+ η(n) ∂

∂y(n)
, (3.21)

com η(i) dado por 3.20.

Adicionalmente, generalizando a definição 3.4, temos que:

Definição 3.6

A EDO ϕ(x, y, · · ·, y(n)) = 0 é invariante pela simetria gerada por X se

prnX(ϕ) = 0.

Para o caso n = 2, a equação 3.21 assume a forma

pr(2)X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ η′ ∂

∂y′
+ η′′ ∂

∂y′′
, (3.22)

onde, pela equação 3.20,

η′ = ηx + (ηy − ξx)y′ − ξyy
′2, (3.23)

e, de 3.20 na expressão anterior para η′,

η′′ = ηxx + (2ηxy − ξxx)y′ + (ηyy − 2ξxy)y′2 − ξyyy
′3 + (ηy − 2ξx − 3ξyy

′)y′′. (3.24)
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Exemplo 3.9

Vejamos qual a forma mais geral de uma equação diferencial ordinária de segunda

ordem que é invariante pelo grupo de rotações no plano. Para este caso, sabemos

que ξ = −y e η = x. Além disso, sabemos que η′ = 1 + y′2. Utilizando a expressão

3.24 constatamos que η′′ = 3yy′ e, por consequência, a expressão para a segunda

prolongação dos geradores de simetria da EDO de ordem 2 ϕ é

pr(2)X(ϕ) = −y∂ϕ
∂x

+ x
∂ϕ

∂y
+ (1 + y′2)

∂ϕ

∂y′
+ 3y′y′′ ∂ϕ

∂y′′
= 0,

cujo sistema característico é

−dx
y

=
dy

x
=

dy′

1 + y′2
=

dy′′

3y′y′′
.

Da primeira igualdade,

−dx
y

=
dy

x
⇒ ydy + xdx = 0⇒ x2 + y2 = constante = c2

1 ⇒ x =
√

c2
1 − y2.

Usando esse resultado para eliminar x na igualdade entre o segundo e terceiro termo,

temos
dy

√

c2
1 − y2

=
dy′

1 + y′2
⇒ dy

√

c2
1 − y2

− dy′

1 + y′2
= 0.

Integrando, encontramos que

arcsin
y

c1

− arctan y′ = constante = c2,

que, através de uma breve manipulação, pode ser reescrita como

xy′ − y
x+ yy′

= tan c2.

Da igualdade formada pelo terceiro e quarto termo

3y′dy′

1 + y′2
=
dy′′

y′′
⇒ 3y′dy′

1 + y′2
− dy′′

y′′
= 0,

cuja integração resulta em

y′′

(1 + y′2)(3/2)
= constante = c3 ⇒ y′′ = c3(1 + y′2)(3/2).

Como cada constante pode ser expressa em termos das outras constantes, concluímos

que a forma mais geral possível de uma EDO de segunda ordem invariante pelo grupo

de rotações é

y′′ = (1 + y′2)(3/2)f

(

x2 + y2,
y − y′x

yy′ + x

)

.
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3.6.1 Coordenadas Canônicas

É um fato bem conhecido da teoria das equações diferenciais que uma EDO de

ordem n é equivalente a um sistema composto por n EDOs de primeira ordem. Para vermos

isso, escrevamos a equação ϕ(x, y, y′, · · ·, y(n)) na forma

y(n) = f(x, y, y′, · · ·, y(n−1)), (3.25)

onde
dy

dx
= y′,

dy′

dx
= y′′,

· · ·,
dy(n−1)

dx
= y(n) = f(x, y, y′, · · ·, y(n−1)),

é o sistema de n EDOs associado. Por sua vez, esse sistema pode ser reescrito como

dy

y′
=
dy′

y′′
= · · · = dy(n−1)

f(x, y, y′, · · ·, y(n−1))
=
dx

1
,

que é o sistema característico associado à EDP

∂ψ

∂x
+ y′∂ψ

∂y
+ y′′ ∂ψ

∂y′
+ · · ·+ f(x, y, y′, · · ·, y(n−1))

∂ψ

∂y(n−1)
= 0.

Uma solução possível da EDP acima é da forma

ψ(x, y, y′, · · ·, y(n−1)) = constante.

Buscando fazer uma redução de ordem de maneira eficiente, introduzamos uma mudança

de coordenadas apropriada. Para tal, sejam t e z coordenadas tais que

x = x(t, z), y = y(t, z), (3.26)

de forma que a expressão 3.25 assume a forma

z(n) = F (t, z′, z′′, · · ·, z(n−1)),

onde as derivadas são em relação à coordenada t e a EDO é de ordem (n−1) na variável z′,

que admite como simetria ∂/∂z. Visto de outra forma, a mudança de variáveis promovida

por 3.26 é tal que o gerador de simetria pode ser escrito como

X = ξ(x, y)
∂

∂x
+ η(x, y)

∂

∂y
=

∂

∂z
.

Segue imediatamente do gerador acima que

X(t) = 0, X(z) = 1.
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Chamaremos as coordenadas (z, t) de coordenadas canônicas. Dos resultados acima,

X(t) = ξ(x, y)
∂t

∂x
+ η(x, y)

∂t

∂y
= 0,

e

X(z) = ξ(x, y)
∂z

∂x
+ η(x, y)

∂z

∂y
= 1.

Essas equações podem ser resolvidas usando os artifícios que já conhecemos. Os sistemas

característicos associados a cada uma delas definem as mudanças de variável t = t(x, y) e

z = z(x, y).

De maneira alternativa, podemos usar a solução t = t(x, y) da primeira equação

para escrever x = x(t, y), com o intuito de trabalhar nas variáveis (t, y), e assim reescrever

X como

X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
= ξ

(

∂y

∂x

∂

∂y
+
∂t

∂x

∂

∂t

)

+ η

(

∂y

∂y

∂

∂y
+
∂t

∂y

∂

∂t

)

=

=

(

ξ
∂t

∂x
+ η

∂t

∂y

)

∂

∂t
+ η

∂

∂y
= η

∂

∂y
.

Isso permite escrever

X(z) = η
∂z

∂y
= 1,

que fornece, via integração, z = z(y, t), que podemos reescrever como z = z(x, y), usando

t = t(x, y). Notemos que estamos considerando η ≠ 0; se η = 0, basta considerar o mesmo

procedimento descrito acima, porém utilizando as variáveis (t, x), com as quais a equação

X(z) = 1 assume a forma ξ(∂z/∂x) = 1.

Exemplo 3.10

Como ilustração para o procedimento que acabamos de descrever, consideremos a

equação y′′ = xy2. É simetria dessa equação

X = x
∂

∂x
− 3y

∂

∂y
,

o que pode ser prontamente verificado. Considerando ξ = x e η = −3y na expressão

para a segunda prolongação (3.22), temos que

pr(2)X(y′′ − xy2) =

(

x
∂

∂x
− 3y

∂

∂y
− 4y′ ∂

∂y′
− 5y′′ ∂

∂y′′

)

(y′′ − xy2) =

= −xy2 + 6xy2 − 5y′′ = −5(y′′ − xy2) = 0.

Para efetuarmos a redução da EDO, consideremos as variáveis (t, z), tais que

X(z) = 1 e X(t) = 0. Para o presente problema,

x
∂t

∂x
− 3y

∂t

∂y
= 0,
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cujo sistema característico é
dx

x
= −dy

3y
,

e cuja solução é yx3 = constante. Definamos agora a variável t como t = yx3. Essa

definição, como discutimos para o caso geral, nos permite escrever X(z) = 1 como

x
∂z

∂x
= 1,

cuja solução é z = ln x+ f(t), sendo f(t) uma função arbitrária de t. Podemos tomar,

a título de exemplo, z = ln(x).

Se utilizarmos x = ez e y = te−3z, teremos que

y′ =
dy

dx
=
yt + yzz

′

xt + xzz′
=
e−4z

z′
− 3te−4z,

e

y′′ =
dy′

dx
= e−5z

(

− 7

z′
+ 12t− z′′

z′3

)

.

Substituindo na EDO, obtemos que

z′′ = 12tz′3 − t2z′3 − 7z′2,

que é de primeira ordem em z′.

Uma discussão pormenorizada a respeito de como simetrias podem ser usadas para

reduzir a ordem de uma equação diferencial e as diversas estratégias para tal pode ser

encontrada em [23].

3.7 Generalização Para Várias Variáveis

Consideremos um subconjunto S de uma variedade M , dizemos que um grupo de

Lie G é um grupo de simetria de S, ou que S é G-invariante, se a ação ϕ(g, h) ∈ S sempre

que estiver definida para g ∈ G e h ∈ S.

Por sua vez, consideremos um sistema de equações diferenciais que envolve p

variáveis independentes x = (x1, · · ·, xp) e q variáveis dependentes u = (u1, · · ·, uq).

Uma solução desse sistema é da forma u = f(x), ou, em termos de coordenadas, uα =

fα(x1, · · ·, xn). Isto posto, uma solução do sistema definirá um ponto na variedade. Assim,

o subconjunto S de todas as soluções é um subconjunto S ⊂M . Portanto, um grupo de

Lie G será um grupo de simetria do sistema de equações se o conjunto de soluções for

G-invariante.

Tomemos X = R
p, com coordenadas x = (x1, · · ·, xp), o espaço das variáveis

independentes, e U = R
q, com coordenadas u = (u1, · · ·, uq), o espaço das variáveis



Capítulo 3. Prolongações I: Simetrias de Ponto de Lie 64

dependentes. Podemos estabelecer que um grupo de simetria do sistema será um grupo de

transformações G agindo localmente em um aberto M ⊂ X × U , de tal forma que a ação

de G mapeia soluções em soluções. Naturalmente, esperamos, em princípio, que tal grupo

de transformações atue sobre quaisquer variáveis, sejam elas dependentes ou independentes.

Assim, no caso mais geral, teremos uma ação ϕ : M ×G→M , que caracterizaremos por

(x̃, ũ) = ϕ(g, (x,u)).

Para desenvolvermos o raciocínio rigorosamente, começemos identificando a função

u = f(x) com

Γf = {(x, f(x))|x ∈ Ω} ⊂ X × U,

onde Ω é o domínio de f . Notemos que Γf é uma subvariedade p-dimensional de X × U .

Se Γf ⊂Mg, o domínio da transformação de grupo g ∈ G, a transformação de Γf por g é

dada por

g · Γf = {(x̃, ũ) = g · (x,u)|(x,u) ∈ Γf}.

Entretanto, o conjunto g · Γf não é necessariamente o gráfico de uma função bijetiva

ũ = f̃(x̃). Porém, dado que G atua suavemente e que a atuação de seu elemento identidade

mantém Γf invariante, a compressão adequada do domínio Ω de f garante que, para

elementos próximos à identidade, a transformação g ·Γf = Γf̃ é o gráfico de alguma função

bijetiva suave ũ = f̃(x̃) [24]. A função f̃ = g · f é denominada transformação de f por g.

Exemplo 3.11

Seja o caso em que p = 1 e q = 1, onde X = R, com uma única variável independente

x, e U = R, denotando por y a variável dependente. Tomemos G = SO(2) como

o grupo de rotação atuando em X × U ≃ R
2. Como sabemos, podemos definir

(x̃, ũ) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ). Tomemos a função u = f(x) = kx2. Para

este caso,

x̃ = x cos θ − u sin θ = x cos θ − kx2 sin θ ⇒ kx2 sin θ − x cos θ + x̃ = 0,

que é uma equação de segundo grau em x e cuja solução é

x =
cos θ −

√
cos2 θ − 4kx̃ sin θ

2k sin θ
,

onde consideraremos apenas a solução com sinal negativo pelo fato de a outra solução

não fornecer o limite correto quando θ = 0. Substituindo em ũ = x sin θ + kx2 cos θ,

concluímos que

ũ =
cos θ −

√
cos2θ − 4kx̃ sin θ

2k sin2 θ
− x̃ cot θ = f̃(x̃).
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No caso geral, o procedimento de encontrar a função transformada f̃ = g · f segue

o raciocínio do exemplo anterior. Suponhamos que a transformação g é dada por

(x̃, ũ) = g · (x,u) = (Ξg(x,u),Φg(x,u)),

onde Ξg e Φg são funções suaves. Então, Γf̃ = g · Γf pode ser expresso parametricamente

por










x̃ = Ξg(x, f(x)) = Ξg ◦ (I× f)(x);

ũ = Φg(x, f(x)) = Φg ◦ (I× f)(x);
x ∈ Ω.

Aqui, I é a função identidade de X, tal que I(x) = x, e × é o produto cartesiano de

funções.

Para determinar f̃ = g · f explicitamente, é necessário eliminar x no sistema de

equações acima. Dado que, para o elemento identidade do grupo g = e, Γe ◦ (I× f) = I,

sabemos que a matriz jacobiana de Γg ◦ (I × f) é não singular para g muito próximo à

identidade e, pelo teorema da função inversa [25,26], podemos escrever localmente que

x = [Γg ◦ (I× f)]−1(x̃),

o que nos permite expressar

g · f = [Φg ◦ (I× f)] ◦ [Γg ◦ (I× f)]−1, (3.27)

que vale sempre que o segundo fator é inversível.

Exemplo 3.12

Tomemos o caso especial em que o grupo age apenas sobre a variável independente.

Aqui, temos transformações da forma

(x̃, ũ) = g · (x,u) = (Ξg(x),u),

nas quais Ξg é um difeomorfismo de X, com Ξ−1
g = Ξg−1 . Se Γf = {(x, f(x))} é o

gráfico de uma função suave, então também será g · Γf = {g · (x, f(x))}. De fato,

(x̃, ũ) = g · (x, f(x)) = (Ξg(x), f(x)).

Aqui, podemos eliminar x invertendo Ξg, o que nos dá

ũ = f(x̃) = f(Ξ−1
g (x̃)) = f(Ξg−1(x̃)).

Para propósitos ilustrativos, tomemos G como o grupo das translações

(x,u) 7→ (x + ϵa,u),
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com ϵ ∈ R e a ∈ X. Então, a função f é transformada para

ũ = f̃(x̃) = f(Ξg−1(x̃)) = f(x̃− ϵa).

O resultado acima vale no caso mais geral dos grupos de transformações projetáveis,

nos quais a ação nas variáveis independentes não depende das variáveis dependentes, ou

seja,

g · (x,u) = (Ξg(x),Φg(x,u)).

Agora, estamos em condições de definir grupos de simetrias de equações diferenciais

de forma mais rigorosa.

Definição 3.7

Um grupo de simetria de um sistema de equações diferenciais é um grupo de

transformações locais G atuando em um subconjunto aberto M do espaço das variáveis

independentes e dependentes (X × U) e tal que, sempre que u = f(x) é solução do

sistema e sempre que g · f é definido para g ∈ G, u = g · f(x) também será solução

do mesmo sistema.

Conforme já nos é claro a esse ponto, nossos propósitos exigem que prolonguemos

o espaço X × U das variáveis independentes e dependentes em um espaço de jatos, onde

as várias derivadas que podem ocorrer estejam devidamente representadas.

Seja S∆ um sistema de equações diferenciais de ordem n com p variáveis indepen-

dentes e q variáveis dependentes, dado por

∆µ(x,u(n)) = 0, µ = 1, · · ·, l,

com x = (x1, · · ·, xn), u = (u1, · · ·, un) e as derivadas de u em relação a x até ordem n.

Entenderemos que as funções ∆(x,u(n)) = (∆1(x,u
(n)), · · ·,∆l(x,u

(n))) são suaves em

seus argumentos, de forma que ∆ pode ser visto como um mapeamento suave do espaço

de jatos X × U (n) no espaço euclidiano de dimensão l.

Por sua própria definição, as equações diferenciais estabelecem onde esse mape-

amento desaparece no espaço de jatos X × U (n) e, portanto, definem uma subvariedade

dada por

S∆ = {(x,u(n)) ∈M (n)|∆(x,u(n)) = 0} ⊂ X × U (n).

Por essa linha de raciocínio, podemos dizer que uma função suave u = f(x) é

solução do sistema de equações diferenciais se

∆(x, pr(n)(f(x))) = 0, ∀ x ∈ Ω,
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com Ω ⊂ X denotando o domínio de f . Aqui, estamos apenas expressando o fato de que

as derivadas de f precisam satisfazer as restrições impostas pelas equações diferenciais.

Em outros termos, o gráfico da prolongação de f deve permanecer inteiramente dentro da

subvariedade Γ∆ definida pelo sistema de equações diferenciais, ou seja,

Γf = {(x, pr(n)(f(x)) ⊂ Γ∆ = {∆(x,u(n)) = 0}}.

Com isso, podemos considerar um sistema de equações diferenciais de ordem n

como uma subvariedade Γ∆ no espaço de jatos X × U (n). Além disso, uma solução é uma

função u = f(x) tal que sua n-ésima prolongação está contida nessa subvariedade.

Exemplo 3.13: Equação de Laplace Tridimensional

Voltemos à equação de Laplace tridimensional discutida no exemplo 2.16,

∇2u = uxx + uyy + uzz = 0.

Vimos naquele exemplo que essa equação vive em um espaço de jatos de 13 dimensões,

e que ela define um subespaço S∆ tal que

v8 + v11 + v13 = 0,

onde vs são coordenadas do espaço de jatos.

Sabemos que uma função u = f(x) será solução se

∂2f

∂x2
+
∂2f

∂y2
+
∂2f

∂z2
= 0.

Isso é o mesmo que requerer que o gráfico da segunda prolongação esteja em Γ∆.

Para vermos isso, consideremos a função f(x, y, z) = x3yz − y3xz + y3 − 3yz2.

Essa é uma solução da equação de Laplace, pois

∇2f(xyz) =

(

∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)

(x3yz − y3xz + y3 − 3yz2) =

= 6xyz − 6xyz + 6y − 6y = 0.

Por sua vez, a segunda prolongação de f é dada por

pr(2)f = (f(x, y, z), fx, fy, fz, fxx, fxy, fxz, fyy, fyz, fzz) =

= (x3yz− y3xz+ y3− 3yz2; 3x2yz− y3z, x3z− 3y2xz+ 3y2− 3z2, x3y− y3x− 6yz) =

= (6xyz, 3x2z − 3y2z, 3x2y − y3,−6xyz + 6y, x3 − 3xy2 − 6z,−6y).
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Como v8 = 6xyz, v11 = −6xyz + 6y e v13 = −6y, temos que

v8 + v11 + v13 = 6xyz − 6xyz + 6y − 6y = 0,

em conformidade com o que dissemos.

3.7.1 Prolongação da Ação de Grupos

Consideremos a ação do grupo em um ponto (x,u) da subvariedade X × U , que

será denotada por

ϕ(g, (x,u)) = (x̃, ũ).

Podemos definir a n-ésima prolongação dessa ação, que denotaremos por pr(n)g, por

ϕ(pr(n)g, (x,u(n))) = (x̃, ũ(n)),

onde ũ(n) = (pr(n)f̃)(x̃).

O que estamos dizendo é que, dada a ação definida acima no aberto M ⊂ X × U ,

haverá uma ação local de G induzida no n-ésimo espaço de jatos M (n), que denominamos

n-ésima prolongação de G em M . Essa prolongação é tal que transforma as derivadas das

funções u = f(x) nas derivadas correspondentes de ũ = f̃(x̃). Notemos que isso apenas

coloca em bases mais gerais e rigorosas o que temos trabalhado até aqui ao longo do

capítulo.

Em vista do que foi estudado no primeiro capítulo a respeito de grupos de Lie,

álgebras de Lie e campos vetoriais, sabemos que um campo vetorial X define um grupo de

transformações uniparamétricas em M através da ação ϕ(exp(tX), (x,u)). Além disso, da

nossa presente discussão, temos que a prolongação dessa ação para o espaço de n-jatos

é ϕ(pr(n) exp(tX), (x,u)). A ação prolongada nos fornece uma curva em M (n), de modo

que podemos calcular seu vetor tangente, e esse vetor é a prolongação do gerador X. Daí,

definiremos a n-ésima prolongação pr(n)X do gerador de transformações X por

pr(n)X
∣

∣

∣

(x,u(n))
=

d

dt
ϕ(pr(n) exp(tX), (x,u(n)))

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

. (3.28)

Dado (x,u(n)) é um sistema de coordenadas em M (n), uma base coordenada para

o espaço tangente a um ponto dessa variedade é {∂xi , ∂uα
J
}. Assim, podemos escrever um

campo vetorial em M (n) por

V =
p
∑

i=1

ξi ∂

∂xi
+

q
∑

α=1

∑

J

ϕα
J

∂

∂uα
J

, (3.29)

onde, em geral, ξi = ξi(x,u(n)) e ϕα
J = ϕα

J(x,u(n)). Particularmente, no caso em que

V = pr(n)X, temos que ξi = ξi(x,u) , ϕα
0 = ϕα

0 (x,u(n)) e, por consequência, ϕα
J =
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ϕα
J(x,u, · · ·,uJ

α), com o gerador X sendo dado por

X =
p
∑

i=1

ξi ∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ϕα ∂

∂uα
.

Exemplo 3.14

Consideremos mais uma vez o caso das rotações no plano, cujo gerador é

X = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
.

Neste caso, temos

ϕ(exp(θX), (x, u)) = (x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ).

Agora,

ũ′ =
dũ

dx̃
=
dũ

dx

(

dx̃

dx

)−1

=
sin θ + u′ cos θ

cos θ − u′ sin θ
.

Portanto,

ϕ(pr(1) exp(θX), (x, u)) =

(

x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ,
sin θ + u′ cos θ

cos θ − u′ sin θ

)

.

Utilizando a equação 3.28,

pr(1)X =
d

dθ

(

x cos θ − u sin θ, x sin θ + u cos θ,
sin θ + u′ cos θ

cos θ − u′ sin θ

)∣

∣

∣

∣

∣

θ=0

= (−u, x, 1+u′2),

ou,

pr(1)X = −u ∂
∂x

+ x
∂

∂u
+ (1 + u′2)

∂

∂u′
,

que é o resultado que obtivemos no exemplo 3.6.

Sintetizaremos os resultados obtidos ao longo desta subseção através da seguinte

definição:

Definição 3.8

Seja ∆µ(x,u(n)), µ = 1, · · ·, l, um sistema de equações diferenciais definido em

M ⊂ X × U . Seja um grupo de Lie G agindo como um grupo de transformações

locais em M . Dizemos que esse grupo é um grupo de simetria do sistema de equações

diferenciais se

pr(n)X
∣

∣

∣

(x,u(n))
∆µ = 0, µ = 1, · · ·, l,

∀ X ∈ g, com g sendo a álgebra de Lie associada a esse grupo, e sempre que
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∆µ(x, u(n)) = 0.

3.7.2 Expressões Gerais para Prolongações

Agora, será nosso objetivo concluir a discussão a respeito dos aspectos elementares

do método das prolongações, obtendo expressões de validade geral. Para tal, começaremos

com o estudo de casos particulares.

Primeiramente, consideremos a ação de um grupo de transformações uniparamétri-

cas que atuam apenas nas variáveis independentes. Para este caso, o gerador assume a

forma

X =
p
∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi
,

atuando em M ⊂ X × U . As transformações de grupo gϵ = exp(ϵX) são da forma

(x̃, ũ) = gϵ · (x,u) = (Ξϵ(x),u),

onde os elementos x̃i = Ξ(xi) são tais que

dΞi
ϵ(x)

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= ξi(x).

Para simplificarmos nossa análise, consideraremos apenas uma variável dependente u ∈ R,

sem perda de generalidade.

Neste caso, sabemos que o primeiro espaço de jatos M (1) admite as coordenadas

(x,u(1)) = (xi, u, uj), tal que uj = ∂u/∂xj. Tomando um ponto qualquer em M (1), e

considerando uma função qualquer u = f(x), com uj = ∂f/∂xj, a ação prolongada do

grupo será pr(1)gϵ · (x,u(1)) = (x̃, ũ(1)). Obviamente, x̃ = Ξ(x̃), ũ = u e uj são as

derivadas da função transformada f̃e = gϵ · f . Em termos da equação 3.27, temos que

ũ = f̃(x̃) = f(Ξ−1
ϵ (x̃)) = f(Ξ−ϵ(x̃)).

Dessa forma, pela regra da cadeia,

ũj =
∂f̃ϵ(x̃)

∂x̃j
=

p
∑

k=1

∂f(Ξ−ϵ(x̃))

∂xk
· ∂ Ξk

−ϵ(x̃)

∂x̃j
.

Porém, sabemos que Ξ−ϵ(x̃) = x. Assim, a expressão anterior torna-se

ũj =
p
∑

k=1

∂ Ξk
−ϵ(Ξϵ(x))

∂x̃j
uk, (3.30)

que nos fornece a prolongação da ação do grupo às derivadas de primeira ordem. Para

encontrarmos o gerador infinitesimal dessa transformação prolongada, em conformidade

com a expressão 3.28, devemos derivar 3.30 com respeito ao parâmetro ϵ e avaliar essa

derivada em ϵ = 0. Como resultado, teremos

pr(1) X =
p
∑

i=1

ξi(x)
∂

∂xi
+

p
∑

j=1

ϕj(x,u(1))
∂

∂uj

, (3.31)
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onde ξi(x) = dΞi
ϵ(x)
dϵ

∣

∣

∣

ϵ=0
, conforme já sabemos e, obviamente,

ϕj(x,u(1)) =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

p
∑

k=1

∂ Ξk
−ϵ

∂x̃j
(Ξϵ(x))uk.

Devido ao requerimento de que as funções em nosso problema sejam suaves, a

ordem de derivação pode ser trocada, de acordo com o teorema de Clairaut-Schwarz [27,28],

e assim
[

∂

∂x̃j

(

d Ξk
−ϵ

dϵ

)

Ξe(x)

]∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=
∂

∂xj

[(

d Ξk
−ϵ

dϵ

)∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

]

(x),

pois Ξϵ=0(x) = x. Agora, sabemos que o termo dentro de colchetes define −ξk. Logo,

∂

∂xj

[(

d Ξk
−ϵ

dϵ

)∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

]

(x) = −∂ξ
k

∂xj
(x).

Além disso, temos
∑

l

∂2Ξk
−ϵ

∂x̃j∂x̃l
(Ξ−ϵ(x))

d Ξl
ϵ

dϵ
(x)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= 0,

pois Ξ0(x) é o elemento identidade, de forma que para ϵ = 0, as derivadas de segunda

ordem de Ξϵ são nulas. Portanto, podemos reescrever ϕj como

ϕj(x, u, ux) = −
p
∑

k=1

∂ξk

∂xj
· uk. (3.32)

Exemplo 3.15

Seja o grupo de translações (x, u) 7→ (x + ϵa, u), com a ∈ X e ϵ ∈ R. Então, a

transformada da função u = f(x) será

ũ = f̃(x̃) = f(x̃) = f(x− ϵa).

Analisemos um segundo caso particular. Continuaremos apenas com uma variável

dependente u, mas agora consideraremos que o grupo de transformações atua somente

sobre ela. Em termos matemáticos,

(x̃, ũ) = gϵ · (x, u) = (x,Φϵ(x, u)).

O gerador infinitesimal da transformação acima será X = ϕ(x, u)∂u, com

ϕ(x, u) =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

Φϵ(x, u)

Para u = f(x), temos que f̃ϵ = gϵ · f é dada por

ũ = f̃ϵ(x̃) = Φϵ(x, f(x)).
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Mas,

ũj =
∂f̃ϵ(x̃)

∂x̃j
=
∂f̃ϵ(x)

∂xj
=

∂

∂xj
(Φϵ(x, f(x)) =

∂Φϵ(x, f(x))

∂xj
+
∂Φϵ(x, f(x))

∂u

∂f(x)

∂xj
.

Daí, somos levados a concluir que a ação prolongada pr(1)gϵ · (x,u(1)) = (x, ũ(1)) é tal que

ũj =
∂Φϵ

∂xj
+
∂Φϵ

∂u

∂f

∂xj
=
∂Φϵ

∂xj
+
∂Φϵ

∂u
uj.

De forma análoga ao caso anterior, diferenciando com respeito ao parâmetro ϵ e

avaliando em ϵ = 0, temos que o gerador prolongado será

pr(1) X = X +
p
∑

j=1

ϕj(x,u(1))
∂

∂uj

,

com

ϕj(x,u(1)) =
d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

ũj =
∂ϕ

∂xj
+
∂ϕ

∂u
uj. (3.33)

Exemplo 3.16

Conforme veremos adiante, um dos grupos uniparamétricos de simetria da equação

do calor é dado pela transformação

gϵ : (x, t, u) 7→ (x+ 2ϵt, t, e−ϵx−ϵ2tu), ϵ ∈ R.

Para a função u = f(x, t), a aplicação de gϵ é

ũ = e−ϵx−ϵ2tu = e−ϵx−ϵ2tf(x, t).

Mas, dado que (x̃, t̃) 7→ (x+ 2ϵt, t), podemos escrever a expressão acima como

ũ = e−ϵ(x̃−2ϵt̃)−ϵ2 t̃ · f(x̃− 2ϵt̃, t̃) = e−ϵx̃+ϵ2 t̃ · f(x̃− 2ϵt̃, t̃).

3.7.2.1 Digressão: Sobre Derivadas Totais

Antes de obtermos uma versão generalizada das expressões 3.32 e 3.33, faremos uma

pequena digressão a respeito das derivadas totais. Essa mudança temporária de assunto é

necessária para fixarmos e simplificarmos a notação em nossos desenvolvimentos futuros.

Voltemos ao caso discutido anteriormente, onde temos p variáveis independentes e

apenas uma variável dependente. A expressão 3.33 pode ser reescrita como

ϕj(x,u(1)) =

(

∂

xj
+ uj

∂

u

)

ϕ(x, u) = Djϕ(x, u),

pois u é uma função de x. Ao termo dentro do parêntese damos o nome de derivada total

de ϕ em relação a xj. Essa definição se estende a funções de x, u e derivadas uα
J de u.

Seguindo [24], definiremos formalmente uma derivada total por:
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Definição 3.9: Derivada Total

Definamos uma função suave P (x,u(n)) no subconjunto aberto M (n) = X × U (n). A

derivada total de P com respeito a xi é uma função suave DiP (x,u(n)), definida em

M (n), e tal que depende de derivadas de u até ordem n + 1. É propriedade dessa

função que, se u = f(x) é qualquer função suave, então

DiP (x, pr(n+1)f(x)) =
∂

∂xi
(P (x, pr(n)f(x))).

O que a definição acima nos diz é que a derivada total de P é obtida diferenciando

P em relação a xi e tratando todas as variáveis dependentes e suas derivadas como funções

de x.

Pela aplicação direta da regra da cadeia, temos a seguinte proposição:

Proposição 3.1

Seja a função P (x,u(n)). Sua i-ésima derivada total é dada por

DiP =
∂P

∂xi
+

q
∑

α=1

∑

J

uα
J,i

∂P

∂uα
J

,

onde, para J = (j1, · · ·, jk), temos que

uα
J,i =

∂uα
J

∂xi
=

∂k+1uα

∂xi∂xj1 · · · ∂xjk
.

A soma em J é sobre todos os J de ordem 0 ≤ J ≤ n, com n sendo a ordem da maior

derivada aparecendo em P .

Derivadas totais de ordem superior são definidas analogamente ao caso das derivadas

parciais. Seja J = (j1, · · ·, jk), com 0 ≤ k ≤ p para cada k, então a J-ésima derivada total

é denotada por

DJ = Dj1 · · ·Djk
.

3.7.2.2 A Fórmula Geral

Os resultados construídos até este ponto são suficientes para derivarmos uma expres-

são geral para a prolongação da ação de um determinado grupo de Lie de transformações

de ponto uniparamétricas. Apresentaremos essa expressão na forma de um teorema e, em

seguida, procederemos à construção de uma prova.
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Teorema 3.4: Fórmula Geral de Prolongação

Seja o gerador de uma transformação arbitrária

X =
p
∑

i=1

ξi(x,u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ϕα ∂

∂uα
,

definido em um subconjunto aberto M ⊂ X × U . A n-ésima prolongação de X é um

campo vetorial definido no espaço de jatos correspondente M (n) ⊂ X × U (n), cuja

expressão é dada por

pr(n) X = X +
q
∑

α=1

∑

J

′

ϕα
J(x,u(n))

∂

∂uα
J

, (3.34)

onde
∑′

J denota a soma sobre derivadas de ordem igual ou superior à primeira, e

ϕα
J(x,u(n)) = DJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuα
i

)

+
p
∑

i=1

ξi∂u
α
J

∂xi
, (3.35)

com uα
i = ∂uα/∂xi.

Prova 3.4

O resultado sintetizado pelas equações 3.34 e 3.35 pode ser demonstrado por indução

matemática. Primeiramente, vamos nos preocupar em mostrar que a expressão 3.35

se reduz à expressão correta para a primeira prolongação (caso n = 1).

Consideremos a transformação (x̃, ũ) = (Ξϵ(x,u),Φϵ(x,u)) = gϵ · (x,u), onde

X = ξi ∂

∂xi
+ ϕα ∂

∂uα

e

ξi(x,u) =
d

dϵ
Ξi

ϵ(x,u)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

, i = 1, · · ·, p,

ϕα(x,u) =
d

dϵ
Φα

ϵ (x,u)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

, α = 1, · · ·, q.

Tomando u = f(x),

x̃ = Ψϵ(x,u) = Ψϵ(x, f(x)) = Ψϵ ◦ (I× f)(x),

ũ = Φϵ(x,u) = Φϵ(x, f(x)) = Φϵ ◦ (I× f)(x).
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Pelo menos para ϵ pequeno, podemos inverter a equação para x̃, isto é, escrever

x = Ψϵ ◦ (I× f)−1(x̃). O que, ao substituir na expressão para ũ, implica que

ũ = Φϵ ◦ (I× f)(x) = (Φϵ ◦ (I× f)) ◦ (Ψϵ ◦ (I× f))−1(x̃).

Sabemos que os elementos da matriz jacobiana J [f̃ϵ(x̃)] são dados por ũα
i =

∂f̃α/∂xi. Utilizando a regra da cadeia,

J [f̃ϵ(x̃)] = J [(Φϵ ◦ (I× f)) ◦ (Ψϵ ◦ (I× f))−1(x̃)] =

= J [(Φϵ◦(I×f))(x)]J [(Ψϵ◦(I×f))−1(x̃)] = J [(Φϵ◦(I×f))(x)](J [(Ψϵ◦(I×f))(x)])−1.

Segue que,

d

dϵ
J [f̃t(x̃)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=
d

dϵ
J [(Φϵ ◦ (I× f))(x)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

(J [(Ψ0 ◦ (I× f))(x)])−1+

+J [(Φ0 ◦ (I× f))(x)]
d

dϵ
((J [(Ψϵ ◦ (I× f))(x)])−1)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

.

Agora, temos nessas expressões que

Ψ0 ◦ (I× f)(x) = Ψ0(x, f(x)) = x, J [x] = I,

e

Φ0 ◦ (I× f)(x) = Φ0(x, f(x)) = f(x).

Além disso, da propriedade MϵM
−1
ϵ = I, obtemos

d

dϵ

(

MϵM
−1
ϵ

)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= Mϵ
d

dϵ

(

M−1
ϵ

)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

+
d

dϵ
(Mϵ)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

M−1
ϵ ⇒

⇒ d

dϵ

(

M−1
ϵ

)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= −M−1
0

d

dϵ
(Mϵ)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

M−1
0 .

Logo,

d

dϵ
((J [(Ψϵ ◦ (I× f))(x)])−1)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= −J [(Φ0 ◦ (I× f))(x)]
d

dϵ
J [(Φϵ ◦ (I× f))(x)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

×

×J [(Φ0 ◦ (I× f))(x)] = − d

dϵ
J [(Φϵ ◦ (I× f))(x)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

.

Assim, dos resultados acima,

d

dϵ
J [f̃ϵ(x̃)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=
d

dϵ
J [(Φϵ ◦ (I× f))(x)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

− J [f(x)]
d

dϵ
J [(Φϵ ◦ (I× f))(x)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

.
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Se utilizarmos as definições de ξi e Uα, segue que

d

dϵ
J [f̃ϵ(x̃)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=
d

dϵ
J [(U ◦ (I× f))(x)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

− J [f(x)]
d

dϵ
J [(ξ ◦ (I× f))(x)]

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

.

Explicitando as componentes das matrizes com Uα ◦ (I × f)(x) = Uα(x, f(x)) e

ξi ◦ (1× f)(x) = ξi(x, f(x)), e utilizando a definição de derivada total, temos que

ϕα
k =

∂f̃α
t

∂xk

∣

∣

∣

∣

∣

t=0

= Dk(Uα)−
p
∑

i=1

uα
i Dk(ξi),

que pode ser reescrita, utilizando a regra de Leibniz, como

ϕα
k = Dk

(

Uα −
p
∑

i=1

uα
i ξ

i

)

+
p
∑

i=1

ξi∂u
α
i

∂xk
, (3.36)

que é justamente a equação 3.35 para o caso n = 1, onde devemos nos lembrar que há

k derivadas de primeira ordem e que a soma em J na equação 3.34 será sobre todas

elas.

Adotemos a hipótese de que a expressão 3.35 vale para todas as prolongações

de ordem k ≤ n− 1. Nosso objetivo será provar que ela vale para a ordem n. Para tal,

notemos que o (n+1)-ésimo espaço de jatos M (n+1) pode ser visto como um subespaço

do primeiro espaço de jatos (M (n))(1) do n-ésimo espaço de jatos. De fato, para o caso

p = 2 e q = 1, as coordenadas do primeiro espaço de jatos M (1) são (x, y, u, ux, uy),

enquanto as do segundo espaço de jatos são (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy). Por sua vez,

o primeiro espaço de jatos do primeiro espaço de jatos (M (1))(1) tem coordenadas

(x, y, u, v, w, ux, uy, vx, vy, wx, wy), onde v = ux e w = uy. Assim, M (2) ⊂ (M (1))(1).

Com esse ponto de vista, o procedimento de indução para determinar pr(n) X a

partir de pr(n−1) X será: consideramos pr(n−1) X como um campo vetorial em M (n−1)

e, pela fórmula de prolongação para o caso n = 1, prolongamos esse campo para

(M (n−1))(1). Depois disso, restringimos o campo vetorial resultante ao subespaço M (n),

e isso determinará a n-ésima prolongação pr(n) X.

Para vermos isso, as coordenadas de (M (n))(1) são dadas por uα
J,k, com J =

(j1, · · ·, jn−1), 1 ≤ k ≤ p, e 1 ≤ α ≤ q. Pela equação 3.36, os coeficientes de ∂/∂uα
J,k

na primeira prolongação de pr(n−1) X são

ϕα
J,k = Dk(ϕα

J)−
p
∑

i=1

Dkξ
i · uα

J,i. (3.37)

De 3.35 em 3.37,

ϕα
J,k = Dk

[

DJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuα
J,i

)

+
p
∑

i=1

ξiuα
J,i

]

−
p
∑

i=1

Dkξ
i · uα

J,i =
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= DkDJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuα
J,i

)

+
p
∑

i=1

(Dkξ
i · uα

J,i + ξiuα
J,ik)−

p
∑

i=1

Dkξ
iuα

J,ik =

= DkDJ

(

ϕα −
p
∑

i=1

ξiuα
J,i

)

+
p
∑

i=1

ξiuα
J,ik,

onde, na segunda linha, foi utilizada a regra de Leibniz e uα
J,ik = ∂2uα

J/∂x
i∂xk.

Portanto, ϕα
J,k é da forma 3.35 e o passo indutivo se completa.

3.8 Aplicações das Expressões Generalizadas

Nesta seção, iremos aplicar as expressões construídas no teorema 3.4 a dois casos

interessantes e ilustrativos. Primeiramente, consideraremos um sistema de equações dife-

renciais ordinárias e empregaremos o formalismo resultante ao famoso problema de Kepler.

Em seguida, faremos o mesmo para equações diferenciais parciais e exemplificaremos por

meio da equação do calor.

3.8.1 Aplicação a Equações Diferencias Ordinárias

Como aplicação do método, consideremos um sistema de EDOs de segunda ordem,

com p = 1 e n = 2. Denotaremos aqui a variável independente por t e as variáveis

dependentes por xi. Dessa forma, o gerador pode ser escrito por

X = ξ
∂

∂t
+

q
∑

i=1

ηi ∂

∂xi
, (3.38)

onde ξ = ξ(x, t) e ηi = ηi(x, t). De acordo com a equação 3.34, a segunda prolongação do

gerador é dada por

pr(2)X = ξ
∂

∂t
+

q
∑

i=1

ηi ∂

∂xi
+

q
∑

i=1

η̇i ∂

∂ẋi
+

q
∑

i=1

η̈i ∂

∂ẍi
.

Mas, utilizando a equação 3.16, temos que

η̇i =
dηi

dt
−ẋidξ

dt
=

q
∑

j=1

∂ηi

∂xj
ẋj+

∂ηi

∂t
−ẋi

( q
∑

i=1

∂ξ

∂xj
ẋj +

∂ξ

∂t

)

=
q
∑

j=1

ηi
jẋ

j+ηi
t−ẋi

( q
∑

i=1

ξjẋ
j + ξt

)

,

com os índices inferiores denotando derivadas parciais. Por sua vez, pela equação 3.20,

η̈i =
dη̇i

dt
− ẍidξ

dt
=

q
∑

j,k=1

ηi
jkẋ

jẋk +
q
∑

j=1

(

2ηjtẋ
j + ni

jẍ
j
)

− ẍi





q
∑

j=1

ξjẋ
j + ξt



+ ηi
tt−

−ẋi







q
∑

j,k=1

ξj,kẋ
jẋk +





q
∑

j=1

ξjtẋ
j + ξjẍ

j + ξjtẋ
j + ξtt











− ẍi





q
∑

j=1

ξjẋ
j + ξt



 =

=
q
∑

j,k=1

ηi
jkẋ

jẋk +
q
∑

j=1

(

2ηjtẋ
j + ni

jẍ
j − 2ξjẍ

iẋj
)

+ ηi
tt−
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−
q
∑

j,k=1

ξj,kẋ
iẋjẋk −

q
∑

j=1

(

ξjẋ
iẍj + 2ξjtẋ

iẋj
)

− 2ξtẍ
i − ξttẍ

i.

Sabemos que as equações do sistema podem ser colocadas na forma

∆i(ẍ, ẋ, x, t) = ẍi − f i(ẋ, x, t) = 0.

Além disso, sabemos que X é simetria se pr(2)X(∆i) = 0. Portanto,

0 = pr(1)X(f i)− η̈i =⇒ pr(1)X(f i) = η̈i.

Assim, a equação a ser resolvida é dada por

ξf i
t +

q
∑

j=1

ηjf i
j +

q
∑

j=1

( q
∑

k=1

(

ηi
kẋ

k − ξkẋ
jẋk

)

+ ηj
t − ẋjξt

)

∂f i

∂ẋj
= (3.39)

=
q
∑

j,k=1

(

ηi
jkẋ

jẋk − ξjkẋ
iẋjẋk

)

+ 2
q
∑

j=1

ηjtẋ
j − ξttẋ

i + ηi
tt+

+
q
∑

j=1

(

ηi
jf

j − ηjẋ
if j − 2ηjẋ

jf î − 2ξjtẋ
iẋj
)

− 2ξtf
i,

onde foi utilizado ẍ = f i.

Exemplo 3.17: Problema de Kepler

O problema de Kepler é um caso particular do problema de interação entre dois

corpos, no qual eles interagem em termos de uma força central que varia com o inverso

do quadrado da distância, como a força gravitacional na teoria newtoniana e a força

de atração coulombiana na eletrostática. Nesse cenário, a força atuante sobre uma

partícula será dada por

f i = −kx
i

r3
,

com r2 =
∑3

i,j=1 δijx
ixj. De onde sabemos imediatamente que f i

t = 0 e ∂f i/∂ẋj = 0.

Agora,
∂r

∂xi
=

3
∑

j=1

3
∑

k=1

δjk
xj

r
.

Logo,

f i
j = −k ∂

∂xj

(

xi

r3

)

= − k
r3

(

δij − 3δjk
xixk

r2

)

.

Substituindo os resultados acima na expressão 3.39, temos que

3
∑

j,k=1

(

ηi
jkẋ

jẋk − ξjkẋ
iẋjẋk

)

+ 2
3
∑

j=1

ηjtẋ
j − ξttẋ

i + ηi
tt + 2kξt

xi

r3
+

+
3
∑

j=1

(

−kηi
j

xj

r3
+ kξj

ẋixj

r3
− 2ξjtẋ

iẋj

)

+2k
q
∑

j=1

ξj
xiẋj

r3
+kηi 1

r3
−3k

3
∑

j,k=1

ηjδjk
xixk

r5
= 0.
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A condição de invariância (3.39) resultou em uma equação que deve ser

satisfeita para qualquer trajetória. Matematicamente, isso significa que a equação

é uma identidade polinomial nas componentes da velocidade ẋi. Para que isso seja

verdade, os coeficientes de cada monômio em ẋ devem se anular de forma independente.

Vamos, portanto, resolver o problema analisando os termos de cada ordem em ẋ

separadamente.

Termos de Ordem Cúbica (ẋiẋjẋk):

O único termo de terceira ordem na equação é −ξjkẋ
iẋjẋk. Seu anulamento implica

que ξjk = 0. A solução geral desta equação diferencial parcial é que ξ deve ser,

no máximo, um polinômio de primeira ordem nas coordenadas espaciais xj, com

coeficientes que podem depender do tempo:

ξ(x, t) =
3
∑

j=1

Cj(t)x
j +D(t).

Termos de Ordem Quadrática (ẋjẋk):

Analisando os coeficientes dos termos de segunda ordem, obtemos a seguinte equação:

3
∑

j,k=1

(ηi
jkẋ

jẋk − 2ξjtẋ
iẋj) = 0.

Utilizando a equação obtida para ξ, podemos reescrever essa equação como

3
∑

j,k=1

(

ni
jkẋ

jẋk − 2Ċjδ
i
kẋ

iẋj
)

=
3
∑

j,k=1

(

ni
jkẋ

jẋk − Ċjδ
i
kẋ

iẋj − Ċjδ
i
kẋ

iẋj
)

= 0,

o que nos permite concluir que

ηi
jk = δi

jĊk + δi
kĊj.

Termos de Ordem Linear (ẋk):

Tomando os termos de primeira ordem, temos que


2
3
∑

j=1

ηi
jtẋ

j − ξttẋ
i



 r3 +
3
∑

j=1

(

kξjẋ
ixj + 2kξjẋ

jxi
)

= 0.

Porém, fazendo uso dos resultados obtidos anteriormente, constatamos que os termos

ηi
jt e ξtt no primeiro parêntese contêm apenas termos de ordem zero e um em x,

respectivamente, mas que estão multiplicados por r3, implicando que esse parêntese
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contém termos de terceira e quarta ordem em x. No segundo parêntese, temos apenas

termos de primeira ordem em x, o que nos mostra que ξj = 0, resultando em Cj(t) = 0.

Por sua vez, esse resultado implica que ηi
jk = 0, ou seja,

ηi =
3
∑

j=1

Ei
j(t)x

j + F i(t).

Considerando esses resultados na equação que envolve termos de terceira e quarta

ordem em x,


2
3
∑

j=1

ηi
jtẋ

j − ξttẋ
i



 r3 = 0,

obtemos

2
3
∑

j=1

Ėi
jẋ

j − D̈ẋi = 0,

cuja solução é

Ėi
j =

1

2
δi

jD̈,

que, integrando em relação ao parâmetro t, nos leva a

Ei
j −

1

2
δi

jḊ = constante.

Termos de Ordem Zero em ẋi:

Agora, para os termos de ordem zero em ẋ, temos:

ηi
ttr

5 + 2kξtx
ir2 − k

3
∑

j=1

ηi
jx

jr2 + kηir2 − 3k
3
∑

j,k=1

ηjδjkx
ixk = 0.

Fazendo novamente a análise de ordem dos termos, constatamos que o primeiro termo

da equação acima envolve termos de quinta e sexta ordem em x, enquanto os demais

envolvem termos de segunda e terceira ordem. Assim, temos que ηi
tt = 0, o que resulta

em Ëi
j = F̈ i = 0.

Utilizando as expressões para ηi e ξt no resto da equação, obtemos, após uma

pequena reordenação, que


2kḊxir2 − 3k
3
∑

j,k,l=1

Ej
l x

lδjkx
ixk



+



kF ir2 − 3k
3
∑

j,k=1

F jδjkx
ixk



 = 0.

Aqui, os dois termos no primeiro parêntese são de terceira ordem em x, enquanto os

termos do segundo parêntese são de segunda ordem. Portanto, devemos ter que

F i = 0,
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e

2Ḋr2 − 3k
3
∑

j,k,l=1

Ej
l x

lδjkx
k = 0.

Porém, essa equação é satisfeita se

E1
1 = E2

2 = E3
3 =

2

3
Ḋ, E1

2 + E2
1 = E1

3 + E3
1 = E2

3 + E3
2 = 0.

Lembrando que Ėi
j = (1/2)δi

jḊ, o resultado anterior nos mostra que, para

i = j, D̈ = 0 e, por consequência,

D(t) = b1t+ b2,

implicando que E1
1 = E2

2 = E3
3 = (2/3)b1. Já para i ≠ j, Ei

j = constante, que, para

satisfazer as condições para Ei acima, escrevemos como:

Ei
j =

3
∑

k,l=1

δjkϵ
kilcl (i ̸= j),

onde ϵijk são as componentes do tensor de Levi-Civita.

Finalmente, toda essa análise nos permite concluir que

Ei
j =

2

3
δi

jb1 +
3
∑

k,l=1

δjkϵ
kilcl,

ξ = b1t+ b2,

e

ηi =
2

3
b1x

i +
3
∑

j,k,l=1

δjkϵ
kilclx

j.

Portanto, o gerador de simetria é

X = (b1t+ b2)
∂

∂t
+

3
∑

i=1





2

3
b1x

i +
3
∑

j,k,l=1

δjkϵ
kilclx

j





∂

∂xi
=

= b1

(

t
∂

∂t
+

2

3

3
∑

i=1

xi

)

+ b2
∂

∂t
+

3
∑

i,j,k,l=1

cl

(

δjkϵ
kilxj ∂

∂xi

)

.

A partir da expressão do gerador, vemos que o grupo de simetrias de ponto do

problema de Kepler possui cinco parâmetros. Como geradores linearmente indepen-

dentes, tomamos

XK = t
∂

∂t
+

2

3

3
∑

i=1

xi ∂

∂xi
,

Xt =
∂

∂t
,
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Xx = x2 ∂

∂x3
− x3 ∂

∂x2
= y

∂

∂z
− z ∂

∂y
,

Xy = x1 ∂

∂x3
− x3 ∂

∂x1
= x

∂

∂z
− z ∂

∂x
,

Xz = x1 ∂

∂x2
− x2 ∂

∂x1
= x

∂

∂y
− y ∂

∂x
.

Imediatamente reconhecemos {Xx,Xy,Xz} como os geradores do grupo de

rotações em R
3, o que nos permite inferir a existência de soluções com simetria esférica.

Já Xt é o gerador de translações temporais, o que implica em soluções invariantes por

translações temporais, ou seja, estacionárias. Por sua vez, mudando para coordenadas

esféricas, XK assume a forma

XK = t
∂

∂t
+

2

3
r
∂

∂r
,

que é o gerador da transformação de escala (t, r) 7→ (t̃, r̃) = (λt, λ2/3r). Sabendo que

t̃2 = λ2t2 e r̃3 = λ2r3, temos que

t̃2

r̃3
=
λ2t2

λ2r3
=
t2

r3
= constante.

Portanto, o conjunto de soluções que são invariantes por essa transformação é aquele

para o qual vale a terceira lei de Kepler.

3.8.2 Aplicação a Equações Diferenciais Parciais

Para tratarmos equações diferenciais parciais, mas sem inserir complicações desne-

cessárias, consideremos, ilustrativamente, o caso em que temos duas variáveis independentes,

isto é, o caso em que p = 2. Denotaremos aqui tais variáveis independentes por x e t. Da

equação 3.34,

pr(1)X = ξ
∂

∂x
+ τ

∂

∂t
+ U

∂

∂u
+ ϕx ∂

∂ux

+ ϕt ∂

∂t
= X + ϕx ∂

∂ux

+ ϕt ∂

∂t
,

onde, utilizando a equação 3.35, temos que

ϕx = Dx(U−ξux−τut)+ξuxx +τuxt = Ux +Uuux−ξxux−ξuxx−ξu(ux)2−τxut−τuuxut−

−τuxt + ξuxx + τuxt = Ux + (Uu − ξx)ux − τxut − ξuu
2
x − tuuxut,

ϕt = Dt(U − ξux − τut) + ξuxt + τutt = Ut + Uuut − ξtux − ξuutux − ξuxt − τtut − τutt−

−τuu
2
t + ξuxt + τutt = Ut − ξtux + (Uu − τt)ut − ξuutux − τuu

2
t .

Por sua vez, para a segunda prolongação, temos que

pr(2)X = pr(1)X + ϕxx ∂

∂uxx

+ ϕxt ∂

∂uxt

+ ϕtt ∂

∂utt

,
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onde, utilizando novamente a equação 3.35, obtemos

ϕxx = D2x(U−ξux−τut)+ξuxxx+τuxxt = Dx(Ux+Uuux−ξxux−ξuu
2
x−τxut−τuuxut−τuxt)+

+ξuxxx + τuxxt = Uxx + 2Uuxux +Uuuu
2
x +Uuuxx− ξxxux− ξxuu

2
x− ξxuxx− ξxuu

2
x− ξuuu

3
x−

−2ξuuxuxx−τxxut−τuxuxut−τxuxt−τxuuxut−τuuu
2
xut−τuuxxut−τuuxuxt−τxuxt−τuuxuxt−

−τuxxt +ξuxxx +τuxxt = Uxx +(2Uxu−ξxx)ux− txxut +(Uuu−2ξxu)u2
x−2τuxuxut−ξuuu

3
x−

−τuuu
2
xut + (Uu − 2ξx)uxx − 2τxuxt − 3ξuuxuxx − τuutuxx − 2τuuxuxt,

ϕxt = DxDt(U−ξux−τut)+ξuxtx+τuxtt = Dx(Ut+Uuut−ξtux−ξuutux−ξuxt−τtut−τutt−

−τuu
2
t ) + ξuxtx + τuxtt = Uxt +Uutux +Uuxut +Uuuuxut +Uuuxt − ξxtux − ξutu

2
x − ξtuxx−

−ξxuutux−ξuuutux−ξuuxtux−ξuutuxx−ξxuxt−ξuuxtux−ξuxxt−τtxut−τtuuxut−τtuxt−τxutt−

−τuuxutt − τuxtt − τuxu
2
t − τuuuxu

2
t − 2τuutuxt + ξuxtx + τuxtt =

= Uxt + (Uut − ξxt)ux + (Uux − τtx)ut + (Uuu − τut − ξut − ξux)uxut + (Uu − ξx − τt)uxt−

−2ξuuxuxt − 2τuutuxt − ξtuxx − τuuxutt − ξuuu
2
xut − ξuuxxut − τuuuxu

2
t − ξtuu

2
x − τuxu

2
t ,

ϕtt = D2
tt(U−ξux−τut)+ξuttx+τuttt = Dt(Ut+Uuut−ξtux−ξuutux−ξuxt−τtut−τutt−τuu

2
t )

+ξuttx+τuttt = Utt+Uutut+Utuut+Uuuu
2
t +Uuutt−ξttux−ξutuxut−ξtuxt−ξututux−ξuuu

2
tux−

−ξuuttux−ξuutuxt−ξtuxt−ξuutuxt−ξutxt−τttut−τutu
2
t−τtutt−τtutt−τuuttut−τuttt−τutu

2
t−

−τuuu
3
t − 2τuututt + ξuttx + τuttt = Utt + (2Uut− τtt)ut− ξttux + (Uuu− 2τut)u

2
t − 2ξutuxut−

−τuuu
3
t − ξuuu

2
tux + (Uu − 2τt)utt − 2ξtuxt − 3τuututt − ξuuxutt − 2ξuutuxt.

Considerando uma EDP de segunda ordem

∆(x, t,u(2)) = ∆(x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt) = 0,

temos que resolver

pr(2)X(∆) = 0,

para encontramos os grupos de simetria associados.

Exemplo 3.18: Equação do Calor Bidimensional

Em duas dimensões, a equação do calor pode ser escrita na forma

∆ = ut − uxx = 0,

o que leva a expressão para a segunda prolongação a ser dada por

pr(2)X(∆) = ϕt − ϕxx = 0,
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que, utilizando as expressões deduzidas acima, torna-se

Ut−ξtux+(Uu−τt)ut−ξuutux−τuu
2
t−Uxx−(2Uxu−ξxx)ux++txxut−(Uuu−2ξxu)u2

x+

+2τuxuxut+ξuuu
3
x+τuuu

2
xut−(Uu−2ξx)uxx+2τxuxt+3ξuuxuxx+τuutuxx+2τuuxuxt = 0,

que será satisfeita se cada um dos termos zerar separadamente, o que nos leva às

equações

(i) Ut − Uxx = 0 (ii) ξt + 2Uxu − ξxx = 0;

(iii) Uu − τt + τxx = 0 (iv) ξu − 2τxu = 0;

(v) τu = 0 (vi) Uuu − 2ξxu = 0;

(vii) ξuu = 0 (viii) τuu = 0;

(ix) Uu − 2ξx = 0 (x) τx = 0;

(xi) ξu = 0 (xii) τu = 0;

(iii) τu = 0.

De acordo com as equações (x) e (xii), τ não deve depender de x e u, o que

resulta em τ = τ(t). Levando esse resultado na equação (iv), temos que ξu = 0 e, em

(iii), Uu − τt = 0. Substituindo esse último resultado em (ix) chegamos a 2ξx = τt,

que pode ser prontamente integrada em ξ de modo a resultar ξ = (1/2)τtx+ σ(t).

Agora, a expressão (xi) implica que ξxu = 0, que, substituindo na equação

(vi), leva a Uuu =, cuja solução é da forma U = β(x, t)u + α(x, t). Se usarmos as

expressões para ξ e U na equação (ii), obteremos 2βx = −(1/2)τttx + σt, que nos

permite concluir que β = −(1/8)τttx
2 + σtx+ ρ(t).

Substituindo U na equação (i), vemos que βt = βxx e αt = αxx. Se usarmos

a expressão obtida para β, chegamos a τttt = 0, σtt = 0 e ρt = −(1/4)τtt. Portanto,

τ = b1t
2 + b2t+ b3, σ = b4t+ b5, ρ = −(1/2)b1t+ b6. Finalmente, basta substituirmos

esses resultados nas expressões de ξ e U para obtermos

τ = b1t
2 + b2t+ b3;

ξ = b1tx+
1

2
b2x+ b4t+ b5;

U =
(

−1

4
b1x

2 − 1

2
b4x−

1

2
b1t+ b6

)

u+ α(x, t),

com α satisfazendo αt = αxx, que é a própria equação do calor. Assim, temos o

gerador

X =

(

t2
∂

∂t
+ tx

∂

∂x
− 1

4
ux2 ∂

∂u
− 1

2
ut

∂

∂u

)

b1 +

(

t
∂

∂t
+

1

2
x
∂

∂x

)

b2 + b3
∂

∂t
+
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+

(

t
∂

∂x
− 1

2
xu

∂

∂u

)

b4 + b5
∂

∂x
+ b6u

∂

∂u
+ α(x, t)

∂

∂u
.

Logo,

X1 =
∂

∂t
;

X2 =
∂

∂x
;

X3 = u
∂

∂u
;

X4 = 2t
∂

∂t
+ x

∂

∂x
;

X5 = 2t
∂

∂x
− xu ∂

∂u
;

X6 = 4t2
∂

∂t
+ 4tx

∂

∂x
− (2t+ x2)u

∂

∂u
;

Xα = α(x, t)
∂

∂u
.

Os geradores X1, X2 e X3 são os geradores de translação temporal, espacial

e de escala, respectivamente. Os dois primeiros implicam que a equação do calor

é invariante por translações temporais e espaciais. O terceiro, que está associado

à transformação u 7→ ũ = λu(λ > 0), nos deixa cientes da linearidade da equação

do calor. O mesmo ocorre para Xα. O gerador X4 também corresponde a uma

transformação da escala, que é da forma (x, t) 7→ (λx, λ2t)(λ > 0).

Para X5, o método das características nos diz que

dx

ds
= 2t,

dt

ds
= 0,

du

ds
= −xu.

A segunda dessas equações tem como solução t = constante = t0. Substituindo esse

resultado na primeira equação,

dx

ds
= 2t0 =⇒ x = 2t0s+ x0,

que, quando substituído na terceira equação, fornece

du

ds
= −(2t0s+ x0)u⇒

du

u
= −(2t0s+ x0)ds =⇒ u = u0 exp(−t0s2 − x0s).

Dessa forma, obtemos a curva integral passando pelo ponto (x, t, u), parame-

trizada por (2ts+ x, t, ue−(ts2+xs)). Logo, a transformação gerada por X5 é aquela na

qual (x, t, u) 7→ (2ts+x, t, ue−(ts2+xs)). Particularmente, a transformação x 7→ x+ 2ts

consiste em uma transformação de Galileu que envolve dois referenciais cuja velocidade

relativa entre eles é v = 2s.
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Para o gerador X6, temos

dt

ds
= 4t2,

dx

ds
= 4tx,

du

ds
= −(2t+ x2)u.

A integração da primeira equação é imediata:

dt

ds
= 4t2 ⇒ dt

4t2
= ds =⇒ t =

t0
1− 4st0

.

Substituindo esse resultado na segunda equação,

dx

ds
=

4t0
1 + 4st0

x⇒ dx

x
=

t0
1 + 4st0

ds =⇒ x =
x0

1− 4st0
.

Finalmente, substituindo os resultados das duas primeiras equações na terceira e

efetuando algumas manipulações, constatamos que sua solução é

u = u0

√
1− 4st0 exp

(

−sx2
0

1− 4st0

)

.

Portanto, a transformação gerada por X6 é

(x, t, u) 7→
(

x

1− 4st
,

t

1− 4st
, u
√

1− 4st exp

(

−sx2

1− 4st

))

.

Embora tal transformação não tenha nenhum significado físico, sua importância reside

no fato de que ela pode ser utilizada para gerar outras soluções da equação do calor

a partir de uma solução conhecida. Logo, se u = f(x, t) é solução, então ũ = f̃(x̃, t̃)

também é solução. De fato, se as duas primeiras transformações forem invertidas e

substituídas na terceira, temos que

f̃(x̃, t̃) = f

(

x̃

1 + 4st̃
,

t̃

1 + 4st̃

)

√

1

1 + 4st̃
exp

(

−sx̃2

1 + 4st̃

)

.

No caso particular em que f(x, t) = constante = c0, chegamos a

f(x, t) =
c0√

1 + 4st
exp

(

−sx2

1 + 4st

)

,

que é a solução fundamental da equação do calor [29,30].

As relações de comutação entre os geradores de simetria da equação do calor

são apresentadas na tabela 2. Dado que o corolário 3.1, apresentado na próxima seção,

assegura que todas as simetrias infinitesimais estão na álgebra de Lie, temos que se

α(x, t) é solução da equação do calor, também o será αx, αt, α′, α′′ e α′′′. Além disso,

toda expressão obtida a partir dessas pela aplicação dos geradores acima também

será solução.
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X1 X2 X3 X4 X5 X6 Xα

X1 0 0 0 2X1 2X2 4X4 − 2X3 Xαt

X2 0 0 0 X1 −X3 2X5 Xαt

X3 0 0 0 0 0 0 −Xα

X4 −X2 −2X1 0 0 X5 2X6 Xα′

X5 X3 −2X2 0 −X5 0 0 Xα′′

X6 −2X5 −2X3 − 4X4 0 −2X6 0 0 Xα′′′

Xα −Xαx −Xαt Xα Xα′ −Xα′′ Xα′′′ 0

Tabela 2 – Comutadores dos geradores de simetria da equação do calor bidimensional.
Aqui, α′ = xαx + 2tαt, α′′ = 2tαx + xα e α′′′ = 4txαx + 4t2αt + (x2 + 2t)α.

3.9 Resultados Adicionais

Por questões de completude, alguns resultados adicionais a respeito dos geradores

de transformações e suas prolongações a espaço de jatos serão apresentados.

Primeiramente, busquemos entender como o comutador entre dois geradores X1 e

X2 é afetado por uma transformação de variáveis (x, y) 7→ (u, v). Perante tal transformação,

e tendo em mente a regra da cadeia,

Xi = ξi
∂

∂x
+ ηi

∂

∂x
= ξi

(

∂u

∂x

∂

∂u
+
∂v

∂x

∂

∂v

)

+ ηi

(

∂u

∂y

∂

∂u
+
∂v

∂y

∂

∂v

)

=

=

(

ξi
∂u

∂x
+ ηi

∂u

∂y

)

∂

∂u
+

(

ξi
∂v

∂x
+ ηi

∂v

∂y

)

∂

∂v
= X(u)

∂

∂u
+ X(v)

∂

∂v
.

Portanto,

X̂ = X(u)
∂

∂u
+ X(v)

∂

∂v
, (3.40)

onde X̂ denota o gerador nas coordenadas (u, v).

Consideremos o comutador entre dois geradores X1 e X2,

[X1,X2] = X3.

Seja F uma função qualquer. Então, com o auxílio de 3.40,

[X̂1, X̂2]F = X̂1(X̂2(F ))− X̂2(X̂1(F )) = X̂1

(

X2(u)
∂F

∂u
+ X2(v)

∂F

∂v

)

−

−X̂2

(

X1(u)
∂

∂u
+ X1(v)

∂

∂v

)

= X1(u)
∂

∂u

(

X2(u)
∂F

∂u
+ X1(v)

∂F

∂v

)

+

+X1(v)
∂

∂v

(

X2(u)
∂F

∂u
+ X2(v)

∂F

∂v

)

−X2(u)
∂

∂u

(

X1(u)
∂F

∂u
+ X1(v)

∂F

∂v

)

−

−X2(v)
∂

∂v

(

X1(u)
∂F

∂u
+ X1(v)

∂F

∂v

)

= (X1X2(u))
∂F

∂u
+ (X1X2(v))

∂F

∂v
−
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−(X2X1(u))
∂F

∂u
− (X2X1(v))

∂F

∂v
= ([X1,X2]u)

∂F

∂u
+ ([X1,X2]v)

∂F

∂v
=

= X3(u)
∂F

∂u
+ X3(v)

∂F

∂v
= X̂3F.

Dado que F é arbitrária, obtemos que

[X̂1, X̂2] = X3(u)
∂

∂u
+ X3(v)

∂

∂v
= X̂3.

De onde extraímos que o comutador entre X1 e X2 independe do sistema de coordenadas

utilizado. Consequentemente, a necessidade de diferenciar X̂i e Xi não existe mais.

Para o nosso desenvolvimento subsequente, trabalhemos com transformações aplica-

das a equações diferenciais ordinárias. Além disso, consideremos como variável independente

x e como variável dependente y. Como já sabemos, a prolongação do gerador de simetria

até ordem n é

pr(n)X = ξ
∂

∂x
+ η

∂

∂y
+ η(1) ∂

∂y′
+ · · ·+ η(n) ∂

∂y(n)
.

Definamos o comutador dos geradores prolongados como

[pr(n)X1, pr(n)X2] = pr(n)X1 pr(n)X2 − pr(n)X2 pr(n)X1.

Assim, temos a seguinte proposição:

Proposição 3.2

Se [X1,X2] = X3, então

[pr(n)X1, pr(n)X2] = pr(n)X3.

Ou,

pr(n)[X1,X2] = [pr(n)X1, pr(n)X2].

Prova 3.5

Suponhamos que

X1 = ∂y, X2 = ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y.

Dado que o comutador é invariante por mudança de coordenadas, trabalhar com essa

escolha específica, que corresponde a coordenadas canônicas em X1, não incorre em

perda de generalidade.

O comutador entre X1 e X2 é

[X1,X2] = ∂y(ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y)− (ξ(x, y)∂x + η(x, y)∂y)∂y = ξy∂x + ηy∂y.
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A expressão para a primeira prolongação diz que

pr(1)X3 = ξy∂x + ηy∂y + (Dxηy − y′Dxξy)∂y′ .

Mas, Dx e ∂y comutam. Pois,

Dx∂y = (∂x + y′∂y + · · ·)∂y = ∂x∂y + y′∂y∂y + · · · = ∂y(∂x + y′∂y + · · ·) = ∂yDx.

Daí,

(Dxηy − y′Dxξy)∂y′ = (DX∂y(η)− y′Dx∂y(ξ))∂y′ =

= {∂y(Dxη − y′Dxξ)}∂y′ = ∂yη
(1)∂y′ = η(1)

y ∂y′ .

Logo,

pr(1)X3 = ξy∂x + ηy∂y + η(1)
y ∂y′ = [∂y, ξ∂x + η∂y + η(1)∂y] = [Pr(1)X1,Pr(1)X2].

Para k > 1, com k ≤ n sendo a ordem de prolongação, seguimos uma linha de

raciocínio análoga. Afinal,

Dxη
(k−1)
y − y(k)Dxξy = ∂y(Dxη

(k−1) − y(k)Dxξ) = η(k)
y .

Portanto,

pr(k)X3 = ξy∂x + ηy∂y + η(1)
y ∂y′ + · · ·+ η(k)

y ∂yk =

= [∂y, ξ∂x + η∂y + y′η(1)∂y′ + · · ·+ η(k)∂yk ] = [pr(k)X1, pr(k)X2]

Embora tenhamos provado a proposição apenas para esse caso particular, o

resultado é de validade geral.

Outra propriedade da prolongação de um gerador, que é a de sua linearidade,

refletindo a estrutura de espaço vetorial associada à álgebra, e que não se perde na

prolongação desses objetos a espaços de jatos, é apresentada na próxima proposição:

Proposição 3.3

Sejam X1 e X2 geradores de simetrias de ponto de Lie, e sejam a, b dois números reais

quaisquer. É propriedade de um gerador prolongado que

pr(n)(a ·X1 + b ·X2) = a · pr(n)X1 + b · pr(n)X2.

Prova 3.6

Por simplicidade, demonstraremos a proposição para o caso de ODEs com p = q = 1.
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De acordo com o enunciado, temos que

a · pr(n)X1 + b · pr(n)X2) = a ·
(

ξ1
∂

∂x
+ η1

∂

∂y
+ η

(1)
1

∂

∂y′
+ · · ·

)

+

b ·
(

ξ2
∂

∂x
+ η2

∂

∂y
+ η

(1)
2

∂

∂y′
+ · · ·

)

= (a · ξ1 + b · ξ2)
∂

∂x
+

(a · η1 + b · η2)
∂

∂y
+ (a · η(1)

1 + b · η(1)
2 )

∂

∂y′
+ · · · = pr(n)(a ·X1 + b ·X2).

A demonstração para o caso geral segue diretamente da aplicação do mesmo raciocínio.

Destes resultados, bem como das discussões anteriores, podemos extrair o seguinte

corolário [24]:

Corolário 3.1

Seja ∆ um sistema de equações diferenciais definido sobre M ⊂ X×U . O conjunto de

todas as simetrias infinitesimais desse sistema forma uma álgebra de Lie de campos

vetoriais em M . Além disso, se a álgebra de Lie é de dimensão finita, a parte conectada

do grupo de simetria é um grupo de Lie local de transformações agindo em M .

3.10 Aspectos Computacionais

Embora o procedimento de determinação de simetrias de ponto de Lie seja essenci-

almente simples, o cálculo pode se tornar facilmente enfadonho. À medida que a ordem

da EDO ou EDP aumenta, ou quanto mais complicada a expressão for, os coeficientes

do gerador prolongado se tornam mais complicados. Como consequência, a manipulação

algébrica para encontrar o sistema de EDPs associado e suas soluções se torna mais difícil

de ser feita.

Por outro lado, notemos que o procedimento a ser seguido é particularmente direto,

favorecendo a implementação de uma rotina computacional responsável por efetuar todo o

algebrismo necessário. Trabalhos nesse sentido podem ser encontrados na literatura [31–33].

Aqui, focaremos na biblioteca ReLie [34] para o pacote de sistemas algébricos REDUCE [35].

O REDUCE é um sistema computacional algébrico de propósito geral de código

aberto, começado por Anthony Hearn e escrito em dialeto Lisp (Portable Standard Lisp).

Sua documentação está disponível em [35]. Por sua vez, a biblioteca ReLie vem sendo

desenvolvida por Francesco Oliveri desde a década de 1980 para lidar com o problema de

determinar as simetrias de Lie para equações diferenciais e lagrangianas.
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A sintaxe da ReLie é particularmente simples: primeiramente, após iniciar a

biblioteca, o usuário deve providenciar os dados para a variável global jetorder, que

determina a ordem máxima da prolongação do gerador de simetrias, e as listas xvar, cujas

entradas são as variáveis independentes, e uvar, recebendo as variáveis dependentes.

Após isso, deve ser informada a lista diffeqs, contendo os lados esquerdos das

equações a serem estudadas, onde o lado direito é tomado igual a zero. Adicionalmente,

a lista leadders, onde cada entrada corresponde a uma derivada presente em uma das

equações diferenciais do sistema, que será eliminada conforme a forma da expressão

correspondente durante o desenvolvimento da condição de simetria. Ambas as listas devem

ter o mesmo tamanho; do contrário, um alerta é emitido.

Em seguida, há uma série de funções a serem introduzidas para implementar

o algoritmo. A função relieinit() inicializa os objetos necessários. A função relieinv()

determina a condição de invariância (expressa na definição 2.8) para a equação. Por sua

vez, a lista invcond providencia acesso a essa condição.

Invocando a função reliesolve(), o pacote CRACK [36] é utilizado para resolver o

sistema sobredeterminado de equações diferenciais parciais lineares resultantes de uma

dada condição de invariância. Após isso, chamando generators, o usuário terá acesso a

uma lista onde cada elemento é a lista de geradores de uma determinada simetria. Por sua

vez, a lista splitsymmetries tem como elementos as expressões dos infinitesimais.

Embora tenhamos implementado uma série de funções em sequência para fazer o

trabalho padrão, há uma função geral denominada relie() que recebe um argumento (1, 2,

3 ou 4), sendo equivalente a implementar uma sequência das funções básicas. Por exemplo,

relie(4) é equivalente à sequência relieinit(), relieinv(), reliedet() e reliesolve().

Outras funcionalidades dignas de nota são a lista prolongation (lista de duas listas,

onde a primeira é a lista de coordenadas no espaço de jatos e a segunda contém os

infinitesimais correspondentes), e a função comutatortable(generators), que fornece a tabela

de comutação de um conjunto de geradores infinitesimais varrendo uma álgebra de Lie.

Para mais detalhes e outras funcionalidades, o leitor é convidado a consultar a referência

citada acima.

Doravante, ficará subtendido que a análise de simetrias de ponto de uma equação

diferencial (e de simetrias variacionais de uma lagrangiana, que discutiremos no próximo

capítulo) será feita com o auxílio da biblioteca ReLie. Para ilustrarmos a discussão desta

seção, é instrutivo que retornemos à equação do calor, discutida no exemplo 3.18.
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Figura 6 – Implementação do algoritmo providenciado pela biblioteca ReLie para a equa-
ção do calor ut − uxx = 0.

Exemplo 3.19: Equação do Calor Bidimensional

A figura 6 apresenta as definições básicas para a equação do calor ut − uxx que

analisamos anteriormente. Naquele exemplo, não eliminamos nenhuma derivada,

pois a condição de simetria era particularmente simples para haver essa necessidade.

Obviamente, isso não será verdade para outros casos. Mas, para propósitos ilustrativos,

definimos a função ladder() com a derivada temporal como argumento, nos termos

que explicamos acima.

Na figura 7, os geradores de simetria de ponto de Lie são calculados e apre-

sentados convenientemente. O argumento na função reliegen serve ao propósito de

multiplicar cada gerador por um fator numérico apropriado à apresentação que se

queira dar. Por sua vez, a função newordering apenas ordena os geradores de acordo

com alguma ordem particular especificada pelo usuário. No nosso exemplo, os gera-

dores são apresentados na mesma ordem e forma com a qual aparecem no exemplo

3.18.
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É válido notar que, além dos geradores apresentados na figura 7, se o usuário

implementar a função symmetries, obterá, além dos infinitesimais associados a esses

geradores, uma função f1. Essa função corresponde justamente à função α encontrada

no exemplo 3.18, e o código fornece prontamente como ela se apresenta no gerador de

simetria Xα.

Figura 7 – Geradores de simetrias da equação do calor.

3.11 Considerações Finais

Ao longo deste capítulo, buscamos apresentar o método das prolongações no

contexto de equações diferenciais de uma forma geral, mas que, ao mesmo tempo, justifique

os resultados obtidos de maneira rigorosa o suficiente. Naturalmente, há muito mais a ser

coberto sobre o assunto do que esta dissertação sugere, pois o tópico é bastante extenso.

Além disso, toda a construção teórica pode ser feita por vias diferentes da qual fizemos,

corroborando a riqueza do assunto. Dado que tudo isso foge aos nossos propósitos aqui,

deixaremos ao leitor interessado referências para se aprofundar.

Lembremos que, ao longo deste capítulo, trabalhamos inteiramente com transforma-

ções de ponto. Isso não é acidental, mas baseado na importância que tais transformações

desempenham na física. Portanto, dado que, na segunda parte deste trabalho, gostaríamos

de apresentar exemplos de aplicação do método a equações de interesse físico, nosso foco

se justifica.

Porém, devemos notar que o método das prolongações não se restringe apenas a

transformações de ponto. De fato, o método pode ser construído também para simetrias
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de contato, dinâmicas, aproximadas, semi-clássicas e assim por diante [22–24, 37–39].

Novamente, para o leitor interessado, as referências apresentadas constituem um ótimo

material.

No próximo capítulo, exploraremos uma dessas outras formas de simetrias. Nosso

intuito será a construção de um raciocínio análogo ao que fizemos aqui no contexto

de equações diferenciais oriundas de um princípio variacional e, para tal, devemos nos

preocupar em como podemos explorar a aplicação de transformações de ponto a funções

lagrangianas.
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4 Prolongações II: Simetrias Variacionais

Após construirmos um método geral, visando a extração de simetrias de ponto

de Lie de equações diferenciais, avançaremos para o estudo das chamadas simetrias

variacionais. Veremos que tais simetrias podem ser extraídas da lagrangiana associada

a determinado problema variacional e que constituem simetrias das equações de Euler-

Lagrange correspondentes. Além disso, mostraremos que toda essa discussão leva ao

teorema de Noether, que relaciona simetrias provenientes de lagrangianas com grandezas

conservadas.

4.1 Elementos Gerais do Cálculo de Variações

Voltemos ao espaço euclidiano X×U , com X = R
p sendo o subespaço das variáveis

independentes e U = R
q das variáveis dependentes. Consideremos Ω ⊂ X um subconjunto

conectado e aberto com fronteira suave ∂Ω. Um problema variacional consiste na

determinação dos extremos (máximo ou mínimo) do funcional

S[u] =
∫

Ω
L(x,u(n))dx, (4.1)

onde u = f(x) são funções definidas em Ω. A função L é suave nas variáveis x, u e nas

várias derivadas, e recebe o nome de lagrangiana do problema variacional. Por sua vez, a

classe de funções sobre as quais L é extremizada depende tanto das condições de fronteira

quanto das condições de diferenciabilidade requeridas dos extremos u = f(x).

O caso geral, sobretudo em questões referentes ao grau de suavidade requerido

pelos extremos de um dado problema variacional e ao espaço de funções sobre o qual o

processo de extremização ocorre, requer discussões aprofundadas a respeito de análise

funcional não linear. Porém, para nossos propósitos, tal análise não é diretamente relevante,

e aqui poderemos trabalhar sob o postulado geral de que todos os extremos com os quais

teremos contato serão de classe C∞. Algo também pode ser dito sobre a localidade de um

funcional: dizemos que um funcional é local se puder ser escrito na forma 4.1.

Exemplo 4.1

Seja o elemento de comprimento dl2 = dx2 + dy2, que pode ser reescrito como

dl =
√

1 + (dy/dx)2dx. A partir dele, podemos definir o comprimento de uma curva

{ y(x)|x ∈ [a, b]} por

C[x] =
∫ b

a

√

1 + y′2dx,
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que é um exemplo de funcional local. Por outro lado, o funcional

J [x] =

∫ b
a x
√

1 + y′2dx
∫ b

a

√
1 + y′2dx

é não local.

De acordo com [24], consideremos o produto interno definido por

⟨f, g⟩ =
∫

Ω
f(x) · g(x)dx =

∫

Ω

q
∑

α=1

fα(x)gα(x)dx,

tal que f, g : Rp → R
q. Isso nos permite definir derivadas funcionais como se segue:

Definição 4.1: Derivada Funcional

Seja S[u] um problema variacional, com u = f(x) uma função definida no aberto Ω.

A derivada variacional de S é a q-tupla

δS[u] = (δ1S[u], · · ·, δqS[u]),

cujas componentes são δαS = δS/δuα. Para esta operação, vale a propriedade

d

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

S[f + ϵη] =
∫

Ω
δS[f(x)] · η(x)dx =

〈

∂S
∂uα

, η

〉

, (4.2)

onde η(x) = (η1(x), · · ·, ηq(x)) é uma função suave com suporte compacto em Ω a,

tal que f + ϵη satisfaça qualquer condição de fronteira que possa ser imposta sobre o

espaço de funções no qual S está sendo extremizada.

a Uma função tem suporte compacto se é zero fora de um conjunto compacto, onde, por conjunto
compacto, nos referenciamos a qualquer subconjunto S de um espaço topológico X tal que para
qualquer cobertura aberta de S existe uma subcobertura de S. Por exemplo, a função f : x→ x2

não possui suporte compacto em todo o seu domínio (f : R→ R
+). Por outro lado, a função f(x),

tal que f(x) = 1−x2 para |x| < 1 e f(x) = 0 para |x| ≥ 1, tem suporte compacto em [−1, 1] [40].

Exemplo 4.2

Para ilustrar a definição que acabamos de dar, tomemos S[u] =
∫ 1

0 u
2(x)dx. Neste

caso,

δS[u] =
dS[f + ϵη]

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=
∫ 1

0

d

dϵ
[f 2(x) + 2ϵf(x)η(x) + ϵ2η2(x)]dx

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=

=
∫ 1

0
2f(x)η(x)dx = (2f, η).
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Assim,
δS[u]

δu
= 2f(x) = 2u.

Nos encontramos em posição para avançar para a seguinte proposição:

Proposição 4.1: Extremos de S

Se u = f(x) é extremo do problema variacional S[u], então vale

δS[f(x)] = 0, ∀ x ∈ Ω. (4.3)

Prova 4.1

Da definição 4.1, sabemos que, se η é uma função com suporte compacto em Ω, a

função f + ϵη satisfará qualquer condição de fronteira imposta ao espaço de funções

no qual a função suave u = f(x) está definida. Nesse sentido, f + ϵη pertence ao

mesmo espaço de funções e, em termos de ϵ, S[x + ϵη] deve ter um extremo em ϵ = 0.

Portanto, a equação 4.2 deve ser zero para todo η em Ω, o que mostra que a expressão

4.3 precisa valer em todo lugar. Pelo mesmo argumento, δS é única.

Antes de seguirmos, façamos uma breve padronização de notação. Para a função

delta de Dirac, utilizaremos

δy(x) = δ(x− y).

Dado que a função delta de Dirac é tal que

δ(x)f(x) = f(0) = (δ, f),

temos que

δ(x− a)f(x) = f(a) = (δa, f).

Assim,

(δy, f) = f(y).

Agora, se escrevermos η(x) = (δx, η) =
∫ b

a δ(x
′ − x)η(x′)dx′, temos que

〈

δL[u]

δuα

∣

∣

∣

∣

∣

η

〉

=
∫ b

a

δL[u]

δuα
(x′)η(x′)dx′ =

∫ b

a

δL[u]

δuα
(x′)

∫ b

a
δ(x′ − x)η(x)dxdx′ =

=
∫ b

a

∫ b

a

δL[u]

δuα
(x′)δ(x′ − x)dx′η(x)dx =

〈

∫ b

a

δL[u]

δuα
(x′)δ(x′ − x)dx′

∣

∣

∣

∣

∣

η

〉

.

Mas, por propriedade da função delta,
∫ b

a

δL[u]

δuα
(x′)δ(x′ − x)dx′ =

δL[u]

δuα
(x) =

〈

δL[u]

δuα

∣

∣

∣

∣

∣

δx

〉

.
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Logo, no sentido da definição 4.1, temos

δS[u]

δu
(x) =

dS[f + ϵδx]

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

.

Neste ponto, estamos prontos para construir a regra da cadeia. Para tal, tomemos

uma função L : Rn → R. Sejam, por sua vez, os funcionais Fi(i = 1, ···, n), Fi : Ck[a, b]→ R.

Denotemos F = (F1, · · ·, Fn). Então, S = L ◦ F será um funcional. Assim,

δS[u]

δuα
(x) =

δ(L ◦ F )[u]

δuα
(x) =

d(L ◦ F )[f + ϵδx]

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=
d

dϵ
L(F1[f + ϵδx], · · ·, Fn[f + ϵδx])

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=

=
n
∑

i=1

∂iL

∣

∣

∣

∣

∣

F [u(x)]

dFi[f + ϵδx]

dϵ
(x)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=
n
∑

i=1

∂iL

∣

∣

∣

∣

∣

F [u(x)]

δFi[u(x)]

δuα
(x).

Concluímos que
δ(L ◦ F )[u]

δuα
=

n
∑

i=1

∂iL
δFi[u]

∂uα
,

que é a regra da cadeia envolvendo derivadas funcionais.

Como último resultado preliminar, definamos um funcional que nos será útil em

alguns desenvolvimentos subsequentes, denominado funcional de avaliação, que é dado

por

Ex[y] = y(x).

Neste caso, temos

δEx[y]

δy
(z) =

dEx[y + ϵδz]

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=
d(y(x) + ϵδ(x− z)

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= δ(x− z).

Mas, como δ(x− z) = δ(z − x), segue que

δEx[y]

δy
=
δy(x)

δy(z)
= δx = δ(x− z). (4.4)

Podemos generalizar de forma a construir o funcional

Ex,i[y] = ∂iy(x).

Sua derivada funcional é dada por

δEx,i[y]

δy(z)
=
dEx,i[y + ϵδz]

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

=
d(∂iy(x) + ϵ∂iδz(x))

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= ∂iδz(x) = ∂xiδ(x− z),

onde ∂xi apenas evidencia a derivação em termos das coordenadas e δz(x) = δ(x− z) segue

apenas a adequação da notação que fizemos anteriormente. Assim, concluímos que

δ∂iy(x)

δy(z)
= ∂xiδ(x− z). (4.5)
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4.1.1 Equações de Euler-Lagrange

No cálculo variacional, é sabido que a trajetória seguida por um sistema físico é

aquela na qual a ação é extremizada, conforme estabelecido pelo princípio de Hamilton

[41, 42]. Nesse sentido, a proposição 4.1, bem como os resultados acima, ditam que tal

trajetória será aquela na qual

δS[u] =
δS[u]

δu
= 0.

Na presente subseção, utilizaremos o princípio de Hamilton para construir as famosas

equações de Euler-Lagrange para um sistema qualquer descrito por uma dada lagrangi-

ana. Primeiramente, faremos isso em um caso particular e, depois, generalizaremos esse

resultado.

4.1.1.1 Caso p = q = 1

Consideremos uma forma geral do funcional de ação com apenas uma variável

independente x e uma dependente y(x), dada por

S[y] =
∫ x2

x1

L(x, y(x), y′(x))dx.

Agora,
δS

δy(x)
=
∫ x2

x1

δL(x′, y(x′), y′(x′))

δy(x)
dx′,

que, utilizando a regra da cadeia como a definimos anteriormente, podemos reescrever

δL(x′, y(x′), y′(x′))

δy(x)
=

∂L

∂y(x′)

δy(x′)

δy(x)
+

∂L

∂y′(x′)

δy′(x′)

δy(x)
.

Se nos lembrarmos das equações 4.4 e 4.5, podemos escrever a expressão acima como

δL(x′, y(x′), y′(x′))

δy(x)
=

∂L

∂y(x′)
δ(x′ − x) +

∂L

∂y′(x′)
δ′(x′ − x).

Logo,
δS

δy(x)
=
∫ x2

x1

(

∂L

∂y(x′)
δ(x′ − x) +

∂L

∂y′(x′)
δ′(x′ − x)

)

dx′ =

=
∫ x2

x1

∂L

∂y(x′)
δ(x′ − x)dx′ +

∫ x2

x1

(

d

dx′

(

∂L

∂y′(x)
δ(x′ − x)

)

− d

dx′

∂L

∂y′(x′)
δ(x′ − x)

)

dx′ =

=
∫ x2

x1

(

∂L

∂y(x′)
− d

dx′

∂L

∂y′(x′)

)

δ(x′ − x)dx′.

Ou seja,
δS

δy(x)
=

∂L

∂y(x)
− d

dx

∂L

∂y′(x)
, (4.6)

que, utilizando a condição para a extremização de um funcional, nos leva a

∂L

∂y(x)
− d

dx

∂L

∂y′(x)
= 0,

que são as equações de Euler-Lagrange.
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Exemplo 4.3: O Problema da Braquistócrona

O problema da braquistócrona [41] é um célebre problema proposto no fim do século

XVII pelo matemático suíço Johann Bernoulli como um desafio aos seus colegas

europeus. O problema pode ser enunciado como se segue:

Sejam dois pontos A e B a alturas diferentes, e que não estejam necessariamente sob

a mesma linha vertical, qual é a trajetória que uma partícula de massa m partindo

do repouso em A chega a B no menor tempo possível, tendo a gravidade como a

única força atuante?

Para resolvermos a questão, fixemos a origem do sistema de coordenadas

no ponto A e com tal orientação que o eixo y coincida com a direção vertical. Pelo

princípio da conservação da energia, sabemos que 1
2
mv2 = mgy, o que leva a v =

√
2gy.

Sabemos ainda que o elemento de comprimento é dado por ds =
√

1 + y′2dx. Assim,

o tempo gasto para a partícula partindo de A (com x = 0) alcançar B (x = a) será

dado por

T =
∫ a

0

√

1 + y′2

2gy
dx.

A braquistócrona é justamente a curva que minimiza esse funcional.

Substituindo

L =

√

1 + y′2

2gy

nas equações de Euler-Lagrange, obtemos que

2yy′′ + 1 + y′2 = 0.

Se fizermos a mudança de variável y′ = p, o que implica que y′′ = (dp/dy)p, a

equação acima pode ser reescrita como

2pdp

1 + p2
= −dy

y
.

Essa equação é simples de resolver, com solução y(1 + p2) = constante = c. Assim,

y(1 + y′2) = c,

que pode ser reescrita como

dx =

√

y

c− ydy.
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Fazendo a mudança de variável

y = c sin2 θ/2 =
c

2
(1− cos θ) ,

chegamos a

dx = c sin2 θ/2 =⇒ x =
c

2
(θ − sin θ) + k.

Mas, pela condição inicial x(θ = 0) = 0, concluímos que k = 0. Assim, a curva pela

qual a partícula vai do ponto A ao ponto B no menor tempo possível tem equações

paramétricas

x =
c

2
(θ − sin θ) , y =

c

2
(1− cos θ) ,

que descrevem uma cicloide.

Figura 8 – Curvas candidatas à de menor tempo.

4.1.1.2 Caso Geral

Antes de estabelecermos as equações de Euler-Lagrange em sua forma mais geral,

começemos com uma pequena digressão. Sabemos que

∫

∂xiδ(x− z)f(x)dx = − ∂f(x1, · · ·, xn)

∂xi

∣

∣

∣

∣

∣

x=z

.

Se supormos que f(x) é da forma

f(x) = F [x,u(n)(x)],

segue que

∂f(x1, · · ·, xn)

∂xi
=
∂F [x,u(n)]

∂xi
+
∑

J

∂F [x,u(n)]

DJ u(x)

DJu(x)

∂xi
=
DF [x,u(n)]

Dxi
= DxiF [x,u(n)],

onde estamos associando D à notação de derivada total que introduzimos no capítulo

anterior. Daí,
∫

∂xiδ(x− z)F [x,u(n)]dx = − DxiF [x,u(n)]
∣

∣

∣

x=z
. (4.7)
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Digressão feita, tomemos a ação definida por

S[u] =
∫

Ω
L(x,u(n)(x))dx,

onde x = (x1, · · ·, xp), dx1, · · ·, dxp e Ω ⊆ R
p. A condição para o extremo desse funcional

é dada por
δS[u]

δuα
= 0, α = 1, · · ·, q. (4.8)

De maneira completamente análoga ao que fizemos anteriormente,

δS[u]

δuα(x)
=
∫

Ω

∑

J,β

∂L(x′,u(n)(x′))

∂uβ
J(x′)

δuβ
J(x′)

δuα(x)
dx′ =

∫

Ω

∑

J,β

∂L(x′,u(n)(x′))

∂uβ
J(x′)

δβ
αDJδ(x

′ − x)dx′.

Utilizando a equação 4.7,
δS[u]

δuα(x)
=
∑

J

(−1)|J |DJ
∂L

∂uα
J

,

que generaliza a equação 4.6. Aqui, estamos prontos para definir o operador de Euler.

Definição 4.2: Operador de Euler

Para 1 ≤ α ≤ q, o α-ésimo operador de Euler Eα é definido por

Eα =
∑

J

(−1)|J |DJ
∂

∂uα
J

.

Porém, lembrando da condição de extremização do funcional sintetizada pela

equação 4.8, concluímos que

Eα(L) = 0, α = 1, · · ·, q.

Essas são as equações de Euler-Lagrange na sua forma mais geral.

A construção teórica dessa subseção pode ser sintetizada pelo seguinte teorema:

Teorema 4.1: Equações de Euler-Lagrange

Seja u = f(x) o extremo suave do problema variacional S[u] =
∫

Ω L(x,u(n))dx.

Portanto, deve ser solução das equações de Euler-Lagrange

Eα(L) = 0, α = 1, · · ·, q.

Algo que deve ser dito é que nem toda solução das equações de Euler-Lagrange é um

extremo. As outras soluções fornecem outros tipos de pontos críticos para o funcional [24].
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Exemplo 4.4

Tomemos o caso em que p = q = 1. Das equações de Euler-Lagrange, e da definição

do operador de Euler, temos que

E(L) =
∂L

∂u
−Dx

∂L

∂ux

+D2
x

∂L

∂uxx

− · · ·+ (−1)nDn
x

∂L

∂un

= 0.

Para o caso particular L = L(x, u, ux), as equações de Euler-Lagrange usuais são

recuperadas:

E(L) =
∂L

∂u
−Dx

∂L

∂ux

=
∂L

∂u
− ∂

∂x

∂L

∂ux

− ux
∂

∂u

∂L

∂ux

− uxx
∂2L

∂u2
x

= 0.

Exemplo 4.5: Problema Variacional de Dirichlet

O problema variacional de Dirichlet pode ser estabelecido como o problema de

encontrar o mínimo da integral de Dirichlet [43]

D[u] =
∫

Ω

1

2
|∇u|2dx =

∫

Ω

1

2

p
∑

i=1

u2
i dx,

sobre a condição u|∂Ω = ϕ, com ϕ sendo uma função definida na fronteira ∂Ω da

região n-dimensional Ω ⊂ X ≈ R
p.

Aplicando o operador de Euler à lagrangiana do problema, obtemos que a

equação de Euler-Lagrange associada é

E(L) =
n
∑

j=0

(−1)|J |Dj
∂L

∂uJ

=
∂L

∂u
−

p
∑

i=1

Dxi

∂L

∂ui

= −
p
∑

i=1

Dxi

∂

∂ui

(

1

2
u2

i

)

=

= −
p
∑

i=1

Dxi(ui) = −
p
∑

i=1

uii = −∇2u = 0.

Portanto, a equação de Euler-Lagrange para o problema variacional de Dirichlet é

justamente a equação de Laplace. Esse é um resultado esperado, se tivermos em mente

que uma solução para esse problema também é solução da equação de Laplace com a

mesma condição de contorno, ou seja [44],

∇2u = 0, u |∂Ω = ϕ.

4.1.2 Lagrangianas Nulas

Seja x = (x1, ···, xp) variáveis independentes, u = (u1, ···, up) variáveis dependentes

e P (x, u(n)) = (P1(x, u(n)), · · ·, Pp(x, u(n))) uma p-tupla cujas entradas são funções suaves
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de x, u e suas derivadas. Definiremos a divergência de P por

DivP = D · P = D1P1 + · · ·+DpPp,

onde Di é a derivada total em relação à variável xi. Se pudermos escrever uma lagrangiana

L(x, u(n)) por meio de uma divergência da forma acima, o teorema da divergência 1 ditará

que, para qualquer u = f(x),

S[u] =
∫

Ω
L(x, u(n))dx =

∫

Ω
DivPdx =

∫

∂Ω
P · dS,

com ∂Ω sendo a fronteira suave de qualquer domínio Ω. Dessa forma, somos levados

a concluir que o comportamento de S[u] depende apenas do comportamento de u =

f(x) na fronteira e permanece incólume a qualquer variação η utilizada na definição

de derivada variacional. Por consequência, as equações de Euler-Lagrange, nesse caso,

serão identicamente zero. Lagrangianas com essa natureza são denominadas lagrangianas

nulas.

Teorema 4.2: Lagrangianas Nulas

Seja a função lagrangiana L(x, u(n)), definida em todo ponto no aberto X × U (n).

Chamamos essa função de lagrangiana nula, isto é, as equações de Euler-Lagrange

desaparecem identicamente para todo x e u se e somente se puder ser escrita na forma

de uma divergência total L = DivP , onde P é uma tupla cujas entradas são funções

de x, u e suas derivadas.

Prova 4.2

O argumento apresentado no parágrafo anterior ao teorema prova que E(L) =

E(DivP ) = 0. Por outro lado, partamos da suposição de que L é uma lagrangiana

nula. Agora, olhemos para a derivada

d

dϵ
L(x, ϵu(n)) =

∑

α,J

∂L(x, ϵu(n))

∂uα
J

.

Mas, dado que cada termo pode ser integrado por partes,

uα
i

∂L

∂uα
i

= Di(u
α)
∂L

∂uα
i

= Di

(

uα ∂L

∂uα
i

)

− uαDi

(

∂L

∂uα
i

)

.

Portanto,
d

dϵ
L(x, ϵu(n)) =

∑

a,J

[

DJ

(

uα ∂L

∂uα
i

)

− uαDJ

(

∂L

∂uα
i

)]

=

1 O teorema da divergência diz que, para um campo vetorial F(x) sobre R
3, sem perda de generalidade,

∫

V
∇ · FdV =

∫

S
F · dS. Aqui, V é uma região ligada cuja fronteira S = ∂V é uma superfície fechada

suave [45].
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=
q
∑

α=1

uα
∑

J

(−D)J
∂L

∂uα
i

+
∑

α,J

DJ

(

uα ∂L

∂uα
i

)

= u · E(L)(x, ϵu(2n)) + Div P̂ (x, ϵu(2n)),

onde a forma precisa da p-tupla P̂ não é importante. Lembrando que E(L) = 0, a

integral de ambos os lados da expressão acima com respeito a ϵ avaliada de 0 a 1

resulta em
∫ 1

0

d

dϵ
L(x, ϵu(n))dϵ = L(x, u(n))− L(x, 0) = Div

(∫ 1

0
P̂ (x, u(n−1))dϵ

)

= Div P̃

Contudo, notemos que L(x, 0) está definido em todo o R
p, isto é, é função

de x = (x1, · · ·, xp) apenas. Encontrando uma tupla p(x) tal que Div p(x) = L(x, 0),

temos que

L(x, u(n))− L(x, 0) = L(x, u(n))−Div p(x) = Div P̃ ⇒

⇒ L(x, u(n)) = Div P̃ + Div p(x) = DivP.

4.1.3 Invariância Por Mudança de Coordenadas

Se nos atentarmos ao fato de que as equações de Euler-Lagrange determinam os

extremos de um problema variacional, poderíamos esperar que o conjunto de soluções

permanecesse invariante por uma mudança de coordenadas. Por extensão, esperaríamos

que o operador de Euler apresentasse o mesmo comportamento. Será que esse é o caso

aqui?

Para investigarmos isso atentamente, consideremos a transformação x̃ = Ψ(x, u) ,

ũ = Φ(x, u). Essa transformação deve ser de tal natureza que o valor do funcional não

mude, isto é,

S̃[ũ] =
∫

Ω̃
L̃(x̃, ũ(n))dx̃ =

∫

Ω
L(x,u(n))dx = S[u],

onde o novo domínio

Ω̃ = {x̃ = Ψ(x, u) : x ∈ Ω}
depende tanto do domínio original Ω, como da exata função u = f(x) sobre a qual a ação

está sendo calculada.

Em vista da nossa análise, queremos que as derivadas funcionais satisfaçam
〈

δS̃[ũ]

δũ
, η̃

〉

=

〈

δS[u]

δu
, η

〉

,

ou, de forma mais explícita,
∫

Ω̃

q
∑

α=1

δS̃[ũ]

δũα(x̃)
η̃α(x̃)dx̃ =

∫

Ω

q
∑

α=1

δS[u]

δuα(x)
ηα(x)dx. (4.9)
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Dado que u = f(x), temos que x̃ = Ψ(x, f(x)) e dessa forma dx̃ = det J dx, onde

J é a matriz de mudança de coordenadas, isto é, a matriz jacobiana, que é dada por

J =











DΨ1

Dx1 · · · DΨ1

Dxp

· · · · · · · · ·
DΨp

Dx1 · · · DΨp

Dxp











, (4.10)

com Di representando a derivada total em relação a xi. Por sua vez, ũ = Φ(x, f(x)). Logo,

δũα =
p
∑

i=1

DΦα

Dxi
δxi +

q
∑

β=1

∂Φα

∂uβ
δuβ, (4.11)

onde denotamos por δuβ a variação do funcional δuβ = ϵ ηβ em u = f(x) 7→ f(x) +

ϵ η(x). Mas, como consideramos apenas variações nas variáveis dependentes e não nas

independentes, devemos ter δx̃ = 0, ou seja,

δx̃i =
p
∑

i=1

DΨi

Dxj
δxj +

q
∑

α=1

∂Ψi

∂uα
δuα = 0.

Se tomarmos δuα = ϵ ηα, as equações acima permitem escrever o seguinte sistema de

equações para os δxi











DΨ1

Dx1 · · · DΨ1

Dxp

· · · · · · · · ·
DΨp

Dx1 ... DΨp

Dxp





















δx1

· · ·
δxp











= −ϵ











∂Ψ1

∂uα η
α

· · ·
∂Ψp

∂uα η
α











.

A regra de Cramer 2 nos diz que a solução do sistema de equações diferenciais

acima é

δxi = − ϵ

det J

∑

j,α

(Cof J)i
j

∂Ψj

∂uα
ηα,

com (Cof J)i
j denotando o cofator (i, j) da matriz jacobiana J . Utilizando esse resultado

na equação 4.11, temos

δũα = −
p
∑

i,j,β

DΦα

Dxi

ϵ

det J
(Cof J)i

j

∂Ψj

∂uβ
ηβ +

q
∑

β=1

∂Φα

∂uβ
δuβ =

=
ϵ

det J

∑

β





∂Φα

∂uβ
det J −

∑

i,j

DΦα

Dxi
(Cof J)i

j

∂Ψj

∂uβ



 ηβ,

onde usamos o fato de que δuβ = ϵηβ. Com isso, podemos concluir que δũα = ϵη̃α, onde

η̃α =
1

det J

∑

β

Fα
β η

β,

2 Seja Ax⃗ = b⃗ um sistema de n equações com n incógnitas, onde A é uma matriz não singular n× n, x⃗ é
a matriz coluna das incógnitas e b⃗ é a matriz coluna dos termos independentes. A regra de Cramer diz
que, para 1 ≤ j ≤ n, xj = det Aj/det A, com Aj sendo a matriz obtida a partir de A pela substituição

da j-ésima coluna de A por b⃗ [46].
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e

F β
α =

∂Φα

∂uβ
det J −

∑

i,j

DΦα

Dxi
(Cof J)i

j

∂Ψj

∂uβ
,

que explicitamente pode ser escrito como

Fα
β =

















∂Φα

∂uβ

DΦα

Dx1 · · · DΦα

Dxp

∂Ψ1

∂uβ

DΨ1

Dx1 · · · DΨ1

Dxp

· · · · · · · · · · · ·
∂Ψp

∂uβ

DΨp

Dx1 · · · DΨp

Dxp

















.

Os resultados que acabamos de deduzir, quando substituídos na equação 4.9, nos

dizem que

∫

Ω̃

q
∑

α=1

δS̃[ũ]

δũα(x̃)
η̃α(x̃)dx̃ =

∫

Ω

q
∑

α,β=1

δS̃[ũ]

δũα(x̃)

(

1

det J
Fα

β η
β
)

(det J)dx =

=
∫

Ω

q
∑

β=1

δS[u]

δuβ(x)
ηβ(x)dx.

Daí, obtemos
q
∑

α=1

δS̃[ũ]

δũα(x̃)
Fα

β =
δS[u]

δuβ(x)
. (4.12)

A expressão acima nos diz que, se Eα(L) = 0, tendo em mente a definição do

operador de Euler-Lagrange, então Ẽα(L̃) = 0. Isso mostra que as equações de Euler-

Lagrange são invariantes por uma mudança de variáveis.

4.2 Simetrias Variacionais

Se estamos interessados em determinar as transformações de simetria de equações

diferenciais que admitem uma formulação variacional, isto é, que podem ser vistas como

equações de Euler-Lagrange E(L) dada uma lagrangiana L, podemos investigar tais

simetrias a partir da própria função lagrangiana.

Seja o funcional S[u] =
∫

Ω L(x,u(n))dx. Consideremos grupos de transformações

atuando no subconjunto aberto M ⊂ Ω×U ⊂ X ×U . Como já é sabido, dada uma função

u = f(x), com x ∈ Ω, devemos considerar apenas transformações em torno da identidade,

a depender da ação. Para u = f(x), onde x ∈ Ω′ ⊂ Ω, conseguimos, nesse cenário, definir

uma função f̃ tal que ũ = f̃(x̃), com x̃ ∈ Ω̃′ ⊂ Ω.

Definiremos um grupo de simetrias variacionais, em analogia direta com os resulta-

dos do capítulo anterior, como se segue:
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Definição 4.3: Grupo de Simetrias Variacionais

Seja o grupo G de transformações locais agindo no aberto M ⊂ Ω0 ×X. Esse grupo

será de simetrias variacionais se a sua ação sobre o funcional S[u] o mantém

inalterado, isto é
∫

Ω̃
L(x̃, ũ(n))dx̃ =

∫

Ω
L(x,u(n))dx,

sempre que Ω é um subdomínio com fechamento a Ω̄ ⊂ Ω0.

a Seja um conjunto S dotado de operações que gerem elementos de S a partir de outros elementos
de S. Um subconjunto X ∈ S será dito fechado por essas operações se a aplicação delas a
quaisquer elementos de X resultar em outros elementos de X.

Estabeleçamos agora o seguinte importante teorema:

Teorema 4.3

O grupo de transformações G atuando em M ⊂ Ω0 × X será grupo de simetrias

variacionais de

S[u] =
∫

Ω
L(x,u(n))dx,

se

pr(n)X(L) + LDiv ξ = 0, (4.13)

para todo (x,u(n)) ⊂M (n) e qualquer gerador infinitesimal

X =
p
∑

i=1

ξi(x,u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

ϕα ∂

∂uα
.

Prova 4.3

Seja a ação de g ∈ G dada por ϕ(g, (x,u)) = (Ξg(x,u),Φg(x,u)). Sabemos, dos

resultados obtidos na seção 3.7, que (x̃, ũ(n)) = (pr(n)g, (x,u(n))). Se, para cada g

fixado, pudermos pensar nessa transformação como uma mudança de variáveis, a

discussão sobre transformações de coordenadas feita na seção anterior, bem como a

definição 4.3 acima, nos leva a concluir que

L(x,u(n)) = L(ϕ(pr(n)g, (x,u(n)))det Jg(x,u(1)),

com Jg sendo a matriz jacobiana dada pela expressão 4.10.

Escrevamos g ∈ G, através da aplicação exponencial, como g = exp (ϵX), e

tomemos X = ξi∂xi + Uα∂uα . Se calcularmos a derivada de L(x,u(n)) em relação a ϵ,
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avaliando em ϵ = 0, a regra de Leibniz nos diz que

0 =
d

dϵ
L(ϕ(pr(n)g, (x,u(n)))

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

det Jg(x,u(1))|g=e

+L(ϕ(pr(n)g, (x,u(n)))|g=e
d

dϵ
det Jg(x,u(1))

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

.

Utilizando a expressão 3.28, e que a transformação para g = e (ou seja, ϵ = 0)

corresponde à identidade, podemos reescrever a expressão acima como

pr(n)X(L) + L
d

dϵ
det Jg(x,u(1))

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= 0.

Nosso desafio agora é calcular a derivada do determinante do Jacobiano da

transformação das coordenadas independentes, Jg. Para isso, utilizaremos a Fórmula

de Jacobi (ver apêndice A):

d

dϵ
(det J) = (det J) · Tr

(

J−1dJ

dϵ

)

.

Vamos avaliar cada termo desta fórmula em ϵ = 0.

A transformação das coordenadas independentes é x̃i = Ξi(x, u). Para uma

transformação infinitesimal g = exp(ϵX), temos x̃i ≈ xi + ϵξi(x, u). Os elementos da

matriz Jacobiana J são Jij = Dj(x̃
i), onde Dj é a derivada total em relação a xj.

Assim,

Jij = Dj(x
i + ϵξi) = δij + ϵDj(ξ

i) +O(ϵ2).

Na forma matricial, podemos escrever J ≈ I + ϵJξ, onde I é a matriz identidade e

(Jξ)ij = Dj(ξ
i).

Quando ϵ = 0, a transformação é a identidade, portanto J(0) = I, e seu

determinante é det J(0) = 1. Além disso, a matriz inversa em ϵ = 0 é J(0)−1 = I−1 = I.

Por sua vez, a derivada da matriz Jacobiana, a partir da expressão de J acima, é
dJ
dϵ

= Jξ +O(ϵ). Em ϵ = 0, temos dJ
dϵ

∣

∣

∣

ϵ=0
= Jξ.

Avaliando a fórmula de Jacobi em ϵ = 0, obtemos:

d

dϵ
(det J)

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

= (det J(0)) · Tr

(

J(0)−1 dJ

dϵ

∣

∣

∣

∣

∣

ϵ=0

)

= (1) · Tr (I · Jξ)

= Tr(Jξ).
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O traço da matriz Jξ é a soma de seus elementos diagonais:

Tr(Jξ) =
p
∑

i=1

(Jξ)ii =
p
∑

i=1

Di(ξ
i) ≡ Div(ξ).

Com isso, demonstramos de forma clara que d
dϵ

det Jg

∣

∣

∣

ϵ=0
= Div(ξ). Substituindo este

resultado fundamental na condição de invariância, chegamos ao critério para uma

simetria variacional:

pr(n)X(L) + LDiv(ξ) = 0

o que prova o teorema. A necessidade de X ter a forma dada está subentendida nos

resultados do capítulo anterior que utilizamos aqui.

Exemplo 4.6

Vejamos qual é a forma mais geral de uma lagrangiana de primeira ordem que é

invariante pelo grupo de rotações agindo em (x, u), isto é, cujo gerador é X =

−u∂x + x∂u. Tomando n=1, temos pr(1)X = X + (1 + u2
x)∂ux e Div ξ = −ux, pois

ξ = −u. Logo, pelo uso da equação 4.13,

−u∂L
∂x

+ x
∂L

∂u
+ (1 + u2

x)
∂L

∂ux

− uxL = 0,

cujo sistema característico é

−dx
u

=
du

x
=

dux

1 + u2
x

=
dL

uxL
,

e cuja solução é

x2 + u2 = c2
1,

u− xux

x+ uux

= tan c2,
L

√

1 + u2
x

= c3.

Portanto, a solução mais geral da EDP acima é

F





L
√

1 + u2
x

,
u− xux

x+ uux

, x2 + u2



 = 0,

que nos diz que a lagrangiana de primeira ordem mais geral perante o grupo de

rotações em (x, u) é

L =
√

1 + u2
xf
(

u− xux

x+ uux

, x2 + u2
)

.
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Aproveitando a oportunidade, apliquemos esse mesmo grupo de transformações

ao caso da integral de comprimento de arco

C[u] =
∫ b

a

√

1 + u2
xdx,

definida no plano (x, y). Para este caso, a equação 4.13 resulta em

pr(1)X(L) + LDiv ξ = (1 + u2
x)

∂

∂ux

√

1 + u2
x − ux

√

1− u2
x =

= (1 + u2
x)

ux
√

1 + u2
x

− ux

√

1− u2
x = 0,

implicando no fato geometricamente óbvio de que o comprimento de arco é uma

grandeza invariante por rotações.

Uma pergunta natural que deve ser feita é se as simetrias oriundas da equação 4.13

também são simetrias das equações de Euler-Lagrange resultantes do problema variacional

associado. A resposta a essa pergunta será dada pelo próximo teorema.

Teorema 4.4

Se G é um grupo de simetrias variacionais do funcional S[u] =
∫

Ω L(x,u(n))dx, esse

mesmo grupo gerará também simetrias das equações de Euler-Lagrange E(L) = 0

associadas.

Uma prova para o teorema acima é dada por Olver [24]. Porém, podemos entender

o que ele diz de maneira intuitiva. Se g ∈ G, e u = f(x) é um extremo do funcional S[u]

e, portanto, uma solução das equações de Euler-Lagrange, então ũ = f̃(x̃) é um extremo

do funcional S̃[ũ] resultante da ação do grupo de transformações. Entretanto, se G é um

grupo de simetrias variacionais, segue que S[u] = S̃[ũ] e, por consequência, ũ = f̃(x̃)

é solução das mesmas equações de Euler-Lagrange. Assim, o grupo de transformações

G leva soluções em soluções, sendo, portanto, um grupo de simetria das equações de

Euler-Lagrange.

O contrário, entretanto, não é necessariamente verdade. Um grupo de simetrias das

equações de Euler-Lagrange não é necessariamente um grupo de simetria variacional. Isso

se dá porque as equações de Euler-Lagrange são condições necessárias a serem satisfeitas

pelo extremo u = f(x) do funcional S[u]. Logo, podem existir soluções dessas equações

que não são extremos do funcional associado. Em outros termos, podem existir simetrias

que levem soluções em outras soluções que não são necessariamente soluções do problema

variacional e, portanto, tais simetrias não podem ser simetrias variacionais. Transformações

de escala são os contraexemplos mais comuns.
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Exemplo 4.7: Equação de Onda Bidimensional

Consideremos a equação de onda bidimensional

utt − uxx − uyy = 0.

Seguindo procedimento análogo ao da equação do calor, que discutimos no exemplo

3.18, podemos obter que os geradores de simetria de ponto de Lie são

X1 =
∂

∂t
, X2 =

∂

∂x
, X3 =

∂

∂y
, X4 = u

∂

∂u
,

X5 = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
, X6 = t

∂

∂x
+ x

∂

∂t
, X7 = t

∂

∂y
+ y

∂

∂t
,

X8 = x
∂

∂x
+ y

∂

∂y
+ t

∂

∂t
, X9 = (x2 − y2 + t2)

∂

∂x
+ 2xy

∂

∂y
+ 2xt

∂

∂t
− xu ∂

∂u
,

X10 = 2xy
∂

∂x
+ (y2 − x2 + t2)

∂

∂y
+ 2yt

∂

∂t
− yu ∂

∂u
,

X11 = 2xt
∂

∂x
+ 2yt

∂

∂y
+ (x2 + y2 + t2)

∂

∂t
− tu ∂

∂u
, Xα = α(x,y, t)

∂

∂u
,

onde α é arbitrário e satisfaz a equação de onda.

Os geradores X1, X2 e X3 são, respectivamente, geradores de translação

no tempo e nas coordenadas x e y. Por sua vez, o gerador X4 está relacionado à

transformação de escala em u, enquanto X5 é o bem conhecido gerador de rotações

no plano (x, y). Os geradores X6 e X7 estão relacionados a rotações hiperbólicas

(transformações de Lorentz), dada a métrica ds2 = dt2 − dx2 − dy2. De fato, para

X6, temos a transformação (x, y, t) 7→ (x cosh ϵ+ t sinh ϵ, y, x sinh ϵ+ t cosh ϵ). X8 é

gerador de dilatação, e X9, X10 e X11 são geradores inversionais onde, por exemplo,

o grupo gerado por X9 é I = (x/(t2 − x2 − y2), y/(t2 − x2 − y2), t/(t2 − x2 − y2)),

definido tal que (x, y, t) não está no cone de luz t2 = x2 + y2.

Sabemos que a equação do calor bidimensional pode ser obtida a partir de

S =
∫ ∫ ∫ [

1

2
u2

t −
1

2
u2

x −
1

2
u2

y

]

dx dy dt,

de onde tiramos a lagrangiana

L =
1

2
u2

t −
1

2
u2

x −
1

2
u2

y. (4.14)

Teremos como objetivo analisar se cada um dos geradores mencionados acima produz

ou não uma simetria variacional. Primeiramente, tomemos o gerador X1. Neste caso,

pr(1)X1 = X1 e Div ξ = 0. Daí, pr(1)X1(L) = 0 e, portanto, a relação 4.13 é satisfeita,
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mostrando que X1 é gerador de simetria variacional. Pelas mesmas razões, X2 e X3

também o serão.

No caso do gerador X4, Div ξ = 0. A primeira prolongação para esse gerador,

utilizando os resultados do teorema 3.4, é dada por

pr(1)X4 = u
∂

∂u
+ ut

∂

∂ut

+ ux
∂

∂ux

+ uy
∂

∂uy

.

Se aplicarmos essa expressão à lagrangiana 4.14, obtemos

pr(1)X4(L) = u2
t − u2

x − u2
y = 0.

Dessa forma, a equação 4.13 é satisfeita e, portanto, X4 gera simetria variacional para

o problema.

Analisemos agora o gerador de rotação X5. A primeira prolongação para esse

caso é

pr(1)X5 = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
− uy

∂

∂ux

+ ux
∂

∂uy

,

que, quando aplicada à lagrangiana 4.14, resulta em

pr(1)X5(L) = −uyux + uxuy = 0.

Por sua vez, Div ξ = Di ξ
i = Dx (−y) + Dy(x) = 0. Assim, a equação 4.13 é satisfeita

e X5 gera simetria variacional.

Para o gerador de simetria hiperbólica X6, o teorema 3.4 nos diz que sua

primeira prolongação será

pr(1)X6 = t
∂

∂x
+ x

∂

∂t
− ux

∂

∂ut

− ut
∂

∂ux

,

cuja aplicação a 4.14 resulta em

pr(1)X6(L) = uxut − utux = 0.

Além disso, o termo Div ξ = Dx(t) + Dt(x) = 0 e, consequentemente, esse gerador

também gera simetria variacional. O mesmo raciocínio se aplica ao gerador X7.

Voltemos nossa atenção para o gerador de dilatação X8. Sua primeira prolon-

gação será

pr(1)X8 = x
∂

∂x
+ t

∂

∂t
+ y

∂

∂y
− ut

∂

∂ut

− ux
∂

∂ux

− uy
∂

∂uy

,

conduzindo a

pr(1)X8(L) = −u2
t + u2

x + u2
y = −2L.
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Porém, Div ξ = 3L, o que implica que a equação 4.13 não é satisfeita e X8 não gera

simetria variacional. Contudo, se somarmos a esse gerador o termo −1
2
u ∂

∂u
, temos

Xm
8 = x

∂

∂x
+ t

∂

∂t
+ y

∂

∂y
− 1

2
u
∂

∂u
,

cuja primeira prolongação é

pr(1)X8 = x
∂

∂x
+ t

∂

∂t
+ y

∂

∂y
− 1

2
u
∂

∂u
− 3

2
ut

∂

∂ut

− 3

2
ux

∂

∂ux

− 3

2
uy

∂

∂uy

,

que, da sua aplicação a 4.14, implica em

pr(1)X8(L) =
3

2
(−u2

t + u2
x + u2

y) =
3

2
(−2L) = −3L.

Assim, com Div ξ = 3L,a equação 4.13 é satisfeita, e, portanto, Xm
8 é um gerador de

simetria variacional.

Para o gerador X9, o teorema 3.4 dita que a primeira prolongação será

pr(1)X9 = (x2 − y2 + t2)
∂

∂x
+ 2xy

∂

∂y
+ 2xt

∂

∂t
− xu ∂

∂u
−

−(u+ 3xux + 2yuy + 2tut)
∂

∂ux

+ (2yux − 3xuy)
∂

∂uy

− (2tux − 3xut)
∂

∂ut

.

A aplicação dessa equação a 4.14 resulta em

pr(1)X9(L) = uux − 3x(u2
t − u2

x − u2
y) = uux − 6xL.

Porém, dado que

Div ξ = Dx(x2 − y2 + t2) + Dy(2xy) + Dt(2xt) = 6x,

temos que a expressão 4.13 resulta em

pr(1)X9(L) + LDiv ξ = uux ̸= 0.

Logo, X9 não gera simetria variacional. O mesmo ocorre para X10 e X11.

Por fim, para o gerador Xα = α∂u, a primeira prolongação será

pr(1)Xα = α
∂

∂u
+ αt

∂

∂ut

+ αx
∂

∂ux

+ αy
∂

∂uy

.

Além disso, Div ξ = 0. Portanto, a equação 4.13 pode ser reescrita como

αtut − αxux − αyuy = 0.
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Assim, vemos dessa igualdade que Xα gerará simetria variacional se, e apenas se, α

for constante.

Resumindo os resultados obtidos neste exemplo, dos 11 geradores de simetria

de ponto de Lie da equação de onda bidimensional, X1 −X7 também são geradores

de simetrias variacionais. Por sua vez, X8 não gera, mas a versão modificada que

construímos gera um grupo de simetria variacional. Já os geradores inversionais

X9 −X11 não geram simetrias variacionais, enquanto Xα gera se α for constante.

Antes de seguirmos adiante, provemos um último resultado através da próxima

proposição.

Proposição 4.2

Se X e Y são geradores de simetria variacionais de S[u], então também será o seu

comutador [X,Y].

Prova 4.4

Sejam X e Y dados respectivamente por

X =
p
∑

i=1

ξi ∂

∂xi
+

q
∑

α=1

Uα ∂

∂uα
, Y =

p
∑

i=1

ηi ∂

∂xi
+

q
∑

α=1

V α ∂

∂vα
.

Se esses são geradores de simetrias variacionais, vale que

pr(n)X(L) + LDiv ξ = 0, pr(n)Y(L) + LDiv η = 0.

Agora,

pr(n)[X,Y](L) = [pr(n)X, pr(n)Y](L) = −pr(n)X((Div η)L) + pr(n)Y((Div ξ)L) =

= −pr(1)X(Div η)L− (Div η)pr(n)X(L) + pr(1)Y(Div ξ)L+ (Div ξ)pr(n)Y(L) =

= −pr(1)X(Div η)L+ (Div η)(Div ξ)L+ pr(1)Y(Div ξ)L− (Div ξ)(Div η)L,

onde foi usado −pr(n)X(Div η) = −pr(1)X(Div η), pois Div η = Div η(x, u(1)) (de

forma analoga para Y), e a proposição 3.2. Portanto,

pr(n)[X,Y](L) = −pr(1)X(Div η)L+ pr(1)Y(Div ξ)L. (4.15)

Para pr(1)X(Div η),

Div η =
p
∑

i=1

(

ηi
i +

q
∑

α=1

ηi
αu

α
i

)

,
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pr(1)X = X +
∑

i,α



Uα
i +

∑

β

Uα
β u

β
i −

∑

j

ξj
i u

α
j −

∑

j,β

ξj
βu

β
i u

α
j



 ∂uα
i
,

onde ηi
i = ∂xiηi, ηi

α = ∂uαηi, etc. Fazendo o mesmo para pr(1)Y(Div ξ), e substituindo

na expressão 4.15, temos que

pr(n)[X,Y](L) = −
p
∑

i=1

(Di[X,Y]i)L,

onde [X,Y]i = X(ηi) −Y(ξi). Portanto, concluímos que, se X e Y são geradores

de simetrias variacionais, o colchete [X,Y] também gerará uma simetria variacional.

4.2.1 Redução de Ordem

No capítulo anterior, demonstramos como o conhecimento de uma simetria de ponto

pode ser usado para reduzir a ordem de uma equação diferencial. O teorema 4.4 estabelece

a ponte crucial para aplicarmos uma ideia análoga aqui: ele garante que uma simetria

variacional da lagrangiana é também uma simetria das equações de Euler-Lagrange.

Uma consequência direta e poderosa deste fato é, portanto, a possibilidade de

utilizar estas simetrias para efetuar a redução de ordem do sistema variacional. Este

procedimento representa uma das aplicações práticas mais importantes da teoria e será

detalhado a seguir, mostrando como a existência de uma simetria permite diminuir em

duas ordens as equações de Euler-Lagrange associadas.

Seja x e u ∈ R, isto é, p = q = 1. Seja S[u] o problema variacional de ordem n

com equações de Euler-Lagrange de ordem 2n. Consideremos X = ξ(x, u)∂x + η(x, u)∂u

o gerador de um grupo uniparamétrico de simetrias variacionais de S. Lembremos que,

perante uma mudança de coordenadas em ambas as variáveis independentes e dependentes,

X ainda se manterá como gerador de simetrias variacionais. Sob essa mesma mudança de

coordenadas, também sabemos que o problema variacional se mantém invariante, ou seja,

S[u] =
∫

Ω
L(x, u(n))dx =

∫

Ω̃
L̃(y, w(n))dy = S̃[w].

Façamos a mudança de coordenadas (x, u) 7→ (y, w), com y = ζ(x, u) e w = ρ(x, u),

e tal que X assuma a forma X̃ = ∂w nessas novas coordenadas. Como X̃ = ∂w continua

sendo simetria variacional, deve satisfazer a condição

pr(n)X̃(L̃) + L̃Div ξ = 0,

com L̃ sendo a lagrangiana escrita em termos das coordenadas (y, w). Mas, para o gerador

X̃, vale que pr(n)X̃ = X̃. Além disso, Div ξ = 0. Portanto, a condição acima se reduz a

∂L̃

∂w
= 0.
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Desse resultado, concluímos que a lagrangiana transformada independe da variável w, isto

é,

L̃ = L̃(y, w′, w′′, · · ·).

Por aplicação do operador de Euler a essa lagrangiana, as equações de Euler-

Lagrange serão

Ew(L̃) =
n
∑

j=1

(−Dy)J ∂L̃

∂wJ
= −Dy

(

∂L̃

∂w′

)

+D2
y

(

∂L̃

∂w′′

)

+ · · ·+ (−1)nDn
y

(

∂L̃

∂wn

)

=

= −Dy

[(

∂L̃

∂w′

)

−Dy

(

∂L̃

∂w′′

)

+ · · ·+ (−1)n−1Dn−1
y

(

∂L̃

∂wn

)]

=

= −Dy

n−1
∑

j=0

[

(−Dy)j

(

∂L̃

∂w(j+1)

)]

= 0,

com w′ = dw/dy. Desse cálculo, temos que o termo dentro de colchetes é uma quantidade

independente de y. Portanto,

(

∂L̃

∂w′

)

−Dy

(

∂L̃

∂w′′

)

+ · · ·+ (−1)n−1Dn−1
y

(

∂L̃

∂wn

)

= λ = cte.

Introduzindo a variável v = w′, obtemos
(

∂L̃

∂v

)

+Dy

(

∂L̃

∂v′

)

− · · ·+ (−1)n−1D(n−1)
y

(

∂L̃

∂v(n−1)

)

= λ =
n−1
∑

J=0

(−Dy)J ∂L̃

∂vJ
,

e

S̃[v] =
∫

L̃(y, v, · · ·, v(n−1))dy,

pois L̃(y, v, · · ·, v(n−1)) = L̃(y, w′, · · ·, wn), e vj = dvj−1/dy = wj+1. Assim, concluímos que

as equações de Euler-Lagrange no novo sistema de coordenadas são de ordem 2(n− 2),

enquanto a original era de ordem 2n.

Toda solução w = f(y) das equações de Euler-Lagrange originais é solução das

equações de Euler-Lagrange após a redução de ordem com v = h(y), onde λ é uma

constante que depende das condições iniciais e w pode ser obtido pela quadratura

w =
∫

h(y)dy + c.

É prontamente visto que as equações de Euler-Lagrange reduzidas podem ser

obtidas de

S̃λ =
∫

[L̃(y, v(n−1))− λv]dy,

permitindo a interpretação de λ como um multiplicador de Lagrange [43] 3. A constante

λ e a constante de multiplicação da solução da equação v = w′ são o que restam para

que, junto das (2n − 2) constantes oriundas da solução da equação de Euler-Lagrange,

forneçam as 2n constantes da equação de Euler-Lagrange original.
3 Para entender o que são multiplicadores de Lagrange e como eles são usados em mecânica clássica, o

leitor é referenciado a Goldstein [41], Nivaldo [42] e Ghosh [47].
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4.3 Leis de Conservação e o Teorema de Noether

Seja um sistema de equações diferenciais ∆(x,u(n)) = 0. Uma lei de conservação

é expressa por uma divergência total da forma

Div P = 0,

que desaparece para todas as soluções u = f(x) do sistema em questão. Novamente,

P = (P1(x,u
(n)), · · ·, Pn(x,u(n))) é uma p-tupla cujos elementos são funções suaves de x,

u e suas derivadas. A quantidade P é dita conservada se a expressão acima for satisfeita.

Exemplo 4.8: Equação de Laplace

Consideremos a equação de Laplace

∇2u = 0.

Primeiramente, notemos que a própria equação é uma lei de conservação, pois

∇2u = ∇(∇u) = Div(∇u) = 0.

Outras leis de conservação podem ser obtidas se multiplicarmos a equação por

ui = ∂u/∂xi, pois

ui∇2u =
p
∑

j=1

Dj

(

uiuj −
1

2
δj

i

p
∑

k=1

u2
k

)

.

Se considerarmos um sistema de equações diferenciais ordinárias com apenas uma

variável independente, uma lei de conservação assume a forma DxP = 0 para todas as

soluções u = f(x) do sistema. Daí, P (x,u(n)) deve ser constante para todas as soluções do

sistema. Dessa forma, uma lei de conservação é equivalente à noção clássica de constante

de movimento do sistema [41,42].

Supondo que a única variável independente é o parâmetro temporal t, a lei de

conservação que a quantidade conservada P (t, x(t), y(t), ···, dx/dt, dy/dt, ···) deve satisfazer

é da forma
d

dt
P (t, x, y, · · ·, x′, y′, · · ·) = 0, (4.16)

explicitando sua invariância por evolução temporal.

De forma mais geral, seja, além do parâmetro temporal, variáveis independentes

espaciais x = (x1, · · ·, xp). Neste caso, uma lei de conservação deve assumir a forma

DtT + Div X = 0,

onde o divergente é tomado sobre essas variáveis espaciais. Aqui, as leis de conservação

podem ser entendidas em termos do fluxo de uma quantidade através de uma superfície
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fechada e da taxa de redução dessa mesma quantidade no volume envolvido por tal

superfície. Às funções T e X, de t, x, u e derivadas de u com respeito a ambos t e x,

damos os nomes densidade de corrente e fluxo, respectivamente.

Exemplo 4.9: Conservação da Carga Elétrica

Na física, leis de conservação são de extrema importância, pois permitem um entendi-

mento mais profundo do que está acontecendo exatamente e do que devemos esperar.

Para fins ilustrativos, consideremos o caso da carga elétrica. Sabemos, pela teoria

eletromagnética [48], que a carga elétrica de um sistema isolado é uma quantidade que

se conserva com o tempo. Para vermos isso, seja um volume fechado cuja densidade

de carga é dada por ρ(r⃗, t). A taxa de variação da carga por unidade de tempo é

d

dt
q =

d

dt

∫

V
ρ(r⃗, t)dV.

Por outro lado, por definição, a taxa de variação da carga é igual à corrente, que, por

sua vez, está associada à densidade de corrente por

d

dt
q = I = −

∫

∂S
J⃗ · n̂dS,

onde o sinal indica o sentido do fluxo de cargas. Assim,

d

dt

∫

V
ρ(r⃗, t)dV = −

∫

∂S
J⃗ · n̂dS,

que, em notação diferencial, utilizando o teorema da divergência do lado direito da

equação acima, leva a
dρ

dt
+∇ · J⃗ = 0.

Mais ainda, se considerarmos J = (ρ, J⃗) e considerarmos o divergente em relação às

variáveis (t, r⃗), que denotaremos por Div, temos

Div J = 0,

que é a equação de continuidade para a carga elétrica nessa teoria. A verdade por

trás da equação está em consonância com o que apontamos na discussão acima:

A quantidade de portadores de carga que atravessam a fronteira de uma região é

igual à diminuição ou aumento dos mesmos nessa região. O mesmo argumento, com

as mudanças apropriadas em relação aos entes sobre análise, leva a outras leis de

conservação extremamente relevantes, como a conservação da massa na mecânica

clássica [49] e da probabilidade em mecânica quântica [50].

De forma a estabelecermos os conceitos formalmente, suponhamos que Ω ⊂ R
p é
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um domínio espacial, e u = f(x, t) uma solução definida para todo x ∈ Ω, com a ≤ t ≤ b.

Definamos o funcional

TΩ[f ](t) =
∫

Ω
T (x, t, pr(n) f(x, t))dx.

A partir desse funcional, podemos propor a seguinte preposição:

Proposição 4.3

Seja um sistema de equações diferenciais, e sejam T e X, respectivamente, a densidade

de corrente e fluxo para a lei de conservação DtT +DivX = 0 associada a esse sistema.

Para qualquer domínio ligado Ω ⊂ R
p, com fronteira suave ∂Ω, e qualquer solução

do sistema u = f(x, t) definida para todo x ∈ Ω, com a ≤ t ≤ b, o funcional T deve

satisfazer

T[f ](t)− T[f ](a) = −
∫ t

a

∫

∂Ω
X(x, τ, pr(n) f(x, τ))dSdτ. (4.17)

Por outro lado, se 4.17 é satisfeita, então T e X devem respeitar uma lei de conservação.

Prova 4.5

Diferenciando T com respeito a t e usando o teorema da divergência, temos que

d

dt
TΩ[f ] =

d

dt

∫

Ω
T (x, t, pr(n+1) f(x, t))dx =

∫

Ω
DtT (x, t, pr(n+1) f(x, t))dx =

= −
∫

Ω
DivX(x, t, pr(n+1) f(x, t))dx = −

∫

∂Ω
X(x, t, pr(n+1) f(x, t))dS.

A integração de ambos os lados na variável temporal entre a e t resulta em

TΩ[f ](t)− TΩ[f ](a) = −
∫ t

a

∫

∂Ω
X(x, τ, pr(n) f(x, τ))dSdτ,

que é a expressão 4.17. O oposto pode ser mostrado diferenciando 4.17 com respeito

a t. Fazendo isso,

d

dt
(TΩ[f ](t)− TΩ[f ](a)) =

d

dt

∫

Ω
T (x, t, pr(n+1) f(x, t))dx =

=
∫

Ω
DtT (x, t, pr(n+1) f(x, t))dx =

= −
∫

∂Ω
X(x, t, pr(n) f(x, t))dS = −

∫

Ω
DivX(x, t, pr(n+1) f(x, t))dx⇒

⇒
∫

Ω

(

DtT (x, t, pr(n+1) f(x, t)) + DivX(x, t, pr(n+1) f(x, t))
)

dx = 0.

Dado que vale para subdomínios arbitrários, a igualdade valerá se o integrando for

igual a zero.
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Podemos fazer uma readequação na notação de forma a expressar as variáveis

independentes em termos da p+ 1 tupla x = (t, x1, · · ·, xp) = (t, x⃗). Além disso, escrevamos

J = (T,X). Assim, podemos expressar a lei de conservação por

Div J = DtT + Div (X) = 0,

onde está claro que o divergente que atua em J não é puramente espacial, pois contém um

termo de derivada total em relação a t e, portanto, não é o mesmo que o divergente que

atua em X, como nossa escolha de notação poderia sugerir.

4.3.1 Teorema de Noether

Em 1918, Emmy Noether foi capaz de determinar uma relação fundamental entre

leis de conservação e grupos de simetria através de um famoso teorema que leva o seu

nome [41,42,51] 4. Primeiramente, busquemos estabelecer essa ponte entre os conceitos

para o caso em que há apenas uma variável independente t e q variáveis dependentes xi(t).

Figura 9 – Emmy Noether por volta de 1900.

Seja X um gerador de simetria da forma X = ξ∂t +
∑q

i=1 η
i∂xi . A primeira prolon-

gação desse gerador é dada por

pr(1)X = X +
q
∑

i=1

η̇i∂ẋi , η̇i =
dηi

dt
− ẋidξ

dt
.

Mas, se escrevermos

ẋidξ

dt
=

d

dt
(ẋiξ)− ẍiξ,

4 Para uma derivação geométrica do teorema de Noether, consultar [52].
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teremos

pr(1)X = ξ
∂

∂t
+

q
∑

i=1

ηi ∂

∂xi
+

q
∑

i=1

dηi

dt

∂

∂ẋi
+

q
∑

i=1

ẍiξ
∂

∂ẋi
−

q
∑

i=1

d

dt
(ẋiξ)

∂

∂ẋi
.

Agora, somando e subtraindo um termo
∑q

i=1 ξẋ
i∂xi e reorganizando o resultado, podemos

expressar a expressão acima como

pr(1)X = ξ

(

∂

∂t
+

q
∑

i=1

ẋi ∂

∂xi
+

q
∑

i=1

ẍi ∂

∂ẋi

)

+
q
∑

i=1

(ηi − ξẋi)
∂

∂xi
+

q
∑

i=1

d

dt
(ηi − ξẋi)

∂

∂ẋi
.

Neste ponto, convém definirmos

Qi = ηi − ξẋi, (4.18)

e notarmos que
d

dt
=

∂

∂t
+

q
∑

i=1

ẋi ∂

∂xi
+

q
∑

i=1

ẍi ∂

∂ẋi
,

para concluirmos que

pr(1)X = ξ
d

dt
+

q
∑

i=1

(

Qi ∂

∂xi
+
dQi

dt

∂

∂ẋi

)

. (4.19)

Definamos ainda o campo vetorial XQ por

XQ =
q
∑

i=1

Qi ∂

∂xi
.

Assim,

pr(1)XQ = XQ +
q
∑

i=1

dQi

dt

∂

∂ẋi
. (4.20)

Com isso, podemos reescrever a equação 4.19 como

pr(1)X = pr(1)XQ + ξ
d

dt
. (4.21)

Por outro lado, se X é o gerador de uma simetria variacional, deve satisfazer a

expressão 4.13. Portanto, pelo uso de 4.21 na 4.13, temos

pr(1)XQ(L) + ξ
dL

dt
+ L

dξ

dt
= pr(1)XQ(L) +

d(ξL)

dt
= 0.

Mas, de 4.20,

pr(1)XQ(L) =
q
∑

i=1

(

Qi ∂L

∂xi
+
dQi

dt

∂L

∂ẋi

)

=
q
∑

i=1

(

Qi ∂L

∂xi
−Qi d

dt

∂L

∂ẋi
+
d

dt

(

Qi ∂L

∂ẋi

))

,

onde nos dois primeiros termos é possível identificar as equações de Euler-Lagrange em

sua forma básica e, portanto, o operador de Euler. Isso nos permite escrever

pr(1)XQ(L) =
q
∑

i=1

QiEi(L) +
d

dt

( q
∑

i=1

Qi ∂L

∂ẋi

)

(4.22)
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Portanto,
d

dt

(

ξL−
q
∑

i=1

Qi ∂L

∂ẋi

)

=
q
∑

i=1

QiEi(L),

ou
dP

dt
=

q
∑

i=1

QiEi(L),

com

P = ξL−
q
∑

i=1

Qi ∂L

∂ẋi
. (4.23)

Assim, podemos concluir que, se xi = xi(t) são soluções das equações de Euler-Lagrange

Ei(L) = 0 (i = 1, · · ·, q), a quantidade P = P (t, xi, ẋi, · · ·), que é a constante de

movimento com a qual tivemos contato anteriormente, é constante.

Exemplo 4.10: Partículas Interagindo Gravitacionalmente

Seja um sistema de N partículas interagindo entre si gravitacionalmente. A lagrangiana

para esse sistema é

L = T − V =
∑

α

1

2
mα| ˙⃗xα|2 −

∑

α,β;α ̸=β

Kα,β

|x⃗α − x⃗β| , (4.24)

onde mα é a massa, e x⃗α = (xα, yα, zα) é a posição da α-ésima partícula, com

α, β = 1, · · ·, N . Além disso, naturalmente, ˙⃗x = dx⃗/dt. Aqui, temos p = 1, n = 1 e

q = 3N . A forma geral do gerador é

X = τ(t, x⃗)
∂

∂t
+
∑

a

ξ⃗a ∂

∂x⃗a
,

com ξ⃗a = (ξa, ηa, ζa). Agora, dado que

∂L

∂x⃗a
= ma

˙⃗xa,

temos que a forma geral da integral de movimento é

P = −τL−
∑

a

(
˙⃗
ξa−τ ˙⃗xa)·(ma

˙⃗xa) = −τ(T−V )−
∑

a

˙⃗
ξa· ˙⃗xa+2τT = τ(T+V )−

∑

a

˙⃗
ξa· ˙⃗xa.

Da condição 4.13, X é uma simetria variacional se

pr(n)X(L) + LDiv τ = pr(n)X(T − V ) + (T − V )
dτ

dt
= 0, (4.25)

onde devemos nos lembrar de que a única variável independente é o tempo t. Para

X = ∂t, onde τ = 1 e ξ⃗a = 0, a equação anterior se reduz a

∂

∂t
(T − V ) + (T − V )

d1

dt
= 0 + 0 = 0,
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uma vez que ambos T e V não dependem explicitamente de t. Assim, X = ∂t é uma

solução da equação 4.25 e, portanto, um gerador de simetria variacional. A quantidade

conservada correspondente P é

P = 1 · (T + V )−
∑

α

ma · 0 · ˙⃗xa = T + V ⇒ P = T + V = Energia = E.

Assim, a partir da versão particular do teorema de Noether desenvolvida acima, vemos

que a quantidade conservada associada à simetria de translação temporal é a energia

total E = T + V do sistema.

Consideremos o gerador de translação espacial, dado por

X =
∑

a

l⃗ · ∂

∂x⃗a
,

indicando que todo o sistema está sendo transladado na direção do vetor l⃗ = (lx, ly, lz).

Neste caso, τ = 0, ξ⃗a = l⃗, pr(n)X = X. Como T não depende de x⃗, devemos nos

preocupar apenas com a atuação do gerador em V . Mas,

∂V

∂x⃗a
=

∂

∂x⃗a





∑

a,b;a ̸=b

Ka,b

|x⃗a − x⃗b|



 = −
∑

b;a ̸=b

Ka,b
x⃗a − x⃗b

|x⃗a − x⃗b|3 ,

de onde tiramos que

∑

a

l⃗a · ∂V
∂x⃗a

= −1

2

∑

b;a ̸=b

Ka,b
(x⃗a − x⃗b)

|x⃗a − x⃗b|3 · (⃗l
a − l⃗b) = 0,

o que nos diz que X(T − V ) = 0 e, assim, a equação 4.25 é satisfeita. A quantidade

conservada associada a esse gerador de simetria é

P = −
∑

a

mal⃗ · ˙⃗xa = −l⃗ ·
(

∑

a

ma
˙⃗xa

)

.

Como l⃗ é arbitrário, concluímos que a quantidade conservada associada ao gerador de

translações espaciais é o momento linear total do sistema.

Uma terceira solução da equação 4.25, que podemos inferir dado que esse é

um problema de Kepler, mas que pode ser verificado diretamente, dado que τ = 0, é

X =
∑

a

(

xa · ∂

∂ya
− ya · ∂

∂xa

)

,

que é o gerador de rotações no plano (x, y). Sua primeira prolongação é

pr(1)X = X +
∑

a

(

ẋa · ∂

∂ẏa
− ẏa · ∂

∂ẋa

)

.
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A quantidade conservada associada é

P =
∑

a

ma(ξaẋa + ηaẏa) =
∑

a

ma(−yaẋa + xaẏa),

que é o momento angular total na direção z. Naturalmente, os geradores de rotação

nos planos (x, z) e (y, z) também são geradores de simetrias variacionais, que levam à

conservação do momento angular total nas direções y e z respectivamente.

Generalizemos nossa análise para o caso em que hajam p > 1 variáveis independentes.

Para tal, seja o gerador de simetria escrito como

X =
p
∑

i=1

ξi(x,u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

Uα(x,u)
∂

∂uα
.

Como sabemos, sua n-ésima prolongação é dada por

pr(n)X = X +
q
∑

α=1

∑

J

′

ϕα
J(x,u(n))

∂

∂uα
J

,

onde, como também sabemos,
∑′

J indica a soma das derivadas de primeira ordem em

diante, e

ϕα
J(x,u(n)) = DJ

(

Uα −
p
∑

i=1

ξiuα
i

)

+
p
∑

i=1

ξi∂u
α
J

∂xi
.

Analogamente ao que fizemos na equação 4.18, definamos a quantidade

Qα = Uα −
p
∑

i=1

ξiuα
i , (α = 1, · · ·, q). (4.26)

Dessa forma, podemos reescrever a expressão para a n-ésima prolongação do gerador X

como

pr(n)X = X +
∑

J

′

[DJQ
α + ξiuα

J , i]
∂

∂uα
J

=

= ξi(x, u)
∂

∂xi
+ (Qα + ξiuα

i )
∂

∂uα
+
∑

J

′[DJQ
α + ξiuα

J,i]
∂

∂uα
J

=

=

[

Qα ∂

∂uα
+
∑

J

′(DJQ
α)

∂

∂uα
J

]

+

[

ξi(x, u)
∂

∂xi
+ ξiuα

i

∂

∂xi
+
∑

J

′ξiuα
J,i

∂

∂uα
J

]

=

=
∑

J

(DJQ
α)

∂

∂uα
J

+ ξi

[

∂

∂xi
+
∑

J

uα
J,i

∂

∂uα
J

]

=

=
∑

J

(DJQ
α)

∂

∂uα
J

+ ξi D

dxi
,

onde, para não carregar demais a notação, as somas em p e α foram omitidas conforme a

notação de soma de Einstein e
∑

J inclui a soma de derivadas de ordem zero, isto é, das

próprias funções. Colocando a equação acima em outros termos,

pr(n)X = pr(n)XQ + ξiDi, (4.27)
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onde definimos

pr(n)XQ =
∑

J

(DJQ
α)

∂

∂uα
J

. (4.28)

A quantidade Qα, como definida pela equação 4.26, é chamada de característica do

campo vetorial X.

Consideremos agora que X seja o gerador de uma simetria variacional, que, portanto,

deve satisfazer 4.13. Utilizando a equação 4.27 na equação 4.13, temos:

0 = pr(n)XQ + ξiDi + LDiv ξ = pr(n)XQ + Div (Lξ). (4.29)

Antes de continuarmos, provemos o seguinte lema:

Lema 4.1

Para qualquer q-tupla de características Qα(x,u(n)) e qualquer Lagrangiana L(x,u(n)),

a ação do gerador característico prolongado sobre L pode ser decomposta como:

pr(n)XQ(L) = Q · E(L) + Div A, (4.30)

onde XQ = Qα(∂/∂uα), E é o operador de Euler-Lagrange, e A é uma p-tupla (uma

corrente) cuja forma exata depende de Q, L e suas derivadas.

Prova 4.6

Demonstraremos a identidade para o caso n = 1, que contém toda a lógica essencial.

O caso geral segue por uma aplicação análoga e repetida da regra do produto para

derivadas totais. Para n = 1, temos:

pr(1)XQ(L) = Qα ∂L

∂uα
+ (DiQ

α)
∂L

∂uα
i

.

Usando a regra do produto para a derivada total no segundo termo, (DiA)B =

Di(AB)− A(DiB), obtemos:

pr(1)XQ(L) = Qα ∂L

∂uα
+

[

Di

(

Qα ∂L

∂uα
i

)

−QαDi

(

∂L

∂uα
i

)]

.

Agora, reagrupamos os termos que multiplicam Qα:

pr(1)XQ(L) = Qα

[

∂L

∂uα
−Di

(

∂L

∂uα
i

)]

+Di

(

Qα ∂L

∂uα
i

)

.

Reconhecemos imediatamente o termo entre colchetes como a α-ésima componente do

operador de Euler-Lagrange, Eα(L). O segundo termo é uma divergência total, Div A,

onde as componentes da corrente A são Ai = Qα(∂L/∂uα
i ). Portanto, demonstramos
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que:

pr(1)XQ(L) = Q · E(L) + DivA,

o que completa a prova para o caso de primeira ordem.

Substituindo 4.30 em 4.29, temos

Div J = Div (−A− Lξ) = QαEα(L) = Q · E(L), (4.31)

onde

J = −A− Lξ, (4.32)

é denominada densidade corrente de Noether. Na equação 4.31 está sintetizado o

teorema de Noether: Dada a equação de Euler-Lagrange E(L) = 0, o termo Div J = 0 é

uma lei de conservação associada e a equação 4.32 nos diz como encontrar explicitamente

a respectiva densidade de corrente.

Para o caso n = 1, substituindo a expressão para A em 4.32, e lembrando da

equação 4.26, temos

Ji = −Uα ∂L

∂uα
i

− ξiL+ ξjuα
j

∂L

∂uα
i

. (4.33)

Os resultados que acabamos de derivar constituem o teorema de Noether, que podemos

enunciar como:

Teorema 4.5: Teorema de Noether

Seja G um grupo uniparamétrico de simetrias do problema variacional

S[u] =
∫

L(x,u(n))dx.

Seja o gerador infinitesimal de G dado por

X =
p
∑

i=1

ξi(x,u)
∂

∂xi
+

q
∑

α=1

Uα(x,u)
∂

∂uα
.

Além disso, seja

Qα = Uα −
p
∑

i=1

ξiuα
i , uα

i = ∂uα/∂xi,

a característica correspondente a X. Portanto, Q = (Q1, · · ·, Qq) é também a caracte-

rística de uma lei de conservação para as equações de Euler-Lagrange E(L) = 0. Em

outros termos, vale

Div P = Q · E(L) = QαEα(L),

onde P = P (x,u(n)) = (P1, · · ·, Pp) é uma p-tupla. Essa expressão é uma lei de

conservação para as equações de Euler-Lagrange do problema variacional.
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Para problemas variacionais de primeira ordem, o teorema de Noether assume a

seguinte forma [24]:

Corolário 4.1

Seja o problema variacional de primeira ordem

S[u] =
∫

L(x,u(1))dx,

e X o gerador de uma simetria variacional. Portanto, as componentes de P , satisfa-

zendo a lei de conservação DivP = 0 para as equações de Euler-Lagrange E(L) = 0,

são da forma

Pi =
q
∑

α=1

Uα ∂L

∂uα
i

+ ξiL−
q
∑

α=1

p
∑

j=1

ξjuα
j

∂L

∂uα
j

.

Almejando a ilustração do teorema de Noether, iremos aplicá-lo ao campo de

Klein-Gordon, associado à descrição de partículas escalares (spin zero) massivas, como o

bóson de Higgs e os pions.

Exemplo 4.11: Campo de Klein-Gordon

Consideremos o campo escalar massivo relativístico ϕ(x) = ϕ(t, r⃗), que satisfaz a

equação de Klein-Gordon
(

∂2

∂t2
−∇2

)

ϕ+m2ϕ = 0,

onde denotamos por ∇2 o laplaciano espacial. A equação acima pode ser obtida como

a equação de Euler-Lagrange para o funcional

S[ϕ] =
∫ 1

2

[

∑

µ,ν

ηµν∂µϕ∂νϕ−m2ϕ2

]

dx4,

onde ηµν é a métrica inversa de Minkowski, µ, ν = 0, 1, 2, 3 e ∂0 = ∂t, ∂1 = ∂x, etc.

Como o funcional não depende explicitamente de nenhuma das coordenadas (t, r⃗), ele

é invariante pelo gerador de translações,

X =
∑

µ

aµ ∂

∂xµ
.

Aqui, a expressão 4.33 se torna

Ji = aµL−
∑

ν

aνϕν
∂L

∂ϕµ

.
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Utilizando a lagrangiana acima,

∂L

∂ϕµ

=
∑

ν

ηµν∂νϕ = ∂µϕ.

Assim,

Jµ =
∑

ν

aν(δµνL+ ∂νϕ∂
µϕ) =

∑

ν

T µ
ν .

Da arbitrariedade dos aν , concluímos que as componentes do tensor energia-momento

T µν =
∑

ρ η
µρT ν

ρ se conservam.

Não esgotamos a discussão a respeito de simetrias derivadas de problemas varia-

cionais. De fato, como veremos na próxima subseção, adotamos uma hipótese desneces-

sariamente restritiva, mas seu relaxamento nos possibilita definir uma nova categoria de

simetrias.

4.3.2 Simetrias Divergenciais

Na discussão a respeito do teorema de Noether, a hipótese de que X é gerador

de simetria variacional e, portanto, satisfaz 4.13, é excessivamente restritiva. Isso se dá

porque é possível a adição de um termo divergencial no lado direito da equação 4.13,

resultando apenas em uma redefinição da corrente de Noether. Com esse relaxamento,

podemos definir geradores de simetrias divergenciais como se segue.

Definição 4.4: Gerador de Simetria Divergencial

Consideremos o funcional

S[u] =
∫

L(x,u(n))dx.

Um campo vetorial X em M ⊂ X × U é dito gerador infinitesimal de simetria

divergencial de S se existe um vetor (p-tupla) B(x,u(n)) = (B1, · · ·, Bp) cujas

componentes são funções de x, u e derivadas de u, tal que

pr(n)X(L) + LDiv ξ = DivB, (4.34)

para todo x, u em M .

Naturalmente, para B = 0 recuperamos as simetrias variacionais e os resultados

associados. Aqui, cada simetria divergencial infinitesimal de um problema variacional gera

um grupo uniparamétrico de transformações gϵ = exp(ϵX) atuando em M . Porém, as

propriedades dos grupos de simetrias divergenciais não são tão claras quanto aquelas dos

grupos com os quais estávamos lidando até agora. Entretanto, Olver [24] prova que, para

essas simetrias, vale uma versão generalizada do teorema 4.4.



Capítulo 4. Prolongações II: Simetrias Variacionais 130

Teorema 4.6

Se X é um gerador de simetrias divergenciais de certo problema variacional, então X

é gerador de um grupo de simetrias das equações de Euler-Lagrange associadas.

A afirmação do teorema de Noether permanece a mesma se trocarmos simetrias

variacionais por simetrias divergenciais na hipótese: a característica Q da simetria di-

vergencial permanece como a característica de uma lei de conservação para as equações

de Euler-Lagrange do problema variacional em questão. A única mudança na prova do

teorema é o aparecimento de um termo extra DivB, oriundo de 4.34, tal que 4.31 é

substituído por

Q · E(L) + Div (A + ξL) = Div B,

e Div P = Q · E(L) vale com P = B − A− Lξ.

Exemplo 4.12: Partículas Interagindo Gravitacionalmente

Voltemos ao sistema de N partículas interagindo entre si gravitacionalmente, que já

discutimos no exemplo 4.10. Façamos uma transformação de Galileu entre referenciais

com velocidade relativa u⃗ entre eles, caracterizada por t′ = t e x⃗′ = x⃗+ tu⃗. O gerador

dessa transformação pode ser escrito como

X⃗ =
∑

α

tu⃗ · ∂

∂x⃗α
.

A primeira prolongação do gerador acima é

pr(1)X =
∑

α

(

tu⃗ · ∂

∂x⃗α
+ u⃗ · ∂

∂ ˙⃗xα

)

,

que, quando aplicado à lagrangiana 4.24, fornece

pr(1)X(L) =
∑

α

(

mαu⃗ · ˙⃗xα − tu⃗ · ∂V
∂x⃗α

)

.

Mas, da mesma forma que naquele exemplo, temos que

∑

α

u⃗ · ∂V
∂x⃗α

= 0.

Além disso, temos

Div ξ = Div(tu⃗) = 0.
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Dessa forma,

pr(1)X(L) + LDiv ξ =
∑

α

mαu⃗ · ˙⃗xα =
∑

α

(

mαu⃗ ·
d

dt
x⃗α

)

=
d

dt

(

∑

α

mαu⃗ · x⃗α

)

.

Vemos que a equação 4.13 não é satisfeita, o que implica que X não é um

gerador de simetria variacional. Contudo, pela equação 4.34, X é um gerador de

simetria divergencial, com

B =
∑

a

mau⃗ · x⃗a.

Neste caso,

P ′ =
∑

a

(

mau⃗ · x⃗a − tu⃗ ·ma
˙⃗xa
)

= u⃗ · (MC⃗ − tM ˙⃗x),

onde

C⃗ =
1

M

∑

a

max⃗
a, M =

∑

a

ma,

sendo o centro de massa desse sistema de partículas. Em outros termos, temos que

Centro de massa = t( momento linear)/massa+c.

Com isso, podemos concluir que se a parte potencial da lagrangiana é transla-

cionalmente invariante em uma dada direção, não apenas o momento linear naquela

direção é constante, mas o centro de massa é uma função linear de t. Particularmente,

se a parte potencial da lagrangiana for invariante pelo grupo de translações em R
3, o

centro de massa do sistema se move linearmente em dada direção.

4.4 Conclusão

Ao longo deste capítulo, estendemos nossa análise às chamadas simetrias variacio-

nais, isto é, simetrias oriundas de um problema variacional. Vimos como a teoria pode

ser construída nesse contexto, e como ela pode ser utilizada no estudo de sistemas de

grande importância em física, bem como na construção de resultados fundamentais, como

o teorema de Noether.

Assim, concluímos a primeira parte do nosso trabalho. Na segunda parte, aplica-

remos o formalismo desenvolvido até aqui a alguns problemas de interesse físico, com o

intuito de evidenciar o poder do método das prolongações.
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5 Aplicações I: Equações Diferenciais

Neste capítulo, iremos aplicar o método das prolongações a duas equações de

interesse físico: as equações de Burgers e de Korteweg–De Vries. O objetivo aqui será

mostrar ao leitor como o método das prolongações permite um estudo detalhado de tais

equações, bem como dos sistemas físicos descritos por elas.

5.1 Equação de Burgers

A equação de Burgers é o caso mais simples de uma equação que combina efeitos

de propagação não linear e de difusão. É utilizada para descrever fenômenos de choques

fracos em gases, e tem sido de interesse central para o estudo de vários fenômenos físicos,

como a teoria de ondas de choque, dinâmica de fluidos, fluxo turbulento e dinâmica de

gases [53]. Devido à sua natureza, não é uma tarefa trivial obter soluções para essa equação.

Porém, conforme tentaremos mostrar ao longo desta seção, o método das prolongações

nos permitirá fazê-lo a partir dos geradores de simetria de ponto de Lie para essa equação.

5.1.1 Aspectos Históricos

A equação de Burgers foi primeiramente proposta pelo matemático inglês Harry

Bateman em 1915, no contexto de seus estudos a respeito do movimento de fluidos e

ondas lineares e não lineares [54–56]. Mais tarde, em 1948, Johannes M. Burgers estudou

a equação como parte do seu modelo para o movimento de fluidos turbulentos [57], sendo,

por isso, às vezes chamada de equação de Burgers-Bateman. A partir daí, a literatura a

respeito da equação tem aumentado sensivelmente, por meio de inúmeros trabalhos de

físicos e matemáticos sobre o assunto [58].

5.1.2 Primeiro Problema de Stokes

Podemos introduzir a equação de Burgers a partir do que é conhecido em dinâmica

de fluidos como primeiro problema de Stokes. O enunciado deste problema pode ser

dado como se segue:

Seja um fluido no topo de um prato infinito, e consideremos que esse prato é

impulsivamente colocado em movimento com velocidade constante v. Façamos certas

suposições: A densidade p, a viscosidade µ do fluido, e a pressão P , são constantes. O

problema é tal que as camadas do fluido são colocadas em movimento apenas pela fricção

viscosa [59].
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As equações de Navier-Stokes são de importância central para o campo da dinâmica

de fluidos, pois descrevem o escoamento de fluidos, considerando a pressão e as diversas

forças, dissipativas ou não, que estão atuando. Para os nossos propósitos, necessitamos de

sua versão para fluidos incompressíveis, cuja derivação adiamos até o apêndice B, que é

dada por

ρ

(

∂v

∂t
+ v · ∇v

)

= −∇p+ ν∇2v + F.

No caso do primeiro problema de Stokes, supondo que a dinâmica se dê na direção x, e que

não há forças externas atuantes, a equação de Navier-Stokes pode ser reescrita, escrevendo

v = u, como

ut + uux = µuxx,

onde µ = ν/ρ é a viscosidade cinemática. Essa é a forma viscosa da equação de Burgers.

Sua versão não viscosa corresponde ao lado direito da expressão acima igual a zero.

5.1.3 Geradores de Simetria e Soluções

Para nossos propósitos preliminares, de modo a tornar a análise simples, sem perda

de generalidade, consideremos a equação de Burgers na forma [24]

vt = vxx + 2vvx.

Utilizando a transformação v = ux, a equação acima pode ser escrita como

uxt = uxxx + 2uxuxx ⇒ (ut)x = (uxx + u2
x)x.

Daí,

ut = uxx + u2
x, (5.1)

que é a forma potencial da equação de Burgers.

Podemos escrever 5.1 como

∆ = ut − uxx − u2
x = 0.

Para este caso, devemos prolongar a ação dos geradores de simetria até segunda ordem

que, utilizando os resultados obtidos na subseção 3.8.2, assume a forma

Pr(2)X(∆) =

(

X + ϕx ∂

∂ux

+ ϕt ∂

∂ut

+ ϕxx ∂

∂uxx

+ ϕxt ∂

∂uxt

+ ϕtt ∂

∂utt

)

∆ =

= ϕt − ϕxx − 2uxϕ
x = 0,

que é a condição de simetria associada. Se utilizarmos as expressões para ϕt, ϕx e ϕxx

nessa condição, obtemos que

Ut + (Uu − τt)ut − ξuuxut − τuu
2
t − ξtux − Uxx − (2Uxu − ξxx)ux + τxxut−
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−(Uuu − 2ξxu)u2
x + 2τxuuxut + ξuuu

3
x + τuuu

2
xut − (Uu − 2ξx)uxx + 2τxuxt+

+3ξuuxuxx + τuuxxut + 2τuuxuxt − 2Uxux + (Uu − ξx)ux − ξuu
2
x − τxut − τuuxut = 0.

Podemos fazer uso de ∆ para eliminarmos a derivada temporal na expressão acima.

Fazendo isso, temos

Ut − Uxx + (−ξt − 2Uxu + ξxx − 2Ux)ux + (−τt + τxx − Uuu + 2ξxu − Uu + 2ξx)u2
x+

+(−τt + τxx + 2ξx)uxx + (2τxu + 4τx + 2ξu)uxuxx + (ξu + 2τux + ξuu + 2τx)u3
x+

+(τuu + 5τu)u2
xuxx + (τuu + τu)u2

x + 2τxuxxx + 2τu = 0.

Para que a equação anterior seja satisfeita, lembrando que sempre prolongamos a

ação dos geradores de simetria para um espaço de jatos, onde funções e suas derivadas

também assumem o papel de coordenadas, devemos ter que cada termo deve ser igual a

zero. Isso resultará no seguinte sistema de equações,














































































































Ut − Uxx = 0,

ξxx − ξt − 2Uxu − 2Ux = 0,

τxx − τt − Uuu + 2ξuu − Uu + 2ξx = 0,

τxx − τt + 2ξx = 0,

τxu + 2τx + ξu = 0,

ξu + 2τux + ξuu + 2τx = 0,

τuu + 5τu = 0,

τx = 0,

τu = 0.

5.1.3.1 Resolvendo o Sistema de Equações Determinantes

A resolução do sistema de EDPs sobredeterminado para (ξ, τ, U) é a etapa mais

algebricamente intensa da análise de simetria. Embora o processo completo seja extenso e

idealmente realizado com o auxílio de pacotes de álgebra computacional como o ReLie,

o caminho lógico para a solução pode ser esboçado a partir das restrições mais severas

impostas pelo sistema. A estratégia consiste em resolver primeiro as equações mais simples

para progressivamente restringir a forma das funções infinitesimais.

• Passo 1: Determinar a forma de τ .

Observando o sistema, as equações mais restritivas são as últimas: τx = 0 e τu = 0.

Elas implicam imediatamente que τ não pode depender de x ou u, sendo, portanto,

uma função exclusiva de t:

τ = τ(t).
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• Passo 2: Determinar ξ e τ .

Com τ = τ(t), a equação τxu + 2τx + ξu = 0 (e outras análogas) simplifica-se. A

análise das equações que envolvem derivadas de ξ (como ξu = 0, que emerge da

combinação das condições) nos leva a concluir que ξ também não depende de u, ou

seja, ξ = ξ(x, t). A equação τxx − τt + 2ξx = 0 torna-se −τt + 2ξx = 0. Integrando

em relação a x, vemos que ξ deve ser um polinômio de primeira ordem em x, com

coeficientes que dependem de t. A análise completa mostra que:

ξ(x, t) = c4x+ 2c5t+ 4c6xt+ c1,

τ(t) = c2 + 2c4t+ 4c6t
2.

• Passo 3: Determinar U .

Finalmente, com as formas de ξ e τ conhecidas, substituímo-las nas equações restantes,

que se tornam EDPs apenas para U(x, t, u). A equação Uuu = 0 (derivada do sistema)

implica que U é linear em u, da forma U = A(x, t)u+B(x, t). Substituindo esta forma

na equação principal, Ut −Uxx = 0, e resolvendo para A(x, t) e B(x, t), encontramos

a solução geral para U . No entanto, a linearidade da equação potencial em u permite

uma simetria mais geral, Xα, onde o infinitesimal de u é proporcional a e−u vezes

uma solução da equação do calor, resultando na forma final. O resultado deste passo

é U = α(x, t)e−u + c3 − c5x− 2c6t− c6x
2.

Este procedimento iterativo de simplificação é a essência do método para resolver

as equações determinantes e nos leva à álgebra de simetria de seis dimensões (mais a

infinita), gerada por X1, . . . , X6, Xα.

Portanto, a solução para o sistema sobredeterminado da equação de Burgers é

ξ = c1 + c4x+ 2c5t+ 4c6xt,

τ = c2 + 2c4t+ 4c6t
2,

U = α(x, t)e−u + c3 − c5x− 2c6t− c6x
2,

onde c1, · · ·, c6 são constantes arbitrárias, e α(x, t) satisfaz à equação do calor αt = αxx.

Assim, a forma geral do gerador de simetrias de ponto de Lie da equação de Burgers é

X = (c1 + c4x+ 2c5t+ 4c6xt)
∂

∂x
+ (c2 + 2c4t+ 4c6t

2)
∂

∂t
+

+(α(x, t)e−u + c3 − c5x− 2c6t− c6x
2)
∂

∂u
=

= c1
∂

∂x
+ c2

∂

∂t
+ c3

∂

∂u
+ c4

(

x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t

)

+ c5

(

2t
∂

∂x
− x ∂

∂u

)

+
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+c6

(

4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (2t+ x2)

∂

∂u

)

+ α(x, t)e−u ∂

∂u
.

Dessa forma, concluímos que as simetrias da equação de Burgers são geradas por

X1 =
∂

∂t
,

X2 =
∂

∂x
,

X3 =
∂

∂u
,

X4 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
,

X5 = 2t
∂

∂x
− x ∂

∂u
,

X6 = 4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (2t+ x2)

∂

∂u
,

Xα = α(x, t)e−u ∂

∂u
.

Por aplicação do método das características, a exemplo do que fizemos no caso da

equação do calor, podemos concluir que as ações de cada um desses geradores de simetria

são

G1 : (x, t, u) 7→ (x, t+ ϵ, u),

G2 : (x, t, u) 7→ (x+ ϵ, t, u),

G3 : (x, t, u) 7→ (x, t, u+ ϵ),

G4 : (x, t, u) 7→ (eϵx, e2ϵt, u),

G5 : (x, t, u) 7→ (x+ 2ϵt, t, u− ϵx+ ϵ2t),

G6 : (x, t, u) 7→
(

x

1− 4ϵt
,

t

1− 4ϵt
, u− x2

1− 4tϵ
+ ln
√

1− 4tϵ

)

,

Gα = (x, t, u) 7→ (x, t, ln(eu + ϵα)) .

Logo, podemos observar que G1 corresponde a uma translação na coordenada temporal,

G2 é uma translação na coordenada espacial, G3 é uma translação na variável dependente,

G4 é uma transformação de escala, G5 é uma transformação de Galileu generalizada, e

G6 é um grupo de transformações de ponto locais sem significado físico. Por sua vez, Gα

denota um sistema de dimensão infinita.

Como sabemos, podemos usar essas simetrias para construir soluções da equação

de Burgers a partir de outras. Para ilustrarmos esse procedimento, partiremos da solução

trivial u(x, t) = c. A aplicação de G1, G2, G3 e G4 na solução trivial resulta em outra

solução trivial. A aplicação de G5, G6 e Gα resulta, respectivamente, em

u(x, t) = c− ϵx+ ϵ2t, (5.2)
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u(x, t) = c− ϵx2

1 + 4ϵt
− ln
√

1 + 4ϵt, (5.3)

e

u(x, t) = c− ln(ϵα(x, t) + c̄),

onde c̄ = ec.

Além disso, as simetrias geradas por X5 e X6 permitem a interação desse processo

indefinidamente. Para mostrarmos isso, chamemos a equação 5.2 de u(5−1)(x, t), denotando

a aplicação da transformação de simetria G5 uma vez a u(x, t) = c, e 5.3 de u(6−1)(x, t),

pelo mesmo motivo em relação a G6.

Aplicando G5 a u(5−1)(x, t),

u(5−2)(x, t) = u(5−1)(x− 2ϵt, t)− ϵx+ ϵ2t = c− ϵ(x− 2ϵt) + ϵ2t− ϵx+ ϵ2t =

= c− ϵx+ 2ϵ2t+ ϵ2t− ϵx+ ϵ2t = c− 2ϵx+ 4ϵ2t.

Aplicando G5 mais uma vez,

u(5−3)(x, t) = u(5−3)(x− 2ϵt, t) = c− 2ϵ(x− 2ϵt) + 4ϵ2t− ϵx+ ϵ2t =

= c− 2ϵx+ 4ϵ2t+ 4ϵ2t− ϵx+ ϵ2t = c− 3ϵx+ 9ϵ2t.

Prosseguindo com o mesmo processo indefinidamente, obtemos

u(5−n)(x, t) = c− nϵx+ n2ϵ2t, n = 1, 2, · · ·,

que, como o método das prolongações nos ensina, define uma família de soluções da

equação de Burgers.

Façamos o mesmo aplicando G6 repetidamente a 5.3. Em uma primeira aplicação,

obtemos

u(6−2)(x, t) = u(6−1)
(

x

1 + 4ϵt
,

t

1 + 4ϵt

)

− ϵx2

1 + 4ϵt
− ln
√

1 + 4ϵt =

= c− ϵ

1 + 4ϵ
(

t
1+4ϵt

)

x2

(1 + 4ϵt)2
− ln

√

1 +
4ϵt

1 + 4ϵt
− ϵx2

1 + 4ϵt
− ln
√

1 + 4ϵt⇒

⇒ u(6−2)(x, t) = c− 2ϵx2

1 + 8ϵt
− ln
√

1 + 8ϵt.

Aplicando G6 mais uma vez,

u(6−3)(x, t) = u(6−2)
(

x

1 + 4ϵt
,

t

1 + 4ϵt

)

− ϵx2

1 + 4ϵt
− ln
√

1 + 4ϵt =

= c− ϵ

1 + 8ϵ
(

t
1+4ϵt

)

x2

(1 + 4ϵt)2
− ln

√

1 +
8ϵt

1 + 4ϵt
− ϵx2

1 + 4ϵt
− ln
√

1 + 4ϵt⇒
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⇒ u(6−3)(x, t) = c− 3ϵx2

1 + 12ϵt
− ln
√

1 + 12ϵt.

Continuando esse processo indefinidamente,

u(6−n)(x, t) = c− nϵx2

1 + 4nϵt
− ln
√

1 + 4nϵt,

o que define outra família de soluções.

Por sua vez, Mukesh e Raj Kumar [60] constroem soluções para a equação de

Burgers fazendo a mesma análise que fizemos, mas sem usar a própria equação para

simplificar os cálculos. Os geradores de simetria obtidos por eles, que são equivalentes

àqueles apresentados acima, são

X1 =
∂

∂x
,

X2 =
∂

∂t
,

X3 =
∂

∂u
+ t

∂

∂x
,

X4 = u
∂

∂u
− x ∂

∂x
− 2t

∂

∂t
,

X5 = xt
∂

∂x
+ t2

∂

∂t
− (x− ut) ∂

∂u
,

Nessa base, as equações de Lagrange-Charpit serão

dx

a1xt− a2x+ a3t+ a4

=
dt

a1t2 − 2a2t+ a5

=
du

a1(x− ut) + a2u+ a3

.

Um caso particular interessante consiste em tomar a1 ≠ 0, tratando A1 = −a1

a2
, B1 = a3

a1
,

C1 = a4

a1
e D1 = a5

a1
, e considerando o subcaso D1 < A2

1, com k = k2

k1
(k1 ≠ 0), onde k1 e k2

são constantes arbitrárias, o que resulta em uma solução da equação de Burgers dada por

u(x, t) = α+
X√

t+ 2A1t+D1

[

(t+ A1)− 4µ
J−3/4(X

2d)− kJ3/4(X
2d)

J1/4(X2d) + kJ−1/4(X2d)

]

,

com X = x+B1−α(A1+t)√
t2+2A1t+D1

, d2 =
D1−A2

1

16µ2 e Jn(·) é a função de Bessel do primeiro tipo de ordem

n.

Uma análise gráfica da solução acima evidencia um efeito de amortecimento viscoso,

com u decrescendo à medida que µ cresce no tempo t. Isso mostra, os autores concluem,

que a equação de Burgers experimenta uma perda de momento e, portanto, de energia

cinética com o tempo. Além do mais, essa solução apresenta natureza degenerada em

x = 0.06143 e u = 0.4434.

Considerando o subcaso D1 = A2
1, a equação de Burgers possui uma solução dada

por

u(x, t) =
x+B1

t+ A1

+
1

(t+ A1)2

[

C1 − A1B1 −
3µα1√

2

√

2(x+B1)(t+ A1) + (C1 − A1B1)

×




J−2/3(α1X
3/2
1 )− kJ2/3(α1X

3/2
1 )

J1/3(α1X
3/2
1 ) + kJ−1/3(α1X

3/2
1 )







 ,
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com X1 = C1−A1B1

2(t+A1)2 + x+B1

t+A1
, b = −A1

4µ
e α2

1 = 2
9

(A1B1−C1)
µ2 . Neste caso, multisólitons emergem

para x = −0.25. Para o leitor interessado, a estrutura dinâmica de soluções exatas do tipo

sóliton para a equação de Burgers é estudada em [61] por meio da aproximação bilinear.

A exemplo do que fizemos no caso da equação do calor, na tabela 3 apresentamos

as relações de comutação dos geradores de simetria da equação de Burgers.

X1 X2 X3 X4 X5 X6 Xα

X1 0 0 0 2X1 2X2 4X4 − 2X3 Xαt

X2 0 0 0 X1 −X3 2X5 Xαx

X3 0 0 0 0 0 0 −Xα

X4 −X2 −2X1 0 0 X5 2X6 Xα′

X5 X3 −2X2 0 −X5 0 0 Xα′′

X6 −2X5 −2X3 − 4X4 0 −2X6 0 0 Xα′′′

Xα −Xαx −Xαt Xα Xα′ −Xα′′ Xα′′′ 0

Tabela 3 – Tabela de comutação dos geradores de simetria de ponto de Lie da equação de
Burgues. Aqui, α′ = xαx+2tαt, α′′ = 2tαx+xα e α′′′ = 4txαx+4t2αt+(x2+2t)α.

Se compararmos as tabelas 2 e 3, notaremos que elas apresentam as mesmas relações

de comutação entre seus geradores. Disso, podemos suspeitar que exista alguma relação

entre as álgebras de Lie associadas às duas equações. Para mostrarmos que esse de fato é

o caso, consideremos a transformação w = eu. Daí tiramos que

∂

∂u
=
∂w

∂u

∂

∂w
= eu ∂

∂w
= w

∂

∂w
.

E, os geradores de simetria da equação de Burgers são reescritos como

X1 =
∂

∂t
,

X2 =
∂

∂x
,

X3 = w
∂

∂w
,

X4 = x
∂

∂x
+ 2t

∂

∂t
,

X5 = 2t
∂

∂x
− xw ∂

∂w
,

X6 = 4xt
∂

∂x
+ 4t2

∂

∂t
− (2t+ x2)w

∂

∂w
,

Xα = α(x, t)
∂

∂w
.

Porém, esses são exatamente os geradores de simetria da equação do calor discutida

no exemplo 3.18. De fato, dado que w = eu, temos que

wt = euut, wx = euux, wxx = (uxx + u2
x)eu.
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Substituindo isso na equação do calor wt = wxx,

wt = wxx ⇒ ute
u = (uxx + u2

x)eu,

que é exatamente a equação de Burgers.

O que acabamos de obter é exatamente a transformação de Cole-Hopf [59,62,63],

que reduz soluções da equação de Burgers a soluções positivas da equação do calor. Esse

é um caso particular de uma classe mais geral de mudança de variáveis que permite

transformar equações diferenciais parciais parabólicas 1 que apresentam não-linearidade

quadrática, como a equação de Burgers, em uma equação do calor. Dessa forma, soluções

desse tipo de equações podem ser obtidas de soluções da equação do calor.

Por questões de completude, uma discussão um pouco mais geral sobre essas

transformações será dada no apêndice C. Outro exemplo de aplicação da transformação

de Cole-Hopf, nesse caso em sua forma complexa, está na transformação da equação de

Schrödinger na equação de Madelung, de importância central no campo da hidrodinâmica

quântica [66].

Como última observação, a equação 5.3 pode ser associada com soluções funda-

mentais da equação de Burgers. De fato, se aplicarmos a transformação de Cole–Hopf a

5.3,

lnw = c− ϵx2

1 + 4ϵt
− ln
√

1 + 4ϵt⇒ w =
c

1 + 4ϵt
exp

(

−ϵx2

1 + 4ϵt

)

,

que é exatamente a solução fundamental da equação do calor que obtivemos no exemplo

3.18.

5.2 Equação de Korteweg–De Vries

A equação de Korteweg–De Vries, proposta primeiramente por Boussinesq em

1877, e redescoberta por Diederik J. Korteweg e Gustav De Vries em 1895, desempenha

papel central em modelos para ondas em superfícies de águas rasas: governa a propagação

de ondas de água fracamente não lineares e fracamente dispersivas. Além disso, serve

como modelo para quaisquer sistemas físicos onde a relação de dispersão para frequência

x número de onda é aproximada por ω/k = c0(1 − βk2), e a não linearidade é fraca e

quadrática.

5.2.1 Aspectos Históricos

Em 1834, enquanto estava tentando determinar o design mais eficiente para canais

de barcos, o engenheiro escocês John S. Russell fez a primeira observação do que ficou
1 Suponha que u(x, t) satisfaça a equação Auxx + Buxt + Cutt + Dux + Eut + Fu = G, onde A, B, · · ·, G

são funções. Essa equação é dita parabólica se B2−4AC = 0. Por sua vez, se B2−4AC > 0, a equação
é dita hiperbólica. Por fim, se B2 − 4AC < 0, a equação é elíptica [64,65].
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conhecido como onda solitária (sóliton). De acordo com suas próprias palavras [67]:

Estava observando o movimento de um bote guiado rapidamente por um canal estreito por

um par de cavalos, quando o bote subitamente parou - mas não a massa de água no canal

no qual ele foi posto em movimento; se acumulou na proa do bote em um estado de grande

agitação, e então subitamente deixando isso para trás, seguiu adiante em grande

velocidade, assumindo a forma de uma larga e solitária elevação, uma pilha arredonda,

lisa e bem formada de água, que continuou seu curso ao longo do canal aparentemente sem

mudança de forma ou diminuição de velocidade. Eu a acompanhei a cavalo, e a ultrapassei

ainda rolando a uma taxa de cerca de oito ou nove milhas por hora, preservando sua

forma original, com cerca de nove metros de comprimento e trinta a quarenta centímetros

de altura. Sua altura diminuiu gradualmente, e após uma ou duas milhas de perseguição, a

perdi nas curvas do canal. Assim, no mês de agosto de 1834, se deu meu encontro com

aquele singular e belo fenômeno ao qual chamei de onda de translação.

Apesar de matemáticos proeminentes, do calibre de Stokes e Airy, acreditarem que

essas ondas eram impossíveis, no ano de 1985 D. J. Korteweg e G. De Vries construíram

um modelo para modelar águas em um canal raso. O objetivo deles era responder se seria

possível que ondas solitárias persistissem naquelas circunstâncias.

É digno de nota que pouco antes o cientista francês J. V. Boussinesq publicou um

trabalho incluindo termos não lineares em uma equação que exibia propriedades similares

àquelas das ondas solitárias observadas por Russell, mas que acabou não chamando muita

atenção na Inglaterra. Quatro anos após Boussinesq, Rayleigh confirmou as observações

de Russell independentemente do seu colega francês. Por sua vez, Korteweg e De Vries

seguiram o trabalho de Rayleigh adicionando efeitos de tensão de superfície [68, 69].

O redescobrimento da equação KdV, e seu estudo sistemático, se deu por inves-

tigações a respeito do problema da rede anarmônica unidimensional de massas iguais

acopladas por molas não lineares estudado por Fermi, Pasta e Ulam em 1954. Por sua vez,

o desenvolvimento de simulações computacionais por Zabusky e Kruskal em 1965, além

da construção do método do espalhamento inverso por Robert Miura e outros em 1968,

ajudaram no entendimento da equação e do comportamento de suas soluções.

Dado que a equação KdV busca descrever ondas estacionárias (soluções do tipo

sóliton), terminemos, por completeza, seguindo Drazin e Johnson [70], esse breve apanhado

histórico com uma definição sobre sólitons:

Definição 5.1: Sóliton

O termo sóliton pode ser associado a qualquer solução de uma equação (ou sistema)

não linear que
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i Representa uma onda de forma permanente;

ii É localizada, tal que decai ou se aproxima de uma constante no infinito;

iii Pode interagir fortemente com outros sólitons e reter a sua identidade.

5.2.2 Derivação

Antes de iniciarmos a derivação da equação KdV, precisaremos estabelecer alguns

resultados preliminares.

5.2.2.1 Equação de Euler

Uma equação de importância fundamental na dinâmica de fluidos é a equação de

Euler. Poderíamos extraí-la de uma particularização da equação de Navier-Stokes, que

utilizamos na seção anterior. Porém, é instrutivo que o façamos a partir de ideias mais

fundamentais.

Consideremos um pequeno elemento de fluido de volume δV . A força de rede em tal

elemento devido à pressão P do fluido circundante é −∇PδV [71]. Se não desprezarmos a

ação da gravidade, temos que a força total atuando nesse elemento é

F = (−∇P + ρg)δV,

onde g é a aceleração gravitacional.

Pela segunda lei de Newton, essa força deve ser igual ao produto entre a massa do

elemento e sua aceleração. Portanto,

m
Du

Dt
= ρδV

Du

Dt
= (−∇P + ρg)δV.

Daí, chegamos à equação de Euler

Du

Dt
= −∇P

ρ
+ g.

Sabendo que a força gravitacional é conservativa, podendo ser escrita como o

gradiente de um potencial (−∇χ), e que o termo gravitacional pode ser tomado na direção

do eixo z, tal que g = (0, 0,−g), teremos que χ = gz. Logo, a equação de Euler pode ser

reescrita como
∂u

∂t
+ (u · ∇)u = −∇

(

P

ρ
+ χ

)

,

onde explicitamos a derivada total em relação ao tempo e tomamos ρ constante.

Pelo uso da identidade (u · ∇)u = (∇× u)× u +∇
(

1
2
u2
)

[72], a equação acima

pode ser reescrita como

∂u

∂t
+ (∇× u)× u = −∇

(

P

ρ
+ χ+

1

2
u2

)

.
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Particularmente, para o caso de um fluido irrotacional (∇ × u = 0) e incompressível

(∇× u = 0),
∂u

∂t
= −∇

(

P

ρ
+ χ+

1

2
u2

)

.

Considerando u = ∇ϕ, que justificaremos abaixo, a integração da expressão anterior

conduz a
∂ϕ

∂t
+
P − P0

ρ
+

1

2
(u2 + v2) + gy + C(t).

Porém, tendo em mente que P − P0 = T ∂2y
∂x2 , com T sendo a tensão superficial, chegamos

ao seguinte resultado
P

ρ
= C(t)− ∂ϕ

∂t
− 1

2
(u2 + v2)− gy, (5.4)

onde P é a pressão em um ponto abaixo da superfície onde as forças de capilaridade

deixam de agir.

5.2.2.2 Potencial de Velocidade e Função de Fluxo

Para os nossos propósitos, consideremos uma onda bidimensional. O vetor velocidade

será dado por u = (u(x, y, t), v(x, y, t)), com u e v sendo funções suaves, contínuas e

infinitamente diferenciáveis. Agora, pela condição de irrotacionalidade,

∇× u =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

x̂ ŷ ẑ

∂x ∂y ∂z

u v 0

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

= 0⇒ ∂v

∂x
− ∂u

∂v
= 0.

Pelo teorema de Clairaut-Schwarz, a igualdade acima deve ser satisfeita se u e v

puderem ser escritas como

u =
∂ϕ

∂x
, v =

∂ϕ

∂y
.

A essa função ϕ daremos o nome de potencial de velocidade.

Façamos o mesmo com a condição de incompressibilidade do fluido. Neste caso,

∇ · u =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
= 0.

Novamente, nos lembrando do teorema de Clairaut-Schwarz, a igualdade acima é satisfeita

se u e v puderem ser reescritas em termos de uma função ψ, que chamaremos de função

de fluxo, como

u =
∂ψ

∂y
, v = −∂ψ

∂x
.

5.2.2.3 Obtendo a Equação KdV

Para tratarmos nosso problema, imporemos o que chamaremos de condição de

superfície, que enunciaremos como se segue:
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Condição Cinemática de Superfície: As partículas presentes na superfície de

um fluido permanecem lá.

Seja F (x, y, t) = y − η(x, t), onde η(x, t) descreve uma onda unidimensional. A

condição de superfície traduz-se em

F (x, η(x, t), t) = 0,

se y = η(x, t).

Derivando F em relação a t,

DF

Dt
=
∂F

∂t
+ u · (∇F ) = 0.

Mas, da definição de F , temos que

∂F

∂t
= −∂η

∂t
;

∂F

∂x
= −∂η

∂x
;

∂F

∂y
= 1.

Assim,
DF

Dt
= −∂η

∂t
− u∂η

∂x
+ v = 0. (5.5)

Com os conceitos relevantes devidamente apresentados, sigamos Korteweg e De

Vries [73]. Começaremos com a expansão de Rayleigh [74] para as componentes u e v em

termos de séries rapidamente convergentes, dadas por

u = f + yf1 + y2f2 + · · ·,

v = yθ1 + y2θ2 + · · ·,

onde y representa a altura da partícula em relação ao fundo do canal, e f, f1, · · ·, θ1, θ2, · · ·
são funções de x e t.

Pela condição de incompressibilidade,

∇ · u =
∂u

∂x
+
∂v

∂y
=
∂f

∂x
+ y

∂f1

∂x
+ y2∂f

∂x
+ · · · − θ1 − 2yθ2 − · · · =

(

∂f

∂x
− θ1

)

+ y

(

∂f1

∂x
− 2θ2

)

+ y2

(

∂f2

∂x
− 3θ3

)

+ · · ·+ yn−1

(

∂fn−1

∂x
− nθn

)

= 0.

Logo,

θn = − 1

n

∂fn−1

∂x
.

Por sua vez, pela condição de irrotacionalidade,

∇×u =
∂u

∂y
− ∂v
∂x

= f1 +y

(

2f2 −
∂θ1

∂x

)

+y2

(

3f3 −
∂θ2

∂x

)

+ · · ·+yn−1

(

nfn −
∂θn−1

∂x

)

= 0.

O que resulta em

fn =
1

n

∂θn−1

∂x
= − 1

n(n− 1)

∂2fn−2

∂x2
.
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Com os resultados acima, as expansões para u e v se tornam

u = f − 1

2
y2∂

2f

∂x2
+

1

24
y4∂

4f

∂x4
− · · ·, (5.6)

v = −y∂f
∂x

+
1

6
y3∂

3f

∂x3
− 1

120
y5∂

5f

∂x5
+ · · ·. (5.7)

Além do mais, o potencial de velocidade ϕ e a função de fluxo ψ podem ser reexpressas

como

ϕ =
∫

fdx− 1

2
y2∂f

∂x
+ 24y4∂

3f

∂x3
− · · ·, (5.8)

ψ = y · f − 1

6
y3∂

2f

∂x2
+

1

120
y5∂

4f

∂x4
− · · ·. (5.9)

Substituindo as expansões 5.6, 5.7 e 5.8 em 5.4,

P

ρ
= C(t) +

T

ρ

∂2y

∂x2
− gy −

∫ ∂f

∂t
dx− 1

2
f 2 + y2





1

2
y2 ∂

2f

∂x∂t
− 1

2

(

∂f

∂x

)2

+
1

2
f
∂2f

∂x2



+

+y4



− 1

24

∂4f

∂x3∂t
+

1

24

∂4f

∂x4
− 1

8

(

∂2f

∂x2

)2

+
1

6

∂f

∂x

∂3f

∂x3



+

+y6





1

720
f
∂6f

∂x6
+

1

48

∂2f

∂x2

∂4f

∂x4
− 1

72

(

∂3f

∂x3

)2

− 1

120

∂f

∂x

∂5f

∂x5
+

1

720

∂6f

∂x5∂t



+ · · · =

= L− gy −My2 +Ny4 + Py6 + · · ·+ T

ρ

∂2y

∂x2
.

Diferenciando essa expressão com respeito a x,

∂L

∂x
+y2∂M

∂x
+y4∂N

∂x
+y6∂P

∂x
+ · · ·−g ∂y

∂x
+2My

∂y

∂x
+4Ny3 ∂y

∂x
+6Py5 ∂y

∂x
+ · · ·+ T

ρ

∂2y

∂x2
= 0.

(5.10)

Tomemos agora y = l + η e f = q0 + β, onde l e q0 são constantes e η e β são

funções de x e t. Mas, para ondas longas, que possuem comprimento de onda muito grande

comparativamente à profundidade do canal, cada nova derivação com respeito a x resultará

em quantidades cada vez menores. Portanto, em uma primeira aproximação, a equação 5.5,

que, como sabemos, deve ser satisfeita na superfície, e 5.10 se tornam, respectivamente,

q0
∂η

∂x
+
∂η

∂t
+ l

∂β

∂x
= 0,

e

q0
∂β

∂x
+
∂β

∂t
+ g

∂η

∂x
= 0.

A solução para esse sistema de equações é

β =
q0

l
(η + α),
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sujeita às condições dη/dt = dβ/dt = 0, e tal que β =
√
gl e α é uma constante arbitrária

que suporemos ser pequena.

Fazendo uma segunda aproximação tal que f possa ser escrita como f = q− q0

l
(η+

α + γ), com γ sendo pequena comparada a η e α, temos que a substituição em 5.5 e 5.10,

rejeitando termos desprezíveis, nos conduz a

q0

l

∂η

∂t
− g∂γ

∂x
− g

l
(2η + α)

∂η

∂x
+

1

6
l2g

∂3η

∂x3
= 0,

e
q0

l

∂η

∂t
+ g

∂γ

∂x
− g

l
(η + α)

∂η

∂x
−
(

1

2
l2g − T

ρ

∂3η

∂x3

)

.

Somando essas equações, concluímos que

∂η

∂t
=

3

2

g

q0

∂

∂x

(

1

2
η2 +

2

3
αη +

1

3
σ
∂2η

∂x2

)

, (5.11)

onde σ = l3

3
− T l

ρg
e q0 =

√
gl. Essa é a equação de Korteweg e De Vries(KdV).

5.2.3 Soluções Tipo Onda Solitária da Equação KdV

Começamos essa discussão observando que Korteweg e De Vries construíram um

modelo para água em um canal raso. Além disso, em consonância com a observação de

Russell, esperaríamos que um modelo sucedido explicasse o misterioso fenômeno das "ondas

de translação".

Consideremos uma onda estacionária. Neste caso, ∂η
∂t

= 0, o que reduz a equação

5.11 a
∂

∂x

(

1

2
η2 +

2

3
αη +

1

3
σ
∂2η

∂x2

)

= 0.

Através de uma integração, obtemos que

c1 +
1

2
η2 +

2

3
αη +

1

3
σ
∂2η

∂x2
= 0. (5.12)

Multiplicando esse resultado por 6dη,

6c1dη + 3η2dη + 4αηdη + 2σ
∂2η

∂x2
= 0.

Integrando essa expressão, obtemos

c2 + 6c1η + η3 + 2αη2 + σ

(

∂η

∂x

)2

= 0. (5.13)

Se considerarmos que o fluido permanece imperturbável no infinito, e que l é a

profundidade nesse ponto, as equações 5.12 e 5.13 devem ser satisfeitas para η = ∂η
∂x

=
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∂η
∂t

= 0. Portanto, é necessário que c1 = c2 = 0 e, por consequência, a equação 5.13 se

reduz a

η3 + 2αη2 + σ

(

∂η

∂x

)2

= 0,

ou,
∂η

∂x
= ±

√

−η
2(η + 2α)

σ
. (5.14)

Podemos proceder em dois casos diferentes:

Caso I: A constante σ é positiva.

Neste caso, α deve ser negativa, de modo a garantir que ∂η
∂t

seja real para pequenos

valores de η. Expressando α = −H, a equação 5.14 pode ser reescrita como

dη

dx
= ±

√

1

σ
η
√

H − η.

Mas,
∫ dy

y
√
A− y =

1√
A

ln

(√
A− x−

√
A√

A− x+
√
A

)

+ C =
2√
A

arcsech2
(

y

A

)

.

Dessa forma, a solução da equação diferencial acima é
2√
H

arcsech2
(

η

H

)

=
x

σ
.

Que, pode ser reexpressa como

η = Hsech2



x

√

H

4σ



 ,

que é a equação para uma onda solitária estacionária positiva.

Quando a onda não é estacionária, a equação KdV apresenta a solução [69]

u(x, t) =
c

2
sech2

(

1

2

√
c(x− ct+ C)

)

,

cuja forma corresponde ao que Russell observou. A propagação de uma onda solitária é

apresentada na figura 11.

Caso II: A constante σ é negativa.

Neste caso, a constante α deve ser positiva. Estabelecendo α = H e trocando η

por −η′, a equação 5.14 se reduz a

dη′

dx
= ±

√

− 1

σ
η′
√

H − η′,

cuja solução, seguindo o mesmo procedimento do caso anterior, é

η = −Hsech2



x

√

−H
4σ



 ,

o que corresponde a uma onda solitária se deslocando na direção negativa de x. Lembrando

da expressão para σ, podemos concluir que sempre que a profundidade do canal for menor

que
√

3T
gρ

, a onda estacionária é negativa. Do contrário, é positiva.
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Figura 10 – Propagação de uma onda solitária da esquerda para a direita. Aqui, tomamos
c = 1.

5.2.4 Simetrias da Equação KdV

Antes de aplicarmos o método das prolongações para determinarmos os geradores

de simetria da equação KDV, é razoável que façamos uma transformação objetivando

reescrevê-la na forma que normalmente aparece na literatura.

5.2.4.1 Equação KdV em Notação Moderna

Seja a equação 5.11 nas variáveis x′ e t′,

∂η

∂t′
=

3

2

g

q0

∂

∂x′

(

1

2
η2 +

2

3
αη +

1

3
σ
∂2η

∂x′2

)

.

Consideremos a transformação

t′ =
1

2

√

g

lσ
t, x′ = − x√

σ
, u =

1

2
η +

1

3
α.

Logo,

∂

∂t′
=

1

2

√

g

lσ

∂

∂t
,

∂

∂x′
= − 1√

σ

∂

∂x
,

∂2

∂x′2
= − 1

σ

∂2

∂x2
, η = 2u− 2

3
α.

A substituição desses resultados na equação KdV resulta em

ut + 6uux + uxxx = 0, (5.15)
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que é a forma da equação KdV mais apropriada para os nossos propósitos.

Para tratarmos 5.15, precisaremos prolongar a ação dos geradores de simetria até

o espaço de jatos das derivadas de terceira ordem, devido ao termo uxxx. Chamando 5.15

de Φ, a condição de simetria será

pr(n)X(Φ) = ϕt + Uux + uϕx + ϕxxx = 0.

Os termos ϕt, ϕx e ϕxx são aqueles construídos na subseção 3.8.2. Já o termo ϕxxx,

pela equação 3.35, é dado por

ϕxxx = D3(U − ξux− τut) + ξuxxx + τuxxt = Uxxx + (3Uxxu− ξxxx)ux + (3Uxuu− 3ξxxu)u2
x+

+(Uuuu−3ξxuu)u3
x +(3Uxu−3ξxx)uxx +(3Uuu−9ξxu)uxuxx−6ξuuu

2
xuxx−3ξuu

2
xx−ξuuuu

4
x−

−τxxxut−3τxxuxt−3τxxuuxut−3τxuuu
2
xut−3τxuuxxut−5τxuuxuxt−τuuuu

3
xut−3τuuuxuxxut−

−3τuuu
2
xuxt + (Uu − 3ξx)uxxx − 3τxuxxt − 4ξuuxuxxx − 3τuuxtuxx − τuutuxxx − 3τuuxuxxt.

Substituindo os termos acima na condição de simetria e fazendo uso da expressão

5.15 para eliminarmos uxxx, obtemos

Ut + Uxxx + uUx + (3Uxxu − ξxxx − ξt + 2ξxu+ U)ux + (3Uxuu − 3ξxxu + 3uξu)u2
x+

+(Uuuu − 3ξxuu)u3
x + (3Uxu − 3ξxx)uxx + (3Uuu − 9ξxu)uxuxx − ξuuu

2
xuxx − 3ξuu

2
xx−

−ξuuuu
4
x + (−τxxx − τt − uτx + 3ξx)ut − 3τxuuxuxt + (−3τxxu + 3ξu)uxut + τuu

2
t−

−3τxuuu
2
xut − 3τxuuxxut − 5τxuuxuxt − τxuuu

3
xut − 3τuuuxuxxut − 3τuuu

2
xuxt − 3τxuxxt−

−3τuuxtuxx − 3τuuxuxxt = 0.
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Para que a expressão acima seja satisfeita, é necessário que cada um de seus

elementos seja igual a zero. Isso conduz ao sistema














































































































































































































































Ut + Uxxx + uUx = 0,

ξt − 2uξx + ξxxx − 3Uxxu − U = 0,

Uxuu − ξxxu + uξu = 0,

Uuuu − 3ξxuu = 0,

Uxu − ξxx = 0,

Uuu − 3ξxu = 0,

ξuu = 0,

ξu = 0,

ξuuu = 0,

τxxx + τt + uτx − 3ξx = 0,

τxx = 0,

τxxu − ξu = 0,

τu = 0,

τxuu = 0,

τxu = 0,

τxxu = 0,

τuu = 0,

τx = 0.

5.2.4.2 Resolvendo o Sistema de Equações Determinantes da Equação KdV

O sistema de equações determinantes para a equação de Korteweg-De Vries é

consideravelmente maior que o da equação de Burgers, mas a metodologia para sua

resolução é idêntica: partimos das equações mais simples para restringir progressivamente

a forma dos infinitesimais.

A análise começa, novamente, com as equações para τ . As condições τx = 0 e

τu = 0 implicam que τ = τ(t). Em seguida, as equações para ξ (como ξu = 0) mostram

que ξ = ξ(x, t). A equação τxx = 0 é trivialmente satisfeita. A condição chave torna-se

τt + uτx − 3ξx = 0, que, com as restrições já encontradas, simplifica para τ̇(t)− 3ξx = 0.

Integrando em relação a x, concluímos que ξ é linear em x:

ξ(x, t) =
1

3
τ̇(t)x+ σ(t)

para alguma função σ(t). Ao substituir as formas de ξ e τ nas equações restantes para U ,

o sistema se resolve completamente, revelando que τ(t) deve ser no máximo linear em t e
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que σ(t) também é linear, levando à solução geral encontrada:

ξ = c2x+ c3 + c4t, τ = 3c2t+ c1, U = −2c2u+ c4.

Este resultado nos fornece a conhecida álgebra de simetria de quatro dimensões para a

equação KdV.

Da solução do sistema sobredeterminado para a equação KdV, concluímos que a

forma geral de um gerador infinitesimal é dada por

X = (c1 + 3c2t)
∂

∂t
+ (c2x+ c3 + c4t)

∂

∂x
+ (c4 − 2c2u)

∂

∂u
.

Portanto, temos que os geradores de simetria da equação KdV são

X1 =
∂

∂t
, X2 = 3t

∂

∂t
+ x

∂

∂x
− 2u

∂

∂u
, X3 =

∂

∂x
, X4 = t

∂

∂x
+

∂

∂u
.

Se calcularmos os comutadores entre esses geradores, temos como resultado a tabela 4.

X1 X2 X3 X4

X1 0 3X1 0 X3

X2 −3X1 0 X3 X4

X3 0 −X3 0 0
X4 −2X4 0 0 0

Tabela 4 – Tabela de comutação dos geradores de simetria de ponto da equação de Kor-
teweg e De Vries.

Podemos verificar se a álgebra de Lie (L) formada pelos geradores de simetria da

equação KdV é solúvel ou não. Comecemos pela subálgebra trivial L1 = span{0}, formada

pelo elemento nulo. Naturalmente, a comutação de qualquer elemento com 0 resulta em 0,

justificando que L1 é uma subálgebra, em acordo com a definição 2.25.

Com a liberdade de escolher qualquer elemento, seja L2 = span{X3}. Dado que,

pela tabela 4, ele não comuta apenas com X2, temos que L3 = span{X3,X4} e L4 =

span{X1,X3,X4}. Por fim, a subálgebra de L que possui L4 como subálgebra é a própria

L. Portanto, temos que

{0} ⊂ L1 ⊂ L2 ⊂ L3 ⊂ L4 ⊂ L,

determinando que essa álgebra de Lie é solúvel.

5.2.4.3 Soluções Extraídas dos Geradores

Os geradores de simetria da equação de Korteweg e De Vries, conforme já sabemos,

correspondem respectivamente à translação temporal, transformação de escala, translação
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na coordenada espacial (x) e transformação de Galileu. Devido à ação desses geradores, se

u = f(x, t) é solução da equação KdV, então também serão:






































G1 : u = f(x, t, u) 7→ u(1) = f(x, t+ ϵ),

G2 : u = f(x, t, u) 7→ u(1) = e−2ϵf(e−ϵx, e−3ϵt),

G3 : u = f(x, t, u) 7→ u(1) = f(x+ ϵ, t),

G4 : u = f(x, t, u) 7→ u(1) = f(x+ ϵ, t) + ϵ.

Para determinarmos soluções da equação KdV a partir dos geradores acima, utili-

zaremos o procedimento de redução de ordem desenvolvido na subseção 3.6.1.

Caso (a): Soluções de Ondas Viajantes.

Primeiramente, consideremos soluções que sejam invariantes por transformações de

translação nas variáveis t e x. O gerador para tal transformação pode ser dado por

X = X1 + cX3 =
∂

∂t
+ c

∂

∂t
,

onde c é uma constante fixa. A ação gerada por X é

(x, t, u) 7→ (x+ ϵc, t+ ϵ, u).

Podemos tentar construir funções de x, u e t que são invariantes pela ação desse

gerador. Tais funções são

y = x− ct, e v = u,

pois

y′ = x′ − ct′ = x+ ϵc− c(t+ ϵ) = x− ct = y, e v′ = u′ = u = v.

Daí, uma função invariante por essa transformação é v = h(x− ct). Logo,

ut =
∂h

∂y

∂y

∂t
= −chy = −cvy,

ux =
∂h

∂y

∂y

∂x
= hy = vy, uxx =

∂vy

∂x
=
∂vy

∂y

∂y

∂x
= vyy, uxxx =

∂vyy

∂x
=
∂vyy

∂y

∂y

∂x
= vyyy.

Escrevamos a equação KdV de forma ligeiramente diferente, tentando simplificar o

nosso trabalho, como

uxxx + ut + uux = 0, (5.16)

que, em termos de y e v, se torna

vyyy + vvy − cvy = vyyy +
(

1

2
v2
)

,y
− cvy = 0,

cuja integração resulta em

vyy +
1

2
v2 − cv = k.
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Multiplicando esse resultado por vy, temos

(

1

2
v2

y +
1

6
v3 − c

2
v2
)

′y
= kvy,

cuja integração resulta em

1

2
v2

y = −1

6
v3 +

c

2
v2 + kv + l.

A solução dessa equação, seguindo Olver [24], pode ser expressa em termos de

funções elípticas na forma u = P(x− ct+ δ), com δ sendo um desvio de fase arbitrário.

Se considerarmos que u→ 0 rapidamente quando |x| → ∞, devemos ter que k = l = 0.

Neste caso,

vy =
dv

dy
=

√

v2

(

c− v

3

)

.

Já tivemos contato com essa equação diferencial anteriormente, quando estávamos

construindo soluções do tipo onda solitária da equação KdV e, portanto, sabemos que a

solução dessa equação é

v = 3c sech2

[√
c

2
y + δ

]

,

ou, desfazendo as transformações,

u(x, t) = 3c sech2

[√
c

2
(x− ct) + δ

]

.

Com isso, explorando os geradores de translação em x e t, obtivemos novamente a solução

tipo sóliton da equação KdV que já tínhamos obtido na subseção 5.2.3.

Particularmente, se c também é igual a zero, temos a equação diferencial

dv

dy
=

√

−1

3
v3/2,

cuja solução, chamada de estacionária singular, é

v = −12y−2 ⇒ u = −12(x+ δ)−2.

Caso (b) : Soluções Invariantes por Transformações de Galileu.

Olhemos agora para soluções geradas pelo grupo de Galileu X4. A ação gerada por

esse gerador é

(x, t, u) 7→ (x+ ϵt, t, u+ ϵ).

Neste caso, temos as funções invariantes

y = t, e v = yu− x.
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Isolando u na segunda expressão e utilizando a primeira, temos as derivadas

ut =
vyy − v − x

y2
, ux =

1

y
, uxx = uxxx = 0.

A substituição desses resultados na equação 5.16 resulta em

dv

dy
= 0,

cuja solução é simplesmente v = c, ou, desfazendo as transformações e isolando u,

u =
x+ δ

t
.

Podemos ainda combinar X1 com X4 para determinar soluções invariantes por

transformações de Galileu e por translações temporais. O gerador para este caso pode ser

dado por

X = t
∂

∂x
+ a

∂

∂t
+

∂

∂u
,

que gera a transformação

(x+ ϵt, t+ ϵa, u+ ϵ),

e para o qual temos as funções invariantes

y = x− 1

2
bt2, e v = u− bt.

A exemplo do que fizemos anteriormente, se expressarmos a equação KdV em

termos de y e v, chegamos à chamada primeira transcendente de Painlevé 2

vyy +
1

2
v2 + vy + c = 0,

o que nos permite concluir que soluções da transcendente de Painlevé através de

u(x, t) = h
(

x− 1

2
b2t
)

+ bt.

Caso (c) : Soluções Invariantes por Escala.

Por fim, olhemos para o que podemos extrair do gerador de transformações de

escala X2, cuja ação resulta em

(x, t, u) 7→ (λx, λ3t, λ−2u).

2 As transcendentes de Painlevé são soluções de certas equações diferenciais ordinárias de segunda ordem
e não lineares no plano complexo, exibindo a propriedade de Painlevé(as únicas singularidades
móveis são polos, onde por singularidade móvel dizemos pontos onde soluções não se comportam bem
e a localização depende das condições iniciais). A primeira transcendente de Painlevé é solução da
primeira equação de Painlevé, e assim por diante, havendo seis delas. Geralmente, as equações de
Painlevé não podem ser resolvidas em termos de funções ordinárias [70,75].
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Para este caso, temos invariantes definidos no semi-espaço t > 0 dados por

y = t−1/3v, v = t2/3u.

Aqui, a equação 5.16 é reescrita em termos dessas funções como

vyyy + vvy −
1

3
yvy −

2

3
v = 0, (5.17)

que não é de simples solução.

Porém, seguindo os resultados de Miura [76,77], podemos estabelecer a transforma-

ção

v =
dw

dy
− 6w2.

Assim, na variável w, a equação 5.17 se torna

wyyy −
1

6
w2wy −

1

6
ywy −

1

3
w = 0,

ou,
d

dy
(wyy)− 1

18

d

dy
(w3)− 1

3

d

dy
(ywy) = 0.

Através de uma integração, temos

wyy =
1

18
w3 +

1

3
ywy +K,

que é conhecida como segunda transcendente de Painlevé, com propriedades similares

à primeira.

5.3 Conclusão

Ao longo deste capítulo, aplicamos os vários resultados que desenvolvemos no

capítulo 3 a duas equações de interesse físico. Vimos como podemos utilizar o método

para descobrir quais são as simetrias satisfeitas por uma dada equação, e como elas podem

ser utilizadas na determinação de soluções.

Na literatura, o método das prolongações é aplicado a diversos modelos e equações

que desempenham papéis importantes em diversos campos da física. Por exemplo, Zygmunt

Jacek Zawistowski [78] o utiliza para estudar as simetrias e soluções das equações radiais

de Maxwell–Vlasov, utilizadas no estudo de plasmas esfericamente simétricos. Por sua vez,

Samar Al-Nassar e Mehdi Nadjafikhah [79] o fazem para a equação de Fokker–Planck,

obtendo algumas novas soluções no processo.

A equação de Sine-Gordon e suas variantes recebem atenção particular. Para citar

alguns exemplos, Sen-yue Lou [80] faz a análise de simetria e obtém soluções exatas para

o sistema de sine-Gordon de dimensão 2+1. K. Tenenblat e P. Winternitz [81] estudam as
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simetrias das equações de onda e Sine-Gordon intrínseca generalizada. Por sua vez, Ozgur

Yildirim e Sumeyra Caglak [82] fazem o mesmo para a equação de Sine-Gordon não linear.

Outro exemplo é dado pela equação de Lane-Emden, de grande importância para

a astrofísica, por aparecer no estudo do interior de estrelas. Essa equação é estudada

extensamente, fazendo uso do método das prolongações, por Ben Muatjetjeja em sua

dissertação de mestrado [83], complementado por seu trabalho com Khalique e Mahomed

[84], utilizando a formulação lagrangiana da equação generalizada de Lane-Emden. O

estudo de outras equações, como a equação plástica e a de Khokhlov–Zabolotskaya, pode

ser encontrado em [85]. É válido citar também que M. A. Z. Khan e R. B. Narain [86]

usam o método para estudar equações de Maxwell-Einstein no modelo Bag MIT para

estrelas de quarks em astrofísica relativística.

No próximo capítulo, aplicaremos os resultados construídos no quarto capítulo a

problemas de interesse físico, sobretudo nos campos da teoria da relatividade geral e da

cosmologia.
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6 Aplicações II: Relatividade Geral e Cosmo-

logia

No capítulo 4, vimos que o método das prolongações pode ser estendido a lagran-

gianas, conduzindo à construção de um algoritmo que permite a obtenção de simetrias

variacionais (de Noether). Por sua vez, sabemos que, em relatividade geral, o elemento de

linha pode ser escrito em termos do tensor métrico gµν como

ds2 = gµνdx
µdxν .

Além disso, a lagrangiana associada a esse elemento de linha é dada por

L =
1

2
gµν ẋ

µẋν , (6.1)

onde ẋµ = dxµ/ds, com s sendo um parâmetro afim.

Portanto, pela construção desenvolvida no capítulo 4, o método das prolongações

pode ser aplicado diretamente aos campos da teoria da relatividade geral, cosmologia e

correlatos. Isso é o que buscaremos ilustrar através do presente capítulo.

6.1 Killing Versus Noether

Para avançarmos ao longo desta seção, precisaremos definir primeiramente o que

exatamente é um vetor de Killing, dado que vetores (geradores) de Noether já foram

devidamente tratados ao longo do terceiro capítulo.

6.1.1 Vetores de Killing

Com a experiência que desenvolvemos até aqui, é natural seguirmos Sean Carroll [87]

e definirmos simetrias em uma variedade como:

Definição 6.1: Simetrias de uma Variedade

Uma variedade M possui uma simetria se a geometria é invariante sob uma certa

transformação que mapeia M em si própria; isto é, se o tensor métrico associado

permanece o mesmo. A essas simetrias do tensor métrico, daremos os nomes de

isometrias.

Seguindo o mesmo autor, sabemos que, no caso de trajetórias tipo-tempo, a equação

da geodésica pode ser escrita em termos da quadrivelocidade Uµ = dxµ/dτ , como

Uσ∇σU
µ = 0,
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ou, em termos do quadrimomento pµ = mUµ, como

pσ∇σp
µ = 0.

Pela compatibilidade com a métrica (∇σg
µν = 0), podemos abaixar o índice µ, nos

permitindo expandir a derivada covariante para obter

pσ∂σpµ − Γλ
σµp

σpλ = 0. (6.2)

Olhemos cuidadosamente para cada um dos termos de 6.2. Para o primeiro termo,

pσ∂σpµ = m
dxσ

dτ
∂σpµ = m

dpµ

dτ
.

Logo, esse termo nos diz como as componentes do momento variam ao longo da trajetória

parametrizada pelo tempo próprio τ .

Já para o segundo termo de 6.2, se expressarmos os símbolos de Christoffel em

termos do tensor métrico, temos

Γλ
σµp

σpλ =
1

2
gλα(∂σgµα + ∂µgσα − ∂αgσν)pσpλ =

1

2
(∂σgµα + ∂µgσα − ∂αgσν)pσpα =

=
1

2
[(∂σgαµ)−1

2
(∂αgσµ)]pσpλ+

1

2
(∂µgσα)pσpα = ∂[σgα]µp

σpα+
1

2
(∂µgσα)pσpα =

1

2
(∂µgσα)pσpα,

onde a simetria do termo pσpα foi utilizada na última igualdade.

Portanto, em termos da análise acima, a equação da geodésica pode ser reescrita

como

m
dpµ

dτ
=

1

2
(∂µgσα)pσpα.

Mas, se considerarmos que todas as componentes do tensor métrico são independentes da

coordenada xσ∗ (∂σ∗gµν = 0), a equação da geodésica nos leva a

dpσ∗

dτ
= 0.

As quantidades conservadas oriundas das isometrias são de grande relevância no estudo do

movimento de partículas de teste em espaços-tempo curvos.

Um ponto de grande importância que Carroll levanta é que, embora a independência

das componentes da métrica em uma ou mais coordenadas implique em isometrias, a

recíproca não é verdadeira. Um contraexemplo está nas transformações de Lorentz, que

não se manifestam como uma independência de ηµν em qualquer coordenada. Mais do que

isso, poderíamos efetuar uma transformação para um sistema de coordenadas tal que até

mesmo uma simples simetria por translação não parecesse óbvia. Mas, embora mude as

componentes do tensor métrico, tal transformação não pode mudar a geometria associada,

na qual se baseia nossa definição de simetria.
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Suponhamos que xσ∗ seja a coordenada em relação à qual gµν não depende. Deno-

minemos K o vetor

K = ∂σ∗,

com coordenadas Kµ = δµ
σ∗.

Diremos queK gera uma isometria, tal que a transformação que mantém a geometria

invariante pode ser expressa infinitesimalmente como uma translação na direção de Kµ,

analogamente às discussões do capítulo 3, embora em um contexto diferente. Além disso,

usando a definição de K dada acima,

pσ∗ = δν
σ∗pν = pνδ

ν
σ∗ ⇒ pσ∗ = Kνpν = pνK

ν .

Devido à constância dessa quantidade escalar ao longo da trajetória, a construção

que fizemos anteriormente nos leva a

dpσ∗

dτ
= 0←→ pµ∇µ(Kνp

ν) = 0.

Em outros termos, a invariância da quantidade escalar pσ ao longo da trajetória equivale

a dizer que a derivada direcional ao longo da geodésica desaparece.

Se trabalharmos a segunda expressão, temos que

pµ∇µ(Kνp
ν) = pµKν(∇µp

ν) + pµpν(∇µKν) = pµpν(∇µKν) = 0,

onde utilizamos na segunda igualdade a equação da geodésica (pσ∇σp
µ = 0). Mas, dado

que pµpν é simétrico, apenas a parte simétrica de ∇µKν contribuirá. Dessa forma,

pµpν∇(µKν) = 0,

ou seja,

∇(µKν) = 0⇒ pµ∇µ(Kνp
ν) = 0. (6.3)

A primeira equação é conhecida como Equação de Killing, e é o que usaremos no que se

segue. Os vetores que a satisfazem são denominados vetores de Killing, implicando, pela

segunda equação em 6.3, que a quantidade Kνp
ν = 0 é conservada ao longo da trajetória.

O que está apresentado nessa seção é suficiente para os desenvolvimentos subse-

quentes, mas não é a forma mais rigorosa de construir esses resultados. Para o leitor

interessado, Sean Carroll apresenta uma formalização mais rigorosa do tema no apêndice

B de [87].

Nas próximas subseções, seguiremos Shamir, Jhangeer e Bhatti [88] no estudo das

simetrias de Killing e Noether para espaços-tempos planos e estáticos. Faremos isso com o

intuito de validar a conjectura proposta por Bokhari e seus colaboradores em [89]. Tal

conjectura pode ser enunciada por:
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Conjectura 6.1

A álgebra de Lie gerada pelos vetores de Killing (geradores de isometrias) de um

determinado espaço-tempo forma uma subálgebra daquela gerada pelos vetores de

Noether (geradores de simetrias da lagrangiana associada).

De acordo com [90], o elemento de linha, nesse caso, é

ds2 = A(t)dt2 − C(x)dx2 −B(x)(dy2 + dz2).

Em nome da simplicidade, tomemos C(x) = 1. Assim, o elemento de linha anterior se

torna

ds2 = A(t)dt2 − dx2 −B(x)(dy2 + dz2). (6.4)

Apliquemos a primeira equação 6.3 ao elemento de linha 6.4 para determinar

o sistema mais geral de equações que os vetores de Killing devem satisfazer para um

espaço-tempo plano e estático. A métrica

gµν =

















A(x) 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −B(x) 0

0 0 0 −B(x)

















tem como símbolos de Christoffel não nulos

Γ1
00 =

1

2
A,x, Γ2

21 = Γ2
12 =

1

2
B−1B,x, Γ1

22 = −1

2
B,x,

Γ0
10 = Γ0

01 =
1

2
A−1A,x, Γ3

13 = Γ3
31 =

1

2
B−1B,x, Γ1

33 = −1

2
B−1B,x,

onde usamos a propriedade de simetria dos símbolos de Christoffel (Γσ
µν = Γσ

νµ).

Portanto, por simples computação das derivadas covariantes da equação de Killing,

temos o seguinte sistema:






















2AK0
,t + A,xK

1 = 0, AK0
,x −K1

,t = 0, AK0
,y −BK2

,t = 0,

AK0
,z −BK3

,t = 0, K1
,x = 0, K1

,y +BK2
,x = 0, K1

,z +BK3
,x = 0

B,xK
1 + 2BK2

,y = 0, K3
,y +K2

,z = 0, B,xK
1 + 2BK3

,z = 0

(6.5)

Apliquemos agora o método das prolongações à lagrangiana associada a 6.4, de

modo a obter a forma geral do sistema de equações diferenciais que deve ser resolvido.

Após isso, basta particularizarmos esse sistema para o caso de interesse e resolvê-lo.

A lagrangiana que devemos analisar é

L = A(x)ṫ2 − ẋ2 −B(x)(ẏ2 + ż2), (6.6)
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onde o ponto denota a derivada em relação ao parâmetro s. Conforme o método das

prolongações, para essa lagrangiana, devemos prolongar a ação do gerador até a primeira

ordem, ou seja,

pr(1)X = X + (ηj
,s + ηj

,iẋ
i − ξ,sx

j − ξ,iẋ
iẋj)

∂

∂ẋj
.

A aplicação de pr(1)X a 6.6 resulta em

η1(A,xṫ
2−B,x(ẏ2 + ż2)) + 2ṫ(τ,s + τ,tṫ+ τ,iẋ

i− ṫ(ξ,s + ξ,iẋ
i))A(t)− 2ẋ(X,s +X,tṫ+X,iẋ

i−

−ẋ(ξ,s+ξiẋ
i))−2ẏB(x)(Y,s+Y,tṫ+Y,iẋ

i−ẏ(ξ,s+ξ,iẋ
i))−2żB(x)(Z,s+Z,tṫ+Z,iẋ

i−ż(ξ,s+ξ,iẋ
i)),

onde consideramos τ = η0, X = η1, Y = η2 e Z = η3. Além disso, pela notação de derivada

total

Ds =
∂

∂s
+

∂

∂xi
ẋi,

temos que

Ds(ξ) = ξ,s + ẋiξ,i = ξ,s + ξ,xẋ+ ξ,yẏ + ξ,z ż,

Ds(G) = G,s +G,iẋ
i = G,s +G,xẋ+G,yẏ +G,z ż.

Se substituirmos todas as expressões acima na expressão 4.34, com G = B, e

separarmos os termos, obtemos o sistema de equações:














































































































ξ,t = 0, ξ,x = 0, ξ,y = 0, ξ,z = 0,

ξ,s − 2η1
,t = 0, η2

,z + η3
,y = 0, 2η1

,s +G1
,y = 0,

A(2η0
,t − ξ,s) + A,xη

1 = 0,

B(2η2
,y − ξ,s) +B,xη

1 = 0,

B(2η3
,z − ξ,s) +B,xη

1 = 0

Aη0
,x − η1

,t = 0, Aη0
,y −Bη2

,t = 0, Aη0
,z −Bη3

,t = 0,

η1
,y +Bη2

,x = 0, η1
,z +Bη3

,x = 0

2Bη2
,s +G,y = 0, 2Bη3

,s +G,z = 0,

2Aη0
,y −G,t = 0, G,s = 0.

(6.7)

6.1.2 Espaço-Tempo de Minkowski

O espaço-tempo de Minkowski é o caso mais simples de espaço-tempo plano, sobre

o qual a Relatividade Especial é formulada. Ele é caracterizado pelas funções A(t) = 1 e

B(x) = 1 na métrica geral que estamos analisando. Com esta escolha, a Lagrangiana 6.6

se reduz a:

L = ṫ2 − ẋ2 − ẏ2 − ż2.

Vamos agora resolver os sistemas de equações determinantes para as simetrias de Killing e

de Noether neste caso particular.
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Mas os geradores de simetria que obtivemos são exatamente os do grupo de Poincaré:

K3,K6,K9 e K10 são os geradores do subgrupo abeliano de translações no espaço e no

tempo. K2,K4 e K5 são geradores do grupo de rotações no espaço tridimensional SO(3),

que, com os geradores de boosts de Lorentz (K1,K7 e K8), formam a álgebra do grupo

de Lorentz. Esse resultado é esperado, pois é um fato amplamente utilizado na física,

especialmente na física de partículas [91, 92].

B. Cálculo das Simetrias de Noether

Aqui, o sistema 6.7 deve ser reescrito como:














































































































ξ,t = 0, ξ,x = 0, ξ,y = 0, ξ,z = 0,

ξ,s − 2η1
,t = 0, η2

,z + η3
,y = 0, 2η1

,s +G1
,y = 0,

2η0
,t − ξ,s = 0,

2η2
,y − ξ,s = 0,

2η3
,z − ξ,s = 0,

η0
,x − η1

,t = 0, η0
,y − η2

,t = 0, η0
,z − η3

,t = 0,

η1
,y + η2

,x = 0, η1
,z + η3

,x = 0

2η2
,s +G,y = 0, 2η3

,s +G,z = 0,

2Aη0
,y −G,t = 0, G,s = 0.

Para resolvê-lo, notemos que as primeiras equações, ξ,t = 0, ξ,x = 0, . . . , nos dizem

imediatamente que o infinitesimal ξ só pode ser uma função do parâmetro afim s, ou

seja, ξ = ξ(s). A equação ξ,s − 2η1
,x = 0 (com G = cte) e suas análogas para as outras

componentes de ηµ revelam que ξ deve ser, no máximo, um polinômio de segunda ordem

em s. A integração subsequente das equações para ηµ leva à solução geral:


































































ξ = 1
2
c1s

2 + c2s+ c3,

η0 = 1
2
[(c1t+ c7)s+ c2t] + c9x+ c15y + c16z + c18,

η1 = 1
2
[(c1x− c4)s+ c2x] + c9t+ c12y + c10z + c11,

η2 = 1
2
[(c1y − c6)s+ c2y] + c15t− c12x+ c13z + c14,

η3 = 1
2
[(c1z − c8)s+ c2z] + c16t− c10x+ c13y + c17,

G = 1
2
(t2 − x2 − y2 − z2)c1 + c7t+ c4x+ c6y + c8z + c5.

Isso nos permite concluir que o espaço de Minkowski possui 17 geradores de simetria

de Noether, dados por

X1 =
1

2
s2 ∂

∂s
+

1

2
st
∂

∂t
+

1

2
sx

∂

∂x
+

1

2
sy

∂

∂y
+

1

2
sz

∂

∂z
,
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X2 = s
∂

∂s
+

1

2
t
∂

∂t
+

1

2
x
∂

∂x
+

1

2
y
∂

∂y
+

1

2
z
∂

∂z
,

X3 =
∂

∂s
, X4 = −1

2
s
∂

∂x
, X6 = −1

2
s
∂

∂y
, X7 =

1

2
s
∂

∂t
, X8 = −1

2
s
∂

∂z
,

X9 = x
∂

∂t
+ t

∂

∂x
, X10 = z

∂

∂x
− x ∂

∂z
, X11 =

∂

∂x
, X12 = y

∂

∂x
− x ∂

∂y
,

X14 =
∂

∂y
, X15 = y

∂

∂t
+ t

∂

∂y
, X16 = z

∂

∂t
+ t

∂

∂z
, X17 =

∂

∂z
, X18 =

∂

∂t
.

É digno de nota que, se efetuarmos a mesma análise, mas usando coordenadas

esféricas, obtemos o mesmo número de simetrias de Noether, conforme mostrado por

Hussain et al. [93].

C. Conclusão para o Espaço de Minkowski

Comparando os 10 geradores de Killing com os 17 geradores de Noether, constatamos

que todos os geradores de isometrias são também simetrias de Noether. Dessa forma,

mostramos que a conjectura de Bokhari et al. se verifica para o espaço de Minkowski: a

álgebra de Killing é uma subálgebra da álgebra de Noether.

6.1.3 Universo de Taub

A solução de Taub para as equações de campo de Einstein para o espaço vazio,

proposta por Abraham Haskel Taub em 1951 [94], pode ser considerada uma primeira

tentativa de desenvolver a métrica para um corpo em rotação, feita posteriormente por

Roy Kerr em 1963. Ela encontra aplicação em modelos cosmológicos homogêneos, mas

anisotrópicos.

A solução de Taub pode ser interpretada como descrevendo um universo com nada

mais do que radiação gravitacional. Com a sua anisotropia, o universo de Taub parece

ser a mais simples generalização dos modelos de Friedmann, embora sem matéria. Para

mais informações a respeito das propriedades do universo de Taub, o leitor pode consultar

Bonanos [95].

É digno de nota que o espaço de Misner [96], dotado de uma estrutura riquíssima e

que serve como contraexemplo para uma série de hipóteses em relatividade geral, além

de sua utilidade fundamental no estudo da causalidade, é uma versão simplificada com

dimensão 1 + 1 do espaço de Taub-NUT, em que o espaço NUT é a parte da variedade

fora das duas singularidades presentes, contendo curvas tipo-tempo fechadas.

O elemento de linha para o universo de Taub pode ser dado por A(x) = x−2/3 e

B = x4/3, ou seja,

ds2 = x−2/3dt2 − x2 − x4/3(dy2 + dz2).
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A. Cálculo dos Vetores de Killing

Analogamente ao que fizemos no caso de Minkowski, calculemos os vetores de

Killing para o universo de Taub. Aqui, o sistema 6.5 se transforma em






















2x−2/3K0
,t − 2

3
x−5/3K1 = 0, x−2/3K0

,x −K1
,t = 0, x−2/3K0

,y − x4/3K2
,t = 0,

x−2/3K0
,z − x4/3K3

,t = 0, K1
,x = 0, K1

,y + x4/3K2
,x = 0, K1

,z + x4/3K3
,x = 0,

4
3
x1/3K1 + 2x4/3K2

,y = 0, K3
,y +K2

,z = 0, 4
3
x1/3K1 + 2x4/3K3

,z = 0,

Para resolvermos o sistema acima, observemos a presença da equação K1
,x = 0,

implicando que K1 não depende de x. Ao substituir este fato na equação B,xK
1+2BK2

,y = 0,

que se torna 4
3
x1/3K1 + 2x4/3K2

,y = 0, a dependência explícita em x força ambos os termos

a se anularem independentemente, o que implica K1 = 0. Este é um resultado chave. Com

K1 = 0, o sistema se desacopla e simplifica imensamente: a equação A,tK
0
t + A,xK

1 = 0

(com A,t = 0) implica K0
x = 0, e a equação 2AK0

,t + A,xK
1 = 0 implica K0

,t = 0. Juntas,

elas mostram que K0 deve ser uma constante, dando origem ao gerador de translação

temporal ∂t. As equações restantes para K2 e K3 se reduzem ao sistema para as isometrias

do plano euclidiano (y, z), gerando as translações ∂y, ∂z e a rotação z∂y − y∂z. Em outros

termos, a solução do sistema é






































K0 = c1,

K1 = 0,

K2 = c2z + c3

K3 = c4 − c2y.

Daí, fica claro que os vetores de Killing do universo de Taub são:

X1 =
∂

∂t
, X2 = z

∂

∂y
− y ∂

∂z
, X3 =

∂

∂y
, X4 =

∂

∂z
.

B. Cálculo das Simetrias de Noether

Para este universo, a lagrangiana 6.6 é reescrita como

L = x−2/3ṫ2 − ẋ2 − x4/3(ẏ2 + ż2),

e o sistema 6.7 pode ser reescrito como


































































ξ,t = 0, ξ,x = 0, ξ,y = 0, ξ,z = 0, G,s = 0,

ξ,s − 2η1
,x = 0, η2

,z + η3
,y = 0, 2η1

,s +G,x = 0,

x−2/3(2η0
,t − ξ,s)− 2

3
x−5/3η1 = 0, η1

,y + x4/3η2
,x = 0, η1

,z + x4/3η3
,x = 0,

x4/3(2η2
,y − ξ,s) + 4

3
x1/3η1 = 0, x4/3(2η3

,z − ξ,s) + 4
3
x1/3η1 = 0,

x−2/3η0
,x − η1

,t = 0, x−2/3η0
,y − x4/3η2

,t = 0, x−2/3η0
,z − x4/3η3

,t = 0,

2x4/3η2
,s +G,y = 0, 2x4/3η3

,s +G,z = 0, 2x−2/3η0
,y −G,t = 0.
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A exemplo do que aconteceu no caso de Minkowski, as equações iniciais novamente

forçam ξ = ξ(s), e a substituição iterativa nas equações para as componentes de ηµ leva à

solução:






















































ξ = c1s+ c2,

η0 = 2
3
c1t+ c6,

η1 = 1
2
c1x,

η2 = 1
6
c1y + c3z + c4,

η3 = 1
6
c1z − c3y + c5.

Daí, temos que os geradores de simetria de Noether para o universo de Taub serão

X1 = s
∂

∂s
+

2

3
t
∂

∂t
+

1

2
x
∂

∂x
+

1

6
y
∂

∂y
+

1

6
z
∂

∂z
, X2 =

∂

∂s
,

X3 = z
∂

∂y
− y ∂

∂z
, X4 =

∂

∂y
, X5 =

∂

∂z
, X6 =

∂

∂t
.

C. Conclusão para o Universo de Taub

Ao compararmos os 4 geradores de Killing com os 6 geradores de Noether, veri-

ficamos que todos os geradores de isometrias são também simetrias de Noether. Assim,

mostramos que o universo de Taub também satisfaz a conjectura de Bokhari et al.

6.1.4 Universo de Anti-de Sitter

De grande importância para a física teórica, especialmente para pesquisas relaci-

onadas a esquemas de unificação, devido à famosa correspondência AdS-CFT [97], é o

espaço de Anti-de Sitter. Tal espaço, resultado de investigações de Willem de Sitter e

Albert Einstein na década de 1920 a respeito da estrutura espaço-temporal do universo,

e explorado mais tarde por Paul Dirac, constitui uma solução conformalmente plana

das equações de campo de Einstein com constante cosmológica negativa. Para o leitor

interessado, as principais propriedades dessa solução das equações de campo de Einstein

são dadas em [98].

O elemento de linha para o universo de Anti-de Sitter é obtido tomando A(x) =

B(x) = e2x, isto é,

ds2 = e2x(dt2 − dy2 − dz2)− dx2.

Avançaremos, portanto, para o cálculo dos vetores de Killing e Noether.

A. Cálculo dos Vetores de Killing
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Procedendo para o cálculo dos vetores de Killing, o sistema 6.5 se torna























K0
,t +K1 = 0, e2xK0

,x −K1
,t = 0, K0

,y −K2
,t = 0,

K0
,z −K3

,t = 0, K1
,x = 0, K1

,y + e2xK2
,x = 0, K1

,z + e2xK3
,x = 0,

K1 +K2
,y = 0, K3

,y +K2
,z = 0, K1 +K3

,z = 0.

Aqui, A resolução deste sistema de EDPs acopladas procede ao se explorar as

diferentes dependências funcionais. A equação K1
,x = 0 implica que K1 é uma função de

(t, y, z). A condição K0
,t + K1 = 0 (vinda de 2AK0

,t + A,xK
1 = 0) a conecta com K0. A

chave está nas equações de acoplamento mistas, como K1
,y + e2xK2

,x = 0. Separando as

variáveis, esta equação exige que K1
,y e K2

,x tenham formas exponenciais específicas em x.

Seguindo este procedimento para todo o sistema, encontramos que a solução geral é:























K0 = 1
2
(−e−2x − t2 − y2 − z2)c1 − c2tz − c3t− c4ty + c5y + c8z + c10,

K2 = 1
2
(e−2x − t2 − y2 + z2)c4 − c1ty − c3y − c2zy + c5t+ c7z + c6,

K3 = 1
2
(e−2x − t2 + y2 − z2)c2 − c1tz − c3z − c4zy + c8t− c7y + c5.

Assim, temos que os geradores de isometrias do universo de Anti-de Sitter são

K1 =
1

2
(−e−2x − t2 − y2 − z2)

∂

∂t
− tz ∂

∂z
+ t

∂

∂x
− ty ∂

∂y
,

K2 =
1

2
(e−2x − t2 + y2 − z2)

∂

∂z
− tz ∂

∂t
− zy ∂

∂y
+ z

∂

∂x
,

K3 = −t ∂
∂t

+
∂

∂x
− y ∂

∂y
− z ∂

∂z
,

K4 = −ty ∂
∂t

+ y
∂

∂x
+

1

2
(e−2x − t2 − y2 + z2)

∂

∂y
− zy ∂

∂z
,

K5 = y
∂

∂t
+ t

∂

∂y
, K6 =

∂

∂y
, K7 = z

∂

∂y
− y ∂

∂z
, K8 = z

∂

∂t
+ t

∂

∂z
,

K9 =
∂

∂z
, K10 =

∂

∂t
.

B. Cálculo das Simetrias de Noether

Para o universo de Anti-de Sitter, a lagrangiana associada é

L = e2x(ṫ2 − ẏ2 − ż2)− ẋ2,
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e o sistema 6.7 se torna














































































































ξ,t = 0, ξ,x = 0 ξ,y = 0, ξ,z = 0,

ξ,s − 2η1
,x = 0, η2

,z + η3
,y = 0, 2η1

,s +G,x = 0,

e2x(2η0
,t − ξ,s) + 2e2xη1 = 0,

e2x(2η2
,y − ξ,s) + 2e2xη1 = 0,

e2x(2η3
,z − ξ,s) + 2e2xη1 = 0

e2xη0
,x − η1

,t = 0, e2x(η0
,y − η2

,t) = 0, e2x(η0
,z − η3

,t) = 0,

η1
,y + e2xη2

,x = 0, η1
,z + e2xη3

,x = 0

2e2xη2
,s +G,y = 0, 2e2xη3

,s +G,z = 0,

2e2xη0
,y −G,t = 0, G,s = 0.

Aqui, o processo de resolver o sistema sobredeterminado é mais complicado, mas

a lógica a ser seguida é a mesma: partimos das restrições mais simples (ξ = ξ(s)) para

desembaraçar o sistema e chegar à solução, que é dada por:






















































ξ = c1,

η0 = 1
2
(−e−2x − t2 − y2 − z2)c2 − c3zt− c5yt− c4t+ c6y + c9z + c11,

η1 = c2t+ c3z + c5y + c4,

η2 = 1
2
(e−2x − t2 − y2 + z2)c5 − c2yt− c3yz − c4y + c6t+ c8z + c7,

η3 = 1
2
(e−2x − t2 + y2 − z2)c3 − c2zt− c5yz − c4z + c9t− c8y + c10,

dando lugar aos seguintes geradores de simetria de Noether:

X1 =
∂

∂s
, X2 = t

∂

∂x
+

1

2
(−e−2x − t2 − y2 − z2)

∂

∂t
− ty ∂

∂y
− tz ∂

∂z
,

X3 = z
∂

∂x
− zt ∂

∂t
− zy ∂

∂y
+

1

2
(e−2x − t2 + y2 − z2)

∂

∂z
, X4 =

∂

∂x
− t ∂

∂t
− y ∂

∂y
− z ∂

∂z
,

X5 = y
∂

∂x
− yt ∂

∂t
+

1

2
(e−2x − t2y2 + z2)

∂

∂y
− zy ∂

∂z
, X6 = y

∂

∂t
+ t

∂

∂y

X7 =
∂

∂y
, X8 = z

∂

∂y
− y ∂

∂y
, X9 = z

∂

∂t
+ t

∂

∂t
, X10 =

∂

∂z
, X11 =

∂

∂t
.

C. Conclusão para o Universo de Anti-de Sitter

A exemplo dos dois casos anteriores, a comparação dos 10 vetores de Killing com

os 11 de Noether nos revela que a conjectura continua válida para este universo. Aqui,

apenas a translação em s (∂/∂s) não gera uma isometria.

Notemos que, em todos os casos que analisamos nesta seção, aparece o gerador de

simetria de Noether X = ∂s, relacionado às translações em s. Isso é esperado, pois esse



Capítulo 6. Aplicações II: Relatividade Geral e Cosmologia 170

gerador está sempre presente quando a lagrangiana está relacionada à minimização do

comprimento de arco [99].

6.2 Métrica de Schwarzschild e Teorema de Birkhoff

Como é sabido, em novembro de 1915, Albert Einstein publicou a versão final de

sua teoria da relatividade geral, na qual foram apresentadas as equações de campo. Porém,

é válido notar que o matemático prussiano David Hilbert havia publicado as mesmas

equações poucos dias antes. Sobre a contenda envolvendo Einstein, Hilbert e as equações

de campo, bem como a história por trás da teoria da relatividade geral, o leitor pode

consultar [100].

Curiosamente, devido à forma complicada das equações de campo, Einstein opinou

a favor da impossibilidade de resolvê-las. Porém, aproximadamente um mês após essa

declaração, no início de 1916, Einstein foi surpreendido por uma carta endereçada a ele

por um certo Karl Schwarzschild. Nessa carta, estava contida a primeira solução exata

para as equações de campo de Einstein: a solução de Schwarzschild.

6.2.1 A Solução de Schwarzschild Para as Equações de Campo de Einstein

A reserva de Einstein em relação à possibilidade de encontrar soluções para as

equações de campo não era injustificada, devido à natureza dessas equações. Porém,

conforme foi mostrado em diversas ocasiões posteriores, essas equações podem ser resolvidas

em casos muito especiais, utilizando as simetrias que o sistema estudado apresenta.

De fato, a solução proposta por Schwarzschild descreve justamente um espaço-

tempo vazio na região exterior a um corpo esfericamente simétrico. Seguindo Hawking e

Ellis [101], o elemento de linha para este caso é

ds2 = −
(

1− 2m

r

)

dt2 +
(

1− 2m

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), (6.8)

com m = GM .

Para o leitor interessado em saber como essa métrica foi construída, é instrutivo o

trabalho original de Schwarzschild [102], ou a tradução feita por Antoci e Loinger [103].

É válido também o comentário feito por Bel [104], que apresenta uma derivação mais

simples. Discussões a respeito das diversas propriedades que o espaço-tempo descrito por

essa métrica possui, em níveis diferentes, são feitas em [101], [105] e [87].

6.2.2 Teorema de Birkhoff

Em um livro publicado em 1923, George D. Birkhoff propôs o teorema que hoje

leva o seu nome [106]. Naquele texto, ele escreveu:
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O campo fora de uma distribuição de massa é estático se essa distribuição de matéria é

estática ou está em um estado variável. . . portanto, a solução de Schwarzschild é

essencialmente a solução mais geral das equações de campo com simetria esférica.

Em outros termos, o teorema de Birkhoff estabelece simplesmente que a métrica de

Schwarzschild é a única solução de vácuo das equações de campo de Einstein que apresenta

simetria esférica. Podemos enunciá-lo como:

Teorema 6.1: Teorema de Birkhoff

A métrica de Schwarzschild é a única solução das equações de campo de Einstein no

vácuo com simetria esférica.

A seguir, apresentamos uma prova detalhada do Teorema de Birkhoff, que estabelece

a unicidade da solução de Schwarzschild como a única solução de vácuo esfericamente

simétrica das equações de campo de Einstein.

Prova 6.1

A prova consiste em resolver as equações de campo de Einstein no vácuo, Gµν = 0,

para a métrica esfericamente simétrica mais geral possível, mostrando que a única

solução resultante é, de fato, a métrica de Schwarzschild estática. O processo pode

ser dividido em três etapas lógicas.

Passo 1: Construção da Métrica Geral.

Comecemos com o elemento de linha associado à métrica de Minkowski

ds2 = −dt2 + dx2 + dy2 + dz2.

Utilizando coordenadas esféricas, x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ e z = r cos θ, esse

elemento de linha pode ser escrito como

ds2 = −dt2 + dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2) = −dt2 + dr2 + r2dΩ2. (6.9)

O requerimento para manter a simetria esférica é que o termo dΩ2, associado às

variações angulares, seja invariante. Para não violá-lo, podemos introduzir funções

que dependem apenas das coordenadas t e r. Além disso, para que a assinatura da

métrica seja preservada a, tais funções devem ser exponenciais. Portanto, podemos

generalizar 6.9 para

ds2 = −e2α(t,r)dt2 + e2β(t,r)dr2 + r2e2γ(t,r)dΩ2.
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que, pela mudança de coordenadas

r̄ = eγ(r)r ⇒ dr̄ =

(

1 + r
dγ

dr

)

eγdr,

se torna

ds2 = −e2α(t,r)dt2 + e2β(t,r)e−2γ(t,r)

(

1 + r
dγ

dr

)−2

dr̄2 + r̄2dΩ2,

onde supomos que cada função de r seja uma função de r̄ de alguma maneira óbvia.

Façamos agora a mudança

r̄ → r, e2β(t,r)e−2γ(t,r)

(

1 + r
dγ

dr

)−2

→ e2β(t,r).

O elemento de linha anterior se torna

ds2 = −e2α(t,r)dt2 + e2β(t,r)dr2 + r2dΩ2. (6.10)

Passo 2: Resolvendo as Equações de Campo.

O cálculo das componentes do tensor de Einstein para esta métrica resulta no sistema

de equações diferenciais parciais ( [105]-Exercício 14.16):

Gtt =
(1− e−2α)

r2
+ 2

α,r

r
e−2α = 0, (6.11)

Gtr = Grt = 2
α,t

r
e−(α+β) = 0, (6.12)

Grr = 2
β,r

r
e−2α +

e−2α − 1

r2
= 0, (6.13)

Gθθ = Gϕϕ =

(

β,rr + β2
,r − β,rα,r +

β,r

r
− α,r

r

)

e−2α−

−(α,tt + α2
,t − α,tβ,t)e

−2β = 0. (6.14)

A chave para a solução do sistema acima está em identificar a equação mais

simples, que é a componente mista 6.12. Essa equação implica diretamente que

α,t = ∂α/∂t = 0. Esta é a conclusão crucial: a função α não pode depender do

tempo, ou seja, α = α(r). Este resultado já impõe uma condição de estaticidade

sobre a componente gtt da métrica.
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Com α = α(r), a equação 6.11 para Gtt torna-se uma equação diferencial

ordinária em r. Sua solução é prontamente encontrada como:

e2α(r) = 1− 2M

r
,

onde 2M é uma constante de integração que, pela análise do limite de campo fraco, é

identificada como o raio de Schwarzschild.

Substituindo este resultado para α(r) na equação 6.13 para Grr, obtém-se uma

equação para β(r, t) que também se simplifica, resultando em β,r = 0. Consequente-

mente, β pode ser, no máximo, uma função do tempo, β = f(t).

Passo 3: A Liberdade de Reescalonamento do Tempo.

Com os resultados anteriores, a métrica assume a forma

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

ef(t)dt2 +
(

1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2). (6.15)

Porém, a dependência temporal é espúria, pois representa a liberdade de se redefinir

a coordenada temporal. Se introduzirmos uma nova coordenada temporal através da

transformação tN , a transformação

tN =
∫

ef(t)dt,

a equação 6.15 é reescrita como

ds2 = −
(

1− 2M

r

)

dt2N +
(

1− 2M

r

)−1

dr2 + r2(dθ2 + sin2 θ dϕ2),

que é simplesmente 6.8 com M = m.

Isso completa a prova, demonstrando que qualquer solução de vácuo esferica-

mente simétrica é, necessariamente, estática e isométrica à solução de Schwarzschild.

a A assinatura do tensor métrico g pode ser entendida em termos do número (contado com
multiplicidade) de autovalores positivos, zero ou negativos da matriz real simétrica gµν desse
tensor em uma dada base. As funções que introduzimos devem ser tais que não afetem esse
número, de forma que a física do problema não seja afetada.

6.2.3 Simetrias de Noether

A lagrangiana relacionada à métrica 6.8 é

L =
(

1− 2m

r

)

ṫ2 −
(

1− 2m

r

)−1

ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2(θ)ϕ̇2.

Pela aplicação da condição de simetria 4.34, com gerador X = σ∂s + τ∂t + ρ∂r + J∂θ +

F∂ϕ,temos o sistema
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





















f,s = 0,

2
(

1− 2m
r

)

τ,s = f,t,

ρ
(

2m
r2

)

+ 2
(

1− 2m
r

)

τ,t − 2
(

1− 2m
r

)

σ,s = 0,

− 2r
r−2m

ρ,s = f,r

− 2r
r−2m

ρ,r +− r
r−2m

σ,s + ρ 2m
(r−2m)2 = 0

−2r2J,s = f,θ

−2r2J,θ + r2σ,s − 2ρ,r = 0,

−2r2 sin2(θ)F,s = f,ϕ,

−2r2 sin2(θ)F,ϕ − 2rρ sin2(θ)− 2Jr2 sin(θ) cos(θ) + r2 sin2(θ)σ,s = 0,

2
(

1− 2m
r

)

τ,r − 2r
r−2m

ρ,t = 0,

2
(

1− 2m
r

)

τ,θ − 2r2J,t = 0,

2
(

1− 2m
r

)

τ,ϕ − 2r2 sin2(θ)F,t = 0,

− 2r
r−2m

ρ,θ − 2r2J,r = 0,

− 2r
r−2m

ρ,ϕ − 2r2 sin2(θ)F,r = 0,

−2r2J,ϕ − 2r2 sin2(θ)F,θ = 0,

σ = σ(s),

cuja solução leva aos geradores

X1 =
∂

∂s
, X2 =

∂

∂t
,

X3 = cosϕ
∂

∂θ
− cot θ sinϕ

∂

∂ϕ
, X4 = sinϕ

∂

∂θ
− cot θ cosϕ

∂

∂ϕ
, X5 =

∂

∂ϕ
.

A obtenção dos cinco geradores de simetria de Noether acima para a métrica de

Schwarzschild a partir do complexo sistema de equações determinantes apresentado é um

cálculo não trivial, mas que pode ser compreendido de forma estratégica.

A chave para a solução reside em explorar as simetrias manifestas da lagrangiana.

A Lagrangiana associada não depende explicitamente das coordenadas s, t e ϕ. Pelo

teorema de Noether, essa independência garante que as translações nessas coordenadas

são simetrias. Isso nos fornece imediatamente três dos geradores que encontramos: ∂s (X1),

∂t (X2) e ∂ϕ (X5).

Adicionalmente, a invariância do termo esférico r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) sob rotações

espaciais garante que os outros dois geradores do grupo SO(3), X3 e X4, também sejam

simetrias. A tarefa mais árdua da resolução completa do sistema é, então, mostrar que não

existem outras simetrias de ponto de Lie além destas cinco. Este resultado é confirmado

ao se resolver o sistema completo, onde as equações de acoplamento, que agora dependem
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de r, restringem qualquer outra possível solução a ser uma combinação linear das cinco já

encontradas.

Os geradores X3, X4 e X5 são apenas geradores de momento angular, satisfazendo,

obviamente, a álgebra de SO(3): [X3,X4] = −X5, [X3,X5] = X4 e [X4,X5] = −X3.

O que é um resultado esperado, dado que é pressuposto da construção da métrica de

Schwarzschild a descrição de um espaço-tempo esfericamente simétrico. Além deles, X1 já

nos era esperado, como apontamos anteriormente.

Olhemos para o gerador de simetria X2. Sabemos que esse é simplesmente o gerador

associado a translações temporais e que a quantidade conservada é dada por

I = f − Lη − ∂L

∂q̇i
(ξi − q̇iη) =

(

1− 2m

r

)

ṫ.

Pela substituição de X2 em 6.3, é trivial notar que este é um vetor de Killing. Ele

deve ser tipo-tempo se estivermos na região r > 2m, onde a métrica apresenta a assinatura

lorentziana usual. A quantidade conservada associada corresponde, portanto, à constante

de movimento desse vetor de Killing, satisfazendo [87]

Kµ
dxµ

ds
= 0.

Com os resultados que derivamos nesta seção, seguindo Mukherjee e Roy [107],

podemos reexpressar o teorema de Birkhoff como

Teorema 6.2: Teorema de Birkhoff (Reformulação)

Toda solução esfericamente simétrica das equações de campo de Einstein no vácuo

deve ser estática e também assintoticamente plana. Posto de outra forma, as soluções

esfericamente simétricas das equações de campo de Einstein no vácuo devem fornecer

um vetor de Killing tipo-tempo extra, associado a translacões temporais.

Portanto, através do cálculo das simetrias de Noether pelo método das prolongações

aplicado à métrica de Schwarzschild, recuperamos os geradores (Killings) da álgebra de

SO(3), esperados devido ao tipo de configuração espaço-temporal que buscamos descrever.

Adicionalmente, obtivemos um quarto gerador, identificado com um vetor de Killing extra,

o que justifica o enunciado alternativo do teorema de Birkhoff.

Em outros termos, pelo que discutimos aqui, o teorema nos diz que as soluções das

equações de campo de Einstein no vácuo possuem quatro vetores de Killing ortogonais a

hipersuperfícies, isto é, a métrica associada é estática 1. Além disso, devido à existência de
1 Para a região 0 < r < 2m, o enunciado do teorema de Birkhoff pode ser enganoso, dado que nessa

região a coordenada temporal não é mais tipo-tempo. Para mais detalhes, consultar o segundo apêndice
de [101].
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X2, a métrica é independente de mudanças na distribuição de matéria, a qual é a fonte do

campo, garantindo a preservação da simetria esférica.

6.3 Noether Approach e Cosmologia Quântica

Na presente seção, discutiremos como o método das prolongações aplicado a

lagrangianas, por meio daquilo que é conhecido na literatura como Noether Approach.

Esse procedimento pode ser usado no estudo de extensões da teoria da relatividade geral e

no procedimento de quantizar tais extensões, entrando no domínio da cosmologia quântica.

6.3.1 Noether Approach

Da discussão do capítulo 3, sabemos que a primeira prolongação do gerador de

simetria é

pr(1)X = ξ
∂

∂t
+ ηi ∂

∂ϕi
+ (η̇i − ϕ̇iξ̇i)

∂

∂ϕ̇i
.

Aqui, particularmente, ui = ϕi, e o gerador acima está associado às transformações

envolvendo os campos ϕi e coordenadas, dadas por










t′ = t+ ϵξ(t, ϕi) +O(ϵ2),

ϕ′i = ϕi + ϵηi(t, ϕi) +O(ϵ2).

Seja o sistema dinâmico descrito pela lagrangiana não degenerada L(t, ϕi, ϕ̇i). Pelo

que estudamos no capítulo 4, especificamente pela aplicação de 4.34 a esse caso particular,

temos que

pr(1)X(L) + ξ̇L = ġ,

onde g(t, ϕi) é uma quadridivergência que não afeta a dinâmica do sistema. A quantidade

conservada associada, dada pela equação 4.23, é

I(t, ϕi, ϕ̇i) = ξ

(

ϕ̇i ∂L

∂ϕ̇i
− L

)

− ηi ∂L

∂ϕ̇i
+ g(t, ϕi).

Como sabemos, ξ está relacionado ao funcional gerador responsável por mudan-

ças de coordenadas; ηi, em nosso contexto, está relacionado com variações nos campos.

Particularmente, se nos atentarmos ao caso com ξ = 0, que denominaremos simetrias

internas, dado que as transformações atuam apenas nos campos e não nas coordenadas,

a primeira prolongação do gerador de simetrias se reduz a

pr(1)X = ηi ∂

∂ϕi
+ η̇i

∂

∂ϕ̇i
.

Por sua vez, a condição de simetria se reduz a

pr(1)X(L) = ηi ∂L

∂ϕi
+ η̇i

∂L

∂ϕ̇i
= LX(L) = 0,
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onde LX é a derivada de Lie com respeito a X [?] e impomos g = 0. O que temos aqui

é que, para transformações que não envolvem coordenadas, simetrias internas surgem

se a derivada de Lie ao longo do fluxo de X for igual a zero. Além disso, a quantidade

conservada associada será

Σ0 = ηi ∂L

∂ϕi
.

De importância fundamental para o que faremos adiante, devemos fazer uma

mudança de coordenadas para encontrar variáveis cíclicas 2. Uma possível transformação

é tal que o momento conjugado associado à nova variável z coincida com a quantidade

conservada relacionada a alguma simetria variacional, isto é,

πz = Σ0.

Explicitamente,

ηi ∂L

∂ϕi
=
∂L

∂ż
.

Obviamente, o gerador de simetria deve se transformar apropriadamente. Conside-

remos que o gerador de simetria seja escrito em termos de novas variáveis por

X′ = η′i ∂

∂ϕ̄i
+ η̇′i ∂

∂ ¯̇ϕi
.

Se tomarmos η′1 = 1 e n′j = 0 (j ≠ 1), a quantidade conservada Σ0 associada à variável ϕ̄1 é

igual ao momento πϕ1 relacionado à variável ϕ1. Formalizando melhor, seja a transformação

de coordenadas ϕi → Φ(ϕi), e definamos a derivada interna como

iXdΦ = η̇i ∂Φ

∂ϕi
.

O gerador nas novas variáveis pode ser escrito como

X′ = η′i∂Φk

∂ϕi

∂

∂Φk
+ η̇′i∂Φ̇k

∂ϕ̇i

∂

∂Φ̇k
= iXdΦ

k ∂

∂Φk
+
d

dt

(

iXdΦ
k
) ∂

∂Φ̇k
.

Impondo que a primeira componente do novo gerador deve ser igual a zero e as

outras iguais a 1, chegamos a

iXdΦ
1 = η′i∂Φ1

∂ϕi
= 1, iXdΦ

j = η′i∂Φj

∂ϕi
= 0 (j ̸= 1). (6.16)

Essas condições permitem a introdução de uma variável cíclica de maneira metódica. Esse

procedimento, após a quantização da teoria e obtenção da função de onda do universo,

determina onde o critério de Hartle vale: o momento conservado corresponde a componentes

oscilantes da função de onda [108].

Antecipando a ideia geral da construção que almejamos, a determinação de simetrias

de Noether permite estabelecer quantidades adequadas para a aplicação do formalismo de

quantização canônica, resultando na versão quântica de qualquer modelo cosmológico que

estivermos estudando.
2 A coordenada qi é dita cíclica (ignorável) se ∂L/∂qi = 0 [41, 42].
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6.3.2 Equação de Wheeler-DeWitt e a Função de Onda do Universo

Um dos maiores problemas da física moderna consiste em construir uma teoria

quântica da gravitação que seja consistente, unindo a teoria da relatividade geral de

Einstein com a teoria quântica de campos. Das diversas formas de tentar essa unificação,

uma das primeiras a serem feitas consiste na quantização canônica da relatividade geral,

por meio do chamado formalismo ADM (Arnowitt–Deser–Misner) [109–117].

Não procederemos aqui com uma derivação do formalismo ADM e sua aplicação à

relatividade geral. Para esse fim, o leitor pode consultar [118] e [119]. Nosso intuito será

apenas apresentar as ideias mais básicas desse método.

O formalismo ADM é construído sobre a suposição de que o espaço-tempo pode

ser foliado em uma família de hipersuperfícies tipo-espaço (leaves) Σt, rotuladas pelo

parâmetro temporal t. Além disso, cada ponto de uma hipersuperfície é rotulado por

uma base tridimensional Xα
i , tangente à própria superfície. Os elementos dessa base serão

ortonormais ao vetor de superfície η, o que leva às condições

gµνX
µ
i η

ν = 0, gµνη
µην = −1,

que são suficientes para determinar η.

Definamos o tensor de deformação por

Nα = Ẋα = ∂0X
α(t, xi),

cuja decomposição na base apresentada no parágrafo anterior é

Nα = Nηα +N iXα
i ,

onde N é chamada de função de lapso (lapse function), expressando a mudança de tempo

entre hipersuperfícies, e N i funções de desvio (shift functions), que informam como as

coordenadas espaciais mudam entre essas hipersuperfícies.

Em termos dessas funções, o elemento de linha entre dois eventos p(xi, t) e p′(xi +

dxa, t+ dt) pode ser decomposto como

ds2 = (NiN
i −N2)dt2 + 2Nidx

idt+ γijx
ixj =

= γij(dx
i +N idt)(dxj +N jdt)−N2dt2,

com γij sendo a métrica definida em qualquer hipersuperfície. Assim, o tensor métrico

toma a forma




NiN
i −N2 Nj

Nj γij



 ,

o que conduz a um elemento de volume dado por

√−gd4x = N
√
γd3xdt.
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Com a decomposição acima, há a separação entre as equações de evolução do espaço-

tempo, convertidas em restrições (relacionando condições iniciais em uma hipersuperfície)

e equações de evolução (ditando como a geometria do espaço-tempo evolui de uma

hipersuperfície para outra).

Tomemos a ação de Einstein-Hilbert na forma [120,121]

S =
1

2

∫

V

√−g(R− 2λ)d4x+
∫

∂V

√
γKd3x,

onde K = γijKij é o traço do tensor de curvatura extrínseca (Kij = −ej ·4∇in [118,122]) da

hipersuperfície tridimensional ∇V envolvida na variedade quadridimensional. Em termos

da decomposição anterior, a lagrangiana associada a essa ação torna-se

L =
1

2

√
γN(KijK

ij −K2 +(3) R) + T.D.,

onde (3)R é denominado escalar de curvatura intrínseca e é determinado a partir do

tensor de curvatura intrínseca (3)Rij, que, por sua vez, depende apenas de γij em uma

dada hipersuperfície. O termo T.D. contém todos os termos de derivada total, irrelevantes

para a dinâmica e que, portanto, podem ser ignorados.

De posse da lagrangiana acima, podemos calcular os momentos conjugados, resul-

tando em

π =
δL

δṄ
= 0, πi =

δL

δṄi

= 0, πij =
δL

δγ̇ij

=

√
γ

2
(Kγij −Kij).

Além disso, a Hamiltoniana será

H = πij γ̇ij − L,

de onde tiramos [123]

π̇ = −{H, π} =
δH

δN
= 0, π̇i = −{H, πi} =

δH

δN i
= 0.

Tenhamos em mente que as variáveis dinâmicas aqui são o tensor métrico γij(t, x
i)

dos cortes espaciais tridimensionais Σt e seus momentos conjugados. Seguindo os procedi-

mentos do método de quantização canônica, devemos promover tais variáveis dinâmicas a

operadores, satisfazendo as operações de comutação






















[π̂ij, π̂kl] = 0,

[γ̂ij, γ̂kl] = 0,

[γ̂ij(x), π̂kl(x′)] = iδkl
ij δ

3(x− x′), δkl
ij = 1

2
(δk

i δ
l
j + δl

iδ
k
j ).

Tal promoção é dada por

π 7→ π̂ =
δ

δN
, πi 7→ π̂i =

δ

δN i
, πij 7→ π̂ij =

δ

δγij

, γij(t, x
k) 7→ γ̂ij(t, x

k).
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Além disso, o procedimento de quantização canônica leva a

Ĥ|ψ⟩ = 0,

onde Ĥ é a restrição hamiltoniana 3 na versão quantizada da relatividade geral e |ψ⟩ é

chamada de função de onda do universo. Essa é a equação de Wheeler-DeWitt.

A função de onda ψ está definida no espaço de configurações da métrica γij, tal

que ψ(γij(x)) descreve a evolução do campo gravitacional. Chamamos esse espaço de

superespaço (superspace), isto é, o espaço de todas as métricas γij possíveis.

Dado que o super-espaço é de dimensão infinita, é necessário haver uma redução

para mini-superespaços (minisuperspaces) de dimensão finita para que a equação de

Wheeler-DeWitt seja resolvida. Nesse contexto, essa equação se torna diferencial parcial.

Porém, apesar da sua utilidade, mini-superespaços carregam apenas aspectos básicos da

teoria completa, bem como simetrias, e ignoram outros. Nesse sentido, eles devem ser vistos

como toy models, e devemos considerar como hipótese que tais modelos são aproximações

válidas da teoria completa.

É digno de nota que a equação de Wheeler-DeWitt exibe flagrantemente o que é

conhecido como problema do tempo [124], onde vemos que não há nenhuma dependência

com a coordenada temporal, resultando em uma função de onda descrevendo um uni-

verso congelado. Além disso, a exemplo da equação de Klein-Gordon [125], a quantidade

⟨ψ|ψ >=
∫

ψ∗ψdx3 não é positiva definida [123] e, portanto, não é possível estabelecer

uma interpretação probabilística, como ocorre com a equação de Schrödinger [50].

6.3.3 Aplicação da Noether Approach à Cosmologia f(T)

Tendo apresentado os aspectos elementares da Noether Approach da quantização

da relatividade geral nas subseções anteriores, avançaremos para uma discussão geral

das extensões teleparalelas da teoria da relatividade geral. Em seguida, aplicaremos o

procedimento que desenvolvemos a um caso especial dessas extensões, o da cosmologia

f(T ).

6.3.3.1 Extensões Teleparalelas da Relatividade Geral

Devido a uma série de questões envolvendo a relatividade geral, como os problemas

da energia, da matéria escura e de singularidades, além da questão da quantização da

gravitação, é natural que haja propostas que busquem modificar a teoria de alguma forma.

Uma modificação candidata, denominada Equivalente Teleparalelo da Relatividade

Geral (Teleparallel Equivalent of General Relativity) (TEGR), foi proposta pelo próprio

Einstein [126], e para alguns constitui uma das melhores opções disponíveis para serem

quantizadas.
3 Restrição ao sistema devido à hamiltoniana.
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A descrição teleparalela da relatividade geral é caracterizada pelo desaparecimento

do tensor de curvatura e presença do tensor de torção. Por sua vez, sua dinâmica apresenta

as mesmas equações de campo que a relatividade geral, apesar da geometria subjacente ser

diferente. Aqui, a geometria riemanniana usual é substituída pela geometria de Weitzenböck
4. O interesse apresentado nas extensões teleparalelas reside essencialmente no fato de

que elas permitem ver a interação gravitacional como uma teoria de gauge 5 do grupo de

translações locais. Além disso, a lagrangiana para esses casos é equivalente àquela para a

relatividade geral, a menos de um termo de superfície.

Para as extensões TEGR, a ação pode ser tomada como [123]

S =
∫

hTd4x,

onde h é o determinante dos campos de tetradas ha
µ, definidos pela relação gµν = ha

µh
b
νηab,

e T é o escalar de torção, definido a partir do tensor de torção

T ρ
µν = 2Γρ

[µ,ν],

como

T = TρµνS
ρµν , Sρµν = Kρµν − gρνT σµ

σ + gρµT σν
σ ,

Kν
ρµ =

1

2
(T ν

ρ µ + T ν
µ ρ + T νρµ).

A exemplo da relatividade geral, a ação da extensão TEGR pode ser modificada

de acordo com interesses teóricos e observacionais. A modificação mais simples é tomar a

ação em termos de uma função do escalar de torção, ou seja,

S =
∫

hf(T )d4x. (6.17)

6.3.3.2 Aplicação ao caso f(T)

O caso mais simples de expansão TEGR é a denominada cosmologia f(T ) [128].

Para esse caso, consideremos a ação 6.17 com o campo de tetradas

ha
µ =

















1 0 0 0

0 a 0 0

0 0 a 0

0 0 0 a

















,

cujo determinante é simplesmente a3, onde a é o fator de escala do universo. Essa é uma

escolha natural de campo de tetradas para o universo de Friedmann-Lemaître-Robertson-

Walker (FLRW). Além disso, em um espaço-tempo espacialmente plano de FLRW, o
4 Para uma revisão a respeito, consultar [127].
5 Teorias baseadas em simetrias locais, onde as leis da física permanecem invariantes por transformações

locais dos campos envolvidos. Essas simetrias implicam em campos de gauge, responsáveis por
mediar as interações. Exemplos notáveis são a eletrodinâmica e a cromodinâmica quântica [92].
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escalar de torção é dado por [123]

T = −6
(

ȧ

a

)2

.

Se utilizarmos o método dos multiplicadores de Lagrange com T = −6H2, com

H = ȧ/a sendo a constante de Hubble, temos a ação

S = 2π2
∫

[a2f(T )− λ(T + 6H2)]dt,

onde, dado que os termos só dependem do parâmetro temporal (tempo cósmico), a parte

de superfície tridimensional pode ser diretamente integrada. Pela variação da ação em

termos da torção, obtemos que o multiplicador de Lagrange é [123]

λ = a3 ∂f

∂T
,

e a ação se torna

S = 2π2
∫

[a3f(T )− a3TfT (T )− 6aȧ2fT (T )]dt.

Assim, teremos que a ação para a cosmologia f(T ) será

L = a3[f(T )− TfT (T )]− 6aȧ2fT (T ). (6.18)

Nas variáveis {a, T}, as equações de Euler-Lagrange e a condição de energia 6 são,

respectivamente,

d

dt

∂L

∂ȧ
− ∂L

∂a
= 0,

d

dt

∂L

∂Ṫ
− ∂L

∂T
= 0, ȧ

∂L

∂ȧ
+ Ṫ

∂L

∂Ṫ
− L = 0.

Para a lagrangiana 6.18, as equações de Euler-Lagrange e a condição de energia acima se

tornam

ä+
ȧ2

2a
+ ȧṪ

fT T (T )

fT (T )
− 1

4
a
TfT (T )− f(T )

fT (T )
= 0,

a2T + 6ȧ2 = 0,

a2[f(T )− TfT (T )] + +6ȧ2fT (T ) = 0.

Notemos que a segunda equação de Euler-Lagrange fornece justamente o escalar de torção

com o qual começamos.

Avançemos para a aplicação do método das prolongações à lagrangiana 6.18, definida

no espaço de configurações {a, T}, tendo como espaço tangente {a, T, ȧ, Ṫ}. Será sobre esse

espaço de configurações (mini-superespaço) que buscaremos construir a versão quântica

da cosmologia em estudo.
6 A condição de energia corresponde simplesmente à hamiltoniana do problema, escrita explicitamente

aqui como a transformada de Legendre da lagrangiana correspondente [41,42].
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Considerando que o gerador infinitesimal η pode ser expresso em termos de com-

ponentes por η = (α(a, T ), τ(a, T )), a primeira prolongação do gerador de Noether nesse

mini-superespaço será

pr(1)X = α
∂

∂a
+ τ

∂

∂T
+ α̇

∂

∂ȧ
+ τ̇

∂

∂Ṫ
.

Aplicando esse gerador de simetria prolongado à lagrangiana 6.18, por meio da condição

LX(L) = 0, chegamos a

3a2α[f(T )− TfT (T )]− a3τfT T (T )− ȧ2[6αf(T )+

+6ατfT T (T ) + 12a(∂aα)fT (T )]− 12aȧṪ (∂Tα)fT (T ) = 0,

que, para ser satisfeita, resulta no sistema






















3a2αf(T )− 3a2αTfT (T )− a3τfT T (T ) = 0,

αfT (T ) + 6ατfT T (T ) + 2a(∂aα)fT (T ) = 0,

∂Tα = 0.

O sistema acima admite como solução [123]

α = α0a
1− 3

2n , τ = −3τ0

n
Ta

3
2n , f(T ) = foT

n.

Disso, podemos concluir que o universo f(T ) terá simetrias de Noether apenas se f(T )

depender de T por uma lei de potência da forma acima. Mais do que isso, a substituição

de f(T ) na primeira equação de Euler-Lagrange e na condição de energia do sistema nos

diz que f(T ) = f0T
1/2, isto é, o parâmetro n deve ser restringido ao valor 1/2. De fato,

tomemos, por exemplo, a condição de energia

a2[f(T )− TfT (T )] + 6ȧ2fT (T ) = 0.

Substituindo f(T ) = f0T
n, temos que

a2[T n − nT n] + 6ȧ2nT n−1 = 0.

Lembrando agora que T = −6(ȧ/a)2, obtemos

ȧ2n

a2n−2
(1− n)− n ȧ2n

a2n−2
= 0⇒ (1− 2n) = 0⇒ n =

1

2
.

Para quantizarmos a cosmologia f(T ), podemos passar do mini-superspaço {a, T}
para o {z, w} por meio das expressões 6.16. Neste caso, teremos que











α ∂z
∂a

+ τ ∂z
∂T

= 1,

α∂w
∂a

+ τ ∂w
∂T

= 0,
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que admite como solução

z =
2n

3α0

a3/2n, w = a3T n,

que pode ser invertida, obtendo

T = w
1
n

(

3α0z

2n

)−2

, a =
(

3α0z

2n

)
2n
3

.

Em termos das variáveis z e w, a lagrangiana 6.18, tomando f(T ) = f0T
n, f0 = 1

sem perda de generalidade, é reescrita como

L = w(1− n)− 6nα2
0ż

2w(n−1)/n, (6.19)

de onde prontamente percebemos que z é uma variável cíclica.

A equação de Euler-Lagrange e a condição de energia no mini-superespaço {z, w}
são simplesmente











w = −6nα2n
0 ż

2n,

nwz̈ + ẇż(n− 1) = 0,

sendo mais simples do que aquelas no mini-superespaço {a, T}. Aqui, temos

π =
∂L

∂ż
= −12α2

0żnw
(n−1)/n ⇒ ż = − π

12α2
0nw

(n−1)/n
,

o que nos permite escrever a hamiltoniana

H = żπ − L = w(n− 1) +
π2

24α2
0nw

(n−1)/n
.

Assim, estamos em condição de aplicar o processo de quantização canônica. Pela

substituição de π por i∂z, o formalismo construído nas seções anteriores nos leva a concluir

que










Hψ = 0,

i∂zψ = Σ0ψ.

Mais explicitamente,










[

w(n− 1)− 3∂2
z

24nα2
0w(n−1)/n

]

ψ = 0,

i∂zψ = Σ0ψ,

em que a primeira dessas expressões é a equação de Wheeler-DeWitt para o universo, e a

segunda está relacionada à conservação de momento, cuja solução é simplesmente

ψ = ψ0e
iΣ0z.

Levando esse resultado na equação de Wheeler-DeWitt, temos que a função de onda para

um universo descrito pela cosmologia f(T ) é da forma

ψ ∼ exp{i[2α0w
(n−1)/n

√

2n(n− 1)]z}.
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Conforme demonstrado por Capozziello e Lambiase [129], a existência de uma

simetria de Noether para um mini-superespaço atua como uma espécie de regra de seleção,

em vista do critério de Hartle, para recuperar comportamentos clássicos na evolução

cósmica desde que comportamento ondulatório para a função de onda do universo apareça.

Esse é precisamente o caso aqui e, conforme Bajardi e Capozziello nos mostram [123],

no caso da cosmologia f(T ) temos que o fator de escala e o escalar de torção podem ser

escritos em termos da variável temporal t como

a(t) = a0t
2n/3, T (t) = −8n2

3t2
,

para todo f(T ) = T n, com n ≠ 1/2. Pelo uso da condição de energia nas coordenadas

{z, w}, (ż∂ż + ẇ∂ẇ− 1)L = 0, as equações podem ser limitadas para o caso n = 1/2, o que

resulta em um caso trivial. Dependendo dos valores dados para n nas expressões acima

para a e T , podemos obter soluções de Friedman com desaceleração (0 < n < 3/2) bem

como soluções estacionárias com lei de potência.

6.4 Conclusão

Neste capítulo, aplicamos o método das prolongações no contexto das simetrias

variacionais a alguns sistemas que admitem uma formulação lagrangiana. Como vimos, a

aplicação permite testar conjecturas, bem como reformular teoremas, como fizemos com

o de Birkhoff. Além disso, nossa discussão nos mostrou que o método das prolongações

oferece uma forma direta de quantização para postulantes à teoria da gravitação quântica.

A literatura no contexto que abordamos ao longo do capítulo é particularmente

farta. Nos atendo a alguns exemplos, Ahmad, Bokhari e Zaman [130] apresentam o

procedimento geral de determinação de simetrias de Noether e quantidades conservadas

para lagrangianas construídas a partir de uma métrica lorentziana, como fizemos aqui. O

mesmo procedimento é utilizado em [131] para uma classificação completa do espaço-tempo

de Friedmann-Robertson-Walker (FRW). A discussão é feita dividindo os universos em

três classificações gerais: aberto, fechado e plano. Além disso, diferentes fatores de escala

cósmica a são considerados.

Em um trabalho de 2011 [132], Mubasher Jamil, Fazal M. Mahomed e D. Momeni

utilizam o Noether approach para estudar um modelo taquiônico em um universo descrito

pela extensão f(R) da gravitação. Naquele estudo, eles se concentram na determinação

de funções potenciais taquiônicas pela aplicação de simetrias de Noether a uma métrica

de Friedmann-Robertson-Walker plana. Simetrias de Noether também são elementos

centrais nas investigações sobre as equações geodésicas para um espaço-tempo de Kerr

carregado [133], conduzidas por Ibrar Hussain, F. M. Mahomed e Asghar Qadir.
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Salvatore Capozziello e diversos colaboradores estudam a aplicação do Noether

approach em diversos problemas nos campos da astrofísica, cosmologia e da relatividade

geral. Por exemplo, com Francesco Bajardi, Capozziello publicou um livro [134] onde o

método é aplicado a uma variedade de extensões e alternativas da teoria da relatividade

geral, como os casos f(R) e f(T ), extensões de ordem superior e universos de Bianchi. O

estudo segue com análises de sistemas solares, estrelas e galáxias, além de como a inflação

e condições de energia surgem em certos casos.
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Conclusão

Nesta dissertação estudamos o método das prolongações. Vimos como o método é

construído para as chamadas transformações de ponto. Como sabemos, o assunto não foi

exaurido, pois pode também ser desenvolvido tendo em mente transformações de contato,

dinâmicas e assim por diante. O mesmo pode ser dito em relação às várias técnicas de

obtenção de solução, tanto no contexto das equações diferenciais ordinárias quanto no das

parciais.

No que tange às simetrias variacionais, acontece o mesmo. Em [24], o assunto é

analisado mais profundamente pelo estudo, por exemplo, de simetrias generalizadas. Além

disso, como poderíamos esperar, o método das prolongações pode ser estendido às funções

hamiltonianas, que, de fato, podem ser obtidas a partir das lagrangianas via transformações

de Legendre, que são exemplos de transformações de contato [23]. Em [24] e [85], isso é

explorado em profundidade. De fato, a segunda referência vai além e se envereda pelo

procedimento de segunda quantização, o que deve encontrar ressonância com o Noether

approach explorado na seção final do sexto capítulo.

Buscamos apresentar o método e ilustrá-lo por meio de problemas comuns a áreas

diversas da física. Nesse sentido, o leitor não deve nutrir a falsa percepção de que o

procedimento aqui exposto é de aplicação limitada. Na verdade, ele é de abrangência geral,

desde que as condições das diversas definições, teoremas e outros constructos matemáticos

sejam respeitadas. Portanto, os leitores das mais diversas áreas da física, da astrofísica à

matéria condensada, da física matemática à cosmologia e à física de partículas, podem

encontrar nessas páginas conteúdo que pode ser útil aos propósitos que porventura tenham.

A aplicação do formalismo a sistemas físicos, detalhada na Parte II, transcendeu a

mera exemplificação, revelando conexões profundas e resultados significativos. A análise

da equação de Burgers, por exemplo, não apenas determinou sua álgebra de simetria,

mas também explicitou sua relação fundamental com a equação do calor através da

transformação de Cole-Hopf — uma equivalência que se manifesta na isomorfia entre

suas respectivas álgebras de Lie. Para a equação de Korteweg-De Vries, demonstrou-se

como diferentes geradores (translação, escala e Galileu) sistematicamente reduzem a

equação a diferentes classes de soluções, incluindo as ondas solitárias e as transcendentes

de Painlevé. No domínio da Relatividade Geral, a abordagem de Noether proporcionou

uma reformulação elegante do Teorema de Birkhoff, provando que a simetria esférica no

vácuo implica a existência de um vetor de Killing tipo-tempo adicional. Finalmente, o

método demonstrou seu poder preditivo ao atuar como um critério de seleção para modelos

cosmológicos, restringindo a forma funcional da gravidade f(T) àquela que admite uma
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simetria de Noether, viabilizando assim a quantização canônica do sistema e a obtenção

da função de onda do universo.

Neste espírito, o domínio do método das prolongações, consolidado ao longo desta

dissertação, revela-se uma ferramenta de grande valia para a pesquisa em física teórica.

A capacidade, agora estabelecida, de identificar sistematicamente as simetrias de Lie

e seus geradores habilita uma análise mais profunda da estrutura dos problemas de

fronteira e oferece um caminho rigoroso para superar os desafios inerentes a eles. Desta

forma, o conhecimento adquirido neste projeto de mestrado constitui a base técnica para

investigações futuras e avançadas nos campos da cosmologia, física de partículas e no

problema da gravitação quântica.

Como desdobramento natural desta pesquisa, o Noether Approach, explorado no

Capítulo 6, será aplicado a teorias de gravidade modificada, como modelos f(R,T), para

investigar a existência de novas quantidades conservadas e selecionar modelos fenomenologi-

camente viáveis. Em particular, a técnica de encontrar variáveis cíclicas será utilizada para

simplificar a quantização canônica desses modelos, buscando uma melhor compreensão da

função de onda do universo em cenários que vão além da relatividade Geral. Esta linha

de investigação representa o próximo passo lógico, utilizando o arcabouço teórico e com-

putacional aqui consolidado para abordar questões em aberto na fronteira da cosmologia

quântica.
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APÊNDICE A – Fórmula de Jacobi

Neste apêndice, apresentamos a derivação da Fórmula de Jacobi, uma identidade

fundamental no cálculo matricial. Esta fórmula é utilizada no Capítulo 4, durante a

prova do Teorema 4.3, para calcular a variação do determinante do Jacobiano de uma

transformação de coordenadas, um passo crucial para estabelecer o critério de invariância

para simetrias variacionais.

No cálculo matricial, a fórmula de Jacobi expressa a derivada do determinante

de uma matriz A em termos de sua matriz adjunta e da derivada de A. Neste apêndice,

apresentaremos a fórmula como um teorema e a demonstraremos em seguida.

Teorema A.1

Para o mapeamento diferenciável A dos números reais nas matrizes reais n× n, vale

que
d

dt
(det A) = Tr

(

Adj(A)
dA

dt

)

.

Prova A.1

Seja A uma matriz diferenciável e tal que A = BC. Então,

Tr(A−1A′) = Tr((BC)−1(BC)′) = Tr(C−1B−1(B′C +BC ′)) =

= Tr(C−1B−1B′C) + Tr(C−1B−1BC ′) =

= Tr(CC−1B−1B′) + Tr(C−1C ′) = Tr(B−1B′) + Tr(C−1C ′),

onde foi utilizada a propriedade de ciclicidade do traço. Em particular, se L é uma

matriz invertível, então I = L−1L. Assim, pelo raciocínio anterior,

Tr(I−1I ′) = 0 = Tr(L(L−1)′) + Tr(L−1L′). (A.1)

Como A possui autovalores distintos, existe uma matriz diferenciável L tal

que A = L−1DL, com D diagonal. Agora, sejam λi, i = 1, · · ·, n, os autovalores de A.

Logo,
(det A)′

det A
=
∑

i

λ
′

i

λi

= Tr(D−1D′) = Tr((L−1AL)−1(L−1AL)′) =
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= Tr(AA−1L(L−1)′) + Tr(A−1A′) + Tr(L−1L′) = Tr(A−1A′),

através do uso da relação A.1. Assim,

(det A)′

det A
= Tr(A−1A′)⇒ d

dt
(det A) = (det A)Tr(A−1A′) =

= Tr((det A)A−1A′) = Tr

(

Adj(A)
dA

dt

)

,

onde Adj(A)(dA/dt) = (det A)A−1A′ define a matriz adjunta de A.

Assim,
d

dt
(det A) = Tr

(

Adj(A)
dA

dt

)

,

que é a conhecida fórmula de Jacobi para a derivada do determinante de uma matriz.
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APÊNDICE B – Equação de Navier-Stokes

Este apêndice é dedicado à derivação da equação de Navier-Stokes para fluidos

incompressíveis [146,147], partindo dos primeiros princípios de conservação de massa e

momento. A equação de Burgers, analisada em detalhe no Capítulo 5, é uma simplificação

unidimensional da equação de Navier-Stokes e descreve o balanço entre convecção não

linear e difusão viscosa, cujas bases físicas são estabelecidas aqui.

Princípios Fundamentais e a Hipótese do Contínuo

Neste apêndice, derivaremos as equações de Navier-Stokes para fluidos incom-

pressíveis. A derivação será autocontida, com todos os conceitos e resultados relevantes

devidamente apresentados.

Comecemos definindo propriedades intensivas e extensivas de fluidos. Uma proprie-

dade intensiva não depende do volume de medida (ex: pressão, densidade). Propriedades

extensivas dependem (ex: massa, volume). As equações de Navier-Stokes lidam principal-

mente com a relação entre as propriedades intensivas pressão e velocidade.

Adotaremos a hipótese do contínuo: lidaremos com um fluido macroscópico,

ignorando sua natureza discreta. Assumiremos que as propriedades do fluido podem ser

descritas por funções contínuas e infinitamente diferenciáveis.

Conservação da Massa: A Equação da Continuidade

A lei da conservação da massa enuncia que a quantidade de matéria em um sistema

isolado permanece constante. Para um volume de controle arbitrário V, a taxa de variação

da massa total M dentro do volume deve ser igual ao fluxo líquido de massa através de

sua fronteira ∂V .

A massa total é M =
∫

V ρdV , e sua taxa de variação é dM
dt

=
∫

V
∂ρ
∂t
dV .

O fluxo de massa para fora através de um elemento de superfície dA = n̂dA é

ρu · dA. O fluxo total para fora é
∮

∂V ρu · dA. A conservação da massa implica que a taxa

de aumento de massa é o negativo do fluxo para fora:
∫

V

∂ρ

∂t
dV = −

∮

∂V
ρu · dA.

Usando o Teorema da Divergência no lado direito, temos:
∫

V

∂ρ

∂t
dV = −

∫

V
∇ · (ρu)dV.
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Como esta equação deve valer para qualquer volume V, o integrando deve ser nulo, o que

nos leva à equação da continuidade:

∂ρ

∂t
+∇ · (ρu) = 0.

Conservação do Momento: A Equação de Cauchy

A segunda lei de Newton para um volume de fluido afirma que a taxa de variação

do momento total é igual à soma das forças aplicadas. As forças podem ser divididas em

forças de corpo (f), que atuam sobre o volume (ex: gravidade), e forças de superfície,

que atuam na fronteira do volume (pressão e tensões viscosas).

A força de superfície é descrita pelo tensor de tensões σ. A força por unidade de

área em uma superfície com normal n̂ é T(n̂) = σ · n̂. A força total de superfície é
∮

∂V σ ·dA.

A segunda lei de Newton para o fluido no volume V é:

D

Dt

∫

V
ρudV =

∫

V
ρfdV +

∮

∂V
σ · dA.

Usando o Teorema da Divergência no termo de superfície e o Teorema do Transporte de

Reynolds no termo de momento, chegamos à forma diferencial, conhecida como equação

de momento de Cauchy:

ρ
Du

Dt
= ρ

(

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)

= ρf +∇ · σ.

O Fluido Newtoniano e o Tensor de Tensões

Para prosseguir, precisamos de um modelo constitutivo para o tensor de tensões σ.

Para um fluido em repouso, a única tensão é a pressão hidrostática isotrópica, σ = −pI,
onde I é o tensor identidade. Para um fluido em movimento, há tensões adicionais devido

à viscosidade.

Para um fluido Newtoniano, assume-se que a parte viscosa do tensor de tensões

(tensor de tensões deviônico, τ) é linearmente proporcional ao tensor de taxa de deformação

ϵ = 1
2
(∇u + (∇u)T ). A relação completa para um fluido isotrópico é:

σ = −pI + τ = −pI + 2µϵ+ λ(∇ · u)I.

onde µ é a viscosidade dinâmica e λ é a segunda viscosidade.

A Equação de Navier-Stokes para Fluidos Incompressíveis

Para um fluido incompressível, a densidade ρ é constante. A equação da conti-

nuidade simplifica para:

∇ · u = 0.
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Com ∇ · u = 0, o tensor de tensões se torna σ = −pI + 2µϵ. O termo da divergência do

tensor de tensões é:

∇ · σ = −∇p+∇ · (2µϵ) = −∇p+ µ(∇2u +∇(∇ · u)).

Como ∇ · u = 0, isso se simplifica para ∇ · σ = −∇p+ µ∇2u.

Substituindo este resultado na equação de momento de Cauchy, obtemos a equação

de Navier-Stokes para um fluido Newtoniano incompressível:

ρ

(

∂u

∂t
+ (u · ∇)u

)

= ρf −∇p+ µ∇2u.

Dividindo por ρ e definindo a viscosidade cinemática ν = µ/ρ, a equação é frequentemente

escrita como:
∂u

∂t
+ (u · ∇)u = f − 1

ρ
∇p+ ν∇2u.
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APÊNDICE C – Transformação de Cole-Hopf

A Transformação de Cole-Hopf é uma ferramenta matemática poderosa que lineariza

a equação de Burgers, mapeando-a na equação do calor. Neste apêndice, derivamos esta

transformação e demonstramos como ela funciona. A sua importância é central para

a conclusão da análise de simetria no Capítulo 5, onde se mostra que as álgebras de

Lie das duas equações são isomórficas, um fato que é elegantemente explicado por esta

transformação.

A transformação de Cole–Hopf é uma mudança de variáveis que permite a trans-

formação de um tipo especial de PDE parabólica com uma não linearidade quadrática em

uma equação do calor linear. Para vermos isso, consideremos a PDE

ut − a∇2u+ b||∇u||2 = 0, (C.1)

com u(0,x) = f(x). Aqui, x ∈ R
n, a e b são constantes. Além disso, || · || é a norma

euclidiana em R
n.

Seja w = ϕ(u), com ϕ(·) sendo uma função suave desconhecida. Para w, temos que

wt = ϕ′ut, ∇w = ϕ′∇u, ∇2w = ϕ′∇2u+ ϕ′′||∇u||2,

onde ϕ′ = dϕ/du. Substituindo C.1 na expressão para wt, temos que

wt = ϕ′ut = ϕ′(u)(a∇2u− b||∇u||2) = aϕ′(u)∇2u− bϕ′(u)||∇u||2. (C.2)

Substituindo a expressão de ∇2w no primeiro termo de C.2, obtemos

wt = a(∇2w − ϕ′′(u)||∇u||2)− bϕ′(u)||∇u||2 = a∇2w − (aϕ′′(u) + bϕ′(u))|∇u||2.

Mas, se restringirmos ϕ para satisfazer aϕ′′(u) + bϕ′(u) = 0, temos que a equação acima se

torna

wt = ∇2w, (C.3)

que é a equação do calor.

Para satisfazermos a restrição que impusemos acima, podemos tomar ϕ(u) = e−bu/a.

Portanto,

w(u) = e− b
a

u,

que é justamente a transformação de Cole–Hopf.
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De posse da transformação, o problema de valor inicial pode ser reescrito como

wt −∇2w = 0, w(0,x) = e− b
a

f(x).

A solução para esse problema é [148]

w(t,x) =
1

(4πat)n/2

∫

Rn
e−

||x−y||2

4at
− b

a
f(y)dy.

Porém, pela relação entre w e u,

u = −a
b

lnw ⇒ u = −a
b

ln

[

1

(4πat)n/2

∫

Rn
e−

||x−y||2

4at
− b

a
f(y)dy

]

. (C.4)

C.1 Aplicação à Equação de Burgers Viscosa

Consideremos a equação de Burgers viscosa, com n = 1, dada por










ut − auxx + uux = 0, em R× [0,∞),

u = f, sobre R× [0,∞).

Tomando

w(x, t) :=
∫ x

−∞
u(y, t)dy, e g(x) =

∫ x

−∞
g(y)dy,

temos que










wt − awxx + 1
2
u2

x = 0, em R× [0,∞),

w = h, sobre R× [0,∞),

que é da forma C.1 para n = 1, b = 1/2. Portanto, pela aplicação da expressão C.4, w(x, t)

é dado por

w = −2a ln

[

1

(4πat)n/2

∫

Rn
e−

||x−y||2

4at
− b

a
h(y)dy

]

.

Contudo, dado que u = wx, a derivação dessa equação resulta em

u(x, t) =

∫∞
−∞

x−y
t
e−

||x−y||2

4at
−

h(y)
2a dy

∫∞
−∞ e−

||x−y||2

4at
−

h(y)
2a dy

, (x ∈ R, t > 0),

que é uma solução da equação de Burgers viscosa com a condição de contorno estipulada.
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