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Resumo

Fenomenos de transporte sao um grande desafio que instiga pesquisadores para desven-
dar os mecanismos microscopicos que regem suas propriedades. O desenvolvimento de
dispositivos quanticos e ferramentas tedricas para entender como os sistemas quanticos
abertos fora do equilibrio funcionam tem recebido crescente atencao nos tltimos anos e tem
demonstrado interessantes propriedades termodinamicas, as quais carecem de atencao em
suas defini¢oes para evitar quaisquer contradigoes fisicas. Neste contexto, uma importante
e recorrentemente estudada propriedade de transporte, com grande aplicagao experimental,
é a existéncia de retificagdo, ou seja, uma direcao preferencial para o fluxo. Nesta presente
Tese, visando o entendimento de mecanismos de controle e manipulacao de correntes de
calor/trabalho/spin e também das propriedades termodinamicas que sistemas quanticos
abertos possuem, realizamos uma investigacao detalhada em modelos centrais de estudo
através de duas equagodes mestras nas forma de Lindblad, conhecidas como Local Master
Equation e Global Master Equation. Deduzimos a equacao local através do Protocolo de
Interagoes Repetidas e aplicamos ao modelo de Ising sujeito a dois tipos de reservatérios nas
extremidades, reservatério de spin e reservatorio térmico, com o objetivo de desmembrar a
corrente de energia em suas componentes: calor e trabalho. Esta primeira abordagem elu-
cida a consisténcia termodindmica que esta derivacao possui além de fornecer ferramentas
tedricas que regem as correntes de calor e trabalho individualmente. Aplicamos a equagao
Global, deduzida através do Weak Coupling Limit Derivation, a cadeia X X juntamente
com as transformagoes de Jordan- Wigner com objetivo de deduzir um modelo analitico
completo que nos permitiu demonstrar a existéncia de retificagdo térmica neste modelo, o
qual demonstra ser um excelente retificador com fator de retificagdo nao nulo no limite
termodinamico. Aprofundamos o estudo deste sistema com a presenca de dephasing no
modelo regido pela equagao de Lindblad Global visando o entendimento de mecanismos
para controlar e manipular correntes de spin. Encontramos que a interagdo entre dephasing
e sistemas graded promoveu um aumento no fator de retificagao da corrente de spin e
vimos ainda que quando temos um sistema completamente graded ¢é possivel controlar o
sentido da corrente, deixando que ela flua por um tnico sentido mesmo com reservatorios

invertidos.

Palavras-chave: retificacao térmica; sistemas graded; modelo de ising; cadeia de spins do

tipo X X'; equacao de lindblad; sistemas quanticos abertos; termodinamica quantica.



Abstract

Transport phenomena are a major challenge that encourages researchers to to unravel the
microscopic mechanisms that govern its properties. The development of quantum devices
and theoretical tools to understand how open quantum systems works out of the equilib-
rium has received increasing attention in recent years and has demonstrated interesting
thermodynamic properties, which lack attention in your definitions to avoid any physical
contradictions. In this context, an important and recurrently studied transport property,
with great experimental application, is the existence of rectification, that is, a preferential
direction for the flow. In this present Thesis, aiming at the understanding of control
mechanisms and manipulation of heat/work/spin currents and also the thermodynamic
properties that quantum systems have, we carried out a detailed investigation into central
models of study through two master equations in Lindblad form, known as Local Master
Equation and Global Master Equation. We deduce the Local equation through Repeated
Interaction Protocol and applied to the Ising model subject to two types of reservoirs
in the ends, spin reservoir and thermal reservoir, in order to dismember the current of
energy in its components: heat and work. This first approach elucidates thermodynamic
consistency that this derivation has in addition to providing theoretical tools govern heat
and work currents individually. We apply the Global equation, deducted through the
Weak Coupling Limit Derivation, to the X X chain together with Jordan- Wigner trans-
formations in order to deduce an fully analytical model which allowed us to demonstrate
the existence of thermal rectification in this model, the which proved to be an excellent
rectifier with non-zero rectification factor at the limit thermodynamic. We deepened the
study of this system with the presence of dephasing in the model governed by the Lindblad
Global equation aiming to understand the mechanisms to control and manipulate spin
currents. We found that the interaction between dephasing and graded systems promoted
an enhancement in the rectification factor of the spin current and we also saw that when
we have a completely graded system it is possible to control the direction of the current,

allowing it to flow in a single direction even with inverted reservoirs.

Keywords: thermal rectification; graded systems; ising model; XX spin chain; lindblad

equation; open quantum systems; quantum termodynamics.
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1 Introducao

Sistemas macroscépicos possuem, em geral, a tendéncia de evoluir para estados cujas
propriedades serao determinadas apenas por fatores inerentes ao sistema, independentes, de
certa forma, de fatores externos precedentes [1]. Esse estado assintético que o sistema tende
a atingir, ¢ independente do tempo, e pode ser reconhecido como o equilibrio termodindmico
dependendo do contexto. Mais precisamente, esse é um estado caracterizado pela auséncia
de fluxos no sistema, sejam de particulas e/ou energia. A descrigdo microscépica de um
sistema termodinamico em equilibrio é bem fundamentada e estabelecida. E possivel
explicar as varias caracteristicas e propriedades macroscépicas de sistemas em equilibrio
termodinamico a partir de consideracgoes sobre o comportamento das particulas que os

constituem [1].

O postulado fundamental da teoria termodinamica de equilibrio estabelece que
“em um sistema estatistico fechado, com energia fixa, todas as configuragdes microscopicas
acessiveis sao igualmente provaveis”. Esse postulado é justificado a posteriori, por meio
de suas consequéncias. Um argumento a favor do postulado fundamental é o principio da
indiferenga [1-3], segundo o qual se podem meramente designar probabilidades iguais a
cada possivel configuracao do sistema na auséncia de demais informagoes. Ou seja, na
auséncia de razdes claras para que algumas configuracoes sejam mais provaveis que outras.
A suposicao de probabilidades iguais a priori retrata, de certo modo, nossa ignorancia

acerca do estado microscopico do sistema.

Muitos fenémenos fisicos extremamente interessantes — como transporte de energia
em um sistema sujeito a um gradiente de temperatura — envolvem processos irreversiveis
fora do equilibrio. Até o momento, nao é conhecido um formalismo exato que se aplique,
de modo geral e satisfatério, a termodindmica de nao equilibrio [4,5]. Assim, este tema
carece de atencdo e é uma area ativa e atual de pesquisas. Adicionalmente, o grande
avanco das chamadas tecnologias quanticas, introduz dispositivos em escala microscopica
onde flutuagoes de energia sao fundamentais para sua descrigao [6]. Além disso para
entender o comportamento termodinamico de tais dispositivos é necessario incorporar o
efeito de fendmenos quanticos como coeréncia e correlagoes nao classicas na descrigoes
dos processos aos quais o sistema esta sujeito [7]. Esses ideias abstratas também podem

encontrar aplicagdes praticas em dispositivos quanticos microscopicos [6-11].

O transporte de energia em um sistema submetido a um gradiente de temperatura,
é outro exemplo fora do equilibrio em que a irreversibilidade nao pode ser desconsiderada
em sua descri¢ao. Fato que pode ser ilustrado pela deducao da lei de Fourier sobre a

conducgao de calor através de primeiros principios, que ainda é um problema em aberto.
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Essa é uma lei fenomenolégica enunciada por Joseph Fourier e, apesar de valida para
diversos sistemas fisicos conhecidos, as condi¢oes precisas para a sua validade sao, até
entao, desconhecidas. No contexto classico considerando uma barra conectada em suas
extremidades a dois reservatorios térmicos a diferentes temperaturas, esta lei estabelece
que o fluxo de calor, F(z,t), no ponto x e instante de tempo t é proporcional ao gradiente

de temperatura do sistema, VT, segundo a relacao [12]
F(z,t) = —r(z, T)VT(z,1), (1.1)
onde k(z,T) é a condutividade térmica.

O esfor¢co empregado na busca pelas condigdes precisas para a validagao da lei
de Fourier, a partir do estudo de modelos simplificados, levou a descoberta de intimeras
propriedades interessantes da conducao de calor, algumas com promissoras aplicagoes
praticas experimentais e tecnologicamente relevantes [12-16]. Uma delas ¢ a existéncia de
retificacdo térmica [17], fendmeno pelo qual a magnitude do fluxo de calor depende do seu
sentido, ou seja, quando submetemos um sistema a um gradiente de temperatura o fluxo
de calor assume um valor maximo para uma dada configuragao do sistema. Em um dado
material situado entre dois reservatorios térmicos, por exemplo, diz-se que ha retificacao
quando o médulo da magnitude do fluxo de calor muda ao trocar as temperaturas dos
reservatorios (AT — —AT). A retificagao térmica é o ingrediente principal na concepgao
de dispositivos como diodos térmicos, que ja foram inclusive, construidos na pratica [18].
Materiais com estrutura graded— isto é, materiais cuja estrutura varia gradualmente no
espago — e interagoes intricadas (e.g., anarmonicas) sao fortes candidatos a construgao desses
dispositivos [19,20], motivando o desenvolvimento de diversas investigagdes, tanto tedricas
quanto experimentais, com o propésito de estudar propriedades de sistemas retificadores.
Além da possibilidade de obter tais materiais diretamente na natureza, com o avanco
da nanotecnologia e das técnicas experimentais relacionadas, atualmente, dispositivos
termo-retificadores podem ser fabricados e manipulados quanto as especificidades de suas
caracteristicas para uma dada aplicacao. Neste ponto é interessante comentar que a lei
de Fourier para a conducao de calor nao se verifica em algumas situagoes, como por
exemplo, em modelos de osciladores harmonicos com massas constantes ao longo de uma
cadeia com interagoes especificas entre primeiros vizinhos [21-23]. Como mencionado
anteriormente entender situagdes onde a lei de Fourier se aplica ou é quebrada tem grande
interesse fundamental e tecnolégico e se configura como uma area atual e bastante ativa

de pesquisa [24,25].

Considerando a abordagem de um sistema quantico (descrito pelo operador densi-
dade p), quando o mesmo estd isolado do meio ambiente (ndo troca particulas ou calor),
sua dindmica pode ser descrita por, Oyp(t) = —ih[H (t), p(t)] (onde H(t) é o hamiltoniano
do sistema). Alguns autores costumam chamar esta situagdo de sistema quéntico fechado

por apresentar uma dinamica descrita por um operador evolucao unitario, no entanto,



Capitulo 1. Introdugdo 11

notamos que energia pode ser inserida ou retirada do sistema através da variagdo de
um campo externo (potencial) associado a dependéncia temporal do hamiltoniano. Em
contrapartida a dinAmica de um sistema aberto, ou seja, um sistema que interage com
um ambiente externo é nao unitaria. Do ponto de vista experimental, nenhum sistema
quantico pode ser completamente isolado do seu ambiente externo. Todavia dependendo
da janela de tempo em que o experimento é realizado é possivel observar dinamicas bem
descritas por uma evolucao unitaria, i.e., quando o tempo de observagao é muito menor
que os tempos caracteristicos de decoeréncia do sistema [26,27]. De qualquer forma, é
fundamental formular a dinamica de um sistema aberto de forma apropriada. Uma maneira
de descrever esta dinamica nao unitaria envolvendo a interacao do sistema com um ou mais
reservatorios térmicos, pode ser através de uma equagao mestra quantica [28]. A equagao
mestra na forma de Lindblad é amplamente utilizada com premissas como homogeneidade

no tempo e a validade da aproximacao de Markov [28] e pode ser expressa como:

%) , N 1
5;/(t) = —ihlH, p] + > v (AkpAL ~3 {AZAk,pD : (1.2)
k=1

onde Ay sdo os operadores de Lindblad (que descrevem os canais de decoeréncia) e vy, sao

coeficientes que podem ser associados a fungoes correlacido do ambiente [28].

Quando voltamos nossa aten¢ao a sistemas microscéopicos, efeitos quanticos po-
dem se tornar importantes e com isso a descricao e manipulacdo da transferéncia de
energia nesta escala ganha novas nuances e tem recebido atencao crescente nos ultimos
anos [10,11,24,29,30]. Além de abordagens tedricas, ¢ interessante citar que o modelo
de Heisenberg, que tem papel central em resultados analiticos, pode ser simulado (imple-
mentado) experimentalmente de forma controlada em diversos contextos, como exemplo
podemos mencionar o estudo do transporte de energia através de sistemas mesoscopicos
de atémicos frios aprisionados em redes épticas [31-35]. Por outro lado, a manipulagao
coerente de fluxos de energia estd no centro da termodindmica quéntica [6], cujos objetivos
incluem a compreensao do surgimento de leis termodinamicas e sua generalizacao para con-
textos mais amplos, limites fundamentais para aplica¢oes em tecnologia quantica, projeto
de dispositivos térmicos quanticos para aplicacoes especificas ou que introduzam alguma

vantagem quando comparados com seus analogos classicos, entre outras possibilidades.

No presente trabalho estudaremos duas dinamicas evolutivas, que serao descritas
com mais detalhes nos proximos capitulos, gerando duas equacoes de Lindblad. Primeira-
mente o estudo seguira a dedugao da equagao de Lindblad via o protocolo de interagoes
repetidas (RIP). Este protocolo vem ganhando destaque nos tltimos anos devido a pratici-
dade matemética que apresenta [36,37|. Brevemente, o RIP consiste em alguns passos:
inicialmente o sistema global estd em um estado produto dado por pr(0) = ps ® pg. O
iHpt

sistema total evolui por uma evolucao unitaria dada por U = e™*"7*  cujo Hamiltoniano

total é dado por Hr = Hg + Hy + Hr + V(t), onde Hs + H; + Hg sendo a soma dos



Capitulo 1. Introdugdo 12

Hamiltonianos do sistema, banho do lado esquerdo e banho do lado direito e V (t) a
interacao entre o sistema e os banhos. O ambiente ¢é constituido de dois banhos acoplados
pela esquerda e pela direita dados pelos Hamiltonianos (independentes do tempo) Hp, g
com temperaturas diferentes e inicialmente no estado de Gibbs. O sistema global é deixado
evoluir por um tempo 7 e posteriormente é feito um tracgo parcial sobre os banhos obtendo
sistema de interesse pg. Acoplamos novamente dois outros banhos, idénticos aos primeiros,
ao sistema anterior e, novamente, deixamos evoluir por um tempo 7. Realiza-se o trago
parcial sobre os banhos e todo o procedimento é repetido indefinidamente. Sob algumas
condigoes impostas ao Hamiltoniano total, obtemos uma equacao de Lindblad para a

evolugao do sistema de interesse pg.

Outro modelo estudado na literatura que gera uma nova equacao de Lindblad
é conhecido como weak coupling limit. Neste regime, os reservatorios estao fracamente
acoplados no sistema e devido a esta condicao, as propriedades termodinamicas mudam
completamente. O processo de derivacao da equacao de Lindblad consiste em considerar
duas aproximagoes: a aproximacao de Born e de Markov, levando ao nome usualmente
conhecido como Born-Markov approximation. A aproximacao de Born consiste em dizer
que para todo tempo ¢, temos o estado produto da matriz densidade total: pr(t) ~ ps ® pp.
No processo de dedugao invocamos a aproximagcao de Markov que consiste retirar o efeito

de memoria na matriz densidade, tomando ela no tempo de estudo ¢.

Na busca das propriedades termodinadmicas que o sistema possa apresentar, e com
isso estudar o fenémeno de retificagdo, é preciso definir as grandezas termodindmicas
no ponto de vista quantico. No caso de acoplamento fraco (weak coupling), na situacao
usual de um hamiltoniano independente do tempo, nenhum trabalho pode ser realizado
no sistema e, portanto, a corrente de energia é puramente uma corrente de calor que é
trocado com o banhos. Mas, para o caso de um sistema guiado pela fronteira (Boundary
Driven), isto é, para cadeias com polarizacao fixa nas bordas, ndo temos um processo
livre de trabalho, mesmo ao considerarmos um Hamiltoniano independente do tempo.
Sendo assim, parte da corrente de energia é devida ao trabalho que todo o processo de
derivacao traz para o sistema. Essa distingdo entre calor e trabalho na corrente de energia
¢ ignorada em varios trabalhos na literatura relacionados a sistemas de spins quanticos,
mas é necessario identificar esses dois objetos fundamentais para a consisténcia das leis

termodinamicas.

Deste modo, aplicaremos estas duas dedugoes em dois modelos centrais: modelo de
Ising e a cadeia X X. O objetivo sera estudar a decomposicao da corrente de energia para
o modelo de Ising, mostrando que mesmo em sistemas mais simples temos a presenca de
calor e trabalho, pois em alguns sistemas a equacao de Lindblad nao nos fornece todas
as informacgoes. Estudaremos a cadeia X X com o objetivo de encontrar a existéncia de

retificacdo térmica fazendo um estudo analitico deste fendmeno. A importancia fisica
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pertinente nesta analise é mostrar que o fendmeno de retificacao térmica aparece para
sistemas quanticos relativamente simples, como o caso da cadeia X X, envolvendo apenas
interacoes entre primeiros vizinhos com um Hamiltoniano quadratico. Posteriormente,
estudaremos com mais detalhes a cadeia XX na presenca de dephasing com o objetivo
de construir ingredientes para a manipulacao eficiente da corrente de spin para além
de sistemas Boundary Driven. Este modelo sera estudado para dois tipos de sistemas
amplamente investigados na literatura: sistemas graded e potenciais quase-periodicos. Os

trés estudos serao realizados nos proximos capitulos.
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2 Modelos Microscopicos

Recentemente, vemos avancos significativos na abordagem de sistemas quanticos
sujeitos a influéncias externas, mais precisamente os sistemas acoplados em suas bordas a
algum tipo de reservatério. Estes reservatorios influenciam o sistema para fora do equilibrio
e deste modo se faz necessario encontrar as equagoes de movimento da configuracao do
universo (Sistema+Banho) para poder computar as propriedades de transporte do NESS
(Non Equilibrium Steady State ). Estas ferramentas analiticas serdo a chave para estudos
das correntes e outras propriedades dos fluxos de energia/spin. Sendo assim, nesta parte
da Tese nos dedicaremos a derivacao destas ferramentes matematicas e em uma anélise
minuciosa no modelo de Ising, confirmando as vastas propriedades termodinamicas que

esta derivagao apresenta.

2.1 Protocolo de Interacdes Repetidas (R.I.P.)

Numa formulacao canénica da mecanica quantica, um sistema evolui através de uma

dinamica unitaria, ou seja, o sistema isolado evolui regido pela equacao de von-Neumann:

dp

— = —th[H, p|. 2.1

T [H, p] (2.1)
Entretanto, qualquer sistema fisico nao esta absolutamente isolado do seu ambiente

e esta interagao leva a troca de grandezas importantes entre os dois sistemas, por exemplo

o surgimento de decaimentos e fases aleatorias.

Em muitos casos, obter o estado quantico de um sistema, que esta em contato com
seu ambiente, em um instante de tempo arbitrario, nao é uma tarefa facil de se resolver e
utilizar as técnicas para um sistema isolado nao é viavel. Portanto, mostra-se util formular
a dindmica de um sistema aberto por meio de uma equacao de movimento apropriada

para o seu operador de estado, uma equacdo mestra quantica. !.

Uma equacao amplamente utilizada na literatura para estudar a evolugao nao
unitaria do operador de estado de um sistema aberto ¢ a equacao de Lindblad, cujas
premissas sao a homogeneidade do tempo e a validade da condigao de Markov (um processo
Markoviano ¢é aquele cuja distribuicao de probabilidade condicional dos estados futuros
depende somente do estado atual, e ndo dos eventos anteriores). A equagao de Lindblad é

do tipo:
o _

ot

O nome “equacao mestra” se deve a Nordsieck, Lamb e Uhlenbeck

—i[H, p] + D(p) (2.2)

1
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onde D(p) é o dissipador da equagao, descrevendo a sua nao unitariedade. E interessante
ressaltar que varios sistemas quanticos que sao regidos pela equacgao de Lindblad foram
estudados na literatura. Como exemplo destes sistemas, podemos citar as cadeias de
osciladores, descritas nos trabalhos de [38,39], as cadeias spins em contato com reservatérios,
descritas nos trabalhos de [39,40] e o processo de decaimento em sistemas de dois niveis,
estudado na Ref. [28]. Uma maneira de fazer o sistema quéntico ser regido por uma equacao
de Lindblad é submeté-lo ao processo de interagoes repetidas (R.I.P). Nos ultimos anos,
este protocolo vem sendo estudado pela comunidade cientifica devido a sua praticidade e
a possibilidade de se obter resultados analiticos. O aumento do interesse da comunidade
académica na construcao de uma teoria que trate da termodinamica de sistemas quanticos
abertos, considerar dinamicas sujeitas ao R.I.P. passou a ser um dos procedimentos

paradigmaticos na pesquisa envolvendo sistemas quanticos abertos.

O processo de derivagdo consiste em seguir as seguintes etapas [41]: inicialmente
o sistema global (Sistema + Ambiente) estd em um estado produto dado por pr(0) =
p5(0) ® pp. O universo evolui durante um tempo 7 por uma evolugdo unitéria dada por
U = e 77 cujo Hamiltoniano total é dado pela soma dos Hamiltonianos de cada parte,
incluindo a interagao entre elas, Hr = Hg + Hp + Hg + V (t), ou seja, a matriz densidade
total no tempo 7 é dada por pr(7) = e 77 pp(0)e77. Para obtermos o comportamento
do nosso sistema de interesse (S) no tempo 7, tomamos o trago parcial sobre os banhos na
matriz densidade total: ps(7) = Trg{pr(7)}. Depois desta evolucao temporal, acoplamos
novamente o sistema de interesse a novos reservatorios, idénticos aos anteriores, e deixamos

evoluir novamente por um tempo 7. Repetimos este procedimento indefinidamente.

Vamos apresentar mais detalhes sobre este processo de derivagao. Consideraremos

que o estado inicial do ambiente em cada etapa n do R.I.P é um estado de Gibbs, ou seja,

P = wg(H") (2.3)
e~ BH"
wh(H") =, (2.4)

onde Z = Tr{e PH} é a funcao particio. A interagio é da forma V,, = ©(t — n7)O(n7 +
T —t)v/\/T, onde a fungdo O(t) é a fungdo de Heavside:

l,se t>0
o(t) = (2.5)
0,se t<0

ou seja, a interacao do sistema com o ambiente é ligada no instante ¢ = n7 e desligada no
instante t = (n + 1)7.

Para obtermos uma dinamica Markoviana, tomamos o limite que 7 — 0 e também
assumimos que Trg{ws(H")V"} = 0 - fato usado amplamente na literatura [39,41,42].
Observa-se que o limite 7 — 0 é o que justifica o termo 1/4/7 presente na interagao, pois

numa interagdo em um intervalo de tempo extremamente pequeno, necessitamos de efeitos
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intensos. Ao reescalar o termo da interagao com alguma outra poténcia no tempo resultaria
em casos nao aceitaveis: uma variacao temporal divergente da matriz densidade ou em
uma dindmica que o ambiente nao influencia o sistema. A restricao citada neste paragrafo
é necesséria para que um termo proporcional a 71/2 se anule no processo de deducio da

equacao de Lindblad.

O Hamiltoniano do universo a ser estudado, no intervalo de tempo entre [n7, (n +
1)7), é dado por Hr = Hg+ Hg+wv/+/7T de tal maneira que a matriz densidade no intervalo

de tempo (n + 1)7 é escrita:

psl(n +1)7] = Trg{e 17 ps(nT) ® ppe™7}. (2.6)

Utilizando a férmula de Baker-Campbell-Hausdorff
1 1
e“Be ! = B+ A, B] + o114 [4, Bl + g[A, [A, [A, B]]] + ..., (2.7)

obtemos:
2

psl(n+1)7] =Trg {ps(TLT) ® pg — iT[Hr, ps(nT) @ pp — 7—?[HT, [Hr, ps(nT) @ pel] + ...

=Trg {ps(m) ® pp — it'?[v, ps(n7) @ pg]

1

~r (i[Hz + Hs, ps(n7) @ pi] + 510, [v.ps(n7) @ ]

+0(r%2)}

= ps(nt) —it[Hg, ps(nT)] — %TTE{[% [0, ps(n7) @ pill} + O(r°/?)
(2.8)

Para dar continuidade a derivacao, vamos assumir que o sistema de interesse esta
submetido a uma interagdo com o ambiente nas suas extremidades, ou seja, nosso sistema
sera guiado pelas fronteiras - nomeado na literatura como Boudary Driven. Abordaremos
aqui uma interacao que engloba uma gama de trabalhos envolvendo sistemas quanticos
abertos, cuja equagao é descrita como [43], v; = gi(AILZ- + AZL%T ), onde os operadores A; e
o seu conjugado atuam no espacgo de Hilbert do respectivo ambiente causando transi¢oes

de energia entre os seus autoestados:

Ain) = ai|(n = 1))

29
Alln) = Bil(n+1)) 2
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onde os autoestados |n) sdo resultados da equacao de autovalor H; |n) = w; |n). Substituindo

estas informagoes, obtemos:

. . 1
ps = —ilHs, ps| = 5> 4; (Tru{A2ws}Lips + Tro{AAlws YL Lips

+ Trp{ Al Aws YLiLlps + Trp{Af’ws,} L?ps + Tre{Aws, }psL!
+ Trif AiAlws Y osLiLi + Tru{ Al Aws, Yps LiLl + Tra{ APws, }ps L2 (2.10)
— 2 |Trp{Afws } Llps Ll + Tre{AiAlws } Lips L] + Tre{ Al Aws, } Lips L

+ TTE{A?(’uﬁi}LipSL;[H '

Como o estado do ambiente é um estado de Gibbs, utilizando as relagoes (2.9) e o

fato da ortonormalidade dos autoestados do Hamiltoniano, obtemos:
1 1 1 i
7 TTE{A?@*BiHi} — 7 Z <n‘ A?efﬂiHi Tl> — 7 Z <n| A12 |n> efﬂimn

7 1 n in

Tre{Aiws} =

1 o i
= 2 2y (nn—2)e P =0

(2.11)
Podemos aplicar a dedugao acima para o operador AZ , cujo resultado também é

nulo. Agrupando os resultados obtidos, a equagao diferencial para a matriz densidade do

sistema fica:

ps = —i[Hs, ps] — ; > [ (EiLips + psLiLi = 2LipsL) + ;" (LiLips + psLiL! — 2L{psL;)|

)

. _ 1 1
= ~ilHs,ps] + 32 o7 (Lipstl = 5 {ElLups}) 47 (Llpsti— 5 {Litlps})

= —ilHs, ps] + > Dilps)

(2.12)
onde fizemos as seguintes defini¢oes:
inJr = <A1Al> gi27
Vi = <AiA;r> 91'27
(2.13)

Dy(p) =~ L[Ls, )+~ LILL, p,

L[A, p] = ApAl — ; {A4,p}.
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Note que estamos estudando sistemas guiados pela fronteira, como consequéncia o indice 7
presente nos somatorios da demonstracao da equagao de Lindblad percorre apenas dois
valores, os quais chamaremos a partir de agora de L e R, referindo ao ambiente acoplado

pela esquerda e pela direita, respectivamente.

Sendo assim, vemos que submeter um sistema ao protocolo de interagdes repetidas
(R.I.P.), com banhos nas extremidades (facilmente generalizado para banhos em todos os
sitios) e interacdo dada por v = g(AL" + ATL) entre o sitio da extremidade e seu ambiente,

resulta em uma dinamica regida pela equagao de Lindblad.

2.1.1 Propriedades Termodinamicas

O nosso universo de estudo serd composto por um sistema quantico e ambiente
(banho) com Hamiltoniano dado por Hg(t) e Hg, e um potencial de interagao V (t). Vamos

definir a energia interna do sistema por [36]:
Et)=Tr{pt)[Hst) +V(t)]} . (2.14)

Note que os fluxos de energia ocorrem em intervalos de tempo definidos pelo processo de
interagoes repetidas. Sendo W (t) o trabalho realizado sobre o sistema e Q(t) o calor que
flui para o sistema, ambos no intervalo de tempo [0, t], temos, a partir da primeira lei da

termodinamica, a seguinte expressao:
AE() =W (t) +Q(t) . (2.15)

Sendo que o Hamiltoniano do ambiente é constante no tempo e utilizando a expressao
(2.15), toda variacao de energia do ambiente é dada em forma de calor, portanto podemos

Q(t) = =Tr{Hglpr(t) — pr(0)]}, (2.16)

onde pr(t) = ps(t) ® pg. Através de (2.16) vemos que o calor que flui para o sistema é

menos a variacao da energia interna do ambiente.

As correntes de calor e trabalho oriundas do R.I.P podem ser calculadas similar-
mente ao feito para a matriz densidade. No intervalo de tempo [n7, (n + 1)7) a quantidade

de calor que o sistema recebe do ambiente é dada por:

AQi = —((H]"), — (H[")y) , (2.17)
onde (H"), = Trg {Hipp(t)} e ph(t) =Trg {e‘iHTtpg(nT) ® wgieiHTt}. Novamente, utili-
zando a expressao de Baker-Campbell-Hausdorff obtemos:

(H), = (H") + i7" Trs {ps(n)Trp {[v], Hilws,}}
(2.18)

— gTTS {ps(nT)TTE {[Uz‘nv [0?7 Hl]]wﬁz}} :



Capitulo 2. Modelos Microscdpicos 19

Assim como fizemos anteriormente, vamos considerar uma interacao do tipo v =

2

g(AL" + ATL) de tal maneira que o termo proporcional a 7'/2 se anule devido a restricio

usual ([H;, A]) = —w (A) = 0. Temos a seguinte expressao:
Qi = ST {psTr {[vf, [}, Hillws }} + OG2) (2.19)
que no limite em que 7 — 0, chegamos em
S g A
Q. = 1y (2.20

G = 5T {lun o Hillps s} = = { (vt = 3 (o 1} ) ps s} (220

Tendo em vista o processo de deducao da equagao de Lindblad, vemos que é
realizado trabalho sobre o sistema, pois realizamos um ato de “ligar” e “desligar” o sistema
da interagdo com o ambiente em cada intervalo de tempo. Para computarmos o trabalho
realizado sobre o sistema nesta etapa, precisamos considerar um efeito de borda devido a
dependéncia temporal da interagao sistema-ambiente, e portanto estudar no intervalo de
tempo [nT — €, (n + 1)7 — €] no limite em que € — 0. Portanto, o trabalho em cada etapa

do R.I.P é dado por [36,41,42]:

AW = lim /n T lrVO} (2.22)

e—0 Jpr—e

onde no intervalo de interesse da integral, V = 6(t — n7)(V, — Vin-1)) €, portanto
AW = Tr{pr(n7) (Vo = Viu-r))} - (2.23)

Note que até o instante de tempo n7 temos Tr {V,pr(n7)} = 0, pois o ambiente esta
no estado de Gibbs, e apds a interagao com o sistema podemos ter T {V,, pr(n7)} # 0.
Usando (2.7), temos

n—l n—1
AW = ZAWZ = —Z L}TW - _ Z Tr {Uie—iHTTpSKn _ 1)7_] ® p%—leiHTT}

n—1
= _ZTT { (U\Z/F + Z'TI/Q[UZ-TL_l,HS + HZ] —+ % [UZ', [U?_l, HS -+ Hz]]

+0(%%) psl(n — D7) @ ')
(2.24)

Fazendo W = lim,_,q AW/t encontramos a expressao final para o trabalho no
R.I.P: ]
W = —5 ZT?” {lvi, [vi, Hs + H;]|ps @ wg, }

(2.25)

1
=Tr {vz- (HS + H;)v; — 5 {vf, Hg + HT}> ps ®w5i}



Capitulo 2. Modelos Microscdpicos 20

Vemos que ao submeter o sistema ao R.I.P, conseguimos obter informacoes sobre as
componentes da energia do sistema de acordo com a primeira lei da termodindmica. Veremos
no decorrer do texto as aplicacoes pertinentes destas equacoes, pois uma abordagem ingénua

de qual processo o sistema foi submetido pode gerar incoeréncias fisicas.

2.1.2 Energia e a Equacao de Lindblad

Na secao anterior, vimos que podemos obter toda informacao termodinamica de um
sistema que foi submetido ao processo de interacao repetidas, ou seja, se sabemos a priori
que o sistema foi submetido ao R.I.P, podemos utilizar as equagoes obtidas anteriormente

para calcular a corrente de calor e a corrente de trabalho que flui para o sistema.

Neste ponto podemos fazer um questionamento relevante sobre o uso da equacao
de Lindblad e a informacao que ela passa sobre o sistema. Sabemos que esta equacao
nos fornece informagoes somente sobre o estado do sistema, entao através dela podemos

calcular a variacao da energia interna deste:

b= o;it (Hgps) = Trs {Hs |=i[Hs, ps) + Dlps)| } = Tr [HsD(ps)] . (2.26)

Através de (2.8) vemos que o termo que dé origem ao dissipador da equagao de

Lindlbad é proporcional a 7:

D(ps) = —5Tre [o,[v,ps @ pi]].

Aplicando as propriedades do trago, obtemos:

. 1 1
£ = Trg {Hs (=3 Trs [v.[v,ps @ pi] ) | = Trs { HsTri (00, @ ppv = 5 {0*,ps @ pi} ) |

1 1
=Tr {Hs ('Ups ® ppv — 5 {vQ,ps ® ,OE})} =1Tr { (vHSU 5 {vZ, Hs}) ps @ PE}

_ _;TT (o, [o, Hs]]} = Eprp
(2.27)

Concluimos entao que o balango energético obtido através do R.I.P esta consistente
com a equagao de Lindlbad. Portanto, vemos que desde que o universo seja submetido a
este processo, conseguimos aprofundar o estudo termodinamico aplicado ao sistema, fato
que nao ¢ possivel somente com a equacao de Lindblad sem saber a priori sobre qual

processo microscopico o sistema foi submetido.

O fato de nao estudar o processo microscopico ao qual o sistema foi submetido

pode levar em anélises equivocadas das grandezas termodinamicas. Como exemplo, em um
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artigo recente de Levy e Kosloff [43] com centenas de citagoes é feita uma critica sobre as
equagoes de Lindblad locais que estamos estudando (boundary-driven). E possivel mostrar,
com algumas consideragoes, que energia poderia fluir de uma fonte fria para uma quente,
aparentemente violando a segunda lei da termodindmica. Entretanto, Levy e Kosloff e
outros autores fizeram uso da equacao de Lindblad com justificativas fenomenolégicas,
sem fazer referéncia a qual o processo o sistema passou, tal que esse obedeca uma equagao
de Lindblad. Neste ponto encontramos a raiz do problema, pois vemos que a equacao
de Lindblad nao contém toda a informagao do sistema/vizinhanga. Em trabalhos mais
recentes, que aqui podemos citar Barra [36], Pereira [42] e De Chiara [39], essa aparente
confusao é esclarecida, uma vez que através de uma dindmica microscopica, o R.I.P,
fica evidente que calor s6 pode fluir de uma fonte fria para uma fonte quente quando é
realizado trabalho sobre o sistema, configurando assim um regime de refrigeracao usual da

termodinamica.

Impulsionado pelas informacgoes termodindmicas que o R.I.P pode nos oferecer,
vamos estudar analiticamente dois modelos nas préoximas se¢oes com o objetivo de desdobrar

a corrente de energia em suas componentes de calor e trabalho.

e Modelo de Ising acoplado a reservatério de spins

o Modelo de Ising acoplado a reservatorio bosonico.

2.2 Modelo de Ising com banhos de Spins

Nesta primeira analise, estuda-se o sistema quantico aberto unidimensional consti-
tuido de uma cadeia de Ising com N sitios (particulas de spin 1/2) sujeita a um reservatoério
de spin em cada extremidade e a um campo magnético externo de valor B. A Figura 1
ilustra essa configuracao, os reservatorios atuam somente no primeiro e tltimo spin da

cadeia (boudary driven):

FRg ¢,

Figura 1 — Representacgiao de um sistema submetido a reservatorios de spins na extremidade.
Figura retirada de [44]
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Naturalmente, quando conectamos os reservatoérios ao sistema de estudo, este é
retirado do equilibrio e torna-se relevante saber qual o estado assintético do sistema. Se os
reservatérios forem desbalanceados, isto é, tiverem intensidades deferentes (f1, # fr), eles
induzirao polarizac¢oes diferentes em cada extremidade e isto fard com que o sistema evolua
para um estado de nao equilibrio. Ainda assim, no limite de tempos longos, o sistema
chegard a um estado estacionario de nao equilibrio (NESS), de modo similar ao que ocorre
quando ligamos dois reservatorios térmicos, um quente e um frio, as extremidades de uma
barra. Este estado é caracterizado pela presenca de fluxos, que nesta tese focaremos no
fluxo de energia resultante do processo para mostrar que nao temos um processo livre de
trabalho.

O modelo de Ising é o modelo mais simples para se estudar as propriedades
magnéticas. A interagao presente entre os spins neste modelo é somente em uma componente
(0.). Apesar de sua simplicidade, continua sendo um modelo amplamente estudado na
literatura [10,11,45]. Como aplicagoes, podemos observar simulagoes em redes dticas e

também para descrever alguns compostos.

O Hamiltoniano deste modelo ¢ dado por:

Hg = — Z Jiojo7 — ZBiaf , (2.28)

onde os coeficientes J; e B; correspondem a intensidade de interacdo entre os sitios
vizinhos e o campo externo aplicados no sitio i, respectivamente. Podemos estudar algumas
situagoes interessantes: quando B = 0, se J; > 0, temos ordenamento ferromagnético
e, se J; < 0, temos ordenamento antiferromagnético. Note que esse Hamiltoniano pode
ser obtido através de um modelo mais complexo, chamado de modelo X X 7, dado pela
expressao abaixo, tomando o limite A — co. O modelo de Ising apresenta solucao exata
via transformadas de Jordan-Wigner, a qual abordaremos com mais detalhes nos préximos

capitulos. Segue a expressao do Hamiltoniano para o modelo X X Z:

— T T Y5y -1
H=), {Ji (Ui Oit1+0; Ui—l—l) + Aji10; Ui—l—l}
5

2.2.1 Derivacao Microscépica - Dissipadores e Estado Estacionario de nao
equilibrio
Seguindo os passos do protocolo, vamos derivar expressoes fundamentais para

prosseguir com a andalise do modelo de Ising. Os banhos aos quais o sistema sera submetido

sao descritos pelos seguintes Hamiltonianos:
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h

HL = igz
2 (2.29)
hi .

Ha="57k

note que, deste modo, estamos fixando a magnetizacao média nos extremos da cadeia

cujos valores serao dados por

fL = <O’Z> = —tanh(ﬁLHL)

(2.30)
fr=(oR) = —tanh(BrHr)

Os banhos serao acoplados a cadeia pelos sitios 1 e N através da interacao usual,

ja comentada, do tipo

Vi) = arm) (010 + 013 T1r) (2.31)

onde « é a intensidade do acoplamento entre o sistema e o banho. Com estas informagoes,

podemos escrever o Hamiltoniano total do modelo microscoépico:

h h
Hy = Hg + ?Lai + TRUE +Vi+ Ve . (2.32)

Continuando a aplicar os passos do protocolo, necessitamos calcular a evolugao
temporal da matriz densidade que inicialmente esta no estado produto, é dada pela equagao

de Von-Neumann:

Opr
ot
Apés o procedimento descrito pelas equagoes (2.6), (2.7) e (2.8) temos no limite em que

= —i[Hr, pr]
7 — 0 a expressao final para o dissipador no R.I.P

1
D(ps) = —5Tre v, [v,ps ® pEl]

onde a interacao foi reescalada com a dependéncia temporal em 7

v TLR) ; & x y y
= — = o o +o o . 2.33
Vi(R) o/ (T (0T TL(R) 1(N) L(R)) (2.33)

A forma final de cada dissipador pode ser calculada utilizando das expressoes acima
=)

. Jr ’
em conjunto com (2.13), a qual nos fornece o valor das constantes v, . Este cdlculo
consiste em analisar cuidadosamente os tracos que envolvem as interacoes L e R, cujo

resultado é apresentado abaixo:

N [ 1, .
Dulp) = X7 |ofpor = SHorot.p}] + XF |orpot = Slotorint]  (239)
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_ 1 _
O-NpO-ZJ\; - i{alto-va} ) (235)

1. _
Dr(p) = X5 |oxpoy — Q{O-NO-XHP}:| + Xg

onde p = ps, X/ (p) = 27w (1 + fumw) e Xy = 2701 = fum)-

Tendo como inspiragao alguns trabalhos na literatura [10,11] aplicaremos as equa-

¢oes deduzidas no modelo de Ising descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

H = i ERDY S A A;N siok (2.36)

Este modelo ja é estudado na literatura com a derivacao microscopica via aco-
plamento fraco (weak coupling limit), derivagao que abordaremos com mais detalhes nos
préximos capitulos, e alguns resultados para esta abordagem mostraram a existéncia de
retificacao perfeita para uma jungao (N = 2) [11] e, para cadeias maiores, ocorre retificacao
perfeita desde que haja uma interagdo de longo alcance envolvendo o primeiro e tltimo spin
da cadeia [10]. Nestes dois casos, a corrente de energia é puramente de calor. O objetivo
agora ¢ estudar via R.I.LP o desdobramento da corrente de energia em corrente de calor e

de trabalho no modelo de Ising:

d ) .
aH(t) = Q+> W, . (2.37)
Apesar de parecer uma derivacao livre de trabalho, todo o processo do protocolo leva
trabalho ao sistema e isto reside no fato de acoplar e desacoplar o sistema ao reservatorio

entre um tempo nr e (n + 1)7.

Aplicaremos uma abordagem analitica para sistemas compostos de 2 e 3 sitios. No
texto principal mostraremos os resultados principais e todas as contas detalhadas podem

ser acompanhadas no apéndice A.
o Juncao Quantica: Caso N=2

Para este sistema, conhecido também como juncao, o Hamiltoniano é descrito pela seguinte

expressao:

hi ,  he . Aip
H52501+502+ 5 7103

De acordo com as expressoes deduzidas para a corrente de calor e a corrente de
trabalho, dadas por (2.21) e (2.25), escrevemos:

. 1
Qury =5 ([vremy, oeem, Hem)l) 2.38)
. 1 .
Wim =—5 ([orw; ey Hum + Hs)l)
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O calculo destas grandezas é feito analisando minuciosamente os valores esperados
dos comutadores presentes nas expressoes. Este calculo apesar de ser simples, é extenso
e para deixar o texto principal organizado mostraremos o resultado final, contudo todos
os detalhes algébricos podem ser encontrados no apéndice A. Chegamos nas seguintes

expressoes para as correntes:

Qrr) = 2vemyhir) [fL(R) — TTSUTQ)P] (2.39)

W) =270 2) [fL(R) - Trsdf(g)p} — 2myhir) [fL(R) —Trgo T(Q)P}
(2.40)

— 290(r) A1 21507050 + 271 (r) D12 /(R TT5051)P

Neste ponto do procedimento analitico notamos que para obter as expressoes exatas
para as componentes da energia, temos que resolver a equacao de Lindblad formada pelos
dissipadores em (2.34) e (2.35). Vamos considerar uma solugdo para p na forma diagonal

cuja base ortonormal sao os autoestados do Hamiltoniano:

1) = --)
2) = [-+)

241
3) = 1+-) .
4) = |++)

com esta escolha [11] fazemos com que tanto p quanto H sejam diagonalizaveis por essa

base, portanto [H, p] = 0. Basta agora solucionar a seguinte equagao de Lindblad:

dpj;

5 = 0=Dwlp)j; + Prlp)i; - (242)

Através das expressoes para os dissipadores descritas em (2.34) e (2.35), obtemos

um sistema de equacao linear para as quatro componentes da matriz densidade:

0=—(X; +Xg)po2+ Xjpu+ 0+ X[ pu

0= Xgpa2 — (Xi + Xi)p11 + Xppsz + 0 (2.43)
0= 0+ Xipn— (Xp + Xg)pss + Xppaa
0= Xgpgz + 0 + XEP?»?) - (XE + Xﬁ)p44

Note que a solucao deste sistema nao é independente, pois a matriz densidade
tem a propriedade de ter trago unitario. Deste modo, temos uma quinta equagao para

solucionar em conjunto com (2.42):

Zpii =1
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O resultado obtido representa a solucao diagonal pra a matriz densidade:

- x- -
16R L 0 0 0
YLYR .
xXtx-
0 16R L 0 0
— VYLYR
P X X7
0 0 163 L 0
YLYR
xXtx+t
0 0 0 BT
L 16vLvrR J

Com o estado estacionério de nao equilibrio (NESS) em méaos, podemos calcular expli-
citamente os valores das correntes de calor e trabalho. Isto é feito calculando os valores

médios das componentes o} e 03:

Trsoip=fr
Trsoyosp = fofr (2.44)
Trsosp = fr

Substituindo estes valores nas expressoes (2.39) e (2.40), encontramos o resultado final:

QL(R) =0

, (2.45)
WL(R) — 0

Concluimos que o modelo de Ising com reservatérios de spin, para o caso N = 2,
a corrente de energia, que ¢ dada por E = Qp + W, + Qg + Wg, é nula. O resultado
obtido é mais profundo, pois vemos que com as defini¢oes termodindmicas obtidas através
do protocolo de interagoes repetidas, expressoes dadas por (2.21) e (2.25), a corrente de
energia ¢é nula devido a cada componente ser nula, ou seja, as correntes de calor e trabalho

se anulam individualmente.
o Sistema composto de 3 spins

Estudaremos agora um sistema ligeiramente mais complexo devido a presenca do
spin do meio, o qual faz o papel de “bulk” da cadeia. Para este sistema o Hamiltoniano é

dado por:

hi .  he . hs . Ajg
H52501+§0‘2+?O‘3+ 2

A

ACE:
0505 + 5 oj03

2

o105 +

Note que foi adicionado uma interacao de longo alcance envolvendo o primeiro e o
terceiro spin, tendo em vista os estudos recentes envolvendo esta cadeia. Foi apresentado
em [10] que para se ter uma corrente nao nula de calor? é necessario ter uma interagio
de longo alcance envolvendo apenas os spins das extremidades. Para o nosso modelo, nao

restringimos as interacoes A; ; 11, podendo assumir quaisquer valores.

2 Neste trabalho, corrente de energia é igual a corrente de calor
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O procedimento para o célculo das correntes de calor e trabalho é idéntico ao
realizado para o caso N = 2. Note que as expressoes (2.21) e (2.25) sao derivadas utilizando
os extremos da cadeia, portanto chegamos novamente nas seguintes expressoes para Q e
W

Qrr) = 271wy [fL(R) — TTSO'T(N)/)} (2.46)

W) =270m)has) [fL(R) - TTSUT(;»,)[)} — 2vL(myhi(r) [fL(R) - TTSUf(g)P}
- 27L(R)A1(2),2(3)T7"50f(2)05(3)P + 2vLr) A1) 23 frry T o5 p (2.47)

— 29A1 3T 07050 + 290 Avsf L T o500

onde temos um termo extra envolvendo a interacao entre os spins dos extremos.

Assim como anteriormente, estudaremos um estado estacionario na forma diago-
nal para solucionar a equacao de Linblad. Utilizaremos como base os autoestados do

Hamiltoniano de Ising:

H=l-+- 2=l---)

N =1+-+ B =[+++

Devido ao fato do ntimero de varidveis crescer com 2V, através de (2.42) obtemos dois

conjuntos de 4 equagoes lineares para as componentes de p:

Grupo 1 para as componentes p11, P22, P55, P66

0=—(X/+Xp)p2+Xipu+ 0+ X pes

0= Xppa — (X7 +Xi)pu + Xppss +0 (2.48)
0= 0+ Xipn—  (Xp + X5)pss + X5 peo
0= Xif paa + 0 + Xz pss — (X7 +Xg)pes

Grupo 2 para as componentes P33, P44, P77, PSS:



Capitulo 2. Modelos Microscdpicos 28

0=—(X}+Xg)paa+ Xppss+ 0+ X pss

0= Xppaa — (Xi + Xi)pss + Xp prr 4+ 0 (2.49)
0= 0+ Xipss — (X + X)) prr + X pss
0= Xi pas+ 0 + Xppr — (X, + Xg)pss

ressaltamos que as contas para obter os sistemas lineares estao detalhadas no apéndice A.

O procedimento de resolucao ¢é similar ao realizado anteriormente. Vemos que estes
grupos de equagoes possuem uma analogia com os indices do sistema linear para o caso
com N = 2. Sendo assim, utilizando novamente que Y, p;; = 1, chegamos em uma relagao

para as componentes dos dois sistemas:

XaXp
16
No processo de solu¢ao do sistema, que pode ser acompanhado no apéndice A, o valor

P22 + Paa = (2.50)

das componentes da matriz ficam sujeitas ao valor da primeira variavel de cada grupo
de equagoes, ou seja, as componentes pi1, P55, Pe¢ Sa0 resolvidas em termos de pgo € as

componentes pss, p77, psg ficam solucionadas em termo de pyy.

Para generalizar o resultado, vamos supor que as componentes acima sao diferentes,

de tal modo que seja vélida a relagao (2.50):

P22 = Q1p Pa4 = Q2P
XXy
aip+ Qop = 16 (2.51)
_ L XRX
N (a1 + 012) 16

Portanto, vemos que a matriz densidade resultante fica escrita como:

X- X7

vy B L 0 0 0 0 0 0 0

16vLVR
XhX,
0 Nios 0 0 0 0 0 0
0 0 et 0 0 0 0
YLYR
Xtx-
0 0 0 Y T 0 0 0 0
e YLYR
P XpX;
0 0 0 0 1T L 0 0 0
YLYR X+X+
0 0 0 0 0 1T 0 0
YLYR
XS X+
0 0 0 0 0 0 2 To 0
YLYR
Xtxt

0 0 0 0 0 0 0 Vot

L YLYR
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onde temos que:

1(2)

V1(2) - a1 + Qo

com «; constantes positivas.

Deste modo, generalizamos o resultado da matriz densidade no estado estacionario
de nao equilibrio de tal modo que para todos valores de a; e as restritos a a; + as = 1,

conseguimos abranger infinitos estados estacionarios na forma diagonal.

Com a matriz densidade em maos, podemos calcular os valores das correntes de calor
e trabalho dadas por (2.46) e (2.47). Como feito anteriormente os valores finais sao dados

resolvendo cuidadosamente os tragos de cada operador, de tal modo que encontramos:

Tréoip=[L

Tréciocip = ( 2 )
1050 = [ L+ o

Trécicip = < 2 )
5030 = [r L+

Tréosp = fr
Treoiosp = frfL

Com estes resultados, obtemos que

Quir) =0
Wiwm =0

para qualquer configuracao da matriz densidade na forma diagonal.

Novamente encontramos uma corrente nula de energia, mas com cada componente

se anulando individualmente.

e Conclusao

Concluimos que o modelo de Ising com reservatorios de spin, tanto para o caso N = 2,
quanto para o caso N = 3, a corrente de energia é nula. Note que o fato da nulidade do valor
da corrente é devido exclusivamente ao fato das componentes se anularem individualmente.
Mesmo permitindo que as constantes de interacdo do Hamiltoniano fossem livres, ou seja,
o sistema pode ter qualquer tipo de interagao entre as componentes de spin, nao foi um
fator determinante para o valor da corrente de energia. Sendo assim, vemos que modelo
microscopico constituido por um Hamiltoniano de Ising em conjunto com reservatérios de
spins, evoluido através do R.I.P se comporta similarmente a um efeito de blindagem da

corrente de energia.
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2.3 Modelo de Ising com Banho de Bésons

Estudaremos agora o modelo microscopico envolvendo um banho de bdsons e
o Hamiltoniano de Ising. A motivacdo acerca desta abordagem reside no fato de que,
especificamente para este banho com derivagao via weak coupling, o modelo de Ising
apresenta resultados interessantes envolvendo retificagdo de energia [10, 11]. Estamos
interessados em conhecer as propriedades termodinamicas deste modelo microscépico

evoluido via protocolo de interagoes repetidas.

O acoplamento de cada banho de osciladores harmoénicos com o sistema é dado

pela interacao spin-boson com a componente o,:

T U;(N)QL(R) (aL(R) +aL(R)T> ’ (2.52)

spin—bath =

cujo Hamiltoniano dos reservatorios sao dados por:
H,ﬁlg],? = WL(R) (aL(R)TaL(R)) : (2.53)

onde atM e ¢"F) s30 os operadores de criacdo e aniquilacdo de modos bosonicos. Este
modelo implica que os banhos s6 podem promover trocas de um tnico spin por vez, sempre
sendo o primeiro ou o tltimo spin da cadeia, portanto transi¢oes envolvendo mais de um
spin sao proibidas. Para realizar o estudo das propriedades termodindmicas provenientes
deste tipo de banho temos que deduzir uma expressao para a equacgao de Lindlbad. Note

que a interacdo é do tipo v = g(ALT + LAT), podemos escrever:

viL(r) = 9L O (@l + aLm) (2.54)

Utilizando a expressao geral para os dissipadores - visto em (2.8) - obtemos a

seguinte equagao de Lindblad:

dp . _ T T - T x
o = —ilHs, pl+ (vp 1) (otpo] = p) + (Ve + k) (05005 —p) . (2.55)
com Yy ) = (1+ nL(R))g%(R) e 'VE(R) = nL(R)g%(R) onde np(g) ¢ a distribuicao de Bose-
Einstein:
_ ! (2.56)
nL(R) - ewL(R)ﬁL(R) —1 ’

Estudaremos a evolugao deste modelo microscopico via R.I.P em sistemas compostos
por N =2 e N = 3 spins com o objetivo de obter as correntes de calor e trabalho que sao

produzidas através desta evolugao.

o Juncao Quantica: Caso N=2
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Para este primeiro sistema, o Hamiltoniano de interesse é descrito pela seguinte

expressao:

h]. z h‘? z Al,? z _z

onde h; e hy sao campos magnéticos externos aplicado na componente o, e A;5 é a

constante de interagao entre os spins.

Para calcular as correntes de calor e trabalho necessitamos resolver novamente as

expressoes gerais obtidas no comeco do capitulo:

1

QL(R) = B} <[UL(R)7 [UL(R)a HL(R)H> (2.57)
1

Wien) = =3 (rny, ooy, Hory + Hsll) (2.58)

O célculo ¢é feito similarmente ao modelo microscopico anterior, cujo passo a passo

pode ser acompanhado no apéndice B. Encontramos:

QL(R) = _g%(R)WL(R)n
Wir) = gi(R)WL(R)_QQ%(R)hm)(Z"L(R)WLUT?“S(UT(Q)P)—29%(R)A1,2(2nL(R)+1)T7”S(UfU§P)

onde as constantes de campo magnético e de interagoes foram reescaladas apenas com o

objetivo de organizacao da expressao final:

h':@
2

Note que a corrente de calor apresenta um valor constante e independe do estado estaci-
onario de nao equilibrio (NESS) do sistema, portanto esta expressao ja nos fornece um

valor diferente de zero para uma das componentes da corrente de energia.

Na busca de encontrar o valor da corrente de trabalho, vamos considerar novamente
um NESS na forma diagonal cuja base ortonormal, assim como foi feito anteriormente,

serao os estados das componentes o, do Hamiltoniano
(2.59)

de tal modo que resolveremos a equacao de Lindblad:
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dpj;

i = 0="Dr(p)j; + Dr(p))

A matriz densidade é obtida resolvendo o sistema linear para as suas componentes,

de tal modo que encontramos um conjunto de equagoes similar a (2.43):

0:—(OCL+OéR)p11+OéRp22+ oszgg—l— 0

0= agrpir — (ap +ag)pa +0  + appu (2.60)
0= arpi + 0 — (ar + ar)pss + arpaa
0= 0 + arpp + QRrps3 — (ap + agr)pas

onde arr) = Yor) T ,er( R)- Devido a condicao entre as componentes de p,

encontramos a matriz densidade no NESS dada por:

O AR O O
sl O O O

S O O kI
O D k= O

Substituindo os valores encontrados nas expressoes para as correntes, encontramos os

valores finais:

QL(R) = —gi(R)WL(R)

WL(R) = g%(R)WL(R) )
ou seja, o fluxo de energia é zero ( E =Q+ W), mas temos correntes de calor e
trabalho diferentes de zero. Portanto, em contrapartida com os resultados na literatura
atribuindo corrente de energia como corrente de calor [43] para sistema guiados pela
fronteira (Boundary-Driven), vemos a presenca de calor e trabalho fornecendo resultados
coerentes com a segunda lei da termodindmica. Deste modo, mostramos que apenas a

analise da equagao de Lindblad nao nos fornece toda a informagao termodindmica do

sistema.
o Sistema composto de 3 spins
Assim como foi feito para o reservatorio de spins, estenderemos o tamanho da

cadeia para o modelo envolvendo o reservatério bosénico para um sistema composto de 3

spins, cujo Hamiltoniano é dado por:
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hi . he , hs , Ao . . Agg AVE!

Observamos anteriormente que existe a presenca de uma corrente de calor intrinseca para

z Z zZ Lz
0903 + 0103.

este modelo microscépico, independente do estado estacionario de nao equilibrio. Sendo

assim, investigaremos o comportamento da corrente de trabalho:

1

. 1
Wir = —3 <[UL(R)7 [vriry, Hir) + HS/H> 3 <[UL(R)a [VL(R), H]]> ; (2.61)

onde definimos os novos Hamiltonianos como:

hy hy ,  Aig ,

HSIZEO'T—F?UQ—F 9 0'10'5
hy . Dos . D1z
H = 503 + —5 0203 + —5 010
ou seja,
Hs=Hg +H

Comparando com o processo realizando para N = 2, vemos que a nova expressao
para o trabalho envolve o cdlculo de um novo termo dado por —1/2 <[UL(R), [VL(R) H]]>
Para proceder com o calculo é conveniente redefinir novamente as constantes presentes no

Hamiltoniano:

Bo— =t
(3 2 ?

com os calculos apresentados no apéndice B, escrevemos:
O _ 2
L(R) = —YL(R)WL(R)

Wir) = gi(R)WL(R) - 29%(3)}11(3)(2%(1%) + 1)T7”S(Uf(3)0)—
S z =z

- 29%(R)A1(2),2(3)(2HL(R) + 1)TTS(UT(2)U§(3)P) - ZQiAmTT 0103p

Para o cédlculo da matriz densidade no estado estacionario, vamos supor novamente

uma forma diagonal,

dpj;
dt
cuja base é dada pelos auto-estados do modelo de Ising:

=0="Dr(p)j; + Dr(p)j;
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N =+-+ B =+++

Através desta expressao, obtemos um conjunto de 8 equagoes para os elementos
da matriz densidade. E facil verificar que podemos separar este sistema em 2 grupos de 4

equagoes:

Gl"U_pO 1 para as componentes P11, P22, P55, P66

0:—(C¥L—|—OéR)p11+OJR/)22+ aLp55+ 0

0= agrpir — (ap +ag)p+0  + arnpss
0= arpi + 0 — (g, + ar)pss + rpes
0= 0 + arp2 + appss — (o, + ar) pes

Grupo 2 para as componentes pss, Pa4, P77, Pss:

0=—(ar+agr)pss +agpsa+ apprr+ 0

0= arpss — (ap + ar)paa +0  + appss
0= arpss + 0 — (ar + ar)prr + arpss
0= 0 + arp + agrprr — (o + ag)pss

Novamente impondo a propriedade da matriz densidade, >, p;; = 1, encontramos:

84!
Pr = P11 = P22 = P55 = P66 — 7~
PII = P33 = paa = prr = pss = 0 '
I = = P44 = P17 = ==
33 T T A+ )

onde 7yy(2) > 0.

Com os valores de p;; calculados acima, vemos que as correntes de calor e trabalho

assumenn:

QL(R) = —gi(R)wL(R) (2 63)

WL(R) = g%(R)WL(R) )
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para qualquer escolha da matriz densidade p na forma diagonal com v 4+ v, = 1. Assim
como anteriormente, para qualquer que seja o estado estacionario de nao equilibrio, desde

que diagonal e restrito a (2.62), temos a presenga de calor e trabalho no sistema.
o Conclusao

Nesta se¢ao estudamos o modelo microscépico composto pelo modelo de Ising (2.28)
submetido ao reservatério bosonico (2.53). Através da evolugao via R.I.P, concluimos que
este modelo possui corrente de calor e corrente de trabalho diferentes de zero, mas de
tal modo que a soma (EL( R = QL(R) + WL(R)) ¢é nula. Fazendo todos os procedimentos
analiticos, observamos que independente das interacoes presentes no Hamiltoniano do
sistema, encontramos o desdobramento da primeira lei da termodinamica em calor e
trabalho, portanto aqui vemos a importancia de se conhecer a qual tipo de evolugao
submetemos o sistema em estudo, pois a equacao de Linblad nao nos fornece toda a

informacgao termodinamica do sistema.

2.3.1 Nao unicidade da Equacdo de Lindblad

Neste capitulo do trabalho, dedicamos o estudo a uma deduc¢ao microscopica
emergente e por muitas vezes mal interpretada fisicamente. Vimos que as equagdes de
Linblad locais nos fornecem todas as propriedades termodinamicas relevantes para o estudo
da corrente de energia. Um ponto muito importante que podemos salientar neste capitulo é
que diferentes configura¢oes do universo, ou seja, diferentes reservatorios dos quais usamos
no processo do R.I.P, podem resultar na mesma equagao de Lindblad. Podemos observar
ainda que a nao unicidade da equacao de Linblad pode fornecer diferentes valores para o
calor inserido e trabalho realizado sobre o sistema, para uma mesma equagao mestra. De

fato, podemos tomar como exemplo as equagoes (2.30), (2.34) e (2.35):

fr=(0]) = —tanh(BrHy)
(2.64)
fR = <UIZ%> = —tanh(ﬁRHR),
vamos supor que existam outros reservatorios, tais que H ’L( R) = kHp,(ry, cujas temperaturas

sao escaladas como ﬂ}J( R) = Br(r)y/ k- Neste novo sistema encontramos:

fr = (07) = —tanh(BLH})
(2.65)
fr' = (ok) = —tanh(BrHyg)

ora, substituindo os novos valores, temos o resultado final

5
frmy = —tanh(BypyHir)) = _tanh(%ﬁHL(R)) = fuwr) - (2.66)
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Sendo assim, fica claro que XZ“(’R) = 2vr)(1+ f’L(R)) = X(r), ou seja, obtemos 0 mesmo
dissipador para uma nova dindmica microscopica. Note que com esses novos valores de
campo magnético e de temperatura implicam em diferentes valores para as componentes
da energia, fato que pode ser visto nas equagoes (2.39) e (2.40) cujos valores dependem

explicitamente dos valores do campo magnético.

Um trabalho mais aprofundado no modelo X X Z realizado pelos membros do grupo
Luiz Henrique Teixeira Reis e Emmanuel Araujo Pereira, mostrou que de fato temos
diferentes comportamentos termodindmicos para a cadeia X X Z (refrigerador, aquecedor e
motor térmico) e também diferentes valores para Q e W, mas a mesma energia final. Tendo
realizado esta minuciosa analise no modelo de Ising e todos os resultados extremamente
relevantes no modelo X X Z, unimos nossos resultados que foram publicados na revista
Physical Review E- DOI: 10.1103/PhysRevE.101.062107, cujo abstract segue abaixo:

PHYSICAL REVIEW E 101, 062107 (2020)

Beyond the Lindblad master equation: Heat, work, and energy currents
in boundary-driven spin chains

Luis H. Reis®, Saulo H. S. Silva®, and Emmanuel Pereira”
Departamento de Fisica-Instituto de Ciéncias Exatas, Universidade Federal de Minas Gerais, CP 702, 30.161-970 Belo Horizonte MG, Brazil

M (Received 13 January 2020; accepted 18 May 2020; published 1 June 2020)

We consider accurate investigation of the energy current and its components, heat and work, in some boundary-
driven quantum spin systems. The expressions for the currents, as well as the associated Lindblad master
equation, are obtained via a repeated interaction scheme. We consider small systems in order to analytically
compute the steady distribution to study the current in the steady state. Asymmetrical XXZ and quantum Ising
models are detailed analyzed. For the XXZ chain we present cases in which different compositions of heat
and work currents, obtained via the repeated interaction protocol, lead to the same energy current, which may be
obtained via the Lindblad master equation. For the quantum Ising chain, we describe a case of zero energy current
and novanishing heat and work currents. Our findings make clear that to talk about heat in these boundary-driven
spin quantum systems we must go beyond an investigation involving only the Lindblad master equation.

DOIL: 10.1103/PhysRevE.101.062107

Figura 2 — Artigo publicado com os resultados para o modelo de Ising e a cadeia X X Z.



37

3 Limite de Acoplamento fraco - Weak Cou-
pling Limit

Vamos agora estudar uma segunda derivacao da equagao mestra na forma de
Lindblad, muito utilizada no estudo de sistemas quanticos abertos [10,11,46,47]. Seguiremos
a andlise apresentada em [28]. E interessante ressaltar que para um sistema acoplado
passiva e fracamente a reservatérios, a equagao mestra que derivaremos a seguir nos
fornecem todas as propriedades termodinamicas deste sistema, as quais, nesse processo
de derivagdo, sao diferentes das propriedades apresentadas no capitulo anterior, cujo
sistema esta acoplado ao ambiente ativamente. Neste caso, quando temos um Hamiltoniano

independente do tempo, a corrente de energia é puramente corrente de calor.

3.1 Derivacao Microscopica

Consideraremos a evolucdo microscopica de um sistema quantico S acoplado

fracamente com o reservatorio £. O Hamiltoniano total é dado por:

Hr =Hs+Hrg + H; (3.1)

onde H; ¢ o Hamiltoniano de interacao entre o sistema e o seu ambiente, Hg ¢ o Ha-
miltoniano do sistema quantico de interesse e Hp é o Hamiltoniano do reservatoério. O
espago de Hilbert do universo sera representado pelo produto tensorial Hg ® H g, onde
consideramos tanto o Hamiltoniano do reservatério quanto o do sistema independentes do

tempo. Escrevendo a evolugao temporal da matriz densidade, obtemos:

0

P —% (Hs +He + Hi, pr (3.2)

As derivagoes que se seguem sao feitas de maneira mais conveniente na figura de
interacao entre Hg + Hpg. Definiremos o Hamiltoniano dado por
Hy(t) = enMstMpligy, o5 (UstHp)t (3.3)
e para o operador densidade

p(t) = e%(Hs-i-HE)tpTe_Tf(Hs-&-HE)t . (3.4)

Portanto, a nova equagao para p(t) assume
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Z0(t) = —i [H1(1), p(t)]

(3.5)
plt) = p(0) — i [ [H(), plt)

onde, relembrando, a interacao é fraca. Fazendo uma interagao entre as equagoes (3.5),

obtemos

o) = i [Hr(t) plt)] -

(3.6)

—1

H1(0), [ L), )

Estamos interessados na evolucao temporal do sistema, sendo assim ¢é necessario
retirar a informagao dos reservatérios na evolucao temporal global. Isto é feito tomando o

trago parcial sobre os reservatérios, ps(t) = Tre{p(t)}. Realizando o trago, obtemos:

dps

E = —1 At dSTTE {[H[(t), Hl(t)apT(S)]}’

onde assumimos que Trg[H/(t), pr(0)] = 0. Portanto, temos que:

d t

%pg(t) = —iTrg { {Hl(t),/ [Hl(t/>7p(t/)} dt’]} ) (3.7)
0

Neste ponto, realizamos a primeira aproximacao conhecida como Born approximation -

aproximacao de Born. Esta aproximacgao consiste em assumir que o acoplamento entre o

sistema e o reservatoério é fraco de tal modo que a influéncia do sistema no reservatoério é

pequena. Portanto escrevemos que:

pr(t) = ps(t) ® pe

e a equacao assume a forma:

dps t
% = —/0 dsTrg {[H(t), Hi(s), ps(s) ® pel}
A segunda aproximagao a ser considerada é a aproximacgao de Markov, a qual con-
sidera que o estado futuro do sistema s6 depende do seu estado presente. Esta aproximagcao

consiste em substituir o integrando pg(s) por pg(t):

ddpts = — /Ot dsTrg {[H;(t), H{(s), ps(t) @ pg]}
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esta equacao é conhecida como equacao de Redfield, que é local no tempo, mas ainda
nao é Markoviana visto que a evolugao temporal depende explicitamente da preparacao
do sistema em ¢t = 0. Este problema ¢é contornado estudando as escalas de tempo em
que o sistema e o reservatorio variam. Fisicamente falando, a condicao de Markov é
justificada. Note que a evolucao do sistema pode depender de estados passados, ja que esta
interagindo com o ambiente e causar mudancas neste. Esta mudancga no ambiente pode
influenciar novamente o sistema S devido a presenca do Hamiltoniano de interagdo. Logo,
se considerarmos que o ambiente é muito maior que o sistema, essas mudancas decorrentes
da interacdo nao mudarao o estado do ambiente e portanto nao influenciarao no estado
futuro do sistema. Sendo assim, a andlise se baseia em questdes do tempo de vida das
correlagoes no ambiente (7g) em relagdo as mudangas no sistema (7g), portanto podemos

desprezar o efeito passado no seu tempo futuro.
O resultado final para uma dinamica Markoviana é dado por:

dps
dt

As aproximagoes realizadas acima sao conhecidas na literatura como Born-Markov

_ _/0°° dsTrg {[H;(t), Hi(t — 5), ps(t) @ p]} . (3:8)

approrimation. Para se obter a equacao de Lindblad é necessario realizar mais uma
aproximagao conhecida como aproximagao as ondas girantes (rotating wave approzimation).

Esta aproximagao consiste em retirar os termos oscilantes da equacao (3.8).

Vamos escrever o Hamiltoniano de interacao como
H;=> A, ® B,, (3.9)

e supondo que o espectro de Hg é discreto, definimos:

Aa(w) =3 [W()) (W(e)] Aa [(€)) (T(e)] (3.10)

w=¢€'—¢€

Note que

[Hg, Ap(w)] = €An(w) — € Ap(w) = —wAq(w)
(3.11)
[Hs, Al (w)] = €Al (w) — eAl(w) = wA(w)

Das propriedades acima, a figura de interacao para o operador A, (w) assume a

seguinte forma:

EHIS A (1w)e= 15t = om0 4 (1) = e~ A, (1) |
(3.12)

eiHStAL(w)e_iHSt _ ei(e’—e)tAL(w) _ ethTa(w)
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Observe que

3 Alw) = Y0 [W(e)) (U(e)] Aq [U(E)) (U()] = As (3.13)

€€’

Como A,(w) = ¥, Aa(w) e A} = e “'A,(w), escrevemos o Hamiltoniano de

interacao como

Ze WAL (W) ® By = Ze“"tAT (w)® B!l | (3.14)
com B,(t) = eiHEtBae_’HEt.

Substituindo o Hamiltoniano de interacao (3.14) em (3.8), temos:

d | » ,
7Ps Z > Ire U eI A L (W) ps Al (o) Balt — 8)ppBs(t)

ww' a,fB

(3.15)
—Al(w") Aa(w)psBs(t) Ba(t — )pi| + h.c

Definindo as correlagoes do ambiente como I'(w), temos:

=33 I p(w) [Ag(w)ps (DAL (W) — AL(W) As(w)ps(®)] + he  (3.16)

w,w' a,fB

onde

Lop = /OOO dse™* <BL(t)B/3(t — s)> . (3.17)

Note que o efeito do ambiente esta absorvido no fator I', onde os operadores B

estao escritos na figura de interagao:

B(t) = et e~ et (3.18)

Faremos agora a aproximagao das ondas girantes (rotating wave approximation). Conside-
rando a dependéncia temporal de (3.16), podemos concluir que termos com |w — w'| >> a2,
onde « ¢ a intensidade da interagdo entre o sistema e o ambiente, irdo oscilar muito rapido
em comparacao com o tempo de evolugao do sistema, portanto elas nao contribuem para
sua evolugao. Logo, quando fazemos o acoplamento fraco quando a — 0, contabilizamos

somente o termo ressoante w = w’. Temos que

ps(t) = 20 (Tap(w) [As(@)ps(t), AL(w)] + Tha (@) [As(w), ps(DALW)]) - (3.19)
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E util dividir I',3 em uma dindmica Hamiltoniana e nao Hamiltoniana:

1 .
Lag = 5%as + 18ap(w) (3.20)

(6{0) 011 .
? *
&m@):—§@;ﬁ+rw)
(3.21)

Yas = T + T /@w (5)B5(0))

Com estas defini¢des, podemos separar a parte Hamiltoniana e a parte nado Hamil-

toniana da dindmica e transformar novamente para a forma de Schroedinger. Temos:

pslt) = =i [H + Hus, ps()] + 5% vs (As(lpsAl = 5 {4L4s050})  (322)

w af

A dindmica Hamiltoniana é influenciada pelo termo Hg:

Hps =Y SapAl(w)As(w) (3.23)

w QB
que é chamado de Lamb-Shift e é responsavel por renormalizar os niveis de energia devido

a interacao com o ambiente.

Para tornar a equagdo para p(t) na forma de Lindblad, temos que diagonalizar a

matriz de coeficientes 7,3:

yw:[w@wwm@wmm . (3.24)
Podemos escrever
dl (UJ) Ce 0
Oy(w)ot =1 + .. : (3.25)
0 dN(UJ)

Logo, obtemos a equacao de Lindblad:

ps(t) = —i[H + Hys, ps(t)] + Z < (w)psAl(w) — ;{AIAuPD : (3.26)

Para sistemas fracamente acoplados ao reservatorio, a primeira lei da termodinamica

pode ser obtida com as seguintes expressoes [36]:
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W(t) =Tr {Hspg}

. (3.27)
Qr(t) = Tr{Hs(t)D,(ps)}
onde r = L, R e D,(ps) é dado por:
D,(ps) = X To(w) (Ar()pal(w) - 5 {Al@)An@).ps) ) (3.28)

Para Hamiltonianos que nao possuem dependéncia temporal, por (3.27) ndo temos

a realizacao de trabalho. Sendo assim, a corrente de energia é puramente corrente de calor:
E=W+Y0,

. . ) (3.29)
E = Z Qr = Q
Aplicaremos o estudo da derivacao via weak coupling (acoplamento fraco) na cadeia

X X com objetivo de estudar a existéncia de retificacao térmica.

3.1.1 Retificacdo térmica - Uma Revisao Bibliografica

Em fonénica (a contrapartida da eletronica dedicada a manipulagdo e controle da
corrente de calor) um esforgo consideravel foi dedicado ao desenvolvimento de dispositivos,
i.e., sistemas idealizados para funcionar como andlogos eletrénicos, por exemplo, diodos
térmicos, transistores térmicos, etc. O fendémeno basico por tras da operacao desses
dispositivos ¢ a retificagdo. Os primeiros investimentos nessa diregdo datam de 1932 [18§]
(no contexto classico), com a constru¢ao de uma jungao de cobre metélico unida a 6xido
cuproso. Aprimoramentos desses tipos de dispositivos foram feitos utilizando sistemas
graded (sistemas nao homogéneos com uma composi¢ao que muda gradualmente no espago)
e interagoes de longo alcance [48] no contexto cldssico. J& no contexto quantico essa é uma

dire¢do que comegou a ser explorada hé pouco tempo [49].

Como mencionado anteriormente, a busca pela construcao de dispositivos capazes
de exercer controle sobre o fluxo de calor, de forma eficiente, tem sido realizada tanto
no contexto classico quanto, mais recentemente, no contexto quantico. Nas abordagens
classicas, existem trabalhos buscando entender como a anarmonicidade em um potencial
de interacao pode influenciar o tipo de transporte de energia e o fendmeno de retificacao
térmica. Na Ref. [50] foi mostrado que cadeias puramente harmonicas, onde cada elemento
da cadeia interage com um reservatorio estocastico, ndo apresentam o fendmeno de
retificacdo para qualquer que seja a distribuicdo de massa do sistema. Este modelo obedece
a lei de Fourier e os reservatorios estocasticos que interagem com cada elemento da cadeia
“simulam” (representam um papel similar ao de) interagbes anarmonicas ndo presentes no

hamiltoniano do sistema. Condigoes suficientes para a existéncia de retificacdo térmica em
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uma certa classe de modelos cldssicos foram estudas na Ref. [51]. Demonstrou-se que em
um sistema cuja distribuicdo de massa ¢é heterogénea e no qual vale localmente a lei de
Fourier (em outras palavras, o fluxo de calor entre dois sitios vizinhos é proporcional &

diferenca de temperatura) ocorre a retificagdo térmica.

Ja no contexto de sistemas quanticos, o fenomeno de retificacdo ganhou uma série
de ferramentas uteis que podem ser utilizadas para descrever como essa propriedade
poderia ser otimizada. Sistemas quanticos abertos regidos pela equacao de Lindblad
mostraram ter comportamentos termodinamicos muito interessantes e com promissoras
aplicagoes no controle do seu fluxo de energia [36,52,53]. Como exemplo, podemos citar
trabalhos envolvendo um cadeia de Ising com reservatorios térmicos acoplados a suas
extremidades: para uma juncao com dois spins e um campo longitudinal, foi mostrado que
ocorre retificagdo perfeita no sistema [11]. Nesse caso quando a temperatura do ambiente
do lado A é maior que a do lado B (T4 > Tg) o fluxo de calor é diferente de zero e
para uma configuragdo com as temperaturas trocadas (T > T4) a corrente se anula [11].
Considerando sistemas maiores que dois spins em uma cadeia de Ising, na Ref. [10], foi
mostrado que para se ter um fluxo de calor diferente de zero é necessario acoplar o
primeiro e tltimo spin da cadeia, como em uma condi¢do de contorno peridédica. Dessa
observagao notamos que o efeito de interacoes diversificadas envolvendo muitos corpos

pode ser favoravel para tarefas de retificacao.

O objetivo da Tese neste ponto é estudar as propriedades do transporte de energia
para sistemas mais complexos, a cadeia X X, na qual investigaremos com mais detalhes,

nas proximas sessoes, todas as propriedades do estado estacionario de nao equilibrio.

3.1.2 A Cadeia X X e Retificacdo Térmica

Nesta parte do capitulo apresentamos o modelo estudado que sera evoluido através
da equacao mestra deduzida anteriormente. A cadeia XX estd associada a sistemas
antiferromagnéticos unidimensionais, como exemplo [54], e é um modelo com propriedades
muito interessantes, pois pode ser tratado de maneira analitica sem a utilizacao do ansatz
de Bethe [55], além de possuir outras propriedades interessantes, como exemplo uma

transicao de fase quantica. O Hamiltoniano desta cadeia é dado por:

N-1

1
2 &~

N .
Hs =) o+ aj(0joi,, +ojolyy) (3.30)

2
onde h; representa a intensidade do campo magnético externo e o; é a constante de troca
entre o spin j e j + 1.

Podemos escrever este Hamiltoniano de uma forma mais conveniente se utilizarmos

os operadores de “levantamento” e “abaixamento” de spins:
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1
= (g% — oY
o7 = 507~ io?)
(3.31)
T
o = (o] +1io})
2
Desta forma, o Hamiltoniano assume a seguinte forma:
N 1 N-1
H = 231 h; <a;f0j_ - 2) + z:l a; (0;?0]11 + aj_a;&rl) : (3.32)
J= J=

onde neste ponto usamos as propriedades de comutagao dos operadores de Pauli {J;“ O } =
o?. Para estudar as propriedades termodinamicas deste sistema, necessitamos acoplar o
sistema de interesse em reservatérios térmicos, os quais estarao ligados nos extremos da
cadeia. O estudo da retificagao térmica sera realizado em duas etapas: primeiramente vamos
usar as transformagoes de Jordan- Wigner para reescrever o Hamiltoniano do sistema em
sua forma diagonal e posteriormente usaremos as propriedades geradas das transformagoes
para escrever o dissipador da equagao de Lindblad em termos dos operadores de criacao e

aniquilacao de férmions.

3.1.3 As Transformacdes de Jordan-Wigner

O primeiro passo para estudar o problema proposto é usar as transformacgoes de
Jordan-Wigner [56,57] para deixar o Hamiltoniano do sistema na forma diagonal. Para
isso usaremos os operadores de aniquilacao (7;) e criagao (77;) que satisfazem as relacoes

de anticomutacao usuais:

{nnit =05, {nm}={nlni}=0

As transformacoes que relacionam os operadores de spin com os operadores fermi-

Onicos sao dados por:

(3.33)

-1

m = ngfv an = QZO-ZJFJ Ql = H(_UJZ) ) [ > 27

J=1
note que diferentemente dos operadores de Pauli, que comutam para sitios distintos, os
operadores fermionicos ganham uma fase quando permutados entre si, ou seja, n,tm = —nm,t.

Vamos demonstrar algumas propriedades satisfeitas por estas transformacgoes.

Para m > [, temos
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ani= |11 on)] [Tl o)

(3.34)

Qle = QlQm = [nﬁ (_JZ)‘| :

k=l
Mostraremos agora que através das propriedades em (3.33) a relagao de anticomutagao é

satisfeita. Note que

{mnb} = mnb, +nlim = Quoy Quory, + QuorQuor . (3.35)

Para [ = m, podemos usar (3.34)
] +nim = Qoy of + ooy Qf =1 (3.36)

Para o segundo caso onde [ # m (m > 1), escrevemos:
My + Nt = QuOT Qs + Qo Quoy

= UZ_U;QlQm + QleO‘;O-l_

— oot rﬁl (—ag)] + [mf[l (—ai;’)] A

k=l k=l

. . (3.37)
=—o; o0 [ 11 (—U}z)] - [ II (—02)] ojo; o,

mnt, + 0t =0
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Usando as transformagoes acima, é possivel reescrever o Hamiltoniano (3.32) em uma

forma diagonal. Note que

QQu1 = —07 (3.38)

e que

T _ + —
1 = Qo Ql+1al+1

= - U?_UZ_HQZQI-H

(3.39)
=—o/ 0} 0141
T _ -
MM+1 = 0p Opyq-
Tomando o complexo conjugado da expressao acima, obtemos o resultado:
Mam =0y 0/ (3.40)

Finalizando as mudancas de variavés, temos que 77 = 0;"0; . Usando a represen-

tacao fermionica, o Hamiltoniano do sistema de interesse é escrito da seguinte maneira:

Hgs =" W mhl i, (3.41)

onde Wj,j = hj (§ Wj’j+1 = Wj+1’j = Qy

Vemos que a matriz W é simétrica, portanto pode ser diagonalizavel:

W =swst .
. (3.42)
W =S8Wws |
onde W é a matriz contendo os autovalores de W.
Substituindo (3.42) no Hamiltoniano, obtemos:
H =S Wik, (3.43)
k

onde escrevemos os novos operadores fermionicos 77 = S7, definindo a forma diagonal:
He=> el
k

N N
=S n =Y Sga (3.44)
=1 =1
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3.2 Evolucao Microscépica e Dissipadores

Obtido o Hamiltoniano na forma diagonal, precisamos descrever as propriedades
microscopicas nas quais estamos evoluindo o sistema. O universo de interesse ¢ composto
pela cadeia X X acoplada a reservatorios térmicos nas extremidades, ou seja, acoplados
através do spin 1 e N a banhos térmicos cujas temperaturas sao 1, e Txr. Estes ba-
nhos sao modelados por um nimero infinito de graus de liberdade bosonicos dados pelo

Hamiltoniano:

Hy =Y Qalair (3.45)
k

onde a;;, sao os operadores bosonicos e {2 sao as frequéncias correspondentes, assumindo

valores entre [0, 00).

A interacao entre o sistema e o banho sera dada por:

Hf =0ty glal . +ary)
. F T (3.46)
Hi' =03 > grlagy, + ark)
k

A equagao na forma de Lindblad, demonstrada no comeco do capitulo, nos fornece

os seguintes dissipadores:

1
D(p) = L) (A)pAlw) - 5 {A1@)Aw).0}) . (3.47)
O processo agora é reescrever os dissipadores (3.47) em termos dos operadores
fermionicos (3.44). Pelo Hamiltoniano de interagdo em (3.46), o operador do sistema que
causa pulos dos spins na cadeia é 0, e por isso temos que reescrevé-lo em termos dos

operadores fermionicos. Note que:

m=oy n =or
(3.48)
st On + ay7
2
entao,
o7 =of +or =m+n|. (3.49)

Fazendo a transformacdo em termos dos novos operadores fermidnicos 7 e 7,

encontramos:
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(3.50)
nT_nTsT nT_nTS
Portanto, podemos escrever
r _ T
op=m+m ,
(3.51)
of = Z Stk + Z Skl
mas sabemos que S~! = ST. Por fim, chegamos em:
=Y Si (i +ii). (3.52)
k

Sabemos que A(w) é auto-operador do Hamiltoniano com frequéncia —w, mostrare-

mos agora que, por(3.44), 7j e 7 também serdo auto-operadores de H.

Mostramos no comeco da se¢ao que o Hamiltoniano do sistema pode ser escrito

como H = 3 47 1. Calculando o comutador entre H e 7j;, temos:

[H, 5] = Hijy — 0 H

(3.53)

= et s,

k
onde, usando as relagoes de anticomutagao de férmions, obtemos:
Hijj == ik 177k
k
== e <5k,j kT) Mk

k

(3.54)

== xlp ik + > €l
% %

[H, 7] = —€m;
Vemos que o operador 7; é auto-operador de H com frequéncia ¢;. O raciocinio analogo

vale para o operador adjunto 77;, cuja frequéncia serd —e;.
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Temos que reescrever o operador A(w) em termos dos operadores fermidnicos,
levando em consideracao o fato de que também sao auto operadores do Hamiltoniano.

Temos:

k
como Af(w) = A(—w)
AT(w> = Z S_,Ii (ﬁk(s—ek,w + ﬁkTéek,w) . (356)
k

Substituindo este resultado na expressao para os dissipadores:

Dlp) = S T(w) 3 [[(S70)? (ederio + 77 0-0,0) p (0-epo + 710,
w k

(3.57)
L {51205 -t - - t
—3 {(ST (070 ey o+ T 0 ) (TG ey o + 778186, ), P}}
Simplificando a expressao acima, encontramos:
_ R Tpovo
D(p) = _A{T () {(51,;1)2 (nkmﬂ = 5 {7 p}ﬂ
e
(3.58)

+I(—€r) [(51_,11)2 (ﬁkTMk a ; {ﬁkﬁkT7p}>]}

Continuando o procedimento, temos que substituir o valor de I'(w) que representa
a transformada de Fourier das correlagoes emergentes da evolugao microscopica. Como

deduzido no comecgo do capitulo, temos que

P(w) = /_ Z ¢ (B(£)B(0)) dt
(3.59)
= [M dte™tTr {eiHBtBe_iHBtBe_’BHB/Z}

onde Z = Tr{e P} e Hp =3, Qla;al.
« Demonstragio do Cdlculo de I'(w)

Para realizar este calculo, utilizaremos as propriedades dos operadores de criacao e

aniquilagao de modos bosonicos. Temos que

a; |nl> = \/ﬁl|nl — 1>

T (3.60)
a |..n..y =+vn+1|.n +1..)
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Entao podemos escrever:

Tr {ezi ajait (Z gi(a) + az)) e 2 ajait <Z gr(a) + ay)) e_ﬁHB/Z} (3.61)
l

l/

cala; — Qata, _
=> (.n.| 2 Qiagait (Z gi(al + al)> e~ 2o Quagait (Zgl/(a; + al/)> e PHE 7| . ;)
I 1

l/

note que no traco calculado acima, s6 restam os valores dados por gfalTal e gfalalT, por isso

separaremos a resolucao em dois termos. Para o termo glzalaj temos:

—~

.M g2 Siajait (qray) e > Suafait (gla;) e PHE 7| . ;)

~

T 2 alait (grag) e” 2 alait (gl\/nl + 1) e PHE 7. .y + 1..)

~
—~

b _ atast —inin B
LM e izt ety (gl\/nl + 1) e~ Uiz it it =i (1)t (gl\/nl + 1) e ’BHB/Z |....ng..)

~
—~

=" (| g (ng + Ve te PHE [ 7] 0y

= Zg?(ﬁl + 1)679[1&
l
(3.62)

Para o segundo termo, dado por glzalTal, encontramos:

iala; -S Qafa, _
=Y (.n;.| 2o Qiagait (gla;) e~ 2 Quagait (gay) e P18 /7. n;..)
)

(3.63)

-aTa- — ) -aTa- _
=3 (o e Bt (gaf) em 2t (g Jng) e B 7| ny — 1)
)



Capitulo 3. Limite de Acoplamento fraco - Weak Coupling Limit 51

Z( |eszzt E# Za ast (g \/_) =i (ny — 1)t Z#l 1a ait (g \/_) BHB/Z|’I7JZ>
)

(.| ging)e™te™PHE 7] n;.)

<~

=) gF (1 + 1)ett
!

onde usamos que (..n;...| n; |..n;...) = 1m(€). Realizando a integragao de [*_ (B(t)B(0)) e*¥,
obtemos

=27 Zgl nl Ql + 1)540—91 + ﬁl<Ql)5W+Qz}
(3.64)

~ /0 T A0G(Q) {(A(Q) + 1)du_q + Q)00

Note que a soma foi transformada em uma integral assumindo que as frequéncias do banho
(€;) assumem valores continuos. A fungao G(£2) corresponde a 27g? multiplicada por fatores
que surgem da transformacao da soma para uma integral, os quais nao dependem da
temperatura. Para simplificagdo, assumiremos que G(£2) = =y, com 7 constante. Portanto,

temos que

1+nw)], se w>0
P = L) (3.65)
n(—w), se w<0
Substituindo a defini¢ao de I'(w), encontramos:
1
-1 ' _t
g;ov( ) { [1+ n(ex)] {nkmzk —3 {iik p}]
+ n(e) {ﬁT/}ﬁ - {] p}]}+
(3.66)
~1\2 o |
Z v (Sl,li) {”(—Gk) [nkpn;i ) {77117%0}}

+ (14 n(—e)] [ﬁlpﬁk - ; {77’“7'1”’}”
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A separacgao do espectro de energia em positivo e negativo nao é a forma mais
conveniente de se analisar o dissipador. Introduziremos agora a ocupacao de Fermi-Dirac e
uma funcao auxiliar, dependente da temperatura e dos autovalores, de tal modo que o

dissipador assuma uma forma simplificada.

A distribui¢do de Fermi-Dirac serd a chave para desenvolvermos os procedimentos
futuros e é uma estatistica que descreve o comportamento dos férmions, os quais obedecem

o principio de exclusao de Pauli. Matematicamente ela é descrita por

1
frr) e = Frwe 11
onde fr(g) ¢ a fungao inversa da temperatura. A funcao auxiliar que vamos introduzir é
dada por:
XL(r)k = 1+ 2npr)(|ex|) = coth ( i > (3.67)
2T (r)

Com a distribuicao de Fermi-Dirac e a nova funcao auxiliar, podemos escrever:

e Cdlculo de xrr) k(1 — friryk)

eBL(r) +1 eBLr)
XLy k(L= frmyr) = A — 1) \ Pem 11

ePL(r)

= w1 1+ 7 (ex)

e Cdlculo de x1(r)xfL(Rr)k

el 41 1
XL(R),ka(R),k ~\ P —1 <65L(R> n 1)

1

= P _ | - ﬁ(ek)

Com os resultados apresentados acima, vemos que é possivel reescrever o dissipador

D1 (p) na seguinte forma simplificada:

= Zk:’v (Si4) xe {<1 — frx) [nkm)k ; {ika, p}}

Ul
(3.68)
+fLk {ﬁ;ﬁpﬁk nknka ] }
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Prosseguiremos o resultado para o dissipador do lado direito, o qual representa o

reservatorio atuando no sitio N. Neste sitio, temos o operador o3, logo

NN = Qnoy nky = Qo (3.69)

Avaliando 0%, em termos dos operadores fermionicos, encontramos
- — +
Ny +ny = Qn(oy +oy)
nx + 1k = Qn(ok)

ok = Qnlny +nk)
onde usamos o fato que Q% = 1. Nesta parte dos resultados, ¢ interessante definir o nimero

total de férmions no sistema, dado por

N

N
N =3 ofor =3 ili.
=1 =1

Reescrevendo o operador o¥%;, temos

ox = Qn(=o%)(=o%) (1 +1). (3.70)

N oesos N-1 2\ _ 1(N—1 inoto;
E fécil notar que [[;2," (—03) = [I[;=; €™ %, logo

oNn = ei™N g=imny Iy (nl + ). (3.71)

- it . .
Vamos fazer uma anélise do fator e ™~V presente na expressao acima. Observe que se o

ultimo sitio conter um férmion temos

—imn|
e~ TININ (s + 1) [0) = — 1)

—T 1
eIV (nl + ) [1) = 10),

logo podemos escrever que

o =™ (ny — k)| (3.72)

Temos que escrever o} em termos dos novos operadores fermionicos definidos em
(3.44). Note que
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(3.73)
N
nt=a's  nk =3 qlSin,
7j=1

mas como S~! = ST temos que Sy = Sy’.. Portanto

al N
Z Nkem 77k—77k)-

Note que, usando as propriedades da transformacao de Jordan-Wigner, o operador

™ ¢ f],i possuem anticomutador nulo, ou seja, {e””v , nk} = 0. Logo podemos escrever

N
_ Z SKQ szn + 77T wr/\/) . (374)
k=1

Com a diagonalizacao do Hamiltoniano e as relagoes de anticomutacgao de férmions,

é facil ver que [H,N] = 0, portanto S;,lke“”v M, € um auto-operador do Hamiltoniano com

frequéncia —e; (w = €,) e que Syhe™V il é auto-operador com frequéncia e, (w = —e).

Sendo assim, o auto-operador envolvendo o%; € escrito como:

Z SNk: ( N s 5%7 "‘ nkT “rNéfek w) ) (375)

e como Af(w) = A(—w), temos

Al(w) =3 Sk (™0 + 1T e™ 50, ) (3.76)
k

Reescrevendo o dissipador acoplado ao tltimo spin obtemos:

DR( Z Z H ( mN?] 6% w T nkTe”Né_Ew) 1Y ( sznk(g_Ek w T nkTemN(SEkw)}
w k

1 i ~ o, i, ~ i,
2 {(Sl k) ( Nnké—Ek w T nkTe Néék,w)( Nnké—ek w T nkTe N(Sezmw%p}}

Simplificando a expressao acima, encontramos:
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Dilp) = S AT (er) [(Si)? (™ piide™ — 5 Lt o} )]

k
(3.77)
- T, 1 ~ o~
+I(—er) {(Smﬁ) ( Nl prge ™ — - {nwk*,p})”
onde usamos o fato que €™ =1, { N 77,1} =0e { N ’flk} = 0. De maneira andloga

ao realizado para Dy (p) em (3.58) e (3.68), obtemos o dissipador para o spin acoplado ao

reservatorio do lado direito:

~1\2 ~ AT (& 1
Dr(p) =7 (SN,lk> XR,k {(1 — [rk) {Uke N pe ™l — 3
k
_ 1
+ka{ ihe™ pe™ iy, — > Ltk p }]

Para simplificar a notagao, vamos definir:

gLk = (Sf,zi)Q JRrk = (S&}k)Q- (3.79)

Com as expressoes para os dissipadores em maos, temos a expressao final para
a equagao de Lindblad, a qual nos fornece a evolugao temporal da matriz densidade do

sistema. Com esta expressao, seguiremos a investigagao da existéncia de retifica¢ao térmica
na cadeia X X.

3.2.1 Propriedades do Estado Estacionario de nao equilibrio

Com toda a formulacio desenvolvida em termos dos operadores fermionicos, pode-

mos estudar o comportamento de observaveis como <773 ﬁj>:

. d
=Tr {nfnjdtp}'

Vamos escrever alguns resultados importantes envolvendo os operadores fermionicos:
o |7lf 7l = —5. 7.
ni 77] ) T’n - Z,”n]

Demonstragao: Usando as relagoes de anticomutagao de férmions, {ﬁlaﬁb} = Ogp ©

{74, } = 0, temos:
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(073210 = 11715710 — i}
= e = 01 + 771l (3.80)
(7, 7| = =Gl
Similarmente aplicado ao operador 7’ encontramos:
[l ) = 85l (3.81)

Para auxiliar o calculo dos valores esperados dos operadores fermionicos, introduzi-

remos agora o dissipador adjunto. Note que através da equacao de Lindblad, podemos

calcular o valor esperado de qualquer operador O:

d dp
o (O)=Tr {Odt}

= —iTr{O[H,pl} + Tr {OD(p)}

Vamos trabalhar com o segundo termo apresentado acima:

rriop() =11 {0 (1ot - 5 {111}

usando a propriedade ciclica do trago, podemos escrever

Tr{OD(p)} =Tr {LT(’)Lp} — ;Tr HLTL, (’)} p]

Tr{OD(p)} = <LTOL - ; {r'r, (9}> .

Esta expressao possui o mesmo formato do dissipador que trabalhamos. Note que podemos

escrever:

DI[L](0) = L'OL — ;LTLO - ;OLTL
~ 1 1
DILI(0) = 3LT[0, 1] + 5 [Zf,0] L]

(3.82)

Estamos interessados nas ocupagoes, ou seja, O = ﬁg 7;, portanto, de acordo com o

dissipador em (3.82) temos:
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~ 1 1

D {aie) ;) =ik (775, 0] + 5 7k 270 ] e
(3.83)
1 Lt
=—3 (ik + 65k) 17
para o operador ﬁ};
a1 (atay la ota <] Lo L1
D[] (i713) =57 [l k] + 3 [k, 11733 71k
(3.84)
1 g
=5 (i + 0) 75701
Note que o dissipador em (3.68) pode ser escrito como:
Dy(p) = 3. D} (3.85)
k
com D dado por
L oanfs 4 Lo Lt - Ly
Dy = Ay \nwkpiy, — 2 {mnk,p} + By |1pplik — 2 {77k771m P}

onde AL = YoLxXxLk (1 — fror) e BE = V9L kXL kL k- Simplificamos a notacao fazendo que
2
gLk = (51_;9 :
Juntando (3.83), (3.84) e (3.85) encontramos

A
2

. AR
O wiihily — 0wl i

Tr{iln; Dy } = 5

BL BL i
- 7]65@1@771177]‘ - 714:53‘&773% (3-86)

Bi

+ 7 (5z,k + (5]'7]?) (Sm'

Sendo assim, encontramos a primeira contribuicao referente ao dissipador acoplado

ao lado esquerdo da cadeia (i # j)

Tr {11 Du(p)} = =3 (9raxei + guxes) (i) - (3.87)

Precisamos fazer o mesmo procedimento para o dissipador acoplado ao lado direito.

Note que ele apresenta um fator exponencial, eV junto aos operadores fermidnicos:
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o8

com D dado por

D = A

~ U 1N~ 1 ~T ~
'™ pe™ il — 2 Ltk p}] + By

4 ) 1
~t inN __irN = - [~ ~f
nge  pe " Nk 9 {77k77ka P}]

Mostraremos agora que {ei”N ) na} =0.

Demonstracao. Pela transformacao de Jordan-Wigner, temos que

= Qlaf7 77;[ = Qlo'lJrv Ql = [H(_O—j)] ) ! > 27

j=1

Podemos escrever que

Temos:
N, .z -
€ Na = QN( UN)QaUa

note que os operadores de spin comutam para sitios distintos. Suponha que o < N::
emNna = QnQa(—0y)o,

- QaQN(U;> (_UZZV>

note que
N-1
Qnog = [ (=0)(=0)(0s)
j=1j#a
avaliando o produto de 2o,
z _— 1 Z( _x - Y
0000 = 50-04(0-01 - ZU&)
1 T s Y\ _z
= _5(0-0( - Zaa)aa
o.0, =0,0,



Capitulo 3. Limite de Acoplamento fraco - Weak Coupling Limit 59

onde foi usado que 0,0, = —o?. Concluimos o resultado

eiTana _ _QaU;QN(_U]ZV) _ _T]Oceiﬂ—N'

O mesmo raciocinio é valido para 1!, = Q,0 e também para 77 = S7, pois os novos

operadores fermionicos sao somas dos antigos.

Para a = N, temos:

™y = Qu(—o7)Qn(oy)

ei’anN = —QnoyQn(—0y) = —77N€MN,

logo concluimos a prova:

{e“”v, na} =0

O

Com esta demonstracao, podemos prosseguir com o calculo do dissipador adjunto

para o reservatério acoplado ao lado direito. Note que

e <o eniw o)

usando a propriedade ciclica do trago, podemos escrever:

Tr{ODg(p)} =Tr {ei”NLTOLe”Np} - ;TT [{LTL, O} p}

Tr {ODp(p)} = <LT(9L _ ; ('L, (9}> ,
onde usamos que
(e™NLtOLe™ ) = (L1OL).

Com este resultado, através do procedimento realizado para o lado esquerdo,

podemos concluir, para i # j que

Tr {l7Dn(p)} = =3 (grixn + gnixns) (i) (3.88)

Por fim, podemos avaliar agora o comutador do Hamiltoniano com ﬁg M
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(ol = [H ] i+ 0l (M, 7] (3.89)
com H = 3, i k.. Por (3.54), sabemos que 7; é auto operador do Hamiltoniano com

frequéncia €; e que 7j;" é auto operador com frequéncia —e;, logo

(. 717] = (e =€)l (3.90)

Unindo os resultados, temos o comportamento do operador <772T ﬁj>:

Zf <7~7Z'T77j> = —i(e; — ) <77@‘T77j> - %(QL,iXL,i + 9LiXRrj T IRiXRi T IR XRj) <771T7~7j> (3.91)

Através da expressao acima, vemos que o processo de relaxamento ocorrera com uma
taxa proporcional a Xz, %, com isso, observamos que diferentes modos do Hamiltoniano vao
relaxar com taxas diferentes, com o processo sendo mais rapido quando menor foi a energia
do modo fermibnico. A energia(e;) do modo fermionico representa um gap de energia que
deve ser superado na transicao térmica. Modos com pequenos gaps experimentarao um
numero grande de transi¢oes até chegar ao equilibrio, chegando neste estado assintotico

mais rapidamente.

Podemos estudar o comportamento da ocupagao do modo €. Através de (3.91)

encontramos:

d

7 (ki) = vgeaxen (Frr = (7)) + vgrixrs (Frr — () (3.92)

2 2
onde gr, = (Sl_,i) e gk = (S;,,lk) . No estado estacionario onde % <77377¢> = (0 temos:

i ILkXL STk + GREXR KSR K
(ki) = . (3.93)
9LkXLk T 9REXR K

Na representacgao fermidnica a diferenca de temperatura entre os banhos levara a um fluxo
de particulas ao longo da cadeia. Na representagao de spin, isto é relacionado a um fluxo

de magnetizacao. E f4cil ver que quando temos Ty, = Tx = T, <ﬁ,:ﬁk> = frk-

Para um pequeno gradiente de temperatura, temos uma leve mudanca na ocupagao

do modo k. Como <ﬁ,:ﬁk> contém duas fungoes dependentes da temperatura, temos:
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AT an

Xe k(T + AT/2) = xi(T) + -5 = + O((AT))
Xni(T = AT/2) = ) ~ 5L 4 o((aTy)
FualT + AT/2) = fT) + =5 1 o(aTy)
FrslT = AT/2) = fuT) = SL 5 4 o(ATY)

substituindo em (3.93)

<77]J27~7k> _ 91 (X (T) + AL 28 ) (f(T) + AL s 4 gy (xu(T) — AL ) (f,(T) — AL L)
gL,k(Xk(T) +

Simplificando a expressao, temos que para a ordem 0 em Y e primeira ordem em

AT para f; temos

AT gLk — YRk
2 gLkt 9rk

(7ikin) = fi +

Para primeira ordem em AT para x; e ordem 0 para f;, temos <ﬁ,£ﬁk> = 0. Portanto,
vemos que para uma pequena variagao da temperatura, o termo que contribui em ordem
AT é dado por

AT —

~t o~ gL,k — 9R,k

M) = Jx + ( )

< g > 2 \9rLk+ 9rk

Para uma cadeia homogénea, temos g1, = gr, 0 que implica em uma corregao

da ordem (AT)? para a ocupagio. Prosseguiremos a andlise das correntes de energia e de

particulas no sistema.

3.2.2 Correntes de Particulas e Energia

Para obtermos uma expressao para a corrente de magnetizacao/particulas, estuda-
remos o valor esperado do niimero total de férmions no sistema N. Através da equacao de

continuidade, temos

d d
7 WN) = %TT {Np} (3.94)

= Tr{NDL(p)} + Tr {NDx(p)}



Capitulo 3. Limite de Acoplamento fraco - Weak Coupling Limit 62

No estado estacionario temos % (M) =0 e usando o fato que V' = 3, ﬁ,tﬁk, obtemos:

I =Tr{NDr(p)} = =Tr{NDr(p)}

(3.95)
IN =D VILKX Lk [fL,k — <77/Tf77k>]
k

Substituindo o valor encontrado para <77,J277k> do estado estacionario (3.93), obtemos

a corrente de particulas:

9L.kXLkIREXR,k
In =7 e ke — fR - 3.96
; 9rL.kXL.k T 9REXR K [ ] ( )

Vamos estudar a corrente de magnetizacao para um pequeno gradiente de tempera-
tura

AT AT

Substituindo as expansoes feitas na pagina anterior, encontramos:

Oue(T) + SF58) O () — SF B ((T) + 55 — filT) + SF )

k
9k Ok (T) + 5E5E) + g Ok (T) — 5F%5E)

IN =YD LRk
A

Simplificando, obtemos:

; > (2 — CIE9\2)ATOf
N 9L k9R.k AT o .
C xu(9nn + gri) [+ 50 (FE5ms ) 0]

Reagrupando os termos em ordem AT, encontramos:

9Lk9rk Of (AT)?* < 9rx9rk(9RE — gL k) OX Of 9
Jy =~ AT —_— - d ’ ’ 22 O((AT)™).
" Ek: giit+gri 0T 2 zk: (grr +grLk)? 0T OT (AT)™)

Podemos reescrever esta expressao de uma forma mais amigavel

AT)?
JN:"}/Ale—F’}/( 2) Jo+ ...,

substituindo as defini¢oes de xr(r)x € fL(R)k, encontramos:

O & et a1
OT — T? (et +1)2 T?4cosh?(ep/2T)
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Portanto, temos que

of _ el i
XEEST = 4T2 sinh(ey /2T )cosh(ey/2T)
Usando a propriedade envolvendo as fungoes hiperbdlicas, temos sinh(a+b) = cosh(a)sinh(b)+
cosh(b)sinh(a),

sinh(%) = 2cosh(ex /2T )sinh(ex/2T")

9rL,k9R,k of
Jl — %XL,ki
zk: 9Lk T 9Rrk oT

9L.k9R K |€k|
J, = ahdidah cossech(ey/T).
' ; gLk + gry 217 (6/T)

Para .J5, temos

ox o len] |exl
aiT = COS@Ch ﬁﬁ
g . €k 1 )
OT — AT2cosh?(e,/2T

o que leva ao resultado

Of Ox _ el < 1 >

AT T~ 8&T* \ sinh(ex/2T)cosh(e/2T)

€k|6k| 4
8T* sinh?(e/T)

— 61;;: | cosech? (;’f)

9L.k9r k(IR E — 9L k) €k|€K] 2<€k)
Jy = e ’ d h | =
2 ; (gor+ gR,k)2 5T cosec T

Vemos que quando o sistema nao apresenta o fenomeno de retificagdo, a corrente é
uma fun¢io fmpar de AT. Observamos a presenca de um termo proporcional a (AT)?, o
qual sera a menor contribuicdo para a retificacdo. Note que toda assimetria do sistema

estd contida nas grandezas gry € gz k-
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Para estudarmos a corrente de energia, utilizaremos novamente a equagao de

continuidade, assim como foi feito para N:

d d
a (H) = %TT {Hp} (3.97)

=Tr{HDr(p)} +Tr{HDr(p)}

Como H =3, ekﬁ,iﬁk, podemos fazer uma analogia com a equagao (2.48):

J=7 e ILEXL TR foe— frel - (3.98)
. 9LkXLk T 9REXRk

Vemos que para se obter uma expressao para a corrente de calor, temos que
diagonalizar a matriz W que representa as interagoes do sistema de interesse. A necessidade
de introduzir assimetrias e interagoes mais complexas faz qualquer tratamento analitico
para esse problema muito mais dificil. De fato, ndo temos conhecimento de nenhum artigo
na literatura que trata exatamente da retificagao térmica para este modelo. Parte do
objetivo deste trabalho é estudar este fenomeno agregando conhecimento para a literatura.
Nosso objetivo é estudar a retificacdo em um modelo que pode ser abordado analiticamente,

para isso, temos que achar a matriz S tal que W = STV S.

Para o caso homogéneo (h; = h e a; = «) a diagonalizagao é possivel para um valor

de N arbitrario, nos fornecendo:

Para enxergarmos o fenomeno de retificacao, temos que inverter os banhos térmicos,
ou seja, fazendo T}, <= Tg. Sendo assim, para se estudar uma expressao para o fluxo de
calor teremos que inverter os termos x.rx <= Xrk € frx <= fri em (3.98). Definindo

J, o fluxo de calor com os banhos invertidos e fazendo as trocas mencionadas acima,

obtemos:
9L,k XREYREXL K
Jo =72 [frK — frLk] (3.99)
K 9LkXRk T GREXLK
Para o caso homogéneo, é facil ver que grr = gr €, consequentemente, J = —J,.

E interessante comentar que o modelo XX possui uma analogia com o modelo
harmonico classico devido a forma quadratica do Hamiltoniano em termos dos operadores
de cria¢do e aniquilagao (3.44). Para o modelo classico, foi mostrado em [50] que néo
existe retificagao térmica para qualquer que seja a forma de assimetria do sistema de
interesse (aqui representada pelas massas e pelas intera¢oes das particulas). Para o modelo

quantico com reservatorios boundary driven, foi mostrado em [46] a auséncia de retificagao
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de magnetizagao para a cadeia X X. Com este resultado, os autores fazem uma mencao ao

modelo classico como uma possivel analogia devido a sua auséncia de reificacao.

Para comprovar a existéncia de retificacdo térmica, prosseguiremos uma abordagem
analitica introduzindo leves assimetrias no sistema para tornar as equagoes (3.96) e (3.98)

trataveis.

3.2.3 Resultados Analiticos - Retificacao Térmica da Cadeia X X

Com o processo de diagonalizacdo vimos que para estudarmos as correntes de
energia e particulas, é necessario diagonalizar o Hamiltoniano. A matriz de interagao
do sistema é tridiagonal e tendo em vista a dificuldade de se analisar os autovalores e
autovetores de uma matriz genérica, encontramos na literatura resultados envolvendo leves
assimetrias numa matriz tridiagonal N x N. Em [58] o autor resolve analiticamente a

seguinte matriz:

h—o¢ ¢ 0 ... 0 ... O
o 0
) o 0
W = : : ; (3.100)
0 0 0 6 h & 0
0 0 0 0 & h+d

ou seja, esta matriz representa uma modificacdo do campo magnético do primeiro e do
ultimo spin, mantendo o sistema com uma interagao de troca de § e campo magnético

externo h para o interior da cadeia.

Utilizando o resultado presente em [58], obtemos:

oF = sin [(21 — 111(]2\[k - 1)7r]

(3.101)

2k — 1w
€x. = h + 2dcos [(2]\7)]

onde vF é a | — ésima componente do k — ésimo autovetor.
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Calculando a normalizacao dos autovetores obtemos:

@j—U@m—lh]
4N

m -
’Uj —SZ?’L[

2j—1)(2m—1)n/AN _ ei(2j1)(2m1)7r/4N>2
=1

N /i

A2} (6 .
— 21
J

2j-1)2m—1)7/2N  i(2j~1)(2m-1)mx/2N _ 2)
=1

N i(
_|Am’2 Z (6
j=1 4

_|Am’2
4

N N
6—i(2m—1)7r/2N Z 6i(27’n—1)j7r/N + 6i(27’n—1)71'/2N Ze—i(2m—1)j7r/N . 2N] - 1.
j=1 j=1

Resolvendo o somatério acima, facilmente encontramos:

_|Am|2 [ei(2ml)Tr/2N€i(2m1)7r/N(ei(2m1)71' _ 1)
4

ci@m—1)7/N _

6—i(2m—1)7r/2Ne—i(2m—1)ﬂ'/N(6—i(2m—1)7r _ 1)
+ ci@m—1)r/N _ | —2N| =1
_|Am|2 0N 261'(2m—1)7r/2N
4 o - ei2m=1)m/2N (gi(m—T)7/2N _ c=i(2m—T)m/2N)
9p—i(2m—1)7/2N
+ =1

e=i(m=1)m/2N (gi2m—1)7/2N _ =i(2m—1)m/2N )

Encontramos a normalizacao dos autovetores

2
Al =/~

logo a matriz que diagonaliza o Hamiltoniano do sistema ¢é dada por

&ﬁ:¢§mnvm_lgf_lhl. (3.102)

Sabemos que a expressao para o fluxo de calor para quaisquer valores de temperatura

é dada por (3.98). Para tornar mais clara a existéncia de retificacdo térmica, estudaremos
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o limite de alto gradiente de temperatura com o objetivo de simplificar esta expressao.
Consideraremos, neste primeiro momento, que o espectro é estritamente positivo, ou seja,
h >0 e h > 2. Aqui no texto principal, mostraremos o resultado final, mas todo o

procedimento analitico pode ser acompanhando no apéndice B.

A dependéncia na temperatura esta contida em xr e fi 5, portanto para o limite

de T, — 0o e T — 0 temos os seguintes comportamentos:

B 1 1

Jre= e/l 11 — B
1

JrRE = gy 0

(3.103)

||
= coth
XL,k <2TL — OO
||
= coth — 1.
XR,k = CO <2TR

Substituindo os resultados acima em (3.98) que representa o fluxo de calor (energia),

obtemos seguinte expressao:

_ "
=35 ; €k9R k- (3.104)

Ao invertermos os reservatorios, por (3.99) encontramos a seguinte expressao:
Y
Jp=—= Z €LJL .k
25

As quantidades acima podem ser calculadas utilizando os resultados da diagonali-

zac¢ao do Hamiltoniano dado por (3.101). Encontramos que:

e =

e para o fluxo com os banhos invertidos, ou seja, fazendo T}, <= Tx encontramos, por

(3.99), a seguinte expressao

e [

k=1

3 52 o252

k=1

ZR

2\4
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A soma acima pode ser acompanhada no apéndice B, o qual usamos a propriedade
trigonométrica sin(a — b) = sin(a)cos(b) — sin(b)cos(a) e transformando em exponencial

complexa, a qual se transforma em uma soma geométrica.

Com isso, encontramos os seguintes valores para os fluxos de calor:

g v(h +9)
2
__(h=9)
J, = —

Logo, observamos que os fluxos sao diferentes ao se inverter os banhos térmicos,
portanto temos retificacdo térmica para a cadeia XX com a assimetria nos campos
magnéticos externos do tipo (3.100). Sendo assim, mostramos que o fenémeno de retificagao
térmica aparece em sistemas quanticos com poucas componentes, com um Hamiltoniano
quadratico e envolvendo apenas interacoes entre primeiros vizinhos. Além disso, nosso
resultado mostra que independente do tamanho da cadeia, temos o fenomeno de retificacao,

ou seja, o fator de retificagdo permanece finito no limite termodinamico.

Estudando outros comportamentos do espectro, para o caso estritamente negativo,
h < 0elh| > 20, é possivel realizar a mesma andlise apresentada acima, cujos procedimentos
estao detalhados no apéndice B. As grandezas que envolvem as temperaturas se comportam
da seguinte maneira quando 7, — oo e T — O:

B 1 1
Jrx = ea/Te 11 — B
1
Tok = m g 71
(3.105)
|€x|
= coth —
XL,k CO <2TL 0
|€x|
= coth — 1
XRk = CO <2TR
Resultando nas seguintes expressoes para o fluxo de calor:
J = —% > engr
k (3.106)

Jp = 7 > ergr
25

Substituindo a diagonalizagao e realizando as contas, assim como no caso do espectro

positivo, obtemos os seguintes valores para os fluxos de calor:

A=)
2
(k] +0)

Jr = 5
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Novamente enxergamos a existéncia de retificacao térmica. Notamos que o maior fluxo de

calor é quando o banho quente esta conectado ao campo magnético menos intenso.

Para o caso de um espectro contendo valores positivos e negativos, foi realizado
um estudo envolvendo uma interagao forte entre os sitios. Se escolhermos a grande o
suficiente, podemos dividir o espectro de energia em valores positivos e negativos. Mais

especificamente, de acordo com (3.101), se v assumir o seguinte valor

e 20

Y

2 2N

o espectro de energia é divido em N/2 valores positivos e N/2 valores negativos de energia.

No regime de alto gradiente de temperatura, temos a seguinte expressao para a corrente

de calor
~ N/2 N
J = 5 doegrk— Y.  €kgRk
k=1 k=N/2+1

Realizando os cédlculos temos o seguinte resultado:

(T h
J = NCSC<2N) [(5—1— 2]

E para o fluxo de calor com os banhos trocados, temos a expressao

~ N/2 N
J = ) [Z gL — Y EkgL,k] ;
=1

k=N/2+1

nos fornecendo o valor para o fluxo

0 (TN b
I = NCSC(QN) lé 2]

Novamente temos retificacao térmica, e comparando com o resultado obtido através
do espectro estritamente positivo, vemos que para uma interagao forte entre os spins, a
diferencga entre as magnitudes do fluxo de calor depende do campo magnético. Note que,
novamente temos o transporte balistico da energia, pois desde que N — oo a corrente
converge para um valor diferente de zero

I ¥ < s ) 2y
im —csc| — ] = —
N—oo N 2N s

O modelo analitico derivado também permite estudar computacionalmente sistemas
grandes, desta forma fizemos um célculo numérico no Software MatLab para estudar a
retificagdo em modelos mais assimétricos (dado pela matriz W) e para sistemas de diversos

tamanhos. Realizamos simulagoes numéricas, apresentadas nas figuras abaixo, para uma

juncao de dois sistemas com interacoes entre sitios distintas:
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%]
0.2
25
01
":N 2 0
15 0.1
1 0.2
1 1.5 2 2.5 a

Hy

Figura 3 — Perfil de retificacao para juncao de dois sistemas. N=50 e AT = 10

O mesmo céalculo numérico para a juncao de dois sistemas submetidos a campos

magnéticos diferentes:

0.04
0.02
J:N 0
-0.02
0.5
-0.04

Figura 4 — Perfil de retificagao para juncao de dois sistemas, agora variando o campo
magnético externo. N=50 e AT = 10

Neste estudo, usamos a seguinte definicao de retificacao:

I+
-~ min{J, J,}

Todos os resultados do modelo analitico derivado foram publicados na Physical
Review E: DOI: 10.1103/PhysRevE.102.062146.
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Heat Rectification on the XX chain

Sanlo H. §. Silva®. Gabriel T. Landi?, Raphael C. Drumond® and Emmanuel Pereira'®
]J'.J‘E;.rr.:r'inmcr:.!u de Fisica, Mstitulo de Ciéncias Eratas,
Universidade Federal de Minas Gerais, 30123-970, Belo Hovizonte, Minas (Jerais, Brazil
! Institulo de Fisica da Universidade de Sdo Paule, 05314-970 Sdo Peule, Brazil
* Departamento de Maolemdtica, Instituto de Cifncias Eratas,
Universidade Federal de Minas Gerais, S0123-970. Belo Horizonte, Minas Gerais, Brazil

In order to better understand the minimal ingredients for thermal rectification, we perform a
detailed investigation of a simple spin chain, namely, the open XX model with a Lindblad dynam-
ics involving global dissipators. We use a Jordan-Wigner transformation to derive a mathematical
formalism to compute the heat currents and other properties of the steady state. We have rigor-
ous results to prove the occurrence of thermal rectification even for slightly asymmetrical chains.
Interestingly, we describe cases where the rectification does not decay to zero as we Increase the
system size, that is, the rectification remains finite in the thermodynamic limit. We also deseribe
some numerical results for more asvmmetrical chains. The presence of thermal rectification in this
simple model indicates that the phenomenon is of general occurrence in quantum spin systems.

PACS numbers: 05.70.Ln, 05.60.Gg, 75.10.Pq

Figura 5 — Artigo publicado [59] - Physical Review E: DOI: 10.1103/PhysRevE.102.062146
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4 Dephasing na cadeia X X -Analise de Siste-

mas graded e potenciais Quase Periddicos

Neste capitulo estudaremos o comportamento da cadeia XX na presenca de
reservatérios térmicos e um tipo de ruido em sistemas quanticos: dephasing. E interessante
comentar que nesse contexto, o efeito do dephasing no transporte quantico tem ganhando
atencao na literatura e possui resultados extremamente interessantes. Em particular, um
problema a ser considerado nesta parte do trabalho, é o efeito do dephasing na retificacao

da corrente de spin.

Este tipo de ruido no transporte foi investigado recorrentemente, principalmente
em sistemas Boundary-Driven e, como exemplo, citamos resultados interessantes descritos
na Ref [60,61]: para quaisquer intensidade de dephasing diferente de zero, o regime de
transporte se tornam difusos no limite termodindmico. Na Ref. [53], é demonstrado que
a interacao entre dephasing e um tipo particular de potencial, ou seja, potenciais quase
periddicos, aumenta o transporte, resultando em um aumento da sua condutividade. Na
Ref. [62] uma investigagdo detalhada do fluxo de calor na cadeia XXZ é executada na
presenca de dephasing em todos os sitios, tanto na presenca de interacao fraca quanto na
forte. Nesse contexto, nosso foco nesta parte da Tese é ir além dos sistemas Boundary-
Driven e estudar o comportamento da corrente de spin na presenca deste ruido e banhos

térmicos para induzir o sistema a um estado estacionario de nao equilibrio.

4.1 Modelo Microscépico

Vamos considerar que o Hamiltoniano da cadeia X X esteja acoplado a um dissi-
pador que preserva as ocupacgoes, ou seja, os elementos da diagonal principal da matriz
densidade permanecem constante na evolucao temporal e os elementos fora da diagonal

sao perturbados. Este dissipador, chamado de dephasing é dado por:

DA (p) = (70"~ ) (4.1)

Deduzimos para a cadeia X X nos capitulos anteriores os dissipadores em ter-
mos dos novos operadores fermidnicos que surgiram da diagonalizacao do Hamiltoniano.

Relembrando, temos que

H=>" e (4.2)
k
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N N
mi= > S nl =St (4.3)
=1 =1

Para realizar o procedimento analitico e obter as expressoes para esse modelo,
trabalharemos primeiramente nas componentes 7 e posteriormente, usando a transformacao

(4.3) utilizaremos os novos operadores fermidénicos(7).

Deduzimos anteriormente que os operadores fermionicos possuem propriedades

lteis para analisar comutadores, sao elas:

00, 1| = —6:m;
(4.4)

[l k] = 8m]

Para auxiliar o calculo das correntes na presenca de dephasing, utilizaremos os

dissipador adjunto deduzido no capitulo anterior. Para algum operador O temos

d dp
7 (O)=Tr {Odt}

= —iTr {O[H,p]} + Tr {OD(p)}

Note que podemos escrever:

DI[L)(0) = L'OL — ;LTLO — ;(’)LTL

DIL)(0) = ;LT [0, L] + ; zfolL| . (4.5)

Para descrever a evolucao temporal via equacao de Lindblad, ao invés de analisar a
matriz densidade (2V x 2VV), caracterizaremos o sistema através da matriz de covariancia

definida como
_ [t
Cij = <7]j77z‘ : (4.6)
E interessante ressaltar que a matriz de covariancia nao leva em consideragao os primeiros

momentos (7;) e as correlagoes <77JT-17ZT >, mas de acordo com (3.73) vemos que essa grandeza

se anula no estado estacionério.

Podemos obter uma evolucao temporal para a matriz de covariancia através da

equacao de Lindblad. Temos

jt <77j177m> =5 < [7—[, 'r]jmmb +Tr {njlanL} +Tr {nlanR} . (4.7)
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Note que os dissipadores D*() atuam nos auto-estados do Hamiltoniano e estdo em funcéo
de 7). Para escrever uma evolugdo temporal para a matriz de covariancia, temos que analisar
duas situagoes: a matriz de covariancia na forma C' e na forma usual C. Utilizando as

relagoes entre os operadores 7) e 77 temos que:

Cyj = <Z Syt Sl nk>
kl
Cij = Z St (nine) S
Cij =Y Slglcklsik
kl

Cij = SiCuiSy;

kl
Cij =Y (5C),
l

Cy=(scs™)

ij

logo vemos que a matriz de covaridncia nos novos operadores fermionicos é dada por
C=SCSs L.
Pela equacao de Lindblad, temos

d

= —ilH.p] +ZDL(R , (4.9)

onde D,f(R) ¢ dado por

2 .

Dy = (Sf,,i) XL,k{ 1= frk) [ m)k— 5 ?7 n,p}}

1 (4.10)
+fLk [nkmk 3 {nmk,p}]}
e para o lado direito (R) temos

-1)? ~ AT s 1 ~T o~
Djf =~ (SN},C) XR.k {(1 — frr) [nke N pe NU}Z 2 {mﬁn,p}} (4.11)
4.11

i Ly
+ka{T N pe™ iy, — Q{nknl,p]}'
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Vamos definir grandezas auxiliares para ajudar na derivacao das expressoes futuras:

Al = (9ox)* XLk (1 = frn) Bf =7 (91)° Xk Sk
(4.12)
Al =5 (gr)” Xra(1 = fr) BY =5 (9re)* Xrafrr
onde gr,(ryr = (Sl_(}v),k)2' Com o objetivo de calcular (4.7), temos:
(H 0l = [H 1] 1w+ ], [ 770]
= Z{ ij [771 15, nm} Nm + H2j77n [Uﬂhﬂlm”
(4.13)

= Z{ T T jn — Hijnjznj(sim}

= Z Hmﬁzﬁm - Z Hmjn;gnj >
{ J

onde foram usados os resultados (3.63) e (3.64). No processo de diagonalizagdo do Hamil-
toniano, definimos os novos operadores fermiénicos dados por (4.3). Note que podemos

escrever:

niznm Z Sin m]ﬁjﬁ] . (4.14)
Vamos avaliar cada termo da equacao de Lindblad em (4.9):

e Para o Termo Tr {nlanlf}

Tr{nlnmDE} = XSSy T {iliDE} (4.15)
]
onde o dissipador é dado por
T 4o L
Di = A} [nkpnl — 5 {7 p}} + Bf [nlpnk — 5 {7k p}} : (4.16)

Utilizando as propriedades do dissipador adjunto derivadas no capitulo anterior,

temos que para a primeira parte envolvendo o fator A'}i:

il il ] +

1

AAIGENE o Lkl e (4.17)
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Pelas propriedades (3.63),

oyt 1 .
Dy[7) (77;) = —3 (O + ) L7, - (4.18)

Para a parte do dissipador referente ao termo Bf encontramos

4ot Lo, o Lo 47
Dl (k1) = 5 |75, 7 + 5 [l 7L (4.19)
e utilizando novamente (3.63)
e e
Dilig) (0if;) = 5 (9 + S3x) 05717 - (4.20)

Dessa fora, em conjunto com a relagao de anti-comutacdo para os operadores

fermionicos, temos :

_ L(;Zk <771J<r;ﬁj> _ —Lg, <771177k;> (4.21)

k

B
+ 7L (Gir + Gjx) 0i

De maneira analoga, podemos realizar o procedimento para o dissipador relacionado

ao lado direito. Logo, concluimos que

Tr {7, D} = éﬁém (ki) - AQ% i (717
B§ Bh s (i) - 321’3 S (L) (4.22)

Bk
+ =5 Gk + Gj) 0

Tendo em vista (4.22), vamos definir um conjunto de matrizes para reescrever (4.7)

numa equagao diferencial matricial. Seja

1
M = ;diag (Al +Af + Bf + Bf', A + A} + B} + B, .

B =diag (Bf + B{, By + B}',...) |
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de tal modo que podemos escrever:

> SinSpiTr {alis; (DF + DY)} =

ijk

— Z SmS;L}Mikéjk - Z SinSn_@;Mjkéki

ijk ijk

==Y S S MaCir — - Sin St M Cii,

ijk ijk

_ Z (S—l ) " m] Z‘S’m ( ) ké’m (4.23)
- zk: (SilM)nk (Silé)mk N zk: (571M>mk: (és)kn

Z (MS) lm ( )mk o Zk: (S_lM)mk (és)kn

k
S (S-léms)mn - (s—lMés)mn :

onde usamos que C'jk = <77,:77]> e (AB)T = BT AT. Para o termo da matriz B, temos:

ZSmS 20ui;(By + BY) + ZSmSmJ B + Bf)6 104

z]k zyk:

= ZSmS 10, (BF + B + < ZSmSmJ (BY + B)dy;

ij
1 _1 1 _1
=5 Z S, BiiSin + 3 Z S,ni BiiSin
i J

- (S—lBs)mn

(4.24)
Agrupando (4.23) e (4.24), encontramos:
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S SinSiTr {iili7;(DF + D)} = = (S71CMS) |

ijk

- (S”MC“S)m + (s*rss)m

n n

(4.25)

Sendo assim, reunindo os resultados (4.13) e (4.25) encontramos a evolugao temporal

da matriz de covariancia do sistemas:

d d . .

—(S7'CMS) —(STMCS) 4 (57'BS)

mn mn

Note que nesta equacio temos as duas formas da matriz, dadas por C' e C. Usando que
C = S5CS™ !, temos:

d 3 N
et _ T _ _ —1 —1
(4.26)
_ (SMSCS—ls)m + (S-lss)mn ,
onde H = iH. Note que encontramos uma equac¢ao de Lyapunov para a matriz de
covariancia;:
d N N
iy BN 1 _ T -1
=C = (H SMS)C’ C(H +SMS) 1+ S71BS
(4.27)

th:—[WOJrCWT]JrF

onde definimos
W =iH + S~'MS

F=S"'BS |,

as quais sao matrizes dependentes da temperatura.

No estado estacionario de nao equilibrio, temos dC'/dt = 0, logo a matriz de

covariancia satisfaz

WC+CWh=F (4.28)

Note que todas as grandezas obtidas no capitulo anterior podem ser escritas em
termos da solugao da equacao de Lyapunov acima. Nas proximas sessoes faremos essa

abordagem.
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4.2 Analise Numérica do NESS

A equacao de Lyapunov é amplamente utilizada para solucionar problemas envol-
vendo teoria de controle. Desse modo, muitos pacotes numéricos foram desenvolvidos para
aprimorar sua solugao, tendo como base o algoritmo de Bartles-Stewart [63]. Apesar do
Mathematica possuir uma fungdo interna para solucionar este problema (LyapunovSolve),

preferimos produzir o programa para realizar este procedimento.

Para isto, utilizaremos o processo de vetorizagdo caracterizado pelo seguinte exem-

vec =
c d

De uma forma geral, o operador vec mapeia uma matriz N x N em um vetor N2. A

plo:

(4.29)

QU o o

operacao de vetorizagao possui varias outras propriedades. Para o produto de trés matrizes

temos

vec (ABC) = (C’T ® A) vec(B) (4.30)

se C' =17 temos
vec(AB) = (Z® A)vec(B) . (4.31)

Estas propriedades podem ser utilizadas para vetorizar a expressao (4.28). Obtemos
(Z@W +W*®I)vec(C) =wvec(F) (4.32)

que possui a forma de um sistema linear Az = b, onde = = vec(C).

MEye[n_]:=SparseArray[{{i_,1 }-»1},{n,n}];

vectorization[M ] :=Flatten[Transpose[M]]
unvectorization[M ]:=Module[{L},
L=Length& #/;

Transpose [Partition[M,Sqrt[L]]]
]
I

Figura 6 — Programa produzido para realizar o procedimento de vetorizagao.
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Para realizar a solugao do sistema linear em (4.32) foi feito o seguinte cédigo:

solveNESS [ ,¥ ,{TL_,TR_}]:=Module[{L,ek,5,5inv,glk,grk,M,B,W,F,vecl,vecF},
L=Length[#];

{A,5}=Quiet [Eigensystem[#]];

ek[F 1:==N[A[[F]]1];

Sinv=Inverse[5];

glk[m_]:=Sinv[[1,m]]"2;

grk[m_]:=Sinv[[L,m]]"2;

M=Table [If[i==7, (1/2) % (glk[i]#XLk[TL,ek[i]]+erk[i]«xRKk[TR,ek[i]]),0],{i,1,L},{i.1,L}];
B=Table [If[i==7, (xLk[TL,ek[i]]*glk[i]+fLk[TL,ek[i]]+xRKk [TR,ek[i]]+grk[i]+fRK[TR,ek[i]]),0],{i,1,L},{i.1,L}];

W= I #+Inverse[5].M.5;
F=Inverse[5].B.5;

veckhizkron [Conjugate [W] ,NEye[L] ] +kron[NEye[L],W];
vecF=Table[Flatten[Transpose[F]][[1]],{1,1,L"2}];

Chop [unvectorization[LinearSolve [veck,vecF]]]

|H

Figura 7 — Programa produzido para solucionar a equacao de Lyapunov.

4.3 Corrente de Particulas e Corrente de Energia

Nesta secao, faremos a andlise das correntes de particulas e energia para este
modelo. Note que ainda nao introduzimos o dissipador do dephasing, portanto através da

equacao de continuidade obtemos

d d
— (N) = =Tr{N
o W) =2 Tri{Np} (4.33)
=Tr{NDL(p)} + Tr{NDr(p)}
No estado estacionario temos 4 (') = 0 e usando o fato que N = &, j}ijx, encontramos:

Sy =Tr{NDL(p)} = =Tr{NDr(p)}

(4.34)
IN = Y YILKXLk [fL,k - <771£77k>] ;
k
que em termos da matriz de covaridncia é escrita como
IN = D VILEXLK {fL,k - ékk:} : (4.35)
k

Para a corrente de energia, similarmente encontramos

J = VgL XLk [fL,k - ékk] - (4.36)
k
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Na presenca de dephasing, temos que avaliar novamente as expressoes das correntes

contabilizando a contribuicao do novo dissipador:

d d
o W) = 2T NP} (437)

= Tr {N'Dy(p)} + Tr {N'Dr(p)} + Tr {N'D*"(p)}

Os dois primeiros termos ja foram calculados anteriormente e temos que avaliar a
influéncia do terceiro termo que estd em funcao dos operadores fermionicos (7)) e portanto

necessitamos usar as relagoes que envolvem os operadores 77 e 7. Note que através de (4.3),

temos
N = Z e =Y St Skmhnm - (4.38)
k=1 knm
Unindo ao termo do dephasing temos
Tr{ND{™"} = > S SunTr {nfnm DI} (4.39)
knm

onde podemos usar a propriedade do dissipador adjunto (3.65)

D [nlni) (mm) = ;nf 0 [y i) +

1

5 Lt i nln (4.40)

Usando as propriedades dos operadores fermionicos (3.63) e (3.64) temos:
i i) = [l k] m 4+, [0, 7

i} | = G

(4.41)
(95 10| = =G
[n;rnia nlnm_ = (5m - 5zm) nIan s
onde foi usado que 9;; Fj, = 0;;Fj;. Portanto, temos que
1
DI i (nfm) = 5 [(Bim = )] 0] 06 1
1 T T
+ B) [(6m - 5zm)] NN 10 14 (4.42)

[(6im — Oin)] [773771', ﬁiﬁm]

DN | —
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Reagrupando os resultados (4.41), temos

. 1
DI il (1f0m) = =5 Bim + Gine = 20inGim) 1 (4.43)

que por fim nos fornece o dissipador do dephasing:

S DI gt (nf ) = —(1 = Sum )il (4.44)

Dando continuidade para a corrente de particulas, encontramos:

ST NI = S S ST {nfm DI

iknm

zk‘nm

=75 Z SnkSkmnnnl Y Z Skmnl Nm + Z S”Lklrh T

zkn zkm ik
(4.45)
= -3 Z STkSkz m N Z Szk;Skmsz + Z SlkSkz i
zkn zkm ik
1

- - Z (87S),,,Cin = 5 20 (S15),, Ci + 2 (575),, Ca

m

Concluimos entao que a presenca do dephasing ndo altera a equacao de continuidade

para a corrente de particulas/spin. Logo a expressao final é dada por

IN = D VIL XLk {fL,k - ékk} ) (4.46)
e
onde C' = SCS.
Vamos avaliar a corrente de energia em decorréncia da presenca de dephasing. Note
que temos
d d
—(H —Tr{H
(H) = ST {Hp) .

= Tr{HDy(p)} + Tr{HDx(p)} + Tr {HD*""(p)}
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onde

H = Z Eksikskmnlnm

knm

Temos que:

S Tr {HD{"} = 3 S\, SimTr {exninn Di" }

iknm

1

iknm
(4.48)
1 1
= > S!Skl — = > e Skmninm + > exShnin;
1 i 1 i i
==Y &S SkiCin — = D €55 SkmCrmi + > 6 ShSkiCii
onde temos que €, = Hy, e H = SHST.
ZTT {HDfleph} = Z SlkSkar {H}ck?]lﬁmeleph}
7 iknm
1 1
= D) Z Hkkslkskmnlm 5 Z Hkkskmn;rnm + Z Hkksngm
ikn ikm ik
(4.49)

1 1
= =52 HuiCin = 5 3 HimCni + 3~ HiCis

=2 HiCa =) (HO),,

Concluimos que na presenca de dephasing, temos um comportamento diferente

para a corrente de energia:

d =
Note que na presenca de dephasing, a solucdo para a matriz de covariancia é

alterada e necessitamos calcular a influéncia do dephaisng na evolucao temporal. Através

de (4.39) a (4.44) vemos que na presenga de dephasing temos
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d

at <777T177m> = i<[7‘l,ﬁlnm}> +Tr {UjmmDL} +Tr {nanDR} + ZTr {njlan;leph}

d

7Cmn = = (Cﬁf)

- (ﬁfc)m - (S*lsCS*IMS)

n mn

—(STIMSCS'S)  + (ST'BS)  —TD(1 = 6m)Conm
( ) T (57'BS)
jtc - (ﬁTSMS) c-C (ﬁ* + SMS) +S71BS

(4.51)

jtc — —[we+owl] +F-ra©) |

onde, de acordo com (4.44), a operagao A(C') remove a diagonal principal da matriz de

covariancia:

A(C) =C - diag(C’H, 0227 ey ONN) . (452)

Para solucionar a matriz de covariancia nessa nova situagao, usaremos novamente
o0 processo e vetorizagao. Note que a operagdao A(C') é linear, entdo existe uma matriz P

correspondente a essa transformagao:
Poec(C) = vec[A(C)] . (4.53)
Esta matriz deleta os elementos de vec(C') correspondentes aos elementos da
diagonal de C"
P = diag(0,1,1...,1,0,1,1,...,1,0) . (4.54)

Aplicando o processo de vetorizacao, chegamos em:

(Z @ W)wvec|C] + (W* @ Z) vec|C] + I' Pvec|C] = vec[F]
(4.55)
{Z@W)+ (W*®I)+T'P}vecC] = vec[F]|

que possui a forma de um sistema linear do tipo Ax = B.
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solveNESS[# , ,{TL_,TR_}]:=Module[{L,ek,S,5inv,glk,grk,M,B,W,F,vecl,vecRemoveDiag, vecF},
L=Length[#];

{A,5}=Quiet [Eigensystem[#]];

ek[F 1==N[A[[F]]1];

Sinv=Inverse[5];

glk[m_]:=Sinv[[1,m]]"2;

grk[m_]:=Sinv[[L,m]]"2;

M=Table [If[i==7, (1/2) % (glk[i]#xLk[TL,ek[i]]+erk[i]«xRKk[TR,ek[i]]),0],{i,1,L},{i.1,L}];
B=Table [If[i==7, (xLk[TL,ek[i]]*glk [i]+fLk[TL,ek[i]]+xRKk[TR,ek[i]]+grk[i]+fRK[TR,ek[i]]),0],{i,1,L},{i.1,L}];

W= I #+Inverse[5].M.5;

F=Inverse[5].B.5;

veckhizkron [Conjugate [W] ,NEye[L] ] +kron[NEye[L],W];

vecRemoveDiag=N[SparseArray [{1_,i }/;Last[QuotientRemainder[i,L+1]]!=1-3>1,{L"2,L"2}]];
vecF=Table[Flatten[Transpose[F]][[1]],{1,1,L"2}];

Chop [unvectorization[LinearSolve [veck+ () #vecRemoveDiag,vecF]]]

|H

Figura 8 — Programa produzido para solucionar o sistema linear na presenca de dephasing.

4.4 Anilise de Sistemas Graduais ( Graded)

Com as equagoes deduzidas na secao anterior, conseguimos fazer uma andalise numé-
rica na presenca de dephasing na cadeia X X com reservatorios térmicos nas extremidades.
O primeiro sistema a ser analisado serd descrito por um Hamiltoniano graded da seguinte

forma:

1—1 1—1

ou seja, a interacao entre os spins decresce linearmente do sitio 1 ao N e o campo magnético
cresce do primeiro ao ultimo spin. Para este sistema, analisamos a influéncia do dephasing

em dois regimes: Na presencga de campo magnético graded e na presenga de campo uniforme.

Para obtermos o fendomeno de retificacao, é fundamental que o sistema apresente
assimetria na interacdo entre os spins. Assim que invertemos os banhos térmicos, vemos
fluxos diferentes. Como discutimos na introducao, é possivel construir dispositivos onde
podemos tratar eficientemente a magnitude da corrente. Especificamente, se a simetria
esquerda-direita for quebrada, a magnitude da corrente de spin, que é dada por J(AT)
e induzida por um viés positivo, pode ser diferente em relagdo a magnitude de J(—AT).

Deste modo, definimos o fator de retificagdo R como

J(AT) + J(~AT)
J(AT) — J(=AT) ~
onde para AT > 0 temos J(AT) > 0 (entdo J(—AT) < 0).

R:

(4.57)

Esta defini¢ao é importante para ver a eficiéncia da retificagdo. Para R = 0 significa

que nenhuma retificacao ocorre (J(AT) = J(—AT)), enquanto |R| = 1 significa que temos
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retificacao perfeita (ou seja, a corrente é finita em uma diregao e nula na outra). Outros

valores de R, positivo (negativo) indicam que o fluxo é maior para desvios de temperatura

positivos (negativos).
Primeiramente, para entender o comportamento do dephasing na corrente de spin,

estudaremos um cenario com um Hamiltoniano com interacoes constantes ao longo da
cadeia. Para este sistema, com campo magnético fixo em h; = 2 e interagoes dos spins
fixas em «; = 1, encontramos o padrao para a corrente de spin descrito na figura 8. Note
que quando o dephasing esté presente, temos um pequeno aumento de corrente (menos de
1%) e o comportamento balistico, ou seja, o fluxo ser independente do tamanho da cadeia,

¢é preservado.
Como veremos, a interacao entre a estrutura graded do Hamiltoniano e a intensidade

de dephasing surge um fenémeno nao trivial: aumento na retificacao da corrente de spin.

L _.-I-I-I-I-I-I-I-I--I-l-I-I-I-.-I-I'-..-:':':l;:
0.4084 - .
__baos2r ,’i‘ < 04ro—————————— - |
~ [ e -
g !/ 0.2
S Ig -—e—-- =0
i 0.0
OAOBOf# 20 40 60 80 100 |
.l N
Qi
0.4078 -/ 1
4 --e-= N=50 =--=-= N=75
10 15 20

r

Figura 9 — Corrente de Spin em funcao da forca de dephasing I" para diferentes valores de
N. O gradiente de temperatura ¢é fixo em AT = 45. Vemos que a corrente com

Ty, > Tg tem um pequeno aumento (menos de 1%) mesmo em uma forte taxa

de dephsaing.

o« Campo Magnético Uniforme

Na configuracao de temperatura T, > Tx vemos que com o campo magnético

uniforme, a presenca de dephasing promoveu um aumento na intensidade da corrente e

uma diminui¢ao da corrente com os reservatorios invertidos
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Figura 10 — Corrente de Spins para diferentes
valores de dephasing com AT = 95.
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Figura 11 — Corrente inversa de Spins para
diferentes valores de dephasing
com AT = 95.

Vemos que a corrente direta é aumentada e a corrente inversa é apagada quando

aumentamos a taxa de dephasing.
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Figura 12 — Padrao de retificagdo para um sistema graded nas interacoes e homogéneo no
campo magnético externo para diferentes valores de dephasing. O gradiente
de temperatura é fixo em AT = 95. Quando deixamos a taxa de dephasing
assumir valores mais intensos, a retificacao é potencializada.

Deste modo, usando a expressao para a retificagdo definida em (4.57), temos o

padrao de retificagao descrito na figura 12. Sabemos que o campo magnético externo é o

fator predominante para mudangas na corrente de spin, logo para um sistema que possui

um campo magnético mais intenso, ou seja, h; = 10, encontramos o seguinte padrao para

as correntes:
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Figura 13 — Corrente de Spins para diferentes

valores de dephasing com AT = 95.
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Figura 14 — Corrente inversa de Spins para
diferentes valores de dephasing
com AT = 95.

Novamente vemos que, quando o dephasing esta presente, a corrente é aumentada e

a corrente inversa (AT < 0) é apagada (Fig 14). Entdo obtemos um aumento na retificagao

assumindo um valor mais préximo de um quando o campo magnético é mais forte, Fig.15.
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Figura 15 — Fator de retificagdo para um sistema com campo magnético intenso. O gradi-
ente de temperatura é fixo em AT = 95.
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o« Campo Magnético Graded

Agora vamos nos concentrar em um sistema totalmente graduado dado por

1—1 1—1
n=t4 ()Y w= N ()Y

ou seja, o Hamiltoniano ¢ composto por um campo magnético graded crescendo linearmente

(4.58)

do spin 1 até N, e com a interagao de spin diminuindo linearmente do spin 1 para N. Nesta
situagao introduzimos mais assimetria no sistema, entao a interacao entre os Hamiltoniano
e o termo de dephasing se tornam mais complexos de analisar, ou seja, com um sistema

graded as correntes serao fortemente afetadas.

Usando a expressao para a corrente de spin na Eq.(4.36) encontramos o padrao
representado nas Fig. 16 e 17. Vemos que quando o dephasing esta presente, a corrente de
spin inversa (quando o gradiente de temperatura é invertido) assume um valor positivo.
Este fenomeno é dependente de trés pardmetros: o tamanho da cadeia (N), a intensidade

da taxa de dephasing (I') e o gradiente de temperatura (AT).

-

E interessante mencionar que o fenémeno one-way ja foi observado em outros
sistemas. Como exemplo, citamos o fenémeno de one way para a corrente de energia no

modelo X X Z submetido a reservatérios de spin nas extremidades (Boundary Driven) [52].
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Figura 16 — Corrente de Spins para diferentes
valores de dephasing com AT = 95 e
campo magnético graded.

Figura 17 — Corrente de Spins Inversa para di-
ferentes valores de dephasing com
AT = 95 e campo magnético graded.
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Figura 18 - Corrente de Spins com dephasing fixo para varios valores de AT e campo

magnético graded.

e Conclusao

No presente capitulo, com o objetivo de compreender mecanismos para manipular

e controlar correntes em sistemas quanticos, realizamos uma investigacao em detalhes da

corrente de spin na cadeia XX sujeito a interac¢oes graded e dissipadores globais. Quando o

sistema é sujeito ao dephasing, mostramos a existéncia de um comportamento nao trivial

da corrente de spin, ou seja, mostramos a existéncia de mecanismo que aprimoram a

retificacdo neste sistema e também como é possivel controlar a corrente de spin através

parametros da evolugdo microscépica que o sistema é sujeito (AT, N e I'). Observamos

também que ¢é possivel obter retificagao perfeita usando materiais graded e escolha especifica

de pardmetros (Fig. 18). O presente trabalho foi publicado ji se encontra disponivel.
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Non-trivial effect of dephasing: Enhancement of rectification of spin current in graded
XX chains

Saulo H S. Silva!, Gabriel T. Landi?®, and Emmanuel Pereira!*
Departa-memo de Fisica, Instituto de Ciéncias Eratas,
Universidade Federal de Minas Gerais,

20123-970, Belo Horizonte, Minas Gerais, Brazil
2 Instituto de Fisica da Universidade de Sio Paulo,
05314-970 Sio Paulo, Brazil

In order to reveal mechanisms to control and manipulate spin currents, we perform a detailed
investigation of the dephasing effects in the open X X model with a Lindblad dynamies involving
global dissipators and thermal baths. Specifically, we consider dephasing noise modelled by current
preserving Lindblad dissipators acting on graded versions of these spin systems, that is, systems in
shich the magnetic field and/or the spin interaction are growing (decreasing) along the chain. In
our analysis, we study the non-equilibrium steady-state via the covariance matrix using the Jordan-
Wigner approach to compute the spin currents. We find that the interplay between dephasing and
graded systems gives rise to a non trivial behavior: when we have homogeneous magnetic field and
graded interactions we have rectification enhancement mechanims, and when we have fully graded
system we can control the spin current in order to keep the way diretion of the particules/spin flow
even with inverted baths. We describe our result in detailed numerical analisys and we see that
rectification in this simple model indicates that the phenomenon may be of general occurrence in
quantum spin systems.

PACS numbers: 05.70.Ln, 05.60.Gg, 75.10.Pq

Figura 18 — Paper publicado [64]: Phys. Rev. E 107, 054123 (2023) - Nontrivial effect of
dephasing: Enhancement of rectification of spin current in graded XX chains

45 Analise de Potenciais Quase Periddicos

Nesta secao do capitulo, avaliaremos a cadeia X X na presenca de potenciais quase-
periddicos descritos pelos modelos de Aubry-André-Harper e Fibonacci. Nosso objetivo é
avaliar como a corrente de energia e spin se comportam na presenca de desordem, além de

investigar o processo de retificacao.

4.5.1 Aubry-André-Harper

E conhecido na literatura [65] que quando um Hamiltoniano do tipo tightbinding
é sujeito a potenciais on-site fortemente desordenados, todos os auto-estados se tornam
exponencialmente localizados, cujo fendmeno recebe nome Anderson Localization e como

consequeéncia, as propriedades de transporte mudam completamente.

O modelo de Aubry-André-Harper é descrito pelo seguinte Hamiltoniano:

N—
Z j+1 +0; U]+1) (459)

l\D\H

N
=2 Vi
j=1

onde
Vi = 2Xcos(2mai + 0) (4.60)
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e a € uma constante, \ é a intensidade do potencial e # é uma fase global arbitraria. E
interessante comentar que este modelo pode ser implementado experimentalmente em

atomos frios [66,67].

Este potencial nos permite estudar transi¢oes de regime de transporte devido a
existéncia do fator A que rege a intensidade do potencial. Sabe-se que para A < 1 todos
os auto-estados sao delocalizados e como consequéncia temos o regime de transporte
balistico, isto é, o fluxo independe do tamanho da cadeia J o N° J4 no caso A > 1
temos auto-estados localizados em um centro especifico, o que promove um decaimento

exponencial em fun¢do do tamanho da cadeia.
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i L\MM
0.00k, ‘ ‘ ‘ ‘ ]
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0.8 (d) q

04 q
0.6 q

v(i)?
v(i)?

0.2 4

Figura 19 — |v;]? em funcio de i. Nota-se que a medida que aumentamos a intensidade
do potencial, o auto-estado se torna localizado: (a) A = 0.5,(b) A = 0.9,(c)
A=10e(d) A=13.

Tendo em vista os efeitos de assimetrias causados pelo parametro de desordem
A, a mudanca no regime de transporte pode promover um efeito na retificagdo, logo
investigaremos o comportamento da corrente de energia para este sistema quase-periddico
com o objetivo de entender como este modelo pode ser capaz de atuar no controle e

manipulagao das correntes.
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o Corrente de Energia

Para a corrente de energia na presenca de potenciais quase periddicos, encontramos

o seguinte padrao:
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Figura 20 — Corrente de energia em funcao de A para alguns valores de N. Nota-se que a
corrente cai drasticamente a medida que aumenta a intensidade do potencial
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Figura 21 — Fator de retificagdo da corrente de energia (4.57) em funcdo de A para alguns
valores de N. Nota-se que assume valores mais intensos (= 25% de retificacao)
para valores de A entre 0.6 e 0.9.
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Figura 22 — Fator de retificagdo da corrente de energia (4.57) em funcao de N para alguns
valores de \. Nota-se que quando aumentamos A o fator de retificacao aumenta.

« Corrente de Spin/Particulas

Pelo modelo Global derivado, sabemos que a corrente de spin/particulas é sensivel
a mudanga do campo magnético, ou seja, com a mudancga do potencial quase periddico ela
sofrerd mais alteragoes, em comparagao com a corrente de energia (cujo fator de mudanga
estd associado mais intensamente aos reservatorios nas extremidades). Para essa corrente,
é possivel estudar, juntamente com os potenciais quase peridédico, a presenca de dephasing

em conjunto com a equagao (4.46).
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Figura 23 — Corrente de Particulas na presenaga de dephasing para AT = 95. Na figura
(a), temos N = 55, na figura (b) temos N = 75, na figura (c) temos N = 85 ¢
na figura (d) temos N = 100.

Nota-se que a presenca de dephasing promove um aumento da corrente para

diferentes valores de A. Quanto maior o tamanho da cadeia, mais desordenada fica a

distribuicao do potencial on-site, de tal modo que a intensidade da corrente diminui com

o tamanho da cadeia.
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4.5.2 Potencial de Fibonnaci

Estudaremos agora o segundo potencial quase-periédico abordado na literatura.
Este modelo é construido através de uma sequéncia especifica, conhecida como Fibonacci

Word. Sejam S = A\ e So = A A9 duas palavras para compor uma Fibonacci Word, temos

Snt1 = S + Sp1, N> 2

Sl = )\1
Sz = AiAs (4.61)
Sz = Mo

St = MA2 A A1 .

Estudaremos nesta parte da Tese dois modelos descritos pela Fibonacci Word, onde
no primeiro caso teremos A\; = A e Ay = 0 e no segundo caso teremos A\; = A e Ay = —\.

Para a geracao destes Hamiltonianos, utilizamos o programa descrito abaixo:

Hfib[L ,1 ]:=Module [{v,i},

1
—] =IntegerPart [n —] 3
GoldenRatio® GoldenRatio®

sparsefrray [{{i_,i_}=2 V[i],{1_,7 }/3i=1i+1=1,{1_,7 }/;7=1-121},{L,L}]

V[n_]:=IntegerPart [ (n+1)

I

Hfib2[L_, 1 ]:=Module [{'-.f,i},

'u‘[n_]::If[(IntEgerF‘ar’t[{mi] ]—IntegerPart[n

1
. . 3 —.1]]:1" J"!]J"
GoldenRatio GoldenRatio
sparsefrray [{{i_,i_}= V[i],{i_,J M 3i=is1=1,{i_,J }/37=1-121},{L,L}]

I

Figura 24 — Programa desenvolvido para constru¢ao do Hamiltoniano no modelo de Fibo-
nacci.

e Fibonacci Word \i =X e X\ =0

Para esta primeira situacao, apesar da desordem descrita pelo potencial on site, o

seu valor nao altera de sinal no decorrer da cadeia.
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Figura 25 — Corrente de energia para o modelo de Fibonacci com AT = 95 e tamanho da
cadeia dado por N = 55.
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Figura 26 — Corrente de energia para o modelo de Fibonacci com AT = 95 e tamanho da
cadeia dado por N = 75.

Observamos que com o aumento de A a corrente de energia se aproxima de zero,
comportamento que é independente do tamanho da cadeia (Fig. 25 a Fig.27). O fator de
retificacdo da corrente de energia aumentou a medida que aumentamos o tamanho do
sistema, em contrapartida ele foi mais intenso na regiao de menores valores de correntes,
ou seja, quanto maior o parametro de desordem A, menor a intensidade das correntes

e maior o fator de retificacao. Avaliaremos agora a corrente de particulas na presenca

dephasing.
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Figura 27 — Corrente de energia para o modelo de Fibonacci com AT = 95 e tamanho da
cadeia dado por N = 100.
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Figura 28 — Corrente de Particulas para o modelo de Fibonacci com AT = 95 e tamanho
da cadeia dado por N = 55. A figura (a) representa o modelo sem dephasing
e a figura (b) com dephasing fixado em I' = 10.

Através da Fig.28, vemos que a presenga de dephasing promove uma alteracdo no
sentido da corrente, onde para certos valores de A temos uma mudanca de sinal. Este efeito
¢é dependente do tamanho da cadeia, a qual caracterizard uma maior ou menor desordem.
Para N = 75 temos o padrao descrito pela figura 29 pela qual vemos, novamente, que
a presenca de dephasing promoveu um aumento da intensidade da corrente na primeira
configuragao (J(AT)) e uma diminui¢ao de intensidade para a segunda configuragao
(J(—AT)), além de mudar o seu sentido para A < 1.2. Note que para este modelo
microscopico, o dephasing promoveu um aumento no fator de retificacao para A > 1.2,

visto que diminuiu significativamente a corrente de particulas com os banhos invertidos.
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Figura 29 — Corrente de Particulas para o modelo de Fibonacci com AT = 95 e tamanho
da cadeia dado por N = 75. A figura (a) representa o modelo sem dephasing
e a figura (b) com dephasing fixo em I' = 10.

e Fibonacci \{ = Xe \y = —)\

Analisaremos agora a segunda situagdo no modelo de Fibonacci onde a cadeia
possui mais assimetria, em comparacao ao modelo estudado anteriormente, a qual sera
representada por uma mudanga no sinal do potencial on-site. Nesta nova situacao, inves-
tigaremos a atuacao do campo magnético nas correntes de energia e spin de tal modo
que possa aprimorar o efeito de retificacdo. Primeiramente, para a corrente de energia,
encontramos o padrao de corrente descrito na figura abaixo utilizando as expressoes (4.46)

e (4.57)
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Figura 30 — Corrente de energia para o modelo de Fibonacci com AT = 95 e tamanho da
cadeia dado por N = 55.
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Figura 31 — Corrente de energia para o modelo de Fibonacci com AT = 95 e tamanho da
cadeia dado por N = 75.
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Figura 32 — Corrente de energia para o modelo de Fibonacci com AT = 95 e tamanho da
cadeia dado por N = 100.

Avaliaremos agora a corrente de particulas na presenca deste potencial e também
com dephasing. Nesta situacao a assimetria e o dephasing mostraram nao ser favoraveis, em
certas configuragoes, ao processo de retificacdo, a qual diminuiu a medida que aumentamos
a intensidade do dephasing (Fig. 33 e 34). A medida que aumentamos o tamanho da
cadeia, a assimetria em funcao de N exerce um controle sobre a corrente de particulas,

fato mostrado na figura 34 onde vemos uma mudanca drastica no padrao de retificacao.
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Figura 33 — Corrente de particulas para o modelo de Fibonacci com AT =95, A =0.6 e
tamanho da cadeia dado por N = 55 em fung¢ao da intensidade de dephasing.
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Figura 34 — Corrente de particulas para o modelo de Fibonacci com AT =95 A =0.6 e
tamanho da cadeia dado por N = 80.

Ao aumentarmos o valor de \ as correntes tendem a se anular, em contrapartida com
o aumento da desordem o dephasing promove um aumento da retificacdo, em comparacao
com o sistema submetido a um menor valor de \. Este fato é visto nas figuras 36 e 37 da

proxima pagina.

Através das figuras 36 e 37, vemos que o comportamento da retificagao foi inverso
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Figura 35 — Corrente de particulas para o modelo
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Figura 36 — Corrente de particulas para o modelo de Fibonacci com AT =95, A =1.2¢e
tamanho da cadeia dado por N = 55.

ao aumentarmos o tamanho do sistema, ou seja, para N = 55 a retificacdo assumiu um

maximo (R = —0.35) com uma taxa de dephasing pequena e se estabilizou para um valor

de retificacao proximo de R = —0.15. Quando aumentamos o tamanho do sistema para

N = 80 o comportamento foi inverso, ou seja, a corrente inversa dada por AT > 0 assumiu

uma maior intensidade, mas mantendo o mesmo valor de retificagdo em comparagao com

o sistema em N = 55. Note que mesmo para uma situacao onde aumenta o valor de N e

intensa desordem, o fendmeno de retificagdo nao desapareceu, logo ele é persistente em

regimes de alta assimetria, fato que é visto nas figuras 39 a 41.
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Figura 37 — Corrente de particulas para o modelo de Fibonacci com AT =95 A =1.2¢e

tamanho da cadeia dado por N = 80.
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Figura 38 — Corrente de particulas para o modelo de Fibonacci com AT =95 A =1.2¢e

tamanho da cadeia dado por N = 95.
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Figura 39 — Retificagao da Corrente de particulas para o modelo de Fibonacci com AT = 95
e tamanho da cadeia dado por N = 55. Este grafico mostra um gap de
retificacdo em uma transicao de A, de tal modo que para A > 0.5 temos a
corrente dada por AT < 0 sendo mais intensa em relagdo a corrente com

AT > 0.
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Figura 40 — Retificacao da Corrente de particulas para o modelo de Fibonacci com AT = 95
e tamanho da cadeia dado por N = 80. Este grafico mostra que existe uma
transicao entre a corrente ser mais intensa a medida que aumenta o valor da
desordem, ou seja, quanto maior o parametro A\ a corrente dada por AT < 0
fica mais intensa.
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Figura 41 — Retificagao da Corrente de particulas para o modelo de Fibonacci com AT = 95
e tamanho da cadeia dado por N = 95. Grafico para varios valores de A, o
qual mostra que a retificacao, neste valor de NN, tende fica préxima de zero,
mas nao sendo zero, para valor alto de desordem.

e Conclusdo

Sumarizando, nesta presente parte do capitulo, investigamos a corrente de spin
e energia na presenca de potenciais quase periddicos, pela qual vemos que o fator de
desordem A\ promove mudancas drasticas no regime de transporte. No modelo de Aubry-
André-Harper observamos que a corrente de energia assumiu um maximo de retificagdo
em 25%, mostrado na figura 21, fato que nao se mostra monétono em relagao ao valor
de N. Analisando a corrente de particulas/spin, notamos que esta corrente é sensivel &
mudanca do tamanho do sistema, promovendo uma alteracdo no sentido do fluxo, fato que
é visto na figura 23. Na presenca de dephasing a corrente de particulas/spin sofreu um
aprimoramento e a medida que aumenta o tamanho do sistema, temos uma diminuicao
na intensidade da corrente. Nota-se para este modelo que a existéncia de retificagao se

mantém mesmo para uma situacao de alta desordem.

Estudando o potencial de Fibonacci, vemos que este sistema fornece um maior
controle sobre as corrente, fato que é observado nas figuras 25 a 36. Para a corrente de
energia, observamos que na primeira situacao dada por A\; = A e Ay = 0, ou seja, apenas
um sinal no potencial on-site o fator de retificagdo para a corrente de energia assumiu
um valor maximo em aproximadamente R = 0.1, ja na segunda situacao onde A\; = A
e Ay = —\, promovendo uma maior assimetria, o fator de retificacao s6 foi maior no

modelo composto de 100 spins assumindo um valor de R = —0.4, mas em regimes de
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baixa intensidade de corrente (Fig. 33). Analisando a corrente de particulas/spin, vemos
que na primeira situagao (A; = A e Ay = 0) nota-se um aumento da corrente na presenca
de dephasing e também um controle de sentido, mostrado na figura 29. Para a segunda
situacdo (A; = A e Ay = —\) a maior assimetria promoveu um efeito retificador no sistema
e foi possivel encontrar efeitos diferentes, ou seja, para baixas intensidade de dephasing
temos uma maior intensidade no fator de retificagao (Fig. 33 e 34) e quando aumentamos
o parametro de desordem temos um fator de retificacdo simétrico para dois tamanhos
de sistema (Fig. 36 e 37). Através das figuras 39 a 41, vemos um efeito interessante: o
fenomeno de retificagdo nao é suprimido mesmo na presenca de alta desordem e alta taxa
de dephasing. Tendo em vista os resultados adquiridos no estudo de potenciais quase
periodicos, estamos realizando um processo de refinamento dos dados e em breve sera

publicado.
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5 Conclusao e Perspectivas Futuras

A descricao e manipulagao da transferéncia de energia em escala quantica é um
problema de importancia fundamental e tecnologica, recebendo crescente atencao nos
ultimos anos contendo aplicagoes em litografia, possibilidade de manipular pequenos
sistemas quanticos, as propriedades dos atomos frios, a possibilidade de diferentes regimes
de transporte em matéria condensada, a possibilidade de retificadores, etc. Visando este
grande avanc¢o, com enfase nas tecnologias destinadas a Spintronica e a Fondnica, nesta
Tese de doutorado do programa de poés-graduagao em Fisica da UFMG, realizamos um

estudo detalhado das propriedades termodinamicas de sistemas quanticos abertos.

Estudamos a derivacao da equacao de Lindblad através de dois modelos micros-
cHpicos levando a propriedades termodinamicas diferentes. O modelo Boundary Driven,
desenvolvido no capitulo 3, mostrou a vasta propriedade termodinamica de sistemas sujeitos
ao protocolo de interagoes repetidas (R.I.P) com um estudo detalhado da cadeia de Ising
submetida a dois reservatorios diferentes. Mostramos a distin¢ao da corrente de energia
em correntes de calor e trabalho, contrastando resultados anteriores que previam violagao
das leis termodindmicas [43]. Verificou-se que modelos de Ising acoplados através de suas
fronteira a reservatérios de spin possuem correntes de calor e trabalho nulas, mas quando
acoplados a reservatorios térmicos possuem correntes de calor e trabalho diferentes de
zero e uma corrente nula de energia. Deste modo, mostramos que o ao realizar um estudo
utilizando apenas a equacao de Lindblad nao nos fornece toda informagao termodinamica

presente no sistema.

Nos capitulos seguintes estudamos a derivacao da equacgao de Lindblad via weak
coupling limit com o objetivo de abordar um modelo eficiente para estudo da retificacao
térmica. Derivamos um modelo analitico para a cadeia X X em contato com reservatorios
térmicos nas suas extremidades e, através das transformacoes de Jordan-Wigner, foi possivel
obter expressoes para as correntes de particulas/spin e para a corrente de energia do
sistema, além de outras propriedades do estado estacionario de nao equilibrio. Essa cadeia
mostrou ser um excelente modelo para retificagao térmica, com fator de retificagao nao
nulo no limite termodindmico para um Hamiltoniano de interacao com pequena assimetria
nos campos magnéticos externos. Aprofundamos a abordagem na cadeia XX por um
estudo via matriz de covariancia com o qual foi possivel estudar o sistema na presenca de
dephasing. Nesta situagao, abordamos dois sistemas diferentes com o objetivo de estudar
sistemas retificadores, com os quais vimos que a presenca de sistemas graded e dephasing
promove um controle da corrente de spin além de aprimorar o efeito de retificacao da
corrente. Para o modelo com potenciais quase-periddicos foi encontrado que o potencial

de Fibonacci se mostrou um bom modelo para controle da corrente de energia e spin,
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em comparagao com o potencial de Aubry-André-Harper. Notou-se que o fendmeno de
retificagdo é persistente nestes dois modelos de sistemas quase periddicos mesmo para

sistemas grandes e com alta desordem.

Para uma perspectiva futura, tendo em vista interagdes de muitos corpos no
contexto quantico, pretendemos avancgar na investigacao destes sistemas e compreender
como as suas caracteristicas podem intensificar o efeito de retificagdo térmica. Dentre
outras possibilidades, vamos considerar fen6menos de transicao de fases (de diferentes
ordens) e seu papel em um processo de retificagdo térmica, situagdo ainda pouco abordada
na literatura. Em uma outra direcao, ha alguns estudos recentes envolvendo o papel do
emaranhamento [30] em cadeias de spins com poucos corpos, que mostram como este
fendbmeno nao-classico pode contribuir para a retificacao térmica, aumentando-a em varias
ordens de magnitude. Visando o procedimento analitico desenvolvido na presenca de
dephasing, pretendemos expandir a abordagem para outras cadeias de spin em conjunto
com propriedades quanticas como emaranhamento e correlagoes nao classicas, além de

implementar outros tipos de reservatérios para o estudo dos fluxos no sistema.
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APENDICE A - Procedimentos analiticos
para o Modelo de Ising

Estudaremos neste apéndice os procedimento analiticos do modelo de Ising sub-
metido ao banho de spins e ao banho de bésons. Primeiramente para o banho de spins,

vimos que a interagao entre o sistema e o reservatoério é dada por:
vrr) = YR (OT(nOLr) + TN T L(R) (A1)
cujo dissipador é obtido através da expressao geral (2.13):

N . 1 _
Di(p) = Xf |otpor = Slorot )| + X7 |orpot = Slotor )] (A2)

1. T _ 1 B
DR(P) = XJJ%F [JJJ\rpr—N - 2{0N0E7P}} + Xi [UNPUXr - Q{UJJ\?UNaP}] ) (A-3)

onde p = pg, Xz(R) = 2vrr) (1 + frm) e X = 290y (1 — fLm)-

O procedimento analitico consiste em solucionar a equacao de Lindblad e calcular
o estado estacionario de nao equilibrio NESS. Como foi mostrado no capitulo 2, vamos

supor que este estado ¢ diagonal na base dos autoestados do Hamiltoniano de Ising

1 =|--)
2) = |—+)
A4
3) = |+-) e
[4) = [++)
logo devemos solucionar:
0 =[DL(p) + Dr(p)];, (A.5)
0=(i[[DL(p) + Dr(p)] |i)

Primeiramente calcularemos para o spin acoplado ai banho da esquerda, ou seja

Dr(p). Aplicando as propriedades dos operadores de spin,

ot |+)=0
1) = 1)

A6
o) =1-) o
o |-) =0,
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em conjunto com (A.2) e (A.5) obtemos os conjuntos de equagoes:

(1o poy [1) =0

(2|0 poy 12) =0

(A.7)
(3l o) poy [3) = pu
(4| o poy [4) = pa
Realizaremos o calculo para o anti-comutador presente no dissipador:
1 _ _
sUtlororp[1) + (1] por oy [1)] = pun
1 -+ -+
§[<2| oy o1 p|2) + (2 poy oy [2)] = pa
(A.8)
1 _ _
5lBlorarp[3) + (3] por oy [3)] = 0
1 -+ -+
ldlorarp|4) + (4] poy oy [4)] =0
Para o termo o po; do dissipador (A.2), obtemos:
(1] oy poi (1) = pas
(2loy poy |2) = paa
(A.9)

(3| oy poi [3) =0

{4/ oy poi |4) =0
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Realizando o calculo para o anti-comutador:

1 _ _
sltlotorp 1) + (1 poy oy [1)] = 0

2lotorpl2)+ (2l poy o 2] = 0
(A.10)

1 _ _
§[<3| otorp|3) + (3] poy ot [3)] = pss

1 _ _
lidlororp|4) + (4 poior [4)] = pua
O procedimento para o calculo do dissipador Dg(p) é o mesmo. Encontramos:

([ oypoy|1) =0

(2] oXpoy12) = pu

(A.11)
(3| okpoy [3) =0
(4| okpoy |4) = p3s
Realizaremos o célculo para o anti-comutador presente no dissipador:
1 -+ -+
[ oxoxp (1) + (1 poyoy [1)] = pu
1 -+ -+
§[<2| ononp|2) + (2l poyoy [2)] =0
(A.12)

1 _ _
5[Blonatp13) + (3l poyon 13)] = pss

1 _ _
Sl axakp |4+ (4l poyai 14)] = 0
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Para o termo oy po}; do dissipador (A.3), obtemos:

(1 onpofs [1) = pao

(2loypoy[2) =0

(A.13)
(3lonpoy 3) = pas
(4| onpof|4) =0
Realizando o calculo para o anti-comutador:
1 _ _
sl{oxonp 1) + (1| poyo [1)] = 0
1 + - -+
2loxonp[2) + (2l poyoy 2)] =
(A.14)

1 _ _
5lBloxane[3) + (3] poyor [3)] = 0

1 _ _
sldloxonpl4) + (4] poyoy [49] = pu

Coletando os resultados de (A.7) até (A.14), obtemos o conjunto de equagoes (2.43):

0=—(X} +Xg)po2+ Xgpu+ 04+ Xppu

0= Xppoo — (X + Xi)pu + Xppss +0 (A1)
0= 0+  Xjpu— (Xg+Xg)pss+ Xgpas
0= X pos + 0 + X} pss — (X7 + XR)pas

Ao resolver este sistema, vemos que existe uma relagdo entre cada equagao, de tal

modo que a soma das trés primeiras resulta na quarta com sinal oposto:

X7 pas+ Xfipss
X, +Xp

P44 = (A16)
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Substituindo na primeira equagao, temos:

X
0=—(X+ X5 X3 — L Xt X+
(X7 + Xg)pa2 + Xgpi1 + X, +XE[ 1 P22 + Xp p3s]

XTXT — (XT + X7) (X5 + X7) XX
O — L L L R R L + X—‘,— + L R ’
p”[ X; + X5, RPN X ) P
(A.17)

Xp( X+ X, + X5R)
X, +Xp

XL_XE > P33

0=— + Xiipy + [ oL h
p”l 1 L <X2+X§

0= —[Xp(X] + X[+ Xp)lpo2 + X (X + X5)p1 + X7 Xipss

Substituindo (A.16) na terceira equacao de (A.15), temos:

X
0=X7p1 — (X7 4+ XE)pszs + [ —LB— ) (X oo + X5
Lo — (X R)P33 X; + X5 [ L P22 RP33]

O:< Xp X

X (X + X5+ X3)
X, +Xg

paz + X p11 — [ — —
> g X, +Xg

0=XpX[ poo+ X[ (X[ + Xp)pu — [ X7 (XD + X5 + XF)]pss

Note que somando a primeira equagao com a terceira, obtemos o fator —(X + X') multi-

plicando a segunda. Da segunda equacao, podemos escrever:
(X7 + Xg)pi — Xppao
X7 ’

e substituindo este resultado na expressao em (A.17), obtemos:

(A.18)

P33 =

0=—[Xg (Xt + Xz + X[+ X)]paa + pu[XF (XS + X; + XF 4+ Xz)lon

Xg
= — ) A.19
P11 X;{ P22 ( )

Para ps3, encontramos via (A.18):

Xp X/

A.20

P33 =
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Para pyy via (A.16), temos:

XZF
= —= ) A21
P44 X, P22 ( )

Impondo a condicao da matriz densidade, Trp = 1, encontramos o valor de pas:

Xz Xp X/ Xr
— —= oo = 1. A.22
X}JDCPQQ + p22 + X;X, p22 + XL_p22 ( )
Note que:
XEAL(R) =2(1 =+ frw)
, (A.23)

Xiwy + Xy =2+ 2frm +2 - 2fur) =4

obtemos o valor de pos:

XEX;
16
Substituindo (A.24) em (A.19), (A.20) e (A.21) , encontramos a matriz densidade no

NESS:

P22 = (A24)

XL 0 0
16vLvr
0o XX g 0
o= . 167673 Xoxt . , (A.25)
16v.vr
0 0 0 XnX
L 16vLYr |

Prosseguiremos o cdlculo das componentes da energia do sistema: Q e W. Vimos
que através do protocolo de interacoes repetidas, deduzido no comeco do capitulo 2, que o

calor recebido pelo sistema e o trabalho realizado sobre ele é dado por:

Q =-Tr { <vini — ; {U?, Hz}) Ps & w,&}

| : (A.26)
W= Tr {vi (HS + Hyoi — 5 {0, Hs + H}) ps® wﬁl}

Nesta expressao, temos que H; = hj0./2 e v; = \/y(ofo] + 0fo{) com i = L, R.

Para o calor, temos:



APENDICE A. Procedimentos analiticos para o Modelo de Ising 124

) T T hLO'Z T T
G = -r{ | Vitatat + ot " atotot + ool

h
-2t otat + tol).an) | or

Abrindo os produtos nesta expressao, obtemos:

) fth T _z T T 2z Y x Y Yy 2 T x Y
QL= —TTT {oLorolpr + 0L0L0LpLOTOVpspR + OLOLOLPLOTOY PSPR

+ oloiol pr — 1(20’2 +oiolo;proiol +
LOLILPT = G\SOLPT T OLOLILPLO1O1PSPR

+010101pL0{07 pspr + 207 pr + 010701 proto{ pspr + 070107 proforpspr)}

Os operadores de spin de Pauli satisfazem as seguintes propriedades:

(0)* = (0¥)" = (07)" =1

oc? = —0Y0" =ioc”
(A.27)

o¥0® = —c%oY = io”

00" = —0%0% = i0Y

Fazendo a substituicao de (A.27) na expressao para o calor, obtemos:
N ’th S _z
QL= —T[—‘lfL +4Tr%0ips]
onde definimos f; = Trtoip, = (0%). Portanto:

QL = 2’Yh,L [fL — T’I“S(ffps] . (A28)

Prosseguiremos para o calculo da corrente de trabalho. Temos que expandir o traco

presente na equagao (2.25):
. 1
W =—-Tr {vi (HS + H;)v; — 3 {v?, Hg + Hr}> pPs @ Wﬂz} , (A.29)

onde Hg é dado por (2.36) com N =2 e H; = h;07 /2. Vamos reescalar os constantes para
facilitar as contas: ' — h/2 e A" — A/2.
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Vamos abrir esta conta em partes:

e Para o termo: v (hjof + hyos + Al yo505 + hi o} )vr

/ !/ /
= v|h\ofoloiofol + hioloioiolol + hiololoioio] + hiololoiolol+

+ hhotolosolol + hyofoiosolol + hhololosol o] + hhololosod ol +

+ hpofotoioiol + hoioioiotol + hyololoiofof + hyotloloiolol+

! x _xrx __z 2z T __T ! x _x_z 2z Y Y /Yy zZ T __T Y Yz z Yy
+ A 201010105070] + A} 2070101050707 —i—ALZULalalJQULUL +A1’20L0101020L01

Usando as relagoes das matrizes de Pauli (A.27), encontramos:

= QV[h/lUL h 101 + h2‘72 ,2‘71%4‘750?
(A.30)

+A/1,20205_A, 20102+hL01 ILUE]
o Para o termo {v?, Hs + H}

=9[(ofo] +otol)(ofof + ofol) (o] + hiof + hyos + A} yo705)+

(075 + Who? + Wy + A y0i03) (0507 + oot (0507 + olod)]
Reagrupando os produtos:

= y[4(hof + hiof + hyos + Ay poios)+
+orotolof (hof + hyof + hyos + Al yoi05)+
+ ofoloiof (o} + hyof + hyos + Al yoio5)+
+ (ol + hiof + hyoj + Al yoi03)ofoio]oi+

+ (hof + hyof + hyos 4+ A} yo105)0t0{of o]
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Note que ofofolol = —oio] e oloiofo] = —ofof. Portanto temos:

= y[4(hy o} + hio] + hyos + Ay p0i05)+

!z ! _z !z _z 2 zZ Z
+4(=h o7 — W0}, — hyoi o705 — A120507)]
Substituindo na expressao para o trabalho, encontramos:

Wi, = Tr{[2yh}0% — 2yhs 07 + 2vhhol — 2yhhoioi ol
+ ZPyA’LQUEazZ — 27A’1720fa§ + 2vhof — 29k oF
= 2yhp o], — 2yhio] — 2yhy05 — 29/ o703

+2vh oF + 2vhio} + 2vhyoioiol + 27A’1720§0,§]p;p}

Agrupado os termos encontramos:

W, = Tr {[dyhio} — dyhiof + AN 40705 — dyA] 40505

+4qhiot — dyhioilpr}

Note que pr = ps ® pg, portanto ao realizarmos o trago temos:

Wy, =dvh) fr — 4y Tro7 ps

— Ay A Tro0% 0% ps + 4R, Trooips — 4k f,

Voltando para escala original da interagao do Hamiltoniano, b’ — h/2, encontramos

o valor final do trabalho:

Wi = 2vhi(fr — Troc?ps) — 2vh(fr — Tric?ps)

— 292 o f1Tro0ips + 2y A1 o fr Tro 0l ps

(A.31)

Por simetria, podemos calcular os valores das correntes que envolvem o ultimo spin.

Para isso basta fazer a troca de indices:

L— R
1—- N

(A.32)
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encontramos:
Qr = 27hg [fR — TTSU;OS} (A.33)
Wr = 2vhy(fr — Tr°03ps) — 2vha(fr — Triosps)
(A.34)

- 27A172fRT7‘San§pS + 27A172fLTTSUfpS

Com as expressoes para a corrente de calor, trabalho e a matriz do estado esta-

cionario de nao equilibrio em maos, podemos calcular os valores esperados presente nas

correntes. Para isso, temos que escrever os operadores 07(2) ha base do Hamiltoniano. Note

que 07 = 07 ® 1L e 05 =T ® 03, ou seja, 07y estd atuando no primeiro sitio e trivialmente

nos demais. Sendo assim, temos os seguintes valores:

Tr{oips} =Tr

Avaliando o termo o503:

Tr{oioips} =Tr

—1

o O O =

XpXp

000 16vLVR +0 0
X X
-1 0 0 0 16’%% 0.
1 0 0 0 XpXp
16vLvr
0111 o 0 0
Tr{oips} = fL
[ X- X
0 0 0| |wm 0 0
1 0 ol 0o XX
16vLYRr -
0 -1 0 0 0 XpXp
16vLYR
0 0 1 0 0 0

Tr{ciosps} = frfr

Para o ultimo termo envolvendo o ultimo spin, temos:

Tr{oips} =Tr

o O O =

0
-1

0

0
-1

0

_ o O O

Xp Xy,

16vLvr 0

0 X=X
16vLYr -
0 0 AL
16vLvr

0 0 0

Tr{osps} = fr

Xtxt

16vLvR |

(A.35)

(A.36)

(A.37)

(A.38)

(A.39)

(A.40)
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Facilmente, podemos concluir o resultado para a corrente de energia. Unindo os
resultados (A.28), (A.31), (A.33), (A.34), (A.36), (A.38) e (A.40) temos:

Q=0
)r =0
Ur (A.41)
W, =0
Wgr =0

Vemos portanto que temos um fluxo nulo da corrente de energia, devido ao fato de

cada corrente ( Calor e Trabalho) se anularem individualmente.

Prosseguiremos com os resultados analiticos para o modelo de Ising composto de 3
spins. O Hamiltoniano de interesse é dado por:
hl z h2 2 hg A z AQ 3

5 1—1-?02—1-?3?—1— a§+7’a§o—§+

Az

HS— 70'10'3.

Assim como anteriormente, para solucionar a matriz densidade, estudaremos um estado
estaciondrio na forma diagonal para solucionar a equagao de Linblad. Utilizaremos como

base os autoestados do Hamiltoniano de Ising:

H=l-+=- 2=l---)

B =I-—+  H=I-++

|7) = |+ —+) 18) = |+ + +) .

Utilizando as propriedades presentes em (A.6), temos:

(1]oypoy 1) =0 (5| o7 poy |5) = pu1
(2] o7 poy 2) =0 (6] o7 poy [6) = pao

(A.42)
(3| of por |3) =0 (7| of poi |7T) = pss

(4] of por |4) =0 (8] o1 poy |8) = paa
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Realizando o calculo para o anti-comutador presente no dissipador:

1 _ _
sHtlorarp[1) + (1] por oy [1)] = pun

1 _ _

§[<2|U1 o1 p|2) + (2| poy ot [2)] = pao
1 — 4 -+

§[<3\01 o1 p|3) + (3| poy oy |3)] = ps3
1 " -+

§[<4\U1 ol pl4) + (4| poy oy [4)] = pas
1 — -+

§[<5|01 ol p|5) 4+ (5| poy oy [5)] =0
1 " "

§[<6|U1 o p|6) 4 (6| poy oy [6)] =0

I _
sUTlor ot p|T) + (7 poy oy [7)] = 0

I _
5[Blor ot p[8) + (8] poy 07" [8)] = 0

Para o termo o poy” do dissipador (A.2) com os auto-estados de N = 3:

(1o poy |1) = pss (5o poy |5) =0
(2| oy poi[2) = pes {60y poy |6) =0

(A.43)
(3loy poy |3) = prr (Tloy poi |T) =0

(4 oy poi [4) = pss (8] oy oy |8) =0
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Realizando o calculo para o anti-comutador:

5l
51

51

1 _
SlAlotorpla) +
1o o
Slslatorpls) +
1 L
Sl(6lat o pl6) +
1
SUTlatorpln) +

1 _
SUslotorpls) +

1 _
(1loforp|l) +
1 4
(2|0 o1 p|2) +

1 _
(3 O—T_O—I P’3> +

(1] poyof [1)] =0

(2 poy ol [2)] =0

(3] poy oy [3)] =0

(4] poi oy [4)] =0

(A.44)

(5] poy oi 15)] = pss

(6] poy oi |6)] = pee

(7| poyoi |T)] = prr

(8] pot oy |8)] = pss

Vamos calcular a interacao do dissipador (A.3) com a matriz densidade. Para o

termo O'?:’t temos:

(1]o7 poy 1) = 0

(2| o5 poy |2) =0

(3| o3 pog |3) = p2

(4] o5 pog 14) = pun

(5|05 pos [5) =0
(6] o3 poy [6) =0
(A.45)

(7| o5 pos |7) = pes

(8] 05 pos |8) = pss
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Realizando o calculo para o anti-comutador presente no dissipador:
1 _ _
sUtlozogp[1) + (1] poy oy [1)] = pun

1 — _+ — _+

Sl2logo5p[2) + (2 pos o5 |2)] = p2z

1 — _+ — _+

§[<3‘ o303 p[3) + (3| pozos [3)] =0

1 -+ -+

S[{4los o5 pld) + (4l pog o5 [49)] =0

1 -+ -+

5[Blos oz pl5) + (5l pos o5 |5)] = pss

1 -+ -+

5 (6l o505 p16) + (6] po5 o5 [6)] = pes

1 _ _
STl oy 0 p17) + (7] poy of 17)] = 0

1 _ _
S8l o5} p18) + (8] po o 18)] = 0

Para o termo o3 poy do dissipador (A.2) com os auto-estados de N = 3:

(1) o5 pog |1) = paa (5] 03 pog |5) = pss
(2| 05 pog |2) = pss (6] 05 pog [6) = prr

(A.46)
(3| o5 pog |3) =0 (7) o5 pog |T) =0

(4] o5 pog [4) =0 (8 o5 pog [8) =0
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Realizando o calculo para o anti-comutador:

1 + - - _+

5[(ogoypll) + (1 pog oy [1)] =0

1 + - - _+

SRl ooy p12) + (21 po i 12)] = 0

1 + - - _+

§[<3| o305 p3) + (3 pos o3 |3)] = pss

1 + - + -

(o5 oz pld) + (4l posoz [9)] = pu

(A.47)

1 _ _
5510505 p18) + (51 pos o 5)] = 0
1 + - -+
561055 p16) + (61 poy o 16)] = 0
1 + - -+
S(Tlog a5 p17) + (7l pos i 11)] = pr

1 _ _
5l8los o5 p[8) + (8] pog oy [8)] = pss

Reunindo os resultados encontrados, obtemos as 8 equagoes para as componentes

da matriz densidade. Vemos que é possivel decompor o conjunto de euqagaoes em dois

blocos, o primeiro para as componentes 1,4,5,8 e o segundo para as componentes 2, 3,6, 7.

Obtemos para o primeiro grupo:

0=—(X} +Xp)pu+0+Xfpn+ 0+ Xjpss

Xgppaa — (Xi + XE)pin + Xppss + 0
0+ Xipu— (XL + XF)pss + Xppss
Xiput+ 0 +Xgpss  — (Xp + Xg)pss

Para o segundo grupo de equagoes, encontramos:

0=—(X{+Xp)pss + Xppo+ 0+ Xjpm

Xppss — (XF + Xg)pas + X1 pes + 0
0+ Xip— (XL + X5)pss + Xgprr
Xipss+ 0 +Xgpes  — (Xp +Xg)p

(A.48)

(A.49)
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Comparando (A.48) com (A.15), vemos que sao sistemas idénticos, embora tenham

indices diferentes. Fazendo a seguinte analogia entre os indices:

Tabela 1 — Relacao entre os indices entre as equagoes dos sistemas N=2 e N=3 para o
grupo I de equacoes

=~ o~ NN
Oo@r—t»-lkz

Inferimos a resposta final através da solugdo de N = 2:

Xg
P11 = 7X§p44
Xp Xy
= = ) A .50
P55 X;%FXE P44 ( )
_ X7
P88 = XEP44

Fazendo o mesmo procedimento para o segundo grupo, obtemos:

Tabela 2 — Relagao entre os indices entre as equagoes dos sistemas N=2 e N=3 para o
grupo II de equagoes

N VI
- o w2

Inferimos a resposta final através da solugdo de N = 2:

_ Xr
P22 = X§p33
Xp X/
— A51
P66 XEXL_ P33 ( )
_ X7
pPrr = XL_P33
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Com as solugoes para as componentes da matriz densidade, temos que usar a

propriedade que ela satisfaz:

Zﬂu‘zl
Xp | XpX§ X[

1l =1
X: XK Tx T

(P33 + paa)

Obtemos o resultado final:

XEXT
16

(P33 + paa) = (A.52)

Observamos que podemos generalizar o resultado de tal modo que todos os estados
estacionarios na forma diagonal sdo escolhidos. Vamos supor que as componentes acima

sao diferentes, de tal modo que seja valida a relacao >, p; = 1:

P22 = Qq1p P14 = Q2P
Xp XL
Q1p + aop = 16 . (A.53)
1 XEXy
p= (Oél -+ 062) 16

Portanto, vemos que a matriz densidade resultante fica escrita como:

| PR 0 0 0 0 0 0 0

YLYR

XEXp
0 Ik 0 0 0 0 0 0
Xp X,
0 0 o 0 0 0 0 0
XEtXT

0 0 0 D Sk 0 0 0 0
p= YLYR o xt ’

0 0 0 0 | SRk 0 0 0

YLYR + oyt
0 0 0 0 0 s 0 0
YLYR -
0 0 0 0 0 0 XXy 0
216v.vR .
0 0 0 0 0 0 0 vy XL
L 216y,
onde temos que:
a1(2)
Vi) = ————
1@ a1+ Qg

com q; constantes positivas.
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Vamos calcular as expressoes para a corrente de calor e de trabalho. Note que, por
(A.16), a expressao para o calor é a mesma obtida para o caso N = 2. Assim como no caso

N = 2, vamos reescalar as constantes de interagao para h’ — h/2. Abrindo a conta dada

pela equagao (A.29) em partes, temos:

o Para o termo: vp(h)o} + hyo5 + hyoi + Al ,0i05 + AY 30505 + A 30ioi + hpof)v

vlhofoioiotol + hioloioiotal + hiololoiolol + hioYoioiolol+

X X z X T X X z z X X
+ hhotolosotol + hyotoiosolol + hhololosoToy + hololoiolol+

Yy _z _x T Yy

/
Toto? {osoio] + hyololoiolol+

xr xr zZ T __T
+ hyoioioiolol + hyolofoiolol + hiolo

Y

10107 {orotol+

xr X _Z
+ hhofoioioiol + Wyolotoiolol + hyololoiolol + hyolo

X X z z T X T X VA A z T X
+ A1 90101010507,07 + A1 2UL‘7101020L<71 + A1 2UL‘71<7102‘7LUL + A1 2(71:‘71010201:(71

X xT z z xT xT X xT z z Yy Yy z z xT T z z Yy Yy
+ A 301010503007 + A 301010503001 + A 3010105050707 + AQ 3010105050701

xT xT z z X xT €T xT z VA z xT xT y y
+ A} 301010103007 + A} 3070101050101 + A} 3010i0io50707 + A} 3010100507 o

Usando as relagoes das matrizes de Pauli (A.27), encontramos:

= QW[hlﬂL h 101 + h2‘72 20L‘7102 + h303 30L‘7f‘7§
+A120L02 120102+hL01 - /LUL+A2302C73 (A-54)

z __Z __Z / z __Z / zZ z
AQ 3010105035 — 130103 + A1,3‘7L03]
 Para o termo {v?, Hg + H}

= 7[(0%713 + U%U%)(Ufgl + ULal)(h/ o + h,% + h3‘73 + A1 2‘7102 + A2 3‘7203 + Al 301‘73 + hLUL)

(Ryof + hyos + hyos + A 20105 + AQ 30505 + A 30103 + hpoi)(orof +oiol)(ofof + ofol)]
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Reagrupando os produtos:

= y[4(h o] + hyos + hyol + A w0705 + Ay 30505 + Al goio; + hpof)+
+ojoioiol(ho] + hyos + hyos + A} 20103 + A, 30303 + Al 30103 + hioi)+
+opoiopoi(hio] + hyos + hyos + Al yoi05 + AY 30505 + Al yo703 + hiof)+
+ (Ryof + hhyos + hyos + A} yo705 + A) 30505 + A 30505 + hiof)orofoiol+

! _z ! _z ! _z / z / / !z Yy Yy x T
+ (hyo7 ‘I'h202‘Fh:’)03+A1,2‘7102‘f'A 302‘73"'A 3U1U3+hL0L)0L010L‘71]
y Yy 2 ~2 y Yy

Como haviamos usado, ofofojo{ = —ojof e 0jo{ofof = —ojoj. Portanto obtemos:

= y[4(hy o] + hyos + hyos + A yo705 + A 30505 + Al goio; + hpol)+

/ z / z z _Z / z VA / z z ANy A4 / z z / z
+4(=hjo; — hyoioio; — hyoioio; — 120002 — AQ BULUIUQUS 1,30L03 — 701

Por fim, fazendo ' — h/2, coletando os resultados e avaliando a expressao (A.29),

temos a seguinte resposta:

Wy, =2vhi(fr, — Tricips) — 2yhi(fr, — Trooips)

+ 2’7A1’2fLTTSO'§pS - 27A1,2Tr50f0§p5

— 274, STroo? Tosps + 27A o [T 0508

Fazendo analogia aos indices, podemos calcular o valor da corrente de trabalho que

flui pelo lado direito:

Wgr =2vhs(fr — Tro02ps) — 2vhe(fr — Tro0ips)
+ 290y 5 frRTT50%ps — 270 3T 0% ps

— 297y, JTroo? Toips + 274 s frTr oips

Com o estado estacionario de nao equilibrio, vamos calcular os valores das correntes
de calor e trabalho. Para isso temos que reescrever os operadores o7 , ; na base dos auto-

estados do Hamiltoniano. Isso é facilmente escrito usando os auto estados da pagina 57
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deste apéndice. Obtemos:
o} = diag(—1,—-1,—1,—-1,+1,+1,+1,4+1) , (A.55)
logo para Tr{ofps
z o ng + - an XE — —
T = — (X, - X — (X, — X
r{oips} ot o 16( L L)+a1+a2 16( L L)
(A.56)
oy Xp ooy - ar Xp oy —
—(X; - X — (X - X
+O./1+042 16< L L>+Oé1+0(2 16( L L>
Trioips} = fr (A.57)
Para o caso de 0703, temos:
ojo5 = diag(+1,+1,—-1,—1,—1, =1, +1,+1) | (A.58)
logo para Tr{o%o5}ps
(6] X]—lg: + _ (6] XE + _
Tr{oios = — (X, - X — (X - X
r{oiosps} ot o 16( L L)+Q1+a2 16( L L)
(A.59)
ar Xp oy - a1 Xgo oy -
—(X; - X —(X; - X
+Oél+062 16< L L>+041+062 16< L L>
gy — (X1
Tr{ocjo; = A.60
Hoioiosh = fu (220 (A60)
Para os operadores 0303, temos:
o505 = diag(+1,—-1,—-1,+1,+1,-1,—1,+1) (A.61)
logo para Tr{c}0}}ps
z_z a XIE + - ! XE + -
T =——(X X)) ————(X X
r{o305ps} a1 + o 16( L +Xp) a1 + o 16( L +X1)
(A.62)
(0] Xlg n _ (0%)] XE + _
— —(X X —(X X
ay + ag 6 X L>+a1+a2 16 e X
g —
Tr{os05ps} = fr ( 2 1) (A.63)

062+061
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Para o caso de o003, temos:
ojo; = diag(+1,—-1,+1,—-1,+1,—-1,+1,—1) (A.64)
logo para T'r{o5o5ps
z, z a1 Xlg + a1 X]J%r - +
T = —(X; = X;)— —(X; - X
r{oioips} oL+ o 16( L L) a1 + o 16( L L)
B (A.65)
(0] XR _ + (6] X]J%r + _
—(X; - X —(X; - X
+a1—|—a216(L L)+a1+a216(L L)
Tr{ioiospst = frlr (A.66)
Por fim, para o operador o3, temos:
o; = diag(—1,+1,—1,+1,—1,4+1,—1,4+1) | (A.67)
logo para Tr{c}ps
z o Xlg + - a1 XIJ’%_ — —
T = — — (X X ——(X X
r{o3ps} ot o 16( LT L)+a1+a2 16( L +X1)
(A.68)
ay  Xp ooy — ar Xp, oy —
— — (X X ——(X X
&1+06216( L+ L)+041—|—oz216( L+ L)
Tr{ioips} = fr (A.69)

Reunindo os resultados (A.36), (A.38) e (A.40) nas expressoes (A.28), (A.31),

(A.33) e (A.34) encontramos:

QrL=0
Qr=0
W, =0
Wr=0

(A.70)

Novamente vamos que o fluxo de energia ¢ nulo devido a cada componente se anular

individualmente.

Daremos continuidade a anélise do modelo de Ising estudando os reservatorios

bosonicos. Para este reservatorio, temos os seguinte Hamiltoniano de interacao:

LR Mgy iy () )

spin—bath =

(A.71)
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cujo Hamiltoniano dos reservatorios sao dados por:

L)

, (A.72)

onde a*@ e ") s30 os operadores de criacdo e aniquilacdo de modos bosonicos. Este
modelo implica que os banhos s6 podem promover flips de um tinico spin por vez, sempre
sendo o primeiro ou o ultimo spin da cadeia, portanto transicoes envolvendo mais de um
spin sao proibidas. Para realizar o estudo das propriedades termodinamicas provenientes
deste tipo de banho, temos que deduzir uma expressao para a equacao de Lindlbad. Note
que a interacdo é do tipo v = g(ALT + LAT). Este procedimento é facilmente feito usando

as equagoes (2.12) e (2.13) nos fornecendo:

o _

o = ~ilHs, ps] + (vz +71) (eTpsot — ps) + (vr +74) (Chpso —ps) - (AT3)

Note que agora estamos estudando os operadores na base de o,, portanto temos

que reescrever:

+) +1-)
+ - > 7
(A.74)
|_> |+> _ |_>
¢ V2
Fazendo a associa¢ao inversa, obtemos:
4y =tz @
+) 7
(A.75)
V2
Os autoestados do Hamiltonano ficam escritos como:
o e = =)y = =) =)
1) = .
2) = -
(A.76)
|3> - ‘++>m B H__)x + ’_+>x B ’__>m
B 2
|4> _ |++>z + ‘+_>m + |_+>z + |__>:Jc

2
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e Para o reservatorio acoplado ao lado esquerdo

Através da Equagao de Lindblad (A.73), temos:

of [1) = 13)
o1 [2) = [4)
(A.77)
o1 [3) = [1)
of [4) = [2)

Comparando a expressao da equagao de Lindblad e a sua forma geral, vemos que
para o anti comutador temos o operador identidade obtido através de (of)* = Z. Portanto

temos:

) =11 Z[2)=1[2) I[B)=[3) I|4=14) - (A.78)
e Para o reservatorio acoplado ao lado direito R

Através da Equacao de Lindblad (A.73), temos:

o3 (1) = [2)
o5 [2) = 1)
(A.79)
o3 [3) = |4)
o3 4) = I3)

Novamente temos a presenca do operador identidade, obtido agora com o operador

o3 referente ao banho do lado direito:

)=  Z2)=12) I[B)=1[3) I[4=14) : (A.80)

Reagrupando os resultados, podemos escrever um sistema linear envolvendo as

componentes da matriz densidade:
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0=—(ar+ag)pn + arpa + arpsz + 0
0=oagpn —(ar +ag)ps + 0 +  appuy (A81)
O=arpnu + 0 — (ap+agr)pss + Qrpa
0=0 + arpn + agrpsy — (. + agr)pu
onde apry = Yor) T VZF(R).
Este sistema de equagoes é mais simples de ser solucionado, observando que ao

somar a segunda com a terceira equacao, obtemos:

P11+ Paga = P22 + P33 . (A.82)

Isolando py44 da quarta equagao, obtemos

« +«
pas = LP22 RP33 . (A.83)
o + ap

Multiplicando a segunda equagdo por (ay + ag), a primeira por ag e substituindo o

resultado em (A.83), resulta em

P22 = P33 (A.84)

Substituindo (A.84) e (A.83) em (A.82) obtemos o restante dos valores da matriz

densidade, sao eles:

P11 = P22 = P33 = P4 - (A.85)

Ora, vemos que através da propriedade do trago unitario da matriz densidade, o tinico
valor possivel para as componentes é 1/4. Portanto temos a seguinte matriz densidade no

estado estacionario de nao-equilibrio:

(A.86)

S O kIik O

S O O ki
O Ik O O
= O O O

O préximo passo agora consistem em calcular a corrente de calor que flui pelo

sistema. Para isso utilizaremos a equagao geral obtida através do R.1I.P:

Q;=—Tr { (viHm — ; {v?, Hl}> ps ® wgl} . (A.87)

Neste modelo microscopico temos a interagao spin-boson representada por:

v, = gLO'f (GTL + CLL) s (A88)
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e 0 Hamiltoniano do reservatério é:

Hp =wadba; . (A.89)

Prosseguindo com o célculo, temos:

1

QL = B ([ve, [vr, Hi]]) (A.90)

<[gLa}f(aTL +ar), grwrot(atalap +apalar) — grwpo(alapal + aTLaLaL)]>

QL=

DN | —

1
=3 (lgrof(a} +ap), grwrotal(abar — agal) + grwrof(aral — alar)as])

Usando as propriedades de comutacao dos operadores de criagao e destruicgao,

[a,a’] = 1 temos:

. 1
Q=73 (lgroi(al + ar), grwiot(ar — af))
1
) <9%wL(aTL +az)(ar —a}) — giwr(ar — a})(al + aL)> (A.91)
1

= 5 <g%wL (aTLaL — aTLaTL +arar — aLaTL — aLaTL —arar, + aTLaTL + aTLaL>>

Simplificando os resultados, obtemos:
QL= —giw . (A.92)

Note que o sistema apresenta um fluxo de calor intrinseco para este modelo
microscopico, pois a expressao para a corrente de calor nao apresenta valores esperados

para operadores do sistema, que no nosso caso € dado pelo operador de spin o,.

Vamos calcular a corrente de trabalho. Pela expressao geral obtida em (2.25) temos

os seguintes resultados:

Wy, = —; ([ve, v, Hp + Hgl]) (A.93)

onde Hg e Hj sao os Hamiltonianos do sistema e do banho respectivamente.

Abrindo o comutador presente em (A.29), temos:

Wi = =3 (o fon, Hl) + o, s, Hs]))

(A.94)

W, =—Qr — ; ([ve, [vr, Hs])
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Vemos que para descobrir o valor do trabalho temos que calcular o valor do segundo

termo em (A.95). Seguindo o procedimento, temos:

1 1

D) (lvr, [ve, Hs]) = D) <[9L01 (aL +ar),gLo (aL +ag)(hiof + hyos + A y0703)

—groy (W of + hhos + A yo503) (0 + ap)])

1
- 2 <[9L0f(aTL +ar), gLaLal Toihy + gLl aLal o5 + g ZGLUTUfUS

T zZ1./ / X zZ / X V4 z
+graroioihy + grhsaroios + gLAmaLal ojos
/ /T oz z _z _z
_gLaLalglh — grhyaposo7y — QLA1 2aL010201
z _x1./ / z T / VA A z
—grapoioih] — grhyaposof — gLALzaL010201]>

Reagrupando os termos e aplicando a volta das constantes b’ — h/2, obtemos a

expressao para a corrente de trabalho:

Wi = giw — 297 h1 (20, + )T {0 ps} — 297 A1 o(2np + DT {oiosps}t| . (A.95)

Necessitamos calcular os valores esperados presentes em (A.96) para obter o valor

final para Wp. Ao escrevermos o, na base dos auto estados do Hamiltoniano, temos:

o} = diag(—1,—1,+1,+1) (A.96)
-1 0 0 0[|f 000
0 -1 0 0[]0 % 00
Tr{oips} =Tr 4 A97
0 0 0 1/]{0 0 0 ;
Tr{oips} =0| . (A.98)
Avaliando o termo o{03:
1 0 0 O[|f 000
0 -1 0 0|0 2 00
Tr{oioips} =Tr 1 A.99
{olo3ps} 0 1 ol lo o % 0 ( )
0 0 1|10 0 0 %
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Tr{oiosps} =0| . (A.100)

Para o ultimo termo envolvendo o ultimo spin, temos:

-1 0 0/ 13 0 00
1 0 {0+ 0 0
Tr{icips}t =Tr 4 A.101
{o3ps} o 1 o]0 0t o (A.101)
00 0 1/]0 0 0 3
Tr{ioips} =0| . (A.102)

Deste modo, reunindo os resultados, encontramos os valores para as correntes:

(A.103)

De modo andlogo, podemos calcular o valor para Qg e Wg, os valores encontrado

sao dados por:

(A.104)

Sendo assim, concluimos que o modelo microscopico dada por um reservatério
bosonico e o modelo de Ising possui correntes de calor e trabalho diferentes de zero e um
fluxo nulo de energia (£, = Qp + Wp).

Observando o procedimento analitico realizado para N = 2, vamos calcular primei-
ramente os valores das correntes para o sistema composto de 3 spins. Podemos prosseguir

com o céalculo notando a seguinte observagao sobre o Hamiltoniano do sistema:

Hs = Wy + o3 + Ko + A 40705 + Nypoios + Al yoios
(A.105)
Hs=Hg +H

onde
_ 1!z ! _z / z __zZ
HS’ — hlo-l + h20-2 + A1,20-10'2

(A.106)

1z I z _z I z _z
H = hyo + A2’30203 + A1’30103
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Notamos que a expressao para a corrente de calor envolve apenas componentes do
reservatorio, portanto ja obtemos o resultado dado por (A.92). Para a corrente de trabalho,

temos:

N=3

. 1 1 1
Wy = ~5 ([vr, [vr, HL]]) — D) ([vr, [vr, He']]) — 3 ([ve, [vr, H]])
(A.107)

N=3

Wi = G+ WL = L (o fon, H)

Vemos que precisamos calcular o valor esperado para o novo termo presente em
(A.108). Temos:

1 1
5 Alo fow HY = =5 ([gz0i (a] + as), gr0%(a] + an) (oot + A 0505 + A yo703)

— gLy (Mot + Ny 0505 + A g0703) (0] + ap)])

1
- (gi(alar + agal) (Mot + Ny g0505) + Al yo703)

—g(abar, + apal)(Wyo? + Ay 40505 + A 4o503)

T

—gi(a}ar + apal)(Ryoi + A 305075 + A 4oi03)

+g3(abar + apal)(Wyof + Ay g0505) + Al goio3))

(A.108)

esta expressao nos fornece o resultado final:

1

— 5 {low [on, HI)) = ~262 4% 520, + )Tr {03} (A.109)

Fazendo novamente que h' — h/2, obtemos:

> N=3 _ 9 2 Sy =z

Wi " =giw — 291 hi (20, + )T {o7ps}

(A.110)

— 297 Ao (20 + 1)Tr® {o5o5ps} — 297 (201, + 1) A 3T7° {0505}

Vamos agora calcular o estado estacionario de nao equilibrio para computar os

valores das correntes. Assim como anteriormente, consideraremos um NESS na forma
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diagonal:
1) =]-=-) 2) =|——+)

3) =l-+-) [4) = |=++)
(A.111)
5) = |+——-) 6) = |+ —+)
7) = ++-) 8) = |+ ++)
Podemos reescrever os dissipadores da seguinte maneira:
Di(p) = ar(oipoi — p)
(A.112)

Dr(p) = ar(o5pos — p)

onde arr) = Vg + Yoy Yomw = i (L +MLm) € Yor) = 91 ur)- Calculando as
componentes da matriz densidade, temos para o spin acoplado ao lado esquerdo:

ot |1) = [5) o1 [2) = [6)
ot [3) =17) oy [4) = [8)
(A.113)
o1 [5) = [1) o1 [6) = [2)
ot [7) = [3) oy 8) = |4)
Para o lado esquerdo temos o operador identidade obtido através de of, logo
) =11  I[2)=12)
Z13)=13) I|4)=14)
(A.114)

Zs) =15  Z]6)=16)

=171 T[8)=18)

Referente ao operador 0§ que representa o spin acoplado ao banho do lado direito, temos:
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o3 1) = [2) o3 [2) = 1)
03 [3) = |4) o3 [4) = 13)
(A.115)
o3 |5) = [6) 03 [6) = [5)
o3 |7) = [8) o3 [8) = |7)
Novamente para o lado direito temos o operador identidade obtido através de o7,
logo
=11  Z2)=12)
Z13)=13) Z[]4)=14)
(A.116)
Z5)=1I5)  Z16)=16)
iy =17  Z[8)=18)
Reunindo os resultados, conseguimos montar dois grupos de equagoes:
o Grupo I para as componentes 1, 2, 5 e 6
0=—(ar+ag)py + agpan + appss + 0
0=agrpn — (ap+ar)pz + 0 + arpes (A117)
O=arpn + 0 — (ap+agr)pss +  Qrpes
0=0 + arpn + arpss — (ap+ar)pes
o Grupo II para as componentes 3, 4, 7e 8
0=—(ar+ag)pss + agrpu + apprr + 0
0=appss — (ap +ar)pss + 0 + arpss (A118)
O=arpzs + 0 — (ap+ar)prr +  Qrpss
0=0 + oagpu + agprr — (o +agr)pss

Este sistema ja foi solucionado para o caso N = 2, basta fazer a correspondéncia

com os indices da matriz densidade:
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P11 = P22 = P55 = P66 — PI
(A.119)

P33 = P44 = P17 = P88 = PII

Através da quinta equacao que a matriz densidade satisfaz, obtemos:

pr = ap

prr = bp

(A.120)
dap + 4bp =1

1
P~ Ha+b) -

onde a e b sao constantes positivas. Logo concluimos que a matriz densidade no NESS é

dada por: ) )
pr 00 0 0 0 0 0
0O py 0 0 0 0 0 O
00 py 0 0 0 0 0
100 0 py 0O 0 0 O
1o 0 0 0 po 0 0 o
00 0 0 pr 0 0
00 0 0 0 0 py O
000 0 0 0 0 0 py
onde
a
PI= 4(a + b)
(A.121)
b
pPir = 4(a+b)

Por fim, através de (A.55), (A.58), (A.61), (A.64) e (A.67) concluimos os valores

para as correntes:

) 2
= —gjw
Qr="0 (A.122)
W, = gjw

E de modo andlogo, temos os valores para Qg ¢ Wt
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y 2
On =0 (A.123)

WR == g%w

Portanto, vemos que o modelo de Ising acoplado a reservatérios bosonicos apresenta
correntes de calor e trabalho diferentes de zero, mas uma corrente nula de energia (Ej, =
Qr+ WL) para qualquer que seja o estado estacionario de nao-equilibrio na forma diagonal,
satisfazendo a (A.122).
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APENDICE B — Procedimentos Analiticos
para a Cadeia X X

Neste apéndice, vamos resolver os calculos envolvendo as correntes derivadas no

capitulo 3 do modelo X X. Vimos que a expressao para a corrente de energia ¢ dada por

9LkXL,kIREXR K
J = Yy €L . . . : ka — fR,k . B.1
; 9LkXL,k T 9REXR K | | (B-1)

Quando estudamos o limite de alto gradiente de temperatura, as funcoes frryx € Xr(R)k

assumem os seguintes comportamentos:

B 1 1
Jre=am 17 3
1
TrE = oer/Th - 1 — 0
(B.2)
XLk = coth @ — 00
’ 277y,
l€x|
=coth| — | =1
XR,k Cco <2TR )
de modo que a corrente assume a forma simplificada
N &
J = 5 Z €kdREk - (Bg)
k=1

Primeiramente, estudaremos o caso do espectro estritamente positivo, ou seja,
h >0 e h > 26. Com o processo de diagonalizagdo do Hamiltoniano realizado em [58],

2
temos os valores de grr)r = (Sf(}v)k)

2, [(2k = )r]

gLk = NSZTL _74]\[
(B.4)

2 [(2k — 1)7]

9Rk = WCOS2 (4]\[)71—_

e os autovalores dados por

€ = h + 20cos [W] : (B.5)
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logo, temos que calcular a soma

J= % i (h + 28cos [WD <0052 [WD . (B.6)

k=1

Separando cada uma delas, encontramos:

N [(% — D ] ivj (em(zkn/zuv + 61'77(2161)/41\/>2
2

x>
—_

N [ im(2k—1)/2N —in(2k=1)/2N | 9
k=1 4
[224_ Zem (2k—1)/2N | Ze im(2k—1) /2N]
k=1
Note que temos somas geométricas:
N , N k
Z oim(2k—1)/2N _ —im/2N Z (em/N)
k=1 k=1
—z7r/2N z7r/N( _ 1) B.S
etim/N _ 1 ( )
N . , ~1
Z eMr(Zk:fl)/QN — _9 (6171'/2N . efm/QN)
k=1
e para a segunda soma, encontramos
o in(2h-1)/ NS (Y
Z —im(2k—1) 2N 7,71' 2N Z —im /N
k=1
_ 17r/2N 7z7r/N( — 1) B.9
=€ ewr/N 1 ( )
N 1
Z m(2k—1)/2N _ 9 (em/w B e—m/zN)*
k=1
Logo concluimos que
(2k — )m hN
h —_— = . B.10
Z cos® [ N ] 5 ( )
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Vamos avaliar o somatorio

€i7r(2k—1)/2N+e—i7r(2k—1)/2N> (em(2k—1)/4zv+e—m(2k-1)/4zv>2

é( 2 2

Resolvendo os produtos acima, obtemos

(B.11)

OOM—l

N
Z <2+e m(2k— 1)/N+€—iﬂ-(2k:—l)/N+26—z’7r(2k—1)/2N_|_2€—iﬂ-(2k:—l)/2N) (B.12)

Note que a somas somas sao dadas por

al w(2k—1)/N _ _—ix/N AN
Z )/ e/ Z (e’ 7/ )
k=1 k=1
(B.13)
—z7r/N 7,27r/N( o 1) -0
ei2r/N _ 1 o
e por fim, temos
N (2k—1)/ in/N 2 /N
2 = Z( )
(B.14)

) ) —i2m 1
— ewr/Ne—zQw/N <€<2 ) -0
e—2m/N _ 1

Sendo assim, unindo os resultados apresentados em (B.7) a (B.14), concluimos que

para o espectro estritamente positivo temos o seguinte fluxo de calor

J= %(ma) (B.15)

Para o fluxo com os banhos invertidos, temos que

v N
Jr = ——= Z EkgLJf s (B16)
2 k=1

seguindo as contas:
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J, = —% ;:1 (h + 28cos lWD <sin2 lWD . (B.17)

Separando cada uma delas, encontramos:

(2k — 1) 1 N (eiw(2k1)/4N _

Z s lN 2i

eirr(2k1)/4N>2

k=1

>

k=1

¢im(2k=1)/2N | o—im(2k=1)/2N _ 9
—4
(B.18)

N N
—2) + Z eim(2k=1)/2N Z 6—i7r(2k—1)/2N]
k=1 k=1 k=1

I
hE

vo| =2

Avaliando o segundo somatorio

im(2k—1)/2N | 6—i7r(2k—1)/2N> <6i7r(2k—1)/4N _ e—iw(2k—1)/4N>2
21

n(

(B.19)
Resolvendo os produtos acima, obtemos
1 XN . . . :
_ jg Z (2 + eim(2k—1)/N + e~ im(2k=1)/N _ o, —im(2k=1)/2N _ 267m(2k71)/2N) ’ (B.20)
k=1

onde concluimos, através dos calculos anteriores, que

Zcos[ 2k2;V1) ] sin l(2k4;\71) 1 = —i\f (B.21)

Sendo assim, unindo os resultados apresentados acima, concluimos que para o

espectro estritamente positivo temos o seguinte fluxo de calor com os banhos invertidos

J= —%(h—d) . (B.22)
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Prosseguiremos o calculo para o espectro estritamente negativo, ou seja, h < 0 e
|h| > 26. Desta forma, no limite de 7, — oo e Tr — 0 temos o seguinte comportamento

para a distribui¢do de Fermi-Dirac:

1 1
(fL,k’ - fRJi') = eﬂL(R)ek + 1 o eﬁRfk —+ 1
— L 1— !
2 2

Logo, a corrente de energia assume a seguinte expressao:

v N
J=—= Z €LdRrRk - (BQS)
2 k=1

Com os resultados apresentados anteriormente, é facil ver que o valor para a corrente

com o espectro estritamente negativo é dado por

J:—%m+® , (B.24)

ou seja,

J:%W—ﬁ . (B.25)

Para os banhos invertidos, temos T, — 0 e TR — 00, logo

1 1
(fL,k’ - fR,k) = eIBL(R)ek 41 B eﬁRfk +1
— 1 ! — !
2 2
e a corrente assume a expresséo
~y N
JT = = Z €.9dr.k - (B26)
2 k=1

Por fim, através das contas anteriores, a corrente com os banhos invertidos assume

o valor final

Jz—gmuw). (B.27)

Estudaremos agora o regime de forte interacao entre os spins. Através da diagonali-
zagdo do Hamiltoniano, temos os autovalores dados por (B.5). Considerando um nimero

par de spins, temos que para k € [1, ..., N/2] o cosseno assume valores positivos
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T T
cos(m/2N), ..., cos {—]
(m/2N) 5~ oN
e para k € [N/2 + 1, ..., N] assume valores negativos. Dessa maneira, temos uma condi¢ao
para os autovalores assumirem valores estritamente negativos para k > N/2 + 1 a qual

impoe restricdo minima para o valor da interacao entre os spins. Note que para k > N/2+1

(N+1)m
2 ALY
h+ 5003[ 5N <0

28 > h (B.28)

2N

o [0

h
6>§

e

Neste regime de interagao, o espectro fica divido igualmente em valores positivos e

negativos de energia. Deste modo, podemos analisar a corrente de calor:

N/2 N
‘]:72% ILEXIRIRIXL fre — frE)+Y Z €k ILkEXREIR kX Lok fre— frel

im1 9LEXRE T 9REXLE keNj2+1  ILEXRE T GREXLE
(B.29)
onde no segundo termo temos ¢, < 0. Logo, quando T, — co e T — 0 temos
1 1
(fL,k - fR,k‘) = eﬁLek + 1 - eﬂRek + 1
1 1
—- - —=1—=—=
2 2
Para ¢, > 0 temos
1 1
(fL,k - fR,k) - eﬁLgk _|_ 1 - eﬂRek + 1
1 1
- -—0—=
2 2
Sendo assim, podemos escrever
~ N/2 ~ N
J = 9 Z €x9Rk — 5 Z exgrr = J1+Jo . (B.30)
k=1 k=N/2+1
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o Calculo da primeira soma

e 2] 13

kz::l cos? N 1 Z (ei(%*l)ﬂﬂN 4 e i@k=)m/2N 2)

) N/2 N/2
=[N+ —z7r/2NZezk7r/N +ez7r/2NZ —ikm /N

1 r e—im/2N gim /N (em/z _ 1)
=—|N+ — . .
4 eim/2N (ezw/QN _ 6—171'/2N)

(B.31)

+

im/2N o—im /N (efirr/Z _ 1)
e—im/2N (67i7r/2N _ eiﬂ/2N)

=V ]

eim/2N _ o—im/2N

N/2 1
kz::lcosQ [(2]{4]\[1) ] i [N + csc (2]\/)}

Realizando o procedimento para a segunda parte,

N/2 N/2
o | 2k —D)m (2k — D) 1 i(2k—1)m /2N —i(2k—1)7/2N
Zcos l cos T 8;[( +e +2)><

X (ei(Zk—l)ﬂ/ZN _ 6—i(2k—1)ﬂ/zN”

N/2
= Z { i(2k—1)7/N + 94 i(2k—1)7/2N + 9¢i(2k—1)m/2N + 2671(21@71)#/21\/}

_ 1 [N 2€i7r/N 26—2'7r/N N

- eim/N (gin/N — ¢=in/N) + e—in/N (gin/N — ¢=in/N)

2(i — 1) 2(i + 1)
eim/2N _ o—im/2N eim/2N _ o—im/2N
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Logo, podemos concluir que

i e RS G/

J1 = % lZ (N + csc (27;\7)> + i(N + 2csc (27;\])1 (B.33)

Realizando os calculos para a segunda soma, obtemos:

Jy = —% k]%H <h + 20cos [W}) cos? l(Qkél;\fl)W} . (B.34)

Note que

N N
Z oS (2k — 1)m _ 1 Z (ez‘(2k;—1)7r/2N 4 e i2k-1)m/2N | 2)
b N 4N 4

=N/2+1 k=N/2+1

_ . i
P S kN Ny e_i;m/N]
4 I k=N/2+1 k= NJ241
1 N ¢~ im/2N Gi(N/241)T/N (gim/2 1) . ¢im/2N o =i(N/241)m/N (=im/2 _ 1)
4 I eim/N _ 1 g
—E-N— (1+1) B (1—1)
N 4 eiﬂ'/2N — e*iﬂ’/QN eiﬂ-/gN _ e*iﬂ/QN
N
L an REIAREC)
Z cos” |———| =~ |N —csc| —
k=N/2+1 [ 4N 4 IN

(B.35)

Vamos avaliar agora a segunda parte:
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N N
S cos? [(Qk — 1)#] cos [(2]5 - 1)#] 1 > [(ei(gk—m/m | emi@k—1)m/2N | 2) y
k=N/241 AN 2N k=N/2+1

co

X (ei(%—l)ﬂ/m _ e—i(Qk—l)W/zN)}

N
Z [ez‘(zk—nw/N+2+€—i(2k—1)n/2zv+26¢(2k—1)w/2N+26—z‘(2k—1)7r/2N
k=N/2+1

0| =

N N
N + e—i7r/N Z eiQkﬁ/N + 6i7r/N Z e—i2k7r/N+
k=N/2+1 k=N/2+1

ool —

N N
+26—i7r/2N Z eilmr/N + 26i7r/2N Z e—ikTr/N
k=N/2+1 k=N/2+1

=_|N 2 ° +
) (em/N _ e—m/N) (em/N _ e—m/N)

2(i+1) 2(i — 1)
 gin/2N _ g—in/2N  gin/2N _ g—in/2N

Logo, concluimos que a soma é dada por
N

k:%ﬂ cos® [(2]1;\[1)771 cos l(zk?;\fl)ﬂl — ; {N — Ycse <27]T\[>}

e a corrente Jy assume o seguinte valor

T = % [Z (N — esc (27;\7» + i (N — 9csc (27;\7)” . (B.36)

Como J = J; + J,, temos que

7= Lesc (;;V) [Z 4 5] . (B.37)

Para o fluxo com os banhos invertidos, o raciocinio é o mesmo apresentado anteri-

ormente. Portanto, temos que
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N/2 N

Jp = —% Z €kgLk + % Z €k9Lk - (B.38)
k=1 k=N/2+1

Separando em duas somas, temos

Jo=Ji+Jy . (B.39)

Para a primeira, temos

I = —% ?jj (h + 26cos l@’;];mb sin? [W} (B.40)

Note que

Nz (2k — 1) 1 N2 N N
Z sin2 - _ = Z N+ efzﬂ'/QN Z ezkﬂ/N + emr/QN Z efzkﬂ/N ) (B41)
k=1 4N 4 k=1 k=1 k=1

Seguindo as contas realizadas anteriormente, vemos que

N7z —1)m T
; sin? [(2]{:4]\[1)1 = i [N — csc (2]\[)]

Para a segunda parte da primeira corrente, temos que

[(ei(%fl)Tr/QN + e—i(2k—1)m/2N _ 2) x
X (ei(qu)n/m i efi(2k71)7r/2N)}
Comparando com os resultados anteriores, temos:

3o [ B o [B7] = g [ ()]

logo o valor de J; é dado por

Jy = —% [Z (N — csc (27;\[> > + j <2030 <27]TV) — N)] : (B.42)

Para a segunda parte da corrente, temos que
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T, = gk %ﬂ (h + 28cos [@Z&DD sin? [W] . (B.43)

Onde cada parte é dada por

N N
Z 2k — 1 1 Z . .
k=N/2+1 cos l< AN >7T] T4 k=N/2+1 Cel(%il)ﬁ/w + e HERITAN 2) ’ (B.44)

que nos fornecem, de acordo com as contas anteriores,

ZN: sin? [W] i {N—chc (QN)} . (B.45)

k=N/2+1

Para a segunda parte da segunda soma, temos

N N
Z gin? l(Zk — 1)#] cos [(2/%; — 1)%] _ 1 Z [(ei(Qk—l)w/QN | emil2k=Dm/2N _ 2) %
k=N/2+1 AN 2N 8 N/24+1

% (ei(2kz—1)7r/2N _ e—i(2k—l)7r/2N>]
Comparando com os resultados anteriores, temos que

i sin? lW] cos [(%2;\]1)”] ; [N + 2csc (2 Nﬂ : (B.46)

k=N/2+1

Logo, a segunda parte assume o seguinte resultado:

L=y [Z <N+CSC<2N)> i (N”CSC(zN))] | (B.47)

Sendo assim, reunindo os resultados anteriores, podemos concluir o valor da corrente

com o0s banhos invertidos:

yA—— [—h + 5] csc( T ) (B.48)
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