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FEDERAL DE MINAS GERAIS, como requisito

para a obtenção do grau de mestre em F́ısica.

março de 2006





ii

Agradecimentos
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Resumo

Recentemente um imenso esforço tem sido concentrado numa busca por

uma compreensão adequada da Informação Quântica. Isto se deve, princi-

palmente, por esta área fornecer métodos superiores para o processamento e

armazenamento de dados do que aqueles já conhecidos pela teoria clássica da

informação. Dentre os protocolos de maior sucesso estão o teleporte de es-

tados quânticos, a criptografia quântica e a computação quântica. Em todos

estes processos, o emaranhamento surge como o principal recurso que põe em

vantagem a abordagem quântica. Por outro lado, o estudo de sistemas f́ısi-

cos sob a ótica da Teoria do Emaranhamento vem mostrando ser uma forma

alternativa para o entendimento de fenômenos tratados por diversos campos

como a f́ısica do estado sólido, a f́ısica estat́ıstica e a ótica quântica, além

de trazer novidades para estas áreas. Nesta dissertação objetivamos revisar

alguns dos aspectos mais importantes no que concerne a Teoria do Emaran-

hamento, além de propor resultados originais nesta área. Primeiramente,

mostraremos como surge a noção de emaranhamento, como determinar se

um estado quântico é emaranhado e como quantificar seu emaranhamento.

Concentrando-nos em sistemas de três part́ıculas, mostraremos um proced-

imento tomográfico que utiliza apenas dois detectores capaz de reconstruir

o estado global de sistemas puros de três qubits. Discutiremos as excessões

existentes neste procedimento e o papel do emaranhamento multipartite nes-

tas excessões. Obteremos também resultados originais no que diz respeito

ao formalismo da Teoria do Emaranhamento. Neste sentido, discutiremos

o problema da pureza dos estados maximamente emaranhados. Especifi-

camente, para sistemas de duas partes, a maioria dos quantificadores de

emaranhamento indicam que estados maximamente emaranhados são puros.

Entretanto, contra-exemplos podem ser explicitados. No contexto multipar-

tite mostramos um quantificador para o qual sempre que um sistema alcança

o máximo de emaranhamento d́ıspońıvel, este estado torna-se puro. Final-

mente, discutiremos o problema do emaranhamento devido apenas à indis-

tinguibilidade de part́ıculas quânticas.
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Abstract

A great effort has been devoted to understand Quantum Information

Theory. This interest comes from the fact that this field has given us ad-

vanced methods to process and store information. Among these proposals

we can cite the teleportation, the quantum cryptography, and the quantum

computation. Interestingly, entanglement is the main resource that puts the

quantum approach in a higher level than the classical counterpart. On the

other hand, the theory of entanglement allows also a better understanding

of physical phenomena already treated by the fields of condensed matter,

statistical physics, and quantum optics among others. In this dissertation we

aim to review the main topics concerning the Theory of Entanglement and

propose new results on this theme as well. Firstly, we will discuss how the

notion of entanglement raises naturally, how to determine whether a state

is entangled, and how to quantify it. Moving on to the three qubit context,

we will show a tomographic process able to determine the quantum state

of a system using only two detectors. It will be shown the connection be-

tween multipartite entanglement and the exceptions to our process. In the

multipartite scenario we will obtain novel results in the formalism of the the-

ory. Specifically, we study the question: are all maximally entangled states

pure? While for bipartite systems almost all entanglement quantifiers agree

in a positive answer, in a more general context this is not the case. Indeed,

we will show a multipartite entanglement quantifier for which all maximally

entangled states are pure. Finally, we address some questions on identical

particle entanglement, i.e.: the entanglement coming just from the indistin-

guishability of quantum particles.
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Caṕıtulo 1

Introdução à questão do

emaranhamento

Neste caṕıtulo apresentaremos a noção de emaranhamento. Será dis-

cutida a definição deste conceito em sistemas quânticos gerais (sec. 1.1).

Mostrar como este conceito surgiu e identificar alguns dos principais pontos

ainda em aberto é também um dos objetivos aqui.

Veremos que o problema de determinar se um estado quântico geral pos-

sui emaranhamento não é simples. Sendo assim, faz-se necessário o desen-

volvimento de algumas técnicas para este fim. Descreveremos alguns dos mais

importantes critérios para a determinação de emaranhamento na secção 1.2.

Outro passo importante na caracterização do emaranhamento foi a com-

preensão de que ele pode ser visto como um novo recurso f́ısico, utilizável

em várias tarefas desejáveis. Dáı, nada mais natural que seguir em busca de

uma boa quantificação para este recurso. A secção 1.3 trata deste tema.

1.1 Fixando alguns conceitos

Durante todo o texto adotaremos conceitos e notações padrão em f́ısica

quântica [Bal95, Per95a, CDL78, Cun05]. Entretanto faremos um rápido

apanhado no que consideramos fundamental para que a idéia a ser passada

fique clara. Discutiremos as noções de estado puro, misto, e como descrevê-

los.



6 1 Introdução à questão do emaranhamento

1.1.1 Estados Quânticos

O procedimento padrão na descrição matemática de estados quânticos se

faz através de operadores definidos num espaço vetorial complexo conhecido

como espaço de estados. Os estados quânticos fornecem toda a informação

posśıvel sobre as propriedades de um sistema, assim como sua evolução tem-

poral e posśıveis resultados de medições que podemos efetuar neste sistema.

Matematicamente, um estado quântico é descrito por um operador hermi-

tiano positivo (semi-definido) e de traço unitário. Ou seja, o operador ρ

pode representar um estado quântico se

1. ρ = ρ†;

2. ρ ≥ 0;

3. Tr(ρ) = 1.

O operador ρ será chamado, muitas vezes, de operador densidade. Entre-

tanto, qualquer operador que satisfaça as condições acima pode ser descrito

(de forma não única) através de misturas estat́ısticas (ou somas convexas) de

projetores, ou seja,

ρ =
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| , (1.1)

tal que ∑
i

pi = 1. (1.2)

Um caso especial de ρ são os estados puros, que aparecem quando temos

pi para algum i, i.e.:

ρ = |ψi〉 〈ψi| . (1.3)

Desta forma, o estado quântico pode ser descrito como um projetor unidi-

mensional. Outro fato importante é que o espaço de estados é convexo, ou

seja, somas convexas de estados quânticos são também estados quânticos.
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1.1.2 O espaço de estados e o surgimento da noção de emaranha-

mento.

Acabamos de ver que um sistema quântico S é descrito pelo operador

ρ ∈ D(H)1. Entretanto, S pode ser um sistema composto constitúıdo de

vários subsistemas (SA, SB, ..., SN). Neste contexto o espaço de estados H
pode ser visto como um espaço composto pelos espaços de estados individuais

dos vários subsistemas. Sendo assim, somos capazes de realizar uma descrição

mais precisa do sistema S se virmosH constitúıdo por uma estrutura tensorial

do tipo

H = HA ⊗HB ⊗ ...⊗HN , (1.4)

onde HA,HB, ...,HN , são os espaços de Hilbert nos quais os operadores den-

sidade referentes a cada subsistema ρA, ρB, ..., ρN estão definidos, respectiva-

mente2.

Da estrutura tensorial vista em (1.4) surge a noção de emaranhamento.

No caso especial de estados puros temos a seguinte definição 3:

Definição 1 Emaranhamento em estados puros:

Alguns estados puros podem ser descritos da forma

|ψ〉 = |ψA〉 ⊗ |ψB〉 ⊗ ...⊗ |ψN〉 , (1.5)

ditos estados fatoráveis. Outros não admitem tal representação, sendo estes

os estados puros emaranhados.

No caso mais geral de estados mistos a noção de emaranhamento é um pouco

mais elaborada:

Definição 2 Emaranhamento em estados mistos:

1D(H) é o conjunto dos operadores densidade definidos no espaço vetorial H. Algumas
vezes nos referiremos apenas como D.

2A idéia de se trabalhar com uma estrutura tensorial do tipo mostrado em (1.4) surge
naturalmente do requisito de linearidade tanto para os subsistemas quanto para o sistema
global.

3Introduzimos a noção de emaranhamento usando estados puros puramente por
questões didáticas. Deve sempre ficar claro que os estados puros são um caso especial
de estados quânticos.
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(i)Estados mistos que permitem uma descrição do tipo

ρ = ρA ⊗ ρB ⊗ ...⊗ ρN , (1.6)

são ditos estados mistos fatoráveis.

(ii)Estados mistos que permitem uma descrição do tipo

ρ =
∑

i

piρ
i
A ⊗ ρi

B ⊗ ...⊗ ρi
N , (1.7)

são ditos estados mistos separáveis.

(iii)Estados mistos que não permitem uma descrição do tipo mostrada

no (ii) acima são os estados mistos emaranhados.

Alguns comentários devem ser feitos. O estado em (1.5) é um caso par-

ticular de (1.6) quando os estados dos subsistemas são todos puros. A forma

(1.6) é um caso particular de (1.7) quando pi = 1 para algum i.

Agora vem a pergunta pertinente à f́ısica: o que difere fisicamente os

estados emaranhados dos estados separáveis? Resposta: o aspecto das corre-

lações envolvidas em tais sistemas. Resultados de medições locais em estados

do tipo (1.5) ou (1.6) são totalmente descorrelacionados4. Já os sistemas de-

scritos por (1.7) e os sistemas emaranhados apresentam correlações entre seu

subsistemas, sendo que as correlações exibidas por estados separáveis podem

ser descritas através de distribuições de probabilidades clássicas, enquanto

para estados emaranhados isto não é posśıvel.

No contexto de informação quântica diz-se que estados separáveis podem

ser constrúıdos à distância através de protocolos clássicos, enquanto estados

emaranhados não [NC00]. Surge dáı uma noção importante no estudo do

emaranhamento, a idéia de operações locais e comunicação clássica (LOCC5),

onde a teoria do emaranhamento irá se apoiar. Operações locais são aque-

las efetuadas individualmente em cada subsistema, enquanto comunicação

clássica é aquela que utiliza apenas canais clássicos, como linhas telefônicas

ou o sistema de correios. Neste contexto diz-se que estados separáveis são

aqueles que podem ser constrúıdos por LOCC, isto não sendo permitido para

4Medições locais são aquelas efetuadas em cada subsistema separadamente.
5do inglês, local operations and classical communication
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os estados emaranhados.

1.2 Identificando estados emaranhados

Dado um estado quântico geral ρ, a pergunta se há ou não emaran-

hamento em ρ está, em geral, longe de ter uma resposta trivial. Em outras

palavras, para estados gerais, saber se estes podem ser escritos como (1.7)

não é uma tarefa fácil, mesmo para os melhores computadores que dispomos

no momento. Sendo assim, a busca por métodos para tentar resolver esta

questão é um dos objetivos da teoria do emaranhamento. Tais métodos têm

sido chamados de critérios de emaranhamento. Nesta secção apresentaremos

alguns dos critérios mais discutidos na literatura até então.

1.2.1 Decomposição de Schmidt

A decomposição de Schmidt é um resultado matemático bastante podero-

so, e que vem desempenhando um papel bastante importante na discussão

do emaranhamento. Como veremos em breve, esta decomposição forneceu a

primeira noção de critério de emaranhamento.

Teorema 1 Teorema de Schmidt [Sch07]6: Dado um vetor geral |ψ〉 =
∑

ij cij |ij〉 ∈
H = HA⊗HB, podemos sempre encontrar bases locais ortonormais para HA
e HB, tais que |ψ〉 pode ser escrito da forma

|ψ〉 =
m∑
i

λi |ii〉 , (1.8)

onde m = min[dim(HA), dim(HB)] e λi ∈ R.

Dizemos então que |ψ〉, escrito na forma (1.8), está em decomposição de

Schmidt. Os coeficientes λi são chamados de coeficientes de Schmidt e a

quantidade de coeficientes λi não-nulos necessários para decompor |ψ〉, de-

notado por ]λi, é chamado de número de Schmidt. A força deste resul-

6O termo “teorema” será empregado diversas vezes ao longo deste texto em um sentido
um pouco menos preciso do que nos textos de matemática. Na maior parte das vezes ficará
um pouco obscuro as hipóteses que estarão sendo tomadas e a generalidade do resultado.
Entretanto, este abuso de linguagem é frequentemente utilizado pelos f́ısicos no sentido de
mostrar um resultado forte (o que é que isso signifique).
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tado pode ser notada na redução de dimensionalidade obtida ao escrever-

mos um vetor geral em sua forma de Schmidt. A priori, seriam necessários

dim(HA)× dim(HB) coeficientes λij para descrever |ψ〉. A decomposição de

Schmidt reduz este número para min[dimHA, dimHB].

De (1.8) vê-se que, caso o número de Schmidt de um vetor seja 1, este

vetor pode ser escrito como (1.5) e é, desta forma, fatorável. Caso ]λi ≥ 2,

o vetor é emaranhado. Temos áı uma primeira forma para detectar emaran-

hamento em estados puros bipartites.

Cabe ressaltar que a decomposição de Schmidt não é única. Sua genera-

lização para sistemas compostos por mais de 2 partes também objeto de

estudo [Per95b, AAC+00, AAJT01], e demonstrada ser imposśıvel. Uma

contagem de parâmetros pode revelar este fato: por exemplo, caso haja 3

part́ıculas envolvidas, cada uma descrita por um espaço d-dimensional, seu

estado (puro) combinado, em um espaço d3-dimensional, depende de 2(d3−1)

parâmetros reais (já levando-se em conta que estados quânticos são definidos

a menos de normalização e fase global). Por outro lado, as 3 operações

unitárias locais que podemos efetuar nas 3 part́ıculas têm somente 3(d2 − 1)

parâmetros livres, sendo assim insuficientes para resolver o problema em

geral. Apesar disto, formas canônicas para estados puros multipartites foram

investigadas, sendo de grande valia no estudo de outros problemas. Por

exemplo, qualquer estado puro de 3 qubits pode ser escrito da seguinte forma

[AAC+00, AAJT01]:

|ψ〉 = λ0 |000〉+ λ1e
iα |001〉+ λ2 |010〉+ λ3 |100〉+ λ4 |111〉 , (1.9)

onde 0 ≤ λi ∈ R, 0 ≤ α ≤ π, e
∑

i λ
2
i = 1, através de escolhas apropriadas

de bases locais.

1.2.2 Critério de Peres

Apesar da decomposição de Schmidt poder ser encarada como um critério

de emaranhamento extremamente útil, ela se mostra, de certa forma, bastante

restrita, devido ao fato de lidar apenas com estados puros bipartites. Em

busca de um critério que fosse hábil na detecção do emaranhamento em

estados bipartites gerais, A. Peres mostrou que a operação de transposição

parcial está intimamente ligada ao emaranhamento [Per96]. A transposta
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parcial do estado

ρ =
∑

ij,kl

λij,kl |ij〉 〈kl| (1.10)

é definida como:

ρTB =
∑

ij,kl

λij,kl |il〉 〈kj| . (1.11)

Pode-se ver que, se ρ for um operador separável, ou seja

ρ =
∑

i

piρ
(i)
A ⊗ ρ

(i)
B ,

sua transposta parcial resultará em um operador positivo. Segue dáı o critério

de Peres:

Teorema 2 Critério de Peres: Caso a transposta parcial de ρ não for posi-

tiva, ρ é emaranhado.

Apesar de A. Peres ter conjecturado a suficiência deste resultado para dimen-

sões arbitrárias, M., P. e R. Horodecki mostraram mais tarde que, somente

para as dimensões 2⊗ 2 e 2⊗ 3, o critério de Peres se mostra suficiente, nos

outros casos ele é somente uma condição necessária [HHH96]. Em outras

palavras, fora das dimensões citadas, alguns estados emaranhados possuem

transposta parcial positiva. Nem um pouco óbvio é o fato destes estados pos-

suirem um emaranhamento preso7, no sentido de que este emaranhamento

não pode ser destilado8[HHH98]. Um exemplo de tal estado, em C3 ⊗ C3, é

ρ =
1

8a + 1




a 0 0 0 a 0 0 0 a

0 a 0 0 0 0 0 0 0

0 0 a 0 0 0 0 0 0

0 0 0 a 0 0 0 0 0

a 0 0 0 a 0 0 0 0

0 0 0 0 0 a 0 0 0

0 0 0 0 0 0 1+a
2

0
√

1−a2

2

0 0 0 0 0 0 0 a 0

a 0 0 0 0 0
√

1−a2

2
0 1+a

2




, (1.12)

7Do inglês bound entanglement.
8Pedimos aos leitores mais impacientes que nos desculpem. A idéia de destilação do

emaranhamento será discutida mais tarde, na sec. 1.3.2.
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com a ∈ (0, 1) [Hor97].

1.2.3 Critério de Horodecki

A idéia principal por detrás do critério de Peres é o fato de que a trans-

posição parcial é um mapa positivo, entretanto, não é completamente posi-

tivo. Definamos então o que vêm a ser mapas positivos e mapas completa-

mente positivos.

Definição 3 Um mapa Λ : Cn → Cn é dito positivo quando leva operadores

positivos em operadores positivos. I.e., se

ρ ≥ 0, (1.13)

então

Λ(ρ) ≥ 0. (1.14)

Um exemplo de mapa positivo é a transposição de matrizes9. A definição de

um mapa completamente positivo é mais sutil.

Definição 4 Um mapa Λ : Cn → Cn é dito completamente positivo quando

é positivo e sua extensão a qualquer produto tensorial é também um mapa

positivo. I.e., se

ρ ≥ 0, (1.15)

então

(Λ⊗ IN)(ρ) ≥ 0 ∀ N, (1.16)

onde IN representa a matriz identidade N ×N . O fato de que a transposição

não é um mapa completamente positivo leva diretamente ao critério de Peres.

Teorema 3 Critério de Horodecki [HHH96]: Um estado é separável se, e

somente se, para qualquer mapa positivo Λ, o operador (Λ⊗ I)(ρ) é também

positivo.

9É fácil notar que a transposta de uma matriz positiva é também uma matriz positiva:
transposição é uma operação que não muda autovalores.
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Os Horodeckis foram além desta generalização do critério de Peres e mostraram

a importância de uma caracterização completa dos mapas positivos e comple-

tamente positivos no contexto do emaranhamento. Eles notaram, por exem-

plo, que em C2⊗C2 e C2⊗C3 todos os mapas positivos podem ser constrúıdos

por combinações de mapas completamente positivos e a transposição parcial.

Sendo assim, nestas dimensões, o critério de Peres é necessário e suficiente,

sendo apenas necessário para dimensões maiores.

1.2.4 Critério de Nielsen e Kempe

Podemos dizer que, classicamente, a desordem de um sistema de duas

partes é sempre maior ou igual à desordem de cada parte. A forma usual de

quantificar a desordem de um sistema é através do uso de medidas entrópi-

cas. No contexto clássico a entropia de Shannon, H(X) ≡ H(p1, ..., pn) =

−∑
i pi log pi, é extensamente utilizada, enquanto que quanticamente costuma-

se usar a entropia de von Neuman10, S(ρ) = −Tr[ρ log(ρ)]. Assim, escolhendo-

se uma medida de entropia E(X), pode-se definir a entropia condicional de

duas variáveis aleatórias X e Y como:

E(X|Y ) = E(X,Y )− E(Y ), (1.17)

onde E(X, Y ) é a entropia conjunta, ou seja, a entropia do sistema global

XY . A entropia condicional pode ser interpretada como a entropia de X,

uma vez que conhecemos Y. Classicamente E(X|Y ) é sempre positiva (ou

nula). Isto é, a entropia de Shanon satisfaz

H(X, Y ) ≥ H(X), H(Y ). (1.18)

Uma expressão análoga acontece para estados quânticos separáveis:

S(ρAB) ≥ S(ρA), S(ρB). (1.19)

Entretanto alguns estados violam esta desigualdade. Segue dáı um critério

baseado em medidas entrópicas:

Teorema 4 Critério entrópico: Se S(A|B) = S(ρAB) − S(ρB) < 0, então

ρAB é um estado emaranhado.

10Usualmente o log é calculado na base 2.
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Um exemplo onde isto acontece é no estado de Bell |Ψ+〉 = (1/
√

2)(|01〉 +

|10〉), para o qual S(ρAB) = 0 (pois o estado global é puro), S(ρA) = S(ρB) =

1 e S(A|B) = −1.11

Apesar de medidas entrópicas serem, indiscutivelmente, uma boa forma

de quantificar desordem em um sistema, existem outras formas mais sofisti-

cadas para tal quantificação . Um exemplo é a teoria da majoração, que,

como será discutido em seguida, fornece um critério mais forte para a exis-

tência de emaranhamento do que o critério entrópico.

Antes de enunciar o critério de Nielsen e Kempe precisamos introduzir a

idéia de majoração para vetores.

Definição 5 Sejam os vetores −→x = (x1, x2, ..., xd1) e −→y = (y1, y2, ..., yd2)

representem distribuições de probabilidades. Dizemos que x é majorado por

y, e denotamos por x ≺ y, quando

k∑
j=1

x↓j ≤
k∑

j=1

y↓j , (1.20)

para todo k = 1, ..., d−1, 12 onde o śımbolo ↓ foi introduzido para denotar que

as componentes dos vetores estão arranjadas de maneira decrescente, assim

x↓ = (x↓1, x
↓
2, ..., x

↓
d), onde x↓1 ≥ x↓2 ≥ ... ≥ x↓d.

Diz-se então que x é “mais misturado” que y quando x ≺ y. Podemos agora

enunciar o critério de Nielsen e Kempe:

Teorema 5 Critério de Nielsen e Kempe [NK01]: Se ρAB é separável, então

λ(ρAB) ≺ λ(ρA) e λ(ρAB) ≺ λ(ρb), (1.21)

onde os vetores λ(ρAB), λ(ρA) e λ(ρB) representam os autovalores de ρAB e

de suas matrizes reduzidas, respectivamente.

11Tem sido discutida uma interpretação para uma entropia condicional negativa
[HOW05, Hay05].

12Para k = d a igualdade em (1.20) necessariamente ocorre, pois −→x e −→y são vetores de
probabilidades.
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Para mostrar a vantagem do critério de Nielse e Kempe frente ao critério

entrópico tome como exemplo o estado de dois qubits

ρp = p |Ψ+〉 〈Ψ+|+ (1− p)

4
I, (1.22)

com 0 ≤ p ≤ 1 e |ψ+〉 = 1√
2
(|01〉 + |10〉). A desigualdade (1.19) é satisfeita

caso p ≤ 0.747..., enquanto que, pelo critério de Nielsen e Kempe, ρp é

separável se, e só se, p ≤ 1/3 (neste caso o critério de Nielsen e Kempe é

equivalente ao critério de Peres).

Outra idéia intimamente relacionada à majoração em estados quânticos é

a convertibilidade de uma cópia única de estados de duas partes via operações

LOCC.

Teorema 6 Teorema de Nielsen [Nie99]: O estado puro |ψ〉 pode ser con-

vertido deterministicamente em |φ〉 por LOCC se, e somente se,

λ(TrB(|ψ〉 〈ψ|)) ≺ λ(TrB(|φ〉 〈φ|)). (1.23)

Não é o objetivo deste texto entrar em maiores detalhes acerca de con-

vertibilidade e emaranhamento. Para o leitor interessado nestas questões

podemos dar algumas referências adicionais. A generalização do teorema

6 para a situação onde o estado transformado é um estado misto foi dada

por Jonathan e Plenio em [JP99a]. Um fenômeno curioso, conhecido como

catálise do emaranhamento, onde um estado adicional (ancilla) permite a

convertibilidade de estados anteriormente não-converśıveis, sendo, assim, uma

espécie de catalisador, foi descrito em [JP99b]. Ishizaka e Plenio estudaram

a convertibilidade também no contexto de operações que preservam a posi-

tividade da transposição parcial (operações PPT) [IP05a, IP05b]. Este prob-

lema também foi investigado quando outro tipo de operação é permitida, a

operação LOCC estocásticas, ou seja, quando aceita-se a covertibilidade via

LOCC com uma dada probabilidade de sucesso [Ish04, DVC00].

1.2.5 Testemunhas de emaranhamento

Todos os critérios apresentados até agora servem para atestar apenas

emaranhamento em sistemas de duas partes. Quando estamos tratando com

emaranhamento multipartido precisamos ser mais cuidadosos e especificar
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Figura 1.1: O operador W é uma testemunha de emaranhamento para o estado ρ
pois separa ρ do conjunto Sk.

a qual emaranhamento estamos nos referindo. Isto porque, neste contexto,

podemos estar interessados em diversas partições do sistema global. Por ex-

emplo, em um sistema constitúıdo de três partes A, B e C, podemos procurar

pelo emaranhamento entre as partições A|BC, B|CA, C|AB, assim como

pelo emaranhamento genúıno tripartite entre A, B e C.

Precisamos então, antes de prosseguirmos, determinar o que chamaremos

de k-separabilidade. Chamamos de k-separável, todo estado que pode ser

escrito como uma combinação convexa de estados que produtos de k produtos

tensoriais. Alternativamente, dizemos que tal estado pertence ao conjunto

Sk. Com esta definição fica claro que todo estado ρ é trivialmente 1-separável.

Podemos agora nos ater à discussão das testemunhas. Claramente os

conjuntos k-separáveis formam uma cadeia Sm ⊂ Sm−1 ⊂ ... ⊂ S2 ⊂ S1 =

D, onde D denota o conjunto dos operadores densidade. Cada um destes

conjuntos é convexo e fechado e, pelos teoremas de análise convexa [Roc96],

dado ρ /∈ Sk, existe um hiperplano W que separa ρ de Sk. Este resultado

pode ser visto, simplificadamente, pela figura 1.1.

Equivalentemente, existe algum operador hermitiano W tal que Tr(Wρ) <

0, e Tr(Wσ) ≥ 0 ∀ σ ∈ Sk [HHH96]. Sendo assim, podemos chamar W de

uma k-testemunha de emaranhamento13. Testemunhas de emaranhamento

são a solução teórica para o problema de separabilidade: toda vez que ρ tiver

13O nome “testemunha de emaranhamento” é devido a B. Terhal em [Ter00].
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Figura 1.2: O operador de testemunha Wρ é ótimo para o estado ρ segundo a
definição 6. Alternativamente Wρ pode ser visto como um plano tan-
gente ao conjunto Sk, no espaço de operadores de estado.

algum emaranhamento, há algum W para testemunhá-lo. Infelizmente, não

há uma testemunha universal, ou seja, um operador W que testemunhe to-

dos os estados emaranhados. Dado ρ e um tipo espećıfico de emaranhamento

temos que procurar por sua testemunha.

Uma classe bastante importante dentro do conjunto dos operadores de

testemunha é o que foi chamado de testemunhas ótimas de emaranhamento

[LKCH00]. Segundo Lewenstein et al. a testemunha W1 é mais fina do que

W2 se todos os operadores detectados por W2 são também detectados por

W1. Vem dáı o conceito de testemunhas ótimas de emaranhamento: uma

testemunha é dita ótima se não existe nenhuma outra mais fina do que ela.

A idéia de otimalidade pode ser alternativamente estabelecida da seguinte

maneira:

Definição 6 Testemunha ótima de emaranhamento: O operador Wρ é uma

testemunha ótima para o estado ρ, caso |−Tr(Wρρ)| seja um máximo dentre

um conjunto restrito14 de operadores testemunha [Ter02].

Pode-se ver também que, geometricamente, testemunhas ótimas equivalem a

hiperplanos tangentes ao conjunto Sk (ver fig 1.2).

14Precisamos que o conjunto de testemunhas obedeça à alguma restrição para que o
processo de otimização seja bem definido. Exemplos de restrições são TrW = 1 e W ≤ I.
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Na ref. [BV04], Brandão e Vianna propuseram um procedimento de

busca por testemunha ótimas de emaranhamento. Posteriormente iremos

discutir como testemunhas podem ser usadas para quantificar os diversos

tipos de emaranhamento [Bra05a]. A relação entre testemunhas de emaran-

hamento e desigualdades de Bell [Bel87] foi explorada em [HGB05], onde as

desigualdades foram escritas em termos de testemunhas não-ótimas. O uso

experimental das testemunhas de emaranhamento tem sido frequente nos

últimos anos [BMN+03, BEK+04, RWZ05, AJK+05, HHR+05].

Procedimentos para determinar testemunhas ótimas para estados espećı-

ficos vêm sendo propostos [BEK+04, WG03, TG05]. Uma forma sistemática

para a construção de testemunhas ótimas para estados puros é através da

busca pelo elemento ótimo que tem a forma espećıfica

Wψ = Λ2
max − |ψ〉 〈ψ| . (1.24)

Pela condição que Tr(Wσ) ≥ 0 se σ é separável (i.e.: σ ∈ S), podemos ver

que

Λ2
max = max

σ∈S
‖ 〈σ | ψ〉 ‖2. (1.25)

1.2.5.1 Como tapear as testemunhas WGHZ e WW

Para três qubits, Dür, Vidal, e Cirac mostraram que existem somente

duas classes diferentes de emaranhamento genúıno, no sentido que, mesmo

estatisticamente, constitúıntes de uma classe não podem ser convertidos em

constitúıntes da outra por LOCC [DVC00]. Os representantes mais con-

sagrados destas classes são o estado GHZ, |GHZ〉 = (|000〉+ |111〉) /
√

2,

que aparece na literatura na referência [GHZ93], e o estado W [CKW00],

|W 〉 = (|001〉+ |010〉+ |100〉) /
√

3. Ishizaka e Plenio mostraram que mesmo

com operações PPT (aquelas que levam operadores com transposta parcial

positiva em operadores deste mesmo tipo), GHZ e W continuam inequiva-

lentes [IP05b], entretanto, estocasticamente existe um protocolo para con-

verter GHZ em W via operações PPT com aproximadamente 75% de sucesso

[IP05a].

Usando (1.24), podemos determinar testemunhas para estados tipo GHZ,

|GHZ(φ)〉 =
1√
2
(|000〉+ eiφ |111〉) (1.26a)
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e para estados tipo W,

|W (γ, β)〉 =
1√
3
(|001〉+ eiγ |010〉+ eiβ |100〉). (1.26b)

Estes operadores são, respectivamente,

WGHZ(φ) =
1

2
− |GHZ(φ)〉 〈GHZ(φ)| (1.27a)

e

WW (γ,β) =
2

3
− |W (γ, β)〉 〈W (γ, β)| . (1.27b)

Motivados pela existência destas duas classes distintas de emaranhamento

genúıno de três qubits, alguns autores têm usado as testemunhas de GHZ

(1.27a) e de W (1.27b) como um teste para a existência de emaranhamento

genúıno tripartite15. Chamaremos este teste de critério GHZ/W e, como ver-

emos, ele é incompleto no sentido que há estados genuinamente emaranhados

que não são detectados por ele.

Primeiramente devemos nos lembrar da decomposição para estados puros

de três qubits dada na secção 1.2.1. Podemos escrever qualquer estado puro

em C2 ⊗ C2 ⊗ C2 como

|ψ〉 = λ0 |000〉+ λ1e
iα |001〉+ λ2 |010〉+ λ3 |100〉+ λ4 |111〉 , (1.28)

onde 0 ≤ λi ∈ R, 0 ≤ α ≤ π, e
∑

i λ
2
i = 1, após escolhermos bases locais

apropriadas para tal. Vamos então determinar quais as condições para que

as testemunhas WGHZ(φ) e WW (γ,β) indiquem emaranhamento em um estado

geral (1.28).

• Testemunhas GHZ(φ):

Tr(WGHZ(φ) |ψ〉 〈ψ|) =
1

2
− 1

2
(λ2

0 + λ2
4 + 2λ0λ4 cos(φ− α)) < 0. (1.29)

Como λ0, λ4 ≥ 0, é suficiente para nosso propósito considerar φ = α.

Assim,

(λ0 + λ4)
2 > 1 (1.30)

15Ver, por exemplo, arXiv quant-ph/0502122 V1.
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deve ocorrer para que o emaranhamento de |ψ〉 seja detectado por

WGHZ(φ).

• Testemunhas W(γ, β):

Tr(WW (γ,β) |ψ〉 〈ψ|) =
2

3
− 1

3
{λ2

1 + λ2
2 + λ2

3 +

2λ1λ2 cos(γ − φ) +

2λ1λ3 cos(β − φ) +

2λ2λ3 cos(γ − β)} < 0. (1.31)

Novamente consideraremos o caso extremo γ = φ = β. Logo,

(λ1 + λ2 + λ3)
2 > 2. (1.32)

Com estas condições podemos ver que o estado

|ξ〉 =
1√
5
(|000〉+ |001〉+ |010〉+ |100〉+ |111〉) (1.33)

não é percebido nem pelas testemunhas de W(γ, β), nem pelas de GHZ(φ).

Note, entretanto, que |ξ〉 possui emaranhamento genuino tripartite, i.e.: não

pode ser escrito como um estado biseparável. De fato |ξ〉 é um caso particular

de uma famı́lia de estados puros que não são detectados por WGHZ(φ) e

WW (γ,β). Os estados

|ξ′〉 = a |GHZ(φ)〉+ b |W (γ, β)〉 , (1.34)

com |a|2 + |b|2 = 1, alcançam

〈WGHZ(φ)〉 =
1

2
− |a|2, (1.35a)

e

〈WW (γ,β)〉 =
2

3
− |b|2. (1.35b)

Isto significa que |ξ′〉 é testemunhado se |a|2 > 1
2

ou |b|2 > 2
3
. Porém, estas

condições excluem todos os estados que satisfazem 1
3
≤ |a|2 ≤ 1

2
(ver figura

1.3).

Indo além, misturas estat́ısticas de estados não-testemunhados são tam-
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Figura 1.3: Vermelho: famı́lia de estados |ξ′〉 = a |GHZ(φ)〉+ b |W (γ, β)〉 que não
são detectados pelo critério GHZ/W.

bém não-testemunhadas. Para provar isso podemos olhar para o operador

densidade:

ρ =
∑

i

pi |ξ′i〉 〈ξ′i| , (1.36)

onde os estados |ξ′i〉 não são testemunhados pelo critério GHZ/W. Aplicando

o critério a ρ temos:

Tr(WGHZ(φ)ρ) =
∑

i

piTr(WGHZ(φ) |ξ′i〉 〈ξ′i|) ≥ 0 (1.37a)

e

Tr(WW (γ,β)ρ) =
∑

i

piTr(WW (γ,β) |ξ′i〉 〈ξ′i|) ≥ 0, (1.37b)

onde foi usada a linearidade do traço e que pi ≥ 0, Tr(WGHZ(φ) |ξ′i〉 〈ξ′i|) ≥
0, e Tr(WW (γ,β) |ξ′i〉 〈ξ′i|) ≥ 0. É dif́ıcil garantir que tais combinações se
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mantenham genuinamente emaranhadas, mas continuidade é suficiente para

garantir isso em algumas delas.

Um problema interessante seria determinar se existe um conjunto finito

de operadores testemunha que determinasse se qualquer estados é ou não

genuinamente emaranhado. Isto poderia, por exemplo, ajudar na compreen-

são da geometria do conjunto dos estados separáveis com respeito a cada tipo

de emaranhamento.

1.3 Quantificando o emaranhamento

A partir do momento em que o emaranhamento começou a ser visto como

um recurso utilizável em protocolos de informação e computação, tornou-se

natural a pergunta: quanto deste recurso é necessário para efetuar determi-

nada tarefa? Sendo assim um novo rumo dentro da teoria do emaranhamento

começa a ser traçado: como quantificar apropriadamente esta grandeza?

Nos últimos anos diversas propostas foram feitas neste sentido. Atu-

almente uma vasta gama de quantificadores está dispońıvel, cada um sendo

hábil a quantificar emaranhamento sob um determinado ponto de vista, pos-

suindo virtudes e defeitos. Existem quantificadores baseados em eficiência

de protocolos de informação quântica, em aspectos geométricos, em con-

vertibilidade de estados, etc. Nesta secção apresentaremos apenas algu-

mas das propostas mais discutidas. Outras fontes podem ser consultadas

para uma revisão mais completa neste sentido, como, por exemplo, as refs.

[Bra05c, Cun05, Bru02, QIC01, PV05].

1.3.1 Requerimentos para bons quantificadores

Diversos autores discutem quais seriam os requerimentos naturais que

um quantificador de emaranhamento deve satisfazer [VPRK97, VP98, PV98,

Vid00, HHH00, DHR02, Bru02]. Este é um assunto delicado, que está longe

de ser um consenso geral. Um extenso número de requerimentos foi suma-

rizado, e comentado, na ref. [Bru02] (ver também [Cun05]). São eles:

1. Se ρ é separável, então E (ρ) = 0.
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2. Normalização: O emaranhamento do estado |Ψ〉 = 1√
d

∑d−1
j=0 |j, j〉 é

E (|Ψ〉 〈Ψ|) = log d. (1.38)

3. Não-crescente por LOCC : Seja ΛLOCC um mapa que pode ser imple-

mentado por operações locais e comunicação clássica, então

E (ΛLOCC(ρ)) ≤ E (ρ) . (1.39)

4. Continuidade: E deve ser uma função cont́ınua de ρ, i.e.:

E(ρ)− E(σ) → 0 para ‖ρ− σ‖ → 0. (1.40)

5. Aditividade parcial : n cópias idênticas do estado ρ contém n vezes o

emaranhamento de ρ,

E
(
ρ⊗n

)
= nE (ρ) . (1.41)

6. Subaditividade: Para sistemas independentes, ρ e σ, dizemos que o sis-

tema global é descrito por ρ⊗σ e os quantificadores E devem obedecer:

E (ρ⊗ σ) ≤ E (ρ) + E (σ) . (1.42)

7. Convexidade: E deve ser uma função convexa no espaço dos operadores,

i.e.:

E

(∑
i

piρi

)
≤

∑
i

piE(ρi), (1.43)

onde pi > 0 e
∑

i pi = 1.

Como satisfazer todas estas propriedades é um tanto quanto dif́ıcil, relaxações

destes requerimentos têm sido levados em conta [Vid00].
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Vidal propôs que um bom quantificador de emaranhamento seria aquele

que satisfizesse apenas uma propriedade: não crescimento, em média, por op-

erações LOCC [Vid00]. Sendo assim, definiu-se o que se chama um monótono

de emaranhamento:

Definição 7 Será chamado um monótono de emaranhamento, qualquer mag-

nitude E(ρ) que não cresça, em média, sobre transformações locais munidas

de comunicação clássica.

Exemplos destas operações locais são:

1. Operações unitárias locais. Por exemplo, para estados bipartites ρAB,

onde U = UA ⊗ UB:

ρ → ρ′ = UρU †. (1.44)

2. Medição local de Von Neuman:

ρ → ρ′ =
∑

k

pkρk, (1.45)

onde uma das partes efetua uma medição de Von Neuman incompleta16, em

seu subsistema, deixando o estado ρ igual a ρk com probabilidade pk. Tais

medições podem ser descritas por um conjunto de projetores (não necessari-

amente unidimenionais) {Pk}, tal que
∑

k Pk = I, e pkρk = PkρPk.

3. Adição de um sistema auxiliar σ (ancilla):

ρ → ρ′ = ρ⊗ σ. (1.46)

4. Descarte (traço parcial) de uma parte Q do sistema ρ:

ρ → ρ′ = TrQρ. (1.47)

Vidal também encontrou um conjunto mı́nimo de condições necessárias

e suficientes para que um quantificador E seja um monótono de emaranha-

mento. Estas são:

16Uma medição incompleta é aquela onde não se sabe o resultado. Sendo assim, a única
descrição que podemos dar ao estado após a medição é (1.45).
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1. Para qualquer operação local não-determińıstica Ei,k(ρ), realizada pela

i-ésima parte,

E(ρ) ≥
∑

k

pkE(ρk), (1.48)

onde

pk = Tr[Ei,k(ρ)]

ρk =
Ei,k(ρ)

pk

.

2. Convexidade: para qualquer ensemble {qk, ρk},

E(ρ) ≤
∑

k

qkE(ρk). (1.49)

Todos os quantificadores descritos nas próximas secções são monótonos

de emaranhamento.

1.3.2 Emaranhamento Destilável e Custo de Emaranhamento

As primeiras propostas na quantificação do emaranhamento foram baseadas

em idéias de sua utilização e do esforço requerido para a produção de estados

emaranhados [BBP+96a].

Para 2 qubits, exemplos de estados maximamente emaranhados são os

pares EPR (são eles que violam maximamente as desigualdades de Bell

[Bel87], realizam teleportação de forma mais desejável [BBC+93], etc). O

custo de emaranhamento quantifica quantos pares EPR devem ser compartil-

hados entre duas partes, para que, através de operações LOCC, outro estado

ρAB possa ser produzido. Note que isto nos dá o custo em ebits17 da pro-

dução de ρAB, posto que o emaranhamento de um par EPR é definido como

valendo 1 ebit . Um ponto importante nesta conversão por LOCC é que deve-

se trabalhar no regime assintótico, i.e.: nos interessa a razão entre o número

de pares EPR e o número de cópias de ρAB, num limite onde infinitas cópias

estão dispońıveis.

Sendo assim, caso haja um protocolo LOCC, ΛLOCC , que leve m pares

EPR em n pares do estado ρAB (no limite de m e n arbitrários) concluiŕımos

17Do inglês entanglement bit, ou bit de emaranhamento.
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que o emaranhamento de ρAB é E(ρAB) = m
n
ebits. Entretanto pode haver

outro protocolo, Λ′LOCC , que obtenha a transformação desejada, a um custo

menor. O custo de emaranhamento EC(ρAB) é definido como

EC(ρAB) = inf
ΛLOCC

lim
n→∞

m

n
. (1.50)

O emaranhamento destilável toma a rota inversa de EC : quer-se saber

quantos pares EPR podem ser extráıdos (destilados) de n pares de um estado

ρAB (novamente no contexto assintótico), usando somente LOCC. Dizemos,

então, que o emaranhamento que pode ser destilado de ρAB é

ED(ρAB) = sup
ΛLOCC

lim
m→∞

n

m
, (1.51)

caso m pares EPR possam obtidos por LOCC.

Uma pergunta natural a se fazer é se EC é igual a ED. De fato a re-

sposta é: nem sempre. Curiosamente há alguns estados que possuem o que

foi chamado de emaranhamento preso [HHH98], ou seja, que não pode ser

destilado. Naturalmente ED ≤ EC , sendo a igualdade válida para estados

puros ou nos casos 2⊗2 e 2⊗3 (foi dito anteriormente que a idéia de emaran-

hamento preso está intimamente ligada ao critério de Peres).

1.3.3 Entropia de Emaranhamento

Uma das idéias pioneiras na quantificação do emaranhamento foi o uso

da entropia de Von Neumman [BBP+96a, BBP+96b]. Como visto anterior-

mente através do critério entrópico e o de Nielsen e Kempe, caso um sistema

puro de duas partes tenha seus estados reduzidos mistos, necessariamente há

emaranhamento entre suas partes. Assim, uma forma natural de estabele-

cer o emaranhamento nestes sistemas é através de funções que quantifiquem

a pureza dos estados reduzidos. A entropia de emaranhamento EE usa a

entropia de Von Neumman para este propósito.

Para estados puros de duas partes, ψAB, vimos que uma forma simplifi-

cada de escrevermos este estado é através de sua decomposição de Schmidt,

|ψ〉AB =
∑

i

λi |ii〉 . (1.52)
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A entropia de emaranhamento é então definida como

EE(ψ) = S(ρA) = S(ρB) = −
∑

i

λ2
i log(λ2

i ), (1.53)

sendo ρA e ρB os estados reduzidos de |ψ〉AB.

Notavelmente EE possui uma relação bastante adequada com a convert-

ibilidade por operações LOCC de estados quânticos no regime assintótico

(i.e.: quando trabalha-se no limite de N → ∞ cópias do mesmo estado).

Quando duas partes desejam transformar N cópias de um estado puro |ψ〉
em M cópias de outro estado |φ〉, isto só é posśıvel caso

NEE(ψ) ≥ MEE(φ). (1.54)

Caso haja uma igualdade em (1.54), este processo pode ser reverśıvel.

Apesar da entropia de emaranhamento ser bastante útil, ela falha em

quantificar emaranhamento em estados mistos. Isto se deve ao fato do grau

de mistura do estado reduzido poder ser também devido à mistura do estado

global, e não somente ao emaranhamento. Veremos a seguir algumas formas

de lidar com isto.

1.3.4 Emaranhamento de Formação e Concorrência

Ainda no contexto de duas partes, o emaranhamento de formação, faz

uso, como o próprio nome sugere, da idéia de como construir estados quân-

ticos. É posśıvel escrevermos qualquer estado quântico como uma soma con-

vexa de estados puros, i.e.:

ρ =
∑

i

pi |ψi〉 〈ψi| , (1.55)

onde {pi} é uma distribuição de probabilidades. Em seguida podemos calcu-

lar o emaranhamento de cada estado puro na decomposição (1.55) e tomar

a média destes emaranhamentos, a partir de EE, dada pelas probabilidades

{pi}:
Ē({pi, |ψ〉}) =

∑
i

piEE(ψi). (1.56)
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O emaranhamento de formação de ρ (EF (ρ)) é dado pela minimização de Ē

sobre todas as posśıveis escolhas {pi, |ψ〉} que descrevem ρ [BDS+96c]:

EF (ρ) = inf
{pi,|ψ〉}

Ē({pi, |ψ〉}). (1.57)

Foi mostrado que a versão regularizada de EF é igual ao custo de emaran-

hamento [HHT01], isto é

lim
n→∞

EF (ρ⊗n)

n
= EC(ρ). (1.58)

Uma relação deste tipo já era esperada, posto que EE e EC estão intimamente

relacionados com a convertibilidade de estados.

Infelizmente, por causa do processo de minimização, o cálculo de EF

torna-se inviável na maioria dos casos. Sendo assim, busca-se ainda um

método prático para o cálculo de EF para estados gerais. Em seguida

mostraremos que, para estados compostos por 2 qubits, tal método já foi

alcançado.

1.3.4.1 Concorrência

Um grande passo da quantificação do emaranhamento foi o método prático

para o cálculo de EF , desenvolvido por Hill e Wootters, para estados de 2

qubits de posto 2 [HW97], e, posteriormente, generalizado por Wootters para

qualquer estado de 2 qubits [Woo98].

O primeiro passo tomado para a determinação de EF (ρ) foi a definição

da concorrência de ρ, C(ρ). Esta última função, por sua vez, está relacionada

com a operação spin-flip de ρ dada por:

ρ̃ = σy ⊗ σyρ
∗σy ⊗ σy. (1.59)

Define-se, então, a concorrência de ρ como

C(ρ) = max{0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4}, (1.60)

sendo λi as ráızes quadradas dos autovalores em ordem decrescente da matriz

ρρ̃. C(ρ) já é, por si só, um quantificador de emaranhamento, sendo 0 para

estados separáveis e 1 para estados maximamente emaranhados.
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O segundo passo foi mostrar uma expressão anaĺıtica para EF :

EF (ρ) = H2

(
1

2
+

1

2

√
1− C2(ρ)

)
, (1.61)

onde H2(x) = −x log x− (1− x) log(1− x) e é assumido que 0 log 0 = 0.

Como será visto posteriormente (sec. 2.4), a concorrência permitiu não

só o estabelecimento de uma fórmula anaĺıtica para EF , como também re-

sultados interessantes acerca do compartilhamento de emaranhamento em

sistemas multipartites.

1.3.5 Negatividade e Negatividade Logaŕıtimica

Uma rota diferente na quantificação do emaranhamento foi o uso do

critério de Peres para este fim. Foi visto que, caso a transposição parcial de

um operador de estados ρ leve a um operador não-f́ısico, i.e.: não-positivo,

ρ é necessariamente emaranhado. Mais que isso, nos casos 2 ⊗ 2 e 2 ⊗ 3

este critério torna-se também suficiente, e podemos também afirmar que se

ρTA > 0, ρ não possui emaranhamento.

A negatividade de ρ, N(ρ), fará uso dos autovalores negativos de ρTA .

Define-se então [VW02]:

N(ρ) =
‖ρTA‖ − 1

2
, (1.62)

onde ‖ ? ‖ denota a norma do traço, ou seja, a soma dos módulos dos auto-

valores.

Uma forma mais natural de entender a expressão (1.62) é ver que N(ρ)

corresponde ao valor absoluto da soma dos autovalores negativos de ρTA . Em

outras palavras, a negatividade mede o quanto ρTA falha em ser positivo

semi-definido.

Para 2 qubits, vê-se que 0 ≤ N(ρ) ≤ 0.5. Sendo assim, frequentemente

define-se a negatividade como o dobro de (1.62), ou seja,

N(ρ) = ‖ρTA‖ − 1. (1.63)

Desta forma a negatividade de um estado maximamente emaranhado de 2
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qubits vale 118.

Após sua proposta, a negatividade passou a ser um quantificador bas-

tante utilizado, ora por ser de fácil manipulação, ora por fornecer uma forma

de quantificar emaranhamento em sistemas bipartidos de qualquer dimensão.

Cabe lembrar que, fora os caso espacificados anteriormente (2 ⊗ 2 e 2 ⊗ 3),

N(ρ) quantifica apenas o emaranhamento NPPT, ou seja, em estados cuja

transposta parcial é negativa. Cabe lembrar que estados emaranhados com

transposta parcial positiva foram discutidos na secção (1.2.2), e ditos estarem

relacionados com emaranhamento não destilável.

Outro quantificador, relacionado à negatividade é a negatividade loga-

rŕitimica [ZHSL98, VW02, APE03], definida como:

EN (ρ) = log2(1 + N(ρ)). (1.64)

Foi mostrado que, apesar de EN ser um monótono de emaranhamento, ela

não é uma função convexa [P05].

1.3.5.1 Comparação entre concorrência e negatividade

Posto que ambos quantificadores, Concorrência e Negatividade, se prestam

a quantificar emaranhamento nos mesmos tipos de estados, e são fact́ıveis de

serem calculados, uma questão natural seria compará-los. Além do mais

foi visto que, C(ρ) está relacionado com o Emaranhamento de Formação (e

tabém ao Custo de Emaranhamento), enquanto que N(ρ) relaciona-se com o

Emaranhamento de Destilação.

Verstraete et al. mostraram que, mesmo no caso mais simples de 2 qubits,

C e N ordenam diferentemente os estados quanto a seu emaranhamento

[VADM01]. Mais ainda, foi mostrado que, para um dado valor de C, existem

estados com negatividade na faixa

√
(1− C)2 + C2 − (1− C) ≤ N ≤ C. (1.65)

A figura 1.4 ilustra a região de valores permitidos em um plano C × N . A

igualdade entre C e N é alcançada para estados puros e quando o autovetor

de ρTA correspondente ao autovalor negativo é um par de Bell.

18Esta última forma para N , (1.63), será adotada ao longo do texto a menos que especi-
ficado o contrário.
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Figura 1.4: Valores de N para uma dada concorrência C - Figura retirada da ref.
[VADM01].

1.3.6 Entropia Relativa de Emaranhamento

Até agora discutimos quantificação de emaranhamento apenas no con-

texto bipartido, ou seja, entre duas partes. Quando diversas partes entram

em questão, o problema de quantificar emaranhamento passa a ser mais sutil

e dif́ıcil. Como discutido, faz-se necessario referir-se a qual emaranhamento

estamos tratando. Isto porque em um sistema de muitas partes podemos

estar interessados no emaranhamento entre diveras partições do mesmo sis-

tema. Assim como na discussão de testemunhas de emaranhamento (secção

1.2.5) o uso do conceito de k-separabilidade será útil.

Como primeiro exemplo de quantificador de emaranhamento multipartite

apresentaremos a entropia relativa de emaranhamento, ER, que faz uso da

idéia de distinguibilidade de estados quânticos. Antes, discutamos o conceito

de distinguibilidade em teoria de informação clássica.

Um problema importante em protocolos de comunicação é o de distinguir

duas distribuições de probabilidades. Suponha, por exemplo, que possúımos

uma moeda “viciada”, ou desbalaceada, com distribuição de probabilidades

para “cara” e “coroa” dada por f = (1/3, 2/3). Pergunta-se: qual a probabili-

dade de que esta moeda viciada seja confundida com uma moeda balanceada,
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com distribuição de probabilidades q = (1/2, 1/2), após n testes? Para n

grande a resposta é

p(desbalanceada → balanceada) = exp[−nScl(f‖q)], (1.66)

sendo Scl(f‖q) = 1/3 ln(1/3) + 2/3 ln(2/3)− 1/3 ln(1/2)− 2/3 ln(1/2) a en-

tropia relativa clássica das duas distribuições [HP91, Ved02, NC00]. Note

que para n →∞, p → 0, e passamos a ter certeza da moeda em mãos. Este

resultado é verdade, em geral, para quaisquer distribuições de probabilidades

P (x) e Q(x). A probabilidade de confundirmos as distribuições P (x) e Q(x) é

dada assintoticamente, depois de n testes, por exp[−nScl(P (x)‖Q(x))], onde

Scl(P (x)‖Q(x)) =
∑

i

pi ln pi − pi ln qi. (1.67)

Este resultado é generalizado para o contexto quântico através das proba-

bilidades dos resultados de medidas efetuadas em estados quânticos. A proba-

bilidade de não distinguir dois estados quânticos σ e ρ após n medições é

[Ved02, VPRK97, VP98, NC00]

p(ρ → σ) = exp[−nS(σ‖ρ)], (1.68)

onde

S(σ‖ρ) := Tr[σ ln σ − σ ln ρ] (1.69)

é a entropia relativa quântica. Usualmente troca-se ln por log2 na expressão

acima, o que corresponde apenas a adição de uma constante.

Vedral et al. utilizaram-se da idéia de entropia relativa para quantificar

emaranhamento multipartite [VPRK97, VP98]. A idéia central é quantificar

o quão bem um estado ρ pode ser distinguido de um estado k-separável19.

Ou seja, queremos S(σ‖ρ) quando σ ∈ Sk. A entropia relativa de emaran-

hamento é então alcançada quando minimizamos S(σ‖ρ) sobre todos os es-

tados σ ∈ Sk, ou seja

ER(ρ) = min
σ∈Sk

S(σ‖ρ). (1.70)

Apesar da interpretação clara via distinguibilidade, vemos que a definição

19Lembre-se da definição do conjunto Sk dada na secção 1.2.5.
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de ER não é operacional, ou seja, não há um método prático para efetuar a

minimização presente em (1.70) para estados arbitrários. Entretanto, caso

o estado em questão possua simetrias tal processo de minimização pode ser

facilitado. Nesta direção, Wei et al. mostraram uma forma anaĺıtica para

o cálculo de ER com relação aos estados completamente separáveis, para

estados puros completamente simétricos de n qubits dados por:

|k, n− k〉 =

(
n

k

)−1

S| 000..0︸ ︷︷ ︸
k

11..1︸︷︷︸
n−k

〉, (1.71)

onde S representa o operador de permutação total [WEGM04]. A rota

tomada por estes autores forneceu também uma cota inferior para ER:

Teorema 7 [WEGM04] Para qualquer estado puro |ψ〉,

ER(|ψ〉 〈ψ|) ≥ −2 log2 Λmax, (1.72)

onde Λmax é definido exatamente como na expressão (1.25).

Na tentativa de encontrar uma cota superior para ER dos estados (1.71),

supôs-se o ansatz

σ′ =
∫

dφ

2π
|ξ(φ)〉 〈ξ(φ)| , (1.73a)

|ξ(φ)〉 = (
√

p |0〉+ eiφ
√

1− p |1〉)⊗n, (1.73b)

com p escolhido para maximizar ‖ 〈k, n− k | ξ〉 ‖. Calculando-se (1.69) com

(1.73a), encontra-se S(σ′‖ρ) = −2 log2 Λmax, ou seja, as cotas superior e

inferior coincidem, e podemos concluir que

ER(|k, n− k〉 〈k, n− k|) = −2 log2 Λmax. (1.74)

Vedral foi um pouco adiante neste caminho determinando EF também para

os estados reduzidos de |k, n− k〉 [Ved04a]. O estado de l qubits provenientes

do traço parcial em n− l qubits de |k, n− k〉 é dado por

ρl =
l∑

i=0

(
l

l − i

)
(

n− l

k − i

)

(
n

k

) |i, l − i〉 〈i, l − i| . (1.75)
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A entropia relativa de emaranhamento deste estado com relação aos estados

completamente separáveis é [Ved04a]:

ER(ρl) =
l∑

i=0

(
l

l − i

)
(

n− l

k − i

)

(
n

k

) log




(
l

l − i

)
(

n− l

k − i

)

(
n

k

) (
n

k
)l−i(

n

n− k
)i

(
l

i

)−1


 .

(1.76)

O estudo do emaranhamento nos estados considerados em (1.71) e (1.75)

é de grande importância em modelos como o η-pareamento [Ved04a] (que

trata da supercondutividade a altas temperaturas), modelo de Dicke [Dic59,

HH04, BOR05] (que trata da superradiância), e o modelo de emparelhamento

[RCS+05] (que trata de modos internos de núcleos pesados).

1.3.7 Robustez

Outra proposta no sentido de quantificar emaranhamento em sistemas

de muitas partes é a Robustez, ou Robustezas, de emararanhamento. Como

veremos, esta forma de quantificação permite interpretarmos adequadamente

este tema em termos geométricos.

Inicialmente podemos definir o que seja a robustez de um estado ρ relativa

a outro estado π, como o mı́nimo s tal que o estado

σ =
ρ + sπ

1 + s
(1.77)

é k-separável. Entretanto, nem sempre isto é posśıvel, ou seja, nem sem-

pre a combinação acima será k-separável. Estaremos interessados em duas

situações especiais. A primeira delas chamada robustez randômica de ρ, e de-

notada por Rr (ρ), é obtida quando π é fixado como o estado completamente

misto I
d
, onde I é a matriz identidade d× d. O estado I

d
é um ponto interior

ao conjunto dos estados completamente separáveis [ZHSL98], o que assegura

um valor finito para Rr (ρ). O segundo caso, denotado Rg (ρ) e chamado

robustez generalizada, é obtido quando a minimização da robustez relativa

é sobre todos os estados π. Não é dif́ıcil perceber que Rg (ρ) ≤ Rr (ρ). Os

aspectos geométricos destes quantificadores são explorados nas figuras 1.5 e

1.6.
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Figura 1.5: Os estados ρ, σ, e π podem ser representados como pontos no espaço de
estados quânticos. Um subconjunto de todas as matrizes densidade é o
conjunto de estados que não contém um certo tipo de emaranhamento,
mostrado na figura como o conjunto dos estados k-separáveis (Sk).
A linha conectando ρ e π representa as combinações convexas ρ+sπ

1+s .
É posśıvel notar que, para algumas escolhas de π, esta combinação
alcança o conjunto Sk, para um determinado valor de s, no ponto σ. A
k-robustez generalizada, Rk

g (ρ) é o mı́nimo valor de s quando todos os
posśıveis estados π são considerados. Como indicado na figura, pode
ser conclúıdo que π está na borda do conjunto de todos os estados,
enquanto σ está na borda de Sk.

Figura 1.6: A diferença entre Rk
g e Rk

r é que em Rk
r o estado π é mantido fixo como

I/d independentemente do estado ρ a ser quantificado. Como I/d é
um estado completamente separável, pode ser representado como um
ponto interior ao conjuntoSk.
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A robustez randômica possui um papel relevante na discussão do uso de

estados emaranhados em protocolos de informação [HN03]. Similarmente, a

robustez generalizada Rg(ρ) é importante em protocolos de teleportação por

estar relacionada com a melhoria destes protocolos ao incluirmos o estado

ρ no processo [Bra05b]. Mais que isso, mostraremos que Rg(ρ) proporciona

resultados interessantes na caracterização do emaranhamento, como a deter-

minação da poligamia de emaranhamento (sec. 2.4.1), e pode ser relacionada

a fenômenos cŕıticos e propriedades termodinâmicas de sistemas quânticos

(cap. 5).

1.3.8 Emaranhamento Testemunhado

O emaranhamento testemunhado foi proposto recentemente por F. Bran-

dão, colaborador e co-autor de alguns dos resultados descritos nesta disser-

tação. O leitor interessado em se aprofundar nos detalhes desta maneira de

quantificar emaranhamento é convidado a consultar as refs. [Bra05a, Bra05c].

O emaranhamento testemunhado do estado ρ, como o próprio nome suge-

re, utiliza-se da noção de testemunhas de emaranhamento (ver sec. 1.2.5).

Para um estado ρ, seu emaranhamento testemunhado é dado por

EW (ρ) = max{0,− min
W∈M

Tr(Wρ)}, (1.78)

onde M é um conjunto de testemunhas de emaranhamento que garanta que

o processo de minimização seja bem definido.

Uma das vantagens de EW é que este quantificador lida com diferentes

aspectos do emaranhamento dependendo da escolha do conjunto M. Sendo

assim, além de poder quantificar emaranhamento multipartite (através da

escolha de testemunhas que reconheçam apenas certos tipos de emaranha-

mento), foi mostrado que outros quantificadores conhecidos podem ser es-

critos como (1.78). Exemplos são a concorrência, a negatividade e as ro-

bustezas [Bra05a].

A conexão entre a robustez e EW será de particular interesse nos pró-

ximos caṕıtulos. Pode-se mostrar que Rk
g(ρ) pode ser escrito como (1.78) com

M = {W k |W k ≤ I}, onde W k é uma testemunha de k-emaranhamento.

Similarmente, para Rk
r temos M = {W k | Tr(W k) = d}, onde d é a dimensão
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do espaço de Hilbert total20.

1.3.9 Unicidade da Entropia de Emaranhamento

Popescu e Rohrlich mostraram que, para sistemas puros bipartites, ex-

iste um único quantificador de emaranhamento que satisfaça todas as pro-

priedades desejadas: a entropia de emaranhamento [PR97]. O argumento uti-

lizado por eles usou apenas fatos termodinâmicos associados com resultados

já conhecidos sobre a convertibilidade de estados emaranhados. Estes fatos,

junto com a premissa básica de que não se pode aumentar o emaranhamento

de um sistema manipulando-o apenas localmente, leva então à unicidade de

EE. Este resultado permitiu, além de outras coisas, uma aproximação da

teoria do emaranhamento com a termodinâmica.

Apartir deste ponto, diversos autores buscaram conjuntos mı́nimos de

axiomas que pudessem garantir que um dado quantificador fosse igual a EE

para estados puros bipartites [HHH00, DHR02, Vid00, VK02]. M. Horodecki,

P. Horodecki e R. Horodecki estabeleceram resultados bastante apropriados

nesta direção [HHH00]. Estes autores mostraram que qualquer monótono de

emaranhamento E(ρ) que seja parcialmente aditivo (ver sec. 1.3.1) e cont́ınuo

no regime assintótico, satifaz:

ED(ρ) ≤ E(ρ) ≤ EF (ρ), (1.79)

sendo ED(ρ) o emaranhamento destilável e EF (ρ) o emaranhamento de for-

mação. Além disso, EF = ED = EE para estados puros, o que estabelece EE

como medida única de emaranhamento neste contexto.

Termina aqui a nossa revisão sobre os principais aspectos da teoria do

emaranhamento. O que foi exposto até aqui compreende uma quantidade

ı́nfima do que se conhece atualmente no tema. Entretanto julgamos o que

foi descrito um ponto de partida adequado para que o leitor interessado

possa buscar outros resultados por si só. Em seguida descreveremos alguns

resultados originais alcançados por nós no sentido de obter uma compreensão

melhor do emaranhamento.

20A letra k em Rk
g(ρ) e Rk

r indica a robustez em relação ao conjunto Sk.





Caṕıtulo 2

Estados maximamente

emaranhados são puros?

No caṕıtulo anterior abordamos alguns aspectos gerais sobre o emara-

nhamento como maneiras de detectá-lo e quantificá-lo em sistemas f́ısicos.

Entretanto, até o presente momento, diversas questões ainda permanecem

em aberto, incluindo questões fundamentais como a busca por propriedades

f́ısicas mensuráveis que indiquem, de alguma forma, a existência de corre-

lações quânticas. No presente caṕıtulo discutiremos uma destas questões:

estados maximamente emaranhados são sempre puros? Apesar da resposta

afirmativa a esta pergunta poder ser tratada quase como um senso comum1

não havia até então, no conhecimento deste autor, qualquer prova formal para

tal. A grande barreira a ser enfrentada aqui é o problema da quantificação do

emaranhamento. Em primeiro lugar, para atacar esta questão é necessário

escolher um quantificador espećıfico. Sendo assim, qualquer conclusão deve

ser vista guardadas certas proporções. Além do mais, não há um consenso

sobre qual o quantificador mais adequado e, mais do que isso, acredita-se que

não há uma medida única de emaranhamento2 [MSV04].

Apesar das dificuldades existentes procuramos, no estudo aqui descrito,

responder à pergunta-t́ıtulo de forma mais geral posśıvel, procedendo como

se segue. Mostramos condições necessárias e suficientes para a existência de

estados mistos maximamente emaranhados (estados MME) de acordo com

1Acreditamos que a existência deste “senso comum” se dá pelo fato de que os exemplos
de estados maximamente emaranhados conhecidos, apesar de poucos, são todos puros.

2No caṕıtulo anterior discutimos a unicidade da entropia de emaranhamento. Cabe
ressaltar que este resultado é válido apenas para estados puros bipartites.
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diversas medidas bem aceitas e utilizadas. Escolhemos um “bom quantifi-

cador de emaranhamento” multipartite3, a Robustêz Generalizada [VT99],

e mostramos que, para ela, estados maximamente emaranhados são sempre

puros. Sendo assim, propomos uma generalização da idéia de monogamia

de emaranhamento [CKW00, KW04, Ter03], a poligamia de emaranhamento.

Mostramos também contra-exemplos à nossa poligamia, ou seja, alguns monó-

tonos de emaranhamento permitem a existência de estados MME. Final-

izamos o caṕıtulo dando uma interpretação geométrica das discussões an-

teriores e conjecturamos a possibilidade da inclusão da poligamia como um

requesito à uma boa medida de emaranhamento.

Os resultados que compõe este caṕıtulo foram realizados em colaboração

com F.G.S.L. Brandão e M.O. Terra Cunha.

2.1 Condições para a existência de estados

mistos maximamente emaranhanhados

Nesta secção nós estudamos a possibilidade de existência de estados mis-

tos maximamente emaranhados (estados MME).

Antes de continuarmos, é importante ressaltar que a idéia de estados

MME tratada aqui é um pouco diferente daquela tratada nas refs. [VABM01,

WNG+03]. Lá, os autores se perguntam qual o emaranhamento máximo

que um estado com um certo valor de mistura (ou entropia) pode ter. A

pergunta na qual estamos interessados é: há algum estado misto que alcança

o valor máximo de emaranhamento segundo uma dada medida E(ρ)? Os

próximos resultados, bastante gerais e com provas bem simples, nos ajudarão

a caminhar na direção de uma resposta.

Teorema 8 De acordo com qualquer medida convexa de emaranhamento,

existe pelo menos um estado puro maximamente emaranhado.

Prova: Um operador densidade ρ pode ser escrito como uma mistura estat́ıs-

tica (ou ensemble) de estados puros ρ =
∑

i pi |ψi〉 〈ψi| (de forma não única se

ρ é misto, mas isso não é central neste momento). Para uma medida convexa

3Critérios formais para a determinação do que se pode chamar de um “bom quantifi-
cador” foram discutidos no caṕıtulo 1.
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E, convexidade implica

E (ρ) = E

(∑
i

pi |ψi〉 〈ψi|
)
≤

∑
i

piE (|ψi〉 〈ψi|), (2.1)

o que significa que o emaranhamento de ρ é no máximo igual a média pon-

derada dos emaranhamentos de seus constituintes. Então há um i tal que

E (|ψi〉 〈ψi|) ≥ E (ρ) .¤

Corolário 1 Para um estado misto ser maximamente emaranhado é necessário

que todos os componentes |ψi〉 de qualquer ensemble descrevendo ρ sejam

também maximamente emaranhados e, ainda assim, a desigualdade (2.1)

seja saturada.

O teorema 8 nos permite reescrever a pergunta-t́ıtulo deste caṕıtulo

como: estados maximamente emaranhados são sempre puros? O corolário 1

surge como uma condição, de certa forma, forte para a existência de estados

MME. Exploremos então este fato.

A descrição de um operador densidade ρ por misturas estat́ısticas não é

única. Porém, em todas as descrições posśıveis, o corolário 1 deve ser verdade.

Vamos então explorar esta liberdade em ensembles.

Teorema 9 Liberdade unitária em ensemble para matrizes densidade: Os

conjuntos {pi, |ψi〉} e {qj, |φj〉} geram a mesma matriz densidade se e só se

√
pi |ψi〉 =

∑
j

uij
√

qj |φj〉

com {|ψi〉} e {|φj〉} sendo vetores normalizados, uij elementos de uma matriz

complexa unitária e podemos preencher de ‘zeros’ o menor dos conjuntos

{√pi |ψi〉} ou {√qj |φj〉} para que os dois fiquem com o mesmo número de

elementos

A prova deste teorema pode ser encontrada em [NC00] e está além do escopo

desta dissertação.
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Assim, para {pi, |ψi〉} e {qj, |φj〉} descreverem o mesmo estado f́ısico,

cada |ψi〉 é uma combinação linear dos |φj〉,

|ψi〉 =
∑

j

cij |φj〉 , (2.2)

com coeficientes cij = uij

√
qj

pi
. Isto nos permite escrever uma condição mais

forte.

Teorema 10 Se ρ é um estado MME, então todos os estados no subespaço

gerado pelos autovetores de ρ são maximamente emaranhados.

Prova: A prova deste teorema segue dos teoremas 8 e 9 e do fato que podemos

tomar {|φj〉} como os autovetores de ρ.¤

Uma forma bastante usual de extender um quantificador de emaran-

hamento de estados puros para o conjunto completo de estados (i.e.: puros

e mistos) é através da construção chamada convex roof : dada uma medida

E(ψ) válida para estados puros, sua convex roof é dada por

E(ρ) = min
{pi,ψi}

piE(ψi). (2.3)

Da equação (2.3) podemos ver que o teorema 10 fornece uma condição neces-

sária e suficiente para a existência de estados-MME de acordo com quantifi-

cadores baseados em convex roof. É importante notar que algumas das mais

consagradas medidas de emaranhamento utilizam esta construção, como é o

caso do emaranhamento de formação [BDS+96c] (ver sec. 1.3.4).

2.2 Estados maximamente emaranhados são

puros

Vimos anteriormente que, no contexto de estados puros bipartites, emara-

nhamento está intimamente ligado à “bagunça ” local. Ou seja, quanto maior

a entropia do estado reduzido, mais emaranhamento é compartilhado entre

as duas partes. Além do mais, foi comentado que nesta situação a entropia

de emaranhamento surge como o principal quantificador de emaranhamento.

Seguindo este ponto de vista, é natural que o estado |ψ〉 = 1/
√

d
∑d

i=1 |ii〉 (d é
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a dimensão do menor subespaço) seja considerado um estado maximamente

emaranhado. Note que este estado possui o número máximo de Schmidt

posśıvel (lembre-se da discussão sobre decomposição de Schmidt no Cap. 1).

Podemos mostrar a não-existência de um subespaço maximamente emara-

nhado de dimensão d, para d ≥ 2, de uma forma simples, se nos restringir-

mos a medidas de emaranhamento bipartite tais que todos seus estados puros

maximamente emaranhados tem número de Schmidt máximo. Note que as-

sim violaŕımos o teorema 10. Este é o caso da maioria dos quantificadores

usualmente estudados, tais como o emaranhamento de formação (ver sec.

1.3.4), a negatividade (sec. 1.3.5) e a entropia relativa de emaranhamento

(sec. 1.3.6). Enunciamos então o seguinte resultado:

Teorema 11 De acordo com qualquer medida de emaranhamento bipartite

tal que todos seus estados maximamente emaranhados tem número máximo

de Schmidt, não existem estados mistos maximamente emaranhados.

Prova. Esta prova se restringirá ao caso Cd ⊗Cd, mas sua generalização

é direta. De acordo com o teorema (10), deve existir um subespaço composto

apenas por estados maximamente emaranhados para que estados MME ex-

istam. Por hipótese, todos eles possuem posto de Schmidt máximo. Sejam

dois destes estados,

|ψ〉 =
∑
ij

cij |ij〉 , |φ〉 =
∑
ij

dij |ij〉 . (2.4)

Se olhamos para cij e dij como coeficientes de matrizes quadradas C e D,

posto máximo de Schmidt equivale a invertibilidade da matriz. Entretanto,

podemos sempre escolher α e β ∈ C tais que αC + βD não é uma matriz

inverśıvel (tome −α
β

como um autovalor de C−1D), sendo assim a combinação

α |ψ〉+ β |φ〉 não possui posto máximo de Schmidt. ¤

Podemos ir um pouco além e estabelecer o seguinte resultado:

Teorema 12 Para todo monótono de emaranhamento assintoticamente con-

t́ınuo e parcialmente aditivo, todo estado maximamente emaranhado é puro.

Prova. Do teorema da unicidade [HHH00, DHR02] (sec. 1.3.9), temos que

toda medida de emaranhamento E que satisfaz as condições do presente teo-
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rema satisfaz: ED ≤ E ≤ EF , onde ED e EF são o emaranhamento destilável

e o emaranhamento de formação, respectivamente. Então, o resultado segue

diretamente do fato que EF não permite estados MME e ED = EF para

estados puros.¤

O emaranhamento testemunhado (EW ) usa a idéia de quantificar o emara-

nhamento através de operadores testemunha [Bra05a] (ver sec. 1.3.8). Aprovei-

tando esta definição podemos analisar quais são as restrições impostas pela

existência de um estado MME às suas testemunhas ótimas de emaranhamento.

Seja ρ =
∑

j qj |φj〉 〈φj| a decomposição espectral do estado ρ e {pi, |ψi〉}
outro ensemble descrevendo-o. Pelo teorema 9,

|ψi〉 =
∑

j

cij |φj〉 , (2.5)

com coeficientes cij = uij

√
qj

pi
. No caso em que ρ é um estado maximamente

emaranhado com emaranhamento E, W precisa ser ótimo para todo |ψi〉 e

|φj〉. Caso contrário o teorema 10 não é satisfeito. Isto nos permite escrever,

para um elemento espećıfico |ψk〉,

−E = Tr(W |ψk〉 〈ψk|)
=

∑
i

|cki|2 〈φi|W |φi〉+
∑

i 6=j

c∗kickj 〈φi|W |φj〉

= −E +
∑

i6=j

c∗kickj 〈φi|W |φj〉 , (2.6)

que implica ∑

i6=j

c∗kickj 〈φi|W |φj〉 = 0.

Como a última igualdade deve ser verdade para todo ensemble descrevendo

ρ, 〈φi|W |φj〉 = 0 e W é proporcional à matriz identidade no suporte de ρ,

com −E como constante de proporcionalidade. Note que E é o módulo do

menor autovalor posśıvel para qualquer testemunha W , pois é o maior valor

de emaranhamento permitido. Podemos dáı concluir que cada autovetor |φj〉



2.2 Estados maximamente emaranhados são puros 45

de ρ é também um autovetor de W 4, o que nos permite escrever W como

W = (−E)I︸ ︷︷ ︸
Supp(ρ)

⊕ D︸︷︷︸
Supp⊥(ρ)

, (2.7)

onde D é alguma matriz que satisfaz os v́ınculos impostos por M (ver sec.

1.3.8).

Uma medida de emaranhamento multipartite importante é a robustez

generalizada de emaranhamento [VT99], também definida no caṕıtulo 1 (sec.

1.3.7). Foi mostrado em [Bra05a] que, com a escolha M = {W |W ≤ I}, Rk
g

pode ser escrita da forma (1.78).

O próximo passo será mostrar que Rk
g não admite estados MME. Antes

precisamos do seguinte resultado:

Lema 1 Para todo estado ρ ∈ D(H),

max
σ∈Sk(H)

Tr(ρσ) ≥ Tr(ρ2)

1 + Rk
g(ρ)

. (2.8)

Prova: Através da escolha de testemunhas de emaranhamento da forma es-

pećıfica W = λI−ρ, podemos ver que o valor ótimo para o lado esquerdo da

eq. (2.8) é dado por

min λ t.q. λI − ρ ∈ Wk. (2.9)

Bastando, para tal, impor a condição Tr(Wσ) ≥ 0, válida para toda teste-

munha. Seja então W = λoptI−ρ uma solução de (2.9). Desde que W/λopt ≤
I, encontramos que Rk

g(ρ) ≥ Tr(ρ2)
λ

− 1, do qual segue o resultado requerido.

¤

Vamos agora ao nosso principal objetivo.

Teorema 13 Não há, para qualquer k, estado misto maximamente emara-

nhado segundo a robustez generalizada de emaranhamento.

Prova: Por contradição, seja ρ′ um estado MME com respeito à robustez

generalizada com decomposição espectral ρ′ =
∑m

i=1 λi |i〉 〈i|. Através de

4Esta conclusão se dá pelo fato de que sempre que um elemento diagonal de matriz
alcança seu valor extremo, este é um autovalor.
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(1.78) pode-se ver que ρ = λ |1〉 〈1|+ (1− λ) |2〉 〈2| é também maximamente

emaranhado para todo λ ∈ [0, 1]. Nos restringiremos então, sem perda de

generalidade, a estados de posto 2. Para Rk
g , a matriz D de (2.7) deve

satisfazer D ≤ I. Assim, como para toda testemunha W = (−E)I ⊕D, com

D ≤ I,

W ′ = (−E)I︸ ︷︷ ︸
Supp(ρ)

⊕ I︸︷︷︸
Supp⊥(ρ)

(2.10)

é outra testemunha tão ótima quanto W para ρ, assumiremos para W esta

forma. Seja P = |1〉 〈1| + |2〉 〈2| o projetor no subespaço do suporte de ρ,

W = I − (1 + E)P . Do lema 1 encontramos que5, para algum σ ∈ Sk(H),

Tr(Pσ) ≥ Tr(P 2)

1 + Rk
g(P )

=
2

1 + 2E
. (2.11)

Sendo assim,

Tr(Wσ) = 1− (1 + E)Tr(σP ) ≤ 1− 2(1 + E)

1 + 2E
< 0, (2.12)

o que contradiz o fato de W ser uma testemunha de emaranhamento. ¤

2.3 Estados maximamente emaranhados não

são puros

Obtivemos que estados maximamente emaranhados são sempre puros

baseando-nos em um monótono de emaranhamento espećıfico, Rk
g , bem como

para outras medidas no contexto bipartite). Pode-se então questionar se esta

propriedade ocorre para todos os monótonos. De fato a resposta é não, e

para mostrar isto apresentaremos dois exemplos para os quais estados MME

são permitidos.

A medida indicadora6 [VP98], IM(ρ), é definida como 1 para todos os

estados emaranhados e 0 para os separáveis. É assim óbvio que todo es-

tado emaranhado misto é maximamente emaranhado para IM . Precisamos,

entretanto, ressaltar a estranheza e a falta de utilidade desta medida como

5O lema 1 foi desenvolvido para ρ ∈ D(H). Entretanto, o resultado também é válido
para estados não normalizados, como é o caso de P .

6IM do inglês indicator measure.
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um quantificador de emaranhamento: se trata de uma função descont́ınua,

que só distingue entre emaranhado ou não-emaranhado, portanto incapaz de

revelar o quão emaranhado é um estado.

A melhor aproximação separável7, BSA(ρ), é definida por [KL01]:

BSAk(ρ) = min λ, t.q. ρ = (1− λ)σ + λπ, (2.13)

com σ ∈ Sk(H), π ∈ D(H) e λ ∈ [0, 1]. Esta medida pode ser escrita

alternativamente na forma (1.78) com M = {W |W ≥ −I} [Bra05a]. Para

a famı́lia de estado mistos

ρq = q |W 〉 〈W |+ (1− q) |GHZ〉 〈GHZ| , (2.14)

BSA(ρq) foi calculado na ref. [Bra05a], usando o método numérico apresen-

tado em [BV04], e mostrado ser composto apenas de estados maximamente

emaranhados. Note, entretanto que, apesar de BSA(ρ) ser um monótono

de emaranhamento [KL01], esta é uma medida um tanto quanto estranha,

uma vez que de acordo com ela todo estado emaranhado puro é também

maximamente emaranhado.

Podemos observar uma transição suave do regime onde só há estados

maximamente emaranhados puros para aquele regime onde estados-MME

são permitidos através da famı́lia de monótonos de emaranhamento Em:n

proposta em [Bra05a]. Para m e n fixos, Em:n é dado por (1.78), com M =

{W | −mI ≤ W ≤ nI}. Esta famı́lia situa-se entre os quantificadores BSA

e Rk e é mostrada na figura 2.1 para os estados (2.14).

2.4 Emaranhamento distribúıdo e a monogamia

de emaranhamento

Uma das diferenças mais marcantes entre as correlações clássica e quân-

tica é o fato de que emaranhamento não pode ser compartilhado irrestrita-

mente. Estudos sobre como estados quânticos podem compartilhar emara-

nhamento foram realizados por Koffman, Kundu e Wootters para 3 qubits

na referência [CKW00]. Estes autores mostraram, ao usar uma generaliza-

ção da concorência como medida de emaranhamento, que a quantidade de

7BSA do inglês best separable aproximation.
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Figura 2.1: E1
n:1(ρq) para 0 ≤ n ≤ 4 e 0 ≤ q ≤ 1. Quando n ¿ 1, E1

n:1 = nBSA
e estados MME são posśıveis. No outro limite, E1

n:1 = Rg [Bra05a], e
todo estado maximamente emaranhado é um estado puro. A figura foi
retirada de [CBT05].

emaranhamento existente entre dois qubits, inibe o emaranhamento que estes

podem ter com um terceiro qubit.

A partir da definição da concorrência (C(ρ)), apresentada na secção 1.3.4,

pode-se notar que seu quadrado pode também ser tratado como uma medida

de emaranhamento tão razoável quanto a própria concorrência. Sendo assim,

dá-se o nome tangle à medida definida por

τAB = C2(ρAB) = max[0, λ1 − λ2 − λ3 − λ4]
2, (2.15)

onde λi são definidos exatamente como na sec. 1.3.4. Dáı vê-se que o emara-

nhamento de formação pode ser escrito como

Ef = H2(
1

2
+

1

2

√
1− τ).

O tangle é, assim como C(ρ), igual a 0 para estados separáveis e vale 1 para

um estado completamente emaranhado.

Podemos agora expressar matematicamente o resutado de Coffman, Kundu
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e Wootters, conhecido como desigualdade CKW:

τAB + τAC ≤ τA(BC). (2.16)

Este resultado pode ser interpretado da seguinte forma. O qubit A com-

partilha uma certa quantidade de emaranhamento com o par BC, dado

porτA(BC)
8. Esta quantidade limita o emaranhamento individual que A com-

partilha com os qubits B e C. Mais que isso, os autores mostram que, para

quaisquer valores dos tangles satisfazendo (2.16), existe um estado quântico

consistente com estes valores. Portanto, a desigualdade CKW expressa um

limite no emaranhamento entre A e B devido ao emaranhamento entre A e

C.

Um caso extremo da desigualdade (2.16) é quando os qubits A e B estão

num estado maximamente emaranhado. Nesta situação , τAB = 1, τAC = 0 e

consequentemente τA(BC) = 1, saturando a desigualdade. Vemos então que,

quando A e B atingem seu emaranhamento máximo, não compartilham qual-

quer correlação quântica com o sistema C. Este resultado ficou conhecido

como monogamia de emaranhamento[Ter03]. Tal fenômeno não é tão sur-

preendente, pois, como se sabe, os estados maximamente emaranhados de 2

qubits são nada mais que os estados de Bell (e seus equivalentes por untárias

locais), que, sendo todos puros, não permitem qualquer correlação com um

terceiro sistema. Para ver isto basta constatar o seguinte resultado:

Teorema 14 Considere um sistema bipartite S−R. Se S é descrito por um

estado puro, então não compartilha qualquer correlação com R.

Prova: Por contradição, se houvesse qualquer correlação ρS seria escrito como

uma combinação convexa não trivial. Entretanto estado puros só podem ser

escritos como ρS = |ψ〉 〈ψ|. ¤

Apenas recentemente resultados estendendo a desigualdade CKW para

sistemas de N qubits foram propostos [YS05, OV05]. A desigualdade CKW

8A priori, τA(BC) só estaria bem definido no caso de ABC estar num estado puro
|ξ〉, uma vez que, nesta situação apenas 2 dimensões do espaço de estados de BC são
necessários para descrever |ξ〉 (vê-se isso pela decomposição de Schmidt). Entretanto os
autores também generalizam a desigualdade (2.16) para estados mistos através da convex
roof.
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generalizada foi então expressa como

τ12 + τ13 + ... + τ1N ≤ τ1:23...N , (2.17)

onde τ1:23...N representa o emaranhamento referente à bipartição 1|23...N .

A desigualdade despertou bastante interesse na comunidade de infor-

mação quântica, não só por se tratar de um tema sem análogo clássico, mas

também por estar relacionada com a segurança de certos protocolos criptográ-

ficos (há um limite na quantidade de correlação que um espião pode ter com as

partes honestas). Foi mostrado também que a quantidade de emaranhamento

em um sistema inibe, não só o emaranhamento deste com outros sistemas,

mas também correlações clássicas entre eles [KW04]. O leitor interessado em

mais detalhes acerca do compartilhamento de emaranhamento em sistemas

mais gerais é convidado a consultar as referências [KBI00, DW01, Bru99].

2.4.1 Poligamia de Emaranhamento

O resultado descrito na secção 2.2 leva a uma generalização da idéia

de monogamia de emaranhamento, válida não só para dimensão e número

de subsistemas arbitrários, mas também para os diversos tipos de emaran-

hamento. Atribúımos então o termo poligamia de emaranhamento ao fato de

que estados maximamente emaranhados não compartilham correlação, seja

ela clássica ou quântica, com qualquer outro sistema.

Acreditamos que o teorema 13 seja a primeira prova formal, que uti-

liza um bom critério para quantificar emaranhamento, da pureza de estados

maximamente emaranhados independentemente do tipo de emaranhamento

em questão. Este resultado, junto com as evidências para o emaranhamento

bipartido, o fato do teorema 9 impor condições duras ao espaço de estados

e a estranheza dos contra-exemplos nos permite supor que a poligamia de

emaranhamento seja mais do que uma caracteŕıstica corriqueira apresentada

por algumas medidas. Assim sendo, finalizamos esta secção conjecturando

que a poligamia de emaranhamento pode ser posta como um requesito adi-

cional à uma boa medida de emaranhamento.
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2.5 Uma visão geométrica

O resultado apresentado no teorema 13 pode ser interpretado geometri-

camente. De fato, a robustêz generalizada pode ser vista como uma medida

de “distância” entre o estado ρ e o conjunto dos estados k-separáveis Sk, ao

misturarmos os estado π a ρ.

O que o teorema 13 nos diz é que combinações convexas de dois ou mais

estados maximamente emaranhados não podem se manter à mesma distância

de Sk. As figuras 2.2 e 2.3 nos ajudam a visualisar esta idéia.
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Figura 2.2: Geometria imposśıvel: estados mistos maximamente emaranhados são
posśıveis: combinações convexas de ψ e φ ficam à mesma distância de
Sk.

Figura 2.3: Geometrias posśıveis: todos os estados maximamente emaranhados
são puros.



Caṕıtulo 3

Tomografia e emaranhamento

Uma forma útil na descrição de estados quânticos de n qubits é através de

seus coeficientes tomográficos. Esta descrição permite uma visualização fácil

do processo de medição que precisa ser efetuado para que o estado em questão

seja determinado. Podemos assim obter informação sobre as correlações entre

as partes que compõe o estado global. Este procedimento mostra-se então

uma ferramenta útil na caracterização do emaranhamento e na classificação

dos estados quânticos.

Neste caṕıtulo desenvolveremos a idéia de caracterizar os estados quân-

ticos de n qubits através de medições tomográficas. Mostraremos que, sur-

preendentemente, para estados puros de 3 qubits não é necessária a real-

ização de medições em coincidência do trio. Podemos então caracterizar

estes sistemas apenas através de medições par-a-par. O processo a ser de-

scrito utiliza-se da generalização da representação de Bloch para sistemas

de 2 ńıveis (qubits). Sendo assim, é válido para sistemas compostos de n

sub-sistemas de 2 ńıveis, ou seja, estados quânticos descritos num espaço de

estados da forma D(C2 ⊗ C2 ⊗ ...⊗ C2).

O resultado descrito na subsecção 3.2.1 foi desenvolvido em colaboração

com Leandro Cioletti e M.O. Terra Cunha.
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3.1 1 qubit - Representação de Bloch

Uma formal natural de expandir matrizes 2× 2 é através da base consti-

túıda pela matriz identidade,

σ0 =

[
1 0

0 1

]
,

mais as 3 matrizes de Pauli

σ1 =

[
0 1

1 0

]
, σ2 =

[
0 −i

i 0

]
, σ3 =

[
1 0

0 −1

]
. (3.1)

As matrizes de Pauli possuem caracteŕısticas particulares como:

Trσj = 0 (3.2)

e

σjσk = i
∑

l

εjklσl + δjkI. (3.3)

Em especial vamos descrever as matrizes densidade de 2 qubits nesta base:

ρ =
1

2

3∑
µ=0

bµσµ =
1

2
(b0I +

−→
b .−→σ ), (3.4)

O vetor real
−→
b = (b1, b2, b3) é o vetor de Bloch. Utilizando as expressões

(3.2) e (3.3) pode-se mostrar que os coeficientes bµ podem ser determinados

da seguinte maneira:

bµ = Tr(σµρ) = 〈σµ〉. (3.5)

Como Tr(ρ) = 1 (normalização) e as matrizes de Pauli têm traço nulo, b0 =

1. Podemos então determinar os coeficientes b1, b2 e b3 através dos valores

esperados dos próprios operadores de Pauli. A representação de Bloch para

estados de 2 ńıveis fornece um processo tomográfico para a determinação

desta classe de estados: através de 3 valores esperados determina-se o estado

em questão.

A representação (3.4) permite também uma visão geométrica bastante

simples e útil dos estados de 1 qubit. Podemos especificar qualquer estado



3.2 N qubits 55

ρ ∈ D(C2) especificando o vetor de Bloch
−→
b = (b1, b2, b3). Como os estados

quânticos são normalizados, estes vetores podem ser visualisados em uma

esfera unitária tridimensional, a esfera de Bloch.

3.2 N qubits

Podemos utilizar a mesma estratégia descrita na secção anterior para

determinar o estado quântico de um sistema composto por n qubits. Um

base para expandir matrizes 2n × 2n é o conjunto gerado pelos produtos

tensoriais das matrizes de Pauli:

Sγµ...ν︸ ︷︷ ︸
n

≡ σγ ⊗ σµ ⊗ ...⊗ σν︸ ︷︷ ︸
n

. (3.6)

Assim como antes, podemos escrever o estado ρ ∈ D(C2⊗n
) como:

ρ =

(
1

2

)n

bµν...γSµν...γ, (3.7)

onde, de agora em diante, adotamos a convenção de soma em ı́ndices repetidos

(́ındices latinos de 1 a 3, ı́ndices gregos de 0 a 4). Novamente os coeficientes

tomográficos são determinados por:

bµν...γ = 〈σγ ⊗ σµ ⊗ ...⊗ σν〉 = Tr(Sµν...γρ). (3.8)

Essa expressão mostra que, a priori, precisamos de medições em coincidência

utilizando simultaneamente todos os qubits para determinarmos o estado

global do sistema. Veremos agora que este não é sempre o caso.

3.2.1 Caracterização tomográfica de estados puros de três qubits

através de seus estados reduzidos

N. Linden, S. Popescu e W. Wootters mostraram que, em um estado puro

genérico de 3 qubits, não há mais informação no estado global do que aquela

já contida nos estados reduzidos de pares [LPW02]. A palavra “genérico”

refere-se ao fato de que há excessões à regra, que como veremos, corresponde à

classe dos estados GHZ [GHZ93, GHSZ90, Mer90a, Mer90b]. Como veremos

mais adiante, o resultado descrito por Linden, Popescu e Wootters permite

a um f́ısico experimental obter genericamente o estado do trio com apenas
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dois detectores.

Antes de desenvolver o caso de 3 qubits vamos analisar como a informação

é distribúıda em um estado puro de 2 qubits. Sabemos que para estados

puros bipartidos uma boa ferramenta na sua descrição é a decomposição

de Schmidt, discutida na secção 1.2.1. Iremos, neste momento, expressar

a decomposição de Schmidt um pouco diferente da forma como foi escrita

no caṕıtulo 1. Isso deve-se ao fato de estarmos interessados exatamente em

evidenciar os parâmetros envolvidos num estado puro bipartite. Dado um

estado puro |ψ〉 ∈ V ⊗ W podem-se escolher bases ortonormais {|vi〉} para

V, e {|wj〉} para W de forma a escrever |ψ〉 =
∑d

k=1 λk |vk〉 ⊗ |wk〉, onde

d = min(dim V, dim W). No caso de 2 qubits, V e W tem dimensão 2 e o

vetor de estado pode ser escrito como1

|ψ (θ, ϕ)〉 = cos θ |v1〉 ⊗ |w1〉+ eiϕ sin θ |v2〉 ⊗ |w2〉 , (3.9)

com θ ∈ [
0, π

4

]
e ϕ ∈ [0, 2π]. Escrevendo a matriz densidade na base

{|vi〉 ⊗ |wj〉} temos

ρ = |ψ〉 〈ψ| =




cos2 θ 0 0 e−iϕ cos θ sin θ

0 0 0 0

0 0 0 0

eiϕ cos θ sin θ 0 0 sin2 θ


 . (3.10)

Seus estados locais, obtidos pelo traço parcial, são dados por:

ρa = ρb =

(
cos2 θ 0

0 sin2 θ

)
. (3.11)

Desta expressão fica claro que a fase relativa eiϕ é localmente inacesśıvel.

Em outras palavras, para um ângulo θ fixo todas as matrizes densidade re-

duzidas são iguais. Assim, há mais informação no estado global dos

2 qubits do que aquela contida em suas partes (representadas pelos

estados reduzidos).

Suponha agora que um f́ısico experimental gostaria de realizar medições

1Costuma-se incluir a fase eiϕ na definição dos vetores da base, entretanto estamos
interessados justamente na sua indeterminância através dos estados locais, o que justifica
esta decomposição de Schmidit não usual.
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tomográficas em estados puros de 3 qubits mas só possui 2 detectores. De

acordo com a referência [LPW02] ele sabe que é posśıvel realizar tais medições.

Mas como? Que medições devem ser realizadas? Mostraremos a seguir um

procedimento prático para responder a estas questões onde ficará clara a

importância do experimental se encontrar em posse de estados puros.

Primeiramente vamos rever o argumento de Linden, Popescu e Wootters.

Considere um estado puro arbitrário |ν〉 =
∑

ijk νijk |ijk〉 de 3 qubits A, B, e

C. Um estado geral (puro ou misto) que possui os mesmos estados reduzidos

de |ν〉 pode ser obtido através de um estado puro |Ψ〉, descrevendo 3 qubits

mais um “ambiente” E [NC00](este processo é chamado uma purificação,

e sua existência pode ser mostrada através da decomposição de Schimidt).

O fato de |Ψ〉 ter os mesmos estado reduzidos que |ν〉 quando restrito a

cada subespaço de 2 qubits impõe restrições a sua forma. É mostrado então

que, para um estado genérico |ν〉, estas restrições fazem com que |Ψ〉 seja

escrito como |Ψ〉 =
∑

ijk νijk |ijk〉 ⊗ |E〉, onde o “ambiente” é fatorado, logo

é puro, e os 3 qubits são necessariamente descritos por |ν〉. Este argumento,

que permitiu Linden e Wootters generalizarem seu resultado para N qubits

[LW02], é, porém, um tanto quanto abstrato e não fornece nenhuma dica

para o experimental caracterizar completamente seus 3 qubits.

Mostraremos agora que, descrevendo os 3 qubits em questão através

da representação por coeficientes tomográficos, eq.(3.7), é posśıvel mostrar

um processo tomográfico para caracterizar completamente os estados puros

através de medições par-a-par.

De acordo com (3.7), o estado geral de três qubits pode ser escrito como:

ρ =

(
1

2

)3

aγµνSγµν , (3.12)

com

Sγµν = σγ ⊗ σµ ⊗ σν (3.13)

(onde a convenção de soma sobre ı́ndices repetidos deve ser lembrada). Os

coeficientes aγµν podem ser obtidos tomograficamente através da relação

aγµν = Tr {ρSγµν} . (3.14)

Podemos ver da eq. (3.14) que a000 = 1.
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Como as matrizes de Pauli tem traço nulo, os operadores reduzidos são

dados por

ρBC = TrA(ρABC) =
1

4
a0µνSµν , (3.15a)

ρAC = TrB(ρABC) =
1

4
aγ0νSγν , (3.15b)

ρAB = TrC(ρABC) =
1

4
aγµ0Sγµ, (3.15c)

onde Sµν ≡ σµ ⊗ σν .

Para determinar qualquer estado ρ através de (3.12) seria necessário efe-

tuar medições de 63 valores médios. Nove destes (3×3) são as 3 componentes

dos vetores de Bloch de cada qubit (ai00, a0j0, a00k), podendo assim serem

determinados através de detecções locais (ou individuais). Vinte e sete (3×9)

podem ser obtidos através de medidas em coincidência de 2 qubits, pois re-

fletem as correlações entre os pares de part́ıculas (aij0, ai0k, a0jk). Os outros

27 coeficientes (aijk) devem ser, a priori, obtidos através de medições em

coincidência nos 3 qubits. Entretanto, se nos ativermos apenas a estados

puros, podemos utilizar a equação de idempotência

ρ = ρ2 (3.16)

como uma equação de v́ınculo, o que reduz o número de coeficientes a serem

medidos. Sendo assim, mostraremos como a eq.(3.16) nos permite escrever

os coeficientes aijk a partir daqueles já obtidos através dos estados reduzidos

de pares.

Da expressão (3.16) obtemos um sistema de 64 equações que podem ser

organizadas em quatro conjuntos. O primeiro deles com apenas uma equação:

∑

ijk

(a2
i00 + a2

0j0 + a2
00k + a2

ij0 + a2
i0k + a2

0jk + a2
ijk) = 7. (3.17a)

O segundo, dado por

3ai00 = aij0a0j0 + ai0ka00k + aijka0jk, (3.17b)
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e equações similares ao se permutarem os ı́ndices. O terceiro conjunto,

3aij0 = ai00a0j0 + a00kaijk + a0jkai0k − 1

2
εiltεjmualm0atu0 − 1

2
εiltεjmuatukalmk,

(3.17c)

também com seus análogos em relação às permutações, e onde foi utilizado

o tensor antisimétrico εijk. E, finalmente, o último deles:

3aijk = ai00a0jk + a0j0ai0k + a00kaij0 − εiltεjmuatu0almk −
εjmuεknva0uvaimn − εiltεknvat0valjn. (3.17d)

O processo tomográfico é então descrito pelos 36 valores médios obtidos

através das medidas individuais e em pares do 3 qubits, mais o sistema de

64 equações (3.17), que precisam ser resolvidas para aijk. O resultado de

Linden, Popescu e Wootters garante genericamente a solução deste sistema.

Fomos um pouco além e verificamos numericamente se seria posśıvel

obter os coeficientes aijk através, apenas, do quarto grupo de equações (3.17d).

A vantagem deste grupo é o fato de possuir apenas equações lineares e con-

ter o número exato de equações necessário para determinarmos as incógnitas

requeridas. Efetuamos mais de uma centena de testes do sistema (3.17d)

para estados escolhidos aleatoriamente. Para todos os testes o sistema foi

considerado solúvel. Acreditamos que uma solução não numérica do sistema

(3.17d) seja posśıvel 2. Sendo assim, este estudo poderia ser visto como um

rota alternativa para o resultado de Linden, Popescu e Wootters.

E as excessões descritas anteriormente? Devemos frisar que para os es-

tados do tipo GHZ,

|GHZ (θ, ϕ)〉 = cos θ |000〉+ eiϕ sin θ |111〉 , (3.18)

com θ ∈ (0, π
2
), a fase relativa eiϕ é inacesśıvel aos estados reduzidos de pares.

Isto pode ser visto exatamente como no caso de 2 qubits (expressão (3.9)):

trata-se de uma fase relativa entre estados triortogonais, ausente em qualquer

matriz densidade reduzida de pares.

Podemos mostrar, através de uma contagem de parâmetros, quão rara é

2A dificuldade de tal solução provém do fato de que estamos tratando de um resultado
genérico, ou seja, há excessões.
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a famı́lia GHZ. Um vetor em C2 ⊗ C2 ⊗ C2 é descrito através de 8 números

complexos (i.e.: 16 números reais). Como os estados quânticos são nor-

malizados e definidos a menos de fase global, o número de parâmetros reais

necessários para descrever este vetor passa para 14. Transformações unitárias

locais nos estados de 3 qubits são dadas pela ação de operadores do grupo

SU(2)⊗ SU(2)⊗ SU(2), parametrizados por 9 números reais. Sendo assim,

os estados de 3 qubits equivalentes por operações unitárias locais representam

um variedade de dimensão 5 (14− 9). Entretanto, a famı́lia GHZ é descrita,

a menos de operações unitárias locais, a um parâmetro, θ. Logo, os estados

tipo GHZ formam um subconjunto de 1 dimensão dentro de um conjunto de

dimensão 5. Estados deste tipo podem ser vistos, então, como um conjunto

de medida nula.

Finalizamos este estudo propondo outra questão referente à tomografia

de 3 qubits. Há outro processo tomográfico, restrito a medidas em coincidên-

cia de pares, capaz de determinar o estado global com menos medições sem

introduzir novas excessões? L. Diósi propôs um método capaz de determi-

nar genericamente o estado do trio com medições em coincidência utilizando

apenas 2 do trio de qubits [Dio04]. Porém este resultado introduz novas ex-

cessões. Por exemplo, se efetuarmos medições nos qubits ρAB e ρBC mas o

estado em questão for |ψ〉 = 1√
3
(|000〉 + |010〉 + eiϕ |111〉), será imposśıvel

determinar a fase ϕ. Esta fase está acesśıvel apenas no par ρAC .



Caṕıtulo 4

Emaranhamento de part́ıculas

idênticas

No final de 2004 iniciou-se uma colaboração com o Grupo de In for-

mação Quântica da Univ. de Leeds (UK), através de seu coordenador, prof.

Vlatko Vedral, com o objetivo de se estudar o emaranhamento em sistemas

mesoscópicos. Como um primeiro resultado estudamos o emaranhamento

em um gás de elétrons devido exclusivamente ao caráter fermiônicos destas

part́ıculas. Sendo assim, determinamos a distância para os quais dois elétrons

do gás não mais estarão quanticamente correlacionados. Além disso justifi-

camos este limite através do processo de medição que é feito nestes elétrons.

Pensamos que este resultado possa ser aplicado a outros sistemas f́ısicos de

interesse gerando, assim, pesquisas futuras. Neste caṕıtulo descreveremos

estes resultados afim de esclarecer qual o papel do aparato de medida no

emaranhamento de part́ıculas idênticas. Além disso, discutimos a idéia de

uma transição suave entre uma estat́ıstica quântica e uma estat́ıstica clás-

sica, obedecidas por estas part́ıculas. Os resultados originais descritos aqui

se encontram na ref.[CST+05].

4.1 Gás de elétrons livres

Em seu livro “Quantum Theory: concepts and methods”[Per95a], A.

Peres questiona se, na descrição de uma part́ıcula quântica, precisamos levar

em consideração a existência de outras part́ıculas do mesmo tipo situadas

muito distantes da primeira. Talvez esta quaestão seja melhor compreen-

dida da seguinte forma: O resultado de posśıveis medições efetuadas em uma

part́ıcula são alterados pela existência de outra part́ıcula idêntica distante?
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Nas palavras do próprio autor, “ (...)it is hardly conceivable that observable

properties of the particles in our laboratory are affected by the possible exis-

tence on the Moon of another particle of the same species(...)” (p.137). Esta

idéia parece ser compartilhada entre a comunidade de f́ısicos, de um modo

geral. Entretanto, só recentemente resultados formais tem dado uma base

sólida para este, até então, “senso comum”.

4.1.1 Detecção perfeita

Um passo importante para o entendimento de correlações em part́ıculas

idênticas foi dado por V. Vedral ao estudar um gás de elétrons livres à tem-

peratura zero [Ved03]. Neste trabalho o autor determina o emaranhamento

de spin entre 2 elétrons, devido exclusivamente ao caráter fermiônico destas

part́ıculas, em função da distância relativa entre elas. Para tal, a matriz

densidade de spin de 2 férmions, é definida através da função de correlação

de segunda ordem

ρss′,tt′ = 〈Φ0|Ψ†
t′(r

′)Ψ†
t(r)Ψ

′
s(r

′)Ψs(r) |Φ0〉 , (4.1)

que corresponde a medir (perfeitamente, de forma não-destrutiva) estes 2

férmions nas posições r e r′, respectivamente. Note que ρ não está normal-

izado, o que pode ser feito a posterirori.

O estado inicial considerado, |φ0〉, provém do modelo de Fermi para um

metal,

|φ0〉 = Πs,pb
†
s(p) |0〉 . (4.2)

O operador b†s(p) cria, a partir do vácuo, uma part́ıcula com spin s e momen-

tum p. Sendo assim não há correlação entre os momenta dos elétrons no gás.

O operador de detecção em posição r e spin s é dado por

Ψ†
s(r) =

∫ pf

0

d3p

(2π)3
e−iprb†s(p), (4.3)

onde pf é o momentum de Fermi.

O fato destas paŕıculas serem férmions é refletido na relação de anti-

comutação entre os operadores de criação e aniquilação : [b†s(p), bs′(q)]+ =

δss′δ(p − q). Com isto, e levando as equações (4.2) e (4.3) na relação (4.1),
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encontra-se,

ρss′,tt′ =

∫
d3p

(2π)3

d3q

(2π)3

d3p′

(2π)3

d3q′

(2π)3
e−i(p−p′)re−i(q−q′)r′ ×

〈ψ0| b†t‘(p)b†t(q)bs‘(p
′)bs(q

′) |ψ0〉 . (4.4)

Calculando o “sandúıche”dos operadores de campo

〈ψ0| b†t‘(p)b†t(q)b
†
s‘(q

′)b†s(p
′) |ψ0〉 = (2π)6δstδs′t′δ(p− q)δ(p′ − q′)

− (2π)6δs′tδst′δ(p
′ − q)δ(p′ − q), (4.5)

nos permite escrever os elementos de matriz como

ρss′,tt′ ∝ (δstδs′t′ − δs′tδst′f
2(r − r′)), (4.6)

onde

f(r − r′) =

∫ pf

0

d3p

(2π)3
eip(r−r′) =

3j1(kf |r − r′|)
kf |r − r′| (4.7)

e j1(kf |r − r′|) é a função esférica de Bessel com kf = pf/~. Sendo assim, a

matriz densidade de spin de 2 elétrons (já normalizada) é dada por

ρ =
1

4− 2f 2




1− f 2 0 0 0

0 1 −f 2 0

0 −f 2 1 0

0 0 0 1− f 2


 (4.8)

Para decidir se esta matriz corresponde a um estado emaranhado pode-se

aplicar o critério de Peres-Horodecki [?, ?] (já descrito no caṕıtulo 1), que,

neste caso, mostra-se necessário e suficiente [?]. Efetuamos a transposição

parcial em ρ e calculamos seus auto-valores. ρTA possui o auto-valor 1
4−2f2

triplamente degenerado, e o autovalor 1−2f2

4−2f2 . Este último é negativo caso

f 2 > 1
2
. Sendo assim, ρ apresenta emaranhamento quando a distância relativa

entre os elétrons estiver no intervalo 0 ≤ |r − r′| < re, onde re é o que foi

chamado de “distância de emaranhamento”, e corresponde ao valor de |r−r′|
tal que f 2 = 1/2.

Podemos calcular o emaranhamento de ρ através da negatividade N (ρ)

[VW02], que corresponde a duas vezes o valor absoluto de 1 − f 2 enquanto
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Figura 4.1: Negatividade vs. distância relativa entre 2 elétrons do gás degenerado.
(kf = 1)

este for negativo:

N (ρ) = 2µ(
1− 2f 2

4− 2f 2
), (4.9)

onde µ =

{ −x , x < 0

0 , x ≥ 0 .
. A figura 4.1 mostra um gráfico de N (ρ) vs.

|r − r′|.
A versão multipartida para este problema é apresentada na referência

[LBV05a]. Neste trabalho mostra-se que não há emaranhamento genúıno de

N part́ıculas para N > 2. Sendo assim, a matriz densidade de spin para

N elétrons em um gás degenerado pode ser constrúıda através de combi-

nações convexas de estados com apenas emaranhamento entre 2 part́ıculas.

O tratamento com temperatura (T 6= 0) foi dado em [LBV05b].
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4.1.2 O papel da simetria

O argumento padrão para o fato de dois elétrons distantes não influen-

ciarem um ao outro consiste em dizer que suas funções de ondas não possuem

um overlap considerável. Em primeiro lugar, não há um critério adequado

para se determinar o quão considerável, ou despreźıvel, é o overlap entre

duas funções de onda. Segundo, este critério não se aplica aqui, posto que

as funções de onda de ambos elétrons são ondas planas (pois são elétrons

livres). Buscamos então uma interpretação um pouco mais elucidativa para

o fenômeno descrito na secção anterior. Para tal, definimos novos operadores

de detecção (agora de duas part́ıculas) a partir dos operadores dados por

(4.3):

Π+
ss′(r, r

′) =
(Ψs(r)Ψs′(r

′) + Ψs′(r)Ψs(r
′))√

2
(4.10)

e

Π−
ss′(r, r

′) =
(Ψs(r)Ψs′(r

′)−Ψs′(r)Ψs(r
′))√

2
. (4.11)

O operador Π+
ss′ (Π−

ss′) aniquila uma part́ıcula com função espacial anti-

simétrica (simétrica) e, consequentemente, função de spin simétrica (anti-

simétrica). Em termos destes novos operadores, a função de correlação dada

em (4.1) pode ser reescrita como :

ρss′,tt′ =
1

2
〈Φ0|[Π+†

tt′ (r, r
′) + Π−†

tt′ (r, r
′)][Π+

ss′(r, r
′) + Π−

ss′(r, r
′)] |Φ0〉 . (4.12)

Nesta forma, a matriz densidade de spin dos dois férmions é a soma de 4 ter-

mos distintos. Dois deles contém apenas operadores de detecção simétricos ou

anti-simétricos (termos diretos), enquanto os outros dois são termos cruza-

dos, que envolvem operador criação simétrico e aniquilação antisimétrico,

ou vice-versa. Como estes operadores estão atuando no estado fundamental

(4.2), fica claro que os termos cruzados são nulos. Os termos não-nulos são:

ρsim =
1

2
〈Φ0|Π+†

tt′ (r, r
′)Π+

ss′(r, r
′) |Φ0〉 (4.13)

e

ρant =
1

2
〈Φ0|Π−†

tt′ (r, r
′)Π−

ss′(r, r
′) |Φ0〉 . (4.14)
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Sendo assim a matriz densidade pode ser reescrita como:

ρ = ρasim + ρsim =

∫ ∫
dpdq

1

2





(1 + ei(p−q)(r−r′))




1 −1

−1 1




+ (1− ei(p−q)(r−r′))




2

1 1

1 1

2








. (4.15)

É interessante notar que, neste formato, a matriz densidade ρ representa uma

combinação convexa de dois estados quânticos, σ1 e σ2, da seguinte forma:

ρ = p σ1 + (1− p)σ2, (4.16a)

com 0 ≤ p ≤ 1,

σ1 =
1

2




1 −1

−1 1


 (4.16b)

e

σ2 =
1

6




2

1 1

1 1

2


 . (4.16c)

O estado σ1 é simplesmente o estado anti-simétrico de Bell |Ψ−〉 = 1√
2
(|01〉−

|10〉), correspondente ao singleto, sendo assim, maximamente emaranhado.

Já o estado σ2 é uma mistura igualmente provável dos estados tripleto (todos

simétricos) |00〉, |11〉 e |Ψ+〉 = 1√
2
(|01〉+ |10〉), e não contém emaranhamento

algum (pelo critério de Peres-Horodecki).

Podemos agora interpretar o que ocorre a medida que detectamos elétrons

cada vez mais afastados entre si. Quando r = r′ o segundo termo em (4.15)

é nulo. Sendo assim ρ = σ1 como exige o Prinćıpio de Pauli. A medida

em que r se torna diferente de r′ os dois termos em (4.15) contribuem para

formar ρ. Entretanto, como σ2 não contém emaranhamento, ρ se torna cada
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vez menos emaranhado. Assim, ρ terá emaranhamento se e só se a fração de

singleto for suficientemente maior que a fração dos tripletos, em um contexto

similar à idéia de quantificar emaranhamento através da robustês relativa

[VT99]. No limite r − r′ À 1/kF , como as integrais na eq.(4.15) são real-

izadas sobre os momenta abaixo da superf́ıcie de Fermi, os termos ei(p−q)(r−r′)

oscilam muito rápido, tendo efetivamente como resultado da integração, sua

média. Como esta média é zero a matriz densidade se torna, neste limite,

proporcional à matriz identidade. Este comportamento pode ser visto como

uma transição suave entre uma estat́ıstica quântica (Fermi-Dirac) para uma

estat́ıstica clássica (Maxwell-Boltzmann).

4.1.3 Detecção imperfeita

Uma questão interessante surge ao tratarmos de uma situação mais real-

ista e consideramos detectores não puntuais em posição . Ao invés da eq.(4.3),

devemos escrever o operador de detecção como o operador de campo geral

Ψs(r) =

∫ ∫
eipr′′D(r − r′′)bs(p)dr′′dp. (4.17)

O caso onde a detecção em posição é perfeita corresponde ao caso particular

da eq.(4.17) correspondente a D(r − r′′) = δ(r − r′′). Porém, se D(r − r′′)
apresenta alguma incerteza em posição , por exemplo se for descrito pela

gaussiana de largura σ,

D(r − r′′) =
1√
2πσ

e
−|r−r′′|2

2σ2 , (4.18)

os operadores de campo se tornam

Ψs(r) =
1√
2πσ

∫ ∫
eipr′′e

−|r−r′′|2
2σ2 bs(p)dr′′dp. (4.19)

Substituindo estes operadores na eq.(4.1), temos:

ρss′,tt′ = δstδs′t′f(d, σ) + δst′δs′tg(d, σ), (4.20a)

com d = |r − r′|,
f(d, σ) =

(
erf(σpf )

σ

)2

, (4.20b)
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g(d, σ) =
1

σ2
e
−d2

2σ2 {erf(σpf − id

2σ
)− erf(− id

2σ
)}{erf(σpf +

id

2σ
)− erf(

id

2σ
)},
(4.20c)

onde erf(x) é a “função erro”, definida por

erf(x) ≡ 2√
π

∫ x

0

exp(−t2)dt. (4.20d)

A matriz de spin (normalizada) é,

ρ =
1

4f − 2g




f − g 0 0 0

0 f g 0

0 g f 0

0 0 0 f − g


 . (4.21)

Para mostrar o comportamento do emaranhamento com relação à variações

em d, novamente calculamos a negatividade do estado ρ(d, σ, pf ):

N (ρ) = 2µ(
f − 2g

4f − 2g
) (4.22)

onde µ =

{ −x , x < 0

0 , x ≥ 0
. Esta função é mostrada na figura 4.2 pra al-

guns valores de σ.

Note que, para detecção imperfeita em posição , o emaranhamento de-

cresce a medida que um detector se torna distante do outro. Porém, N (ρ)

cresce caso a largura na detecção σ se torna maior. O fato de que a in-

certeza em posição leva a um acréscimo no emaranhamento pode parecer

surpreendente à primeira vista. Entretanto, devemos notar que, quanto mais

incerteza na posição, mais certeza no momentum das part́ıculas. No limite

σ →∞, ambos os detectores se tornam pefeitos em momentum (centrados em

p = 0 como mostra a eq.(4.18)), o que significa que, novamente, os elétrons

precisam ter sua função de spin totalmente anti-simetrizada.

4.2 Um caso bosônico

Podemos mostrar um comportamento semelhante ao caso do gás de

elétrons livres para um sistema bosônico. Para tal, calculamos o emaran-
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Figura 4.2: N (ρ) vs. d para pf = 1 e σ = 1 (vermelho), σ = 2 (verde) e σ = 4
(azul).

hamento entre a polarização de dois fótons colocados em um interferômetro

tipo Hong-Ou-Mandel [HOM87], porém constitúıdo de um divisor de feixes

por polarização (PBS1). Nesta análise, polarização e frequência dos fótons

fazem o papel do spin e da dos elétrons no gás, respectivamente.

Primeiramente escrevemos os modos após o PBS dado os modos anteri-

ores a1,σ e a2,σ (ver fig.4.3):

E3,σ(ω) = Tσa1,σ(ω) + iRσa2,σ(ω)eiωτ , (4.23a)

E4,σ(ω) = iRσa1,σ(ω) + T ∗
σa2,σ(ω)eiωτ , (4.23b)

com |Tσ|2 e |Rσ|2 sendo os coeficientes de transmissividade e reflectividade da

polarização σ no PBS, τ = τ1− τ2, onde τ1 e τ2 são os tempos de propagação

do cristal aos detectores via braços 1 e 2 do interferômetro.

A matriz densidade de polarização das duas part́ıculas pode ser definida

1do inglês “polarization beam-splitter”
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Figura 4.3: Interferômetro Hong-Ou-Mandel.

novamente através da função de correlação de segunda ordem:

ρσσ′,ss′ =

∫ ∫
dw1dw2D(w1, w2) 〈φ0|E†

3,s(ω1)E
†
4,s′(ω2)E4,σ′(ω2)E3,σ(ω1) |φ0〉 .

(4.24)

O estado

|φ0〉 = ψ† |0〉 (4.25)

é preparado pelo operador de criação de dois fótons

ψ† =
∑

k,k′

∫ ∫
a†1,k(ν1)a

†
2,k′(ν2)gk,k′(ν1, ν2)dν1dν2, (4.26)

com distribuição em frequências gk,k′(ν1, ν2) que é, no caso mais geral, depen-

dente da polarização . É importante notar que o procedimento adotado aqui

é mais geral do que para o interferômetro Hong-Ou-Mandel t́ıpico, desde de

que estamos livres para escolher o estados inicial através de gk,k′(ν1, ν2). De

forma similar a eq.(4.17), a detecção é representada pela função D(ω1, ω2).

Usando a relação de comutação para bósons, efetuando as integrais em

dν1, dν2 e os somatórios em k, k′ encontra-se:
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ρσσ′,s′s =

∫ ∫
{Ts′T

∗
s T ∗

σ′Tσg
∗
ss′(ω1, ω2)gσσ′(ω1, ω2) + Rs′R

∗
sR

∗
σ′Rσg

∗
s′s(ω2, ω1)gσ′σ(ω2, ω1)

− Ts′T
∗
s R∗

σ′Rσg
∗
ss′(ω1, ω2)gσ′σ(ω2, ω1)e

i(ω1−ω2)τ

− T ∗
σ′TσRs′R

∗
sgσσ′(ω1, ω2)g

∗
s′s(ω2, ω1)e

−i(ω1−ω2)τ}D(ω1, ω2)dω1dω2. (4.27)

O divisor de feixes por polarização é um elemento óptico que permite,

como o próprio nome sugere, transmissão em apenas uma polarização (dig-

amos vertical), e reflecção na polarização ortogonal (horizontal). Assim,

os coeficientes de transmissividade e reflectividade podem ser escritos como

Rh = Tv = 1 e Th = Rv = 0. Além disso, assumindo um estado simétrico em

polarização (gss′ = gs′s), os únicos elementos de matriz não nulos são:

ρhh,hh =

∫ ∫
|ghh(ω1, ω2)|2D(ω1, ω2)dω1dω2, (4.28a)

ρvv,vv =

∫ ∫
|gvv(ω1, ω2)|2D(ω1, ω2)dω1dω2, (4.28b)

ρhh,vv = −
∫ ∫

g∗vv(ω1, ω2)ghh(ω2, ω1)e
i(ω1−ω2)D(ω1, ω2)dω1dω2 = ρ∗vv,hh.

(4.28c)

Podemos agora assumir uma forma particular para as funções g(ω1, ω2) e

D(ω1, ω2). Desde que estamos mais interessados nas propriedades da detecção

assumiremos que g(ω1, ω2) é constante 2. Para os detectores assumimos for-

mas gaussianas independentes, o que significa D(ω1, ω2) = D(ω1)D(ω2) e

D(ω) =
1√
2πσ

e−
ω2

2σ2 . (4.29)

Com estas últimas considerações podemos calcular a matriz densidade de

polarização :

ρhh,hh = ρvv,vv =

∫ ∫
D(w1)D(w2)dw1dw2 = 1 (4.30)

2É claro que deveŕıamos ter escolhido uma forma normalizada para a função g(ω1, ω2).
Entretanto podemos argumentar que, dentro da faixa em frequências de interesse, g(ω1, ω2)
não varia consideravelmente.
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e

ρhh,vv = ρ∗vv,hh = − 1

2πσ2

∫
exp(− w2

1

2σ2
+ iw1τ)dw1 ×

∫
exp(− w2

2

2σ2
− iw2τ)dw2,

(4.31)

Efetuando estas transformadas de Fourier de funções gaussianas encontramos

ρhh,vv = ρvv,hh = − exp(−σ2τ 2). (4.32)

Finalmente, a matriz densidade de polarização (normalizada) é dada por

ρ =
1

2




1 0 0 −f

0 0 0 0

0 0 0 0

−f 0 0 1


 , (4.33)

onde f = exp(−σ2τ 2).

A transposta parial de ρ tem sempre um auto-valor negativo igual a −f
2
.

Sendo assim, a negatividade de ρ é N (ρ) = f = exp(−σ2τ 2). Este resultado

mostra que, a medida em que os detectores se tornam “largos”em frequência

(precisos em tempo)ou o atraso entre os fótons aumenta, o emaranhamento

entre o par detectado decresce. Devemos ressaltar que o atraso entre os

fótons fornece informação do caminho percorrido por eles. Tal informação,

por servir como rótulo para as part́ıculas, pode se vista como uma inimiga

da indintinguibilidade.

Novamente podemos ver o estado ρ como uma combinação de estados de

Bell. Curiosamente, na interferometria descrita aqui, a separação é entre os

estados |Φ+〉 = 1√
2
(|00〉+ |11〉) e |Φ−〉 = 1√

2
(|00〉 − |11〉), da seguinte forma:

ρ =
(1− f)

2
|Φ+〉 〈Φ+|+ (1 + f)

2
|Φ−〉 〈Φ−| , (4.34)

e não mais entre estados simétricos e anti-simétricos como na equação (4.15).

Deve-se ressaltar que foram sempre assumidas detecções coerentes ao

longo deste trabalho, como acontece na maioria dos casos reais. Caso tivésse-

mos modelado a detecção como um conjunto de detectores perfeitos as coisas
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seriam diferentes. Outro ponto que deve ser ressaltado é que o formalismo

utilizado aqui permite o estudo de outros sistemas, tais como aqueles com

interação. Sendo assim, acreditamos que a diferença (se há alguma) en-

tre emaranhamento devido exclusivamente à indistinguibilidade e emaran-

hamento devido á interação possa ser melhor entendida com o apoio dos

métodos utilizados aqui.

Antes de finalizar este caṕıtulo gostaŕıamos de dizer que, na nossa opinião,

a pesquisa descrita aqui mostra a importância de se discutir emaranhamento

num contexto mais realista. Além disso ficamos satisfeitos em ajudar na

formalização e na clarificação da idéia de que uma transição suave entre dis-

tinguibilidade e indistinguibilidade é posśıvel.





Caṕıtulo 5

Comentários finais

Como foi visto ao longo dessa dissertação, a teoria do emaranhamento,

apesar de ser bastante jovem, tem nos ajudado na compreensão de fenômenos

interessantes em diversas áreas da f́ısica. Além disso, são estas correlações

que permitem novos protocolos de troca de informação e processamento de

dados. Antes de finalizar esta dissertação, gostaria de citar alguns tópicos que

têm nos interessado e surgem como uma continuação natural deste trabalho.

Com o amadurecimento da teoria do emaranhamento iniciou-se uma

busca por uma conexão desta com outros ramos da f́ısica. Apesar de in-

completos, os resultados já obtidos acerca da caracterização do emaran-

hamento têm permitido aplicar este conhecimento em modelos em f́ısica do

estado sólido [ABV01, ON02, OAFF02, VLRK03, VPC04, VDC04, WSL04,

BV04, Ved04a, BVZ04, WVB05a, WVB05b, LORV05, WDM+05, VBM+05,

PVMC05, Tot05, GTB05, GT05, LBV05b, LBV05a], f́ısica molecular [SM02,

HH04, LEB04, BOR05], f́ısica nuclear [RCS+05], e até mesmo astrof́ısica

[Ved03]. Pretende-se com isto, estudar qual o papel que o emaranhamento

tem em fenômenos conhecidos nestas disciplinas.

Alguns resultados recentes mostram a ı́ntima relação entre emaranhamento

e fenômenos macrocópicos como a supercondutividade [Ved04a], o efeito

Meissner e a quantização do fluxo magnético [Ved04b]. Mostrou-se ainda

que o emaranhamento pode ser tomado como o próprio parâmetro de ordem

nas transições de fase condutor→supercondutor e isolante-Mott→superfluido

[Bra05d].

Em particular, ligar as idéias de emaranhamento e fenômenos cŕıticos

tornou-se natural uma vez que espera-se que, perto da criticalidade, corre-
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lações de longo alcance apareçam entre os constitúıntes do sistema [Sac00].

As primeiras tentativas em obter esta conexão foram realizadas através do es-

tudo do emaranhamento em cadeias de spin. Primeiro, estas cadeias já eram

bastante conhecidas e discutidas no contexto da f́ısica estat́ıstica e matéria

condensada. Segundo, modelam razoavelmente alguns comportamentos de

sistemas de interesse, como a transição entre paramagnetismo e magnetismo

em alguns materiais [Sal05].

Recentemente mostramos que, apesar do emaranhamento poder ser visto

como um parâmetro de ordem em diversas transições de fase, diferentes quan-

tificadores de emaranhamento podem indicar ordens diferentes para a mesma

transição [CBT05a]. Outro ponto tratado foi a determinação de uma famı́lia

de quantificadores de emaranhamento multipartite que seve como um indi-

cador de transições de fase quânticas: o emaranhamento testemunhado.

Outra tema que está sendo tratado atualmente é o estudo da geometria

por trás da noção de emaranhamento. Provamos que a robustez randômica

(Rr) se presta como uma medida de distância entre um estado ρ /∈ Sk e o

conjunto Sk [CBT05b]. Sendo assim, Rr pode ser usada para investigar o

formato de Sk. Entretanto, como visto no caṕıtulo 1, Rr está conectada com

a noção de testemunhas de emaranhamento, e pode, assim, ser determinada

experimentalmente. Ou seja, podemos estudar o formato do conjunto dos

operadores Sk através de experimentos reais. Uma mediçao experimental us-

ando fótons gêmenos capaz de confirmar nossas previsões está sendo discutida

no momento.

Finalmente, temos discutido a possibilidade de extrair o emaranhamento

proveniente do Prinćıpio de Exclusão de Pauli para que este possa ser aproveitado

em protocolos de informação quântica. Um forte candidato à fonte de emaran-

hamento de part́ıculas idênticas são poços quânticos gerados em semicondu-

tores.

Agradeço ao leitor paciente que leu esta dissertação até aqui. Espero

ter contribúıdo para que este leitor tenha uma compreensão melhor do que

seja o emaranhamento, das suas posśıveis aplicações e conexões com outros

fenômenos.
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from the third law of thermodynamics, arXiv quant-ph/0508193 (2005).

[YS05] C.-S. Yu e H.-S. Song, Multipartite entanglement measure, Phys. Rev.

A 71, 042331 (2005).
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