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RESUMO

Com o objetivo de analisar as estruturas de concreto armado através de
modelos que reproduzam o comportamento real dessc material, alguns modelos
constitutivos tém sido propostos para analises nao-lineares via método dos
elementos finitos (MEF). Estes modelos procuram incorporar fendmenos como
a fissuracdo, o esmagamento, o strain-softening, a interacio concreto/aco, o
tension stiffening dentre outros. Por outro lado, o sucesso alcancado pelas
analises lineares de esiruturas cm geral e pelas analises ndo-lineares de
cstruturas de aco, alem da  multiplicacdo das facilidades existentes nos
programas de anahse, tém estimuiado o uso das analises nao-lineares em
estruturas de concreto armado, visando obter solucdes para uso pratico.

Este trabalho apresenta procedimentos pelos quais aqueles que queiram se

dedicar ao trabalho de investiga¢cdo de estruturas de concreto armado através de
analises ndo-lincares pelo MEF, utlilizando os modclos disponiveis nos
software comercials, devem passar. Assim, inicialmente faz-se necessario uma
fundamentagdo tedrica sobre os modelos para o concreto ¢ 0s aspectos
numericos que envolvem as analises ndo-lineares. Em seguida, alguns exemplos
sao mostirados, fazendo comparacdes entrc os resultados numéricos e
experimentais para validar os modelos.

Problemas como as dificuldades numéricas durante o processo de solucio
das equagdes nao-lineares € os ajustcs dos parametros associados aos modelos
sdao entatizados. Os resultados aqui apresentados sdo mais um indicativo de que
os modelos estudados precisam ser melhorados do que uma utilizacdo pratica

(que sc possa oferecer.

Palavras-chave: concreto armado; modelos constitutivos; analise ndo-linear.



ABSTRACT

In the last few years a number of {inite element consiitutive models for
reinforced concrete have been proposed 1n order to correctlly describe the
bchaviour of this material These models try to incorporate aspects such as
tensile cracking, crushing, strain softening, concrete steel interaction, tension
stiffening, amongst others. Moreover, thc success of the widely used linear
structural analyses and of the nonlinear analyses for steel structures and the
advancement of structural analysis software have cncouraged the development
of nonlinear study of reinforced concrete structures to obtain solutions to be
used 1n practical applications.

This work presents some procedurcs those that want to investigate the
reinforced concrete structures using commerclal avallable finite clement
software must undertake. Initially 1t shows various constitutive possibilities 1o
model the reinforced concrete behaviour and the numerical aspects that evolve
the nonlinear analysis. Some examples are presented and comparisons are made
in order to determine a model that best suits the behaviour expected in this class
ol material.

Numerical difficulties encountered during the soluiion of the nonlinear

equations and the choice (and adjustment) of the controlling parameters for the
models are emphasised. The results of the analyses are more an indication that
the models need to be improved than practical application that it could offers at

this stage.
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CAPITULO 1 - INTRODUCAO

1.1 Generalidades

O sucesso de uma analise de estruturas de concreto armado depende da
habihdade em sc definir pontos 1mportantes na descricao do comportamento do
material e os valores das propriedades deste material que influenciam o
problema constderado. Com este objetivo csscs tipos de estruturas vém sendo
analisadas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) ha mais de 30 anos.

No entanto, definir um modelo constitutivo que considere as
complexidades que envolvem o concrcto armado ¢ uma tarefa bastante
claborada. Muitas das dificuldades que surgem se devem as propriecdades
distintas de seus materials componentes ¢ do trabalho destes em conjunto. O
aco possul  um comportamento 1nicialmente elastico, com mddulo
aproximadamente constante, rcsisténcia a tracdo e compressio semelhantes,
austncla de retracdo e fluéncia sob temperatura ambiente ¢ efeito Bauschinger
sob acido de ciclos de cargas. Sendo assim, para o aco uma relacdo constitutiva
inicraimente elastica atée o limite de resisténcia, scguida de um comportamento
elastoplastico perfeito forncce bons resultados em analises pelo MEF.

O concreto por sua vez ¢ um material heterogéneo que sofre alteracdes cm
suas propriedades ao longo do tcmpo, possui boa resisténcia a compressio e
baixa resisténcia a tracdo, levando a fissuracio do material, ¢ sofre deformacdes
provocadas por retraciao. Como ftonte de complicacdes pode-se citar ainda a
fragilidade do material com deformacdes ultimas himitadas, o comportamento

sob cargas dimamicas com ciclos de histerese ¢ degradacdao da rigidez e da
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resisténcia. Assim, modclos dc clasticidade nédo-linear, plasticidade, mecéanica
da fratura ¢ do dano sd3o utilizados para teniar representar corretamente o
comportamento de tal material.

A 1nterface concreto armadura possul caracteristicas como a aderéncia
imperfeita, com deslizamento relativo entre ambos que tende a aumentar sob a
atluacdo de ciclos de carga e descarga, a contribuicao do concreto tracionado
entre Nissuras ¢ o cicito de pino que contribuem para um comportamento ainda
mais complexo.

Como visto, o concreto armado possul caractcristicas altamentle nao-
lineares o que lcvam a questionar o uso de analises lineares em alguns tipos de
estruturas. Entretantc a analise nao-lincar requer um uso amplo de metodos
computacionals ¢ manipulaciao de grande quantidade de dados que em geral ndo
¢ compativel com a praticidade e demanda d¢ tecmpo.

Dessa forma as analises ndo-lineares ainda ndo servem como uma ferramenta
de dimensionamento para uso corrente pelos projetistas de concreio armado. No entanto
tratam-se de ferramenta precisa para: verificar a seguranca da estrutura para cargas de
servigo, permitir ao pesquisador investigar a natureza da ruptura de algum novo sistema
estrutural ou detectar subsequentes eventos de ruptura associados com algum detalhe

estrutural.

1.2 Analise de estruturas de concreto armado pelo método
dos elementos finitos — Um Breve Historico

O MEF tem se eslabelecido como o mais promissor metodo para analise
estrutural. Trata-se de uma ferramenta poderosa que permite ao analista
considerar as mais variadas condi¢des de apoio e carregamento, irregularidades
geometricas da estrutura, incluindo também as nao-linearidades geométricas e
fisicas do material, sendo assim capaz de prever a resposta global de toda a
estrutura.

No entanto, pode-se por vezes encontrar uma realidade em quec o mctodo ¢
aplicado sem o devido conhecimento da teoria em que se bascia, tornando o
analista mero preparador de dados para o programa empregado, incapaz de
comprecnder a ligacdo entre tais dados e os resultados obtidos. Isto ¢

particularmente importantc no caso de analise nf3o-linear, que por nao se tratar
7



de um processo corriquetro, requer do analista um grande conhecimento do
comportamento do concrcto armado ¢ das técnicas dc analise utilizando-se
elementos finttos. Nestas analises estdo prescntes a imprecisdo associada a
cscolha do modelo constitutivo adequado ao comportamento do material, a
escolha do elemento finito e da malha adequados, além da imprecisdo associada
ao processo incremental das solucdes das cquacgdes nido-lineares.

Em se tratando de estruturas de concreto armado existem ainda uma série
de dificuldades inerentes a sua aplicagdo, que serdo aprescntadas ao longo deste
trabatho. Tais problemas originam-se por tratar dc um material composto, em
que o0s constifuintes possuem propriedades bastante diferentes, conforme
introduzido no item anterior.

A mmplementacao das propriedadcs ndo-lineares do concreto e da armadura
em analises em elementos finitos fo1 feita inicialmente por Ngo e Scordelis
(1967)'. Trata-se do estudo de uma viga simplesmente apoiada submectida a
duas cargas concentradas, cm gue as armaduras foram discretizadas em
elementos de trelica ¢ a fissuracdo considerada atraveés de alteracdes na malha
dos elementos finitos.

Usando o mesmo procedimento, Scordelis er al (1974)' cstudaram o
cisalbamento em uma viga simplesmente apoiada, submetida a uma carga
concentrada no ponto central. Neste estudo as tensdes foram determinadas
considerando os estribos, o efeito de pino, o intertravamento dos agrcgados e o
cscorregamento da armadura proxXimo aos apolos.

Com o 1ntuilo de decfinir o estado de fissuracdo em estudos de reatores
nucleares em concreto protendido, Rashid (1968)' propos que a fissuracio
fosse considerada atraves da alteracdo da matriz constitutiva e ndo mais por
me1o de redefini¢cdes na malha.

A fissuracdo ¢ o [endmeno mais importante do comportamento do
concreto armado. Sua formagdo, ¢ a conseqgliente redistribuicdo de tensdes, tem
uma grande influéncia no comportamento das estruturas, o gue resulta em um
grande numero de estudos relacionados ao tema.

A inclusdo da fissuracdo pela modificacdo das propriedades do material

for 1nicialmente aplicada em problemas de estado plano de tensdes por

' Apud Noguchi el al (1993)
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Cervenka (1970)1. Com a fissuracdo, a tensdo de tracdo na direcio normal &
fissura ¢ reduzida, tornando-s¢ um material ortotropico. Dcvido a ndo-
linearidade na compressio, imtroduziu também em scu modelo a teoria da
plasticidade utilizando o critério de von Mises.

() estudo de placas pclo mctodo dos elementos finitos fol um passo
importante dadas as dificuldades para se obter solugdes analiticas,
principalmente nos casos de geometria ¢ condi¢cdes de apoio variadas. O
trabalho de Jotnet ¢ McNeice (1971) utilizou uma secdo efetiva na
consideracao da fissuragdo utilizando elementos de placas. A utilizacdo de
clementos estratificados na analise de placas e cascas foi feita inicialmente por
Scanlon (1971)'.} Hand e a/ (1973) ¢ Lin (1973)" em trabalhos independentes,
sendo adotado um modelo de fissuracdo dispersa ¢ para a compressio, utilizado
o crit¢rio dc von Mises com uma deformacao limite. Scanlon incorporou, além
dos efeitos de fissuracdo dispersa, a deformacio lenta, a retracio ¢ o
enrijecimento do concreto tracionado entre fissuras (fension stiffening) em seu
modelo de laje. Cope et «f (1981), Rahman (1982)' ¢ Copc (1984)' também
utilizaram elementos estratificados em cstudos de iaje.

Gilbert ¢ Warner (1978) estudaram diversas manciras dec considerar
tension stiffening em seu modclo de laje, seja através da alteracio da rclacao
tensao-deformacado para o concreto ou aumentando o modulo de elasticidade do
aco. A nccessidade de mclusdo do tension stiffening foi observada por varios
pesqutsadores visto que proporciona um comportamento carga-deslocamento
sem perdas bruscas de rigidcz ou quebras violentas que ocorre ao sc considerar
nula a resisténcia pos fissuracio. Mang e Floegl (1981)! introduziram o rension
stiffening na analise de cascas.

A necessidade de um modelo de fissuras dispersas rotacionadas
apresentou-se a partir de obscrvagdes de que, em painéis com taxas dc
armaduras diferentes nas duas dire¢des, as fissuras subsequentes apresentavam-
se giradas em rclacao as lissuras iniciais, ¢ modelos de fissuras com diregdes
fixas levavam a estrutura a um comportamento mais rigido. Os trabalho de

Milford e Schnobrich (1984)1,, Gupta e Akbar (1984) e Crisficld ¢ Wills (1989)

" Apud Noguchi el al (1993)



imtroduziram as fissuras rotacionadas obtendo resultados melhores quando
comparados as fissuras fixas para os pain¢is testados por Vecchio e Collins
(1982)'. O uso de elementos de placas de Mindlin foi aplicado por Milford e
Schnobrich (1984)' e Rahman (1982) com a vantagem de incluir as
deformacdes transversais dc¢ cisalhamento. Kabir (1976)', Chan (1983) ¢
Gallegos e Schnobrich (1988)' introduziram os efeitos de deformacio lenta e
retracdo, apresentando a conseqiiente reducido da capacidade de carga cm cascas
hiperbolicas.

Nos capitulos seguintes serdo apresentados muitos dos procedimentos via
elementos finitos utilizados na determinacido do comportamento de cstruturas de
concreto armado. Como podera ser visto, muitas das questocs rclacionadas ao
tema ainda estdo em aberto, principalmente no caso de estruturas com
condicdes geometricas ¢ de carrcgamento diversas das comuns. Nestcs ¢asos, 0S
resultados de analises ndo-lineares sé serdo confiaveis quando o comportamento
do concreto e do agco for completamente entendido e adequadamente modelado.

Para 1sto ¢ mecessario uma solida base de dados experimentais. Entretanto

existem tambeém divergéncia de opinidoes na interpretacdo destes resultados.

1.3 Objetivos

O presentc trabalho inicialmente objetivava o estudo dos deslocamentos

transversals de pavimentos em laje cogumclo atraves de analiscs ndo-lincarcs

utithizando o software LUSAS (1997). O conccito de sc¢ utilizar um modelo
constitutivo que representasse com fidelhidade o comportamento do concreto ¢
sua 1teracdo com o ago em uma analise ndo-linear, em que a cspessura da
estrutura seria composta por cstratos de ambos o0s materials com
compatibilidade de deformacdes, aprescntava-se bastante claro. Assim, a linha
dc estudo seria definir dentre os modelos constitutivos disponiveis aqueles que
apresentassem os resultados que mais se aproximassem dos resultados
experimentais. No cntanto, nas analiscs realizadas foram detectados alguns
problemas, seja relacionado com o mdétodo numérico de solucio das equagdes nio-

lineares, seja com o proprio significado das constantes envolvidas nos modelos

' Apuid Noguchi ¢l al (1993)
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constitutivos disponivels ou scja pela inexperiéncia com o uso das técnicas de andlises
nao-lineares. Com 1sso o objetivo nicial deste trabalho fol prcjudicado.

Assim, fez-se necessario um estudo dos aspectos dc formulagio ¢ numéricos-
computacionais dos diversos modelos para analises com nao-linearidades fisicas de
estruturas de concreto armado, buscando também, obter recomendacdes que
pudessem sanar as dificuldades encontradas.

Pretende-se entdo, apresentar gualitativamente alguns dos modelos de nao-
linearidade fisica do concrcto armado. O conteudo apresentado foi desenvolvido
com base nos trabalhos de Proenca (1988), Chen e Han (198%8), ASCE (1993), Chen
(1994} ¢ Chen ¢ Salceb (1994). Consequentemente, a maior parie das figuras aqui
apresentadas sdo originarias daqueles trabalhos.

Uttlizando o software citado e explorando os modclos ofecrccidos, uma
serie de analises desenvolvidas scrdo apresentadas [azendo sempre que possivel
comparac¢des com resuliados experimentais.

Além dissc, o trabalho objetiva nortear as acdes que devem ser seguidas em
analises de estruturas de concreto armado através do Método dos Elementos Finitos.
Atraves das consideragOces gerais mostradas, os problemas e as principais dificuldades
que podem ser minimizados ou, cm alguns casos, sanados. Alem disto, recomendacdes
sobre a metodologia de analise sdo explicitadas, ressaltando os cuidados a serem

tomados e 0s passos que devem ser evitados.

1.4 Descricido dos capitulos

O contcudo geral, o objetivo e a descricao da dissertacio estio
apresentados neste primeciro capitulo. No capitulo seguinte apresenta-se o vasto
tema do concreto armado, com suas caracteristicas e os modelos utilizados para
represcentacdo do seu comportamento,

No capitulo 3 sdo apresentados os recursos utilizados nas analises
disponivcis no programa Lusas, refercntcs aos elementos, aos modelos
constitutivos ¢ aos aspectos numeéricos da solucao do problecma incremental-
titerativo,

O capitulo 4 apresenta uma série de cexemplos processados, fazendo

comparacdes com os resultados experimentais disponivels e com resultados



teoricos obtides por outros autores com a aplicacio de modelos mais complexos.
Uma aplicacdo ecspecifica da analise nido-linear a cstruturas dc lajes
cogumeclo € abordada no capitulo 3.
No capitulo 6 apresentam-se os comentarios [inals e as sugestdes para
continuacio do trabalho e finalmente a bibliografia. A complexidade do tema,

que o torna mais atracnte, além do continuo avanco nos métodos numericos,

requer um aprofundamento constantc nos estudos.



CAPITULO 2 — CONCRETO ARMADO

Na lentativa de sc ecstabelecer modelos matematicos que descrevam o
comportamento real do concreto armado, uma linha de pesquisa comumentc utilizada é
a2 baseada nos principios da mecanica do continuo, em que a microesirutura do concreto
¢ desconsiderada. Assim modelos de ¢lasticidade ndo-linear, plasticidade, mecanica da
fratura e mecanica do dano mostram-se adequados na descricio do comportamento
macroscopico da tensio ¢ deformacao do concreto.

No c¢ntanto, o conhecimento da microcstrutura do concreto é fundamental na

avahaclo dos fendmenos observados durante os ensaios dos corpos de prova, para que

assim possam ser reproduzidos nos modelos constitutivos do concreto em nivel
Macroscopico.

Uma das prumeiras dificuldades encontradas nas analises dc cstruturas de concreto
armado ¢ a determinacdo das propriedades mecanicas do concreto, para que, uma vez
conhecidas, possam ser adequadamente modeladas. Tais propriedades sido obtidas
atraves de ensaios em corpos de provas. Segundo Chen er af (1993) algumas das
propriedades encontradas podem ser consideradas mais caracteristicas do corpo de
prova, ou da estrutura, do que do matcrial, principalmente no caso do amolecimento,
como sera visto posteriormente.

Na secao que se segue esldo apresentados os varios comportamentos obscrvados

em ensaios de corpos de prova de concreto submetidos a diferentes estados de tensdes.



2.1 Caracteristicas do concreto

O concreto € um material formado por um conjunto de agregados, de diferentes
tamanhos, embebidos em uma pasta de cimento. Esta constituicio leva a existéncia de
um grande numero de microfissuras no contato entre os agregados graudos e a
argamassa ¢ dc uma grande quantidade dc¢ poros preenchidos com dgzua e ar na pasta de
cimento. A propagacdo destas microfissuras durante o carregamento contribui para o
comportamento nao-linear do concreto em nivels baixos de tensdo e causa a expansio
volumeétrica proximo a ruptura em cnsalos de compressdo. A existéncia dos poros e
vazios afctam o comportamento ¢ a resisténcia do concreto em altas pressoes
hidrostaticas.

Mesmo antes da aplicacdo de qualquer carregamento o concreto possui ainda uma
scrie de microfissuras que sao causadas pela segregacdo, retracio ou pela expansio
termica na argamassa. Devido a diferenca de rigidez entre os agregados e a argamassa,
estas microtissuras sc¢ desenvolvem com o carregamento, o que justifica a baixa
resisténcia a tracio do concreto.

A figura 2.1 aprescnta a curva tensio-deformacido obtida em um cnsaio de

compressdo uniaxial. Para valores de tensdes até 30% da resisténcia a compressao (f.) o

comportamento € elastico linear, caracterizado pela presenca de microfissuras estaveis
que ndo sofrem alteracdes com o carregamento. Entre 30 ¢ 75% de f;, passam a ocorrer
escorregamentos na pasta de cimento que lecvam a propagacao das fissuras, ainda de
manelra estavel, pois o comprimento de cada uma delas fica praticamente inalterado se
o nivel de tensdo permanece constante. A partir deste nivel de tensdo inicia-se o
processo de propagacido instavel das fissuras. A ruplura préximo a f. ¢ causada
principalmente pela microfissuragao na argamassa na diregio da tensdo aplicada. Estas
microfissuras se unem as microfissuras de aderéncia (as microfissuras que
desenvolvem-se entrc os agregados e a argamassa), € formam regides de dano interno,

resultando nas fissuras propriamente ditas. Apos esta fase, a curva apresenta uma parte
descendente at¢ uma deformacaoc ultima (g,), para a qual ocorrc a ruptura por
esmagamento.

A forma da curva ¢ similar para concretos de diferentes resisténcias, podendo-se

fazer, no entanto, algumas distingdes. Para concreto de alta resisténcia a por¢do linear
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da curva se extende a niveis superiores de tensdo, porém o pico de tensio corresponde a
detormacdes da ordem de 2 %o em todos os casos, além disso aprcsenta uma perda

brusca de resisténcla apos a tensao maxima.

alf

Deformacac
axial

Deformacao l

lateral

Limite de proporcionalidade

0.3

Alongamento Compressao

E Eu E
Iigura 2.1 — Diagrama tensdo-detormacdo para a compressdo uniaxial

A figura 2.2 apresenta o comportamento praticamcnte linear da deformacéio
volumetrica ate 0.75 de f;, onde a reducio do volume é aproximadamente proporcional
ao acrescimo de tensao. A partir destc valor o sentido da deformacio volumétrica se
inverte, resultando na expansio préximo a f;. Esta dilatacdo ¢ causada por uma grande
expansio transversal que, segundo Barmard (1964)', na regifio de amolecimento chega a
ser dez vezes superior a deformacdo axial. Apcesar de ser uma caracteristica dominante
observada expernimentalmente, a dilatacdo volumeétrica ainda ndo tem sua importancia

amplamente reconhecida nas analises estruturais.

o174 ]

-

Tensdo erttica 1.0

Aumento de volume Diminuigéo de voiume

it} —-
%

Figura 2.2 — Deformacio volumetrica

' Apud Chen et al (1993)
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Ainda nos ensaios de resisténcia a compressdo uniaxial, observa-sc que o modulo
de elasticidade nicial do concreto depende da resisténeia a compressao. Com base nos
dados obtidos em tesles, as diversas normas sugerem formulas empiricas para a sua
determinacdo, geralmente como funcao da resisténcia a compressdo. O coeficiente de
Poisson vana entre 0.15 e 0.22, sendo adotado o valor representativo 0.20 em muitas
aplicagOes praticas.

No comportamento do concreto sob tracdo uniaxial, observa-se que para estados
de tensoes inferiores a 6(% da resisténcia a tracio, fi, a evolucdo de novas microfissuras
¢ desprezivel. O intervalo de propagacao estavel das fissuras ¢ relativamente menor do
que na compressdo. O 1nicio da propagacdo instavel das fissuras se da para tensoes da
ordem de 75 % de f,. A direcdo de propagacdo da fissura € transversal a direcdo da
tcnsdo. A ruptura € causada pela wmido das fissuras € nido pela quantidade de fissuras
como na compressao. A porcao descendentc da curva tensio-deformacao ¢ dificil de ser
acompanhada em testes devido a rapida propagacio das fissuras nesta fase.

A relacdo entre as resisténcias a tracio e a compressao uniaxiais varia entre 5 ¢
10%. O modulo de elasticidade a tracdo ¢ um pouco maior, e o coeficiente de Poisson
um pouco menor do que na compressao uniaxial.

Outro comportamento observado no concreto ¢ que, sob ciclos de carga e
descarga, ocorre a degradacdo da ngidez elastica com o aumento da deformacio,

conforme mostra a figura 2.3.

It«“.'Irml
|
4+
34
5]
1
0 : -
0.000 0.002 €

thgura 2.3 — Curva tensao-deformacao para compressao uniaxial cichica

O comportamento do concreto em estados biaxiais de tensao varia de acordo com

a combinaciao das solicitacdes. Conforme pode ser visto na figura 2.4, a tensdo de
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compressao limite aumenta em até 25% num estado de compressao biaxial em relacéao a

compressdo umaxial quando ¢,/c,=0.5.

i
| 1 | | I
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08 ]
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1.2 b I | | | I SR B
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Figura 2.4 — Envoltoria de tensodes

Sob estados de tragdo-compressdo, a resisténcia a compressio decresce de forma
aproximadamente linear com o acréscimo da tensdo de tracdo. Na tracdo biaxial, a
resisténcia € praticamente a mesma que a uniaxial. A ductilidade do concreto aumenta
na compressdao biaxial e diminui quando ocorre tensdes de traciio, conforme mostrado

na figura 2.5.
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tracio e compressio combinada, e (c) traciio biaxial. [Kupfel ez al (1969)]'

Proximo a resisténcia limite, ocorre o fendmeno da dilatincia em que ha um
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aumento de volume com o acréscimo das tensdes de compressio em estados de
comprcssdo biaxial, similarmente ao apresentado para o caso uniaxial, conforme
observado na figura 2.6.

A ruptura do concreto sob estado de tensdo biaxial ocorre por separagao ortogonal
a dircgao de tensfo de tracdo maxima ou de deformaciio (alongamento) maxima. As
detormacdes de tracdo sdo de fundamental importincia na determinacio do critério de

ruptura € dos mecanismos de ruptura do concreto.

02 =0,

i I I
-0.001 0 0.001 0.002

Aumento de volume AV v Reducao de volume

I'1gura 2.6 — Deformagao volumetrica sob compressdo biaxial

A hgura 2.7 mostra a curva tensdo-deformacdo para estados de tensio triaxiais.
Conforme observado, a resisténcia axial cresce com a pressac de confinamento
(volumetrica ou hidrostatica) acompanhado de certa ductilidade. No entanto, acima de
certos valores de tensdo dec confinamento, hd uma inversdo no comportamento
ocorrendo a diminuicdo da ductilidade. Dependendo da tensdo de confinamento, o
concreto pode apresentar comportamento quase fragil, plastico com amolecimento ou
plastico com endurecimento. Isto ocorre porque sob tensdes hidrostaticas elevadas, a
possibilidade de ruptura por fissuragdo na interface agregado-argamassa € menor € o

modo de ruptura passa a ser o esmagamento da pasta de cimento.

" Apud Mehta et al (1994)
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Figura 2.7 — Estados triax:ais

A analise da figura 2.8 mostra o comportamento nio-linear do concreto sob
compressao hidrostatica em que a descarga sc da segundo uma tangente muito préxima
da tangenle wmicial em carga, ocorrendo perda de rigidez para valores baixos do

carregamentlo ao final desse processo.

N

O oet / fr:

2ot
Figura 2.8 — Comportamento na descarga

Estas observacoes do comportamento do concreto quando submetido a estados
multiaxais de tensodes, indicam que o estabelecimento da resisténcia do concreto
somente pode ser feito considerando a interacdo das varias componentes de tensdes
atraves de uma superficie de ruptura conforme a apresentada na figura 2.9. Nesta figura
podem ser vistas as superficics de limite clastico ¢ de ruptura no espaco tridumensional

das tensdes principais.
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Figura 2.9 — Superficies de plasiificacio e de ruptura

De maneira geral, o concrelo apresenta dois tipos distintos de ruptura. Uma
ruptura fragil por tracdo ocasionada pcla formacio de fissuras e a conseqiiente perda da
resisténcla normal a direcdo da {issura e uma ruptura ddctil por compressdo, o
esmagamento, ocasionada pela superacdo da coesdo interna por efeito da tensio dc
cisalhamento caracterizada por grande quantidade de microfissuras.

Sabe-se que um critério de ruptura para materiais 1sotrépicos baseado em estados

de tensoes deve ser uma funcao invariantc do estado de tensdo. Essa funcao pode ser
expressa em termos das tensées principais f (o, ,0,,0, )=0, dos invariantes de tensio

4,7, )=0 oucom o emprego das coordenadas de Haig-Westergaad (&, p,6)=0.

A forma geral da superficie de ruptura no espaco tridimensional das tensées pode
ser descrila peias formas de sua segcdo transversal, nos planos desviadores, ¢ pelas
tormas de seus mendianos, nos planos meridionais. No caso do concreto, para
compressoes htdrostaticas crescentes, a secdo no plano desviador tende a uma forma
circular. Para baixos valores de compressdo hidrostatica as se¢des sio convexas € nio
circulares.

Para um malenal isotropico a secdo transversal deve ter trés ramos de simetria,

como mostra a figura 2.10. Assim, na determinacido experimenial da superficie ¢

necessario conhecer o setor 0 <0 < 60",
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I1gura 2.10 — Superficie de ruptura no plano desviador
No plano desviador, observa-se experimentalmentc que a superficic ¢ regular ¢
convexa para tensoes de compressdo € ¢ aproximadamente triangular para pequenas
tensodes de compressdo ou de tracdo, tornando-se mais circular para altas tensdes de
compressao. No plano mernidional, observa-sc que a superficie de ruptura ¢ dependente
da componente hidrostatica de tensdo, ¢ curva, rcgular € convexa ¢, sob carregamento
hidrostatico puro, ndo causa ruptura.

A partir destas caracteristicas gcrais da superficie de ruptura, uma série de

criterios de ruptura sdo propostos para ¢ concreto. A maioria destes sdo definidos no

espaco de tensdo por um numero dc consiantes do material que variam de um a cinco

parametros.

Quando submetido a ruptura brusca por tensdes de tragdo ou baixas tensdes de
compressdo o critério da maxima tensao de tracdo de Rankine mostra-se adequado. Para
clevadas pressdes hidrostaticas, quando ocorre uma ruptura ductil, critérios de tensdes
de cisalhamento como os de Tresca ¢ von Mises, 1deais para o caso dos metais, sao
utilizados. Estes critérios foram utilizados nas primeiras aplicacdes para o concreto em
elementos finitos associados a uma superficie de corte na tracdo e a um critério de
delormacdo de compressio maxima.

Para nivels intermediarios de tensio de compressdao, cm que ha grande
dependéncia do tensor hidrostatico, os criterios de dois parametros de Mohr-Coulomb e
Drucker Prager sdo os mais utilizados. O critério de Mohr-Coulomb, associado ao
criterio da tensdo de tragdo ou deformacdo de tracdo maxima, tambem ¢ utilizado,
levando a cargas de ruptura proximas das observadas em cnsalos. Poréem este

procedimento causa dificuldades numéricas.
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Critérios de resisténcia de trés parametros, que consideram a relacio nio-linear
observada experimentalmente entrc & ¢ p (0U Goey € T oet) Ot @ dependéncia do dngulo de
suntlaridade, foram desenvolvidos a partir do critério de Drucker Prager como 0s
criterios de Bresler-Pister e de Willam-Warnke.

Atualmente existem varios critérios de ruptura que apresentam meridianos curvos
e segOes desviadoras ndo-circulares de quatro ou cinco parametros como os critérios de
Ottosen, Hsich-Ting-Chen e Willam-Warnke. Neste ultimo critério, a necessidade de
mendianos convexos conduz a ruptura para elevadas tensdes dc  compressdo
hidrostatica, o que contraria as evidéncias experimentais, porém trata-se do critério que
meclhor reproduz as demais caracteristicas experimentais observadas e comentadas
anteriormente.

Todas as superficies citadas cstdo apresenias em seus planos meridionals e
desviadores na figura 2.11 e uma descricio dectalhada de todos estes critérios
apresentados podem ser encontrada em Chen ¢ Saleeb (1994), de onde foram

resumidamente cxtraidos.
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Quando ¢ alcangada a tensdo ntaxima, observa-se que o material ndo se rompe. O
que ocorre € um decréscimo da tensao a medida que a deformacdo aumenta. Este
comportamento, denominado amolccimento (strain-softening) ¢ reproduzido pela
porcdo descendente da curva tcnsdo-deformacido. No entanto, algumas evidéncias
experimentais, como as apresentadas a seguir, tem sugerido que o amolecimento deva
ser considerado como uma propricdade estrutural e ndo uma propriedade do material,
Chen e Han (1988) ¢ Bazant (1976).

A aplicagdo de um estado de tensdo definido nos corpos de prova geralmente é
diticil de ser obtido, pois ¢ bastante influenciado pela interacdo entre este e o aparato de
ensalo. A figura 2.12 apresenia o resuttado de ensaios a compressido uniaxial realizados
por Kotsovos (1983)" mostrando que, até a tensio maxima esta influéneia pode ser
desprezada, porem, além deste limite o comportamento ¢ altamente influenciado pelo
metodo de teste, a porcao descendente da curva aumenta com o aumento da iensao de

contato.

Fu: ¢y Carga maxima e
deslocamento correspaondente
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Figura 2.12 - Relacao carga-deslocamento em diferentes metodos de teste

Nos ensaios de compressio uniaxial realizados por van Mier (1984)° em corpos de
prova dc difcrentes alturas, a curva tensdo-deformacdo at¢ a tensdo maxima ¢
praticamente 1déntica, independente da altura do corpo de prova, enquanto que a porcio
descendente ¢ altamente influenciada pela altura do corpo de prova como visto na figura

2.13. Por outro lado as curvas tensdo-deslocamento apresentaram-se praticamente

' Apud Chen et al (1993)
* Apud Chen and Han (1988)
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idénticas independente da altura do corpo de prova. Comportamento similar ¢ observado
em cnsa1os de tragdo uniaxial. O corpo de prova geralmente rompe em uma secio critica
untca, normal a diregdo do carregamento. A deformacio subsequente ¢ principalmente
rcsultado da abertura da fissura atraveés do corpo de prova. Observa-se descarrcgamento
em regides afastadas da fissura enquanto o processo de deformacio evolui. E
interessante diferenciar que o comportamento de amolecimento, na tracio € decorrente
da evolugdo do processo fisico de microfissuracao localizada, com perda de tensio, que
precede a fissura macroscopica da ruptura, e, na compressdo ¢ decorrentc da

microfissuracdo devido a perda de coesido enire as particulas.

T

{'_Iﬂ“i.l'

1.5 =
e H= 200 mm
& H=100 mm 1.0
o H=50rmm
W= 100 mm G.8
0.6
0.4
.2 b
| | fmy D[} T TP e N i s rabrierrrrrr e rrorrerrerror e 4 S .
44 0 -01 -2 -03 -04 -05 -08 -07F
EEE BE deslaocamento total (mim)

Figura 2.13 — Influencia da altura do corpo de prova: a) na curva tensdo-deformacio uniaxial; b) na curva
tensdo deslocamento pds pico

Estas observacdes mostram que apds a tensdo maxima este processo de
deformacdo ocorre de forma localizada, com distribuigdo ndo mais continua, deixando
de ser homogénea. Assim cm funcdo desta deformacio localizada, a deformacio obtida
a partir do deslocamento ndo ¢ uma medida verdadeira, mas um valor médio sobre o
comprimento do corpo de prova. Como resultado, o amolecimento torna-se dependente
do tamanho do corpo de prova. O termo size effect € sempre associado ao
comportamento de amolecimento, Bazant (1976). Segundo Chen e¢ Han (1988), em
funcao destas observacdes poderia-se concluir que uma descricdo real do
comportamento pos-pico seria a completa perda de resisténcia. Na secao 2.2.6 esta
aprcscntado um  estudo micromecanico desenvolvido por Yamaguchi e Chen

(1990,1991)' que busca representar este mecanismo de deformacio.

" Apud Chen ¢f al (1993)
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2.2 Modelos utilizados para o comportamento do concreto com
énfase na aplicacio juntamente com elementos finitos

2.2.1 Modelos elasticos

Os primeiros modelos utilizados em analises de estruturas de concreto foram os
baseados na teoria da elasticidade linear. Tratam-se dos modelos mais simples e
apresentam bons resultados considerando-se ndo-linearidades moderadas. Estes
modelos, combinados com um criterio de ruptura, sdo os mais comumentes utilizados
para o concreto nao fissurado e fissurado. Para superar a dcficiéncia destes modelos em
representar as deformacdes inelasticas, sdo geralmente utilizados os modelos baseados
na teorta da elasticidade ndo-linear como o modelo elastico de Cauchy, o modelo
hiperelastico, o modelo hipoelastico, dentre outros. Uma descrigcio completa destes
modelos podem ser encontrados em Chen e Saleeb (1994) ¢ conforme sintetizado em
Barbosa (1997) sdo:

- Modelo linear elastico 1sotropico: adequado para tensdes de tracdo ¢ para tensdcs de
compressdo baixas, pois segue a lel de Hooke;

- Modelo elastico de Cauchy: sumples dc ser utilizado, consiste na ado¢do de uma
rclacao tensdo-deformacao arbitraria;

- Modelo hiperelastico: baseia-se na existénela de uma funcdo de densidade de
energia de deformacio;

- Modelo hipoclastico: descrito em termos de incrementos de tensdo ¢ de deformacéo,
sendo capaz de levar em conta a histona do carregamento;

- Modelo de modulo variavel: basicamente um modelo hipoelastico acrescido de uma
superticie de carregamento, € capaz de descrever processos irreversiveis.

Considerando suas limitagdes Barbosa acrescenta que o modelo de Cauchy pode
gerar energia sob certos ciclos de carga/descarga, violando as leis da termodinamica.
Em modelos hiperelasticos as constantes do material ndo tem significado fisico ¢ sio
dificels de serem determunadas. Os modelos hipoelasticos possuem uma formulagao
multo complicada para aplicagdes praticas. O modelo de modulo varnavel possut uma

formulacio matematica mnconsistente.
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2.2.2 Modelos de fratura

Quando o estado de tensdo alcanga um valor limite, a ruptura do concreto pode
ocorrer de duas maneiras distintas decpendendo do estado de tensdes atuante. Assim, a
relagdo incremental tensdo-deformacao difere para o concreto fissurado em estados de
tracdo (tracdo-tragdo ¢ tracdo-compressdo) e esmagado em estados de compressio
(compressao-compressdo). No caso da fissuracdo, apos fissurado o concrete perde a
resisténcia na dire¢do normal a fissura mas retém resisténeia na diregdo paralela. No
entanto, quando o estado de tensao de compressio atinge a superficie de ruptura, ocorre
0 esmagamento e o concreto perde a resisténcia completamente.

Para determinar a ruptura do concrcto em estados multiaxiais de tensdcs ¢
necessario definir um critério de ruptura que defline este valor limite. Assim critérios
como o de Mohr-Coulomb combinado com uma tcnsio limite de tracdo (rension cut
off), indicam que ocorreu o esmaganiento quando o estado de tensdo de compressio
alcanca um valor critico de tensao de cisalhamento e a fissuracio ocorre de acordo com
o critério da tensdo (ou deformagdo) maxima de tragio. Quiros crit€rios de ruptura mais
refinados para estados de compressio foram descritos na secdo 2.1, no entanto, para
estados de tragdo-tragdo e tragdo compressdo, o critério da maxima tensio de tracdo (ou
deformacdo) € o geralmente adotado.

Em estruturas como placas ¢ cascas, em que o estado de tensiio ¢ principalmente
do tipo tracdo-compressdo biaxial, a fissuracdo que ocorre para pequenas tensdes de
tragdo ¢ a principal causa do comportamento n#o-linear. Nestes casos, podem scr
utilizadas relagdes tensdo-deformacido para o concreto ndo fissurado ¢ fissurado,
baseadas na elasticidade linear com diferentes técnicas para a modelagem das fissuras.
I'ratam-se dos modelos elasticos lincar de fratura. Esta formulagio pode ser refinada
utilizando a teoria da clasticidade ndo-linear, como os modelos hipoelasticos ou
hiperelasticos, associada ao critério de ruptura, para os casos em que a reproducio das
deformagdes inelasticas ¢ significatica.

Buscando um entendimento do processo de formacio de fissuras, pode-se dizer
que a ruptura por tracdo € caracterizada pelo crescimento continuo das fissuras que

resulta numa separacao de partes da estrutura. Nos primeiros modclos para fissuras este

processo era admitido fragil e a resisténcia na direcdo da tensdo de tracido maxima
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tornava-se nula logo que as fissuras eram formadas, conforme apresentado na figura
2.14. Posterniormente esles modelos foram modificados, pois além de causarem
dificuldades numericas, considerar esta perda brusca da resisténcia a tracdo contraria o
comportamento de amolecimento observado experimentalmente. A presenca da
armadura, como sera visto na secdo 2.2.8, forna o mecanismo de resisténcia mais
complexo, pois o concrelo inlacto entre duas fissuras consecutivas proporciona um

ganho de resisténcia.

Tensao
de tracac

P
t Peformacao

Figura 2.14 — Relagdo tensdo deformacio para o concreto fissurado

Como fo1 dito, o critério de ruptura para cstados de tracio comumente adotado
para o concrcto € o critério da maxima tensdo principal ¢ o critcrio da maxima
detormacao principal, [igura 2.15. Excedido este limite, admite-se que a fissura ocorre
em um plano normal a direcdo de tensdo ou deformac¢do maxima, mantendo-se fixa
nesta dire¢do com o progresso do carregamento.

k2,

Critério da tensao maxima

Cancreta tipico /

/S Crierio df’i u;lefﬂrmar;an ’
maxima /

Figura 2.15 — Critérios de ruptura para estados de tracdo

Em funcdo da dispersdo observada nos ensaios, estes valores maximos nio sio

quantidades precisamente definidas. O critério de fissuragdo para a tracdo bilaxial
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comumente utilizado é baseado nos resultados experimentais de Kupfer (1969)' et al e
admite que os valores da resisténcia a tracdo biaxial sio praticamente independentes da
relagdo cntre tensdes e 1guais a resisténcia a tragio uniaxial ;. Outros testes para a
determinacao da resisténcia a tracdo sdo os ensaios de compressio diametral e de flexdo
de viga.

Apods formada a fissura, a tensdo de tracfo ndo € mais transmitida pela fissura e
admite-se entdo, que ha uma redugdo da rigidez do material nesta direcdo. Porém, na
dirccdo paralela a fissura o concreto € capaz de suportar esforcos de acordo com as
condi¢des uniaxiais ou biaxiais nesta dire¢io.

Em tung¢do da composicao heterogénea do concreto, embora a fissura possa estar

aberta, ainda ¢é possivel que se desenvolva uma forgca no contato entre as supcrficies da

ftssura 1impedindo o movimento entre cstas. Estas superficies rugosas, para concreto de
resisténcia normal, sdo capazes de transferir as tensdes de cisalhamento no plano da
fissura. Este fendmeno ¢ conhccido como intertravamento dos agregados (ageregaie
interlock) ¢ ¢ muito importante, por exemplo, no estudo da transferéncia de esforco
cortante em vigas de concreto armado. Nestes casos, no nicio das fissuras inclinadas, o
concreto fissurado pode ainda transferir de 40 a 60% do total do esforco cortante em
uma viga pela acio do intertravamento dos agregados. E interessante observar que cste
comportamento pos fissuragdo altera-se bastante para o concreto de alto desempenho.
Neste caso como a resisténcia da pasta de cimento se aproxima da resisténcta do
agregado, a superticic fissurada lorna-se lisa, 1sto €, as fissuras nfo mais contornam o
agregado mas, passam através deste.

No tratamento das fissuras pelo MEF podem ser utilizados trés modelos
dependendo dos objetivos da analise. Modelos de fissuras distribuidas sdo utilizados
quando se descja um comportamento carga-deslocamento global. Quando é importante
um comportamento local detathado, utilizam-se modelos de fissuras discretas. Modclos
baseados na mecanica da fratura também sio utilizados e serdo tratados na secio 2.2.4.

Nos modelos de fissuras distribuidas, a fissura se acha modclada por uma banda
de elementos, através dos quais se espalha de forma distribuida, sem que se possa saber
sua exata localizagdo dentro da banda. Estabelecem-se mecanismos artificiais de

comportamento do material dentro da banda, cujos efeitos fora da mesma sdo os

' Apud Chen e Saleeb (1994)



mesmos produzidos pela fissura no solido real. Dessa forma, o objctivo da analise nio é
simular o comportamento da fissura, ¢ sium os efeitos da mesma sobre o seu exterior.
Estes modelos sdo os mais utilizados. Nesta aproximacdo, o concreto fissurado
permanece como um material continuo ja que as fissuras sdo distribuidas por todo o
clemento. Podem ser utilizados modelos de fissuras distribuidas fixas, rotativas e
multiplas nao ortogonais. Nos modelos de fissuras fixas, a direcdo da normal a fissura é
mantida fixa apos o nicio da fissuragdo. Modelos de fissuras rotativas, por outro lado,
permitem que a normal a fissura gire durante o processo de [issuracdo. As demais
diferenc¢as entre tais modelos scrdo apresentadas oportunamente, secao 2.2.8.

De manewra geral, admite-se que estas fissuras sdao paralclas cnirc si ¢
perpendiculares a dircgcdo de tensdo ou deformacdo principal maxima, como pode ser
observado na figura 2.16 nas coordenadas globais x-y. Observar que no caso mostrado

sdo desconsiderados o amolecimento e o mntertravamento do agregado.

[— €
'

IFigura 2.16 — Modelo de fissuras e distribuicdo de tensdes no concreto fissurado

O matenal ¢ admitido isotropico linear at¢ a formacao das fissuras, considerando
a relagdo tensido-deformacdo dada pelas hipoteses da clasticidade lincar. Apds a
formacado da primeira fissura o concreto fissurado torna-se ortotropico com um cixo
principal orientado na dirccdo da fissura. A nova relacdo constitutiva incremental &
obtida alterando-se a matriz de ngidez tangente, C, , que, para situagdes de estado plano

de tensocs, conforme os e1xos da figura 2.17, por exemplo, torna-se:

o 0 0 (2.1)
C,=10 FE 0
0 0 SG
onde £ e G sdo os modulos de elasticidade longitudinal ¢ transversal respectivamente e

f3 € o fator de retencio de tensdo de cisalhamento (shear retention factor).
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Figura 2.17 — Sistema local das fissuras numa aproximacio de fissuras distribuidas

O modulo de elasticidade longitudinal torma-se zcro na direcdo normal a fissura
indicando que ndo ha mais possibilidade de transmissio de esforcos normais. Admite-se
um modulo de elasticidade transversal reduzido do fator £, simulando para cargas
posteriores a formacdo das fissuras, a transmissdo das tensdes de cisalhamento peio
mecanismo de intertravamento dos agregados. O valor de f varia de 0 a 1. Algumas
aplicacdes praticas adotam f = O para fissura aberta ¢ ff =1 para fissura fechada ¢
admite-sc que a fissura se fecha quando ocorre deformacdo de compressao.

Com o aumento do carregamento, novas fissuras (fissuras secundarias) se
desenvolvem perpendicularmente a direcao das primeiras {{fissuras primarias) quando as
tensoes nesta direcdo atingirem a resisténcia a tragao. Caso a deformacao normal atraves
da fissura torne-se supcrior ao valor correspondente a formacdo da fissura, a fissura ¢
admitida aberta; caso contrario € admitida fechada.

Para o concreto anteriormente fissurado, em que se fecha todo um conjunto de

fissuras em fungao de um determinado incremento de carga, considera-se que parte das

caracteristicas originals do material sdo recuperadas. Essa situacdo de fechamento das
fissuras, apesar de freqiiente nos casos de carregamentos ciclicos, pode ocorrer
cventualmente durante o processo numerico de redistribuicdo das tensdes. Assim sendo,
¢ necessarto prever um critério para fechamento das fissuras.

No concreto simples, considerando-se que o material possul um comportamento
elastico hinear fragil, a abertura da fissura € diretamente proporcional a deformagdo total
do material na direcdo normal a ela. Assim sendo, a fissura se fecha quando sua

deformacao total se anula ou passa a ser negativa, com mostra a figura 2.18.
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Figura 2.18 — Criterio para fechamento da fissura no concrelo simples

Nos modelos mais recentes, este comportamente pos-fissuracio com reducdo da
tensao normal ao plano da fissura de forma total fo1 substituido por modelos com
reducao progressiva da tensao com o aumento da deformacao. Tratam-se dos modelos
que adotam um diagrama tensdo-deformacdo pos-fissuracio com amolecimento. Na
secdo 2.2.4 sera mostrado que a darea sob a curva tensfo-dcslocamento pode ser
associada a energia de fratura, Gy, que ¢ uma propriedade do material. No caso do
concrcto armado, esta perda gradual da resisténcia simula o tension stiffening, como
sera visto na secio 2.2.8.

No caso dos modelos de fissuras discretas, as fissuras s3o simuladas pcla
desconunuidade dos deslocamentos dos nos dos elementos adjacentes, figura 2.19.
Asstm o 1nicio e a propagacdo das fissuras sdo direcionados pclas linhas da malha, o
que lcva a uma certa dificuldade pois € necessario prever a posicdo e a orlentacao das
fissuras. Apos a fissuracdo, a direcdo da tensdo principal nao mais coincide com a
normal a fissura, scndo que a maior tensido principal pode até mesmo exceder a
resisténcia a tracdo em outra direcao. Técnicas de redefinicdo dos nds da malha sio
utilizadas para contornar estes problemas, no entanto essas solugdes sdo complexas e

aumentam o esforco computacional. O Intertravamento dos agregados pode ser
simulado por elementos de ligacdo que atravessam a fissura. A simulacdo da reducio

dessas lorgas de nterfravamento, a medida que a fissura abre, pode ser feita com a

reducdo da rigidez destes elementos. Este modelo fo1 utilizado nas analises de vigas por

Ngo e Scordelis (1967).
Considerando que o concreto ndo ¢ um material perfeitamente fragil nem
perfeitamente dictil, mas possui um comportamento intermediario, ambos os tipos de

ruptura, fissuracdo ou ecsmagamento, ou mesmo um tipo de ruptura mista pode ocorrer.
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Neste sentido, Hsieh er a/ (1982)' propuseram um modelo que consideram uma ruptura
mista do tipo fissuracdo-esmagamento. Neste modelo determina-se um coeficiente de
esmagamento, o, que cstima a proporcdo dos efeltos da fissuracao e do esmagamento.
Este coeficiente € oblido pela elasticidade lincar, sendo assim, apenas uma
aproximacdo. O comportamento pos ruptura ¢ uma infterpolacdo lmear do
comportamento perfeitamente deformavel no esmagamento puro e um comportamento
elastico anisotropico na fissuracdo pura. O elemento de concreto perde sua rigidez no

plano fissurado e a rigidez ortotropica do elemento fissurado que se estabelece &

reduzida proporcionalmente a ¢.

(a)

Figura 2.19 — Representagdo da fissura em um modelo de fissuras discreta

' Apud Chen e Saleeb (1994)
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2.2.3 Modelos plasticos

As dificuldades de caracterizacao das deformacdcs do concrcto no intervalo
inelastico de maneira realistica resulta em diferentes tcorias constitutivas. A teoria
classica da plasticidade ¢ uma aproximacao basica utilizada para caracterizar o©
comportamento inelastico do concreto.

A teonna da plasticidade foi inmicialmente desenvolvida para descricio do
comportamento dos metais, no entanto, evitando uma interpretacdo exata de suas
definicées € com algumas simplificacdes no comportamento do material, tem sido
utilizada em modelos para o concreto. Do ponto de vista macroscopico pode-se dizer
que o comportamento nac-linear durante o carregamenio, a ocotrréncia de deformacdes
irreversivels € uma certa ductilidade desenvolvida em ensaios de compressdo,
assemelham-se ao comportamento do aco ¢ justificam sua utilizacao.

Sintelicamente a tcoria da plasticidade [undamenta-se numa superficie inicial de
escoamento, numa regra de encruamento € numa regra de fluxo. A superficie micial de
escoamento no cspaco de tensdes define o nivel de tensdo cm que se iniciam as
deformagdes plasticas. A regra de encruamentoe acompanha a evolucido das subsequentes
superficies de carregamento devido as deformacdes plasticas e a regra de fluxo define a
refacdo tensdo-deformacao incremental a partir de uma fungdo potencial.

Para o concreto € preciso distinguir a superficie inicial de escoamento, que define
o hmite elastico, da superficie de ruptura, que define a regiio de encruamento. Um
criterio de escoamento define o limite elastico num estado multiaxial de tensdes. No
caso do concreto, ftrata-se de uma quantidade suposta utilizada nas relacOes
constitutivas. Os primeiros trabalhos de desenvolvimento de um modelo plastico para o
concreto  buscavam uma superficic de ruptura adequada e admitia-se,
simplificadamente, que as superficies de escoamento inicial ¢ subsequentes teriam esta
mesma forma, porém com um tamanho reduzido.

No entanto, esta hipotese define uma zona plastica uniformemente distribuida
entre as superficies de escoamento e de ruptura que resulta na obtenc¢do de deformacdes
plasticas superestimadas para carregamento de tracdo ¢ subestimadas para carregamento
de compressio com elevada pressdo de confinamento, contrariando os dados

experimentais. Conforme mostrado na figura 2.20, a superficie nicial de escoamento e
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fechada e, na regido de tracdo ¢ de¢ pressOes hidrostatica menores, praticamente coincide
com a superficie de ruptura ndo ocorrendo o encruamento. No entanto na regido de

compressdo com pressdo de confinamento elevada, a regido plastica € extensa.

Compressago axial
Carregamento

Superficie de
P ruptura

Superficies de
carregamento

sSuperficie inicial
de escoamento

Figura 2.20 — Modelo de encruamento ndo-uniforme desenvolvido por Han e Chen (1985)

Como a superficie de ruptura serve como um critério de resisténcia para o
concreto, sua determinacio ¢ de grande importancia, ¢, baseado em seu conhecimento,
uma variedadc de critérios de ruptura tém sido propostos e foram apresentados na secdo
2.1. Conforme visto, o criterio de Willam-Warnke ¢ o que mais se aproxima das
observagdes experimentais.

Com o critério de ruptura definido, uma regra de encruamento € 0 proximo passo
para se estabelecer as relagdes tensdo-deformacao no campo plastico. Um dos primeiros
modelos desenvolvidos trata-sc do modelo de encruamento 1sotropico de Chen ¢ Chen
(1975)'. Neste modelo a superficie inicial de escoamento ¢ aberta na direcio da
compressao hidrostatica, o que, conforme ja apresentado, ndo condiz com as
obscrvagocs experimentals. Buscando superar esta limitagdo, Han ¢ Chen (1985)2 foram

os quec icialmente adotaram uma superficie de escoamento 1nicial fechada, propondo

um modelo de encruamento nao uniforme apresentado na figura 2.20. A superficie de
ruptura limita todas as superficies de carregamento. Esie modelo adota a superficie de
ruptura mais sofisticada de Willlam-Warnke como superficie limite, assume uma

superficie de escoamento micial com forma diferente da supecrficic de ruptura, propde

' Apud Proenca (1988)
* Apud Chen et al (1993)

31



uma regra de encruamento ndo uniforme para as superficies subsequentes de
carregamento que ¢ dependente da pressdo hidrostatica € do angulo de Lode e utiliza
uma regra de fluxo nao associativa na sua formulacao geral. Caracteristicas importantes
do comportamento nelastico do concrcto como ruptura fragil na tracdo, comportamento
ductil na compressdo, dependéncia da pressdo hidrostatica e dilatacdo volumétrica sob
cargas de compressdo podem scr representados neste modelo constitutive. Entretanto,
deve-se observar que uma regra de fluxo ndo associativa, que ¢ utilizada para modelar a
varlagdo melastica da deformacdc volumetrica, produz uma mairiz de rngidez nio
simetrica. Segundo Chen {1993), a regra de fluxo ndo associativa deve ser usada com
bastante precaucao.

No modeclo constitutivo biaxial proposto por Murray et al (1979)', modelo de

encruamento multiplo, a curva de escoamcnto € descrita por meio de trés tensdes de
escoamento, uma tensdo de escoamento na compressdo uniaxial 6. € dois valores de

¢cscoamento na tracdo uniaxial em dire¢des ortogonals, 6y € Gp, sendo tratados como
parametros de encruamento independentes. Ohtami and Chen (1988)1i cstenderam este
modelo para o caso geral tri-dimensional. Neste modelo, o mertdiano da superflicie de
escoamento para a rcgiao de compressdo curva-se bruscamente na direcdo do eixo

hidrostatico e entdo abre-se com o aumento do carregamento, figura 2.21. A deformacio

volumetrica € de contracdo no inicio do escoamento ¢ altera-se para dilatagio préximo a

ruptura. E adnmutida regra de fluxo associativa o que conduz a uma matriz simetrica nas
analises numéricas, sendo assim, conveniente nos modelos utilizados em analises nao-
lineares por elementos finitos. Este modelo apresenta resultados que estdo de-acordo

com os dados experimentais de Kupfer er a/ (1969) em condicdes biaxiais de

carregamentos.

O estudo do comportamento do concreto apds a tensdo maxima ¢ bem menos
complcto quando comparado com o comportamento até esta tensdo. O comportamento
de amolccimento tem sido considerado recentemente e, segundo Bazant (1976), sua
inclusdo nos modelos mostra-se interessante como ferramenta para obtencdo de projctos
economicos devido a redistribuicdo dos esforcos internos.

O amolecimento na compressao, considerando a deformacdo localizada ¢ tratado

' Apud Chen (1994)



nos trabalhos de Read e Hegemier (1984} e Chen e Yamaguchi (1985)'. Como esta
detormacgao localizada, ja apresentada no item 2.1, ndo esta bem definida, conforme as
observagOes apresentadas, muitos dos modelos consideram que o concreto sofre uma
detormacdo homogénea apos a tensdo maxima. Aproximacdoes da mecinica do continuo,

como a teoria da plasticidade e a mecanica do dano sdo modelos utilizados neste

sentido.
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Figura 2.21 — Modelo de encruamento multiplo, Ohtani and Chen {1988)

No item 2.1 mostrou-se tambeém que, ao contrario de materiais perfeitamente
plasticos em que a inclinacdo da trajctéria de carga descarga ndo se altera com a
deformacdo plastica, obscrva-se no concreto a degradacio da rigidez elastica
provenienie do aparectmento de deformacdes plasticas, sendo mais acentuada no regume
de amolecimento. Para considerar este comportamento Dougill (1975)' desenvolveu a
teoria do solido de fraturamento progressivo [figura 2.22(a)], onde ndo ha acumulacio
deformag¢des plasticas. No entanto, como o concreto apresenta um comportamento
plastico com degradaciio da rigidez, Bazant ¢ Kim (1979)" propuseram a teoria do
{raturamento plastico [figura 2.22(b)], em que a deformacdo plastica é descrita pela
teoria da plasticidade e a degradacdo da rigidez pela teoria da fratura de Dougill. Neste
caso surge uma dificuldade na definicdo de um critério de carregamento visto que
modclo envolve uma superficie de escoamento no espaco das tensdes e uma superficie
de fraturamento no espaco das deformacdes. Assim, Han ¢ Chen (1986)' propuscram

um modelo plastico no espaco das deformacoes. Este modelo aprescnta-sc adequado

" Apud Chen (1994)



tanto para o encruamento como para o amolecimento e apresenta-sc completamente
desenvolvido em Chen ¢ Han (1988). Resumidamente, define-se uma superficie de
relaxacdo no espaco das deformagdes que serve como um critério para o escoamento e
para o [raturamento; a energia dissipada devido ao fraturamentc plastico € o parametrc
da historia do carregamento e define ambas a evoluctes da superficie de relaxacio ¢ a
degradacao elastica; o postulado de IP’yushin ¢ utilizado na obtencio da regra de
relaxacdo e a condigdo de consisténcia é usada na determinacdo dos pardmetros da

equagao constitutiva.

Figura 2.22 — Comportamento tipicos: (a) Solido progressivamente fraturado; (b) Teoria do fraturamento
plastico.

Com base no questionamento de se o amolecimento deve ser considerado uma
propriedade da estrutura ou uma propriedade do material, manifestam-se criticas a estes
modelos propostos por Bazant ¢ Kim (1979)' e Han e Chen (1986)'. J4 em modelos
como o proposto por Frantziskonis e Desai (1987)', em que os efeitos geométricos e
estruturais sdo associados, a descricido continua do amolecimento apresenta-se melhor
justificada. Neste modclo constitutivo, ¢ material é considerado composto de um
volume continuo com comportamento elastoplastico sem amolecimento, € um volume
que possul comportamento [raturado. Em todo elemento finito o volume total do
material nfo ¢ alterado ¢ o comportamento ¢ descrito pela média dos dois
comportamentos. Sao adotadas hipoteses correspondentes a técnica de homogeneizacdo
de compostos devido a Voigt (Mura,1982)".

Chen (1994) apresenta um modelo baseado na combinacdo de uma formulacido
plastica no espac¢o de deformacgdes € de tensdes para o encruamento e 0 amolecimento,
com uma formulacdo de fraturamento plastico para modelar o comportamento pos

ruptura. No comportamento pre-ruptura utiliza-se a superficie de Willam-Warnkc com

' Apud Chen ef al (1993)
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encruamento nao uniforme ja apresentado na figura 2.20. Alcancada a superficic de
ruptura, critérios de ruptura baseado ecm tensdes e deformacdoes sio utilizados definindo
modos de ruptura ou por f{issuracdo (¢;>0 ¢ £;>0), ou por esmagamento (c,<0 ¢ g;<0)
ou por um modo misto de {issuracdo e esmagamento (o,<0 e £,>0).

O comportamento pos ruptura depende do modo de ruptura. Admite-se que o
concreto comporta-se como um matenal elastico transversalmente tsotropico, utilizando
o conceito das fissuras distribuidas associada a um amolecimento lincar baseado no
conceito da energia de fratura para o comportamento pos fissuracao.

Para o comportamento de amolecimento no modo de ruptura misto, uma
formulaciio baseada no espaco de tensdes, proposta por Ohtani € Chen (1989)', substitui
a tormulacdo de fraturamento-plastico do amolecimento bascada no espaco dc
deformacées proposta por Han e Chen (1986)', visto que esta pode levar a alguns
problemas numeéricos em analises via MEF.

Finalmenie, para o modo de ruptura por esmagamento, admite-se que todas as
tensdes sdo liberadas ¢ o material perde a capacidade de carga completamente. Tal
hipdtese pode ndo ser adequada, pois, para condicoes de elevadas tensBes hidrostaticas,
0 concreto comporta-se de uma maneira mais ductil do que fragil.

Chen {1994) realca que, como o material € tratado diferentemente de acordo com
0 modo de ruptura, a transicdo entre estes modos de ruptura é um ponto de perturbacio

que pode causar algumas dificuldades numeéricas.

' Apud Chen ef al (1993)



2.2.4 Modelos baseados na mecanica da fratura

A teoria da mecanica da fratura linear fo1 desenvolvida em 1920 a partir do
trabalho de Ghiffith (1920)' para materiais metalicos e sua aplicacdo para o concreto
iniciou-se apenas na decada de sessenta. Recentemente, nas décadas de 80 e 90, houve
pesquisa mtensa, com o desenvolvimento de modelos da mecanica da fratura nao-linear,
tornando-se sua aplicacao mais comum. Bazant et a/ {1993) afirmam que os trabalhos
desenvolvidos tém demonstrado que o uso da mecanica da fratura levara a projetos mais
seguros € econdmicos principalmente no caso do concreto de alto desempenho.

Na concep¢do nicial da mecanica da fratura elastica linear, o critério para a
propagacdo instavel de uma fissura estava associado ao balanco entre a encrgia
potencial das cargas externas, a cnergia de deformacio e a energia de superficie. A
energia de superficie, Gy, pode scr interpretada como o trabalho necessario para produzir
uma fratura de superficie unitaria, ¢, cm funcio dessa nterpretacdo tem sido
denominada energia de fratura. Posteriormente Irwin (1957)' propds que esta energia
seria caracteristica do materiai sendo determinada em um teste de fratura. Assim, a

fissura se propaga caso a energia disponibilizada por incremento unitario de area

fissurada, definida como G =-¢11/0a, supere Gy,

o1l (2.2)

G, =———

oa

onde « € o comprimento da fissura ¢ I1 ¢ energia potencial da estrutura.

A tensdo na ponta da fissura para movimento de abertura por separacio das

superficies da fissura, denominado modo I, ¢ obtida como:

_ pa 2.3
o =K, r” f(g) (2.3)
onde K; ¢ chamado fator de intensidade de tensio ou tenacidade da fratura, » € a

distancia a partir da ponta da fissura e f(g) ¢ uma funcdo que depende da geometria da

f1ssura.
Irwin mostrou que a laxa de liberacdo de energia esta relacionada com K, € para

problemas dc cstado plano de tensdo € no modo I tem-se:

K'l (2.4)

' Apud Mehta e Monteiro (1994)
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sendo £ o mddulo de clasticidade.

Com o progresso dos estudos, Cedolin (1986)', comparando a ntensidade da
tenséo obtida a partir de critérios de resisténcia com a obtida pela mecanica da fratura
para placas geometricamente similares de tamanhos diferentes, concluiu que para uma
fissura pequena e corpos de prova de tamanhos pequenos, o critério de resisténeia €
dominante e as propriedades da mecanica da fratura ndo podem ser inferidas.
Atualmente € aceito que a mecanica da fratura elastica linear é aplicavel somente a
estruturas de grandes dimensses, e, consequentemente, a mecanica da fratura ndo-lincar
tem sido incorporada aos modelos de fissuras distribuidas.

A aplicacio da mecanica da fratura para o concretlo ¢ bastante util na medida que
considera como o tamanho de um clemento estrutural afetara a sua capacidade de carga
ultima e fornece um cntério adequado para a previsdo de propagacio das fissuras. Estc
critério, que combina energia e tensdes ou deformacdes, ¢ muito eficiente para analise
de fissuras pelo MEF pois supera o problema bastante reconhecido da dependéncia da
malha [Bazant (1976), Bazant ef a/ (1993) e Crisfield (1997)] quando sdo utilizados
criterios de resisténceia onde a resisténcia a tracdo € reduzida a zero assim quc as fissuras
se tormam, conforme mostrado na figura 2.23. Estc comportamento é observado pois
quando a malha na regido de fissuracdo € refinada, a tensdo no clemento fimito
tmediatamente a frente da fissura tende ao infinito independente de quio pequcna seja a
carga, € a encrgia dissipada pela fissura tende a zero quando o tamanho do elemento
tendc a zero. Assim os resultados somente sdo validos para uma determinada malha, néo
representando a cstrutura. Portanto um modelo de propagacido da falha baseado em um
criterio de encrgla parece ser uma escolha mais coerente. Bazani er a/ (1993) afirmam
ainda que outras razoes para sua utilizacdo seriam:

- a abordagem de analise himite cxistente baseia-se na existéneia de um patamar de
escoamento prolongado nas rclagOes tensdo-deformacio e carga-deslocamento, o
que nfo ¢ o caso do concreto;

- a capacidade de absorcdo de encrgia de uma estrutura, assim como sua ductilidade,

5O pode ser avaliada a partir do conhecimento do ramo descendente da curva carga-

deslocamento, o que ndo pode ser feito sem 0 uso da mecanica da fratura.

" Apud Mehta e Monteiro (1994)
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A utilizacdo de um modelo mais aprimorado desenvolvido a partir da mecanica da
fratura ndo-linear é necessario pois o concreto ndo se comporta cormo um material fragil
fipico mas como um material “quase-fragil”, onde uma regiio de fissuras se forma
dissipando cnergia antes que uma fissura maior continua possa ser formada e
propagada. A energia de superficie, consequentemente, deixa de ser uma funcio linear
do comprimento da fissura. Além disso, o malerial ¢ heterogéneo ¢ a energia necessaria
para propagar a fissura podec crescer subitamente, em fungdo das diferencas de
resisténcra entre a ligacao agregado-argamassa, da argamassa e do agregado graudo.

Esta regidao formada por microfissuras a frente da ponta da fissura é denominada
zona de evolug¢do da fratura ou zona de processo da fratura (figura 2.24), e seu
conhecimento ¢ de grande importancia no desenvolvimento da mecénica da fratura nio-
linear para o concreto. O comportamento tensdo-deformacgio do concreto € controlado
principalmente pela formagdo destas microfissuras. Experimentalmente esta regido pode
ser analisada atraves de microscopicos eletronicos de varredura, de emissdes acusticas

ou da mterferometria 6tica com raio laser, Mehta ¢ Monteiro (1994).
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Figura 2.24 — Zona de evolucdo da fratura

A iterpretacdo do que ocorre na zona de evolucdo da fratura a partir de um ensaio

de deformagdo controlada permite a determinagio precisa da energia de fratura. No

imicio do carregamento existe uma quantidade limitada de microfissuras, mas, quando a
tensdo de tragdo alcanca a resisténcia b, em algum ponto do corpo de prova, as
deformacgdes adicionais devido as microfissuras ficam localizadas nesta zona. Observa-
se que, num ponto pertencente a zona microfissurada, a capacidade de transferéncia de
tensdes decresce progressivamcnte com o aumento da largura da zona, ndo caindo
repentinamente a zero, caractcrizando o processo de amolecimenio. No final do
processo as microfissuras se aglomeram formando as macrofissuras.

Incorporar a distribuicdo real da deformacdo em um modelo analitico ¢ bastante
trabalhoso e consequentemente surgem os modclos simplificados. Assim, o modelo da
faixa de fissuracao distribuida de Bazant € Oh (1983)', que considera a zona de fratura
representada por uma faixa de material microfissurado com largura # ¢ o modelo de
fissura ficticia de Hilerborg er al (1976)', que considera a zona de evolucido da fratura

como uma fissura ficticia localizada, tratam a fissuragio pelo conccito da energia de

fratura. Estes modelos aprescntam bons resultados em analises via MEF.

Numa aproximagdo de fissuras distribuidas ¢ muito 1mportanie interpretar
adequadamentc a deformacdo dentro da zona dc evolucdao da fratura. O
desenvolvimento das microfissuras levam ao aumento da deformacao normal na zona de
fratura mas o eteito na deformacado da regido extcrna a zona de fratura ¢ rclativamente
pequeno. No modelo proposto inicialmente por Bazant e Oh (1983) a descontinuidade
focal associada a uma fissura € distribuida numa regido de largura £, como visto na
figura 2.25, de forma que os deslocamentos relativos das superficies da fissuras passam

a ser representados por deformacocs. Atraves dessa deformacido € possivel estabelecer



uma relagcao constitutiva valida para o concreto fissurado.
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Figura 2.25 — Modelo da faixa de {issuracao distribuida

Assim as microfissuras se distribuem uniformemente na largura 4, sendo valida a

expressao:

by W (2.5)

£

h
onde & € a deformagio nas microfissuras. Dessa forma, o comportamento mecénico da
fratura, descrito normalmente pelo scu movimento de abertura, passa a ser representado
pela dcformagdo de um meio equivalente cujo modelo constitutivo ¢ dado por um
regime de amolecimento. Esta relacdo constitutiva do concreto fissurado ¢ obtida
considerando que a deformacédo total, medida num ponto na zona fraturada, € composta

por uma deformacao do concreto entre as microfissuras, £, considerada elastica, e a

deformacio nas microfissuras, &, representando a abertura das microfissuras. Esta
ultima estd associada a tensdo liberada e permanece localizada na largura da zona
fissurada ou na largura do elemento finito em que as microfissuras estio distribuidas nas
analises via MEF. Desta mancira, a dcformacio na fissura, estando sempre relacionada
a esta largura, mtroduz o efeito do tamanho (size effect) nas formulactes de
amolecimentio. O modulo de amolecimento deve ser ajustado ao tamanho do elemento
escolhido a fim de se evitar que a energia de fratura liberada seja dependente da malha
de elemento finitos. Cristield e Wills (1989) afirmam que na pratica para estruturas em
geral muilos dos parametros de entrada, em particular os relacionados ao
comportamento de amolecimento, devem ser feitos dependentes da malha se solucdes
imnmdependentes da malha sio desejadas.

Como pode ser visto na figura 2.26, 0 modelo assume uma relagcao tensao-

deformacio lincar com inclinacdo £ at¢ o limite de resisténcia a tracdo f, € um braco

' Apud Chen (1994)
40



descendente com 1nclinacdo £,, denominado maodulo de amolecimento. Este ultimo ¢

obtido a partir da hipdtese fundamental em que a deformacdo total ¢ composta pelas

arcelas de £&° e de &' como:
P

Figura 2.26 — Modelo de amolecimento linear

Cr

0 s . s .
onde C ¢ denominado parametro de amolecimento.

(2.6)

A equagdo constitutiva mcrementlal resultante do elemento, que representa a

transigdo entre o concreto nio fissurado e o completamente fissurado, para cstado plano

de tensdo vale, Chen e Saleeb (1994):
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O diagrama de amolecimento mostrado na figura 2.27a, o-&, € definido pela

resisténcia limite f; para o qual a zona de fratura micia-se, pela arca sob o diagrama, gy, ¢

pcla forma do braco descendente. O valor de f; pode ser considerado constante e 1gual a

resisiéncia uniaxial a tra¢do. A area sob o diagrama ¢ associada a energia de fratura Gy,

figura 2.27b, que ¢ uma propriedade do material definida como a energia necessaria

para criar uma unidade de area de uma fissura dada por

[ ]
-

G, = |o, dw

(2.8)

onde, conforme ja visto, na aproximacdo de {issuras distribuidas w ¢ representado pela

deformacdo na fissura numa determinada largura do elemento finito denominada largura

da banda fissurada, #, que, por sua vez depende do tamanho e da forma do elemento.

4]



Dessa forma:

Gr=h gy (2.9)

fl

Fel. f,

Cr
H

Figura 2.27 - (a) Diagrama tens3o de tragdo-deformacio associada a fissura: (b} Diagrama tensio de
tracao-alongamento

O modelo permite adotar formas arbitrarias da curva de amolectimento desde que

" H et " g 3 . 2 'TU i
se satisfaca a condi¢@o da energia de fratura. Assim o pardmetro de amolecimento €. €

ajustado ao valor de /1 de acordo com a forma do diagrama. A figura 2.28 apresenta uma
curva de amolecimento linear e outra bilinear bem como os parimetros da matriz
constitutiva. Segundo Mehta e Monteiro (1994) ndo ha uma ldgica basica para a escolha
de relagdes lineares ou bilineares, apenas que sejam numericamente simples ¢ parecam
satistazcr os resultados experimentais relativamente bem. Para Mihashi e Deitetsu
Rokugo (1993), a determinagdo apenas de Gy ndo ¢ suficiente para 0 modelo, mas seria
necessaria também a dcterminacgio da forma da curva de amolecimento.

Existem também modelos simples que tratam a mecanica da fratura nao-linear por
uma aproximacdo equivalentc da mecanica da fratura linear. No modelo de dois
parametros dc Jenq e Shah (1985)' as propriedades de fratura do material sio
caracterizada por Gy e f; e pela movimentacio critica de abertura elastica da ponta da
fissura. Curvas de resisténcia a fratura ou Curvas R, onde a taxa de liberacio de energia
de deformagdo a cada iniciagio de fissura € uma funcio do comprimento da fissura, sio

utilizadas na determmacao de curvas carga-deslocamento.

' Apud Bazant er al (1993)
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Figura 2.28 — Amolecimenito linear e bilinear

Chen et al (1994) apresentam uma formulacdo genérica em que a mecinica da
fratura nao-linear ¢ incorporada em modelos de fissuras distribuidas. Uma largura finita
¢ dada a fissura e 0 amolecimento ¢ assumido nesta zona. O conceito basico do modelo
de [1ssuras distribuidas ¢ que uma fissura implica em um nimero infinito de fissuras
paralelas no elemento finito, como pode ser visto na figura 2.29. Assim esta regido ¢
considerada como um material composto de duas fases distintas, o concreto intacto e o
concreto lissurado, homogeneizada através de um modulo efetivo que descreve as
propriedades médias do material. Para isto é empregado o modelo de homogeneizacio
de compostos, modelo de Voigt-Reuss modificado, que assume um estado de
detormacdo homogéneo. Este modelo tem como casos particulares os modelos de
amolecimento linear da faixa de fissuracdo dc Bazant e Oh e¢ 0 modelo de dano
composto de Willam ef al (1984). No primeiro, a largura da regifio fissurada e do
elemento sdo consideradas idénticas, ¢ no modelo de dano composto um elemento
homogeneo equivalente € desenvolvido de maneira que o deslocamento normal a

direcdo da fissura torna-se 1gual ao do elemento composto pelas duas partes.

' Apud Chen (1994)
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Figura 2.29 — Ideahzacdo da regido fissurada - Chen (1994)

Uma das consequénclas mais importantes da mecanica da fratura € que o tamanho
da estrutura afeta a carga ultima de ruptura como mostra a figura 2.30. Para as tcorias
em que o criterio de ruptura € definido em funcio das tensdes e deformagdes ndo existe
o efeito do tamanho. Para estruturas de concreto a regido em processo de fraturamento
tem um tamanho significativo que leva a determinacdo de uma lei de efeito de tamanho,

comprovada experimentalmente, como (ACI Comm., 446, 1991)1:

Af (2.10}
Ty = ,f_ onde A= i
v+ A d,

sendo d, a dimensdo caracleristica da estrutura. Nesta equacio Aj}*j que ¢ funcio da
cnergla de fratura, € d, sdo constantes, Mehta e Monteiro (1994). Este eleito € explicado
pela redistribuicdo de tensdes que ocorre devido a fissuragdo. A energia necessaria para
a criacdo de uma fissura de comprimento unitario € aproximadamente independente do
tamanho da estrutura, assim, para que a encrgia liberada seja a mesma, a tensio nominal

de ruptura deve ser menor para uma estrufura maior que outra semelhante a ela.
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Figura 2.30 — Efeito da dimensdo estrutural

' Apud Bazant et al (1993)
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Esta ler toma possivel caracterizar o comportamento qualitativo da estrutura através
do indice de fragilidade A. Estruturas pequenas, A<<l, s&o caracterizadas por uma certa
ductilidade ¢ assim podem ser analisadas aproximadamente de acordo com a analise
limite plastica. Para estruturas maiores, A € muito maior que a unidade, entdo a tensio €
inversamente proporcional a raiz quadrada de d, como previsto pela mecanica da fratura
clastica linear. Para valores intermediarios de A, deve-se usar a mecanica da fratura nao-
hinear, como visto na figura 2.30, pela transicdo gradual cntre o critério de resisténcia e
o critério da mecanica da fratura elastica linear.

Para utilizagdo dos modelos disponivels € necessaria a determinacio da encrgia de
fratura do concreto, Gy . Geralmente ¢ determinada por meio experimental segundo a
norma RILEM TC-50 FMC (1985) apud Mehta et al (1994), usando um corpo de prova
com um chanfro em “V” ¢ carrcgado a flexfio. O valor de Gy ¢é obtido pelo célculo da
arca sob a curva carga-deslocamento e dividindo este resultado pela secdo transversal

liguida do corpo de prova, acima do chanfro. Quando nio se dispde de dados

experimentais, ¢ codigo modelo do CEB-FIP (1991) recomenda o uso da expressdo

| N/m|:
i L ol 5 0 1
(jf — G‘(;" (Jf(,'.l'h‘ "I .]{;‘Hi!rf}} (2 - 1)

onde ¢y e um cocficiente que depende da dimensdo maxima do agregado d,.qv, fom [MPa]

¢ a rcsisttncia a compressio do concreto € e € 1gual a 10MPa. Van Mier (1997)

sugere que Gr[N/m] se¢ja estimado a partir da resisténcia a compressao f. [MPa] como:

G,=097f. +41.8 (2.12)

E interessante analisar como se relacionam as curvas tensdo-deformacio e tensio-

alongamento. A dechvidade da curva tensao-deformacao € £, e a declividade da curva
- r - \ 2 i ..

tensdo-alongamento ¢ proporcional a f,°/G. A relacdo entre as duas declividades tem

unidade de comprimento € € chamada comprimento caracteristico do material, /..

(2.78)

O comprimento caracteristico € muitas vezes considerado uma propriedade do
material ¢ fornece uma medida da sua fragilidade. Pastas de cimcento tém um
comprimento caracteristico com variacao entre 5-15 mm, argamassas cntre 100-200 mm
e concretos 200-400 mm. Concretos de alta resisténcia e concretos de agregados leves

t&m comprimentos caracteristicos menores comparados ao concreto de resisténcia
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normal. Para um dado concreto o comprimento caracteristico pode ser determinado

como [=2.7d .., onde d,.,» € 0 didmetro maximo do agregado conforme o ACI Comm.

446 (1991).

2.2.5 Teoria do dano

Em funcdo da presenca de microvazios e microfissuras em sua composicdo, o
concreto ¢ tambem estudado pela mecamca do dano continuo, que ¢ desenvolvida
visando representar a degradacdo da rigidez. A teoria da mecéanica do dano continuo,
teoria do dano, fo1 desenvoivida micialmente por Kachanov (1958) para metais ¢
posteriormente sua aplicacio estendeu-se para a representacdo do comportamento do
concreto.

Dois tipos de modelo de dano, o dano elastico e o dano elastoplastico, tem
sido propostos. Nos modelos de dano elastico o comportamento inelédstico do
concreto ¢ representado pela degradacdo da rigidez sem a ocorréncia de
deformacdes plasticas. Os modelos de dano clastoplastico combinam a teoria
convencional da plastictdade com a tecoria do dane continue conforme
comentado na secao 2.2.3.

Nesta se¢do apresenta-se uma breve descricdo dos conceitos da mecanica
do dano continuo e do modelo constitutivo de Mazars (1981)', no qual sio
desprezadas as deformacdes permanentes, com base no trabalho de Chen ef af
(1994).

A teoria do dano se baseia em duas hipoteses basicas: o comportamento do
material depende apenas do estado atual dc sua microestrutura e que este estado
pode sc representado por um conjunto finito de variaveis internas denominadas
variavels de dano, podendo ser um escalar ou uma grandcza tensorial. A
vaniavel de dano baseada no conceito de tensdo cfetiva representa a degradacio
media do material em microescala,

Origimalmente o dano em uma sec¢do transversal era quantificado pela area
relativa de vazios. Atualmente muitos dos modelos seguem este concelto

uttlizando uwm parametro escalar como variavel de dano devido a sua

simplicidade. Neste caso admite-se que os defeitos sejam uniformemente

' Apud Chen e Saleeb (1994)
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distribuidos ¢ independentes da orientacdo da superficie considerada (dano
1sotropico). O outro tipo de variavel de dano ¢ o dano tensorial ou anisotropico
relacionado com o aparecimento de superficies no material devido a perda de
COE€SA0.

T'omando-se uma scgdo de um elemento de volume extraido de um sdélido

que apresenta dano, a arca dessa secdo pode ser dividida em duas, a area

danificada A, e a area resistente efetiva A. O estado de deterioracido deste

clemento de volume pode ser definido pela variavel D,

- A4, (2.14)

A

Definindo-se a area efetiva resistente por A como:
A=A=A 5 (2.15)
i€m-s¢ quc:
- (2.16)
D= Ef
A

Assim, D=0 corresponde ao estado sem deterioracdo do material, e D=1 ao
estado de deterioracido total.

A area que efetivamente resiste a solicitacdo interna ¢ entdo dada por:

A=(1-D)A (2.17)

No caso do dano tensorial, a variavel D € um tensor quc depende da
orientagcdo do plano definido pela normal a secdo do elemento de volume.

O conceito de tensdo efetiva ¢ a hipdtese de deformagio equivalente sdo
fundamentais na determinacao da relacdo constitutiva. Nesta hipotese, a
delormacido associada a um cstado danificado submetido a determinade estado
de tensdo € equivalente a deformacdo relativa ao estado ndo danificado sob uma
tensdo efetiva. A tensdo efetiva ¢ definida como a tensdo obtida tomando-se a
parte da se¢do que cletivamente resiste a solicitacio. Assim, tem-se:

: 5 (2.18)
(k — %
1 —D

E a deformacado elastica unidimensional de um material com dano pode ser

escrita como:
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- (2.19)

CT_ O
E (1-D)E

& =

O crescimento do dano no material pode ser descrito ou prescrevendo uma
le1 de evolucdo do dano [Mazars (1986)]] ou usando o conceito da supecrficie de
dano [Krajcinovic e Fonseka (1981)]".

O modelo constitutivo de Mazars (1981)' utiliza uma variavel escalar D
quc rcpresenta ¢ quantifica o estado local de deterioracdo do materiai. Admaite-
se que o aparecimento e a evolucdo do dano sejam exclusivamente devido a
ex1sténcia de alongamentos. Define-se uma deformacao equivalente como uma

medida do estado local de extensao como:

é _ /Yfi . (2.20)
V2. <& >
sendo ¢; a deformacdo principal € <g>, = g;se g2 0 e <g>. = 0 se & < 0.
O critéerio de dano ¢ definido como:
(2.21)

fle,D)=e— K(D) =0

sendo K(/)) o wvalor limite alcancado pela deformacido ecquivalente num

dcterminado ponto e K(0)=K, ¢ a deformacdo limite que define o micio do
dano.

A le1 de evolucao do dano atendc aos principios da termodindmica dos

processos irreversivels, € dada na forma geral por:

( - (2.22)
0 se [ =0¢ [ <0ou f <0

L_J':(;C:*)-{;f;,}*:::-_F Sefz()ef:()

sendo F(g) uma func¢do continua positiva da deformacio equivalente.

No concreto, num carregamento de tracdo, as fissuras sio causadas pelas
tensdes de tracdo e o alongamento esta na mesma direcdo da tensdo. No caso de
carregamento de compressio, os alongamentos sdo transmitidos pelo cfeito de
Poisson sendo perpendicular a direcdo das tensdes. Para considerar esta
diferenca tém-se dois parametros independentes D, e D, que representam o dano

na tragcao e na compressao:

' Apud Chen ¢ Salceb (1994)
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. - L (223}
D, =F(¢)<g>, parairagdo
D =F(¢)<g>, paracompressio

Para o estado multiaxial de tensdes, D & definido por uma combinacdo

entre ), e . como:
D=caD + a.D, (2.24)
sendo a; ¢ &, parametros determinados a partir do estado de tensao.

As tuncdes de evolucido do dano sdo definidas a partir dos parametros, D,

e UJ., propostos com basc ¢m resultados experimentals como:

(2.25)

K,(1-A)

D(c)=1- — 4 exp[-B (6~ K,)]

&
K,(1—4)

D.(¢)=1- ~ 4, exp[-B.(6- K,)]

&

sendo Ky o limite 1nicial do dano e 4,, B,, A, e B, sdo parametros do matenial. 4.
e 5, sdo obtidos em testes de compressdo uniaxial a partir de corpos de prova
cilindricos e A4, e B, obtidos em testes de flexio.

As leis constitutiva e incremental sdo dadas por:

c=D,1-D)¢ (2.20)

c=D,(1-D)e~D, D¢

sendo Dy o tensor elastico do material sem dano.

2.2.6 Estudos micromecanicos

As observacoes experimentais que mosiram um comportamento diferenciado do
concreto nos ntervalos limitados pela tensdo maxima orientaram as pesquisas para
estudos micromecanicos que buscam ldentificar suas causas. Assim, existem {inhas de
pesquisas directonadas para estudos micromecanicos no intervalo apds a tensdo
maxima, incluimndo mecanismos de deformacdo, amolecimento ¢ a transicdo entre o
comportamento fragil e ductil, e para o comportamento micromecanico relacionando-se
a microestrutura do concreto na interface da pasta de cimento ¢ agregados graudos.

Chen er a/ (1993) mostram que, de acordo com as observacdes experimentals das
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microfissuras em um ensaio de compressdo axial até a tensdo maxima, o
comportamento do concreto esta associado a propagacao das fissuras entre a argamassa
¢ os agregados, fissuras de aderéncia (bond cracks), podendo a deformacio ser tratada
como homogenea. Esta regido em que se inicia o processo de fissuracac € denominada
zona dc transigdo. Apds esta tensdo, o comportamento estd associlado ac
desenvolvimento das fissuras da argamassa (mortar cracks), formando a zona fraturada
quc leva as deformacdes localizadas que caracterizam o amolecimento.

Na medida em que a tensdo aumenta, as microfissuras da zona de transicio
aumentam em comprimento, largura e quantidade, sendo responsavel pelo
comportamento nao-hnear do concreto. A ruptura completa do corpo de prova ocorre
pela umdo das fissuras da argamassa ¢ da zona de transicdo. Este crescimento das
fissuras na zona de transicdo pode ser causado pelo escorregamento entre as superficies
da fissura ¢ a face lateral dos agregados, como pode ser visto na figura 2.31. Este
mecanismo pode resultar em deformacgdes plasticas irreversivels ¢ na dilatacdo
volumétrica nelastica. Este comportamento é observado numa grande quantidade de
agregados graudos em todo o concrete e justifica assum a utilizacdio dc uma relacédo
tensao-deformacao global no intervalo até a tens3o maxima como uma representacio
adequada das propriedades do material.

Conforme ja dito, as fissuras da zona de transi¢cdo sozinhas ndo podem causar a
ruptura pois estao separadas por alguma distancia. A ruptura ocorre quando existe uma
quantidade destas fissuras interconectadas com as fissuras da argamassa. O
desenvolvimento de uma configuracdo de fissuras continuas nio causa wma perda
imediata de capacidade de carga. Quando sucessivos passos de carga ndo sio mais
transferidos pelas fissuras na zona de transicfio, passam a ser transmitidos totalmente
atraves da argamassa, ou parcialmente através da argamassa ¢ parcialmente através do
agregado, tornando possivel o acréscimo da carga. A medida que os caminhos
alternativos para a carga diminuem, a intensidade da tensio, e assim, a magnitude da
deformacgdo nos caminhos restantes, aumentam a uma (axa maior que a carga externa.

(Quando se atinge uma configuracao toda fissurada, a capacidade de carga reduz
substancialmente ¢ o braco descendente da curva tensdo-deformagdo comeca a se
formar. Este processo de extensdo das fissuras infroduz varios mecanismos quc

governam o processo de ruptura do corpo de prova.
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Figura 2.31 — Dctalhes da massa de concreto: (A} concreto, (B) detalhe da argamassa ¢ (C) interface
particulas de areia/pasta de cimento {Chen ez ¢/ (1993)]

Na tracdo uniaxial, a direcao de propagacdo das fissuras ¢ transversal a direcio
da tensao. O 1nicio e crescimento de cada nova fissura reduz a area disponivel para
suportar acréscimos de¢ carga, ¢ csta reducdo causa um aumento de tensdes nas
extremidades da fissura critica. A {reqgiiéncia reduzida de interrupcao do crescimento
das fissuras significa que a ruptura na tracdo ¢ causada por algumas fissuras que se
unem € nao por numerosas fissuras, como no caso de estado de tensdes de compressao.

O corpo de prova rompe na secao critica na direcdo transversal ao carregamento. O

resultado observado é que o braco ascendente da curva tensdo-deformagdo ¢
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aproximadamente linear at¢ a tensao maxima. O desenvolvimento desta fissura através
da largura do corpo de prova ¢ alcancada logo apds a ruptura.

A deformagdo apos a tensdo maxima € principalmente o resultado da abertura de
uma sumples fissura atraves do corpo de prova. Observa-se experimentalmentie o
comportamento de descarga nas zonas afastadas da regido fissurada enquanto a
deformacgio total procede, Gopalaratnam e Shah (1985)'. Este comportamento
localizado ¢ também confirmado pela observagdo da area sob o diagrama carga-
deslocamento, que pode ser considerado como dissipacdo da energia de deformacao
durante o processo de formacao de fissura, €, como ja mostrado, ¢ mifluenciado pela
altura do corpo de prova, figura 2.13. Esta localizacdo mostra um contraste marcante da
deformacdo anterior a tensao maxima que ¢ quase uniforme por todo o corpo de prova.

Reconhecendo estas diferencas de comportamento observadas
experimentalmente, Yamaguchi ¢ Chen (1991) desenvolveram um modelo
micromecanico para os casos de tracdo e compressdao uniaxial, usando o meétodo dos
clementos fimitos, explorando a immportincia e a funcdo da interface dos agregados
graudos com a pasta de cimento e particulas dec areia no comportamento tensao-
deformacio.

O concreto for 1dealizado como um material composto de duas fases distintas, a
matriz de argamassa ¢ os agregados graudos. Estes ultimes foram modelados como
malteriais 1sotropicos elasticos lineares pois, de acordo com observacdes experimentais,
permancccm intactos apos a ruptura. Para as microfissuras da argamassa, utilizou-sc o
modelo de fissuras distribuidas baseado no conceito da mecanica da fratura nfo-linear,
ja apresentado na secfo 2.2.4, ¢ para as fissuras na zona de transicdo foram utilizados
elementos d¢ contato com um modelo plastico de Mohr Coulomb com uma tensio
limute.

Uma serie de analises fo1 realizada alterando-se a disposicao dos agregados. Os
resultados mostraram que csta variacdo nio implica em diferencas na propagacio das
fissuras de aderéncia, ao contrario das fissuras na argamassa. Como a diferenca da
disposicao dos agregados gera diferentes estados de tensdes, conclui-se que as [issuras
da argamassa sdao mais sensivels ao estado de tensdes do que as fissuras de aderéncia.

Como a distribuicdo das fissuras de aderéncia pode ser considerada 1do densa quanto a

' Apud Chen et al (1993)
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distribuicdo dos agregados, a deformagdo até a tensdo maxima pode ser considerada
homogénea. Por outro lado, a distribuicdo das fissuras na argamassa ¢ mais esparsa.
Assim, pode-se concluir que o comportamento de amolecimento associado ao
desenvolvimento das fissuras na argamassa torna a deformacio ndo-homogénea, que
eventualmente leva a deformacdo localizada, assim que cstas s¢ juntam formando uma
zona continua fissurada.

(Js resultados numeéricos mostraram que o aparecimento das fissuras de aderéncia
correspondeu ao fim do limite elastico, que € cerca de 30% do limite de resisténcia a
compressdo uniaxial f,, enquanto que as fissuras da argamassa por toda a estrutura,
correspondeu a 80% deste valor, em conformidade com as observacdes experimentais.
Nos ensalos de tracdo uniaxial, a fissuragfo continua se apresentou para tcnsdes cerca
de 11% da resistCncia a compressiao, estando também em conformidade com as
observacdes experimentarls.

Como mostram estes estudos € preciso um entendimento da importancia da
interface pasta de cimento-particulas de areia no comportamento tensio-deformacio do
concreto a compressdo. Com esta finalidade, Chen ¢ Cohen (1992) apresentam um
estudo do comportamento micromecanico do concreto associando a ciéncia dos
materials aos aspectos da engenharia estrutural. Em suas observacdes mostraram que a
argamassa ¢ altamente descontinua ¢ heterogénea e a funcao das particulas de arela e da
mnterface pasta de cimento/particulas de areia ndo deve ser ignorada. Os primeiros
pesquisadores j4 observavam que nos lestes de compressdo o comportamento do
concreto era similar ao da argamassa, o que leva a concluir que a importancia das
particulas de areia no comportamento do concreto ¢ mais significativa do que as
particulas de agregado graudo. Bentur e Cohen (1987) confirmaram cstas conclusdes e
acrescentaram que o concreto deve ser considerado composto da pasta de cimento; das
mclusdes (vazios de ar, particulas de areia) e particulas de agregados gratdos; e da pasta

de cimento na interface com as inclusdes, cujas propriedades mecanicas ¢ concentracdes

de cada fase sdo muito importantes num modelo analitico.

' Apud Chen er al (1993)
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2.2.7 Outros modelos

Em trabathos como o de Chen e Pan (1991) o concreto é tratado como um
geomaterial em funcdo da sua constituicio por agregados, areia e cimento sendo
modelado atraves dos conceitos desenvolvidos no campo da geomecinica. Nesta
aproximagcdo, a descontinuidade e a fragilidade das propriedades do concrcto ¢
considecrada utilizando a teorta do bloco {inito, que 1dealiza o concreto como um
conjunto de blocos distintos. Ao contrario do método dos elementos finitos que impde a
compatibilidade dos deslocamentos nos nds, os blocos finitos podem se separar. Para
determinar os movimentos e deformagdes dos blocos, um sistema de equacdes dc
equilibrio ¢ obtido a partir da minimizagao da energia potencial total. Estas equagdes
sdo resolvidas iteralivamente até que as restricdes cinematicas da nfo interpenetracio
entre os blocos sejam satisfertas. Esta aproximacio numénca ¢é viavel atualmente com
0s avangos computacionals € da teoria cinemaftica para sislemas de blocos [Shi ¢
Goodman, 19897".

Nesie caso, o modelo constitutivo € menos importantc pois o comportamento
macroscopico do material é alcancado pelo sistema 1dealizado de blocos. O contato
entre os blocos € modelado pela ler de Coulomb. A resisténecia a tracdo € modelada
numericamente admitindo um nivel de tolerancia dc separacgao entre os blocos. Segundo
seus autores, estc modelo que se aproxima das propriedades reals do concreto, material
descontinuo e fragil, supera as principais falhas mmerentes aos modelos baseados nos
principios da mecanica do continuo, que sdo baseados nas hipdteses da ndo-fissuracio,

da elasticidade e da plasticidade.

" Apud Chen er al (1993)
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2.2.8 A associacao do concreto e a armadura.

Atc esta secdo foram apresentadas as caracteristicas do concreto simples e o0s
diversos modelos desenvolvidos para representd-las. Como visto, a fissuracdo ¢ a
caracteristica mais marcante do seu comportamento. Assim, a fim de superar esta
deficiéncia de resisténcia a tragdo e consequentemente aumentar a capacidade de
resisténcia e de deformacio das estruturas, o concreto € associado ao aco resultando no
material composto concreto armado. No entanto, a presenca da armadura altera os
mecanismos de  resisténecia, que devem entdo, scr reproduzidos nos modelos
desenvolvidos.

Os do1s materiais possuem propriedades bastante distintas. O ago possul modulo
de elasticidade com uma ordem de grandeza superior ao do concreto € possul
comportamento a tragdo e a compressdo semelhantes. Esta falta de compatibilidade
entre ambos pode resultar em ruptura por perda de aderéncia, por cscorregamento das
barras, por deformacdes locais ¢ pecla fissuracdo. Na figura 2.32 estdo apresentados

alguns dos mecanismos desta interacao entre 0 concreto ¢ a armadura.
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I'ipura 2.32 - Eteitos da associagdo entre o aco ¢ concreto: (a) efeito de arrancamento, (b) efeito de
enryjecimento a tragao e (¢) efeito de pino.

O caso (a) apresentado na figura mostra o fendmeno de arrancamento que ocorre
na regiao dos apoios de vigas sujeitas a esforcos cortantes elevados ou nas zonas de
ancoragem das armaduras. No MEF o efeito de arrancamento ¢ modelado através de
molas discretas ou distribuidas, que stmulam as forcas de contato nas faces das barras
cujas caracteristicas sdao obtidas em testes de arrancamento [Ngo e Scordelis (1967)].

O caso (b) mostra duas fissuras adjacentes que se formam quando o concreto ¢ a
armadura sdo submetidos a tracdo. Devido ao fendmeno da aderéncia, o concreto entre

as fissuras permanece, ainda, com uma capacidade significativa de absorver aquele tipo
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de solicitagdo. Este efeito de enrijecimento, o tension stiffening, pode proporcionar um

aumento significativo na resisténcia a tracdo. O enrijecimento a traciio esta ilustrado nas

figuras 2.33 e 2.34 que apresentam resultados de analises experimentais
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Figura 2.33 — Comportamento experimental de barras em tragdo no concreto. [Proenca (1988)]

Figura 2.34

— Distribuigdo de tensdes no concreto fissurado. [Proenga (1988))]

Na figura 2.33 observa-se que a inclinagdo da reta de proporcionalidade entre a

tensdo e a deformagfo na armadura na regido inicial é muito maior do que aquela obtida

no caso da armadura 1solada. Com a fissuracfio no concreto nota-se no aco um aumento

rapido das deformacgGes

para pequenos acrescumos de tensao devido a transferéncla dos

esforcos de concreto para a armadura. Assim com o progresso da fissuracio, a tendéncia

da armadura ¢ a de adc

1ss0 a diminui¢cao da col

uirir um comportamento de armadura 1solada, mostrando com

aboracao do concreto na resisténcia a tracdo. Na figura 2.34, a

variacdo da distribuigdo de tensdes na massa de concreto fissurado esta apresentada pela
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comparacao entre os valores das tensdes medias em secdes posicionadas em relacao a
hissura. Como visto, este efeito deve ser introduzido nos modelos, pois, ao desprezar o
enrljecimento a tragdo pode-se conduzir a uma subestimacdo da capacidade resistente da
gstrutura.

Em analises via MEF, utilizando-se 0 modelo de fissuras distribuidas, este efeito
pode ser considerado de uma manewra indireta na qual considera-se uma reducio
progressiva da resisténcia a tragdo com o aumento das deformacdes, da mesma forma
apresentada para o amolecimento (fension softening) no caso do concreto simples. Uma
maneira alternativa de representar o tension stiffening, proposta iniciaimente por Gilbert
e Warner (1978)' ¢ aumentar o médulo de elasticidade do aco. Porem, como mostrado
por Hu ¢ Schonbrich (1988)' esta representacdo é menos eficiente quc a alteracao da
relagio tensdo-deformacio do concreto.

Num modelo de fissuras distribuidas estes dois conceitos, tension sofiening ¢
tension stiffening, estdo relacionados, mas devem ser diferenciados. O primeiro trata-se
de uma homogeneizagdo da resposta tensido-deformacao do concreto simples, que
descreve ¢ fenbmeno de formacdo de fissuras num sentido meédio, conforme ja
apresentado, empregado quando o controle € feifo por meio de consideragdes de fratura
do concreto. Ja tension stiffening ¢ um termo utilizado para descrever a interacdo entre a
armadura e o concreto assim que as fissuras sdo formadas, sendo simulado neste caso da
mesma torma que no primelro, em termos das propriedades médias do material. Estas
propriedades sao dependentes do espacamento entre as fissuras, da porcentagem de
armadura e da aderéncia entre os materiais. Estes dois efeitos podem ser considerados
simultaneamente, observando-se porém que o amolecimento se da na direciio normal a

fissura, enquanto o enrijecimento ocorre na direcio da armadura. O modelo de

Balakrishnan ¢ Murray (1988) apresenta esta propriedade homogeneizada combinada
para o caso em que estas dire¢des sfdo coincidentes. No entanto, a armadura pode
apresentar alguma inclinagdo em relagdo a fissura. Assim Ramaswamy er «f (1995)
incorporaram na representacio de fissuras proposta por de Borst ¢ Nauta (1985)", que
considera a deformacao total do concreto dividida em uma parcela devido ao concreto
ntacto ¢ outra devido as fissuras e o efeito do enrijecimento a tracdo com a utilizacio de

uma mola correspondentc na dire¢do da armadura.,

' Apud Barzegar (1993)
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Pode-se dizer que embora o objetivo dos modelos que incluem o tension stiffening
e O fension softening possam diferir, os efeitos numéricos sio similares. Na verdade
ambos 1nfroduzem a estabilidade numerica da solucdo, sendo por isso adotado em
grande parte dos modelos pesquisados.

O acompanhamento do fechamento das fissuras em funcdo da redistribuicao das
tensoes € feito por um critério analogo ao caso do concreto simples que consiste em
anular a deformacdo total. No caso de modelos de fissuras distribuidas, ha a necessidade
de um critério de carga e descarga, em funcdo da possibilidade de ocorrerem pequenas
descargas durante o processe de redistribuicdo de tensdes. Os critérios mais simples
admitem que a descarga acontece elasticamente sem a geracdo de deformacao residual.
Segundo Bicanic ef al (1993) na rcalidade alguma deformacio residual apods o
fechamento da lissura deve ser esperada, mas este procedimento € numericamente
estavel. Para que 1sso seja possivel o modulo de deformacio deve variar em funcio do
nivel de tensdo e de deformacdo no instantc da descarga. A figura 2.35 1lustra este
criterio de carga-descarga.

No caso (¢), figura 2.32, ha uma deformacio de cisalhamento apds a formacio da
fissura. As barras agem aumentando a resisténcia ao esforco cortante. O esforco cortante
pode ser transmitido no concreto armado fissurado através do intertravamento dos
agrcgados e do efeito de pino (dowel effect).

(O efello de pino tem origem nas barras que atravessam uma fissura sujeita a
deslocamentos relativos devido a forca cortante. Embora a funcio primeira destas barras
seja resistir aos esforgos devido a flexdo, elas poderdo colaborar de modo significativo
na resisténcia a forca cortante. No caso de pecas que tenham quantidade deficiente de
armadura transversal este efeito pode ser diminuido devido aos diferentes modos de
ruptura assoctados a flex3o localizada da armadura. Um desses modos de ruptura ¢
gerado pela pressdo das barras longitudinais sobre o concreto do cobrimento,
provocando uma fissuracio horizontal adjacente as mesmas. Associado a esse modo de
ruptura esta um outro decorrente do escoamento da barra por tracdo ¢ flexdo locais
exageradas. No caso de armadura transversal em quantidade msuficiente, a ruptura pode

ocorrer tambem por escoamento do estribo.

' Apud Ramaswamy (1995)
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Figura 2.35 — Critério de carga-descarga do concreto em presenca da armadura

O efeito de intertravamento dos agregados que ocorre quando hd um
deslocamento relativo entre as faces irregulares das superficies da fissura, também é
responsavel pela transferéncia do esfor¢co cortante. Este deslocamento sé é possivel por
um aumento na abertura inicial da fissura, entretanto, a transmissdo da forca cortante sé
sera efetiva na medida em que haja impedimento a separacio das superficies da fissura
que podera ser exercido pela massa de concreto que envolve a fissura ou por intermédio
de barras de armadura que a atravessam. E interessante acrescentar que o efeito de
mtertravamento dos agregados € o maior responsavel pela resisténcia ao cisalhamento,
pois com o aumento das fissuras o esforco de pino ¢ rapidamente esgotado. A presenca
do estrtbo melhora tanto a contribuicao do esforco de pino quanto o intertravamento dos
agregados; o confinamento cvita a perda de aderéncia devido ao fendilhamento. Assim
o tamanho dos agregados, a abertura micial da fissura e a taxa de armadura que a
atravessa sao alguns dos componentes na resisténcia ao cisalhamento.

O efeito de pino pode ser incorporado em um modelo usando uma rigidez
transversal equivalente ¢ uma resisténcia ao cisalhamento para o concreto fissurado, da
mesma maneira proposta para o efeito de intertravamento dos agregados em modelos de
fissuras distribuidas fixas na se¢io 2.2.2. Ottosen (1980)' modelou o efeito de pino
retendo uma por¢do do modulo de elasticidade transversal do aco, e, em suas
conclusoes, sugere que este efeito deva ser tratado airavés da rigidez a flexdo ao invés
da ngidez ao cisalhamento.

A presenca da armadura também altera a configuracdo das fissuras. Segundo
Balakrishnan e Murray (1988a), no caso de lajes com taxa de armadura

significativamente diferente nas duas direcdes, os resultados experimentals de Vecchio

' Apud Barzegar (1993)



e Collins (1982) e analiticos .de Gupta e Akbar (1984) mostraram que, num sentido
medio, a dirc¢do das fissuras se alteravam com o carregamento e o comportamento do
material era dominado principalmente pela dire¢do recente da fissura do que pela
dire¢do 1mcial desta. Barzegar er «l (1993) afirmam que, mesmo painéis
1sotropicamente armados mas com a armadura orientada segundo angulos que diferem
de +/- 45° ou 0/90° em relagdo as direcdes principais de carregamento, fissuras
adictonails ndo ortogonais podem desenvolver-se.

Os modelos de fissuras distribuidas fixas sfo baseados no conceito da deformacio
total. Esta aproximacgdo tem duas desvantagens. A primeira € que quando uma relacio
total entre tensdes e deformagdes € adotada, ndo € possivel combinar a fissuracdo com
outras ndo linearidades como a plasticidade e a deformacdo lenta. A segunda & que o
modelo de fissuras fixas, como mostrado na secdo 2.2.2, assume que, apds alcancado a
tensdo maxima, a direcdo do plano da fissura ¢ mantida fixa. No entanto, quando um
modelo de amolecimento ¢ adotado, a tensdo normal residual que age na fissura ¢ a
tensao de cisalhamento podem levar a valores de tensdes principais que podem exceder
a resisténcia a tragdo em uma direcdo que difere da normal ao plano da fissura existente.
Esta rotacdo dos eixos de tensdes principais e a possivel viola¢do do critério de
resisténcla em uma nova dire¢do podem niao ser adequadamente tratados em uma
relacdo tensdo-deformacio total, o que pode levar a obtencio de tensdes falsas e tendem
a resultar em cargas de colapso quc superestimam a verdadeira carga de ruptura, como
pode ser visto na figura 2.36.

Algumas alternativas como, modelos de fissuras rotativas {(swinging-crack model
ou rotating crack model) [Rots (1988)', Balakrishnan ¢ Murray (1988a), Cunsfield ¢
Wilis (1989) e Feenstra e de Borst (1995)], modelos de fissuras multipias nfo
ortogonals [Ramaswamy ef al (1995) e d’Avila ¢ Campos (1997)] ¢ modelos plasticos
com o critério de escoamento de Rankine [Crisfield e Wills (1989) e Feenstra de Borst
(1995)] sdo utilizadas para melhorar os resultados obtidos com o modclo de fissuras

fixas.

' Apud Feentra e de Borst (1993)
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Figura 2.36 -~ Comparagdo entre curvas momento-curvatura experimentais com as obtidas
utilizando modelos de fissuras fixas e de fissuras rotativas. [Milford (1984}

No modeclo das fissuras multiplas, proposto inicialmente por de Borst e Nauta
(1985)°, a deformacio de tracdo do concreto fissurado € decomposta nas deformacdes
das fissuras e nas deformacdoes do concreto intacto entre estas fissuras. Esta formulacio
¢ bastante util pois o comportamento na interface da fissura pode ser tratado
independente do comportamento do concreto intacto entre as fissuras. Assim, as nio-
linearidades entre as fissuras podem ser consideradas utilizando diferentes modelos
constitutivos. Esta decomposi¢do da deformacdo implica que o concreto e a fissura
comportam-s¢ como uma associacdo de molas, como mostrado na figura 2.37 referente
ao modelo de Ramaswamy (1995). Em seu modelo, Ramaswamy ainda inchu o efeito
do tension stiffening na dire¢do da armadura ¢ o comportamento de amolecimento na
compressao do concreto fissurado sob estado de tensdo de tracdo-compressdo usando a
relagiio impirica dada por Vecchio e Collins {1986)°.

Para um modelo em elementos finitos, as multiplas fissuras ocorrem nos pontos
de mtegracdo. Novas fissuras se formam a medida que as tensdes mudam de direcfo e
violam a resisténcia a tragdo em uma nova direcdo principal fechando as fissuras
existentes. Para o surgimento de uma nova fissura, dois critérios devem ser satisfeitos
simultaneamente: a tensdo principal de tracdo deve ser superior a uma tenso limite; e,
no caso de ja existir uma fissura prévia, o angulo entre a fissura existente e a tensio

principal de tragdo deve exceder o valor de um angulo limite.

' Apud Noguche et al (1993)
* Apud Ramaswamy et al {1995)
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Figura 2.37 — Representacio recldgica do concreto fissurado no modelo de Ramswamy (1993), (a)
tracdo uniaxial e (b) caso geral tridimensional

Bicanic et al (1993) realcam que, apesar do modelo de multiplas fissuras ser
provavelmente o modelo de fissuras distribuidas mais flexivel e sofisticado, ele possui
algumas desvaniagens. A primeira desvantagem desie modelo ¢ justamente a introducio
deste novo paramctro que deve ser fornecido pelo usuario. As respostas da estrutura
podem diferir dependendo do valor adotado para este pardmetro, pois este influencia na
rigidez ao cisalhamento do sistema de fissuras. Qutro problema ¢ o que deve ser feito
com a energia dissipada em cada fissura. Como apds a abertura de novas fissuras, a
fissura existente tende a se fechar, Rots (1988) sugerc que parte desta energia seja
transferida para a nova fissura. Pode-se citar ainda, os problemas que podem ocorrer
quando houver estados de tragdo e compressdo. Nesta aproximacio a raptura na tracfo ¢
tratada dentro do modelo de fissuras, mas a ruptura por compressio ¢ tratada de acordo
com os conceitos da plasticidade. Embora o modelo de fissuras multiplas seja
conceltualmente capaz de considerar os incrementos de deformagdes compostos de
componentes plasticas e elasticas, o algoritmo robusto resultante consiste num
problema. Finalmente a propria implementacdo do modelo de fissuras multiplas nao é
dircta, as alteragdes como, por exemplo, abertura de novas fissuras, fechamento e
reabertura dc fissuras existentes, podem resultar em diferentes respostas para diferentes
implementacdes.

O modelo de fissuras rotativas parte do mesmo conceito de uma relaciio tensio-
deformacao total dos modelos de fissuras fixas. A diferenca entre eles é que neste

modelo, proposto mmcialmente por Cope ef al (1980), as diregdes da deformacio
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principal maxima e da normal a fissura estdo alinhadas durante todo o processo. Assim
as direcOes da tensdo principal € da deformacio principal para o concreto fissurade sao
coincldentes durante todo o processo de fissuracdo. Apds a rotacdo da direcio da
deformacdo principal, a fissura existente ¢ 1gnorada nZo existindo, portanto, a
possibilidade de se modelar fissuras miltiplas simultancas.

Nos modelos de fissuras fixas, o fator [, referente ao cisalhamento, ¢
explicitamente 1nserido na matriz de rnigidez. Por outro lado, utilizando modelos de
fissuras rotativas, uma rigidez ao cisalhamento implicita naturalmente desenvolve-se a
parfir da rotacdo dos eixos principais de tensdes ¢ deformacdes e da necessidade de
coaxtalidade entre cles.

Desta forma, a maior vantagem do modelo de fissuras rotativas ¢ que ni3o ¢
necessario escolher um fator de retencao de cisalhamento. Noguchi e Schonobric (1993)
afirmam quc, no caso de lajes em que a taxa de armadura entre as dire¢des ortogonais
sdo bastante diferentes ou quando a estrutura ¢ submetida a um carregamenio nio
proporcional, exisie um consenso entre muitos autores que o modelo de fissuras

rotativas feva a resultados mais proximos dos experimentais, como visto na figura 2.36

|Cope et al (1980), Balakrishnan ¢ Murray (1988a ¢ b), Crisfield ¢ Wills (1989) ¢
Feenstra e de Borst (1995}].

Este modelo, como mostrado por Rots (1988), pode ser visto como um caso
limite do modelo de fissuras multiplas quando o dngulo limite ¢ 1gualado a zero. Assim
uma nova fissura surge a cada passo de carga enquanto a fissura existente ¢ apagada da
memorta. dSomente o dano que ocorreu, resultando na reducdo da capacidade de
absorver tensoes de lracdo, ¢ transferido a nova fissura. Para manter a coaxilidade entre
os tensores de tensdo ¢ de deformacdo ¢ necessario que a rigidez ncremental ao
cisalhamento total do sistema de fissuras e concreto, SG, seja 1gualado ao termo da
rigidez ao cisalhamento definida no modelo de fissuras rotativas:

pG=(o, —0,)/2s,, —€,) (2.27)

Todos esses fendmenos inerentes ao comportamento do concreto armado citados

ate aqui e a necessidade de se obter a estabilidade numeérica da solugao vém estimulando
0§ pesquisadores a inserirem estes aspectos especificos do comportamento do concreto

armado em seus modelos via MEF.

Inicialmente os modelos constitutivos para o concreto armado nas analises via
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MEF foram desenvolvidos para flexdo no plano, caso de vigas e pdrticos, seguindo-se

para os casos de flexdo fora do plano, placas ¢ cascas e postieriormente para o caso mais

geral tridimensional. Geralmente os materiais sfo representados independentemente e

combinados ao nivel do elemento ou com o uso de elementos distintos para cada
material.

Em funcido do comportamento uniforme do aco, ¢ ja bastante consagrado, nio se
encontra muita €nfase nos modelos constitutivos adotados para o aco nos trabalhos de
muitos pesquisadores. Geralmente, este € modelado como uniaxial, com comportamento
clastico perfeitamente plastico ou plastico com encruamento, empregandc-se diagramas
tensdo-deformacdo bilincar ou ftrilinear. Este ultimo ¢ preferivel, pois uma certa

inchinacdo do diagrama tensio deformacéo, apds o inicio do comportamento nio linear,

oferece estabilidade numérica. Segundo Darwin (1993) modelos significativamente
diferentes para o ac¢o freqlientemente produzem resultados i1gualmente bons para as
estruturas de concreto armado.

Basicamentc as formas para representacido da armadura em analises via MEF
podem ser atraves de material uniaxial equivalente distribuido, de elementos de treligas
conectados nos nds da malha ou com a utilizacio de um elemento uniaxial embutido em

um elemento finito, como pode ser visto na figura 2.38.

Yy~ Oy Elementos de trelica
XY
R .
Armadura 7 CE{ =
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g \/
G

Figura 2.38 — Representacido das armaduras: (a) e (d) distribuida, (b) discreta e (¢) embutida.
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No primeiro modelo, o aco ¢ representado por uma relacio constitutiva uniaxial,

que num modelo bidimensional:

™

do, | | pE, 0 0]de
ddo, = 0 0 0)deg, .

I

idf]zj -0 0 0 d;fl,}%

S R e - !

1 (2.28)
4

—

onde do, doy e dt2 s30 os ncrementos de tensao nos eixos locais, dey, dey e dypp sdo

os mcrementos de deformacdo nos cixos locais, p ¢ taxa de armadura ¢ Eg € a ngidez
tangente do aco. A matriz constitutiva ¢ adicionada a matriz do concreto. Esta técnica
tambem pode ser utilizada para adicionar o aco em camadas ou mtegrar elementos de
placas ou cascas. Varias camadas de aco com diferentes orientacdes podem secr
adicionadas no elemento finito.

No segundo modelo, o ago ¢ facilmente representado utihzando os elementos de
trelica disponiveis nos programas. Trata-se de uma representacdo mais realista, porem
possul a desvantagem de necessitar da comcidéncia dos nos da malha de elementos de
concreto com a posicao da armadura.

Nos modelos com armaduras embufidas, o ago ¢ representado por uma elemento
uniaxial insertdo em um elemento finite de concreto impondo-se a condicdo de
igualdade dos deslocamentos, tratando-se assim de um superelemento.

Utilizando o modelo em que o aco ¢ disperso pelo elemento, elementos
cstratificados sdo largamente cmprcgados nas analises envolvendo ndo-lineandades
fisicas de estruturas de concreto armado, Hand et al (1973), Proenca (1988),
Ramaswamy ef al (1995) e Feenstra ¢ de Borst (1995). Nestas analises o elemento ¢
dividido em camadas superpostas, compondo a altura da se¢ao transversal, adotando-se
algumas camadas com propriedades do concreto ¢ outras contendo as caracteristicas do
aco. As camadas de aco tem espessura proporcional a quantidade de barras presentes
naquela regiao sendo distrbuida sobre a area do elemento, estando assim
necessariamente contidas em planos paralelos. Com o modelo em que o aco € disperso
pelo elemento as armaduras sdo também modeladas distribuidas em elementos solidos
como nos trabalhos de Barbosa (1997) € Quetroz ef al {1999).

Os clementos em camadas simplificam o processo computacional por tratarem as
variagoes das propriedades do material internamente ao elemento, de forma implicita.

No entanto, ndo permitem que se calculem adequadamente as tensdes e deformagdes de
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cisalhamento por niio permitirem variacdes nos deslocamentos transversais ao longo da
espessura. Para melhorar a representacdo das tensdes de cisalhamento ao longo da altura
da seclio transversal, Figueiras ¢ Owen (1983) propuseram ifatores de correcio da
rigidez ao cisalhamento baseados em condi¢do de energia.

Alternativamente a este modelo, Barzegar (1989)' introduziu um modelo de
estratificacdo explicita, em que a secdo transversal € dividida em elementos finitos
distintos, cada um composto unicamente de concreto ou de aco. A compatibilidade é
garantida por meto de restricdes as variaveis de deslocamentos dos elecmentos
adjacentes ao longo de uma linha vertical, de forma a garantir a flexibilidade ao
cisalhamento através da se¢o transversal. O inconveniente desse processo € o aumento
- do estorgo computacional em fun¢do do uso de um numero maior de elementos.

Em todos os modelos de representacido para a armadura descritos acuma, admite-se
a aderéncia perfeita, 1ignorando-se o deslizamento entre a armadura e o concreto. No
caso do modelo com armadura distribuida a aderéncia perfeita estad garantida pela
superposicdo das matrizes constitutivas do aco € do concreto € no caso de se utilizarcm
elementos distintos, esta garantida pela compatibilidade dos deslocamentos dos nos.

O aspecto mais importante da aderéncia € a sua relacdo com o desenvolvimento
das fissuras. Ao ocorrer a formacio da fissura, as tensdes no concreto sac liberadas e
passam a ser absorvidas peias barras de ago. Estas tensdes sfio entido transferidas ao
concreto intacto entre as fissuras por meio de tensdes de aderéncia na interface do
concrcto com o ago. Para as barras nervuradas, a aderéncia se deve primordialmente as
tensdes de cisalhamento que se desenvolvem ao redor da barra entre as mossas € no
contato entre a face da mossa e o concreto.

As normas de dimensionamento de estruturas sdo baseadas na hipétese de que nio
ocorrera ruptura por perda de aderéncia. Embora seja reconhecido que ocorrera a perda

de aderéncia localmente nas proximidades das fissuras, as estruturas sao projetadas de

forma que as barras de ago sejam adcquadamente ancoradas A ruptura da estrutura ¢
determinada por outras causas como a flex3o ¢ o cisalhamento. Por isso, muitos dos
modelos desenvolvidos para analises via MEF consideram aderéncia perfeita. O
trabalho experimental de Choi et al (1991)' mostra que o deslizamento que ocorre entre

a armadura ¢ o concreto tem um erfeito reduzido no comportamento carga-deslocamento

' Apud Ramaswamy ef al (1995)
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e, segundo Stevens et al (1991)', a ndo ser que o modo de ruptura seja por perda de
aderéncia, modelos que desconsiderami este deslizamento ndo causam um erro
significativo na determinacio da resposta carga-deslocamento.

Apesar disto, muitos estudos procuram investigar o efeito da interacdo entre o aco
e 0 concreto. A aderéncia ¢ inserida em modelos de armadura discreta e distribuida. No
primeiro caso, elementos especiais de ligacdo sdo usualmentc utilizados, como no
trabalho de Ngo e Scordelis (1967). Segundo Keuser ¢ Mchiomn (1987) ' elementos que
representam o escorregamento continuo apresentam melhores resuitados que elementos
de hgacdo discretos. No caso de armadura distribuida, a aderéncia € inserida na matriz
constitutiva, como por exemplo, ao se considerar o tension stiffening, como nos
trabalhos de Ramaswamy et af (1995), Feenstra e de Borst {1995), dentre outros.

Segundo Darwin (1993), a importancia destes modelos € questionavel. O trabalho
de van Mier (1987)' mostrou que a aderéncia ndo € relevante no comportamento carga-
deslocamento de um consolo curto de concreto armado. Balakrishnan et @/ (1988b)
utilizaram elementos de aderéncia ¢ concluiram que a representagdo da aderéncia
somente tol importante para vigas criticas ao cisalhamento.

Como apresentado, nos modelos em que a aderéncia € considerada, geralmente ¢
mserida como uma propriedade do material, ignorando o efeito do movimento relativo
entre a barra de a¢o e o concreto.

Considerando-se o comportamento do concreto armado a compressao,
diferentemente dos primeiros modelos que representavam-no como um material elastico
hnear, atualmente a maioria dos modelos incluem procedimentos para representa-lo
como um material de comportamento nao-linear. No entanto, de acordo com Darwin
(1993), quanto mais importante for o escoamento do ac¢o e a fissuracdo do concreto no
comportamento da estrutura, menos importante sdo os detalhes do modelo constitutivo
do concreto a compressdo. Este torna-s¢ mais significativo no caso de estruturas
submetidas a carregamentos ciclicos. Os modelos mais amplamente adotados sdo os
modelos plasticos com encruamento ¢ uma condigio de esmagamento, Cervera e Hinton
(1986), Figueiras (1986), Cope er af (1980), Hand ef al (1973), Proenca (1988), Corréa

(1991), Barbosa (1997) ¢ com menos freqliencia com amolecimento, Balakrishanam ¢

Murray (1988a), d’Avila e Campos (1997) ¢ Ramaswamy et a/ (1995). Feenstra ¢ de

' Apud Darwin (1993)
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Borst (1995) apresentam um modelo em que o comportamento na compressio € descrito
atraves da encrgia de fratura.

Balakrishnan e Murray (1988a) sugerem um modeclo que inclui o endurecimento e
o amolecimento na compressao. Neste modelo ¢ adotada uma relaciio tensio-
deformagdo homogeneizada considerando o ganho de resisténcia e ductilidade devido
ao confinamento proporcionado pela presenca da armadura fransversal, bastante
relevante para estruturas com elevadas taxas de armadura transversal, que rompem por
ruptura da biela comprimida. Em suas conclusdes afirmam que a resisténcia a
compressdo do concreto apos a fissuracdo exerce maior influéncia na carga de ruptura
para vigas parede e para pain¢is com elevadas taxas de armadura. O modelo de
Freenstra e de Borst (1995) adota uma resisténcia a compressio reduzida de 20% para o
concreto armado submetido a estados biaxials de tragdo e compressdo, pois admite-se
quec a resisténeia a compressao do concreto simples ¢ influenciada pela fissuracio na
dire¢io lateral. Este fator foi adotado por Freentra (1993)" apds cuidadosa anélise dos
dados experimentais de Kollegger € Mehlhorn (1990}

Na mailoria dos modelos encontrados, todas estas caracteristicas do concreto
armado apresentadas sdo representadas com maior ou menor grau de sofisticacio.
Muttas vezes o objetivo das analises realizadas é determinar quais fatores dos modeclos
constitutivos propostos seriam mais relevantes na determinacio do comportamento dos

diversos tipos de estrutura.

' Apud Freenstra ¢ de Borst (1995)
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CAPITULO 3 - O SOFTWARE UTILIZADO

O soltware utilizado neste trabalho ¢ o LUSAS, um sistema genérico para analise
estrutural € de campo através dec elementos finitos contendo uma vasia biblioieca com
mais de cem elementos.

Para analise estrutural estd@o disponiveis facilidades para analises estiticas e
dinamicas hneares, ndo-lineares fisicas e geométricas. No caso de analises com nio-
lincaridades fisicas uma variedade de modelos constitutivos estdo disponiveis. A
preparagdo dos dados € a anélise dos resultados sdo feitas com o auxilio grafico do pré e
pos-processador MYSTRO. Em versdes mais recentes, o MYSTRO passou a ser
chamado MODELLER.

Uma variedade de modelos constitutivos ndo-lineares que consideram a
plasticidade dos metais e o comportamento fragil do concreto estdo disponiveis. Nas
analises que estdo apresentadas no préximo capitulo, varios modelos constitutivos que
possibilitam a consideragdo das ndo-linearidades ja mencionadas, inerentes ao
comportamento do concreto, foram utilizados. Assim os modelos elastoplasticos
baseados nos critérios de Mohr-Coulomb, Drucker-Prager ¢ von Mises modificado, o
modelo biaxial para o concreto incluindo o amolecimento a tracio e o modelo de dano
foram utithizados. Os modelos elastoplasticos que utilizam como critério de escoamento
as superficies de Mohr-Coulomb, Drucker-Prager e von Mises modificado sio
alternativas adotadas por reproduzir caracteristicas do concreto como as diferengas no
comportamento a tragdo e a compressdo ¢ a dependéncia da pressdo hidrostatica. No
entanto, sabc-se que a superficie de Willian-Warnke de cinco parametros ¢ a que melhor
reproduz as caracteristicas experimentals observadas nos ensaios do concreto, porém

mfelizmente a mesma ndo encontra-se disponivel no programa.
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3.1 Modelos elastoplasticos

As analises ce¢lastoplasticas realizadas sdo caracterizadas por um critério de
plastificacio, por uma regra de fluxo associativa € uma regra de encruamento. Dentre os
criterios de plastificacdo disponivels foram utilizados os de Mohr-Coulomb, Drucker-
Prager ¢ von Mises modificado para o concreto € o de von Mises para o ago. Estes
criténos estdo destacados a seguir de maneira muito sucinta.

Segundo o critério de Mohr-Coulomb, a plastificacdo num ponto ocorre uma vez
atingindo um valor limite de tensdo de cisalhamento que por sua vez ¢ dependente da

tensao normal atuante no mesmo plano. O critério € governado pela seguinte expressao
; el

!T':g—gfgqp (mj'l)

onde ¢ ¢ o angulo de atrito interno e ¢ a coesido do material. Este critério considera a

capacidade resistente ao atrito intermno como responsavel pela resisténcia do material.
Este resiste atraveés da coesdo (na auséncia de tensdo normal) e pelo atrito interno que se
desenvolve na presenga de tensGes normais. Em funcdo dos invariantes de tensdo o

critério se escreve (€ ¢ o angulo de Lode, 0 < §< 1/3)

. 3.2
F(cr,rf):isengﬂ\/Z(cosﬁm—l—senésen@)uccosé:0 5-2)

3 V3

onde a coesao ¢ o angulo de atrito mterne dependem do parametro de encruamento x
No espago das tensOes principais, o critério € representado por uma superficie piramidal,
cuja scgdo transversal € um hexagono nrregular, conforme se mostra na figura 3.1.

Pode-se demonstrar que as resisténcias a compressdo simples (7.) e tracio simples
(/;) sao dadas por

2cCO8Q (3.3)
| —seng

- 2ccosy
1+seng

J: e .=

Assim, os dois parametros do material fornecidos nas anélises podem ser determinados.

Uma regularizacdo da superficie de Mohr-Coulomb foi proposta por Drucker e
Prager € se constitut em um cone que pode ser ajustado de modo a estar inscrito ou
circunscrito a piramude wrregular de Mohr, figura 3.1. Sua expressdo matematica

apresenta-se na forma de uma modificacido da expressio de von Mises acrescentando

uma parcela relativa ao pruneiro mvarlante

F(o,k)=al, +\J, ~k=0 (5-4)
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onde o € &k sdo constantes positivas relacionadas a ¢ e ¢, e com valores particulares para
cada caso de aproximacido desejado. Assim, fazendo-se coincidir os meridianos de
compressao dos dois critérios, obtém-se
6CCOS ¢ 2cos@ (£.5)
K=—= e a=
v3(3—seng) V3(3 —sen )

para o caso Implementado em que o cone circunscreve a piramide.

Para os dois critérios apresentados a evolugfio da superficie de escoamento pode
ser relacionada com a alteracdo dos parametros fisicos do material. O encruamento ¢

definido com a variacio do atrilo interno ¢ da coesio com a deformacio plastica.

Drucker-Prager

AN

G) (o)

Figura 3.1 - Superficies de escoamento de Mohr Coulomb e de Drucker Prager (a) no espaco das
tensdes principais e {b) no plano desviador

O critério de von Mises € o critério de escoamento mais universalmente utilizado
para o materiais metalicos por apresentar uma grande concordancia com os resultados
experimentals. Von Mises admitiu que a plastificagdo ocorreria uma vez que a tensio

octacdrica de cisalhamento no ponto fosse alcancada. Assim, a superficie inicial é

definida como

F(0,6) =3, —k=0 it

Um cnténo de von Mises modificado € definido por tensdes de escoamento 1guais
em cada uma das trés componentes de tensao para tensoOes de tracdo € compressdo. Caso

a tensio de escoamento a tracdo se¢ja 1gual a de compressio, o critério padrio de von
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Mises ¢ restabelecido.

Para os critérios de von Mises o regime de encruamento € reproduzido através de
um critério para evolucao das superficies, de plastificaciio e potenciai, no espaco das
tensoes. Essa evolucdo ¢ reproduzida com base numa relacio entre tensdo cfetiva e
detormacdo plastica efetiva definida a partir do comportamento uniaxial do material.

Nas andlises elastoplasticas utilizando estes critérios, a fissuragdo € substituida
por um processo de escoamento, que, embora limite o crescimento das tensdes de
tragdo, ndo permite seu anulamento resultando em modelos que conduzem a estrutura a

um comportamento mais rigido que a estrutura real.

3.2 Modelo biaxial para o concreto

O modelo biaxial para o concreto apresenta-se como o mais apropriado para
analises planas de concreto armado. O modelo considera a diferenca entre as
resisténcias a tra¢do ¢ a compressdo, o amolecimento a tragcdo (strain softening) ¢ a
transferéncia do cisalhamento atraves da fissura utilizando o conceito da fissuracéio
distribuida. O comportamento do concreto € considerado elastico linear na compressio.

A superticie de ruptura na tracdo € definida, na tragdo biaxial, pelo critério da

maxima tensao de tragdo como, figura 3.2:
F=0o-f <0 e I, =0 ,~{, =0 (3.7)

¢, para estados de tragdo-compressdo, por uma extrapolacdo linear entre a resisténcia a

tragdo umaxial (f,) e a compressdo unmiaxial {f.) como:

(3.8)

I =0, j} (f, +0,) <0 & on'z—-?i—(ff +0,) <0

Nestas expressoes o7 € 0» sa0 as tensdes principals no plano.
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Tracao-Compressao Tracdo biaxial

Compressio biaxial ; Tra¢ao-Compressao

Figura 3.2 - Superiicie de ruptura para o modelo de concreio

Quando a combinacdo das tensdes principais violam o critério de ruptura, a
fissuragdo 1nicia-se perpendicular a direcio da tensdo principal. A relacfo tensfo-
detormacdo 1sotropica ¢ substituida por uma relagdo ortotropica com os eixos de
ortotropia dcfinidos na direcdo normal e tangencial a fissura. O sistema de eixos local
das fissuras estdo apresentados na figura 3.3. O modelo possui uma opc¢do que permiite
que as fissuras secundarias ocorram em uma direcdio ndo ortogonal em relacdo as
fissuras primarias. Um angulo hmite de 30° define o minimo permitido entre os planos
da primeira e a secunda fissura ¢ ¢ usado para evitar que uma fissuracio incorreta seja

detectada no caso de pequenas rotacdes do estado de tensdes principais. No entanto,

embora os planos das fissuras sejam ndo ortogonais, o método de determinacio de
tensOes ndo considera o efeito acoplado de suas interagdes.

Uma vez formadas, as {issuras sido consideradas fixas no restante da analise,
enfretanto e¢las podem abrir ou fechar no caso de inversao das cargas.
Na direcdo paralela a fissura a componente de tensdo é calculada a partir da

relacdo elastica:

A

v

Na direcdo normal a fissura, a relacdo entre a tensido na fissura e a deformacao &
funcao do diagrama de amolecimento, que pode ser linear ou exponencial, como

apresentado na figura 3.4.

73



Y A vy A

O
v « 61
i
s rd
- 5 __.-'.f - 2 ) e
S . ““n_ﬂ_ s I 7 o oo™ ; 5
H‘“\H % f.f”f IP fj 3 H_}";.:’
7 ,;Jl I P ;"x @
( a ) . 3 '--._"-.x_x. G‘ i j_{;{j = ___:-"--" -..-H
S : R A
2 ‘ 5 ™ : b \ "';ﬂx .-"'-..-".';f ,»-"f
"5 4 .x.x‘x X H". . f{r:f
v~ ~ %o 1 i X
o oz - WA -
Y 4« °7
G’l
< O 4
1
“-Il__..- -.-.R 5 r ) - ;.}- !
( b ) ot ___T;,:’ i L
::x " "IMHH{#’_"AI = | ; -
f!_, ;: 5 ;’:5 62 #_,_,f"f.. a3
W o o ; 3
Gz 7 G ‘ M“‘}_.__,..-' e % {j ; ‘ ; _,.-"" / -
\h . _.-'" _.--"'-i I = -
A ™. ? ; H“{- ’ ot -f -, ! X 2 ""--._ K\““._ r/ =t o g . X
' R T -
HH— o ._._____h. T = - _ -__

Figura 3.3 — Modelos para fissuras (a) fissura unica ou dupla espotanca ortogonal (b) fissura
subsequente ortogonal ou ndo ortongonal
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Figura 3.4 — Modelos amolecimento. (a) linear e (b) exponencial

Utilizando-se o diagrama de amolecimento linear, a variacdo da tensio com a
deformacio ¢ funcdo de um parametro o que relaciona a deformacio nicial na fissura

com a deformacdo ultima de tracdo por:

P (2.10)

el crack

onde
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I (3.11)
Ecmck — E

As fissuras sfo consideradas completamente abertas, ndo ocorrendo transmissio

de tensdo, quando a deformacdo na fissura supera a deformacio ultima de tracio.

A determmacdo deste parametro € incerta, dependente do tipo de aplicacdo, €, em
certos problemas pode ser critico. O programa sugere valores entre 5 a 50 dependendo
do modo de ruptura: no caso de comportamento predominante de cisalhamento, baixos
valores de o sdo apropriados; para os casos de flexdo dominante, vaiores elevados de o
sd0 mais efetivos.

O criterio de carga e descarga admite que a descarga acontece elasticamente sem a
geracdo de deformagdo residual. Assim o mdodulo de elasticidade varia em funcédo do
nivel de tensdo e de deformacgao no instante da descarga. Se a deformacao normal atual
de tracdo ¢ malor que a deformacio anterior de referéncia, entio a fissura & considerada
aberta. A tensao normal ¢ entdo avaliada usando a curva de amolecimento. Uma
deformag¢do normal de tragdo menor do que a deformacido anterior de referéncia
significa que a fissura esta parcialmente fechada. Neste caso a tensio normal atual é

calculada por:

o) (3-1.2)

ref

o, =
5 g

ref

X

que corresponde ao descarregamento elastico. Uma fissura que passa por uma
deformacio normal de compressdo € assumida estar completamente fechada e a tensao

normal € calculada usando a relacdo elastica:

o, = B g (3.13)

)

Como alternativa ao modelo de amolecimento linear estd o modelo de
amolecimento exponencial onde a deterrmnacio da curva de amolecimento € funcgioc da
energia de fratura (ydefinida como uma propriedade do material. Além disso, ¢ funcéo
tambem da area do elemento, representada pelo seu comprimento caracteristico /..
Dessa forma, associando o diagrama a malha adotada, supera-se o problema ja bastante
reconhecido de resultados dependentes da malha neste tipo de analise.

A tensdo reduzida agindo normal a fissura ¢ obtida a partir da curva de

amolecimento exponencial dada pela figura 3.4(b).
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Eoacs = (3.14)
c,=fe °

A aproximagdo da energia da frafura assume que a tensdao em um ponto de (Gauss
¢ diretamente relacionada com a energia da fratura do material, onde a energia da

fratura ¢ definida como a energia necessaria para criar uma area unitaria de superficie

fissurada, 1.c.

G,= J.c:r(w)dw (3.15)

r

onde w ¢ a abertura da fissura e Gy € uma medida direta da propriedade fisica do
matcrial.
Pode-se relacionar a abcertura da fissura diretamente com a deformac¢do normal

atraves de comprimento caracteristico, 1.¢.,

w=1{,& . (3.16)

lgualando a energia liberada neste dominio numeérico com aquele na superficie
fisica fissurada, obtém-se o pardmetro de amolecimento como uma funcio da energia da
fratura:

m - G (3.17)
G,= jowydw= | of  de=1[_f Je * de=I,f a = a= /
& r‘:':'.'rr:r % E{ ¥ f; Z.’_T.ﬁ}_

O comprimento caracteristico € calculado para problemas bidimensionais a partir

da area do elemento utilizado, como

Ly =(4) =

Uma vez que uma fissura se forma no concreto, a capacidade para a transferéncia
de cisalhamento na fissura € modelada através da reducdo do mddulo de deformacio
transversal, &, empregando um fator 5. Como apresentado no capitulo 2, este fator além
reduzir as dificuldades numéricas simula o efeito do intertravamento dos agregados.

Para o concreto nédo fissurado f vale 1.
TIIFIzﬁGy II‘L*'. (3'1 9)

Do1s metodos estdo disponivels no LUSAS para a determinacdo de 4. Um método
assume que o lator de retengdo de cisalhamento ¢ constante para uma dada analise,

sendo 0 mesmo um parametro de entrada, defimdo como (figura 3.5a):

[=1 para £< & (3.20)

rack
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.ﬁ:ﬁinput para & 2 &

crack

Um segundo modeclo relactona f com a magnitude da deformacdo uma vez que a
deformacdo de inicio da fissuracdo ¢ excedida. Trata-se de uma opc¢ado mais rcal pois a
capacidadc da fissura transferir tensdes de cisalhamento diminui com o aumento da
deformacio perpendicular ao plano da fissura. Proximo da deformacdo ultima de tracao,

o valor de ftende a zero, como viste na figura 3.5b, sendo A definido como:

p=1 para ECE (3.21)
- \‘.K
5_] _ gs:.rack [ ara >
o ) t par &£ rack
e o
sendo K um parametro de entrada.
ot G‘"
G G
| _ N oD
R
i s g e
| 'y
& ke ¥ sk ilt." :
|
pre-fissuracao pos-fissuragio pre-fissuragdao " pos-fissuracio
(a) f constante (b) £ variando com a defornmacio

Figura 3.5 - Modelos de retencao de cisalhamento disponiveis no [Lusas

3.3 Modelo de dano

Em funcio da presenca de microvazios ¢ microfissuras em sua composicdo, o
concreto ¢ tambem estudado pela teoria do dano, que ¢ desenvolvida visando
representar a degradacdo da rigidez. No 1tem 2.2.5 fo1 apresentado o modelo de dano de
Mazars (1981) baseado na equivaléncia em deformacgdo. No LUSAS esta implementado
um modelo de dano elastico escalar, no campo das tensdes, basecado na equivaléncia em
energia, onde o dano ¢ determinado a partir da norma da energia elastica complementar

e representado pela variagcdo de um parametro escalar.

Basicamente a formulacido consiste na determinacdo de um pardmetro que define
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0 1nicio do dano e uma regra de fluxo de dano que define a degradacao da ngidez
elastica. Para o caso do concreto, deve ser utilizado o modelo de Oliver ja que 0 mesmo
considera a diferenga entre as resisténcias ao dano a tragdo ¢ a compressio.

O velor de deformacgdes ¢ decomposto em uma parcela de deformacoes elasticas ¢
outra de deformacdes plasticas. O cfeito do dano age sobre o vetor de deformacdes
elasticas, sendo assim o modelo pode ser combinado com um modelo plastico para o
acompanhamento das deformacdes plasticas.

As deformacgoes elasticas sdo dadas por:

/ 1 "W (%Eﬁ’ﬂ (3.22)
1-d ) dc

,{i:

.-‘-‘r.-.__-

onde:

_. (3.23)

1
@ﬂ(g)ﬁc@e o)

¢ a energla complementar elastica, e d, a variavel de dano. Nestas equacdes ¢ € a matriz

de tensdes e [ a matnz de rigidez clastica nicial.

Nestas analises um par@metre limite que controla 0 micio do dano, que pode ser
interpretado analogamente a funcdo de cscoamento em analises elastoplasticas, ¢
definido como:

", (3.24)

sendo ¢y, a tensio de tracdo na qual o dano micia ¢ £,, o modulo de elasticidade 1nicial.

O cnterio de dano e implementado pela funcdo de energia complementar:

' (3.25)
Bloc' Dg) -1, <0

g —

em que 7, ¢ a norma atual do dano dada pelo maior valor entre »4 ¢ a norma atual da

energia complementar.

O fator f vale:
s 2, (3.26)
P o)
7
Sendo

o 2Pdoy Lo s o’ (3.27)

9 — — = o Fl = .!

o | +|o, | +|o;] o
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onde:
o4 © oy sdo as tensdes na qual o dano inicia na tracio € na compressio,
respectivamente, e,

o, seo, >0 (3.28)

<O, >=A
G seo, <0

A tuncdo de evolucdo do dano ¢ dada por:

3.29)
d:G(f;.)tl—r—ﬂe}{p[A(l_i)] ( ,
-

.

Para o material sem dano, G(r)=0. O pardmetro caracteristico do material, 4, que

controla a evolucao do dano ¢ dado por

(3.30)

(G E, I}
!
I

A:! -
I (o) 2)

onde Gy ¢ a energla de fratura por unidade de area e /;;, € o comprimento caracteristico

do elemento finito, determinado pela raiz quadrada da area do elemento.
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3.4 Procedimentos para solucdes nio-lineares

A solugdo das analises ndo lineares via MEF ¢ obtida a partir da solucio da
cquacao:

Ku=F-S§ (3.31)
onde K ¢ a matriz de rigidez global da estrutura obtida a partir da contribuic3o das
matnzes de rigidez de cada clemento, u € o vetor dos deslocamentos nodais € F e S sfio
os vetores das forcas externas e internas respectivamente.

Nas analises linearcs a matriz de rigidez ¢ constante, o que nfo ocorre nas analises
nao-lineares onde K ¢ S dependem dos deslocamentos e das tensdes na estrutura,
tormando a equa¢do acima ndo-linear. Isto ¢ a conseqiiéncia do comportamento nio-
linear da estrutura. Nas analises lineares o vetor S € nulo.

Para acompanhar este comportamento ndo-lincar, as forcas externas devem ser
aphcadas em incrementos. No inicio de cada incremento de carga, caso haja uma
convergeéncia perfeita, a diferencga entre as forcas internas e externas devem ser nulas.
Esta convergéncia perfeita nem sempre ocorre, assim essa forca residual ao final de
cada incremento ¢ transmitida para o proximo incremento. Isto leva a uma acumulacio
de erros que repcrcute na alteracido da curva carga-deslocamento com a obtencio de
cargas de ruptura superestimada.

Uma outra causa para cste afastamento das respostas em relacfio a solucdo cxata é
a ado¢ao do mctodo de solugdo puramente incremental, pois a maltriz de rigidez € obtida
a partir da linearizagdo das equacdes ndo-lineares no inicio de cada incremento de carga,
isto €, a matriz de rigidez ¢ tangente a curva carga-deslocamento apenas para um
incremento infinitesimal. Para reduzir estas diferencas sdo utilizadas iteracdes de
cquilibrio dentro de cada mcremento de carga. Assim, o procedimento preferivel para
solucdo de equagdes ndo-lineares € um procedimento incremental iterativo pela
aproximacdo que produz do equilibrio real.

Neste procedimento incremental-iterativo de solucdo das equacdes nio-lineares,

um incremento de deslocamento € inicialmente estimado por:
_ e 592
Au, =K '[AF+F, S ] (3.32)
onde o Indice 1 em Au indica que trata-se do valor estimado na primeira iteracdo para o

vetor de deslocamentos incrementais, ¥, ¢ o vetor de carga acumulado até o incremento
KO



n e AF ¢ o de incremento de carga. Da mesma forma, o indice » do vetor de forgas
mternas indica que este vetor € calculado usando as tensées no inicio do incremento de
carga, ,=Gy, OU $¢Ja, o valor da uitima iteracio:

S =[B'c dV, (3.33)
onde B ¢ a matriz de deformagao, ¢=Bu. A partir do vetor de deslocamentos
incremental Aw;, uma primeira estimativa do incremento de deformagio Agq pode ser
determinada e, entdo, o cremento de tensdes Acy a partir da matriz constitutiva. As
tensOes assim obtidas, apds a primeira iteracdo, sdo dadas por:

o =0 + Ao, (3.34)

(eralmente o vetor de forgas internas Sy, que € obtido a partir das tensdes ), néo

esta em equilibrio com as forgas externas AF+F,, ha assim a necessidade de corrigir os

deslocamentos:
du, =K '[AF+F S ] 2:83)
assim o mcremento de deslocamento apds a segunda iteracio € dado por:
Au,—Au, + du, (3.36)

Da mesma como foram obtidas as deformacdes e tensdes na primeira iteracio, sao
calculadas os valores de Ags e Ac,. A repelicdo deste processo pode ser sistematizado

COITIO.

du, =K AR+, S

Alqu,i e ‘A“J_i_ d“j+]

(3.37)
Ag. = BAu,,
Ac, = flAg;,)
G_;'I] — Gn T ﬁ(jj-—{

Este processo continua para um determinado mcremento até que as forcas internas
estejam em equilibrio com as forcas externas, ou seja, ocorra a convergéncia, dentro de
uma determinada tolerancia estabelecida.

A formulacdo apresentada acima descreve o procedimento de controle de carga
para aplicagdo do carrcgamento externo a estrutura. Uma outra alternativa € a aplicagio
de deslocamentos a estrutura, ou s¢ja, controle de deslocamentos. Esta ultima opg¢do ¢
recomendada por Bicanic ef af (1993) por conduzir a convergéncia mais rapidamente .
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Um dos procedimentos iterativos mais utilizados para a solucdo do sistema de
equacOes ndo-hineares ¢ 0 método de Newton Raphson. O programa LUSAS ofercce
quatro opgdes relacionadas a este procedimento. Na primeira, Newton Raphson pleno, a
matriz de rigidez € atualizada em cada iteragdo. De acordo com LUSAS (1997), para
problcmas de elevadas ndo-linearidades, este procedimento nio apresenta-se como o
mais adequado pois, além de exigir a atualizacdo e a fatoragdo da matriz de rigidez em
cada 1teragdo, tornando o processo bastante oneroso, a solucdo freqiientemente diverge.
Como alternativa, os procedimentos de Newton Raphson modificados apresentam-se
mats efetivos visto que o aumento do nimero de itera¢cdes por incremento para se obter
a solugdo € menos oneroso. A segunda opcdo mantém invariavel a matriz de rigidez
mtcial do sistema, metodo da rigidez nicial. A terceira opcédo procede a atualizacio da
matriz de rigidez tangente na primeira iteracio de cada incremento. Finalmente uma
quarta possibilidade atualhiza a matriz de rigidez tangente na primeira e na segunda
iteracdo de cada incremento de carga. Segunde LUSAS (1997), como a convergéncia
dos procedimentos de Newton Raphson modificado n3o ¢ quadratica, as analises
também podem divergir, porem em conjunto com método de line search produz um
algoritmo adequado a problemas com grandes nio-linearidades fisicas.

O método de [line search € um esquema de aceleracido dos processos incrementais
atraves do qual os algoritmos escolhem uma direcdo no espaco para busca de uma
melhor aproximac@o para solucdo procurada. Procura-se um escalar tal que,
multiplicado pelo vetor unitarto em certa direcdo, torma minima a encrgia potencial total
naquela direcdo.

Nos procedimentos de Newton Raphson o nivel do incremento de carga
permanece constante. Utilizande um controle de carregamento automatico, quando a
solu¢do ndo converge para um determinado nimero maximo de iteracdes especificadas,
o tamanho do mcremento pode ser reduzido. Este processo pode ser repetido de acordo
com 0 numero maximo especificado ao inicio da analise para as redugdes permitidas.
Quando a convergéncia ainda ndo ¢ atingida o tamanho do i1ncremento de carga é
novamente aumentado na tentativa de superar este ponto de dificuldade de convergéncia
na analise.

Este algoritmo torna-se meficiente quando € necessario a transposigcdo de pontos

limites, como maximos € minimos de cargas, pols nestes casos a ruptura coincide com o
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limite da capacidade da técnica de solucdo iterativa adotada, impedindo a determinacio
do mecanismo de colapso.

Para estruturas dc concreto em presenca do fendmeno de amolecimento, o método
do comprimente do arco pode ser um procedimento bastante util para determinacio de
todo comportamento carga-deslocamento.

A 1déeia basica deste procedimento € que o nivel de carga ndo permanece constante
em cada iteracdo, hd uma restricio ao avanco dos incrementos de carga durante as
iteragoes, forcando a convergéncia. O carregamento € alterado por um escalar em cada
iteracao, direcionando o canmunho de carga a seguir a trajetoria de um arco. O programa
possul duas varlacdes do método, o método do comprimento de arco modificado de
Crisficld € o método do comprimento dc arco de Rheinbolt . A figura 3.6 mostra o

mctodo de Crisfield para um sisterma com um grau de liberdade onde a solugio ¢

forcada a scguir uma superficie esfeérica definida no espaco dos deslocamento.

arco {esfera)

nivel de carga inicial

4 , K] carga convergida
carga | | /

lncrermento -{ e

de carga
comprimento do arco Al

e —— —]

/ deslocamento convergido

: iz 2
deslocamento

|‘ ncremento ..l

Figura 3.6 ~ Controle de carga pelo método do comprimento de arco moditicado de Crisfiled

O programa permite que a solucdo do sistema de equag¢des micie com um meétodo
que mantenha o mncremento de carga constante, e automaticamente converta para o
metodo do comprimento de arco baseado num parametro (CSTIF) que avalia a rigidez
atual que deve ser especificado no 1nicio da anélise.

Conforme apresentado, para que ocorra o término do processo Incremental

interativo, um criterio de convergéncia dcve ser estabelecido. A escolha da tolerancia
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admittda ¢ de grande importancia a fim de evitarem problemas como um numero
desnecessario de 1teragfes, no caso de uma tolerdncia pequena, ou obtencio de
resultados ncorretos, no caso de tolerancias maiores. Scgundo LUSAS (1997),
tolerdncias mais flexivels podem ser ecfetivas no caso de problemas com nio
hnearidade-fisicas em que valores maiores de residuos locais possam ser admitidos.
Estdo disponivels no programa seis critértos de verificagdo da convergéncia da solucgio
podendo ser adotados separadamente, ou em conjunto, sendo eles:

- Norma Euclidiana dos residuos (rdnrm): baseia-se na medida do vetor de forcas
descquilibradas. A norma dos residuos deve ser menor que uma porcentagem
preestabelecida do vetor das forcas externas correspondente ao incremento analisado.
Para evitar mnconsisténcia de dimensdes de deslocamentos e giros, usualmente apenas
graus de liberdade de translagdo sfo considerados. O programa sugere 0.1% para
problemas de ndo-linearidades geométricas sendo aceitiveis valores até 5.0 % para os
problemas com ndo-linearidades fisicas.

- Norma Euchdiana dos deslocamentos (dpmorm): A norma dos deslocamentos da
iteracdo deve ser menor que uma porcentagem da norma dos deslocamentos totais. Com
este criterio pode-se avaliar o acréscimo dos deslocamentos durante uma iteragio. Da
mesma forma que o critério anterior, para evitar inconsisténcia de dimensdes de
deslocamentos e giros, usualmente apenas graus de liberdade de translagcio sfo
considerados. O programa sugcre valores entre 0.1 e 1% como sendo considerados
razoavels;

- Norma FHuclidiana dos deslocamentos incrementais (dtnrm): A norma dos
deslocamentos da iteragdo deve ser menor que uma porcentagem da norma dos
deslocamentos do incremento. Da mesma forma que o critério da norma dos residuos
apenas graus de hiberdade de translagdo sdo considerados O programa sugere valores
entre 0.1 ¢ 1% como sendo considerados razoaveis:

- Norma do trabalho (wdnrm): O trabalho realizado pelas forcas residuais na iteracio
atual ¢ comparado ao do inicio do incremento. Como default LUSAS adota um numero
elevado;

-Raiz. quadrada da média dos residuos (rms): Este critério limita a raiz quadrada da
média dos quadrados de todos os residuos, sendo dependente das unidades utilizadas.

Como default LUSAS adota um numero elevado;

84



- Residuo absoluto maximo (mar): Este critério imita o residuo maximo absoluto no
problema. Da mesma forma que o critério anterior ¢ dependente das unidades utilizadas
E recomendado para problemas de ndo-lincaridades geomeétricas proximo aos pontos de
bifurcagdo. Como default LUSAS adota um niimero elevado.

Os recursos disponiveis siao bastantes amplos e diversificados e devem ser
escolhidos criteriosamente pois podem conduzir a obtencdo de resultados que ndo
reproduzem o verdadeiro comportamento da estrutura. No capitulo seguinte onde scrio
apresentados as estruturas analisadas, todos o0s recursos utilizados, as dificuldades

encontradas ¢ os procedimentos escolhidos apresentam-se justificados.

3.5 Elementos utilizados

Nos exemplos analisados as estruturas foram modeladas utilizando um dnico
elemento estratificado em camadas para representacao do concreto e do aco e utilizando
tambeém elementos continuos do tipo estado plano de tensao para o concreto ¢ clementos

de treliga para o aco. Uma descrigdo sucinta destes elementos € apresentada a seguir.,
3.5.1 Elementos de casca — QSLS

O elemento 1soparamétrico de casca do tipo “semiloof” é formulado a partir da
degeneracdo do elemento sdlido tri-dimensional. Permite a estratificacio em até 99
camadas para as quais podem ser atribuidos materiais ¢ espessuras distintas. Estes
elementos possuem 6 ou 8 nds, com graus de liberdade de translacdo u, v ¢ w nos nos
dos cantos e dos meios dos lados e rotagdes 8, ¢ O, nos nos localizados nas posi¢cdes 1/3
e 2/3 do comprimento do lado ({oof nodes) como visto na figura 3.7.

Fm tfun¢do da teoria originaria, o ¢lemento leva em consideracao as deformacgdes

de tlexdo e de membrana mas as deformacoes de cisalhamento sdo desconsideradas.



gura 3.7 - Configuracao nodal do elemento QSLE

O esquema de 1ntegragdo das mairizes dos clementos utilizado € a Quadratura de
(auss podendo ser escolhida regras de 2x2 pontos, 3x3 pontos ou 5 pontos. Ao longo da

espessura do elemento, para andlises linearcs a integracdo procede em 3 camadas, para
analises nao-lineares, em cinco camadas e, para modelos com elementos estratificados,

depende do numero de camadas utilizadas.
3.5.2 Elementos planos — QPMS$

O elemento 1soparamétrico plano, quadratico de 8 nos apresentado na figura 3.8

fo1 utilizado nas analises de vigas na discretizacdo do concreto.

6 5

s
Y
, ./c/ '

Figura 3.8 - Conligurac¢do nodal do elemento QPMS

O esquema de 1ntegracdo das matrizes dos elementos utilizado ¢ a Quadratura de

Gauss podendo ser escolhida regras de 2x2 pontos ou 3x3 pontos.
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3.5.3 Elementos de trelica - BAR3

O elemento 1soparametrico de trelica com 3 nds apresentado na figura 3.9 foi
utilizado nas andlises de vigas na discretizacio do ago.
O esquema de integragdo das matrizes dos elementos utilizado é a Quadratura de

(Gauss com 2 pontos.

- - X

['1gura 3.9 - Configuracio nodal do elemento BAR3

Todos os clementos citados podem ser empregados em analises estaticas e
dindmicas com ndo-linearidades fisicas ¢ geométricas, permitindo a utilizacdo de
modelos elastoplasticos. Analises lineares de estabilidade também podem ser realizadas.
Os elementos QSLE ¢ QPMSE também podem ser utilizados em analises com o modelo

de concreto e 0 modelo de dano e em analises nio-lineares de estabilidade.
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CAPITULO 4 — APLICACOES

Neste capitulo estdo apresentados quatro exemplos simples analisados com
0 objetivo de avaliar os modelos apresentados disponiveis no programa Lusas
para ¢ estudo do comportamento do concreto armado e o desempenho dos
clementos utilizados sem a pretensido de obter conclusdes definitivas. Em todos
os exemplos sdo feitas comparacdes com resultados experimentais e analiticos
obtidos por outros pesquisadores, procurando manter as unidades originais dos
trabalhos consultados.

Para o ag¢o, admitiu-se em todos os exemplos o comportamento
elastoplastico perteito, 1sotrdépico, com o critério de escoamento de von Mises,
ja bastante consagrado.

Nos exemplos dc viga foram utilizados, nido apenas o elemento
estratificado em camada, mas tambem elementos de estado plano de tensdes na
discretizacao do concreto e elementos de trelica na discretizacdo da armadura.

Quando da utilizacdo do elemento estratificado em camadas, o numero de
camadas e a malha adotados foram os mesmos da bibliografia consultada a fim
de mimimizar as diferencas entre as analises.

Na maioria dos exemplos o carregamento foi aplicado em incrementos
constantes adotando o algoritmo de Newton Raphson Modificado associado
com [line search Ppols mostrou-s¢ mails vantajoso apos exaustivos
processamentos preliminares realizados. Esta escolha poderia levar a pressupor
proccssamentos mais demorados, porém, o observado com a utilizacdo de
incrementos de carga pequenos fo1 que a solugdo sempre convergila sem grandes

oscilagdes. Em alguns exemplos permitiu-se o0 meétodo do comprimento do arco
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apos atingido o valor limite do parimetro CSTIF, comentado no item 3.4.

As toleranctas para os critérios de convergéncia adotados variaram enire
os exemplos ¢ assim estdo citados oportunamente.

Segundo Barbosa (1997), no caso do concreto, em virtude da natureza um
tanto i1mprevisivel de seu comportamento e da redistribuicdo de esforcos
decorrentes da fissuracio, expressivas mudancas ocorrem com freqiiéncla nos
modelos, levando a um enorme aumento do numero de iteragdes necessario para
que haja convergéncia, sem que 1sso afete necessartamente os incrementos de
carga subsequentes.

Um dos problemas observados ufilizando a incrementacdo automaftica de
carregamento fol que, ao passar por uma dificuldade de convergéncia num
determinado incremento, o passo de carga era reduzido a valores menores ate
que houvesse a convergeéncia. Dessa forma, os passos de carga posteriores
mantinham este pequeno valor, o que resultava em um numero excessivo de
passos de cargas, tornado a analise muito lenta. Segundo Foster (1992)',
relacionar o tamanho do incremento ao numero de iteragcdes requerido pelo
passo anterior pode ndo ser uma boa estratégia para um processo automatico de
calculo de incrementos, pols uma pequena perturbacdo em um pequeno grupo
de elementos, efeito localizado, pode consumir muito tempo de processamento ¢
nao interferir nos resultados do modelo como um todo.

Os exemplos descritos a segutr foram processados em microcomputadores

Pentium 133 MHz.

" Apud Barbosa (1997)
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4.1 Viga analisada numericamente por Proenca

A viga apresentada na figura 4.1 fo1 analisada experimentalmente por
Martinell1 € Takeya (1974) apud Proenca {1988) ¢ numericamente por Proenca.
Trata-se de uma viga simplesmente apoilada, submetida a duas cargas
concentradas 1guais posicionadas nos ter¢cos do vao.

Proenca utilizou para a analise da viga dois elementos 1soparamétricos de
& nos fazendo uso da simetria longitudinal e transversal. Cada elemento foi
dividido ao longo da altura da viga em seis camadas de concreto, as guais toram
sobrepostas outras duas camadas representativas da armadura. O modelo para o
concreto em compressdo foi o de um material clastoplastico perfeito € em
tracdo admitiu-se um comportamento elastico linear, limitado pela resisténcia a
fracdo seguido de um regime de amolecimento, seguindo uma let linear. O aco

foi também tratado através de um modelo elastoplastico perfeito.

Fi2 “Fi2
2010

LT
et
pr '
=

100 450 225 675 100

{Medidas em milimetros)

Figura 4.1- Detalhamento da viga

Neste trabalho, tomou-se partido da simetria transversal discretizando a
metade da viga em 24 elementos de casca semiloof — QSLS. Ao longo da
cspessura de cada elemento foram utilizadas 9 camadas sendo 7 de concreto e 2
de aco conforme pode ser visto na figura 4.2, dispostas da mesma forma que
Proenca. A determinacdo da espessura da camada de ago for obtida através
distribuicao da soma das areas das barras de aco que ocupam uma mesma altura,
a0 longo da espessura da peca, constituindo uma faixa retangular de mesma
area. Os noés situados na linha vertical do apoio receberam restirigées as
translacodcs verticals € 0s nods situados no meio do vao receberam restrigdes as

translacdes longitudinais e as rotacdes garantindo assim a condicdo de rotagao
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nula simulando a simetria.

O carregamento fotr aplicado nos trés nés do alinhamento da carga em
incrementos constantes de F/200 (0.135 kN), permitindo-se vinte e cinco
iteracdes por mcremento. Além disso, no caso de dificuldade de convergéncia

permitiu-se que cada incremento fosse reduzindo em até cinco vezes.

, . ¢ . 7 camadas de concreto
Linha de carga

G mwem ) camadas de aco (mm)
U= @y: 0 -
- Linha de apo1o D000
. T 0 i '1'{}.6__9 R ' _1.38
! . : P 19y =
i i i . o & Eﬂ_ﬂﬂ' s
i [ AT S _;-_.-__-_. - . - T 31 Fe . 138
| | ; : | v oy 951
I | . 10.00

(24 elementos)
bFigura 4.2- Discretizacao da viga

Para a verificacdo da convergéncia adotou-se a tolerdncia de 1% para
norma euclidiana dos residuos (rdnrm} e 5% para norma euclidiana dos
deslocamentos mmcrementals (dtnrm) pois valores menores resultavam em
analises extremamente longas que freqiientemente nio convergtam. Para os
demais criterios de convergéncia os valores de tolerdncias permaneceram os
default do programa. Embora as tolerancias possam parecer altas, elas estio
dentro do 1ntervalo recomendado pelo programa.

Dentre os modelos constitutivos disponivels foram analisados o modelo de
concreto  biaxial, o modelo clastoplastico que utiliza como critério de
escoamento a superficie de von Mises modificada e 0 modelo de dano de Oliver
assoctado a superficie de von Mises modificada. Nos modelos de concreto, o
algoritmo de solucdo adotado fo1 o de Newton Raphson Modificado associado
com line search ¢ nos modelos elastoplasticos e de dano utilizou-se o algoritmo
de Newton Raphson pleno.

Na tabela 4.1 estdo apresentadas as caracteristicas dos materiais utilizados

nas analises de acordo com Proenca.
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Tabela 4.1 - Propriedades dos materiais

"~ Concreto Aco
Moédulo de elasticidade: E.=4.00 x 10"MPa | Modulo de elasticidade:
Coeficiente de Poisson: 0.2 | E.=1.96 x 10°MPz
Resisténcla a compressao: 39.2MPa | Coeficiente de Poisson: 0.3
Resisténcia a tracdo: 3.0MPa Tensdo de escoamento: t, = 511 MPa

Deformacao ultima de compressao: g, = 0.005

Detormacao ultima de tracao: g, = 0.0005

Proenca salienta que os valores da deformacao ultima de compressiio g, €
da deformac¢ido ultima de tracido na presenca de armadura, g€, foram adotados
considerando que taxa de armadura ¢ elevada ocasionando alteracdes nos
limites normais de deformacdo no concreto. Assim, o valor de g, ¢ superior ao
valor padrdo sugerido por norma e g,, que para pe¢as normalmente armada ¢ da
ordem de dez vezes o valor da deformacdo limite elastica, no caso das
superarmadas, pela fissuracdo mais sistematica, iem seu valor diminuido, uma

vez que a colaboracio do concreto na resisténcia a tragcdo tende a ser mais

limitada.

Utilizandoe o modelo de concreto, varias analises foram realizadas
variando-se os parametros disponiveirs. Para a fissuracdo, o modelo adotado foi
0 que permile formagdo das fissuras em duas dire¢cdes fixas ortogonais. Para o
comportamento pos fissuracdo utilizou-se o modelo de amolecimento linear
com o parametro a=6.67, obtido a partir da deformacio ultima de tracdo. O
modelo de amolecimento exponencial também foi avaliado adotando para a
energla de fratura, G~79.8N/m, estimada a partir da resisténcia a compressido
ac acordo com van Mier (1997), equacdo 2.12. A influéncia do modelo de
transmissdo do cisathamento fo1 avaliada, sendo que nas primeiras analises o
ftator de retencdo de cisalhamento, S, foi1 manfido constante e 1gual a 0.5
conforme sugerido por Cervera e Hinton (1986). Outros valores entre 0 e 1.0,

ainda constantes, € valores variavels adotando para K, 0.5, 1 ¢ o, também

foram avaliados nas analises que se seguiram. A influéncia do fator f fol
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avaliada pois foir encontrada uma grande variagcdo para os valores deste
parametro entre os varios autores consultados. A integracdo numerica foi feita
com 5 pontos (default), 2x2 e 3x3 pontos de gauss procurando avaliar sua
influéncia.

O modelo elastoplastico baseado no critério de von Mises modificado fo1
avaliado considerando o comportamentio elastoplastico pericito na tracdo e
clastoplastico com ecencruamento 1sotropico na compressao, atraves da curva

trilinear de tensdo-deformacdo mostrada figura 4.3,

c, A
(kN/em )

3,92 /
3.33

Bs—

0.3 .2 0.5 £ (%)

Figura 4.3 — Diagrama tensdo-deformacgio para o concreto — Critério de von Mises
modificado

Utilizando o modelo de dano foi realizada uma analise considerando o
dano nas camadas de concreto, e nas camadas de ag¢o admitiu-se o
comportamento elastico a fim de avaliar o modelo de dano na degradacdo da
rigidez no concreto. Uma segunda analise fo1 realizada associando o modelo de
dano ao modelo elastoplastico de von Mises com encruamento para o concreto ¢
para o ago o modelo elastoplastico perfeito de von Mises. Os parametros
necessarios para o modelo foram r,=0.00474, A=0.17 ¢ n=13.06 que sdo o
limite 1nicial do dano (equacdo 3.24), o parametro caracteristico do material
(equacdo 3.30) e o parametro que relaciona a resisténcia a tracdo com a
resisténcia a compressdo (equacido 3.27) respectivamente. O comprimento
caracteristico, /.5, necessario para a determinacdo do parametro 4 fo1 obtido
pela raiz quadrada da area do elemento utilizado.

O comportamento dos modelos fol avaliado pela varia¢cfdo do deslocamento
na secao central com o carregamento. A ligura 4.4 apresenta a comparacio

entre os deslocamentos obtidos nas analises realizadas neste trabalho, na analise
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de Proenca (1988) ¢ no modelo fisico de Martinelli € Takeya (1974).
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Figura 4.4 — Relacdo entre carga e deslocamento na se¢io central

Em todas as analises os deslocamentos acompanharam linearmente o
aumento da carga aplicada até o inicio da fissura¢do que ocorreu proximo ao
parametro de carga igual a 0.125. A partir dessa carga, as curvas apresentaram
comportamentos distintos caracterizando o comportamento de cada modelo.

No modelo de von Mises Modificado a reducdo de rigidez decorrente da
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fissuracdo ocorreu dc¢ forma gradual em virtude de ndo haver na verdade um
processo de tormacdo de fissuras, e sim de plastificacdo perfeita, na regido
fracionada. Dessa forma, houve apenas a reducio da capacidade de absorcio de
acrescimos de tensdes, mantendo durante toda a histéria restante do
carregamento tensdes resistentes no concreto tracionado. Resultando assim num
modelo sempre mais rigido que a analise experimental. Apos o inicio da
fissuracdo a curva seguiu uma {rajetoria ndo-linear com constante reducio da
inclinagcdo em func¢ldo da naoc-linearidade decorrente do encruamento do
concreto em compressao ate que houve o escoamento da armadura para uma
carga aproximadamente i1gual a [.35 do parametro de carga. Este modelo
associado ao modelo de dano de Oliver agindo na parcela elastica conduziu a
resultados mais flexivels a partir do parametro de carga 1gual a 0.55.

As tensodes na fibra de concreto mais tracionada teve um comportamento
diferente do esperado. Apds a carga de fissuracfio, seguiu uma trajetéria nio-
linear baslante suave alcancando tensfes significativamente maiores que a
tensdo dc rcesisténcia a tragdo. Este fato contribuiu para que a tensdo de
compressao tambeém alcancgasse valores superiores ao da resisténecia a
compressdo e que a tensdo na armadura tracionada fosse sempre aquem da
esperada. Esse comportamento contribuiu para a grande rigidez apresentada
pelo modelo na relacdo carga-deslocamento. Provavelmente as causas desse
comportamento esteja associada ao estabelecimento dos parametros dos
materials, no entanto estes foram determinados de acordo com a documentacio
do programa. A analise prosseguiu sem apresentar dificuldadcs numericas até o
parametro de carga igual a 1.5 fornecido como limite.

A analise em que o ago foi considerado eldstico ¢ o concreto regido pelo
modelo de dano, apesar de tambeém representar a perda inicial de rigidez apos a
fissuracdo, seguiu uma trajetdria carga-deslocamento com reducdo gradual de
rigidez, apresentando-se sempre mais rigido que os demais.

Nas analises utilizando o modelo de concreto os resultados foram bastante
semelhantes, praticamente coincidentes, durante a maior parte da historia do
carregamento. No intervalo do processo de fissuracdo, os deslocamentos

tiveram um crescimento gradual devido ao modelo de amolecimento, porem



maior do que o esperado quando comparado com os resultados experimentais,
retomando um crescimento praticamente linear porém de maior declividade em
fun¢do da degradacdo de rigidez decorrente da abertura das fissuras até que
passaram a ter um crescimento bastante rapido, denunciande o escoamento da
armadura a partir do parametro de carga igual a 1.05.

Mantendo-se constante os demais parametros do material, a escolha do
numero de pontos de Gauss para integracdo numeérica apresentou o
comportamento esperado, ou seja solugdo ligeiramente mais rigida para
integracdo com 3x3 pontos, mais flexivel para 2x2 pontos e intermediaria para 5
pontios.

A vanacdo de f, fator de transmissio de tensdes de cisalhamento através
das fissuras, pouco interferiu nos resultados finais em termos de diagramas
carga-deslocamento. Este comportamento, também foi observado por Barbosa
(1997) em estudo de uma viga de concreto armado utihizando elementos solidos
com armaduras dispersas. Darwin {1993} afirma que a escolha do valor de & nao
apresenta-se critico mas deve sempre ser considerado nas analises pois
proporciona estabilidade nas solugdes. A utilizacido de um valor variavel para S
cm funcdo da deformacdo pcrpendicular ao plano da fissura, apesar de
representar melhor o comportamento real, também ndo interferiu no diagrama
carga deslocamento mas resultou numa analise de convergéncia mais lenta ¢, ac
adotar K=o0, a analise ndo prosseguiu apds o inicio da fissuracio.

(Quanto ao comportamento pos-ruptura do concreto tracionado, o modelo
com amolecimento linear apresenta-se mais flexivel do que o modelo

exponencial pois a transferéncia de tensao de tragdo do concreto para o acgo se

da mais rapidamente do que no modelo exponencial. Em um estudo comparativo
de modelos do comportamento do concreto a traciao, d’Avila e Campos (1997),
analisando vigas de concreto armado, concluiram que os melhores resultados
foram obtidos para curvas de amolecimento exponencial, porém ao contrario do
comportamento aqui observado, o modelo de amolecimento linear proporcionou
um comportamento mais flexivel.

A evolucido das tensdes na borda mais tracionada para os modelos de

dano, dano associado ao critério de von Mises Modificado e de concreto com

90



amolecimento exponencial pode ser vista na figura 4.5. Como pode ser
observado as tensdes cresceram linearmente até a tensio de resisténcia a tracio,
entrando no regime de amolecimento no modelo de concreto e apresentando um
encruamento nos modelos elastoplasticos com o critério de von Mises. Nestes
ultimos, o que se esperava era um escoamento perfeitamente plastico em fungdo

dos pardmetros fornecidos.
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Figura 4.5 — Variag@o das tensdes normais na camada de concreto mais tracionada da
secdo central

As tensbes de tragdo na armadura seguiram qualitativamente o
comportamento esperado conforme apresentado na figura 4.6. Todos os modelos
seguiram linear até o inicio da fissuracdo. Em seguida, nos modelos
elastoplasticos, onde a fissuragfo foi representada pelo escoamento do concreto
tracionado, houve um aumento na taxa de crescimento das tensdes continuando
praticamente linear até o escoamento. No modelo biaxial de concreto o
crescimento da tensdo no intervalo da fissura¢do foi mais expressivo, pois neste
caso a tensdo foi totalmente transferida para a camada de aco ao final do
processo de amolecimento do concreto tracionado. Em seguida, prossegue

novamente linear até o inicio do escoamento.
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Figura 4.6 — Variagdao das tensdes normais de tragdo na camada de aco da se¢do central

A evolugdo das tensdes de compressdo na camada de concreto mais
comprimida, apresentada na figura 4.7, seguiu dois trechos de variacfio linear
separados pela fase de transi¢do correspondente a fissuragio, sendo mais
expressivo no modelo de concreto e, apds o inicio do escoamento da armadura,
passou a apresentar valores superiores a tensdo de escoamento. Para o modelo

de concreto este comportamento poderia ocorrer pois ndo ha caracterizacdo da

degradagcdo da rigidez a compressdo. Entretanto os modelos elastoplasticos
deveriam apresentar um escoamento perfeitamente plastico.

Os modelos elastoplasticos apresentaram sempre grande estabilidade
numeérica, prolongando a analise até o pardmetro de carga igual a 1.5 sem que
ocorresse falha por perda de convergéncia da solugdo numérica. Ao contrario,
os modelo de concreto, em que a ocorréncia da ruptura a tracdo acompanhada
do amolecimento ¢ considerada, apresentaram um acréscimo no numero de
iteragdes por incremento para a convergéncia no intervalo de fissuragio e

deixaram de convergir para o parametro de carga superior a 1.39.
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Figura 4.7 — Variagdo das tensdes normais na camada de concreto mais comprimida da
secdo central

O modelo especifico para o concreto apresenta-se como o0 mais
satisfatorio dentre os analisados mas precisa ser melhorado. Pode-se dizer que
apresentou uma reducio de rigidez devido a fissurag¢do maior do que a
observada experimentalmente. E, por tratar-se de uma viga muita armada, para
obtencdo de um resultado satisfatorio, o modelo deveria representar a reducéio

da rigidez decorrente da micro-fissuragcdo do concreto comprimido.
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4.2 Viga de Ramaswamy

A figura 4.8 apresenia a viga testada por Walraven (1979) apud

Ramaswamy ef al (1995) € analisada numericamente por Ramaswamy.
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Figura 4.8- Detalhamento da viga

Nessas analises, duas formulacdes distintas de estratificacio em camadas
foram avaliadas utilizando elementos de casca: uma formulacio de camadas
implicitas e outra de camadas explicitas. Na formulacdo implicita o elemento
finito equivale ao utilizado nas analises do presente trabalho, isto &, as
varia¢oes das propriedades dos materiais ocorrem internamente no efemento, a
secao transversal ¢ divida em camadas de aco e de concreto. Na formulacio
explicita, a secdo transversal da estrutura ¢ composta de varios elementos
finitos, cada um composto unicamente de concreto ou aco, ondc a
compatibilidade das deformag¢des ¢ garantida por restricbes 1mpostas 2os
deslocamentos dos elementos adjacentes ao longo de uma linha vertical. Em
ambas as formula¢des o modelo constitutivo do concreto € bastante complexo,
incluindo o efeito do enrijecimento a tracdo (fension stiffening) ao longo da
diregcdo da armadura, o efeito da variacdo do intertravamento dos agregados
baseado na tensdo normal de confinamento na fissura e um modelo de
amolecimento na compressdo (compression softening). O modelo ainda inclui as
deformacdes por cisalhamento, permitindo o desenvolvimento de fissuras
imchnadas ao longo da sec¢ido transversal.

No presente trabalho procurou-se avaliar a influéncia do tipo do elemento

finito utilizado. Assim foram realizadas analises utilizando o elemento de casca
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QSLE com camadas de concreto e aco e analises utilizando elementos planos
QPMZ& para o concreto ¢ elementos de trelica BAR3 para o aco. Para as
primeiras foram avaliadas duas malhas distintas, 1dénticas as utilizadas por
Ramaswamy. As malhas utilizadas, as restricdes nodais e o detalhamento das

camadas para o elemento estratificado podem ser vistos na figura 4.9.
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Figura 4.9- Discretizacio da viga — Elementos planos (QPMS) e Elementos de Casca

(QSLE)

As caracteristicas dos materiais utilizados por Ramaswamy foram:
f.=25.7MPa, {;=0.8MPa para o concreto e {;=440 MPa para o aco. Como ndo foi1
apresentada nenhuma indicacdo dos modulos de elasticidade adotou-se para o
concreto E.=23730MPa obtido de acordo com ACI 363 (1992) ¢ para o aco
E=210000MPa.
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Os modelos constitutivos para o concreto foram os mesmos utilizados no
exemplo anterior. O carregamecnto foi aplicado em incrementos constantes de 1
kN permitindo-se vinte e cinco itera¢des por incremento e que, no caso de
dificuldade de convergéncia, cada incremento fosse reduzido em até cinco
vezes. O algoritmo de solucdo adotado foi o de Newton Raphson Modificado
associado ao /line search. A incrementa¢do do carregamento deixou de ser
constante quando o parmetro CSTIF atingiu o valor de 0.4, seguindo com o
metodo do comprimenio do arco.

Dos critérios disponiveis para verificacdo da convergéncia adotou-se a
tolerancia de 1% para norma euclidiana dos residuos (rdnrm) e 1% para norma
cuclidiana dos deslocamentos incrementais (dtnrm). Os demais valores de
telerancias permaneceram os default do programa.

Utilizando os elementos de casca estratificados optou-se pela integracio
numecerica com 2x2 pontos de Gauss ¢ para os elementos planos avaliou-se o
desempenho com 2x2 e 3x3 pontos de Gauss.

Nos modelos de concreto permitiu-se a formacio das fissuras em duas
diregdes fixas ortogonais. No comportamento pds fissuracdo utilizou-se o
modelo de amolecimento exponencial para dois niveis de energia de fratura,
para G/~60N/m e 400N/m, conforme¢ sugerido por Ramaswamy. O fator de
reten¢do de cisalhamento, £, foi mantido constante e igual a 0.85, tendo em
vista a sua pouca influéncia nos resultados, conforme observado no exemplo
anterior,

O modclo elastoplastico baseado no critério de von Mises modificado foi
avaliado considerando o comportamento elastoplastico perfeito na iracio e
elastoplastico com encruamento isotrépico na compressio, através do diagrama

multilinear de tensdo-deformacio (que reproduz a simplificacdo proposia pela

NBR 6118) apresentado na figura 4.10.
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Figura 4.10- Diagrama tensdo-deformacio para o concreto — Critério de von Mises
modificado

Utilizando o modelo de dano foram realizadas andlises considerando-o
1soladamente ¢ associado ao modelo elastoplastico de von Mises modificado
com encruamento. Os pardmetros necessarios para o modele de dano foram
ro=0.00164, n=32.13, 4=0.105 para elementos de casca com a malha mais pobre
c A=0.067 para clementos de casca com a malha mais refinada e elementos

planos. Estes parametros foram determinados para G,~60kN/m. Uma analise

considerando que o dano em compressio iniciou-se para o mesmo nivel de
tensdao em que fo1 considerado o inicio do encruamento no modelo de von Mises
modificado também foi realizada, neste caso o parametro n vale 6.43.

Na figura 4.11 mostra-se a evolucio das flechas com o carregamento
variando-se os modelos constitutivos e os elementos utilizados e os obtidos
experimentalmente para a se¢fio central.

Para o modelo de concreto nao houve diferenca significativa entre as
curvas para as duas malhas distintas com elementos estratificados e uma mesma
energia de fratura. Este resultado mostra-se bastante satisfatdério visto que os
modelos de amolecimento, em quc a energia da fratura estd associada ao
comprimento caracteristico do elemento, resultam em resultados independentes
da malha adotada. Os resultados mostraram-se scnsiveis a variacio da energia
de fratura; como esperado a maior energia de fratura levou a resultados mais
rigidos. As curvas de evolucdo das tensdes com carregamento apresentadas na

figura 4.12 mostram o aumento da regido de amolecimento mantendo a tensio
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no concreto tracionado até cargas mais elevadas, resultando num escoamento

tardio da armadura.
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Figura 4.11 — Relagdo entre carga e deslocamento na segdocentral

Os resultados de Ramaswamy também mostraram-se mais rigidos com
aumento da energia de fratura em seu modelo de camadas explicitas. No
entanto, utilizando o valor mais baixo foi detectado um esmagamento prematuro
no concreto. A distribui¢do das fissuras encontrada indicou um esmagamento
localizado junto ao ponto de aplicagdo da carga préximo a carga de ruptura.
Para um mesmo nivel de energia, utilizando a formula¢io implicita, ndo houve
convergéncia para carga superior a 68 kN com a malha mais pobre, ja com a

malha mais refinada foi alcangada uma carga de ruptura de 78 kN. Quando
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comparada com a carga de ruptura obtida experimentalmente de 69 kN,
Ramaswamy conclul que possivels razdes para esta diferenca seria a
consideracdo superestimada da participacdo do concreto tracionado em seu
modele, o tension stiffening, € um possivel escorregamento relativo entre a
armadura e o concreto adjacente presente no experimento, nio foi considerado
na analise. O autor evidenciou a supcrioridade do modelo de camadas explicitas
na avaliacdo das ndo-linearidades ao longo da secdo transversal e na resposta
carga-deslocamento ao 1ntroduzir a flexibilidade devido ao cisalhamento
atraves da secdo transversal. No entanto, trata-se de um procedimento bem mais
oneroso que deve ser utilizado quando justificar seus beneficios, como no casc
de se¢cdes moderadamente espessas.

No presente trabalho, independente da energia de {ratura adotada, as
analiscs comecaram a apresentar dificuldade de convergéncia a partir de S0kN
niao convergindo além de 99kN. Os resultados mostram mais uma vez a
deficiéncia do modelo no comportamento do concreto em compressdo levando

as analises ate cargas de ruptura signtficativamente superiores as esperadas.

As analises em que o modelo elastoplastico fo1 associado as camadas de
concreto também ndo apresentaram diferencas dependendo da malha adotada.
Nestes modelos ao se incluir o dano os resultados mostraram-se mats flexiveis,
porem sempre mais rigidos que os modelos de concreto.

As analises utilizando elementos planos deixaram de convergir
precocemente para a integracido com 2x2 pontos de Gauss. As recomendacgdes
sobre o elemento QPMS& em LUSAS (1997) ressaltam gue o elemento possul um
modo de energia zero que pode ser ativado em analises nio-lineares.
Consequentementc as analises que se seguiram foram realizadas utihizando a
integracdo 3x3 pontos de Gauss. Utilizando o modelo de concreto o
comportamento observado fol1 o mesmo quanto a variagdo da energia da fratura
porém, apresentando-se sempre mais flexiveis do que o modelo com elementos
estratificados. Pode-se observar que praticamente ndo houve dileren¢a nas
curvas das flechas ¢ das tensdes com o carregamento entre os modelos

clastoplastlicos e aos associados ao modelo de dano.
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Figura 4.12- Evolugdo das tensdes com o carregamento— (a) Elementos de casca (b)
Elementos Planos

A avaliagdo isolada do modelo de dano no comportamento do concreto
somente foi possivel nas andlises utilizando elementos planos. Estas, apesar de
representarem a perda de rigidez do intervalo de fissura¢do, como observado

nas curvas de evolugdo das flechas e das tensdo, mostraram-se bastante rigidas
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sem apresentar diftculdade de convergéncia até a carga de 100kN em que foi
ilimitada a analise. No caso de elementos estratificados, analises em que o
modelo de dano € associada apenas as camadas de concreto e o modclo
clastoplastico apenas as camadas de aco ndo podem ser realizadas pots resultam
num modelo nao admissivel pelo programa.

As andlises em que os parametros do modelo de dano foram definidos
considerando-se a evolucio do dano iniciada para o mesmo nivel em que se
defimmu o 1nicio do encruamento nos modelos elastoplasticos apresentaram a
mesma reducdo de rigidez no intervalo da fissuraciio para ambos os tipos de
elementos. No entanto, ao contrario dos demais modelos, segulram uma
trajetoria ndo-linear com constante perda de rigidez, obtendo-se para o caso de
clementos planos, a curva carga-deslocamento mais proxima da experimental,
a0 longo de toda a histéria do carregamento. E preciso salientar que a malha de
clementos estratificados com menos elementos deixou de convergir
precocemente. Excluindo este caso, nas analises utilizando o modelo de
concreto, os resultados foram mais flexiveis para os dois tipos de elementos.

Considerando um mesmo modelo constitutivo, os resultados mais flexiveis
foram observados nas andlises com elementos planos. Nestas analises, a
evolucao das tensdes de tracdo no concreto para os modelos elastoplastico
seguiram o comportamento clastoplastico perfeito esperado, ao contrario dos
clementos estratificados em que semprc foi observado um encruamento. Nestes
modelos, o cscoamento da armadura também ocorreu quando a tensdo atingiu a
tensdo de escoamento fornecida € ndo um valor ligeiramente superior como nas
analises com elementos estratificados.

A maior flexibilidade encontrada nos modelos com elementos planos pode
ser jusfificada pela influéncia das tensdes de cisalhamento através da secio
transversal, como pode ser visto na figura 4.13, com o desenvolvimento de
fissuras inclinadas. A figura mostra o estado de fissura¢do encontrado para a
carga de 20kN, que, quando comparado com o panorama de fissuracio
observade por Ramaswamy ef al (1995), apresenta-se avancado. Este
comportamento de fissurag¢do precoce € mais acentuada, observado nos modeios

com clementos estratificados atraveés da curva de evolucao dos deslocamentos, €
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o mesmo observado no exemplo antertor.

Os resultados aqui apresentadas sugerem a superioridade do modeio de

concreto utilizando elementos planos para o concreto e elementos de trelica

para o a¢o nas analises de viga.

() CARGA =20 kN

(b) CARGA = 70 kN
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Figura 4.13 — Panorama da fissuracdo — Elemento de estado plano d¢ tensio

G~400N/m. (a) Carga = 20kN; (b)Carga = 7TOkN
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4.3 Laje apoiada nos cantos com carga concentrada

A ligura 4.14 apresenta a laje quadrada apoilada nos cantos e submetida a
uma forca concentrada no centro, testada experimentalmente por McNeice apud
Jofriet ¢ McNeice (1971), ¢ analisada pelo método dos elementos finitos por
varios pesquisadores dentre eles Jolriet e McNeice (1971), Hand et al (1973),
Correa (1991) e Chueirt (1994).
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Figura 4.14 — Laje apoiada nos cantos

As analises de Hand er a/ ¢ Chueir1 utilizaram um modelo estratificado
com uma relag2o tensdo deformacdo idealizada para o concreto € 0 aco com
algumas hipoteses de compatibilidade de deformacdes entre os dois materiais.
As analises de Jofriet e Corréa utilizaram uma relacdo momento curvatura
completa, refletindo os varios estagios do comportamento do material. Nestas
analiscs, a evolucido do deslocamento para o ponto 1, mostrado na figura 4.14,
com o carregamento ficou muito proxima do resultado experimental durante
toda a historia do carrcgamento.

Na presente analise, utitlizando o elemento de casca QSLE, um quarto da
laje for discretizado em duas malhas distintas, com 36 ¢ 144 elementos, cada
elemento estratificado em 9 camadas como visto na figura 4.14. Duas
consideracdes foram {feitas para o ndé de apolo, a primeira mantendo as
translacdes horizontais livres e a segunda fixas, da mesma forma que avaliada

por Hand.
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As caracteristicas dos materiais fornecidas na andlise experimental foram:
f.=5500psi, E.=4.15x10%si e v=0.15 para o concreto e E.=29x10"psi para o
aco. Para a resisténcia a tracdo do concreto adotou-se fi=550ps1 ¢ para a
resisténcla do aco f;=50000 ps1 de acordo com Corréa ¢ Chueirl. A armadura
tem a mesma distribuicdo nas duas dire¢des com taxa geométrica de 0,85% em
relacdo a arca util.

Nestas analises, além dos modelos utilizados nos exemplos anteriores para
as camadas de concreto, foram também analisados os modelos elastoplasticos
que utilizam a superficie de escoamento Drucker-Prager ¢ a de Mohr-Coulomb.

O carregamentc fo1 aplicado em 1increcmentos constantes de 0.025 kips
permitindo-se vinte e cinco Iteragdes por incremento € que, no caso de
dificuldade de convergéncia, cada incremento fosse reduzindo em até cinco
vezes. Nas analises utilizando o modelo de concreto adotou-se o algoritmo de
Newton Raphson modificado associado ao [ine search, e nos demais, o pleno.
Dos criterios disponivels para verificacio da convergénecia adotou-se a
tolerancia de 5% para norma euclidiana dos residuos (rdnrm) e 5% para norma
euchidiana dos deslocamentos incrementais (dtnrm). Os demais valores de
tolerancias permaneceram os default do programa. Nos modelos de concreto
toram avaliadas as trés possibilidades de integracio numérica.

Nos modelos de concreto, alem do modelo fissuras fixas ortogonais como
nos exemplos anteriores, avaliou-se o modeio de fissuras ndo ortogeonais. No
comportamento pos fissuragcdo utilizou-se o modelo de amolecimento
exponencial com G,=0.4491bs/in. Para o fator de retencdo de cisalhamento, £,
adotou-se o valor constante ¢ 1gual a 0.85 e o0 modelo variavel com K=1.0 ¢ 0.5.

O modelo elastoplastico baseado no critério de von Mises modificado foi
avaliado considerando o comportamento elastoplastico perfeito na tracio. E
preciso salientar que foir preciso considerar o modulo tangente apos o©
escoamento 1gual a um milésimo do mddulo de elasticidade para superar as
dificuldades de convergéncia que ocorreram. Na compressdo adotou-se o
comportamento elastoplastico com encruamento 1sotropico atraves do diagrama

bilinear de tensdo-deformacio sugerido por Hand apresentado na figura 4.15.
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Figura 4.15- Diagrama tensdo-deformacdo para o concreto — Criterio de von Mises
modificado

Utilizando o modelo de dano, foram rcalizadas analises considerando-o
1soladamente e associado ao modelo elastoplastico de von Mises modificado
com encruamento. Os parametros necessarios para ¢ modelo de dano foram
ro=0.27, n=10, A=0.644. Da mesma forma que no exemplo anterior, uma analise
constderando que o dano iniciou-se para o mesmo nivel de tensdo em que fo1
considcrado o inicio do encruamento no modelo de von Mises modificado
também fo1 realizada, neste caso o parametro n vale 8.54.

A figura 4.16 apresenta a variacdo do deslocamento do ponto 1 com o
carregamento para as diversas analises realizadas e a andlise experimental. Nos
trabalhos consultados a evolucdo dos deslocamentos para a analisc cxperimental
¢ apresentada ate a carga de 3.2 kips sem quc scja comentada a condicdo de
ruptura. Apenas o trabalho de Chuein salienta que niao houve convergéncia para

0 incremento correspondente a 3.2 kips.
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Concreto - 36 elem. - Int.2x2 pts - apoio mével - beta=0.85
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—+—Concreto - 144 elem. - Int.5pts - 18 camadas - apoio mdvel
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—— Drucker Praguer - 144 elem. - Int.5pts - apoio mével
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Figura 4.16 — Relagdo entre carga e deslocamento no ponto 1.
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Para um mesmo modelo a malha mais refinada apresentou um
comportamento mais rigido. Esta diferenca for mais acentuada nos modelos de
concreto do que nos modelos elastoplasticos.

Os resultados considerando o apolo apenas com restricdo as translagdes
verticals apresentaram-se mais flexiveis em relagdo ao apoio que incluiu as
restrigdes as translacdes horizontais. Esta influéncia das condi¢Ses de apoio no
plano na rigidez da estrutura foi observada nas analises de Hand er ai {1973},
embora com resultados, em qualquer caso, mais flexivels em relacdao a presente
analise.

As curvas carga-deslocamento para os modelos de concreto mostram que o
inicio da fissuracdo ocorreu para um nivel de carga superior ao obtido pela
analise experimental. Com o 1nicio do escoamento da armadura préximo ao
ponto de aplicacdo da carga para a carga de 2.0 kips, ocorreu uma reducio
brusca da rigidez com aumento apreciavel dos deslocamentos, proporcionando
valores mailores do que os obscervados experimentalmente.

Nestas analises, a avaliacdo dos resultados levando em consideragcdo o
numero de pontos de Gauss utilizados para a integracdo numerica, através da
observacdo da curva carga deslocamento, nos conduz a afirmar que nenhuma
diferenca apreciavel foi1 percebida. No entanto, a observacio da deformada
utilizando a integracdo com 2x2 pontos de Gauss mostrou a ocorréncia de
mecanismos. As documentacdes do programa sobre este elemento recomendam
a mlegragdo com 2x2 pontos pois fornece o melhor desempenho, mas alertam
que no caso de malhas regulares ¢ carregamento fora do plano ha a
possibilidade da ocorréncia de mecanismos. O mesmo ocorrendo para
integragdo com 5 pontos para o caso de malhas com poucas restricdes e
carregamento fora do plano. A imtegracio com 3x3 ponlos proporciona um
clemento em que ndo ha a possibilidade de formacio de mecanismos mas tende
a gerar solugdes mais rigidas, sendo necessaria uma malha mais refinada do que
utilizando a integracdo com 5 pontos. Por i1sso as demais analises foram
realizadas utilizando 5 pontos de Gauss.

Os resultados nao foram sensivels a alteracdo do numero de camadas nem

a opcdo que permite o desenvolvimento de fissuras ndo ortogonais. O que
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observou-se fo1 que os incrementos de cargas foram reduzidos, tornando a
convergencia maits lenta. Da mesma forma como observade no primeiro
exemplo analisado, os resultados também ndo foram sensiveis a utilizacdo de
um fator de retencio de cisalhamento variavel.

O modelo de dano nas camadas de concreto, considerando o
comportamento elastico na camada de acgo, evoluiu linearmente até o inicio da
fissuracdo quando teve uma pequena reducido na rigidez. A partir desta carga, o
compertamento manteve-se praticamente linear ate a carga de 6.0 kips limitada

pela analise, denunciando a grande 1mportancia do modelo de plastificacdo para

0 aco na degradacio da rigidez para a laje em estudo.

Nos casos em que admitiu-se o modelo elastoplastico perfeito para o aco,
0 comportamento observado fo1 praticamenie o mesmo quando o modelo de von
Miscs fo1 associado as camadas de concreto e quando fo1 acoplado ao modelo

de dano, indicando a pouca representatividade do modelo de dano utilizado.

Os modelos elastoplasticos de von Mises iniciaram a reducdo de rigidez
para nivels de carga inferiores aos de Drucker Prager porém a reducdo continua
da rigidez to1 menos acelerada permitindo que analise alcancasse a carga de 6.0
Kips sem apresentar dificuldade de convergéncia.

As analises utilizando o modelo de plastificacio de Mohr-Coulomb e
Drucker-Prager apresentaram o comportamento esperado, ou seja, a reducdo na
rigidez da estrutura devido a fissuracdo, apesar de ndo representarem
corretamente este fendomeno ¢ como visto na figura 4.16, com a evolucdo do
carregamento, as curvas distanciaram-se da curva experimental. Este
comportamento significalivamente mails rigido fol o mesmo observado por
Barbosa (1997) em analise de wvigas utilizando elementos de cascas
estratificados. As curvas aprcsentaram o trecho inicial linear, seguida da fase
correspondente a fissuracdo um trecho nao-linear com constante reducao da
inclinacdo das iangentes a curva, até um trecho em que os deslocamentos
aumentaram bastante para pequenos acrescimos de carga, caractertzando uma
situacio de carga ultima. Porém para o modelo de Drucker-Prager a
convergéncta fol obtida até a carga de 6.0 kips limitada pela andlise, sem

apresentar dificuldades numéricas, e o modelo de Mohr-Coulomb apresentou
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dificuldades de convergéncia a partir de 5.2 kips nfo atingindo a carga de
5.3kips. Comparados entre si, a reducio de rigidez ocorreu inicialmente no
modelo de Drucker-Prager. Com o progresso do carregamento o modelo Morh-
Coulomb passou apresentar uma reduc¢fio Iligeiramente mais acelerada
ivertendo o comportamento nos ultimos incrementos de carga. Este
comportamento pode ser explicado ja que a superficie de Drucker-Prager
definida circunscreve a superficie de Mohr-Coulomb.

O comportamento observado no geral ¢ que a carga de fissuracido foi
superestimada, porém, além deste ponto, nota-se um rapido aumentc dos
deslocamentos para pequenos acréscimos de carga aproximando da curva
experimental, principalmente nas analises utilizando o modelo de concreto que
apresentaram o comportamento mais flexivel. Comportamento similar foi

abservado na analise de Scalon e Murray (1971, 1974) conforme apreseniado

em Darwin (1993)

E interessante observar a redistribuicdo dos esforcos internos decorrente
da fissuragao. A figura 4.17 apresenta as varia¢cdes dos momentos fletores ao
longo do segmento AC, através da razdo entre o momento (M,) e a carga (P)
aplicada, para P i1gual a 1.6, 2.4 e 3.2 kips, das quais pode-se fazer algumas
comparacoes da mesma forma que em Corréa (1989).

Para cargas inferiores a 0.8 kip, o comportamento é elastico com um pico
de momentos sob a carga concentrada, regido onde inicia-se o processo de
fissuracdo, com reducdo de rigidez. Com isto ocorre uma redistribuicdo de
momentos, de modo que para carga igual a 1.6 kips, o momento praticamente se
uniformiza ao longo de AC. Na presente analise nota-se que ocorreu a
uniformizagdo dos momentos, porém ha ainda um pico de momento mais
acentuado do que observado em Corréa. Com o aumento da carga, a fissuracio
se extende a regides afastadas do centro, tendendo a igualar a distribuicio da

rigidez pela laje. Entdo a tendéncia de atrair grande parte do momento para o

centro novamente aparece, como se percebe observando-se os resultados para

P=2.4 ¢ 3.2 kips.
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4.4 L.aje apolada no contorno

A figura 4.18 apresenta a malha de elementos finitos utilizada na presente
analise e na analise de Ramaswamy et af/ (1995) para a laje testada
expertmentalmente por Regan (1986) apud Ramaswamy er al (1995). As
caracteristicas do modelo constitutivo para o concreto e do elemento finito
utilizado por Ramaswamy sdo os mesmos descritos no exemplo do item 4.2. Na

figura 4.18 tambeém pode ser visto o detalhamento das camadas utilizado.
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Figura 4.18 — Laje apolada no contorno

As caracteristicas dos materiais utilhizados por Ramaswamy foram:
fc=25MPa, f,=1.6 MPa para o concreto e ;=500 MPa para o aco. Como nio foi
apresentado nenhuma indicacio dos modulos de elasticidade adotou-se para o
concreto £,=23500 MPa obtido de acordo com ACI 363 (1992) e para o aco
£=210000 MPa. A armadura tem a mesma distribuicao nas duas direcdes com
taxa geométrica de 1.2% em relagdo a area util.

Dentre os modelos constitutivos disponiveis, foram analisados o modelo
de concreto € o modelo clastoplastico que utiliza como critério de escoamento a
superficie de von Mises modificada associado ao modelo de dano.

Nos modelos de concreto adotou-se para a fissuracdo o modelo que

permite a formacdo das fissuras em duas direcdes fixas ortogonais ¢ para o
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comportamento pos fissuracdo o modelo de amolecimento exponencial com a
energia de fratura G=6.6x10" kN/cm obtida de acordo com van Mier (1997).
Para o fator de retencdo de cisalhamento S, utilizou-se o valor constante de 0.85
¢ valores variavels adotando-se para K, 0.5, 1.0, 1.5 e .

No modelo elastoplastico adotou-se para tracdo, o comportamento
elastoplastico perfeito com modulo de rigidez apds o escoamento igual a um
milésimo do modulo de elasticidade € para compressio, o comportamento
clastoplastico com encruamento isotropico através do diagrama multilinear de
tensdo-detormacio, que reproduz a simplificagdo proposta pela NBR6118. No
modelo de dano os parametros fornecidos foram r,=0.0033, A=0.578 ¢ n=4.688,
este altimo considerande que o dano em compressfo inicia-se para 30% da
tensdc de resisténcia a compressdo da mesma forma que considerado para o
imnicio das deformacgdes plasticas no modelo elastoplastico.

O carregamento fo1 aplicado em incrementos constantes de 1.25 kN. O
algoritmo para a solucdo numerica ¢ as demais condicdes de incrementacdo
foram as mesmas do exemplo anterior.

Mais uma vez avaliou-se os resultados com a variacio do numero de
pontos de (auss utilizado para a integracio numérica e com a variagio das
tolerdncias adotadas para os mesmos critérios de convergéncia utilizados nos
exemplos anteriores.

A carga de ruptura obtida no experimento fo1 de 178 kN e na analise de
Ramaswamy 146 kKN, em ambos o0s casos por esmagamento do concreto na
regidao central. Segundo este, esta difcrenca poderia ser justificada pelo estado
de compressao triaxial que se desenvolve na ligacio com o pilar resultando num
aumento da capacidade resistente. Tal comportamento ndo é caracterizado na
analise numérica, pois com a utilizacdo de elementos de casca a tensdo normal a
superficie ¢ nula, resultando numa ruptura prematura. O autor fez outras
analises considerando ou n#do o tension stiffening e o compression softening. Ao
se desconsiderar o tension stiffening, a ruptura passou a ser determinada pelo
escoamento da armadura sem esmagamento do concreto, com rcducdo de 10%
na carga de ruptura, enquanto que nenhuma modificacdo significativa ocorreu

com a omissao do compression softening. Com estes resultados, Ramaswamy
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ressalta a 1mportincia de se incluir o tension stiffening, o que aumenta a
capacidade de carga da estrutura. Quanto ao amolecimento a compressio,
segundo ele, sua contribuiglo ¢ efetiva quando a estrutura esta completamente
fissurada € o esmagamento ocorre numa regido anteriormente fissurada, €, j4 em
casos como este, com fissuracdo localizada e a ruptura resulta do esmagamento
do concreto numa rcgido anteriormente ndo fissurada, o seu efeito nio &
significalivo,

A curva carga-deslocamento obtida na presente analise para o ponto
central ¢ apresentada na figura 4.19.

Nos modclos de concreto, para tolerdncia de 1% para dtnrm e rdnrm e
utihzando a integracdo com 5 ¢ 2x2 pontos de Gauss a solucio deixou de
converglr para cargas no inicio do intervalo de fissuracio. Alterando a
tolerancia para 5%, a andlisc com S pontos passou a convergir até o numero de
incrementos definido como limite e a analise com 2x2 pontos permaneceu no
itervalo de fissurag¢do apos 160 incrementos definidos como limite. As analises
utthizando 3x3 pontos de Gauss evoluiram sem apresentar dificuldades de
convergéncla até o parametro de carga limitado pela analise para ambas as
situacoes de tolerancia.

Nos modelos elastoplasticos o comportamento observado através da curva
carga-deslocamento no centro da laje foi essencialmente o mesmo durante toda
a historia do carregamento, independentemente da tolerancia ¢ do esquema de

integracdo admaitidos.
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Figura 4.19 — Relagdo entre carga e deslocamento no centro da laje.

Nos modelos de concreto, a curva apresenta, apés a fase elastica, o trecho
em ha a reduglo da rigidez devido a fissuracdo e o comportamento praticamente
linear para os niveis de carga seguintes até que se atingiu um patamar definido
devido o escoamento da camada de ago. As curvas para o modelo em gque se
admitiu a varia¢do do fator de reteng¢fio de cisalhamento com a deformacio

apresentam um comportamentio mais flexivel, distanciando das demais a partir

da carga de 120 kN, atingindo o patamar para um nivel de carga menor. E
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interessante observar que este foi o primeiro exemplo em que foi observada
uma variagdo do comportamento carga-deslocamento com a utilizacic de B
variavel.

Nos modelos elastoplasticos associados ao dano a curva apresenta a
reducao gradual da rigidez apds a fase elastica, reproduzindo o comportamento
admitido pelo modelo, ou seja, o comportamento nio-linear na ftracdo ¢ na
compressdo. O comportamento elastoplastico perfeito admitido para o concreto
neste modelo resulta numa estrutura bastante ductil em que a convergéncla nio
fotr alcan¢ada para niveis de carga elevados em funcio do escoamenio da
camada de ag¢o. Comparado com o modelo de concreto com fator de retencio de
cisalhamento varidvel observa-se que, neste caso, o escoamento do aco ocorreu
para um nivel carga inferior pois as tensdes sfo transferidas para a camada de
aco mais rapidamente. A figura 4.20 mostra que para a carga de 180kN uma
maitor por¢do da iaje atingiu o escoamento no modelo de concreio.

A figura 4.20 mostra a condicdo verificada nos pontos de Gauss para
ambos os modelos para a carga de 180kN. Para o modelo de concreto, onde a
situacdo representada corresponde a ruptura decorrente da fissuracio onde hé
solicitacbes de tracdo, ¢ interessante observar a fissuracdo radial tipica de
ruptura por puncdo. Para os modelos elastoplisticos associados ao dano, a
ocorréncia do escoamento estd representado pela letra Y (yield) . Nesies casos
observa-se que praticamente em todas as camadas de concreto por toda a laje
to1 verificado o escoamento. Os resultados apresentados na figura sfo para as
analises com 3x3 pontos de Gauss ¢ com tolerincia de 5% para os critérios de
convergéncia citados.

Em qualquer modelo, no entanto, a ruptura por esmaganmento nio foi
detectada em funcdo das suas deficiéncias. No modelo de concreto a anélise
evoluiu até niveis de carga bem elevados pois mesmo apos o escoamento da
camada de a¢o as camadas de concreto sio capazes de absorver tensdes de
compressao. O modelo elastoplatico associado ao dano, apesar de representar a
degradacdo da rigidez do concreto comprimido, resultou numa analise com um
comportamento ductil em fun¢do do comportamento elastoplastico perfeito

admitido para ambos os materiais, atingindo também, cargas bem elevadas.
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Figura 4.20 — Verificaglo nos pontos de Gauss para carga de 180kN, admitindo para as

camadas de concreto: a) Modelo de concreto; b) Modelo elastopléstico.

Alem das deficiéncias observadas nos modelos constitutivos, Ramaswamy

salienta que para a obtencio de um modelo que se aproxime mais do
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comportamento real da estrutura seria necessario uma analise tridimensional da
laje, utilizando um numero adequado de elementos sdélidos ao longo da
espessura da laje a fim de caracterizar a propagacio da fissuracdo. O uso de
clementos de trelica para modelar o aco e elementos adicionails para modelar o
comportamento na interface concreto-aco levaria a uma analise exiremamente
onerosa. Uma alternativa seria utilizar elementos sodlidos em regides submetidas
ao estado triaxial de tensOes, com uma transicao gradual para elementos
estratificados de casca quando a tensao de cisalhamento normal for pequena em
relacdo a tensdo de cisalhamento no plano.

Noguchi € Schonobrich {1993}, sugerem o modelo apresentado na figura
4.21. Na regido junto ao pilar devem ser utilizados elementos sélidos em
numcro adequado ao longo da espessura da laje a fim de caracterizar a
propagacdo da fissura¢do. Noguchi realca a importancia do conhecimento
previo do modo de fissuracdo que sc descmvolvera para gue os clementos
tridimensionails sejam dispostos na regido de propagacdo da fissuragcdo devido a
pun¢ao. Um elemento de transicdo capaz de reduzir a um o numero clemenios
solidos ao longo da espessura deve preceder um elemento de transicido entre os
clementos solidos ¢ os de casca. Este elemento deve possuir em uma face os

cgraus de liberdade dos elementos solidos e na outra dos elementos de casca.

Eiementos de cascs

r-Elementos de transigio e
' r- Elementos solidos g s

I
1
I
'
| |
—.__I._...,.‘.-..“., T T A R
v

=
A

- Fissuras nos

—
o

- pontes de integracao
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Figura 4.21 — Modelo sugerido por Noguchi ef af (1993)



4.5 Analise dos resultados

Neste capitulo fo1 feito um estudo, avaliando o desempenho dos modelos
disponivels no programa utilizado na representacio do comportamento do
concreto armado. Com base no que fol apresentado, podemos sintetizar as
seguintes observacgoes:

- Nas analises utilizando o modelo para o concreto € aconselhavel iniciar a
analise aplicando incrementos constantes e utilizar o algoritmo de Newton
Raphson Modificado associado com o [line search para obter a
convergéncila da solucio;

- QO tamanho destes incrementos devem ser tdo pequeno quanto possivel:

- Nos exemplos em que fo1 possivel avaliar as tolerancias utilizadas, nao
for observada diferencga significativa na curva carga-deslocamento ao se
adotar 1% ou 5% para os critérios de convergéncia em forca (rdnrm) e em
deslocamento (dinrm). No entanto, para algumas analises em que foi
utilizado o modelo de concreto, a convergéncia sé foi alcancada ao adotar
>%.

- A cscolha do esquema de integracdo influenciou as analises em que foram
utilizados elementos estratificados com o modelo de concreto. No terceiro
exemplo, laje apoiada nos cantos, a analise da deformada denunciou a
ocorréncia de mecanismos. No quarto exemplo, laje apoiada no contorno,
as analises utilizando 2x2 ¢ 5 pontos de integracio apresentaram
problemas de convergéncta. Neste exemplo, nos casos em que os modelos
clastoplasticos foram assoctados 4s camadas de concreto, o
comportamento observado através da curva carga-deslocamento no centro
da laje for essencialmente o mesmo durante toda a histéria do
carregamento, independentemente do esquema de integracio admitido.

- Nos exemplos de viga, utilizando o elemento estratificado, a escolha do
numero de pontos de integracido nao apresentou-se critica. O
comportamento observado foi o csperado, ou seja, solucdo ligeiramente
mais rigida para integracdo com 3x3 pontos, mais flexivel para 2x2

pontos e mtermedidria para 5 pontos. Ao contrario, utilizando o elemento
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plano na discretiza¢cdo do concrete, a analise deixou de convergir
prematuramentc utilizando integraciao com 2x2.

- Os resultados aqui apresentados sugerem a superioridade das analises
utilizando elementos planos com o modelo biaxial de concreto e
elementos de treliga com o modelo elastoplastico para o aco nas analises
de viga.

- No terceiro exemplo, laje apoiada nos cantos, os resultados, através da
observa¢cdo da curva carga-deslocamento, nio mostraram-se sensiveis a
vartacdo do numero de camadas dos elementos estratificados.

- Nos modelos de concrcto os resultados nao foram sensivels a opcio que
permite o desenvolvimento de fissuras nio ortogonais. A escolha do
parametro f ndo aprescnta-se critico ¢ as curvas carga-deslocamento
foram essencialmente as mesmas, cxceto para o ultimo cxemplo em que
observou-se o comportamento esperado: um comportamento mais flexivel
a0 permtitir que o parimetro fosse reduzido com a abertura das fissuras. O
modelo de amolecimento exponencial mostrou-se mais adequado, pois a
determinacdo da curva do amolecimento ¢ funcido da energia de fratura,

uma propriedade do material, e da area do elemento.

Nido foram realizadas analises em numero suficiente para se fazer
afirmag0Oes conclusivas. Muito tempo despendeu-se na definicdo dos parimetros
de entrada de cada modelo, principalmente do modelo especifico para o
concreto, quc apresentou-se bastante dependente do problema analisado, para
que se chegasse a resultados aparentemente satisfatérios quando comparados
com dados experimentais.

Do que for apresentado, pode-sc dizer que as anéalises utilizando o
elemento estratificado, com o modelo de concreto para as camadas de concreto
¢ o0 modelo clastoplastico de von Mises para as camadas de aco, mostram-se
satisfatorias na determinag¢ido de dois fendmenos dominantes no comportamento
ndo-linear de lajes, a fissuragfdo e o escoamento das armaduras. Assim, quando
0 objetivo da analise ndo for a determinacdo de carregamentos limites, mas a

representacdo do comportamento da estrutura em servigo, podem fornecer
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resultados mais proximos dos reais.

Os modelos elastoplasticos associados as camadas de concreto podem
conduzir a resultados também satisfatérios nas analises em que o
comportamento de compressdo for dominante. Os resultados podem ser
melhorados quando considerado juntamente com o modelo de Dano,

principalmente ao alterar o parametro que conirola o inicio do dano na

compressdo.
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CAPITULO 5 - APLICACAO: LAJES COGUMELO

O sistema estrutural de lajes sem vigas, iajes cogumelo, possul uma serie
de vantagens como possibilitar uma grande liberdade para disposi¢cdo das
alvenarias ¢ divisorias, reduzir a altura total da edificacdo, simplificar as
instalacdes além de facilitar a execucio de formas. No entanto a auséncia da
rigidez proporcionada pelas vigas aumenta os deslocamentos transversals que
sdo bastante influenciados pela fissuracdo. A ocorréncia de deslocamentos que
ultrapassem determinados limites podem causar desconforto aos usuarios, danos
aos elementos ndo-estruturais ¢ interferéncia no funcionamento da propria
cstrutura.

A NBR 6118 (1980) permite o calculo do deslocamento transversal de
lajes considerando a rigidez do concreto nao fissurado (estadio 1) e o de vigas
considerando a rigidez do concreto fissurado (estadio II). Porem, as pecas
fletidas de concreto armado estdo parte no estadio I e parte no estadio II. Nas
secoes mais solicitadas geralmente ha fissuragio mas a medida que se afasta
dessas regides tem-se scgdes nao fissuradas. Desta forma ¢ desejavel considerar
um grau de {issuracdo mntermediario entre o da secdo ndo fissurada e da
completamente fissurada. O ACI 318 (1992) recomenda uma expressio para
determinacdo de um momento de¢ i1nercia efetivo para o calcule dos
deslocamento transversais de vigas, mas também tem sido utilizado para
calcular o deslocamento de lajes parcialmente fissuradas, Scalon ¢ Murray
(1982) apud Silvany (1996).

Atualmente ndo ¢é raro o calculo dos deslocamentos eldsticos 1niciais em

lajes de concreto armado utilizando o método dos elementos finitos nos
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cscritorios de projeto. Para determinacido do deslocamento real obtido em
funcdo da reducdo de rigidez devido a fissura¢fio, analogamente ao que ¢é feito
para determinar os deslocamentos decorrentes da fluéncia e¢ da retracdo, sdo
utihizados multiplicadores nos deslocamentos elasticos. No entanto este
procedimento exige do projetista um grande conhecimento da relacdo entre o
comportamento da estrutura ¢ os resultados obtidos.

No outro extremo esta a aplicacdo de analises ndo-lineares cujo emprego ¢
bastante oneroso e praticamente inviavel para uso corrente em escritérios de
projcto. Assim, estas analises devem ser usadas como referéncia para outras
mais simplificadas. Um estudo parametrizado que englobasse as dimensdes
usuats deste tipo de estrutura e as caracteristicas dos materiais em analises nao-
lineares, utilizando um modelo constitutivo adequado, permitiria a obtencio de
um fator redutor da rigidez elastica para ser usado em anadlises lineares. Os
deslocamentos assim obtidos estariam mais proximos dos reais.

Com este objetivo, Figueiredo Filho (1989) apresenta os valores de
modulos de deformacdo longitudinal, recomendados por Takeya et al {1985),
em funcdo da resisténcia caracteristica do concreto a compressiao mostrados na

tabela 5.1.

Tabela 5.1 — Modulos de deformacao ficticios do concreto

fo (MPa) E(GPa) |
15 14.0
13 16.6
20 ,: 7.5 |

Conforme apresentado no final do capitulo anterior, os resultados obtidos
ndo apontaram um modelo adequado para representar o comportamento do
concreto durante toda historia do carregamento (estado ndo fissurado, fissurado
¢ ecstados ultimos). No entanto, os resultados podem ser considerados
satisfatorios para a analise da estrutura sob acio das cargas de utilizacdo. Alem
disso, como também salientado, as anéalises consumiram um tempo além do

previsto impedindo que o estudo parametrizado do pavimento fosse realizado.
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Neste capitulo,

COITO

ilustracao,

apresenta-sc  um

exemplo de¢ um

pavimento em laje cogumelo, analisado por Silvany (1996), utilizando o modelo

de concreto ¢ o modclo de von Mises modificado associado ao Dano para

avaliacdio do aumento nos deslocamentos em decorréncia dos efeitos da

fissuracao.

5.2. Laje de Silvany

O pavimentlo apresentado na Figura 5.1 fo1 analisado por Silvany (1996),

que utilizou o programa de elementos finitos que incorpora uma rotina para

considerar o comportamento elastoplastico do concreto armado através do

diagrama momento curvatura proposto por Corréa (1991). Todo o conteudo

apresentado neste exemplo segue exatamente as mesmas consideracdes feitas

por Silvany.
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I'1igura 5.1 — IForma do pavimento
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T
P

{30/40)

15
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Para a determinacio da taxa de armadura for feita a analise linear do

pavimento. Inicialmente foram realizadas andlises ndo-lineares para uma unica

taxa de armadura, ¢, a partir de seus resultados, fo1 feito um refinamento da
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armadura de forma que o pavimento tivesse regides com diferentes taxas de

armadura.

Para dctecrminacio da taxa inicial de armadura a partir da analise linear, o
coeliciente de majoracdo podc ser aplicado tanto nas acdes como nos esforcos.
Porem, nas analises ndo-lineares este cocficiente deve ser aplicado nas a¢des no

inic1o da analise, pois esta depende da historia do carregamento. Conforme a
NBR 8681 (1984) o coeficiente de ponderacio das acgdes, vy, € considerado
como um produto de dois outros fatores: yr, que leva em conta as incertezas das

acdcs ¢ yr3, que leva em conta as incertezas dos esforcos. Assim, nas analises
lineares e ndo-lincares todas as ac¢des foram majoradas de v;1=1.25 como
quantificado foi por Corréa (1991). Para determinacio da solicitacio de calculo
majoram-se os esfor¢os obtidos de vs (y3=1.12 para yi=1.4). Na determinacio
dos deslocamentos para verificagdo dos estados limites de utilizacio sio
utilizadas agdes de servigo em que o coeficiente yr vale um.

A lajc analisada possui 18 cm de espessura. O concreto utilizado é o C20,
cocficiente de Poisson v=0.2 ¢ modulo de elasticidade E.=2.88x10'kN/m?
calculado conforme indicagdo da NBR6118. O aco utilizado é o CA-50 com
moédulo de elasticidade E<=2.1x10° kKN/m?. A resisténcia do concreto a tracdo ¢
calculada a partir do fyx conforme indicacdo da NBR6118 onde f11,=0.06f..+0,7

[MPaj. O carregamento do pavimento ¢ dado por:

Ac¢des permanentes:  peso proprio 4.5 kN/m”

Revestimentos 2.0 kN/m”

Paredes 1.8 kKN/m”

Acdes varlavels: 2.0 kKN/m”
Total: 103 kN/m”

Devido a dupla simetria, somente um quarto do pavimento foi
discretizado. A malha utilizada ¢ constituida de 1024 elementos retangulares de
casca cstratificados. Em todas as analises os elementos foram estratificados em
nove camadas, sendo oito de concreto ¢ uma de aco nas analises com uma unica

taxa de armadura, e nas analises com armadura nas faces tracionadas e
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comprimidas, scte de concreto e duas de aco. As camadas de aco foram
posicionadas ao longo da altura considerando a altura util de 16cm. Os apoios
nos pilarcs foram representados pelas restricbes as translacGes (verticals e

horizontais) dos noés, figura 5.2.
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Figura 5.2 — Malha utilizada nas analises

A distribuicido dos momentos obtidos na analise linear fot semelhante a da
analise de Silvany. Na figura 5.3 pode ser visto a distribuicdo dos momentos
m,. Os malores momentos ocorrem junto aos pilares internos, € na analise de
Silvany da ordem de 60 kN.m/m. Como estes momentos foram obtidos com as
ac0es majoradas de 25%, o momento 60kN.m/m corresponde ao momento
caracteristico de 48 kN.m/m. Para considerar a plastificacido do concreto foram
adotadas reducdes de tal momento em 20%, 30%, 40% ¢ 50% nas analises nao-
lineares.

Fazendo a reducdo de 20% no momento de 48kN.m/m resulta em um
momento de 38,4kN.m/m que deve ser resistido por uma armadura de
3.40cm”/m. Esta primeira aproximacio considera que a armadura em qualquer

regido da laje nao supera este valor, sendo a armadura posicionada nas taces



tracionadas. Na figura 5.2 também podem ser vistos a discretizacio para as
analises nao-lineares.

A rteducdo de 30% do momento maximo resulta num momento de
33,6kN.m/m, que ¢ resistido por uma area de armadura de 7,35cm‘/m. Para
reducdo de 40%, o momento ¢ de 28, 8kN.m/m que ¢ resistido por uma area de
armadura de 6,30cm?®/m e finalmente a reducio de 50 % resulta num momento

de 24kN.m/m que & resistido por uma area de armadura de 5.04cm*/m.
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Figura 5.3 — Momento mx — Analise linear [kN.m/m]

As analises ndo-lineares foram realizadas considerando para o concreto, o
modeto braxial de concreto ¢ o modelo de von Mises modificado associado ao
Dano, e para o ago, o modelo elastoplastico perfeito de von Mises.

No modelo biaxial de concreto adotou-se o modelo de fissuras tixas
ortogonais ¢ a curva de amolecimento exponencial com G,~0.06 kN/m obtido de

acordo com o CEB-FIP (1991), que corresponde ao concreto C20, cujo diametro
maximo do agregado ndo supere 16 mm. O valor adotado para o parametro £ foi
de 0.85.

O carregamenio fotal foir aplicado em dez incrementos constantes
permitindo-se vinte ¢ cinco 1teragdes por incremento. No caso de dificuldade de
convergencia permitiu-se que o incremento fosse reduzido em ate 5 vezes. As
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tolerancias foram 5% para dtnrm e 5% rdnrm ¢ a integragdo numérica foi feita
com 5 pontos de Gauss. Adotou-se 0 algoritmo de Newton Raphson modificado
associado ao /ine search. As figura 5.4 a 5.7 apresentam as curvas de momento

m, obtidas nestas analises.
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No modelo elastoplastico de von Mises considerou-se 0 comportamento

elastoplastico perfeito na tragdo e elastopldstico com encruamento isotropico na

compressdo atraves do diagrama multilinear de tensdo-deformagdo que reproduz
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a stmplificagdo proposta pela NBR 6118. Para o modelo de dano de Oliver os
parametros adotados ftoram r,=0.354, A=0.605 ¢ n=10.32.

Na tabela 5.1 podem ser vistos os deslocamento maximos obtidos nestas
analises e nas analises de Silvany. Na analise linear o deslocamento maximo foi

de 0.90cm enquanto que o obtido por Silvany fo: de 0,92 cm.

Tabela 5.1 — Comparacido dos deslocamentos maximos obtidos

Area de aco ‘ Presente analise {cm) Analise
(cmz/m) Modelo de concreto | Modelo elastoplastico | Stilvany {cm)
(Dano e von Mises)
8.40 1.71 1.61 2.23
7.35 1.81 1.70 2.60
6.30 1.92 1.77 3.22
5.04 2.09 1.87 4.88

Para verificacdo do estado limite de utilizacdo estes ndo seriam o0s
deslocamentos utilizados pois estdo majorados pelo coeficiente de seguranca
vr1. Neste caso, o coeficiente de ponderacdaoc das acgdes, vy, ¢ 1gual a 1.0. O
deslocamento final € obtido pelo somatorio do deslocamento devido a acao total
com o deslocamento decorrente do efeito da deformacio lenta das acbes de
longa duracdo (permanente + parcela da acdo variavel de carater permanente).
Na combina¢doc quase-permanente de utilizacio, as ac¢bes acidentals sdo
multiplicadas pelo coeficiente w,; gue depende do tipo da acdo [NBR 8681
(1984)].

No entanto estes deslocamentos foram apresentados pols o objetivo
principal € mostrar os acréscimos nos deslocamentos decorrente da reducfo de
rigidez por fissuracao reproduzido pelos modelos constitutivos utilizados.

A comparacdo dos resultados exibidos na tabela permite perceber que os
deslocamentos obtidos nas analises de Silvany sao mais sensivels a variacdo da
taxa de armadura que aqueles obtidos no presente trabalho. Entre os modelos
constitutivos adotados no presente trabalho a maior diferenca observada fo1 de
11%.

No prosseguimento do estudo da estrutura, uma nova distribui¢do de

armadura fo1 determinada a partir dos resultados obtidos na analise com a faxa
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de armadura de 8.4cm’/m. Assim, a armadura foi posicionada nas faces
inferiores ¢ superiores de toda a laje conforme mostrado na Figura 5.8. O

deslocamento maximo obftido com o modelo de concreto for de 1.80cm

cnquanto que o obtido com o critério de von Mises modificado fo1 de 1.66cm.

No primeiro modelo foram necessarios 39 incrementos e no segundo 20.
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Figura 5.8 — Distribui¢do das armaduras nas analises com armadura positiva € negativa

Para verificagdo do estado Iimite de wutilizacdo deve-se utilizar o
coeficiente yr igual a 1. Os deslocamento assim obtidos para as agdes totais
(10,3 kN/m?”) foram 1.22 e 1.15cm, para os modelos de concreto e clastoplastico
com dano, respectivamente. Pode-se perceber que neste caso, ocorreu uma
pequena reducao da diferenca entre os modelos pois a fissuracdo para este nivel
de carga ¢ menor.

O procedimento completo de verificacdo seria acrescentar a este
deslocamenio a parcela da deformacgdo lenta decorrente das agOes de longa
duracio.

Evidentemente numa situagdo de projeto, o processo deve se repetir ate a

determinacdo de uma distribuicdo de armadura adequada que atenda aos estados
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[imites wltimos, aos estados limites de utilizacdc e as condig¢des de
exequibilidade € economia.

Na avahiacdo dos modelos empregados ndo € possivel apresentar
alirmagOes conclusivas pols serlam necessarias comparacdes com resultados
exXperimentais.

E preciso realgar mais uma vez que o objetive aimejado ao estudar este
pavimento foi avaliar os acréscimos nos deslocamentos decorrente da reducio
da rigidez por fissuracao reproduzido pelos modelos constitutivos utilizados.
sendo assim, a representacdo da ligacdo da laje com os pilares precisa ser
melhorada, pois para o resultado apresentado, o que foi feito, foi apenas
restringir as translagdes nos nos de apoio, o que de fato representa uma
aproximacdo grosseira. Algumas alternativas foram 1nicialmente testadas, como
discretizar o pilar com clementos de vigas, resiringir as translacdes verticais
para os nos situados no contorno do pilar e a utilizacdo de elementos de vigas
nos clementos junto a ligacao com o pilar. No entanto, devido as dificuldades
de convergéncia que surgiram, a inclusdo destas alternativas, poderiam torna-se
um complicador adicional e assim mndo se 1nvestiu num estudo mais
aprofundado. Figueiredo Filho (1989) afirma que os deslocamentos das bordas
das lajes ¢ do centro dos painéis sdo influenciados pela porcio da laje ligada ao
ptlar ¢ pelo tamanho e rigidez destes pilares. Nesta regido € desejavel que se
utilizem elementos tridimensionais. Uma alternativa seria a utilizacdo de um
modelo semelhante ao proposto por Noguchi apresentado na secio 4.4. Cervera
e Hinton (1988) incentivam o uso de elementos tridimensionais no estudo de
iajes de concreto armado pois a consideracio das tensdes e deformacdes de
cisalhamento pode ser significativa principalmente proximo aos apoios.

Queiroz ¢ De Paula (1999) obtiveram resultados bastantes satisfatorios
utilizando elementos sélidos na discretizacdo de uma laje de concreto de um
novo tipo de sistema misto. Neste trabalho, um modelo robusto fol
desenvolvido com utilizacdo um elemento de concreto armado com
caractertzacdo de ruptura por fissuracdo e esmagamento na compressao. Em

fungdo do custo do processamento destas analises, um novo modelo foi

proposto utilizando parimetros do primeiro modelo,
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CAPITULO 6 - COMENTARIOS FINAIS

O comportamento altamente ndo-linear do concreto armado conduz ao
desenvolvimento de analises ndo-lineares para o estudo de suas estruturas.
Entretanto a analise ndo-hinear requer um uso amplo de métodos
computacionais e manipulacao de grande quantidade de dados.

Assim, este trabalho procurou mostrar que existe um caminho a ser
seguido para aqueles que querem sc dedicar ao trabalho de investigacdo de
estruturas de concreto armado através de analises ndo-lineares pelo MEF,
utilizando os modelos disponiveis nos softwares comercials.

inicialmente faz-se necessario uma fundamentacdo tedrica sobre os
modelos constitutivos para o concreto € 0s aspectos numericos que envolvem as

rh

analises ndo-lineares. No capitulo dois, com base na bibliografia consultada, fol

apresentada uma sintese do comportamento do concreio e de alguns dos
principals modelos disponiveis para representa-lo.

Naturalmente que deve ser desenvolvido um estudo sobre a influéncia dos

parametros dos modelos constitutivos ¢ das facilidades para os procedimentos
da solugdao numerica do problema nao-linear, disponiveis no software utilizado.
No capitulo trés foram apresentados os recursos disponiveis no programa
LUSAS, referentes aos elementos, aos modelos constitutivos ¢ aos aspectos
numéricos da soluc¢io do problema mcremental-iterativo. No capitulo quatro fo1
apresentada uma série de exemplos processados, fazendo comparacgdes com o0s
resultados experimentals ¢ com resultados teoricos obtidos por outros autores
com a aplicacdo de modelos mais complexos. No capitulo cinco uma aphicagéo

especifica da analise ndo-linear a estruturas de lajes cogumelo fo1 apresentada.
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Nestes exemplos procurou-se mostrar detalhadamente todas as condi¢des em
que foram realizadas as analises, ou seja, 0s aspectos da solugdo numeérica, da
discretizacdo e dos pardmetros dos modelos utilizados, constituindo assim, uma
base de referéncia para trabalhos futuros.

Finalmente ¢ preciso salientar mais uma vez alguns aspectos que
envolvem uma analise nao-linear. Para as estruturas de concreto armado, esta
analise requer a definicdo 1nicial da geometria ¢ da armadura. Assim sua
aplicacdo para estruturas de concreto armado nao deve ser considerada como
uma ferramenta de projeto mas uma ferramenta util que permite o pesquisador
investigar a natureza da ruptura de algum novo sistema estrutural, detectar
subsequentes eventos de ruptura associados com algum detalhe estrutural ou
para qualquer estrutura em que o projetista tiver duvidas sobre o scu
comportamento. As analises ndo-lineares tambem podem ser utilizadas como
referéncia para oulras analises mais simplificadas.

O uso de ferramentas sofisticadas no ambiente de projeto ndo tem sido o
procedimento usual. Como visto neste trabalho, problemas como as dificuldades
numeéricas durante o processo de solucdo das equag¢bes ndo-lineares e os ajustes
dos paramectros associados ao modelo de concreto podem ocorrer. E necessario
muita habilidade do analista para tirar proveito das ferramentas disponiveis e
detectar quais comportamentos sdo fundamentais ¢ devem ser incorporados na
analise de determinada estrutura, principalmente em funcdo da quantidade de
modelos e programas existentes. Muitas vezes estes programas sdo somente
testados para alguns problemas basicos e assim quando sdo utilizados em
analises mais abrangentes passam a ser umprevisiveis. Dessa forma, despende-
se muito tempo na calibragem do modelo impedindo que o trabalho de pesquisa
se estenda a cstruturas maiores limitando-se aos modelos mais simples.

Nem sempre ha esta disponmibilidade de tempo, o avan¢co das novas
tecnologias construtivas impulsionam a obtencdo de solucles para uso pratico
num periodo cada vez mais reduzido. Assim, seria interessante que os trabathos
fossem descenvolvidos cm cqulpes que interagissem de forma que o progresso
fosse mais amplamente divulgado, atingindo a todos num tempo mais curto,
contribuindo para reduzir a distdncia entre os objetivos propostos € 08

resultados alcancados. Naturalmente este panorama deve ser alterado em
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virtude do estrondoso avanco tecnoldégico que temos presenciado nos ultimos
tempos.

Neste sentido, os resuliados aqui apresentados sdo mais um indicativo de
que o0s modelos estudados precisam ser melhorados do que uma utilizacio
pratica que se possa oferecer para a determinacio dos deslocamentos em lajes
cogumelo.

Como o objetivo 1nicialmente vislumbrado nido fo1r alcancado e tratando-se
de um tema de grande interesse, sugere-se que, uma vez definido um modelo
constitutivo adequado para o comportamento do concreto armado, um estudo
parametrizado para determinacdo dos deslocamentos deve avaliar as scguintes
variavels:

- aresisiéncia do concreto;

- a presenca dc vigas de borda;

- apresenca de armadura na face superior da laje;

- as condicdes de apoio das lajes;

- as dimensOes dos pilares;

- 0o tamanho ¢ a forma dos paincis (relacdao lado maior/lado menor});
- arclacdo vao/cspessura das lajes.

Como um passo posterior, um estudo englobando a influéncia do
acrescimo nos deslocamentos devido a retracdo e¢ a deformacido lenta deve ser
desenvolvido, pois esta ¢ uma grande parcela do deslocamento {inal.
Contribuindo assim, para a determinacdo realista dos deslocamentos finais

visando ndo comprometer a utilizacdo da edificacdo ao longo de sua vida util.
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