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semi-clássica da interação átomo-campo
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Resumo

Neste trabalho, estudamos um modelo bastante simplificado da interação da matéria
com a radiação, denominado modelo de Jaynes-Cummings. A matéria é representada
por um átomo, tratado como um sistema de dois ńıveis, em interação com um único
modo do campo eletromagnético. Estudamos o problema sob dois pontos de vista
diferentes: primeiramente, tratando ambos os sistemas como quânticos e, depois,
considerando o campo como um sistema clássico e o átomo como quântico. Em
especial, nos concentramos em obter a inversão de população nos dois casos. No
contexto da teoria semi-clássica, utilizamos, ainda, duas abordagens distintas: uma,
levando em consideração o campo de reação do átomo e, a outra, ignorando qualquer
efeito do átomo sobre o campo. Vimos que a primeira fornece uma descrição mais
próxima da realidade, pois ela é capaz de prever o fenômeno da emissão espontânea
pelo átomo, o que não acontece com a segunda. Analisamos também o efeito da
inclusão do ambiente na dinâmica do sistema, tanto nos tratamentos clássicos, como
no quântico.

Abstract

We studied a very simple model of the interaction between radiation and matter,
named Jaynes-Cummings model. Matter is represented by an atom, treated as a two
level system, which interacts with one single mode of the electromagnetic field. We
looked at the problem in two different ways: first, treating both systems as quantum
and later, considering the field as classical and the atom as quantum. In particular,
we concentrate in obtaining the population inversion in both cases. In the context
of semiclassical theory, we still used two distinct approachs: one, taking into account
the field reaction of the atom and, the other, ignoring any effect of the atom onto
the field. We verified that the first gives a more realistic description than the second
because it accounts for spontaneous emission by the atom. We still included the
environment on the description of both quantum and classical dynamics.
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Introdução

Estudamos a interação entre a matéria e a radiação utilizando um modelo bastante
simplificado, denominado Modelo de Jaynes-Cummings. Esse modelo, proposto em
1963 por E.T. Jaynes e F.W. Cummings [1], descreve a interação entre um átomo,
idealizado como um sistema quântico de dois ńıveis, e um único modo do campo
eletromagnético quantizado. O novo modelo revelou propriedades não previstas pela
teoria clássica [2], que só puderam ser comprovadas experimentalmente alguns anos
mais tarde, em 1987 [3]; desde então, ele vem sendo empregado, com sucesso, na
análise de experimentos na área de Ótica Quântica.

O principal objetivo deste trabalho é determinar em que condições um tratamento
clássico do campo fornece resultados compat́ıveis com os da teoria quântica. Em par-
ticular, utilizamos como instrumento de comparação a inversão de população, definida
como a diferença entre as probabilidades de o átomo estar nos estados fundamental
ou excitado.

Esta dissertação está organizada da seguinte maneira: no primeiro caṕıtulo estão
descritos alguns conceitos importantes relativos a sistemas quânticos, que serão uti-
lizados ao longo do texto, tais como estados coerentes e emaranhamento. O segundo
caṕıtulo começa com uma dedução do hamiltoniano que descreve a interação entre
átomo e campo à luz da teoria quântica, partindo de resultados conhecidos do eletro-
magnetismo clássico. Em seguida, obtemos a dinâmica do sistema para os hamilto-
nianos quantizado e semi-quantizado (campo clássico). A dinâmica semi-clássica é
apresentada em duas versões: na primeira, supomos que o campo tem apenas sua
evolução livre, ou seja, que ele não é afetado pela interação com o átomo; na se-
gunda, incluimos na análise o campo de reação do átomo, da maneira descrita na
referência [1], o que conduz a um resultado não previsto pela primeira: a emissão
espontânea pelo átomo. Estudamos, ainda, a consequência de se utilizar um campo
estocástico, com uma distribuição de energia, ao invés de um campo com uma ener-
gia bem determinada. No terceiro caṕıtulo, analisamos o efeito da inclusão de um
elemento dissipativo na dinâmica do sistema, tanto na descrição quântica quanto nas
semi-clássicas.
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1 Conceitos importantes

Neste caṕıtulo, serão apresentados alguns conceitos necessários à descrição de
sistemas quânticos, que serão utilizados ao longo do texto.

1.1 Operador densidade

Sempre que o nosso conhecimento sobre um sistema for incompleto, isto é, quando
não tivermos acesso a toda a informação necessária para descrevê-lo por um vetor de
estado

∣∣ψ〉, será preciso descrevê-lo por um operador densidade, definido da seguinte
maneira:

ρ =
∑
n

pn
∣∣ψn〉〈ψn∣∣ (1.1.1)

onde pn é a probabilidade de que o sistema esteja no estado
∣∣ψn〉, obedecendo às

condições: 0 ≤ pn ≤ 1 e
∑
n

pn = 1.

No caso particular em que um pn = 1 e os demais são nulos, o estado do sistema
é completamente determinado; trata-se de um estado puro. No caso geral, dizemos
que o estado representa uma mistura estat́ıstica. Um exemplo de sistema que pode
ser descrito por um estado de mistura é a radiação produzida pelos átomos da parede
de uma cavidade em equiĺıbrio térmico à temperatura T. Seja H o hamiltoniano do
sistema; o estado que o descreve é chamado de estado térmico e tem a seguinte forma:

ρT =
e−βH

Tre−βH
, β =

1

kT
(1.1.2)

onde Tr denota a operação traço e k a constante de Boltzman.

Da definição (1.1.1), com a condição
∑
n

pn = 1, segue a seguinte propriedade:

Trρ = 1 (1.1.3)

Além disso, temos
Trρ2 ≤ 1 (1.1.4)

a igualdade sendo válida apenas para estados puros. Temos então uma maneira de
saber se um sistema é ou não puro, através da seguinte quantidade, conhecida como
entropia linear:

δ = Trρ− Trρ2 (1.1.5)
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Assim, o estado é puro se e somente se δ = 0. Vale notar que uma dinâmica unitária
preserva a pureza do estado, isto é, δ se mantém constante. Demonstração:

ρ(t) = U(t)ρ(0)U †(t)

→ρ2(t) = U(t)ρ(0)U †(t)U(t)ρ(0)U †(t) = U(t)ρ2(0)U †(t)

Tr(ρ(t)− ρ2(t)) = Tr(U(t)ρ(0)U †(t)− U(t)ρ2(0)U †(t))

= Tr(ρ(0)− ρ2(0)) (1.1.6)

onde exploramos o fato de que o operador de evolução U(t) é unitário e de que o traço
é ćıclico.

Podemos calcular, utilizando o operador densidade, o valor esperado de um ob-
servável A qualquer da seguinte maneira:〈

A
〉

= Tr(ρA) (1.1.7)

Para sistemas com mais de um componente, define-se o operador densidade re-
duzido da seguinte maneira:

ρA = TrS−A(ρS) (1.1.8)

em que TrS−A denota o traço sobre as variáveis dos demais subsistemas de S diferentes
de A. Temos, pela definição acima, que o valor esperado de um observável da forma
OA ⊗ IS−A, (onde I denota o operador identidade) pode ser escrito como:〈

OA ⊗ IS−A
〉
S

= TrS(ρSOA ⊗ IS−A) = TrA(TrS−A(ρSOA ⊗ IS−A)) = TrA(ρAOA)

=
〈
OA

〉
A

(1.1.9)

1.2 Emaranhamento de estados puros em sistemas bipartites

Considere um sistema composto de dois subsistemas: A e B. Seja
{∣∣ψAi〉} uma

base ortonormal para o espaço de A e
{∣∣ψBj〉} outra para o espaço de B. Sejam m, n,

com m ≤ n, as dimensões de A e B, respectivamente. O espaço do sistema composto
A+B é gerado pelo conjunto de estados na forma

∣∣ψAi〉⊗ ∣∣ψBj〉 e tem dimensão mn.
Portanto, um estado qualquer desse espaço pode ser escrito como:

∣∣Ψ〉 =
m∑
i=1

n∑
j=1

λij
∣∣ψAi〉⊗ ∣∣ψBj〉 (1.2.10)

Se, para alguma escolha de base, um dos coeficientes λij for igual a 1 e os demais
forem nulos, o estado

∣∣Ψ〉 é dito fatorável; do contrário, ele constitui um estado
emaranhado. Nessa situação, não é posśıvel atribuir estados puros bem definidos a
cada subsistema.
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Os coeficientes λij podem ser tratados formalmente como uma matriz. Então, se
para uma determinada base

{∣∣ai〉} ,{∣∣bj〉} a matriz dos coeficientes for diagonal, o
estado global poderá ser escrito como [4]:

∣∣ψ〉 =
m∑
k=1

λk
∣∣ak〉⊗ ∣∣bk〉 (1.2.11)

Na expressão acima escolhemos λk real, o que pode ser feito incorporando-se as fases
aos estados da base. Além disso, como λ2

k representa uma probabilidade, devemos ter

0 ≤ λk ≤ 1. E, ainda, a exigência de normalização do estado implica em
∑
k

λ2
k = 1.

Essa decomposição é chamada decomposição de Schmidt. Dado um estado, se
não existirem coeficientes repetidos, ela é única. O número de coeficientes não nulos
necessário para descrever um estado puro é conhecido como número de Schmidt e esse
número é, no máximo, igual a dimensão do menor subespaço. Note que um estado
puro é fatorável se e somente se seu número de Schmidt é 1. Então, esse número pode
ser usado como uma medida de emaranhamento.

Outra forma de medir o emaranhamento em sistemas puros com apenas dois com-
ponentes é calcular TrAρ

2
A, onde A representa algum dos subsistemas. Vamos esboçar

essa demonstração utilizando a decomposição de Schmidt. Para tanto, considere o
operador densidade correspondente ao estado 1.2.11:

ρ =
∑
k,k′

λkλk′
∣∣ak, bk〉〈ak′ , bk′∣∣ (1.2.12)

O operador densidade reduzido de A é dado por:

ρA = TrBρ =
∑
k

λ2
k

∣∣ak〉〈ak∣∣ (1.2.13)

Segue, então,

ρ2
A =

∑
k

λ4
k

∣∣ak〉〈ak∣∣ (1.2.14)

E por fim

TrAρ
2
A =

∑
k

λ4
k ≤

∑
λ2
k = 1 (1.2.15)

A igualdade
∑
k

λ4
k = 1 é válida somente quando um dos coeficientes λk é 1 e os

demais são nulos. Como vimos acima, isso implica que o estado é fatorável. Esse
resultado sugere que TrAρ

2
A possa ser usado como uma medida do emaranhamento.

Vejamos o que acontece quando calculamos o valor esperado de um observável do
tipo A⊗B em um estado que é fatorável:〈

A⊗B
〉
|ψA〉⊗|ψB〉

=
〈
A
〉
|ψA〉

〈
B
〉
|ψB〉

(1.2.16)
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Isso significa que se medimos os observáveis A e B simultaneamente, os valores encon-
trados para ambos são estatisticamente independentes, isto é, não existe correlação
entre os dois subsistemas.

Algo diferente ocorre se repetimos o cálculo anterior para um estado emaranhado.
Nesse caso, temos: 〈

A⊗B
〉
|Ψ〉 =

∑
k,k′

λkλk′
〈
ak′ , bk′

∣∣A⊗B∣∣ak, bk〉
=
∑
k,k′

λkλk′
〈
ak′
∣∣A∣∣ak〉〈bk′∣∣B∣∣bk〉 (1.2.17)

Fica claro que 〈A⊗B〉|Ψ〉 6=
〈
A
〉
|ΨA〉

〈
B
〉
|ΨB〉

, ou seja, existe uma correlação entre

os subsistemas e essa correlação é de caráter puramente quântico, o que implica em
propriedades não descrit́ıveis classicamente [5].

Vamos ver agora o que ocorre se o sistema encontra-se em uma mistura estat́ıstica.

Consideremos ρ =
∑
k

pk
∣∣ak, bk〉〈ak, bk∣∣. Assim,

〈A⊗B〉ρ = Tr(ρA⊗B)

=
∑
k,k′

pk 〈ak′ , bk′|ak, bk〉
〈
ak, bk

∣∣A⊗B∣∣ak′ , bk′〉
=
∑
k

pk
〈
ak
∣∣A∣∣ak〉〈bk∣∣B∣∣bk〉 (1.2.18)

O resultado acima mostra que o sistema é ainda correlacionado. Mas essa correlação é
clássica, o que se pode notar pela ausência dos termos de interferência, que conectam
k´s diferentes.

1.3 Estados coerentes do campo eletromagnético

Nessa seção serão estudados apenas campos de um modo, mas todas as pro-
priedades aqui descritas podem ser estendidas para o caso de campos com vários mo-
dos. Podemos começar definindo estados coerentes (ou quase-clássicos, como também
são conhecidos) como autoestados do operador destruição:

a
∣∣α〉 = α

∣∣α〉 (1.3.19)

É posśıvel obter uma expressão para os estados coerentes em termos dos estados
de Fock. Para tanto, usaremos a propriedade de completeza da base (

∑
n

∣∣n〉〈n∣∣ = 1),
o que leva a: ∣∣α〉 =

∑
n

∣∣n〉 〈n|α〉 (1.3.20)

Para encontrar os coeficientes da expansão, projetamos a equação (1.3.19) em
〈
n
∣∣ e

fazemos uso da relação a†
∣∣n〉 =

√
n+ 1

∣∣n + 1
〉
, que tem como correspondente dual
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〈
n
∣∣a =

√
n+ 1

〈
n+1

∣∣. Isso leva à seguinte relação de recorrência:
√
n+ 1 〈n+ 1|α〉 =

α 〈n|α〉. Ou, em termos do zeroésimo coeficiente,

〈n|α〉 =
αn√
n!
〈0|α〉 (1.3.21)

Usando a condição de normalização, 〈α|α〉 = 1, temos:

|〈0|α〉|2
∑
n

|α|2n

n!
= |〈0|α〉|2 e|α|

2

= 1

Escolhendo 〈0|α〉 real, ficamos com 〈0|α〉 = e−
|α|2

2 . Temos agora uma expressão para
os estados coerentes em termos dos estados de Fock:∣∣α〉 = e−

|α|2
2

∑
n

αn√
n!

∣∣n〉 (1.3.22)

Pela equação acima, vemos que a probabilidade de encontrarmos
∣∣α〉 em algum

estado
∣∣n〉 segue uma distribuição de Poisson: |〈n|α〉|2 = e−|α|

2 |α|2n
n!

, com valor médio

|α|2 e desvio padrão (
√〈

n2
〉
−
〈
n
〉2

) = |α|.
Os estados coerentes formam uma base supercompleta. Usando 1.3.22 pode-se

mostrar que a identidade nessa base é escrita como:

1

π

∫ ∣∣α〉〈α∣∣d2α = 1 (1.3.23)

onde d2α = dRe(α)dIm(α). Podemos, então, expandir um estado arbitrário em
termos dos estados coerentes. Uma expansão em particular é bastante utilizada, a
chamada representação P :

ρ =

∫
P (α)

∣∣α〉〈α∣∣d2α (1.3.24)

A função P (α) é real (porque ρ = ρ†) e normalizada (porque Trρ = 1):∫
P (α)d2α = 1 (1.3.25)

O interesse pela função P reside no fato de que ela constitui uma maneira de deter-
minar se um campo possui análogo clássico. Caso P (α) seja positiva definida e não
mais singular do que uma função delta, o campo possuirá análogo clássico. Mesmo
possuindo as caracteŕısticas de uma densidade de probabilidade, a função P (β) não
pode ser interpretada como a probabilidade de ocorrência do estado

∣∣β〉, já que:

〈
β
∣∣ρ∣∣β〉 =

∫
P (α) 〈β|α〉 〈α|β〉 d2α =

∫
P (α)e−|β−α|

2

d2α 6= P (β) (1.3.26)
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Da maneira como foram definidos os estados coerentes, resulta a propriedade
de que se calcularmos o valor esperado de algum observável normalmente ordenado
(com a† sempre à esquerda de a) do campo, o valor obtido será igual ao da função
clássica correspondente; dáı o outro nome de quase-clássicos. Na teoria quântica da
fotodetecção, por exemplo, a probabilidade de que um fotoelétron seja detectado é
dada por [6]:

p(r, t) = η
〈
ψ
∣∣E−(r, t) · E+(r, t)

∣∣ψ〉 (1.3.27)

onde η é a eficiência do detector e

E−(r, t) = −i
√

~
2ε0L3

∑
j

ωja
†
je
−i(kj ·r−ωjt)ej

E+(r, t) = i

√
~

2ε0L3

∑
j

ωjaje
i(kj ·r−ωjt)ej

Se calcularmos o valor esperado em 1.3.27 para um estado coerente de um modo, o
resultado será que os operadores a e a† serão substitúıdos pelos números α e α∗. A

expressão obtida será igual à da intensidade clássica
∣∣E+

cl(r, t)
∣∣2 em que E+

cl representa
as componentes de frequências positivas do campo elétrico clássico com amplitude
complexa αj no modo j.

1.4 Equação Mestra

A equação mestra é útil na descrição de sistemas quânticos abertos, compostos por
um sistema de interesse, ao qual temos acesso, e outro, denominado reservatório, que
possui um número infinito de graus de liberdade, sobre os quais não temos controle.
A dinâmica do sistema total (sistema de interesse + reservatório) é unitária e obedece
a equação:

d

dt
ρSR(t) =

1

i~
[H, ρSR(t)] (1.4.28)

onde S refere-se ao sistema de interesse e R ao reservatório.
Soluções para a dinâmica do sistema fechado são muito dif́ıceis de ser obtidas 1

devido ao grande número de variáveis envolvidas. Mas como o que interessa realmente
é obter uma equação que descreva a dinâmica de S, o que se faz normalmente é obter
uma forma integral para o operador densidade total, partindo de 1.4.28, e então
tomar o traço sobre as variáveis do reservatório. A dinâmica assim obtida é não
unitária. Na obtenção da equação mestra, em geral, supõe-se que o reservatório não é
significativamente alterado pelo sistema e que efeitos de memória são despreźıveis, de
maneira que, em média, não há correlação entre os dois subsistemas. Dito de outra
forma, essa equação descreve a evolução do sistema numa escala de tempo longa em

1salvo raros casos, como por exemplo o de um campo coerente em uma cavidade à temperatura

nula.
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relação ao tempo em que sistema e reservatório ficam correlacionados, mas pequena
em relação à escala de tempo em que o sistema muda significativamente. (Para uma
dedução da equação mestra, ver [7].)
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2 Interação átomo-campo

2.1 O modelo de Jaynes-Cummings

No modelo proposto em 1963 por E.T.Jaynes e F.W.Cummings [1], o átomo é
tratado como um sistema quântico de dois ńıveis, interagindo com um único modo do
campo eletromagnético quantizado em uma cavidade não dissipativa. As condições
impostas pelo modelo possibilitam uma solução anaĺıtica da equação de Schroedinger,
o que o torna extremamente útil na análise de certos experimentos com cavidades, nos
quais essas condições são aproximadamente verificadas. Nesta seção, será apresentada
uma dedução do hamiltoniano para esse sistema.

Do eletromagnetismo clássico, sabemos que a energia armazenada no campo é:

Hc =
1

2

∫
V

(
ε0E

2 +
1

µ0

B2

)
d3x (2.1.1)

onde V representa o volume da cavidade.
As equações de Maxwell na ausência de cargas e correntes são:

∇ · E = 0 (2.1.2a)

∇ ·B = 0 (2.1.2b)

∇× E = −∂B

∂t
(2.1.2c)

∇×B =
1

c2

∂E

∂t
(2.1.2d)

Vamos definir B = ∇ ×A. Da equação 2.1.2c segue que E = −∂A
∂t

. Escrevendo
2.1.2d em termos de A, obtemos:

∇×∇×A = − 1

c2

∂2A

∂t2

→ ∇2A− 1

c2

∂2A

∂t2
= 0 (2.1.3)

onde utilizamos o calibre de Coulomb, ∇ ·A = 0.
A solução geral da equação acima tem a forma:

A(x, t) =
∑
j

1
√
ε0

uj(x)qj(t) (2.1.4)
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em que uj, qj satisfazem as equações:

∇2uj = −k2
juj (2.1.5)

q̈j = −k2
j c

2qj (2.1.6)

−k2
j é uma constante de separação de variáveis. As funções uj satisfazem a condição

de ortonormalidade ∫
V

u∗j′ · uj = δjj′ (2.1.7)

A componente do campo elétrico paralela à superf́ıcie S que delimita V é nula, o
que implica:

n̂× u(x)
∣∣
x∈S = 0 (2.1.8)

Escrevendo E e B em termos de A (2.1.4), substituindo na expressão para a
energia do campo (2.1.1) e definindo pj = q̇j, obtemos:

Hc =
1

2

∑
j

p2
j +

c2

2

∑
j,j′

∫
V

(∇× uj) ·
(
∇× u∗j′

)
qjqj′d

3x (2.1.9)

onde utilizamos a condição de ortonormalidade (2.1.7) e c2 = 1
µ0ε0

.
Vamos utilizar a seguinte relação

∇ · (a× b) = b · (∇× a)− a · (∇× b) (2.1.10)

com a = uj e b = ∇× uj′ , o que leva a:

(∇× uj) · (∇× uj′) = ∇ · (uj × (∇× uj′)) + uj · (∇× (∇× uj′)) (2.1.11)

Utilizando o teorema da divergência no primeiro termo à direita, veremos que ele
se anula porque

n̂ · (uj × (∇× uj′)) = (∇× uj′) · (n̂× uj) = 0

na superf́ıcie. O segundo termo é

−uj · ∇2uj′ = k2
j′uj · uj′

já que ∇ · uj = 0 (2.1.2a).
Utilizando os resultados acima e a condição de normalidade 2.1.7 e definindo

νj = kjc, obtemos:

Hc =
1

2

∑
j

p2
j + ν2

j q
2
j (2.1.12)

As variáveis conjugadas qj, pj satisfazem as equações de Hamilton

q̇j =
∂Hc

∂pj
= pj

ṗj = −∂Hc

∂qj
= −ν2

j qj (2.1.13)
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No processo de quantização, essas variáveis são substitúıdas pelos operadores q̂j e
p̂j, que devem satisfazer as relações de comutação:

[p̂i, p̂j] = [q̂i, q̂j] = 0

[q̂i, p̂j] = i~δij (2.1.14)

Podemos definir novos operadores âj e â†j da seguinte maneira:

â†j =
p̂j + iνj q̂j√

2~νj
, âj =

p̂j − iνj q̂j√
2~νj

(2.1.15)

os quais obedecem as seguintes relações de comutação

[âi, âj] = [â†i , â
†
j] = 0

[âi, â
†
j] = δij (2.1.16)

Em termos dos novos operadores, o hamiltoniano do campo livre (2.1.12) pode ser
reescrito como:

Ĥc = ~
∑
j

νj(â
†
j âj +

1

2
) (2.1.17)

Vejamos agora como escrever a contribuição do átomo para o hamiltoniano total.
Primeiramente, deve ficar claro que apenas os graus de liberdade internos do átomo
serão considerados. No presente modelo, o átomo é tratado como um sistema de dois
ńıveis, os quais serão denotados por

∣∣e〉 e
∣∣g〉. Essa é uma boa aproximação para

o caso em que o modo de interesse do campo, de frequência ν, corresponde a uma
energia aproximadamente igual à diferença de energia entre os ńıveis em questão, de
maneira que não haverá transições entre outros ńıveis que não esses. O ponto zero de
energia do átomo será escolhido de forma que a energias dos ńıveis

∣∣e〉 e
∣∣g〉 serão ~ω

2

e −~ω
2

, respectivamente. Assim sendo, o hamiltoniano que descreve a dinâmica livre
dos estados eletrônicos do átomo é:

Ĥa =
~ω
2

(
∣∣e〉〈e∣∣− ∣∣g〉〈g∣∣) =

~ω
2
σ̂z (2.1.18)

A energia de interação entre átomo e campo é dada por:

HI = −µ · E (2.1.19)

em que µ representa o momento de dipolo elétrico do átomo e E é o campo elétrico
avaliado na posição do átomo, dado por

E(x, t) =
1
√
ε0

∑
j

pj(t)uj(x) (2.1.20)

Novamente, a conexão com a mecânica quântica é feita transformando-se os ve-
tores µ e E em operadores vetoriais µ̂ e Ê. Os elementos diagonais da matriz do
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operador de dipolo na base
{∣∣e〉, ∣∣g〉} devem ser nulos por simetria [8]. Além disso,

se os estados
∣∣e〉, ∣∣g〉 possuem o mesmo número quântico orbital ml, devemos ter〈

e
∣∣µ̂∣∣g〉 =

〈
g
∣∣µ̂∣∣e〉 = µ

ou seja, os elementos de matriz do dipolo devem ser reais. Então, na base dos estados
atômicos, µ̂ tem a seguinte representação:

µ̂ = µ(
∣∣e〉〈g∣∣+

∣∣g〉〈e∣∣) = µ(σ̂+ + σ̂−) (2.1.21)

A dependência espacial de Ê(x, t) pode ser eliminada supondo-se que o átomo
cruza a cavidade em uma linha em que o campo elétrico aproximadamente uniforme.
Essa suposição será válida caso o comprimento de onda do modo de interesse da
radiação seja muito maior que o comprimento de onda de de Broglie do átomo. Assim,
considerando apenas um modo do campo, 2.1.20 pode ser reescrita como:

Ê = −e(â+ â†) (2.1.22)

onde e =
√

~ν
2ε0V .

Logo, o hamiltoniano de interação será:

ĤI = ~g(σ̂+â+ σ̂−â
† + σ̂+â

† + σ̂−â) (2.1.23)

onde g = µ·e
~ .

Os dois últimos termos do hamiltoniano acima, quando escritos na representação
de interação, evoluem de maneira proporcional a e±i(ω+ν)t, enquanto os dois primeiros
evoluem segundo e±i(ω−ν)t. Considerando que ω ≈ ν e que essas frequências encontram-
se, em geral, na faixa de 1015Hz, vemos que os dois últimos termos oscilarão muito
mais rapidamente do que os dois primeiros, dando uma contribuição média pequena à
evolução e, por esse motivo, serão desprezados. (Essa aproximação é conhecida como
aproximação de onda girante.)

Nessas condições, o hamiltoniano Jaynes-Cummings é dado por:

Ĥ = ~νâ†â+
~ω
2
σ̂z + ~g(σ̂+â+ σ̂−â

†) (2.1.24)

Na expressão acima, utilizamos a liberdade de definir o zero da energia para
escrever o hamiltoniano do campo livre sem o fator ~ν/2.

2.2 Dinâmica quântica

Seja H = H0 + HI ,
2 onde H0 representa o hamiltoniano livre do sistema e HI o

hamiltoniano de interação. Na representação de Schroedinger, temos:

i~
∂

∂t

∣∣Ψ〉 = (H0 +HI)
∣∣Ψ〉 (2.2.1)

2Abandonaremos a notação com ˆ para operadores sempre que não houver dúvida quanto ao

caráter quântico da variável.
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Multiplicando a equação acima por e
iH0t

~ e reagrupando termos, obtemos

i~
∂

∂t

∣∣Ψ̃〉 = H̃I

∣∣Ψ̃〉 (2.2.2)

onde definimos: ∣∣Ψ̃〉 = e
iH0t

~
∣∣Ψ〉 , H̃I = e

iH0t
~ HIe

−iH0t
~

Dizemos que a equação acima está escrita na representação de interação, pois ela
descreve a evolução do sistema governada apenas pelo novo hamiltoniano de interação,
H̃I . Tal representação é útil quando não estamos interessados na evolução livre do
sistema, como é o caso aqui.

No modelo Jaynes-Cummings,

H0 =
1

2
~ωσz + ~νa†a (2.2.3)

HI = ~g(σ+a+ σ−a
†) (2.2.4)

Para determinar H̃I , usaremos a seguinte identidade (que pode ser verificada ex-
pandindo as exponenciais em série de potências):

eλABe−λA = B + λ[A,B] +
λ2

2!
[A, [A,B]] + ... (2.2.5)

onde A e B são operadores. Logo,

H̃I =e
iH0t

~ HIe
− iH0t

~

=HI +
it

~
[H0, HI ]−

t2

2!~2
[H0, [H0, HI ]] + ... (2.2.6)

Substituindo as expressões para H0 e HI , obtém-se:

H̃I = ~g
(
σ+ae

iδt + σ−a
†e−iδt

)
(2.2.7)

onde definimos δ = ω − ν.
Sabendo que o conjunto dos autoestados de H0,

{∣∣e, n〉, ∣∣g, n〉}, forma uma base

completa para o espaço gerado por Átomo ⊗ Campo, podemos escrever o estado do
sistema como uma combinação linear desses:∣∣Ψ̃〉 =

∞∑
n=0

ce,n (t)
∣∣e, n〉+ cg,n (t)

∣∣g, n〉 (2.2.8)

Substituindo essa expressão em 2.2.2, temos:

i~
∞∑
n=0

ċe,n (t)
∣∣e, n〉+ ċg,n (t)

∣∣g, n〉
= ~g

∞∑
n=0

cg,n (t)
√
n eiδt

∣∣e, n− 1
〉

+ ce,n (t)
√
n+ 1 e−iδt

∣∣g, n+ 1
〉

(2.2.9)
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Projetando a equação acima em
〈
g, n′ + 1

∣∣ e
〈
e, n′

∣∣, obtemos um sistema de
equações acopladas:

ċg,n+1 (t) =− ig
√
n+ 1 e−iδtce,n (t) (2.2.10a)

ċe,n (t) =− ig
√
n+ 1 e−iδtcg,n+1 (t) (2.2.10b)

cuja solução é:

cg,n+1 (t) = e
−iδt

2

[
cg,n+1 (0) cos

Ωnt

2
+

(
iδ

Ωn

cg,n+1 (0)− 2ig
√
n+ 1

Ωn

ce,n (0)

)
sen

Ωnt

2

]
(2.2.11a)

ce,n (t) = e
iδt
2

[
ce,n (0) cos

Ωnt

2
−
(
iδ

Ωn

ce,n (0) +
2ig
√
n+ 1

Ωn

cg,n+1 (0)

)
sen

Ωnt

2

]
(2.2.11b)

Nas equações acima, Ωn representa a chamada frequência de Rabi, dada por: Ω2
n =

δ2 + 4g2 (n+ 1). Vale notar que o estado
∣∣g, 0〉 é estacionário e, portanto, cg,0 (t) =

cg,0 (0).
Vamos considerar um estado inicial da forma

∣∣Ψ̃ (0)
〉

=
∣∣e〉 ⊗ ∣∣α〉 em que

∣∣α〉
representa um estado coerente do campo e que átomo e campo interagem de maneira
ressonante (δ = 0). Nesse caso, a evolução é dada por:

∣∣Ψ̃ (t)
〉

= e−
|α|2

2

∞∑
n=0

αn√
n!

[
cos
(
g
√
n+ 1 t

) ∣∣e, n〉− isen(g√n+ 1 t
) ∣∣g, n+ 1

〉]
(2.2.12)

Com esse resultado, vamos calcular a inversão de população, que dá a diferença entre
as probabilidades de encontrar o átomo nos estados excitado e fundamental.

〈σz〉 =
〈
Ψ̃
∣∣σz∣∣Ψ̃〉

= e−|α|
2
∞∑
n=0

|α|2n

n!
cos
(

2g
√
n+ 1t

)
(2.2.13)

É interessante notar que se o estado inicial do campo fosse uma mistura estat́ıstica
da forma

ρ(0) =
∑
n

pn
∣∣e, n〉〈e, n∣∣ (2.2.14)

tal que pn = e−|α|
2 |α|2n

n!
, o resultado para a inversão de população seria igual ao obtido

acima, para uma superposição coerente de estados de Fock.
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Figura 2.1: Gráfico da inversão de população para |α| = 4. O padrão de colapsos e

ressurgimentos resulta da soma de funções oscilatórias com frequências diferentes.

2.3 Dinâmica semi-clássica

Na abordagem semi-clássica tradicional do problema, o que se faz geralmente é
substituir os operadores a e a†, no hamiltoniano quantizado, por números complexos
α e α∗, o que resulta em:

H =
~ω
2
σz + ~g

(
αe−iνtσ+ + α∗eiνtσ−

)
(2.3.1)

onde α é um número complexo associado com a amplitude do campo elétrico e ν é a
sua frequência.

De maneira análoga ao procedimento da seção anterior, obtivemos o hamiltoniano
na representação de interação:

H̃I = ~g
(
αeiδtσ+ + α∗e−iδtσ−

)
(2.3.2)

em que δ = ω − ν. Temos que:∣∣Ψ̃ (t)
〉

= cg (t)
∣∣g〉+ ce (t)

∣∣e〉 (2.3.3)

Substituindo as duas expressões acima em 2.2.2, obtemos novamente um par de
equações diferenciais acopladas:

ċg (t) = −iα∗ge−iδtce (t) (2.3.4a)

ċe (t) = −iαgeiδtcg (t) (2.3.4b)
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cuja solução é:

cg (t)= e
−iδt

2

[
cg (0) cos

Ωt

2
+

(
i
δ

Ω
cg (0)− 2i

gα∗

Ω
ce (0)

)
sen

Ωt

2

]
(2.3.5a)

ce (t) = e
iδt
2

[
ce (0) cos

Ωt

2
−
(
i
δ

Ω
ce (0) + 2i

gα

Ω
cg (0)

)
sen

Ωt

2

]
(2.3.5b)

onde Ω2 = δ2 + 4 |α|2 g2.
Suponha que o átomo adentre a cavidade no estado excitado, de forma que∣∣Ψ̃ (0)
〉

=
∣∣e〉 e que a interação seja ressonante. Em um tempo t posterior, tere-

mos: ∣∣Ψ̃ (t)
〉

= −i α
∗

|α|
sen (|α| gt)

∣∣g〉+ cos (|α| gt)
∣∣e〉 (2.3.6)

Tomando a média de σz no estado acima, obtemos o seguinte:

〈σz〉 = cos (2 |α| gt) (2.3.7)

O resultado acima difere bastante daquele obtido via teoria quântica (2.2.13).
Desta vez, o padrão de colapsos e ressurgimentos não está presente; a inversão atômica
apenas oscila, com uma frequência 2 |α| g. Veja que a correspondência entre um campo
quântico coerente e um campo clássico com amplitude complexa bem definida não
funciona, se desejamos obter o valor esperado de um observável do átomo.

Sendo a, a† os correspondentes quânticos de α, α∗, podemos escrever a energia do
campo livre, em analogia com 2.1.17, como (|α|2 + 1

2
)~ω. Então, um campo com

uma amplitude complexa α bem definida, tem também uma energia bem definida.
Vamos considerar que, ao invés disso, o campo tenha uma distribuição de energia,
com uma probabilidade pn associada à energia (n + 1

2
)~ω, cujo análogo quântico é o

estado de mistura 2.2.14, tal que n = |α|2 é um número real e não negativo. Para
efeito de comparação com o resultado obtido através do cálculo quântico (2.2.13),
vamos considerar uma distribuição de probabilidades gaussiana, já que a distribuição
de Poisson tende para essa no limite |α| � 1 [6]:

pn =
1√
2πn̄

e
−(n−n̄)2

2n̄

onde n̄ é o valor médio da distribuição quântica. Nesse caso teŕıamos:〈
σz
〉

=

∫ ∞
0

pn
〈
σz
〉
n
dn =

1√
2πn̄

∫ ∞
−∞

e
−(n−n̄)2

2n̄ cos
(
2
√
ngt
)
dn (2.3.8)

onde estendemos o limite inferior de integração para −∞ porque se n̄ � 1, os n′s
menores que zero contribuem pouco para integral.

Vamos fazer a aproximação
√
n ≈

√
n̄ + n−n̄

2
√
n̄

, que é razoável, já que o próximo

termo da expansão é proporcional a 1√
n̄
. Escrevendo o cosseno em termos de expo-

nenciais complexas, completando quadrado e depois integrando, obtemos:〈
σz
〉
≈ e−

g2t2

2 cos
(
2
√
n̄gt
)

(2.3.9)
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(a) |α| = 2
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(b) |α| = 4

Figura 2.2: Comparação entre os gráficos da inversão de população obtidos dos mo-

delos quântico (linha cheia) e semi-clássico (bolinhas) para valores diferentes de n̄

Vemos que, diferentemente do resultado para um n determinado, o gráfico da
inversão de população contém o colapso (em t =

√
2
g

), como no caso quântico, onde n
é discreto. No entanto, com a soma cont́ınua de frequências, os ressurgimentos não
estão presentes. As duas curvas estão em bom acordo, para tempos até

√
2
g

e valores

grandes de |α|.
A principal falha desse modelo é que ele não é capaz de prever a emissão espontânea

pelo átomo. Para ver isso, vamos fazer |α| = 0 em 2.3.7 e em 2.2.13 e comparar os
resultados. No primeiro (semi-clássico), a inversão atômica tem um valor constante
igual a 1, ou seja, o átomo não decai em momento algum, enquanto que no segundo
(quântico) ela se comporta como cos(2gt).

2.4 Interação com o vácuo como uma correção ao modelo

semi-clássico

Considere o seguinte operador unitário

D(α, t) = e(α
∗aeiωt−αe−iωta†) (2.4.1)

Vamos aplicá-lo à equação de Schroedinger (2.2.1) para o hamiltoniano (2.1.24),
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com ν = ω, e explorar a propriedade D†(α, t) = D−1(α, t) = D(−α, t).

i~D
d
∣∣ψ〉
dt

= DHD†D
∣∣ψ〉

→i~
dD
∣∣ψ〉
dt

=

(
DHD† + i~

dD

dt
D†
)
D
∣∣ψ〉 (2.4.2)

Definindo ∣∣ψ′〉 = D
∣∣ψ〉 , H ′ = DHD† + i~

dD

dt
D† (2.4.3)

temos:

i~
d
∣∣ψ′〉
dt

= H ′
∣∣ψ′〉 (2.4.4)

Para obter o primeiro termo de H ′, vamos ver o efeito da transformação nos
operadores a e a†. Utilizando a fórmula 2.2.5, temos:

DaD† = a+ αe−iωt

Da†D† = a† + α∗eiωt (2.4.5)

Assim,

DHD† =
(
a† + α∗eiωt

) (
a+ αe−iωt

)
~ω+

~ω
2
σz+~g

[(
a† + α∗eiωt

)
σ− +

(
a+ αe−iωt

)
σ+

]
(2.4.6)

Para calcular o segundo termo de H ′, vamos primeiramente reescrever a expressão
para D(α, t) (2.4.1), utilizando a fórmula de Baker-Campbell-Hausdorff:

eA+B = e−
[A,B]

2 eAeB

válida para o caso em que [[A,B]B] = [[A,B]A] = 0. Ficamos então com:

e(α
∗aeiωt−αe−iωta†) = e

−|α|2
2 eα

∗eiωtae−αe
−iωta† (2.4.7)

Logo,

dD

dt
= iωα∗eiωtaD + iωαe−iωtDa†

= iωα∗eiωtaD + iωαe−iωtDa†D†D

= iωα∗eiωtaD + iωαe−iωt
(
a† + α∗eiωt

)
D (2.4.8)

Na última linha usamos 2.4.5. Assim, o hamiltoniano transformado é:

H ′ = ~ωa†a+
~ω
2
σz + ~g

[(
a† + α∗eiωt

)
σ− +

(
a+ αe−iωt

)
σ+

]
(2.4.9)
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O hamiltoniano acima descreve a interação do átomo acoplado a um campo quanti-
zado e um campo clássico. Se na representação original o estado inicial do sistema
for
∣∣α〉⊗ ∣∣e〉, na nova representação será :∣∣ψ′(0)

〉
= D(α, 0)

∣∣α〉⊗ ∣∣e〉 =
∣∣0〉⊗ ∣∣e〉 (2.4.10)

Além disso, o valor esperado de σz (ou de qualquer outro operador atômico) na
nova representação é igual ao na antiga, isto é〈

ψ′
∣∣σz∣∣ψ′〉 =

〈
ψ
∣∣D†σzD∣∣ψ〉 =

〈
ψ
∣∣σzD†D∣∣ψ〉 =

〈
ψ
∣∣σz∣∣ψ〉 (2.4.11)

Então, para efeito de cálculo da média de algum observável do átomo, podemos
obter a dinâmica para o hamiltoniano quantizado (2.1.24) com o campo inicialmente
coerente ou, equivalentemente, para o hamiltoniano H ′ com o campo inicialmente no
vácuo.

2.5 Modelo neoclássico

Na seção 2.2, vimos que, no modelo semi-clássico tradicional, o átomo não emite
radiação na ausência de um campo externo. É necessário, então, que sejam feitas
modificações no modelo, para que ele seja capaz de reproduzir o que é observado na
prática.

Nesta seção, iremos aperfeiçoar a teoria semi clássica desenvolvida anteriormente,
com base no trabalho desenvolvido na referência [1]. Essa teoria, que denominaremos
neoclássica, tem como diferença a inclusão do campo gerado pelo átomo na descrição
do problema. Com essa mudança, o campo não mais terá apenas a sua evolução livre,
mas sim uma dinâmica mais complicada.

Neste tratamento, será conveniente considerar o hamiltoniano do sistema sem a
aproximação de onda girante. Temos, assim:

H = ~gE(t)(σ+ + σ−) +
~ω
2
σz (2.5.1)

Na notação das seções anteriores, E(t) = α(t) + α∗(t).
Novamente, o vetor de estado do átomo pode ser escrito como uma combinação

linear na forma
∣∣ψ(t)

〉
= ce(t)

∣∣e〉+cg(t)∣∣g〉. Substituindo na equação de Schroedinger,
obtemos um sistema de equações diferenciais:

ċe(t) = −igE(t)cg(t)− i
ω

2
ce(t) (2.5.2a)

ċg(t) = −igE(t)ce(t) + i
ω

2
cg(t) (2.5.2b)

Vamos definir as seguintes variáveis:

W =
〈
σz
〉

= |ce|2 − |cg|2 (2.5.3)

M =
〈
σ+ + σ−

〉
= c∗ecg + cec

∗
g (2.5.4)
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Podemos combinar as equações 2.5.2 e utilizar as definições acima para obter as
seguintes igualdades:

M̈ + ω2M − 2ωgEW = 0 (2.5.5a)

Ẇ = −2g

ω
EṀ (2.5.5b)

Essas expressões podem ainda ser combinadas em uma só, eliminando E, que
integrada uma vez com as condições iniciais cg(0) = 0, ce(0) = 1, resulta em:

(Ṁ)2 + ω2(M2 +W 2) = ω2 (2.5.6)

Verifica-se que essa expressão é um enunciado da conservação de probabilidade,
|cg|2 + |ce|2 = 1.

Para ver como o campo evolui, vamos acrescentar o termo de acoplamento EM
ao hamiltoniano livre (2.1.12), que dará a contribuição média do campo do dipolo.
Com essa modificação, temos:

Hc =
1

2
(p2 + ω2q2) +

√
2

~ω
~gp
〈
σ+ + σ−

〉
Dessa forma, as equações de Hamilton (2.1.13) tornam-se:

q̇ =
∂Hc

∂p
= p+

√
2

~ω
~gM

ṗ = −∂Hc

∂q
= −ω2q (2.5.7)

onde utilizamos a condição de ressonância ν = ω e E =
√

2
~ωp.

Combinando as equações 2.5.7 e escrevendo em termos de E, obtemos:

Ë + ω2E + 2ωgM = 0 (2.5.8)

Multiplicando a expressão acima por Ė, substituindo 2.5.5b e depois integrando
uma vez, obtemos:

(Ė)2

2
+ ω2E

2

2
+ 2gωEM + ω2W = Cω2 = constante (2.5.9)

A expressão acima corresponde ao prinćıpio de conservação da energia para o sistema.
No entanto observa-se que, em muitos casos, a energia de interação (∝ EM) é cerca de
10−6 vezes menor do que a energia do átomo. Assim sendo, a equação 2.5.9 reduz-se
a:

(Ė)2

2
+ ω2E

2

2
+ ω2W = Cω2 (2.5.10)
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As equações 2.5.5 e 2.5.8 constituem um sistema de equações acopladas para as
variáveis E,M,W . Para simplificá-las um pouco, vamos introduzir as novas variáveis

Ė + iωE = ωX(t)eiωt

Ṁ + iωM = ωY (t)eiωt (2.5.11)

Note que

Ë + iωĖ = Ë + iω
(
−iωE + ωXeiωt

)
= ωẊeiωt + iω2Xeiωt

⇒Ë + ω2E = ωẊeiωt (2.5.12)

e

Ė2 + ω2E2 = ω2 |X|2 (2.5.13)

e da mesma maneira para M .
Em termos das novas variáveis, as leis de conservação (2.5.6 e 2.5.10) tomam a

forma:

|Y |2 +W 2 = 1 (2.5.14a)

|X|2

2
+W = C (2.5.14b)

E as equações 2.5.5 e 2.5.8 podem ser reescritas como:

Ẏ = −igW (X −X∗e−2iωt) (2.5.15a)

Ẇ = i
g

2
(XY e2iωt +XY ∗ −X∗Y −X∗Y ∗e−2iωt) (2.5.15b)

Ẋ = ig(Y − Y ∗e−2iωt) (2.5.15c)

As funções X(t) e Y (t) variam lentamente com o tempo, enquanto a função e±2iωt

oscila rapidamente com frequência 2ω, dando uma contribuição média nula a cada
ciclo de oscilação de X e Y . Por esse motivo, os termos proporcionais a essa serão
desprezados. Dessa maneira, temos:

Ẏ = −igWX (2.5.16a)

Ẇ = i
g

2
(XY ∗ −X∗Y ) (2.5.16b)

Ẋ = igY (2.5.16c)

Uma equação para W pode ser obtida tomando-se a derivada temporal de 2.5.16b
e utilizando 2.5.16a, 2.5.16c e as leis de conservação, 2.5.14, o que resulta em:

Ẅ + g2
[
1 + 2CW − 3W 2

]
= 0 (2.5.17)
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Multiplicando a equação acima por Ẇ e integrando uma vez, obtém-se:

(Ẇ )2

2
+ g2

[
W + CW 2 −W 3

]
= g2C (2.5.18)

A constante de integração no lado direito da equação pode ser obtida aplicando-se as
condições iniciais cg(0) = 0, ce(0) = 1 às expressões para W (0) (2.5.3) e Ẇ (0).
Definindo b = 1

2g2 , podemos reescrever a equação acima como:

b(Ẇ )2 = W 3 − CW 2 −W + C

= (W − 1)(W + 1)(W − C) (2.5.19)

Tomando a raiz quadrada e integrando, obtemos:∫ W (t)

W (0)

dW√
(1−W )(1 +W )(C −W )

=
t√
b

(2.5.20)

A integral acima pode ser escrita em termos de integrais eĺıpticas do primeiro
tipo3 através da mudança de variável y =

√
1 +W/

√
2, o que leva a:

4

1 + C

∫ √(1+W (t))/2

0

dy√
(1− y2)(1− 2

1+C
y2)
−
∫ √(1+W (0))/2

0

dy√
(1− y2)(1− 2

1+C
y2)

 =

= F

(√
1 +W (t)

2
;

√
2

1 + C

)
− F

(√
1 +W (0)

2
;

√
2

1 + C

)
=

t√
b

(2.5.21)

Para determinar o valor da constante C, vamos utilizar 2.5.10 com a condição
inicial W (0) = 1 e escrever a energia do campo livre como n~ω, em analogia com o
caso quântico, com a diferença que n não precisa ser inteiro. Temos, assim,

C = (2n+ 1) (2.5.22)

válida para o caso em que W (0) = 1.
A função inversa da integral eĺıptica F (x; k), denotada por sn(u; v), é tal que

sn(F (x; k); k) = x. Assim, invertendo 2.5.21, obtemos:√
1 +W (t)

2
= sn

(
t√
b

+Q;

√
1

n+ 1

)

⇒ W (t) = 2sn2

(
t√
b

+Q;

√
1

n+ 1

)
− 1 (2.5.23)

3Definida como F (x; k) =
∫ x

0
dy√

(1−y2)(1−k2y2)
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onde Q = F

(√
1+W (0)

2
;
√

1
n+1

)
.

Pelas leis de conservação (2.5.14), vemos que se W (0) = 1, ou seja, se o átomo
estiver inicialmente no estado excitado, devemos ter |Y (0)|2 = 0. Além disso, se
n = 0, |X(0)|2, que tem relação com a energia do campo, também é zero. Assim,
pela equação para Ẇ (2.5.15b), teremos Ẇ (0) = 0. Como as variáveis X e Y estão
condicionadas, se X(0) = Y (0) = 0, elas não terão evolução e, consequentemente,
W também não. Por outro lado, se W (0) for um pouco diferente de um, já haverá
evolução (ver gráfico abaixo) e o átomo poderá decair mesmo que n = 0. Esse efeito
não está presente no tratamento semi-clássico.
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Figura 2.3: Oscilação de W com W (0) = 0.9 e n = 0 nos modelos neoclássico (linha

sólida) e quântico (tracejado).

2.6 Comparação entre as equações de movimento nos mode-

los quântico e neoclássico

A dinâmica dos operadores, na representação de Heisenberg, é dada por:

i~ ˙̂
A =

[
Â, Ĥ

]
(2.6.1)

Diferenciando essa equação com respeito ao tempo, obtemos:

i~ ¨̂
A =

[
˙̂
A, Ĥ

]
+
[
Â,

˙̂
H
]

→~2 ¨̂
A+

[[
Â, Ĥ

]
, Ĥ
]

= i~
[

˙̂
H, Â

]
(2.6.2)
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Desejamos obter a evolução dos operadores Ê = â + â†, M̂ = σ̂+ + σ̂− e Ŵ = σ̂z
governada pelo hamiltoniano

Ĥ = ~ωâ†â+
~ω
2
σ̂z + ~g(â+ â†)(σ̂− + σ̂+)

Como o hamiltoniano não tem dependência temporal expĺıcita, o último termo na
equação 2.6.2 é nulo. Assim, as equações de movimento para Ê e Ŵ são:

¨̂
E + ω2Ê + 2gωM̂ = 0 (2.6.3a)

¨̂
M + ω2M̂ − 2gωŴ Ê = 0 (2.6.3b)

Para encontrar a dinâmica de Ŵ , é prefeŕıvel, para o que desejamos fazer, usar 2.6.1.

˙̂
W = −2g

ω
Ê

˙̂
M (2.6.4)

A conexão com as equações da seção anterior é feita tomando-se a média dos
operadores, o que leva a: 〈 ¨̂

E
〉

+ ω2
〈
Ê
〉

+ 2gω
〈
M̂
〉

= 0 (2.6.5a)〈 ¨̂
M
〉

+ ω2
〈
M̂
〉
− 2gω

〈
Ŵ Ê

〉
= 0 (2.6.5b)〈 ˙̂

W
〉

= −2g

ω

〈
Ê

˙̂
M
〉

(2.6.5c)

As equações acima devem ser comparadas com as suas correspondentes clássicas:

Ë + ω2E + 2ωgM = 0 (2.6.6a)

M̈ + ω2M − 2ωgEW = 0 (2.6.6b)

Ẇ = −2g

ω
EṀ (2.6.6c)

Vemos que as duas últimas são equivalentes nos dois tratamentos somente se〈
Ŵ Ê

〉
=
〈
Ŵ
〉〈
Ê
〉

e
〈
Ê

˙̂
M
〉

=
〈
Ê
〉〈 ˙̂
M
〉
. Em geral, essas igualdades não são satis-

feitas, pois, mesmo que o estado inicial do sistema seja fatorado, a dinâmica acaba
emaranhando átomo e campo. Por outro lado, a equação de movimento para a

〈
Ê
〉

é a mesma nos dois tratamentos.
Vamos demonstrar que somente no instante inicial, quando

∣∣ψ〉 =
∣∣e〉⊗ ∣∣α〉, não

há emaranhamento entre os subsistemas. Para tanto, vamos calcular TrAρ
2
A, que,

como vimos no caṕıtulo 1, é uma medida do emaranhamento. O operador densidade
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reduzido do átomo (ρA = TrCρ), correspondente ao estado 2.2.12 é:

ρA =
∑
n

e−|α|
2

[
|α|2n

n!
cos2(g

√
n+ 1t)

∣∣e〉〈e∣∣+ sen2(g
√
n+ 1t)

∣∣g〉〈g∣∣]

+ i
∑
n

e−|α|
2 |α|2n α
n!
√
n+ 1

sen(g
√
n+ 1t)cos(g

√
n+ 2t)

∣∣e〉〈g∣∣
− i
∑
n

e−|α|
2 |α|2n α∗

n!
√
n+ 1

sen(g
√
n+ 1t)cos(g

√
n+ 2t)

∣∣g〉〈e∣∣ (2.6.7)

Temos assim,

TrAρ
2
A = C2 + S2 + 2J2 (2.6.8)

C = e−|α|
2 ∑

n

|α|2n

n!
cos2

(√
n+ 1gt

)
, S = e−|α|

2 ∑
n

|α|2n

n!
sen2

(√
n+ 1gt

)
J = e−|α|

2 ∑
n

|α|2n+1

n!
√
n+ 1

sen
(√

n+ 1gt
)
cos
(√

n+ 2gt
)

Equivalentemente, podemos utilizar como medida do emaranhamento a entropia li-
near:

δ(t) = 1− Trρ2
A

O estado é fatorado se δ = 0 e maximamente emaranhado se δ = 1/2.

gt
0 10 20 30 40 50

d t

0

0,1

0,2

0,3

0,4

Figura 2.4: Emaranhamento do sistema átomo-campo com |α| = 4

Como se vê, o estado só é exatamente fatorado em t = 0.
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3 Introdução da dissipação no modelo

Jaynes-Cummings

3.1 Dinâmica quântica com dissipação

Até agora, nos limitamos a estudar a interação entre um sistema de dois ńıveis e um
modo do campo sem nos preocuparmos com a ação do ambiente. Quando a cavidade
que abriga o campo tem um alto fator de qualidade, essa é uma boa aproximação.
Porém, em muitos experimentos, a interação do sistema com o ambiente não pode ser
ignorada. Vejamos, então, como incluir o reservatório no MJC.3

A cavidade pode ser modelada como um conjunto infinito de osciladores harmônicos
independentes em equiĺıbrio térmico. Esses osciladores estão acoplados apenas com o
modo do campo. Vamos supor que o campo seja ressonante com a transição atômica.
Nessas condições, o hamiltoniano do sistema total é dado por:

H =
1

2
~ωσz + ~ωa†a+ ~g(σ+a+ σ−a

†) + ~
∑
j

νjb
†
jbj + ~

∑
j

λjb
†
ja+ λ∗jba

† (3.1.1)

em que λj é a constante de acoplamento entre o campo e o modo νj do reservatório.
A equação mestra para esse hamiltoniano, na representação de interação, com o

reservatório em um estado térmico (1.1.2) na temperatura do zero absoluto (vácuo),
é [10]:

ρ̇(t) = −ig
[
a†σ− + aσ+, ρ(t)

]
+
γ

2
(2aρ(t)a† − a†aρ(t)− ρ(t)a†a) (3.1.2)

onde γ = é a constante de dissipação que está relacionada com os {λj}.
A partir dessa equação, podemos derivar as equações de movimento para os ele-

mentos de matriz atômicos (que são operadores que atuam no espaço de estados do
campo), definidos como ρij =

〈
i
∣∣ρ∣∣j〉.

ρ̇gg = ig
(
ρgea− a†ρeg

)
+
γ

2
L(ρgg) (3.1.3a)

ρ̇ee = ig
(
ρega

† − aρge
)

+
γ

2
L(ρee) (3.1.3b)

ρ̇eg = ig (ρeea− aρgg) +
γ

2
L(ρeg) (3.1.3c)

ρ̇ge = ig
(
ρgga

† − a†ρee
)

+
γ

2
L(ρge) (3.1.3d)

3Seguiremos nesta seção o tratamento exposto na referência [9]
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onde L(ρ) = 2aρa† − a†aρ− ρa†a.
Vamos definir os seguintes operadores hermitianos:

ρ(1) = ρee + ρgg (3.1.4a)

ρ(2) = ρee − ρgg (3.1.4b)

ρ(3) =
i

2
(aρge − ρega†) (3.1.4c)

ρ(4) =
i

2
(ρgea− a†ρeg) (3.1.4d)

para os quais as equações de movimento são:

ρ̇(1) =− 2gρ(3) + 2gρ(4) +
γ

2
L(ρ(1)) (3.1.5a)

ρ̇(2) =− 2gρ(3) − 2gρ(4) +
γ

2
L(ρ(2)) (3.1.5b)

ρ̇(3) =
g

4
(ρ(1)aa† + aa†ρ(1) − 2aρ(1)a†) +

g

4
(ρ(2)aa† + aa†ρ(2) + 2aρ(2)a†)

− γ

2

(
ρ(3) − L(ρ(3))

)
(3.1.5c)

ρ̇(4) =
g

4
(2a†ρ(1)a− a†aρ(1) − ρ(1)a†a) +

g

4
(2a†ρ(2)a+ a†aρ(2) + ρ(2)a†a)

+
γ

2

(
ρ(4) + L(ρ(4))− 2ρ(3)

)
(3.1.5d)

As equações acima, ao contrário de 3.1.3, não acoplam os elementos de matriz diago-
nais do campo com os não diagonais, o que reduz significativamente a complexidade
dos cálculos numéricos. As equações para os elementos diagonais, denotados por
ρ

(i)
nn = P

(i)
n , com i = 1, .., 4 e n = 0, 1, .., são:

Ṗ (1)
n =− 2gP (3)

n + 2gP (4)
n + γ

(
(n+ 1)P

(1)
n+1 − nP (1)

n

)
(3.1.6a)

Ṗ (2)
n =− 2gP (3)

n − 2gP (4)
n + γ

(
(n+ 1)P

(2)
n+1 − nP (2)

n

)
(3.1.6b)

Ṗ (3)
n =

g

2
(n+ 1)

(
P (1)
n − P

(1)
n+1 + P (2)

n + P
(2)
n+1

)
− γ

2

(
P (3)
n − 2(n+ 1)P

(3)
n+1 + 2nP (3)

n

)
(3.1.6c)

Ṗ (4)
n =

g

2
n
(
P

(1)
n−1 − P (1)

n + P
(2)
n−1 + P (2)

n

)
+
γ

2

(
P (4)
n − 2P (3)

n + 2(n+ 1)P
(4)
n+1 − 2nP (4)

n

)
(3.1.6d)

Esse sistema de equações pode ser integrado numericamente utilizando o método
Runge-Kutta de quarta ordem. (Para uma solução anaĺıtica, ver [11]). Para o caso
em que o átomo está inicialmente no estado excitado

∣∣e〉 e o campo em um estado
coerente

∣∣α〉, temos:

P (1)
n (0) = P (2)

n (0) = |〈n|α〉|2 = e−|α|
2 |α|2n

n!
P (3)
n (0) = P (4)

n (0) = 0
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Utilizando o método numérico mencionado e as condições iniciais acima, produzi-
mos um gráfico da inversão de população, que está relacionada a P

(2)
n (t) da maneira〈

σz
〉
(t) = trAC(ρ(t)σz) = trC(ρee(t)− ρgg(t)) =

∑
n

P (2)
n (t) (3.1.7)

onde A,C denotam as variáveis do átomo e do campo, respectivamente.
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Figura 3.1: Inversão de população no modelo quântico com dissipação; |α| = 4,

γ = 0.2g.

Vemos que a inversão tende assintoticamente a −1, ou seja, o átomo termina no
estado fundamental, o que já era esperado.

3.2 Dinâmica semi-clássica com dissipação

A dissipação pode ser introduzida no modelo semi-clássico pela inclusão de um
termo dissipativo na equação que dá a evolução de E. Assim, no modelo tradicional,
onde não há campo de reação do dipolo, a equação 2.5.8 é modificada para:

Ë + γĖ + ω2E = 0 (3.2.1)

Essa equação tem como solução geral:

E(t) = e−γt/2
(
Aeiωt

√
1− γ2

4ω2 + A∗e−iωt
√

1− γ2

4ω2

)
(3.2.2)

Sabendo que γ/2 = ω/Q, onde Q é o fator de qualidade da cavidade, cujo valor t́ıpico

em experimentos é da ordem de 108 [3], podemos considerar
√

1− γ2

4ω2 =
√

1− 1
Q2 ≈
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1. Dessa forma, podemos fazer uma correspondência direta com a seção 2.3, iden-
tificando como α(α∗) o termo constante proporcional a e−iωt(eiωt). Assim, podemos
escrever:

E(t) = e−γt/2
(
αe−iωt + α∗eiωt

)
(3.2.3)

Dessa forma, podemos utilizar as equações para os coeficientes de expansão do estado
atômico (2.3.4), com a mudança α→ e−γt/2α e já fazendo δ = 0, o que leva a:

ċg (t) = −iα∗e−γt/2gce (t) (3.2.4a)

ċe (t) = −iαe−γt/2gcg (t) (3.2.4b)

Podemos definir uma nova variável, s = 1−e−γt/2
γ

, tal que ds = e−γt/2dt. Assim, as
equações acima podem ser reescritas como:

dcg(s)

ds
= −iα∗gce(s) (3.2.5a)

dce(s)

ds
= −iαgcg(s) (3.2.5b)

Dessa forma, podemos utilizar as soluções 2.3.5, com as condições iniciais cg(0) = 0,
ce(0) = 1, o que leva a:

ce(t) = cos

(
2 |α| g
γ

(
1− e−γt/2

))
(3.2.6a)

cg(t) =
iα∗

|α|
sen

(
2 |α| g
γ

(
1− e−γt/2

))
(3.2.6b)

Com isso, calculamos a inversão de população:〈
σz
〉
(t) = |ce|2 − |cg|2 = cos

(
4 |α| g
γ

(
1− e−γt/2

))
(3.2.7)

Para um campo com uma energia determinada, a inversão de população oscila
cada vez mais devagar, até parar de evoluir.

Com um campo para o qual |α| segue uma distribuição gaussiana, temos:

〈
σz
〉
(t) =

∫ ∞
0

pn
〈
σz
〉
n
dn =

1√
2πn̄

∫ ∞
−∞

e
−(n−n̄)2

2n̄ cos

(
4
√
ng

γ
(1− e−γt/2)

)
dn (3.2.8)

Expandindo
√
n em torno de n̄ até primeira ordem e integrando, obtemos:〈

σz
〉
(t) = e−β

2

cos(2
√

2 |α| β) (3.2.9)

onde β = 2g√
2

(
1−e−γt/2

γ

)
.

Os gráficos mostram que quando o campo dissipa completamente, a inversão de
população atinge um valor constante, mas não necessariamente igual a −1. Esse
comportamento já era esperado, pois, como vimos, o modelo não prevê o decaimento
do átomo na ausência de campo.
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Figura 3.2: Inversão de população no modelo semi-clássico com dissipação; |α| = 4,

γ = 0.2g.

3.3 Dinâmica neoclássica com dissipação

A dissipação será inserida no modelo da mesma maneira que na seção anterior,
adicionando-se à equação para E um termo proporcional a Ė. Assim, 2.5.8 toma a
forma:

Ë + γĖ + ω2E + 2ωgM = 0 (3.3.1)

Apesar dessa modificação, as equações 2.5.16a a 2.5.16b continuam valendo, o que
não é verdade para 2.5.16c. Temos então o novo sistema:

Ẏ = −igWX (3.3.2a)

Ẇ = i
g

2
(XY ∗ −X∗Y ) (3.3.2b)

Ẋ = −γ
2
X + igY (3.3.2c)

Temos, ainda:
|Y |2 +W 2 = 1 (3.3.3)

Derivando a equação para Ẇ (3.3.2b) e substituindo as outras duas equações do
sistema e a lei de conservação (3.3.3), obtemos:

Ẅ = −γ
2
Ẇ − g2

(
1−W 2 +W |X|2

)
(3.3.4)

Vemos, então, que a evolução de W só depende das condições iniciais para W , Ẇ e
|X|. Vamos supor W (0) = 1, Ẇ (0) = 0. A outra condição inicial pode ser obtida a
partir da lei de conservação de energia, que agora vale somente no tempo zero:
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(b) γ = 1.2g

Figura 3.3: Inversão de população no modelo semi-clássico com dissipação; |α| = 4

|X(0)|2

2
+W (0) = C

→ |X(0)| = 2
√
n (3.3.5)

Vamos resolver numericamente o sistema supondo uma distribuição poissoniana
em n. Apesar de não haver a exigência de que n seja discreto, essa suposição será
necessária para a utilização do método numérico. A única implicação de se fazer isso
é que poderão aparecer ressurgimentos artificiais da inversão, o que não aconteceria
se n fosse cont́ınuo.

O gráfico da inversão de população neste modelo (ver a seguir) é bastante se-
melhante ao da inversão quântica (figura 1.5). A diferença mais percept́ıvel são as
oscilações no momento do decaimento. Acreditamos que elas sejam uma consequência
de termos suposto n discreto; do contrário, elas não deveriam ser observadas.
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Figura 3.4: Inversão de população no modelo neoclássico com dissipação; |α| = 4 ,

γ = 0.2g
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Conclusão

Há aspectos da interação entre átomo e campo que só podem ser descritos quan-
ticamente. Um deles é o ressurgimento da inversão de população. Qualquer tentativa
de reproduzir esse resultado através de uma descrição clássica do campo falha.

No entanto, observamos que, sob certas condições, a teoria semi-clássica fornece
resultados em bom acordo com a teoria quântica. Vimos, por exemplo, que ela prevê
o colapso da inversão atômica quando consideramos um campo clássico com uma
distribuição gaussiana de energia. Esse resultado é semelhante àquele obtido para
um campo quântico descrito como uma mistura estat́ıstica de estados de Fock, com
uma distribuição poissoniana de probabilidades, cujo valor médio é grande, ou, ainda,
para uma superposição coerente de estados de Fock. Em geral, a descrição de um
estado como mistura ou superposição conduz a resultados diferentes, mas, no caso
espećıfico em que queremos calcular a inversão de população, elas são equivalentes,
desde que obedeçam a mesma distribuição.

Por outro lado, a teoria semi-clássica, da maneira como é geralmente formulada,
sem levar em conta o efeito que o átomo exerce sobre o campo, é incapaz de prever
o fenômeno da emissão espontânea, que é de fato observado. Como alternativa,
apresentamos, então, uma outra teoria, à qual nos referimos como neoclássica, que
inclui esse efeito. Essa descrição se mostrou mais apropriada, pois corrigiu a falha da
primeira.

Oferecemos também uma interpretação alternativa à interação do átomo com um
campo coerente. Mostramos, a partir de uma transformação unitária do hamiltoniano
Jaynes-Cummings, que esse problema é equivalente ao da interação do átomo com um
campo clássico de amplitude bem definida mais o estado de vácuo, governada pelo
novo hamiltoniano. O acréscimo do vácuo ao campo clássico possibilita a descrição
da emissão espontânea.

Por fim, estudamos a consequência da inclusão do ambiente na dinâmica do sis-
tema. O tratamento quântico do problema conduziu a um conjunto de equações
bastante complexas, dif́ıceis de se resolver analiticamente. Tivemos então que apelar
para uma solução numérica, o que levou a um resultado bastante intuitivo: com o
tempo, o sistema atingiu um estado estacionário, que corresponde ao campo com um
número médio de excitações nulo e o átomo no estado fundamental. Obtivemos o
mesmo resultado utilizando a teoria neoclássica. Já com o tratamento semi-clássico,
o estado assintótico do átomo não correspondeu necessariamente ao estado funda-
mental.

33



A partir do exposto acima, concluimos que a dinâmica de um átomo interagindo
com um campo coerente pode ser descrita por uma teoria semi-clássica, em um in-
tervalo de tempo determinado, desde que o campo seja suficientemente intenso, isto
é, que tenha um número médio grande de excitações.
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