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RESUMO

Quando tratamos de qualquer assunto relacionado a Ciéncias, sempre nos
deparamos com situacdes praticas onde experimentos devem ser observados e/ou com
situagoes teoricas onde modelamentos matematicos devem ser desenvolvidos. Ambas as
situacdes tornam-se rotineiras em fisico-quimica, como no caso da deposicdo de dose de
radiacdo ionizante em tecidos biologicos, assunto de grande interesse dentro da Fisica
Meédica, em especial na Fisica da Radioterapia. Diversas situagdes surgem nesse contexto,
algumas sendo resolvidas por técnicas de problemas diretos e outras por técnicas de
problemas inversos, sempre envolvendo ferramentas matematicas avancadas, como
métodos numéricos, calculo integral e diferencial, regularizagdes e uso de redes neurais
artificiais. A deposi¢do de dose de radiacdo em profundidade ¢ de grande interesse e pode
ser obtida experimentalmente ou ainda através de simulagdes com cddigos numéricos,
como o0 MCNP. Neste trabalho desenvolve-se forma inédita de obten¢do de valores de PDP
através de técnicas de problemas inversos, utilizando-se a Regularizagao de Tikhonov.
Mostra-se que esta técnica matematica sofisticada fornece excelentes resultados na
resolugdo deste problema, podendo ser empregada futuramente em programas de
planejamento, possibilitando a redu¢do do tempo de processamento necessario. No ultimo
capitulo fala-se, de maneira introdutéria, da teoria do espalhamento quantico, que
futuramente podera ser anexada ao estudo fisico das técnicas de radioterapia. Com esse
trabalho inicia-se uma nova linha de pesquisa dentro do Departamento de Quimica da
UFMG, empregando-se métodos numéricos e técnicas de problemas inversos dentro da

Fisica Médica.
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ABSTRACT

When we dealt with any matter related to Sciences, we always have practical
situations where experiments should be observed and/or with theoretical situations where
mathematical models should be developed. Both situations become routine in physical
chemistry, as in the case of the deep dose deposition of ionizing radiation in biological
tissues, matter of great interest inside of the Medical Physics, especially in the Physics of
the Radiotherapy. Several situations appear in that context, some being resolved with
techniques of direct problems and other being resolved with techniques of inverse
problems, always involving advanced mathematical tools, as numeric methods, integral
and differential calculation, regularizations and use of neural artificial networks. The deep
dose deposition of ionizing radiation is of great interest and it can be obtained
experimentally or still through simulations with numeric codes, like MCNP. In this work
we develop a new way for obtaining values of PDD through techniques of inverse
problems, using Tikhonov Regularization. It is shown that this sophisticated mathematical
technique supplies excellent results in the resolution of this problem, and it could be used
in the future in planning programs, making possible the reduction of the time of necessary
processing. In the last chapter we show, in an introductory way, the theory of the quantum
scatter, and it can be used in the future in the physical study of the radiotherapy techniques.
This work starts a new research line inside the Chemistry Department of UFMG, using

numeric methods and techniques of inverse problems inside Medical Physics.
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CAPITULO 1

INTRODUCAO GERAL



1.1 — O que sao Problemas Inversos

A caracterizagdo de um problema como sendo direto ou inverso ¢ uma questdo
arbitraria. Entretanto, a comunidade matematica internacional considera que a maior parte
do treinamento matematico feito em curriculos de graduagdo ¢ dominada por problemas
diretos, isto ¢, problemas que podem ser caracterizados como aqueles que contém
informacdes suficientemente exatas para que o estudante seja capaz de encontrar uma
solugdo unica, estavel e bem-definida (Groetsch, 1999). Nesses casos, um processo €
descrito em detalhes e uma entrada ¢ fornecida ao estudante que, espera-se, encontrard uma

solucdo para o mesmo. Em ciéncia esse processo seria assim descrito:

f
——) & ——H
nirada saida

e

Figura 1.1 — Forma direta de processamento

Uma expressao simbolica que pode ser utilizada para representar matematicamente

a figura (1.1) é descrita através da equacdo (1.1) a seguir:

g=Af (1.1)

Para cada entrada f proveniente de certa classe de valores, ter-se-ia uma tUnica
solugdo possivel g. Matematicamente pode-se dizer que g ¢ funcdo de f'e que 4 ¢ o

operador utilizado sobre f para produzir g (Moritz, 1993). Como exemplo pode-se citar:

g=cosf (1.2)

A definicdo de problemas inversos ndo ¢ simples. Dois problemas inversos podem
ser imediatamente visualizados a partir de qualquer problema direto. O primeiro ¢ a causa
do problema: dado o operador 4 ¢ o efeito g, encontre a causa do efeito. A solu¢do para
esse caso seria encontrada através de 4”7, desde que o modelo pudesse ser invertido, o que
nem sempre acontece. O segundo problema inverso que surge ¢ na identificacdo do
modelo: dada uma informacdo causa-efeito, identifique o modelo, ou seja, dados f e g,

encontre 4. Se A for realmente um operador, isto ¢, uma fung¢ao, entdo para qualquer valor

2



de f, um unico g serd encontrado. Isso significa que o problema direto tem solu¢ao tnica,
diferentemente do problema inverso. Além disso, se o operador 4 for continuo, a solugao
do problema direto serd estavel mesmo com pequenas alteragdes na entrada; ainda que o
operador tenha uma inversdo bem-definida, de forma que a causa do problema tenha
solucdo unica, € impossivel assegurar que sua solugdo seja estavel, pois o operador inverso

podera ser descontinuo (Groetsch, 1999).

Em casos gerais, o operador 4 pode ser definido como uma matriz ou até mesmo
como um operador linear ou nao-linear. Em muitos casos as solu¢des dos problemas
diretos sdo representadas por integrais médias. No caso do problema inverso o operador 4
deve ser diferenciado. Essa ¢ a razdo pela qual as solugdes de problemas inversos levam a
problemas instaveis e ndo-lineares muito delicados para realizacdo numérica (Anger et. al,

1993).

Um problema direto trivial seria, por exemplo, quando se tem uma equagdo e se
deseja encontrar sua solu¢do. Pode-se, nesse caso, dizer que o problema inverso seria
quando se tivesse a solugdo e se estivesse a procura da equagdo. Outro problema direto que
pode ser citado seria quando se tem dois niumeros e se quer encontrar seu produto. Nesse
caso, o problema inverso seria encontrar o par de nimeros que, quando multiplicados,
totalizariam o nimero fornecido inicialmente. Deve-se destacar que os problemas inversos

podem ter uma solucfo uinica, varias solu¢des ou nenhuma solucio.

Os problemas inversos tém influenciado grandemente o desenvolvimento das
ciéncias naturais, o que ndo tem sido merecidamente destacado devido a énfase dada ao
ensinamento da resolucdo de problemas diretos. Grandes avangos na ciéncia € na
tecnologia tém sido possiveis a partir dos problemas inversos, como na determinagdo de
leis fisicas originadas de observacdes e medidas indiretas, na reconstru¢do de eventos

passados a partir da observacdo de dados presentes e outros.

Quando as observacdes nao sao suficientes para se determinar os parametros
desconhecidos, informacao adicional se torna necessaria. Cada esquema matematico capaz
de produzir uma solugdo Unica para um problema inverso a partir de dados insuficientes
deve incorporar informagdes adicionais e ¢ por essa razdo que diferentes algoritmos,

aplicados aos mesmos dados, podem fornecer respostas completamente diferentes (Anger



et. al, 1993). Na pratica, se essa insercao de informacdes for insuficiente ou inadequada,
esse feito pode se tornar perigoso. Portanto, para um dado método ou técnica envolvida na
solucdo de um problema inverso, deve-se ter cuidado para sempre considerar seus limites
de aplicabilidade e as suposi¢cdes envolvidas relativas ao caso. Para os matematicos,
problemas inversos sdo raramente faceis, comumente dificeis e, algumas vezes, insoluveis,

mas sempre fascinantes.

Como um problema inverso geralmente ndo tem solucdo Unica, ¢ extremamente
desejavel ter-se uma maneira de determinar a colecao de todas as solugdes possiveis. Em
certos casos 1sso ¢ possivel, mas ainda existe grande distancia a ser percorrida para se
conseguir esse objetivo na maioria deles. Parte da resolucdo dos problemas inversos esta
relacionada com a intuicdo e essa depende da experiéncia de cada um. Intuicdo ¢ um
assunto dificil e delicado, especialmente quando se trata de textos técnicos. Muitos
cientistas e filésofos acreditam que uma lei da natureza ou uma férmula fisica podem ser
encontradas diretamente a partir da dedugdo logica de um dado. Na realidade, isso ¢ um
problema inverso cuja solugdo esta longe de ser Unica e de ser direta. Isso faz com que o
trabalho de um cientista, como “detetive da natureza”, seja muito mais excitante, frustrante

e recompensador do que o de qualquer detetive de historias (Anger et. al, 1993).

1.2 — Resolucao de Problemas Inversos

Para se resolver um problema inverso, os seguintes pontos sao importantes (Anger

et. al, 1993):

e Dominio experimental e tedrico dos processos envolvidos;

e Possibilidade de modelamento matematico do processo;

e Dominio experimental e tedrico do problema direto;

¢ Entendimento das informagdes relacionadas ao problema inverso;

e Desenvolvimento de algoritmos para solu¢ao numérica do problema inverso.

Métodos matematicos altamente sofisticados sdo necessarios para se resolver
um problema inverso. Grande parte da matematica necessaria teve que ser desenvolvida
para esse proposito (Anger et. al, 1993). Em ciéncia, tecnologia e medicina, muitos

resultados sdo obtidos em laboratorios. Dentre eles muitos pardmetros internos de um
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processo especial podem ser mantidos constantes. Para se utilizar esses resultados, aparatos
fisicos especiais ou maquinas devem ser disponibilizados. A maioria dos resultados obtidos

matematicamente pode ser provada usando métodos especificos.

1.3 — Problemas Mal-Colocados

Um problema ¢ chamado bem-colocado, segundo o matematico francés Jacques
Salomon Hadamard (1865-1963), se satisfizer as trés seguintes condi¢des (Anger et. al,

1993):

e A solucdo deve existir (existéncia);
e A solucdo deve ser unicamente determinada pelos dados (unicidade);

e A solucdo deve depender continuamente dos dados (estabilidade).

Isso significa que a solucao deve existir para uma determinada faixa arbitraria de
dados, que deve existir apenas uma Unica solucdo e que essa solucdo deve depender
continuamente dos dados fornecidos inicialmente. Se qualquer uma dessas condigdes nao

for satisfeita, tem-se um problema mal-colocado.

Ao longo de muito tempo pensou-se que somente problemas bem-colocados tinham
significado fisico. De fato, processos deterministicos como, por exemplo, os considerados
na mecanica classica, dependem tUnica e continuamente dos dados iniciais e correspondem,
portanto, a problemas bem-colocados. Durante as ultimas décadas, um grande nimero de
questdes matematicas de relevancia fisica teve que ser interpretada como um problema
mal-colocado por ndo satisfazer pelo menos uma das trés condigdes citadas anteriormente,

especialmente questdes relacionadas a interpretagao fisica de dados medidos.

1.4 — Problemas Inversos de Primeira Ordem

Consistem em se resolver a equacgdo (1.1) para f. Uma solu¢do formal seria dada

pela equacdo (1.3) a seguir:

f=A4"g (13)



em que g representa o dado medido (experimental) e f representa os parametros que
descrevem o objeto. Geralmente o operador A trabalha na dire¢do da natureza para o

observador enquanto 4™ opera na diregdo oposta (Anger et. al, 1993).

1.5 — Problemas Inversos de Segunda Ordem

Consistem na determinagdo do operador 4 considerando que f e g sejam fornecidos.

O operador 4 deve ser considerado como um modelo matematico ou como uma lei.

Geralmente problemas inversos de segunda ordem ndo possuem soluc¢do Unica e

costumam ser de resolucdo mais complicada do que os de primeira ordem.

1.6 — Por que ensinar Problemas Inversos

A solugdo de problemas inversos ¢ um fator importante no desenvolvimento da
matematica e das ciéncias. Sozinha ¢ uma razdo que justifica o estudo ocasional de

problemas inversos nos periodos iniciais de um curriculo de graduacgao.

Entretanto, o mais importante no estudo de problemas inversos ¢ o fato de
desenvolver o habito de “pensar inversamente”. Se se considerar apenas o problema direto,
a situagdo ndo sera analisada por todos os lados. Esse habito de enxergar os problemas

apenas do ponto de vista direto ¢ intelectualmente limitado (Anger et. al, 1993).

1.7 — Problemas Inversos em Fisica Computacional

Muitos exemplos de problemas inversos sdo desenvolvidos por técnicas de fisica
computacional, como em astrofisica, fisica atomica, biofisica, geofisica, fisica de alta
energia, hidrodinamica, fisica nuclear, fisica de plasma, fisica do estado solido e mecanica
estatistica (Nedelkov, 1972). Algoritmos computacionais utilizados com sucesso para
resolucdo de problemas bem-colocados falham quando se tenta sua utilizagdo para alguns
problemas inversos. Os seguintes problemas inversos em fisica computacional podem ser

citados (Nedelkov, 1972):



e Astrofisica: determinagao da distribui¢do da intensidade de radiagdo proveniente do
disco de corpos pesados pela observacdo de seu brilho em um eclipse;
determinagdo da distribuicdo de massas nas galaxias; determinagao de radiobrilho;

e Fisica atdmica: o problema inverso da espectroscopia;

e Biofisica: determinac¢do da distribuicdo do biopotencial U dentro do corpo quando
os valores de U na superficie corporal sdo conhecidos; calculo da distribuicdo da
concentragdo de substancias radioativas nos organismos a partir de medidas
experimentais;

e Geofisica: continuagdo analitica do potencial gravitacional e magnético;
continuagdo analitica do potencial U de correntes elétricas dentro da Terra a partir
de valores medidos em sua superficie;

e Fisica de alta energia: continuagdo analitica da amplitude de espalhamento parcial
na regido ndo-fisica da segunda planilha de Riemann;

¢ Hidrodindmica: fluxo potencial ao redor de corpos com simetria axial; fluxo ao
redor de um corpo na presenca de ondas de choque;

e Fisica nuclear: o problema inverso do espalhamento mecanico quantico; o
problema inverso da espectroscopia nuclear;

e Fisica de plasma: determinacdo da funcao distribuicdo de velocidade de elétrons a
partir de curvas de dispersao;

e Fisica do estado solido: determinagdo de espectro de cristais a partir de sua
capacidade calorifica;

e Mecanica estatistica: determinacdo do comportamento de quantidades
termodinamicas na vizinhanca de temperaturas criticas onde ocorrem transi¢des de
fase;

e Decomposicdo térmica: estudos de decomposicdo térmica de sélidos baseados
principalmente em teorias de crescimento e difusdo de particulas;

e Radioterapia: problemas inversos em tratamentos radioterdpicos de tumores

malignos.

1.8 — Exemplo de um Problema Inverso

No exemplo descrito a seguir, a inten¢do ¢ desenvolver-se um modelo simplificado

do movimento de um projétil, através do estudo do problema do “alcance inverso”, além de



se investigar a existéncia e a unicidade de solugdes. Para seu completo desenvolvimento,
sdo necessarios conhecimentos de pré-célculo (algebra e geometria de coordenadas), de
matematica (parabolas, hipérboles e quadraticas), de base cientifica (lei da inércia, lei de

corpos em queda) e de tecnologia (calculo de graficos).

No século XVI, os problemas de balistica eram uma preocupacdo técnica
fundamental. Os novos canhdes provavam sua eficacia mortifera em varias guerras ao
longo do tempo. Estudos de balistica conduziram a Italia Renascentista @ moderna teoria da

dinamica e podem ser vistos como a origem da fisica matematica.

O primeiro livro ocidental sobre canhdes, chamado New Science, foi publicado em
1537 por Nicolo Tartaglia (Nicolo Fontana, 1500?-1557). Tartaglia se dizia o inventor do
mecanismo para medicdo do angulo de elevacdo de um tubo de canhdo com respeito a
horizontal. Esse problema era tratado de forma direta: dado o angulo de elevagao,
encontrar o alcance horizontal da bala do canhdo para uma determinada carga de pdlvora.
Entretanto o problema inverso correspondente ja era sugerido: encontrar o angulo de

elevacao que permitira determinado alcance da bala.

A andlise do movimento de projétil feita por Tartaglia falhou, mas um século
depois Galileo fez uma nova analise correta sobre 0 movimento de um projétil puntual no
vacuo. As afirmacdes de Galileo eram embasadas firmemente em trés pilares cientificos:

sua lei da inércia, sua lei de corpos em queda e a idéia da composi¢ao de movimentos.

Supde-se um projétil puntiforme de massa unitaria sendo langado da origem com
um angulo € em relagdo ao eixo-x positivo, com velocidade inicial v. A idéia de Galileo era
que o movimento com velocidade v na diregdo 6 poderia ser decomposto em dois

movimentos independentes com dire¢des x € y, com velocidades v, e v, respectivamente.

Figura 1.2 — Representagdo grafica do movimento do projétil



As relagdes entre v e seus componentes sao assim descritas:

v—"zcosé? (1.4)
v
v
—~ =sind (1.5)
v

Considere agora o movimento na direcdo do eixo-x somente. Como nenhuma forga
age nessa dire¢do (desprezar resisténcia do ar no eixo-x e for¢a da gravidade no eixo-y), a
lei da inércia de Galileo afirma que a velocidade na direcdo do eixo-x é constante. Mas a
velocidade inicial no eixo-x ¢ dada por v, = v cosé e, portanto, a velocidade no eixo-x sera
sempre vy. Entretanto, apds um tempo decorrido #, o projétil terd se movido para uma nova

posicdo cuja coordenada x serd dada por:

x=vt (1.6)

No eixo-y duas leis tém influéncia no movimento do projétil. A lei da inércia
mostra que o projétil atingird uma altura v,¢# ap6s um tempo decorrido 7. Mas durante todo
esse tempo o projétil estard sob a agdo do campo gravitacional da Terra. De acordo com a
lei dos corpos em queda de Galileo, depois de decorrido o tempo ¢ o corpo tera caido gr’/2
unidades de distancia, onde g ¢ a constante de aceleracdo da gravidade. Combinando esses
dois efeitos, conclui-se que a coordenada y do projétil depois de decorrido um tempo ¢ sera

dada por:

y=—2—+vt (1.7)

As duas equagdes para x e y demonstradas anteriormente ddo a representagdo

paramétrica da curva ou a trajetoria que o projétil devera seguir.

Esse problema pode ser resolvido de forma inversa, dependendo dos dados

fornecidos:



Se for fornecido o alcance da bala e sua velocidade inicial de langamento, pode-se

calcular o angulo de inclinag@o correspondente do canhdo:

sen2 = M (1.8)
Vo

Se for fornecida a altura maxima da bala e sua velocidade inicial de lan¢camento,

pode-se calcular o angulo de inclinagdo correspondente do canhdo:

2
29: ymax2 g
Vo

sen (1.9)

Se for fornecido o tempo de subida da bala e sua velocidade inicial de langamento,

pode-se calcular o angulo de inclinagao correspondente do canhao:

t
senf =28 (1.10)

Vo

Se for fornecido o tempo total de voo da bala e sua velocidade inicial de

langamento, pode-se calcular o angulo de inclinagdo correspondente do canhdo:

L8
Vo

senf =

(1.11)

Esse problema inverso sugerido ¢ mal-colocado uma vez que:

Sua solucdo pode ndo existir: pode-se tentar achar, erroneamente, um angulo de um
suposto alcance que extrapola o alcance maximo possivel;

Sua solucdo pode ndo ser unica: diferentes angulos podem proporcionar o mesmo
alcance do projétil;

Sua solugdo pode ndo ser estavel: dependendo de ruidos que podem surgir no

langamento do projétil, pode-se obter alcances erroneos.
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1.9 — Conclusao

Embora ndo exista uma regra para se definir exatamente o que ¢ um problema
inverso em relagdo a um problema direto, ¢ 6bvio que ambos existem e que ambos sdo
muito importantes para o desenvolvimento da ciéncia. Com o emprego de dados
experimentais torna-se imprescindivel o uso de técnicas matematicas adequadas a fim de se
modelar tais experimentos. Isso se torna mais evidente quando se tem problemas mal-
colocados, bastante corriqueiros em diversas areas da ciéncia, em especial na fisico-
quimica, como no caso da decomposi¢do térmica de solidos, entre outros. Os problemas
inversos representam um novo horizonte para a caracterizacao de ciéncias experimentais,
onde se consegue modelar matematicamente com precisdo os fendmenos que ocorrem na
natureza e em laboratérios de pesquisa. E imprescindivel o estudo das técnicas associadas a

resolugdo de problemas inversos.
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CAPITULO II

EQUACAO INTEGRAL DE FREDHOLM DE
PRIMEIRA ORDEM

12



2.1 - A Equacao

Diversos experimentos em fisico-quimica podem ser modelados através de
equacdes integrais lineares. Uma das equagdes mais utilizadas ¢ conhecida como equagao
integral de Fredholm. Equagdes de Fredholm envolvem integrais definidas, com limites

inferiores e superiores.

Uma equacdo inomogénea de Fredholm de Primeira Ordem possui a seguinte

estrutura:

[ K.y =g () 2.1)

em que f(y) ¢ uma fun¢do desconhecida a ser solucionada enquanto g(x) ¢ uma parte
conhecida. A fung¢do de duas variaveis K(x,y) é chamada kernel. Essa equagdo ¢ analoga a

equagao matricial (2.2) a seguir:

Kf=g (2.2)
A solugdo da equacdo (2.2) acima ¢ dada pela equagdo (2.3):

f:Kilg’

(2.3)
1, ..
em que K € a matriz inversa

As equagdes (2.1) e (2.2) possuem solucdo unica quando g for diferente de zero e K
for invertivel. Casos onde g seja igual a zero dificilmente tém utilidade. Dados

experimentais certamente serdo utilizados na solug¢ao dessas equacdes.

2.2 — Representaciao da Equacao de Fredholm

Suponha que a equagao integral de Fredholm de Primeira Ordem deva ser calculada

nos pontos x;, X2, ..., Xy
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[ K. )y =g(x)

[[K o) f )y = g(x,)

(2.4)
b
[ Ko )f()y = g(x,)
Resolvendo para um x; fixo:
b n
L K(xi,y)f(y)dy = ZWJ‘K(xi»yj)f(yj) = g(xi) (2.5)
J
De maneira simplificada:
2Kif; =g
= (2.6)
emque K, =wK(x,y,),f,=f(»):8 =g(x)
Na forma matricial:
Kf=g (2.7)

em que feR", geR"eKeR"™". O valor de n refere-se ao numero de pontos do

procedimento de discretizacdo enquanto que o valor de m refere-se ao nimero de pontos

experimentais.

Nesse caso, um problema mal-colocado pode ser definido como uma situagcdo na

qual pelo menos uma das condic¢des a seguir ndo ¢ atendida:

e A solugdo do problema, £, € inica em R" (unicidade);
e Paracada f e R" existeum g€ R" tal que Kf = g (existéncia);

e A dependéncia de f'com g ¢ continua (continuidade).

14



Como encontrar a solu¢do da equacdo integral de Fredholm? Para facilitar,

considere n = m. Assim sendo, pode-se tentar encontrar a matriz inversa de K, que
fornecera a solugio f =K 'g .
2.3 — Representacio em uma Base

Um dos métodos utilizados para a resolu¢do de integrais definidas ¢ a chamada
regra de integracdo trapezoidal. Considere a integral definida na equacdo (2.8) abaixo,

com representacao grafica na figura (2.1) a seguir:

J’b f(x)dx 2.8)

y= fix)

L
4

a c=a+h b=2a+2h

Figura 2.1 — Area sob a curva y = f{(x) dividida em n faixas, onde h = (b-a)/n
A area de cada uma das n faixas sob o grafico tem a forma aproximada de um

trapézio. O somatorio de todas essas areas trapezoidais da uma aproximacdo da integral

definida na equacao (2.8). Como a regido compreendida por cada uma das faixas tem o
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formato aproximado de um trapézio, pode-se utilizar a equacdo de calculo de area dessa

figura para todas as faixas. Para a primeira faixa, tem-se:

2
A érea para uma faixa i qualquer ¢ dada por:
Ai:f(a+(l_l)h)+f(a+lh)h (2.10)
2
O somatorio dessas areas dara um valor aproximado para a integral definida:
ff(x)dxzzf(aJr(l_l)Z)Jrf(aﬂh)h 2.11)
i=1

Quanto maior o valor de n, maior a proximidade do valor calculado com o valor

real da integral.

Para um x; fixo, o integrando da equacdo de Fredholm de Primeira Ordem

K(x,,y)f(»)¢ fungdo da variavel y e pode ser representado como @(y). Considerando-se o

intervalo compreendido entre a e b, tem-se os pontos a, ¢ =a + he b =a + 2h. Através da

regra de integracao trapezoidal chegar-se-4 a:

[[9dy =22 ; #) ), 9©) ; 9o _

(2.12)
D seyn+ 29— ¢(a)§ +p(c)h+ ¢<b>§

2 2

Comparando-se as equagoes (2.12) e (2.5), conclui-se que:

b—a

W1=§7W2=haw3:g’)ﬁza,y2=C=a+hay3:b=a+2h’h=

Generalizando-se para n pontos:

16



h h
w=—, W, ==
2 2

n

w,=h,j=23,.,n-1

(2.13)
y,=a+(j—Dh,j=12,..n
h:b—a
n—1

A titulo de exemplo, utilizando-se um trabalho de 1985, observa-se que Riele
desenvolveu um programa de computador para resolver a equagdo integral do tipo
Fredholm que representa uma situacdo experimental na fisico-quimica mostrada na

equacdo (2.14) a seguir:

[[K G )y = g(0) = L”(xiyj;dy - iln(i : i@ : o1t

emque a<y<b

Portanto, tem-se:

K(x’y):(xiyJ

L
=1 (2.15)

_1 (1+x/a
)= xln(l-i-x/bj

A equagdo (2.14) pode ser representada na forma matricial:

Kf=g (2.16)

Dados o kernel ou operador K(x,y), os limites de integracdo a ¢ b e a fungdo g(x),

obtém-se o valor de f{x) como sendo a solu¢do da equagao.

Nesse trabalho, para a resolucdo desse problema, utilizou-se programas
computacionais desenvolvidos pelo Grupo de Pesquisa em Problemas Inversos do

Departamento de Quimica da UFMG, sob coordenagao do professor e pesquisador Dr.
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Jodo Pedro Braga, onde sdo retornadas as matrizes K, f e g utilizando-se o esquema de
discretizacdo trapezoidal a meia altura. Esse algoritmo transforma uma equagdo integral

em equacao linear, ou seja:

[[ Koy =g(x)= Kf =g (2.17)

A equagdo integral de Fredholm de Primeira Ordem é uma equagdo integral linear.

Em problemas inversos utiliza-se solugdes lineares inversas.

2.4 — Os Quatro Subespacos Fundamentais, Rank e Indice de
Condicionamento

Encontrar a solugdo de um sistema linear, aqui representado por Kf = g, onde
2 b
KeR™,feR"egeR", significa 0 mesmo que considerar que esteja ocorrendo a

transformagao linear K entre os espagos R" e R”. Cada um desses espagos vetoriais pode

ser dividido em quatro subespacos fundamentais.

1. O range (nucleo ou dimensdo do espago) de K, denotado por R(K), ¢ definido como:

R(K)={geR" |Kf =g,[ eR"} (2.18)

Esse subespaco ¢ também chamado de espago coluna de K. O valor de g deve ser
uma combinagdo linear das colunas de K; caso o valor de g ndo pertenga ao subespaco, a
solugdo do problema somente poderd ser aproximada. Isso significa que o range esta

relacionado com a existéncia da solucao do problema Kf = g.

2. O espago nulo de K, denotado por N(K), ¢ definido como:
N(K)={f e R" | Kf =0} (2.19)

Esse subespago esta relacionado com a unicidade da solugdo do sistema linear de
equagdes. Cada f que pertence ao subespago corresponde a apenas um elemento de R".

Esse subespaco também ¢é chamado de kernel de K e, caso ndo seja um conjunto vazio,
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multiplas solu¢des aparecerdao para o problema. Esse fato impede a inversao tradicional de

matrizes para a busca da solugdo.

3. Outro subespaco de R" é o espaco das linhas de K que sdo as colunas de K’, sendo

definido como:
R(K"Y={feR"|K'g=f,geR"} (2.20)

Para um valor de f'que pertence ao espago R” s6 existem duas possibilidades: ou ele
pertence a R(K') ou pertence a N(K). Se o valor de f ndo pertence ao espaco nulo, ele
devera obrigatoriamente pertencer ao range da transposta de K (K”), o que significa que

esse subespaco € o espaco solugao de K, denotado por S(K).

4. Outro subespaco de R é o espaco nulo de K7, sendo definido como:
N(K")={geR" |K g =0} 2.21)

Para um valor de g que pertence ao espago R™ s6 existem duas possibilidades: ou

ele pertence a R(K) ou pertence a N(K').

E importante frisar que esses quatro subespagos fundamentais apresentam as

seguintes propriedades:

N(K) LR(K") , N(K") L R(K)
(2.22)
, em que o simbolo L representa a ortogonalidade.

Como N(K) ¢ R(K") sdo os unicos subespacos de R" e como sdo ortogonais entre si,
eles também sdo complementares, ou seja, qualquer elemento de R" pode ser calculado,

conhecendo-se a base destes dois subespagos, pois:

R"=N(K)UR(K")
(2.23)
R" =N(K")UR(K)
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Assim sendo, a dimensao dos subespacos fundamentais pode ser definida como:

dim[N(K)]+ dim|R(K ") |= dim|R" |=n

] (2.24)
dlm[N(K )]+d1m[R(K) dlm[ ’"] m

O rank ou posto de uma matriz ¢ um niimero igual ao nimero maximo de colunas

linearmente independentes de K:

rank(K) = dim[R(K)] (2.25)
E importante frisar que:

rank (K) = rank(K") (2.26)

rank(K" K) = rank(K) (2.27)

O rank de uma matriz pode ser, no maximo, igual ao menor valor de m ou n. Com

um valor menor ela ¢é dita matriz de rank deficiente; caso contrario, sera de rank cheio.
Para se compreender o indice de condicionamento, considere o sistema linear Kf =

g, no qual uma pequena perturbacdo seja inserida nos dados g, sendo representada por dg.

Se a solugao for alterada por Jf, pode-se escrever (considerando-se que a inversa exista):

K(f+d) =g+ =dq=K"'§ (2.28)

O erro relativo na solucio da equagdo (2.28) sera dado por:

o]
T 1llel

2.29
ERE (229
le]

Levando-se em conta que:
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el = &7 < &l A1

(2.30)
ol = |~ <[]
Tem-se que:
f?f
f 1
0 S IKK
Ehiad (2.31)
E

O valor obtido pela equacgdo (2.31) ¢ o chamado indice de condicionamento da
matriz e ¢ uma medida da sensibilidade da solu¢do quando de perturbagdes nos dados. Se o
indice de condicionamento de K for grande, uma pequena alteragdo nos dados pode levar a

uma solucdo inaceitavel para Kf = g.

E razoavel pensar que, se uma matriz de coeficientes for ligeiramente perturbada,
por exemplo, devido a erros de medicdao, de arredondamento ou resultante de calculos
anteriores, o vetor solugdo também sera apenas ligeiramente modificado. Mas nem sempre
1sso acontece. Existem situagdes em que pequenas perturbacdes relativas nos valores
originais acabam por induzir grandes variacdes relativas na solucdo de sistemas, que nesse
caso recebem o nome de mal-condicionados. A matriz entdo ¢ dita mal-condicionada.

Caso isso ndo aconteca, a matriz ¢ dita bem-condicionada.

A titulo de exemplo de matriz bem-condicionada, considere o sistema AX=B e as

seguintes matrizes:
2,00 -2,00 1
A= ;B =
1,00 0,99 1

Para se encontrar o valor de x, basta resolver a equacao x=A"B:

L [200 —2007'T1] [0,7513
Ax=B=>x=A4A B = =
1,00 099 | [1] [0,2513
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Se a matriz 4 sofrer uma pequena alteracdo, como a seguir, o valor de x também

sera pouco modificado (0,5% de diferenca nesse caso):

{2,00 - 2,00}
A=

1,01 0,99
Lo [2,00 —2,0071] [0,7475
Ax=B=>x=A4A"B= =
1,01 0,99 | |1] ]0,2475

A titulo de exemplo de matriz mal-condicionada, considere o sistema AX=B e as

seguintes matrizes:
2,00 2,00 1
A= ;B =
1,00 0,99 1

Para se encontrar o valor de x, basta resolver a equacio x=A"B:

o= B B 2,00 2,001 50,50
X = > X = = =
1,00 0,99 [1]| |=50,00

Se a matriz 4 sofrer uma pequena alteragdo, como a seguir, o valor de x sofrerda uma

grande modificagao (50% de diferenga nesse caso):

L, _[200 200
1,01 0,99
L 2,00 2,007 717 [ 2525
Ax=B=>x=A4 B = =
1,01 099 [1] |[-24,75

2.5 — Exemplo do Uso de Programas Computacionais

Como exemplo numérico do uso de programas computacionais para a solucao de
problemas, foi desenvolvido um programa pelo Grupo de Pesquisa em Problemas

Inversos do Departamento de Quimica da UFMG, com coordenagdo do professor e
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pesquisador Dr. Jodo Pedro Braga, para se resolver a equagdo (2.14) de modo que a = ¢ =

1,b=d=5en=m. O exemplo desenvolvido possui n = /0.

Ainda no mesmo programa, procura-se obter a matriz f através da equacao (2.3).
Uma comparagao entre o valor de f gerado pela equacdo (2.14) e o valor obtido através da

inversdo de K ¢ descrita na tabela e nos dois graficos a seguir.

Tabela 2.1 — Comparagdo entre os valores da matriz f obtida pela equagdo (2.14) e pela
equacdo (2.3)

Yy fexato finv
1,0000 1,0000 0,4060
1,4444 0,6923 2,1195
1,8889 0,5294 -6,4352
2,3333 0,4286 26,4697
2,7778 0,3600 -66,1396
3,2222 0,3103 114,2314
3,6667 0,2727 -128,1152
4,1111 0,2432 91,5996
4,5556 0,2195 -36,8550
5,0000 0,2000 13,2749
1"_‘ T T T T T
\‘\I
08r A 4
\
0.8 \
=07 "‘5
S06- X 4
=050 - <
L r'l. 4
03f “ .
0.2 1 1 | | 1 FHHEHHT@““'-—H. &
1 1.8 2 2.5 3 35 4 45 5
Valores de y

Figura 2.2 — Valores exatos da matriz “f” gerada computacionalmente (f =y™)
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Figura 2.3 — Valores da matriz “f” obtida computacionalmente através da
equacdo f =K 'g

Como se pode observar, os valores obtidos através das duas equacdes sao
totalmente discrepantes. Isso pode ser explicado em funcdo do indice de condicionamento
da matriz. Um grande valor para o indice de condicionamento indica que o uso da

equacio (2.3) nao é confiavel. Para o exemplo descrito anteriormente, o valor encontrado
foi:

Cond(K) =1,4633x10" (2.32)

2.6 — Conclusao

A equagdo integral de Fredholm de Primeira Ordem tem uma importancia muita
grande no estudo da ciéncia, uma vez que varios fendmenos podem ser modelados a partir
dessa equagdo. Para a sua resolugdo, o uso de algebra de matrizes associado a técnicas

matematicas adequadas e a poderosos softwares torna a tarefa menos ardua e menos
susceptivel a erros.
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CAPITULO 111

METODO DOS MINIMOS QUADRADOS
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3.1 — Introduciao

O método dos minimos quadrados ¢ uma técnica de otimizagdo matematica
utilizada na busca do melhor ajuste para um conjunto de dados, onde se procura minimizar
a soma dos quadrados das diferencas (residuos) entre a curva ajustada e os dados utilizados

para a sua construgao.

A curva dos minimos quadrados ¢ usualmente um grafico de um tipo padrdo de
funcao de forma linear, polinomial ou trigonométrica, por exemplo. Como os dados podem
incluir incertezas de medida ou ajustes experimentais, ndo se pode esperar que a curva
passe por todo o conjunto de dados levantados no experimento. Ao invés disso, a curva
deve passar por uma aproximac¢io otimizada, baseada na soma dos quadrados dos erros

entre os valores das ordenadas descritas no grafico.

A técnica dos minimos quadrados foi desenvolvida por Adrien-Marie Legendre
(1752-1833) e Carl Friedrich Gauss (1777-1855). O primeiro trabalho sobre o assunto foi
publicado por Legendre em 1806, embora hajam evidéncias claras de que Gauss tenha feito
progresso 9 anos antes, utilizando o conhecimento em seus calculos astronomicos (Leon,

1998).

Um sistema de equagdes lineares pode ser classificado de acordo com a quantidade

de solugdes que apresenta:

1. Se o sistema nao possui soluciio, ele ¢ chamado impossivel (hd mais equagdes do
que variaveis). Esse tipo de sistema ¢ usualmente inconsistente;

2. Se o sistema possui apenas uma soluc¢io, cle ¢ chamado possivel e determinado
(determinaciao exata);

3. Se o sistema possui muitas solucdes, ele ¢ chamado possivel e indeterminado (ha

menos equagdes do que variaveis). Esse tipo de sistema ¢ usualmente consistente.

Um problema de minimos quadrados pode ser formulado geralmente como um
sistema de equagdes. Um requisito implicito para o método dos minimos quadrados
funcionar ¢ que as incertezas em cada medida sejam distribuidas aleatoriamente, com

funcao densidade gaussiana, além do fato de os residuos terem de ser independentes.
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3.2 — Ortogonalidade

Para um sistema Ax = b, do tipo m x n, com m > n, geralmente, ndo se pode esperar
encontrar um vetor X € R" para o qual Ax seja igual a b. Ao invés disso, pode-se procurar
um vetor X para o qual o valor de AX seja o mais proximo possivel de b. A ortogonalidade
desempenha, assim, um importante papel na busca do valor de X, uma vez que esse

conceito esta intimamente ligado a aproximacao de valores.

Se x € R", entdo o comprimento Euclidiano ou norma de x é definido como:
)} ]
||x||=(xTx)A =(x12+x22+...+xj)é (3.1)

Para dois vetores X e y em R" diferentes de zero tem-se:

T
Sl 2 < (3.2)

Il

O angulo 0 entre os dois vetores ¢ dado por:

T
cosH:Q, 0<6<rx (3.3)

[l

Os vetores X e Yy sdo ditos ortogonais se x'y=0. Para representar a ortogonalidade,
utiliza-se o simbolo L . Portanto, para se mostrar que X e Y sdo ortogonais, escreve-se dessa

forma: x L y. Na estatistica utiliza-se o cosseno do angulo entre dois vetores para se medir

0 quao perto esses dois vetores estdo um do outro.

3.3 — Definicao Matematica dos Minimos Quadrados

Seja A uma matriz do tipo m x n, com m > n. Para cada b € R™ define-se:

L ENCIESA (3:4)
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Considere o sistema de equagdes Ax=b. Para cada x € R" tem-se um residuo:

r(x)=b— Ax (3.5)
A distancia entre b ¢ AX sera dada por:

|6~ x| =) (3.6)

Deseja-se obter um vetor x € R" para o qual ||r(x)|| seja minimo. Minimizar esse

, . C e . 2
valor ¢ equivalente a minimizar o seu quadrado, ou seja, r(x)” . Um vetor x que possa ser

utilizado nessa equacao ¢ uma solucdo de minimos quadrados para o sistema Ax=bh.

3.4 — O Método dos Minimos Quadrados

Nem sempre a inversdo de uma matriz € suficiente para se conseguir encontrar
valores a partir de dados experimentais. Pode-se utilizar o método dos minimos quadrados
na busca de f{y) na equagdo (2.1), ou seja, procura-se obter f(y) que dé o minimo do

funcional especificado na equacao (3.7) a seguir:

(/) =|Kf - g, = (Kf - )" (Kf - &) (3.7)

O valor de @(f) pode ser assim desenvolvido:

2

wn=(S-a) oSt e] roofSre) o

Num sistema 2x2, por exemplo, tem-se:

O(f) :HKf_guz = (Kllfl +K,, /5 _g1)2 +(K21f1 +K,, /5 _g2)2 3.9)

Pela regra dos minimos quadrados, a derivada de @(f) em relagdo a f deve ser igual

a Z€ro.
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oD
—(f) :2(K11f1 + K, _gl)Kll +2(K21f1 +Kyfh _gz)Kzl =0

o,
50() (3.10)
of = 2(Kllfl +K,f, - gl)Klz + 2(K21f1 +K,,f, - g, )Kzz =0
2
Rearranjando os termos:
(Kllfl +K,f,—& )Kn + (K21f1 +K,f,— g, )K21 =0 G3.11)
(Kllfl +K,/,—g )K12 +(K21f1 +K,, 1, _gz)Kzz =0
Redistribuindo os termos das equagdes:
<K11K11 +K21K21)f1 +(K12K11 +K22K21)f2 =K, g +K,g, (3.12)
(K11K12 +K,K,, )f1 +(K12K12 +K,K,, )fz =K,g +K,g,
Matricialmente:
|:K11Kll +K21K21 KIZKII +K22K2]j||:fi:|=|:Kll K12:||:glj| (3 13)
K11K12 +K21K22 K12K12 +K22K22 f2 KZI K22 g2 ‘
Simplificando:
|:K11K11 +K21K21 KIZKII +K22K21:|:|:K11 K21:||:K11 K12:|:KTK
K11K12 +K21K22 K12K12 +K22K22 KlZ K22 K21 K22
(3.14)
[Ku Kﬂ}{gl}=KTg
K, Ky|g
Assim sendo, o minimo da fung¢do pode ser escrito dessa forma:
T T
K'Kf =K"g (3.15)
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A solugdo da equagao (3.15) ¢ dada pela equagdo (3.16) a seguir:
T Y! T
f:(K K) K'g (3.16)

Uma comparacdo entre os valores de f gerados pelas equacdes (2.14) e (3.16) ¢

mostrada na tabela a seguir.

Tabela 3.1 — Comparagdo entre os valores da matriz f obtida pela equagado (2.14) e pela
equacdo (3.16)

Y fexato fmq
1,0000 1,0000 0,4472
1,4444 0,6923 1,2859
1,8889 0,5294 0,6741
2,3333 0,4286 0,1029
2,7778 0,3600 0,1592
3,2222 0,3103 0,4287
3,6667 0,2727 2,5878
4,1111 0,2432 -0,3191
4,5556 0,2195 -1,5232
5,0000 0,2000 -2,3907

A figura (3.1) a seguir foi gerada computacionalmente através da equacao (3.16)

descrita anteriormente:
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Valores de f obtidos por minimos quadrados

_3 L L L I 1 1 1

Valores de y

Figura 3.1 — Valores da matriz “f” obtida computacionalmente através da equagdo
f=(k"K)'Kk"g

Comparando-se a figura (3.1) com a figura (2.2), pode-se observar que essa solugao
também nio ¢é aceitavel. O indice de condicionamento de K'K indica que o uso da equagio

(3.16) nao ¢ confiavel:
Cond (K"K) =5,0995 x10" (3.17)

3.5 - O Problema Linear dos Minimos Quadrados

Considerando-se que tanto K quanto g podem depender de um parametro ¢, procura-
se encontrar os melhores valores para f;, />, ..., f, quando os valores de ¢, t,, ..., t, forem

levados em conta. Essa situacdo pode ser representada matematicamente por:

Sk @)+ ok, () +. 4 Lk, (8) = g(2)

Sik(8,) + [k, () + .+ [k, (8,) = g(2,)
(3.18)

Sk @)+ fLokl, @)+ + [k, (@) = g(2,)
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Nas equagdes acima, k;(t), ki(t), ..., kq(t) sdo funcdes apropriadamente definidas
para cada situagdo particular. Definindo-se k; = ki(t;)) € gi = g(t;), o sistema de equagdes
(3.18) pode ser representado na forma linear Kf = g. Esse sistema geralmente ndo possui

solugdo Gmica e sua solugdo deve ser encontrada de tal forma que ||’ =|Kf -g|. seja

minima. Esse ¢ o chamado problema linear dos minimos quadrados.

A solucdo que gera o residuo minimo deve pertencer obrigatoriamente ao

T o) ~ , ;e . .
subespaco N(K"), caso contrario ndo sera minimo. Isso significa que:

K'Kf =K'g (3.19)

A solugdo da equacao (3.19) ¢ dada pela equagdo (3.20):

f=(K'K)"'K'g (3.20)

A matriz (K"K)"'K"é conhecida como matriz de Moore-Penrose ou pseudo-

inversa de K. Nao se deve tentar encontrar a solugdo para um problema linear de minimos
quadrados diretamente a partir da aplicacdo da equagdao (3.20). Em muitos casos ¢
impossivel encontra-la a partir de solugdes analiticas. Caso a matriz K relacionada ao

problema seja de rank deficiente, a matriz K'K também sera.

A solucido de sistemas mal-condicionados ou com rank deficiente nio pode ser
obtida por inversao de matrizes ou pelo método dos minimos quadrados. Uma solucao
¢ remover a singularidade (ponto de um conjunto que ndo ¢ “bem comportado”) que
aparece quando se inverte a matriz K. A remog¢do da singularidade ¢ chamada

regularizacio.
3.6 — Exemplo Matematico de Ajuste a uma Reta

Considere uma reta do tipo y = a + bx, onde a ¢ b sdo os parametros a serem
determinados. A inten¢do ¢ minimizar a distancia de um conjuntos de pontos (Xi,y;) da

tabela a cada ponto (X;,a+bx;) da reta, conforme figura a seguir (Souza, 2006):
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L 2

Figura 3.2 — Distdancia de um ponto (x;y;) a retay = a + bx (Souza, 2006)

A distancia entre o ponto da reta e o ponto da tabela ¢ dada por:

v, —a—bx, (3.21)

A soma dos quadrados das distancias de todos os pontos ¢ dada por:

n

g=> (vi—a-bx) (3.22)

i=1

Para a funcdo descrita pela equacao (3.22), os valores que podem ser seus minimos
sdo aqueles onde as derivadas parciais de g em relagdo aos pardmetros a € b sdo nulas, ou

seja:

(3.23)

Como:
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(3.24)
(3.25)

Tem-se:

% = —2|:Zn: y, —ha— (i X, b} =0 (3.26)
& _z{i X, —(i j —( ) H =0 (3.27)

As equacdes (3.26) e (3.27) sdo utilizadas para se escrever um sistema de equagdes
do problema em questdo, cujas incognitas sdo os parametros a € b da equacao inicial y = a

+ bx:

na+ [Zn:x,}b = Zn:yi
i=1

i=1

(Zn:xija +(Zn:xfjb = Zn:xl.y,
i=1 i=1 i=1

(3.28)

A titulo de ilustragdo, considera-se a tabela a seguir, que mostra os pontos (X;,yi). A
seguir ¢ utilizado o método dos minimos quadrados para a determinagdo da equagdo da reta

que melhor se ajusta a esses pontos.

Tabela 3.2 — Pontos (x;y;) para determina¢do da retay = a + bx

Xi -1,0 -0,1 0,2 1,0
Vi 1,000 1,099 0,808 1,000

Aplicando-se o sistema de equacdes (3.28) com n = 4 pontos:
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n

D x,=-1-01+02+1=0,

i=1

> oxl=(=1)7 +(=0,1)> +0,2* +1> =2,05
i=1

n

Dy, =12 +1,099° +0,808> +1* =3,907

i=1

x,y. = (=1x1)+(=0,1x1,099) + (0,2 x 0,808) + (1 x 1) = 0,0517
Vi (

i=1

4,0a+0,10b =3,9070
0,la +2,056=0,0517

Resolvendo-se o sistema para a e b tem-se:

a=0,9773
b=-0,0224

Assim sendo, a equagdo da reta que melhor se ajusta a tabela de pontos é:

1=0,9773 —0,0224x

O método dos minimos quadrados também pode ser utilizado em alguns casos com

outros tipos de fun¢ao com solugdo analitica, como exponencial, hipérbole e outros.

3.7 — Qualidade do Ajuste

Verifica-se a qualidade do ajuste feito em funcio do coeficiente de determinagdo 7

dado por:

n

Y (a+bx,—y)

2 i=
r:zl ,

> -7y

(3.29)

STEN
i=1

Quanto mais proximo o valor de r* estiver da unidade, melhor é a qualidade do
ajuste. Esse coeficiente de determinac¢ao ¢ uma medida da propor¢do da variacdo total dos

dados em torno da média dos mesmos. O numerador representa a soma dos quadrados dos
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desvios de cada ponto da reta de ajuste ao ponto médio y dos pontos dados, enquanto que

o denominador representa a soma dos quadrados dos desvios de cada ponto dado ao ponto

médio y .
Como:
D (=¥ =D.(yi—a—-bx) +) (a+bx,—y) (3.30)
i=1 i=1 i=1
Assim:
Z(yi _)_})2 _Z(yi —-a _bxi)z
rt=- — (331)
Z (J’, - J_/)Z
i=1
Como:

n _ n _ n n _ n 1 n 2
D= =Dy =25y ) v =) ! —;(Z%J (3.32)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Simplifica-se o coeficiente de determinacao em:

Zn:(yi —a _bxi)z
i=1

2
2 —I{Z%]
1 n\ i=1

rr=1-

(3.33)

i=

3.8 — Conclusao

O método dos minimos quadrados ¢ uma eficiente técnica matematica que pode ser
empregada na solucdo de problemas em ciéncias, uma vez que nem sempre a técnica de
inversdo de matrizes retorna valores confidveis em sua resolugdo. Entretanto, para matrizes
com indice de condicionamento muito grande, mesmo esse método pode ndo ser adequado,

0 que exige o uso de técnicas mais avancadas, como a regularizacio.
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CAPITULO IV

A REGULARIZACAO DE TIKHONOV
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4.1 — Introducao

Uma técnica muito eficiente de resolucdo de problemas consiste em adicionar
informagdes extras a eles. Uma resolugdo de problemas com o método dos minimos
quadrados foi mostrada com a equagdo (3.7) utilizada para se encontrar o minimo do

funcional:

o(f) =|Kf - gl} = (Kf —g)" (Kf - g) (3.7)

Pode-se adicionar informacdes extras a esse problema, transformando a equacao

(3.7) na equagdo (4.1) a seguir:

O(f) =[Kf - el + A1, (4.

em que 4 ¢ chamado parametro de regularizacio e representa um valor a ser encontrado,

enquanto L ¢ um operador geralmente da forma mostrada na equacao (4.2) a seguir:

2 2

+a,
2

2
+a,
2

af

af

/=7 dx?

e

(4.2)

2

em que ay, a; € a, sao valores constantes e iguais a 0 ou 1, dependendo de condigdes a

serem impostas. A funcao f ¢ um valor inicial estimado para a solugdo.

A regularizagdo ¢ necessaria na resolucdo de problemas inversos devido
principalmente aos erros embutidos nos dados experimentais e aos de arredondamento.
Praticamente todos os métodos de regularizacio que buscam solugdes estaveis para
problemas inversos envolvem uma ligacdo entre o tamanho da solucdo regularizada e a
qualidade do ajuste dos dados. O que distingue os varios métodos de regularizacdo ¢ a

maneira como eles medem e como decidem a melhor ligagdo entre as duas quantidades.
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O melhor valor para o parametro de regularizagdo 4 € encontrado a partir da “curva
L”, um grafico paramétrico montado em escala logaritmica, onde as abscissas
correspondem a norma do vetor de erros nos dados calculados e as ordenadas
correspondem a norma do vetor de derivadas dos parametros do modelo estimado (Hansen,
1999). O “joelho” da curva representa a situacao de equilibrio entre as influéncias desses
dois termos na fun¢do, correspondendo ao melhor modelo matematico. Esse pardmetro
otimizado, selecionado no ponto da curva L onde a curvatura ¢ médxima, proporcionara
uma suavizacdo ideal nos dados fornecendo um modelo bem proximo do que seria o

verdadeiro.

A seguir, a equacgdo (4.2) sera dividida em 3 partes e analisada separadamente.

4.2 — A Primeira Restri¢cao

Considere a primeira parte da equagao (4.2) associada a constante ay:

1L =af -1 (4.3)

Essa equagdo pode ser reescrita da forma:

I =aoi(ﬁ—}ij (4.4)

i=1

|71, = aq

O minimo da equagdo (4.4) sera:

~2afi-1.)=0. (4.5)

em que k ¢ um valor diferente de i

Deve-se encontrar o valor de f'que minimize o funcional descrito a seguir:

39



A2
O(f) =[Kf - g +Aa,|f - f (4.6)
2
Se ap =%, a solucdo serd equivalente a resolver a equacdo (4.7) a seguir:
(K'K+AI)f=KT"g+Af 4.7)

em que / representa uma matriz identidade. Se A = 0, tem-se a solugdo por minimos

quadrados, descrita pela equagao (3.45).

4.3 — A Segunda Restricao

Considere a definicao de derivada primeira dada pela equagao (4.8) a seguir:

af _ fe+h) = f(x)
o P (4.8)

Para analisar a segunda restri¢do, considere inicialmente apenas 4 pontos na

quadratura de Gauss (técnica de integragdo numérica de Gauss). Fazendoa=y;, y>eys, e b

= y4, tem-se:

”Lf”i =4q, % :%[(fz _f1)2 +(f3 _fz)z +(f4_f3)2] (4-9)

Calculando-se as derivadas parciais, tem-se:

sl _q _24 -
6—ﬁ-h—2[2(f2—ﬁ)(—1)]— Tlh=12)=0

Al _q 4 _
a—ﬁ—ﬁ[z(fz—ﬁ)+2(fa—fz)(—1)]— h—z(—fl+2fz—fz)—0 (4.10)

Aerls _ a, 4 _
T_h_zp(f} _f2)+2(f4 _f3)(_1)]_2h_2(_f2 +2f3 _f4)_0

40



a”Lf”i 9 _ a4 _
W—h—z[z(ﬂ—fa)]— h—z(—f3+f4)—0

As equacoes (4.10) podem ser agrupadas na forma de matrizes:

1 -1 0 0 |f
-1 2 -1 0 |f

0 -1 2 -1 |f, (4.11)
0 0 -1 1 |f
Juntando-se a primeira e a segunda restricoes, obtém-se o funcional
2 2
) d
o(f)=|Kf - ¢l M[ao f=1| +a d—i ] (4.12)
2 2

O minimo do funcional descrito na equagao (4.12) sera dado pela equagao (4.13):

K"K+ AT+ H))f =K g+ A f (4.13)

em que H; representa uma matriz da forma:

H, = (4.14)

4.4 — A Terceira Restri¢ao

Para se analisar a terceira restricdo de maneira andloga a segunda, considere

inicialmente a defini¢do de derivada segunda de uma funcao:

df _ S+ =2[()+[(x=h) (4.15)
dx’ K’ |
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Considerando-se os pontos na quadratura de Gauss onde se faza =y, y> y3eys, e b

=ys, tem-se:

d*f
| dx?

t {(ﬁ—2f2+ﬁ)2+(f4—2f3+f2)2+
=a, ) ) (4.16)
+(fs=2fi+ i) +(fo -2+ 12)

2

2
|21, =
Derivando-se a equagao (4.16), obtém-se:
olLfI}
AL it 21+ 1200~ 212+ 1) 0

o

O|L
WL sl 2124 1 X2s 210 )
=2a,(=2f,+4f, =2fi+ f, =2fi + f1)=2a,(= 21, +5f, =4 £, + £,)=0

o|L
"@f" 2a,[(f; M)+ =2f+ L))+ (-2, + f)]=
:2a2(f1_2f2+f3_2f2+4f3_2f4+f3_2f4+f5):
=2a,(f, —4f, + 6/, —4f, + f5)=0
4.17)

o|IL
"@f" 2a,[(fy =25+ f)+ (s =21+ L )=2)+ (fe =25+ 11)]=
=2C12(f2—2f3+f4—2f3+4f4—2f5+f4—2f5+f6)=

=2a,(f, ~4f, +6f, —4f, + f,)=0

a”g” 2a,[(fs =21, + f3)+ (fs —2f5 + £ )=2)]=
=2a,(fs =2f, + fs —2f, +4 15 =21 )=2a,(f, —4f, +5fs —2f,)=0

%:265[(](6 -2 +f4)]:202(f4 =2f; +f6)

As equagdes (4.17) podem ser agrupadas na forma de matrizes:
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1 -2 1 0 0 0 |f 0
2 5 -4 1 0 o |f o
1 -4 6 -4 1 0 0
5l (4.18)
0 4 6 -4 1 |£] o
0 1 -4 5 =2 |l Do
0 0 0 1 -2 1 |fs 0
Juntando-se a primeira, a segunda e a terceira restricdes, obtém-se o funcional
A2 df 2 de 2
2
(D(f)=||Kf—g||2+l a,\f—f +a1H— +a,|—5 (4.19)
2 dx|, dx” |,

O minimo do funcional descrito na equacao (4.19) sera dado pela equagao (4.20):

K"K+ A1+ H, +H,))f =K"g + A f (4.20)

em que H; representa uma matriz da forma:

1 -2 1
-2 5 -4 1

1 -4 6 -4 1

H, = S T (4.21)
1 -4 6 -4 1
1 -4 5 -2
1 -2 1
A solugdo da equagao (4.20) ¢ dada pela equagdo (4.22) a seguir:
f:[KTK+/1(I+H1+H2)]_1(KTg+/1fj (4.22)

4.5 — Exemplo de Aplicacao da Regularizacio de Tikhonov

O trabalho de Riele (1985) trata de um problema onde as equagdes (2.14), (2.15),

(2.16) e (2.17) devem ser utilizadas para a sua solucdo:
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['K ) f 0y = g(3) - jf( ! Jidy - 11n[MJ ,

xX+y)y x (l+x/b (2.14)
emque a<y<b
Portanto tem-se:
1
K(x,y) =( J
xX+y
1
f)== (2.15)
Y
_ 1. (1+x/a
&)= x ln(l + x/bJ
A equacao (2.14) pode ser representada na forma matricial:
Kf=g (2.16)

Dados o kernel ou operador K(x,y), os limites de integracdo a ¢ b ¢ a fungdo g(x),

obtém-se o valor de f{x) como sendo a solugdo da equacao.

Outro programa desenvolvido pelo Grupo de Pesquisa em Problemas Inversos
do Departamento de Quimica da UFMG, com coordenagdo do professor e pesquisador
Dr. Jodo Pedro Braga retorna as matrizes K, f e g utilizando o esquema de discretizagao

trapezoidal. Esse algoritmo transforma uma equagdo integral em equagdo linear, ou seja:

[[K@nfmdy=g)=Kr=g 2.17)

Para o exemplo numérico descrito a seguir, o programa foi configurado de modo
quea=c=1,b=d=5¢en=m= 10. Ainda no cédigo, procura-se obter a matriz [
através de trés métodos: inversdo da matriz K, minimos quadrados e regularizacdo de

Tikhonov. Os valores encontrados sdo mostrados na tabela a seguir:
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Tabela 4.1 — Comparagdo entre os valores da matriz f obtida pela equacdo (2.14) e pela
equagdo (4.22)

M fexato fTik
1,2000 0,8333 0,9066
1,6000 0,6250 0,6212
2,0000 0,5000 0,4708
2,4000 0,4167 0,3853
2,8000 0,3571 0,3332
3,2000 0,3125 0,2992
3,6000 0,2778 0,2755
4,0000 0,2500 0,2579
4,4000 0,2273 0,2442
4,8000 0,2083 0,2329

800 T T T T

T |
—<— Valores exatos
— Valores por inversao

600 - I\ ol
400 - ]

200 | : i

=200 - \ 4

-400 - 1

Valores exatos de f X Valores cobtidos por inverséo comum

-600 - { B

-800 I | I | I I | I
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Valores de y

Figura 4.1 — Valores exatos da matriz “f” X Valores obtidos por inversdo comum de
matriz
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T T T

—&— Valores exatos

—7— Valores por minimos quadrados
2]
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Figura 4.2 — Valores exatos da matriz “f”” X Valores obtidos por minimos quadrados

1 T

| I
—=— Valores exatos
—&— Valores por Tikhonov

0.9 -

0.7 b

0.5+ i

0.3 &

Valores exatos de f X Valores obtidos por Regularizagdo de Tikhonov
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»
T
|

0.2 | | | | | I I I
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Figura 4.3 — Valores exatos da matriz “'f” X Valores obtidos por Tikhonov
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Como se pode observar, os valores obtidos através dos dois métodos mais simples
(inversdo de matrizes e minimos quadrados) sdo muito discrepantes dos valores exatos
encontrados para a funcdo f, diferentemente daquele encontrado com a Regularizagdo de
Tikhonov. Isso pode ser explicado em funcao do indice de condicionamento da matriz ser

muito alto:

Cond(K) =3,9644x10" (4.23)

4.6 — Conclusao

Quando da resolugdo de sistemas de equagdes, a inser¢do de dados adicionais pode
fazer com que se consigam solu¢des com melhores aproximagdes do que nos métodos de
inversdo de matrizes e/ou dos minimos quadrados. Na regularizagio de Tikhonov,
acrescenta-se o parametro de regularizagdo e um operador composto de trés restrigdes.
Utilizando-se informag¢des adequadas, esse método de regularizagdao ¢ capaz de fornecer

excelentes resultados na resolucao desses sistemas.
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CAPITULO V

O METODO DE MONTE CARLO
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5.1 — Introducio

Os métodos numéricos sdo importantes ferramentas no desenvolvimento das
ciéncias tedricas e experimentais. O aumento da sofisticagdo das necessidades de
conhecimentos cientificos obriga o uso de métodos matematicos menos sutis ou
tradicionais. Isso acontece em areas como na previsao de taxas de reagdes quimicas, no
comportamento de reatores nucleares e no conhecimento da energia de niicleos atdmicos a

partir de informagdes fundamentais, entre outras.

O Método de Monte Carlo ¢ muito usado em ciéncias fisicas por algumas razdes

(Kalos, 2007):

e permite a transformagao rapida e confidvel de modelos estocésticos ou naturais em
codigo de computador;

e 3530 métodos numéricos poderosos para se tratar problemas multidimensionais
derivados de sistemas fisicos importantes;

e muitos métodos naturalmente permitem o uso de computadores paralelos modernos

de maneira eficiente.

Esse método desempenha um importante papel no cendrio cientifico. Por exemplo,
a previsdo do comportamento de um detector de particulas de alta energia ¢ mais facil e
precisa se analisada por esse método, onde sdo simulados os processos estocdsticos da
criacdo de particulas em um alvo, o transporte dessas particulas, o decaimento de umas em
outras e as suas interagdes finais no processo de detec¢do. Tal célculo é formidavel e pode
ser feito em computadores modernos. Uma importante caracteristica do método de Monte
Carlo ¢ que ele oferece procedimentos naturais e eficientes para problemas numéricos em

muitas dimensdes, o que ¢ impossivel para métodos numéricos tradicionais (Kalos, 2007).

O método de Monte Carlo usa algoritmos para resolver varios tipos de problemas
computacionais, a partir de nimeros aleatdrios ou pseudo-aleatorios desde 1953 (Amar,
2006). Suas aplicagdes variam da biologia a fisica quantica, passando por areas como
computacdo de imagens, arquitetura e economia, entre outras. Como a quantidade de
calculos resolvidos usualmente ¢ muito grande, ¢ altamente recomendavel o uso de

computadores para a aplicacdo do método.
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Enquanto métodos deterministicos podem ser empregados com muita eficiéncia em
resolu¢do de fungdes matematicas com uma variavel, para fungdes de muitas varidveis os
métodos estocasticos sdo mais aconselhados, ndo havendo restricdes de dimensdo do
problema numérico. Por exemplo, para integrar numericamente uma fun¢do de um vetor N-
dimensional com 10 pontos em cada dimensdo, seria necessaria a avaliacio de 10'"
pontos, nimero muito grande de calculos mesmo para um computador. O método de
Monte Carlo proporciona uma maneira muito mais rapida de efetuar tais operagdes: se a
funcdo for bem comportada, a solu¢do pode ser estimada pela selecdo aleatéria de alguns
pontos no espago N-dimensional, sendo entdo feita uma média dos valores da funcdo

nesses pontos.

Com esse método ¢ possivel se obter solugdes aproximadas para uma grande
variedade de problemas matematicos, através de amostragens estatisticas feitas
principalmente no computador. Ele pode ser aplicado, inclusive, em problemas sem
qualquer teor probabilistico. Porém, entre todos os métodos numéricos que utilizam
avaliacdes de n pontos em espago m-dimensional para produzir uma solu¢ao aproximada, o
método de Monte Carlo apresenta erro absoluto de estimativa que diminui segundo 7",
enquanto que, na auséncia de estruturas especiais, todos os outros tém erros que diminuem,
no maximo, segundo n"". Essa propriedade confere ao método de Monte Carlo uma
consideravel eficiéncia computacional com o aumento de m. Isso significa que, enquanto a
solucdo exata para um problema combinatorial com m elementos tem frequentemente custo
computacional que cresce exponencialmente ou superexponencialmente com o valor de m,
o método de Monte Carlo frequentemente proporciona uma solug¢do estimada com erro

tolerdvel a um custo que aumenta ndo mais do que como um polindmio em m (Fishman,

1996).

Para ilustrar a importancia do uso dos Métodos de Monte Carlo em sistemas com
muitos graus de liberdade ou com uma quantidade muito grande de particulas, considere a
funcao particao classica para um gas com A atomos na temperatura 1/f interagindo em um

potencial v, o que pode ser descrito pela equacao a seguir:

7= jd3r1...d3rA exp| — B _v(r;) (5.1)

i<j
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A avaliagdo direta de uma integral como essa seria extremamente dificil de ser
efetuada, exceto para valores muito pequenos de A. Em um sistema com modestos 20
atomos (4 = 20), se cada coordenada tiver 10 valores diferentes, em um computador capaz
de realizar 10" avaliacdes por segundo, esses calculos consumiriam 10> segundos, mais

que 10°* vezes a idade do universo (Koonin & Meredith,1990).

5.2 — Descri¢ao do Método de Monte Carlo

O Método de Monte Carlo ¢ muito eficiente para efetuar avaliagdes de integrais

multidimensionais. Considere a seguinte integral para avaliagao de uma funcao f qualquer:

= j F(x)dx (5.2)

Uma alternativa para avaliacdo do valor de / ¢ considerd-la como uma média dos
valores de f no intervalo [0,1]. Para valores de x; escolhidos aleatoriamente, com igual

probabilidade dentro do intervalo [0,1], & possivel escrever:

I = j)‘f(x)dx ~ %gf(xi) (5.3)

Para se estimar a incerteza associada a essa formula, considere f; = f(x;) como uma

., , . . . L, . , A . 2
variavel aleatoria. Pelas leis usuais da estatistica tem-se o calculo da variancia o°:

L L, 11, (1L
Vi ﬁ;ﬁ - WZf,- (5.4)

i=1

Baseado na equacdo de célculo da variancia pode-se chegar a dois importantes
aspectos dos Métodos de Monte Carlo. Primeiro, a incerteza da estimativa da integral oy
decresce com N2, Assim, quanto maior o numero de pontos utilizado, menor a incerteza.

Segundo, a precisdo ¢ maior na medida em que o valor de o7¢é menor.
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5.3 — Exemplos do Uso do Método de Monte Carlo

Cdlculo do Numero Pi (1)

O numero =, possivelmente a mais antiga constante matematica que se conhece, ¢
obtido pela razao entre a circunferéncia de um circulo qualquer e o seu didmetro. O uso da
letra grega para representacdo dessa constante s6 foi introduzido em 1706 por William
Jones (1657-1749). O valor exato de m sempre foi interesse dos matematicos. Arquimedes

de Siracusa (287-212 a.C.) chegou ao valor 3,142857...

No século XVIII ficou provado que essa constante ¢ um nimero irracional, o que,
em termos praticos, significa que o numero de casas decimais de m pode ser infinito. No
século XIX foi demonstrado que m ¢ um nimero transcedental, ou seja, ndo pode ser
expresso como sendo a raiz de uma equagdo algébrica qualquer, com coeficientes
racionais. A tabela a seguir apresenta os progressos feitos no cdlculo do valor de m ao

longo do tempo.

Tabela 5.1 — Valores calculados para « ao longo do tempo

Povo, pessoa ou ferramenta Ano Valor ou caracteristica
Babilonia ~2000 a.C. 3 1/8
Egipcios ~2000 a.C. (16/9)*=3,1605
Chineses ~1200 a.C. 3
Antigo Testamento” ~550a.C. 3

encontra 3 10/71<Pi<3 1/7

Arquimedes ~3002C s 211875/67441-3,14163
Ptolomeu ~200d.C. 377/120=3,14166...

Chung Huing ~300d.C. 10"*=3,16...

Wang Fau 263d.C. 157/50=3,14

Tsu Chung-Chi ~500d.C. 3,1415926<n<3,1415929
Aryabhatta ~500 3,1416

Brahmagupta ~600 102

Al-Khwarizmi 820 3,1416

Fibonacci 1220 3,141818

Ludolph van Ceulen 1596 Calcula m com até 35 casas decimais
Machin 1706 100 casas decimais

Lambert 1766 Prova que & ¢ irracional
Richter 1855 500 casas decimais
Lindeman 1882 Prova que & ¢ transcendental
Ferguson 1947 808 casas decimais
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Tabela 5.1 — Valores calculados para  ao longo do tempo (continuagdo)

Computador Pegasus 1957 7.840 casas decimais
IBM 7090 1961 100.000 casas decimais
CDC 6600 1967 500.000 casas decimais

* Reis, Volume I, Versiculo 7, Paragrafo 23: “Fez também o mar de fundigdo; era redondo e media dez
covados de uma borda a outra, cinco covados de altura e trinta de circunferéncia”. (Circunferéncia = 2nr =

30=2n5=>n~3).

Foram desenvolvidos programas computacionais em MATLAB, Fortran e
Microsoft Visual Basic com o intuito de se comprovar o valor de & utilizando-se o Método
de Monte Carlo. Observa-se que a precisdo do célculo aumenta na medida em que se
estende o numero de tentativas, o que ja era previsto. Para isso considera-se uma

circunferéncia de raio R = 1 cm inscrita em um quadrado de lado L =2 cm.

L=2cm

Figura 5.1 — Circunferéncia de R = I cm inscrita em um quadrado de L = 2 cm

_ 2
Acirc = 7R
2
Aquad = L
A, aR* A xx1>? A & .
circ_ __ circ circ -~ _ circ
4 22 4 1T
quad quad quad quad

Assim, pode-se chegar ao valor de m através da relagdo matematica entre as areas

dessas 2 figuras, ou seja, © = 4 X Aciro/Aquad-
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O grafico a seguir mostra o valor encontrado para m em funcdo do niimero de

tentativas realizadas pelo Método de Monte Carlo utilizando programas de computador:

3,2600 7 =
Calculo do Valor de Pi

3,2400 32400

3,2200

3,2000 -2000

Q.lEE?

3,1800

Valor cakuldo

3,1600 31666

476
p3,1454
h4'lﬂiljn—_ I1.'|1n - A09

3,1400 G

3,1200

3,1000

3,0800 T T T T T T T T T 1
100 200 300 400 500 1000 5000 10000 50000 100000

Numero de tentativas

Figura 5.2 — Calculo de & utilizando o Método de Monte Carlo

Observa-se claramente no grafico que a precisao no calculo do valor de © aumenta
com o nimero de tentativas, o que pode ser variado facilmente com o Método de Monte

Carlo, independentemente da linguagem utilizada na constru¢do do programa.

Difusdo de particulas em uma caixa

Outro exemplo que demonstra o poder do Método de Monte Carlo ¢ o modelo de
difusdo de particulas em uma caixa. Para comprovagao, foi construido um algoritmo nas
trés linguagens utilizadas no calculo do valor de m onde uma fonte de particulas ¢ colocada
em uma extremidade de uma caixa e um detector de particulas ¢ colocado na extremidade
oposta. O comprimento da caixa pode ser variado dentro do programa, assim como o
nimero de particulas emitidas e o nimero de interagdes que elas podem sofrer no seu
interior. O angulo de espalhamento ¢ sorteado aleatoriamente pelo programa e o

deslocamento se d4 em fung¢do do cosseno desse angulo.
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Os graficos a seguir mostram a variagdo no numero de particulas que chega até a
outra extremidade da caixa em fun¢do da quantidade de particulas emitidas quando se varia

o numero de intera¢des, o nimero de particulas e o comprimento da caixa.

Percentual de particulas que chegam a outra
extremidade da caixa

100,00%
90,00% —
80,00% /

70,00% /
60,00% /

. / Numero fixo de particulas =
50,00% 1000

Percentual

40,00%
30,00%

20,00% /
10,00% /

0,00% T T T T T T T 1
10 20 30 50 100 200 500 1000 5000 10000

Numerode interacoes

Figura 5.3 — Percentual de particulas que chegam a outra extremidade da caixa para
1000 particulas emitidas pela fonte

Observa-se que, para um numero fixo de particulas, o percentual dessas que chega
até a outra extremidade da caixa aumenta com a elevagao do numero de interagdes, o que

jé era esperado.
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Percentual de particulas que chegam a outra
extremidade da caixa
100,00%
90,00%
80,00%
70,00%
Tzu 60,00%
2 o > - < - - — - -
g ’ o Numero fixo de interacdes =
& 40,00% 100
30,00%
20,00%
10,00%
0,00% T T T T T T 1 1 1 1
1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
Numero de particulas

Figura 5.4 — Percentual de particulas que chegam a outra extremidade da caixa para 100
interagoes de cada particula

Observa-se que, para um namero fixo de interacdes sofridas individualmente pelas
particulas, o percentual dessas que chega até a outra extremidade da caixa ¢ praticamente o

mesmo, independentemente do nimero de particulas emitidas pela fonte.
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Percentual de particulas que chegam a outra
extremidade da caixa

100,00%

90,00% “~
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\\ Numero fixo de interacdes =
70,00% \ 100
60,00%
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20,00% —
10,00%
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1 2 3 4 5 6 7 a8 9 10

Comprimento

Figura 5.5 — Percentual de particulas que chegam a outra extremidade da caixa para 100
interagoes de 1000 particulas emitidas pela fonte

Como ja era previsto, observa-se que, para um numero fixo de particulas e também

para um numero fixo de interagdes sofridas por elas, o percentual dessas que chega até a

outra extremidade da caixa diminui com o aumento do comprimento da trajetoria descrita

por elas.

Até esse momento, foram mostradas técnicas de Monte Carlo chamadas “simple
sampling”, que podem ser utilizadas na resolu¢ao de problemas mais simples. Entretanto,
em muitos problemas necessita-se de distribui¢des probabilisticas que reflitam a fisica
apropriada do sistema sob estudo. Nesses casos deve-se utilizar uma técnica mais
aprimorada chamada “importance sampling”, onde se adiciona dados que tornardo o
método mais eficiente, concentrando a distribuicdo em pontos mais importantes,

diminuindo o tempo gasto em pontos de menor importancia.
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Avaliagdo de integrais

Considere a integral a seguir, que serd avaliada pelo Método de Monte Carlo:

1
| s x__ % = 0,78540 (55)
+ X

0

Através de programas de computador utilizando o Método de Monte Carlo, €

possivel se chegar a valores como os descritos nos graficos a seguir:

Resultado da integral utilizando Método de Monte Carlo

0,86
0.85 ‘ 8514
0,84 \
0,83

o
o
8 \
2 0,82
© \
Y 0,81
2 \),3041
= 0,8 \
0,79 0,7846 0,7847 0, /851 U./853 7854
N * - = =
0,78
0,77 T T T T 1

1,00E+01 1,00E402  1,00E+03  1,00E+04  1,00E+05  1,00E406  1,00E+07

Numero de tentativas

Figura 5.6 — Resultado da integral (5.5) utilizando Método de Monte Carlo
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Figura 5.7 — Incerteza no calculo da integral (5.5) utilizando Método de Monte Carlo

E possivel reduzir a variancia e melhorar a eficiéncia desse método. Imagine que o

integrando seja multiplicado e dividido por uma fungdo peso w(x) normalizada, de maneira

que:

1
J.dxw(x) =1 (5.6)
0

A integral (5.6) pode ser reescrita da seguinte forma:

1 1 f()
I =\ f(x)dx = |dxw(x) (5.7)
Jregae= [y
Fazendo-se a troca de variaveis obtém-se:
y(x) = Idx'w(x') (5.8)
0

Verifica-se que:
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dy

EZW(X)
y(x=0)=0
yx=1)=1

A integral (5.2) pode ser reescrita da seguinte forma:

I = I f(x)dx = J dxw(x) .([ W[;ng ;};% (5.9)

Essa troca de varidveis tem uma razdo: escolhendo-se um valor para w que tenha
comportamento aproximadamente igual ao de f havera uma reducido da varidncia. Uma
maneira mais geral para se analisar essa mudanca de variaveis € imaginar que a
distribuicdo uniforme de pontos em y implica se a distribuicdo de pontos em x ¢ dada por
dy/dx=w(x). Isso significa que os pontos serdo concentrados em torno dos valores mais
importantes de x onde w e possivelmente f sdo grandes. Isso faz com que o computador
gaste menos tempo no céalculo de valores onde w e f sejam pequenos. Para exemplificar,

considere o seguinte valor para a fungdo w(x):
1
w(x) = 3 (4-2x) (5.10)

Aplicando-se na equagdo (5.10) a técnica de inversdo de variaveis descrita através

da equagao (5.8) obtém-se:

y(x) = jdxw(x):y(x) jdx (4-2x)= j(ﬂ—g jdx
C, =

2

3 03 3477 34 3 3

UJ|>—t O ey

x(4-x)+C ——x(4 X)

60



Invertendo-se a equagao (5.11) obtém-se:

x=2-4(4-3y) (5.12)

Resultado da integral utilizando Método de Monte Carlo com fungdo peso

0,78800

0,78530 0,78530 0,78540 0,78540

0,78600 0,78490

0,78400
/

0,78200 B.78200
R

0,78000

. +*

0,77800

Valor calculado

0,77600

0,77400

0,77200

0,77000 . T T
1,00E401 1,00E+02 1,00E+03 1,00E+04 1,00E+05 1,00E+06 1,00E+07

Namero de tentativas

Figura 5.8 — Resultado da integral (5.5) utilizando Método de Monte Carlo com fungdo

peso

Incerteza no calculo da integral utilizando Método de Monte Carlo com
funcdo peso

6,0000E-03

\E,SOOOE—OS
5,0000E-03

4,0000E-03 \\
3,0000E-03
\ 2,1000E-03
2,0000E-03
\ o

1,0000E-03 ’ b
6,3260E-06
1,9566E-04 6,3142E-05 2,0004E-05
0,0000E+00 I y I . |

Errono valor calculado

1,00E401 1,00E402 1,00E+03 1,00E+04 1,00E405 1,00E406 1,00E407

Nidmero de tentativas

Figura 5.9 — Incerteza no calculo da integral (5.5) utilizando Método de Monte Carlo com
fungdo peso
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Os graficos a seguir mostram uma comparacgao dos valores obtidos pelo Método de
Monte Carlo para determinacdo do valor da integral (5.5) utilizando-se as duas técnicas

demonstradas anteriormente:

Comparagao dos resultados

0,86000

4 0,85140

0,85000

0,84000 \
0,83000 \
0,82000 \
0,81000
&mm
0,80000
\ 0,78460
075000 0,78470 0,78510 0,78530 0,78540
== 7 " |

a1 78200 0,78490 0,78530 0,78540 0,78540

0,78000 T T . T 0,78530 7 T T ’ !
1,00E+01 1,00E+02 1,00E+03 1,00E+04 1,00E+05 1,00E+06 1,00E+07

Valor calculado

Nidmero de tentativas

=#=Monte Carlo  =l=Monte Carlo com peso

Figura 5.10 — Resultado comparado da integral (5.5) utilizando Método de Monte Carlo

Comparacao das incertezas
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\3,7200E—02

3,5000E-02

3,0000E-02 \

=]
"= 2,5000E-02
& \
-
o
@ 2,0000E-02
[¥]
-
5 \
M 1,5000E-02 1,E1ME na
- \

1,0000E-02 5.1000£-03

5,5000E-03
5,0000E-03 B
1,6000E-03
7 5,0920E-04 1,6077E-04 5,0834E-05
0,0000E+00 a—— - - .
I ' 6,3673E-04 1,9966E-04 6,3142E-05 2,0004E-05 %, 3260E 06
1,00E401 1,00E402 1,00E4+03 1,00E+ 1,00E+0§ l,DOE-HJé 1,00E+07

Niamero de tentativas

—4—Monte Carlo  =#=Monte Carlo com peso

Figura 5.11 — Comparagdo da incerteza no calculo da integral (5.5) utilizando Método de
Monte Carlo
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5.4 — O Algoritmo de Metropolis

O método descrito anteriormente utiliza niimeros aleatdrios cuja geragdo pelo
computador pode ser otimizada de acordo com distribui¢des especificas que podem ser
muito eficientes, mas pode ser muito dificil ou até mesmo impossivel gerar uma
amostragem de nimeros com funcao-peso complicada para varias dimensoes, sugerindo

que uma aproximagao alternativa deva ser usada.

Uma maneira geral de se produzir variaveis aleatdrias com uma dada distribuig¢ao
de probabilidade de forma arbitraria ¢ conhecida como Algoritmo de Metropolis. Em uma
publicacdo de 1953, Nick Metropolis, Marshall e Arianna Rosenbluth, e Edward e Mici
Teller descreveram pela primeira vez a técnica de Monte Carlo, que passou a ser conhecida
com esse nome (Newman & Barkema, 2001; Danese et. al, 1993). Esse algoritmo é o mais
utilizado hoje em dia juntamente as técnicas de Monte Carlo, e requer somente a
habilidade para se calcular a funcio-peso para um dado valor das varidveis de integracao.
Uma das aplicagcdes mais difundidas desse algoritmo ¢ na resolu¢do de problemas de
mecanica estatistica, onde a funcdo-peso do “ensemble” candnico pode ser uma funcao
muito complicada das coordenadas do sistema e, por essa razao, pode nao ser corretamente

descrita e avaliada por outros métodos (Koonin & Meredith,1990).

Pode-se implementar esse algoritmo de varias maneiras, sendo uma delas descrita a
seguir. Imagine que se queira gerar um conjunto de pontos no espago a (possivelmente
multidimensional) de variaveis X distribuidas com densidade de probabilidade w(X). O
algoritmo de Metropolis gera uma sequéncia de pontos Xj, X;, ..., de maneira tal que,
quanto maior o numero de pontos, maior a chance de se chegar a distribuicdo desejada.
Imagine que tenha sido gerado o ponto X,,. Para geracdo do ponto X,; ¢ feito um ensaio
para o novo ponto X;, que pode ser escolhido de qualquer maneira que seja conveniente,
por exemplo, uniformemente aleatorio, dentro de um cubo multidimensional de lado com

pequeno tamanho. Esse ensaio ¢, entdo, aceito ou rejeitado, de acordo com a razao:

)

WX (5.13)
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Se o valor de r for maior do que 1, o passo ¢ aceito, i.e, faz-se X, +; = X,. Se o valor
de r for menor do que 1 o passo ¢ aceito com probabilidade », o que pode ser conseguido
de maneira conveniente através da comparagdo do valor de » com um nimero aleatério 7
distribuido uniformemente no intervalo [0,1], aceitando-se esse passo se #<r. Se 0 passo
nao for aceito, entdo ele ¢ rejeitado, e o algoritmo deve fazer X,+; = X,,. Essa operacao gera
o valor de X,+;, abrindo caminho para a gera¢do de X, pelo mesmo processo. Qualquer

ponto arbitrario pode ser usado como ponto inicial para o passo aleatorio.

Agora considere um grande numero de pontos come¢ando de diferentes valores
iniciais dentro do espago X. Se N,(X) ¢ a densidade desses pontos em X apds n passos,
entdo o numero liquido de passos com movimentacao do ponto X ao ponto Y no préoximo

passo sera:

AN(X)=N, (X)P(X > Y)-N,(Y)PY > X)=

AN (X) _]\fn(X)P(X—)Y)_Nn(Y)P(Y—)X):>
N ()P(X >Y) N,(Y)P(X >Y) N (Y)P(X>7Y)
AN (X) _N&X) PHoX) | (5.14)

N (Y)P(X >Y) N,(Y) PX—>Y)

N,(X) P - X)
N.(Y) P(X—>Y)

AN(X)=N, (Y)P(X - Y){

em que P(X-Y) ¢é a probabilidade de movimentagdo de X até Y, enquanto que P(Y2>X) é a
probabilidade de movimentacdo de Y até X. A equacdo (5.14) mostra que ha equilibrio

quando:

N,(X) _ N,(X) _ P(Y > X)

N (Y) N,(Y) PX->Y) (5.15)

Além disso, alteragdes em N(X) quando o sistema ndo esta em equilibrio tendem a
leva-lo a esse estado, i.e, N(X) € positivo se existirem muitos passos em X ou se
Nu(X)/N,(Y) for maior que o valor de equilibrio. Conclui-se que, apds um grande niimero

de passos, serd atingido o estado de equilibrio N..
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As probabilidades de transicdo do algoritmo de Metropolis levam a uma
distribuicdo de equilibrio N.(X)~w(X). A probabilidade de deslocamento de X até Y ¢ dada

por:

PX>Y)=T(X 5> Y)AX >Y) (5.16)

em que 7 ¢ a probabilidade de efetuar um ensaio de X até Y, enquanto 4 ¢ a probabilidade

de se aceitar esse passo. Se Y pode ser alcancado a partir de X através de um unico passo,

entao:

T(X > Y)=T¥ - X) 517

Assim, a distribui¢do de equilibrio satisfaz a equagao a seguir:

N,(X)  AY > X)
N.(Y) AX >7Y)

(5.18)

Se w(X)>w(Y), entdo:

AY - X) =1
AX > y)="0)
w(X)
Se w(X)<w(Y), entdo:
AX > Y)=1
AY - x) =0
w(Y)

Em ambos os casos, a populagdo de equilibrio deve satisfazer a:
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N, (X) _ w(X)
N,(Y)  w(Y)

Ao longo do algoritmo, pode-se usar quaisquer transigdes e regras de aceitacdo que

satisfacam a equacdo seguinte:

w(X) T = X)AY - X)
w(¥) T(X = Y)A(X = Y)

(5.19)

Como saber o tamanho do passo? Suponha que X, esteja no maximo de w, o lugar
mais provavel para ele. Se o passo for muito grande, entdo w(X,) serd muito menor do que
w(X,) e a maioria dos ensaios sera rejeitada, levando a uma amostragem ineficiente de w.
Se o passo for muito pequeno, a maioria dos ensaios serd aceita, mas o deslocamento
nunca serd muito grande, prejudicando a distribui¢do. Uma boa regra é que o tamanho do
passo deve ser escolhido de maneira que a metade dos ensaios seja aceita (Koonin &

Meredith,1990).

Um problema apresentado pelo algoritmo de Metropolis ¢ o fato de novos pontos
serem sempre dependentes de pontos anteriores. Assim, ¢ provavel que o ponto X,,;; esteja
nas vizinhangas de X,,. Outro problema ¢ a escolha do valor inicial Xj. A principio ele pode
ser qualquer um, sendo os resultados independentes dessa escolha apods certo nimero de

passos. Na pratica esse ponto inicial deve ser escolhido onde w for grande.

No trabalho original, de 1953, foi descrito um método geral, apropriado para
computadores, onde ¢ possivel calcular propriedades de qualquer substancia que possa ser
considerada como um composto onde moléculas individuais interagem entre si. Foi
utilizada estatistica classica, forcas bidimensionais de corpo a corpo, € o potencial de cada
molécula foi considerado como esfericamente simétrico. Essas trés consideragdes sdo
usuais em teorias de liquidos. Esse método ndo ¢ restrito a qualquer faixa de temperatura
ou de densidade. No mesmo trabalho foram apresentados resultados preliminares de

calculos bidimensionais para sistemas de esferas rigidas.
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Considere um namero finito N de particulas incidindo sobre uma superficie
quadrada. A fim de se minimizar os efeitos nessa, considera-se que ela ¢ periddica, ou seja,
¢ composta de muitas superficies quadradas, cada qual interagindo com N particulas, na
mesma configuragdo. Define-se d45 como a menor distancia possivel entre as particulas 4 e
B do sistema onde o potencial contribui substancialmente para sua interacdo. A energia
potencial do sistema pode ser facilmente calculada se forem conhecidas as posi¢des das N

particulas e o potencial V entre elas:

1 N N
E :EZZV(%) (5.20)

i=1 j=l
i#]

Para se calcular uma quantidade F de interesse, pode-se utilizar a equagao a seguir:

E
_ Fe_EdZdiZNq
i

je_ﬁdszdqu

(5.21)

em que d*"pd”"q ¢ o elemento de volume de um espaco com quatro dimensdes. Como as
forcas entre as particulas sdo independentes das velocidades, a integracdo pode ser feita em
um espaco de dimensdo 2N. Com o uso de técnicas de Monte Carlo, evita-se a integracao
de espacos com centenas de dimensdes, executando-se apenas amostragem aleatdria de

pontos para efetuar esses céalculos.

Uma maneira bastante simples para se efetuar esses calculos seria colocar cada uma
das N particulas em uma posi¢do aleatéria qualquer dentro da superficie quadrada

(dimensao 2N), calcular a energia de interacdo entre elas utilizando-se a equagdo (5.20) e

-E/kT

dar um peso e”"" para essa configuragdao. Esse método nao ¢ aconselhavel porque pode-se

o . - _E/KT ., .
dar uma alta probabilidade para situacdes em que o peso e”" € pequeno. Ao invés disso,

-E/kT

pode-se escolher configuragdes com probabilidade e e dar peso uniformemente a ela.

Assim, coloca-se as N particulas em uma configuragdo qualquer, movendo-as

sucessivamente de acordo com as seguintes equacdes:
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X > X +af

(5.22)
Y > Y +a,

Nas equagdes anteriores, a € o deslocamento maximo permitido (arbitrario),
enquanto que ¢; e & sdo nimeros aleatorios entre -1 e 1. Assim, apds a movimentacao de
uma particula, ¢ igualmente provavel que ela esteja em qualquer lugar dentro de um

quadrado de lado 2a, centrado na sua posi¢ao original.

Calcula-se, entdo, a alteracdo de energia no sistema AFE, ocasionada pelo
movimento da particula. Se AE<0, isto ¢, se 0 movimento causar uma diminui¢cdo na
quantidade de energia do sistema, o movimento ¢ permitido e a particula ¢ aceita na sua

.~ . , . ey AE/KT - ’,
nova posi¢do. Se AE>0, o movimento ¢ aceito com probabilidade e k , 1sto é, toma-se um

numero aleatério & entre O e 1 e, se §3<e'AE/ KT , entao a particula ¢ movida para sua posi¢ao;
caso contrdrio, ela retorna a sua posicdo anterior. Independentemente de se aceitar a
movimentagdo ou ndo, a nova configuracdo do sistema ¢ aceita para o propdsito de se
efetuar os calculos dos valores médios. Assim, considerando-se F; como o valor da

propriedade F do sistema apds o j-€simo movimento, tem-se:

F=

M=

1
— > F, 5.23
M (5.23)

Il
—_

Esse processo descrito anteriormente ¢ repetido para as demais particulas. Como
uma particula pode se mover para qualquer ponto dentro da superficie quadrada de lado 2a
com uma probabilidade finita, ¢ perceptivel que um enorme numero de movimentos
permitira que se atinja qualquer um dos pontos de toda a superficie quadrada. Isso ¢ valido

para todas as particulas do sistema.

Considere agora um “emsemble” muito grande de sistemas. Para simplificar,
considere que existam apenas poucos estados (configuragdes) do sistema. O nimero V,
representa o numero de sistemas do “ensemble” no estado r. Deve-se provar que, apos

muitos movimentos, o “ensemble” tende a distribuigao:
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Vooce o (5.24)

. .- AEKT . .
Antes de se considerar a probabilidade e™**”, assuma que o sistema va do estado r

para o estado s com uma probabilidade qualquer P,. Inicialmente, as probabilidades P, e
P, sdo iguais, pois a particula pode se mover igualmente em qualquer dire¢do dentro da
superficie quadrada de lado 2a, centrada na sua posicao original. Considere agora E>E;. O
nimero de sistemas se movendo do estado r para o estado s sera dado por v,.P,, ja que
qualquer movimento para um estado de menor energia ¢ permitido. O niimero de sistemas
se movendo em sentido contrario sera dado por vSPs,,e‘(Er'ES)/ kT, pois devemos utilizar o fator

exponencial para dar “peso” a essa distribui¢do, utilizando a diferenca de energia entre os

dois estados. Assim, o niumero liquido de sistemas se movendo de s para r serd dado por:

vPe ' —yvP =P|lve T —v (5.25)

Assim, se entre dois estados » e s for valida a equacdo a seguir, na média mais

sistemas se moverao do estado » para o estado s.

_E
kT
1% e
—>— (5.26)
Vs e—ﬁ

r

A seguir ¢ mostrado um exemplo do uso do Algoritmo de Metropolis para
resolucdo de um problema de inferéncia bayesiana, descrito na referéncia Martinez &
Martinez, 2002. Essa inferéncia baseia-se em uma técnica estatistica na qual evidéncias ou
observagdes sdo utilizadas para atualizar ou inferir uma probabilidade onde uma hipotese
pode ser verdadeira. S3o utilizados aspectos de métodos cientificos, que envolvem
evidéncias coletadas que podem ser consistentes ou inconsistentes com uma dada hipodtese.
Na medida em que as evidéncias se acumulam, o grau de confianga na hipdtese se

modifica.
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O exemplo mostrado trata de acoplamento genético de 197 animais, divididos em 4

categorias com as frequéncias abaixo discriminadas:

Z =(z,,2,,25,2,) = (125,18,20,34)

As probabilidades celulares correspondentes sdo:

1(91
(5 ZZ(I 0), (1 0), j

A distribuicao posterior de @ a partir dos valores de Z sera dada por:

P0|2) = 7(0) < (2+ ) (1- )= 6%

Essa fun¢do probabilidade ¢, entdo, simulada no MATLAB para se observar o
comportamento ou valores provaveis de @ a partir desses dados. O passo ¢ gerado através
de distribui¢do uniforme no intervalo (-a,a). Foram dados 1100 passos para a construgao

do grafico a seguir, que mostra um histograma estimativo do valor de &:
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Figura 5.12 — Acoplamento genético de animais usando o Algoritmo de Metropolis

5.5 — Conclusao

O Método de Monte Carlo ¢ uma importante ferramenta matematica para o
desenvolvimento e o entendimento das mais diversas ciéncias existentes. Todas as suas
técnicas, comecando das mais simples, como a “simple sampling”, até as mais sofisticadas,
como o “importance sampling” e o Algoritmo de Metropolis, t€ém aplicagdo dentro da
fisico-quimica, podendo ser empregadas principalmente quando se torna muito dificil a
solugdo analitica de determinados problemas, justificando-se o emprego de técnicas de
amostragem. Dependendo da experiéncia do pesquisador, o Método de Monte Carlo a ser
empregado pode ser menos ou mais sofisticado, apresentando maior ou menor estatistica

de erro.
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CAPITULO VI

O CODIGO MCNP
MONTE CARLO N-PARTICLE CODE
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6.1 — Introduciao

MCNP ¢ um programa de computadores para transporte de Monte Carlo para uso
geral, de energia continua, com geometria generalizada, dependente do tempo e que
funciona para simulagdes com néutrons, fotons e elétrons (X-5 Monte Carlo Team, 2003).
O usuario cria um arquivo de entrada que ¢ lido pelo MCNP; esse arquivo contém

informagdes sobre o problema a ser simulado, como:

Especifica¢do geométrica;

Descricdo de materiais e selecdo das se¢des de choque;

Localizacao ¢ caracterizacao da fonte de né€utrons, fotons ou elétrons;

Tipo de respostas ou de registros desejados;

e Quaisquer técnicas de reducao de discrepancias para melhorar sua eficiéncia.

Cinco regras sdo sempre consideradas no uso desse programa (X-5 Monte Carlo

Team, 2003):

Deve-se definir e provar muito bem a geometria e a fonte;

Nao se pode recuperar informagao perdida;
e Deve-se questionar a estabilidade e a confiabilidade dos resultados;

e Deve-se ser conservativo e cuidadoso com influéncias na reducao de variagdes;

O namero de historias (execugdes) nao € indicativo da qualidade da resposta.

O MCNP ¢ um programa que se baseia em técnicas de Monte Carlo, ou seja, em
estatisticas e ensaios aleatdrios repetitivos para resolver problemas fisicos e matematicos.
Uma funcdo de distribuicdo de probabilidade é usada para modelar o fendmeno a ser
simulado. Assim, estimam-se as quantidades procuradas utilizando-se médias estatisticas.
Um extenso banco de dados com informagdes experimentais pode ser usado para
representar e substituir os ensaios aleatorios. Para minimizar os custos computacionais para
armazenar esse banco de dados, o niimero de ensaios aleatorios ¢ determinado por
algoritmo computacional, que gera dados satisfatérios a aleatoriedade, sendo

fundamentado em formulas de recorréncia, onde cada evento € simulado individualmente

(Nunes, 2006).
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Um arquivo de entrada do MCNP tem basicamente a seguinte estrutura:

1. Cartdo de titulo;

Cartoes de células geométricas;
Linha delimitadora em branco;
Cartdes de superficies;

Linha delimitadora em branco;
CartGes de dados;

Linha delimitadora final em branco;

e B R

Qualquer observagao extra (opcional).

A palavra “cartdo” ¢ empregada no MCNP para descrever linhas com até 80
caracteres no arquivo de entrada. No cartdo de titulo, informa-se o titulo do problema a ser
resolvido com o MCNP. Esse nome serd apresentado posteriormente em alguns lugares
dentro do arquivo de saida. Os cartdes de células geométricas e os de superficies sdo
utilizados para descricdo da geometria do problema. Os cartdes de dados contém
informagdes gerais, como modo de transporte, materiais empregados, especificacdo da
fonte de radiagdo e nimeros de historias, entre outros. As informagdes localizadas apos a
ultima linha delimitadora em branco nao sdo processadas ¢ podem conter dados que serdao

utilizados em novas versdes da simulagdo, por exemplo.

Qualquer linha no arquivo de entrada que comece com uma letra “C” localizada
entre as colunas 1 e 5 e seguida por um espago em branco ¢ considerada comentario e nao
¢ processada pelo programa. Um sinal “$” no interior de uma linha também indica que

tudo o que vier a sua direita ¢ comentario e ndo ¢ processado.

6.2 — O Método de Monte Carlo versus o Método Deterministico

O método de Monte Carlo ¢ muito diferente dos métodos deterministicos de
transporte. Os métodos deterministicos, entre os quais 0 mais comum ¢ o método de
ordenadas discretas, resolvem a equacdo de transporte para o comportamento médio da
particula, enquanto que o Monte Carlo ndo resolve uma equacdo explicita, mas obtém

preferencialmente respostas através da simulagdo de particulas individuais, registrando
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alguns aspectos do seu comportamento médio. O comportamento médio das particulas no

sistema fisico ¢, entdo, inferido a partir do comportamento médio das particulas simuladas.

A figura 6.1 a seguir mostra o historico aleatério de um néutron incidente sobre

uma placa de material que pode sofrer fissao (Sousa, 2004):

BEventos:

1. Espalhamento de néutron |
pradugdo de faton

2 Fissdo [ produgdo de foton

3. Captura de néutran Néutron

4. Fuga de néutron =

5. Espalharmento de fiton incidente . \\\

f. Fuga de faton

7. Captura de foton i Material )
Yacuo fissionswvel Yacuo

FIGURA 6.1 — Historico aleatorio de um néutron incidente sobre uma placa de material
que pode sofrer fissdo

Numeros entre 0 e 1 s3o selecionados aleatoriamente para determinar qual interacao
pode acontecer e onde pode acontecer, baseado em regras (fisicas) e probabilidades (dados
de transporte) que governam os processos € 0s materiais envolvidos. Nesse exemplo
particular, a interacdo do néutron ocorre no evento 1. O néutron ¢ espalhado na diregdo
mostrada, que ¢ selecionada aleatoriamente a partir da distribuicdo de espalhamento fisico.
Um féton €, entdo, produzido e temporariamente armazenado para analise posterior. No
evento 2 ocorre a fissdo, resultando na morte do néutron inicial e no nascimento de 2 novos
néutrons, além de 1 féton. Um néutron e o foton sdo armazenados para andlise futura. O
primeiro néutron oriundo da fissdo ¢ capturado no evento 3 e morre. O néutron
armazenado ¢, entdo, analisado e, por amostragem aleatéria, escapa da placa no evento 4.
O f6ton produzido na fissdo interage no evento 5 e escapa no evento 6. O foton
remanescente gerado no evento 1 ¢ agora seguido, sendo capturado no evento 7. O MCNP
recupera os dados das particulas armazenadas previamente, de forma que a tltima particula
armazenada ¢ a primeira a ser analisada. O historico do néutron esta completo. Esse
histérico ¢ feito para todas as particulas, sendo que o usudrio informa ao cédigo a
quantidade desejada de particulas, e na resposta, o usudrio ¢ informado de todo o historico

das particulas, além da estimativa de incerteza da precisao estatistica dos resultados.
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O método de Monte Carlo e os métodos deterministicos, além de resolverem
problemas de maneiras diferentes, também constituem soluc¢des diferentes. Os métodos
deterministicos fornecem tipicamente resultados completos (por exemplo, fluxo) sobre o
problema, enquanto que o método de Monte Carlo fornece apenas as informagdes
solicitadas pelo usudrio. Quando o método de Monte Carlo e os métodos de ordenadas
discretas sdo comparados, diz-se frequentemente que o método de Monte Carlo resolve a
equacdo de transporte integral, enquanto os métodos de ordenadas discretas resolvem a

equacao de transporte integro-diferencial (Los Alamos National Laboratory, 2000).

6.3 — Caracteristicas

Sao utilizados dados do Nuclear Physics Group de Los Alamos, além de bibliotecas
de dados atdmicos e nucleares de energia continua cujas fontes primarias de dados

compiladas em Livermore sdo (X-5 Monte Carlo Team, 2003):

e ENDF (Evaluated Nuclear Data File);

e ACTI (Advanced Computational Technology Initiative);
e ENDL (Evaluated Nuclear Data Library);

e EPDL (Evaluated Photon Data Library);

e ACTL (ACTivation Library).

Existem tabelas de dados para interacdes de néutrons, de fotons induzidos por
néutrons, de fotons, de dosimetria ou ativacdo de néutrons e de espalhamento térmico de
particulas. Cada tabela de dados disponivel para o MCNP esta listada em um diretorio de
arquivos chamado XSDIR. O usuario pode selecionar tabelas de dados especificas por
meio de identificadores unicos para cada tabela, chamados ZAIDs. Esses identificadores
geralmente contém o numero atdmico Z, a massa atdmica A e o identificador ID da

biblioteca especifica.

Aproximadamente 836 tabelas de interagdes neutrOnicas estdo disponiveis para
cerca de 100 diferentes is6topos e elementos. Novas tabelas de interagdes para néutrons
sdao adicionadas constantemente, além de avaliacdes de revisao. Tabelas de interacdo de
fotons estdo disponiveis para Z = 1 até Z = 100. Esses dados permitem que o MCNP

considere espalhamento coerente e incoerente, absor¢ao fotoelétrica com a possibilidade de
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emissao fluorescente e produgdo de pares. Secdes de choque para aproximadamente 2000
reagdes de ativacdo envolvendo cerca de 400 nucleos alvo em estado fundamental e/ou
excitado fazem parte do pacote de dados do MCNP. Essas se¢des de choque podem ser
usadas como fungdes-resposta dependentes da energia para determinacdo das taxas de
rea¢do, mas nao podem ser usados como se¢des de choque de transporte. Tabelas de dados
térmicos sdo proprias para uso em reacdes de espalhamento. Esses dados incluem ligagdes
quimicas e efeitos cristalinos que sdo importantes quando a energia dos néutrons se torna
muito baixa. Dados em vdrias temperaturas estdo disponiveis para agua leve ou pesada,
berilio metalico ou 6xido, benzeno, grafite, polietileno, zirconio e hidrogénio em hidreto de

zirconio (X-5 Monte Carlo Team, 2003).

O usuario deve criar uma fonte especificando seus detalhes, como tipo de particulas
emitidas, geometria, energia e dire¢do, entre varios outros parametros. O MCNP
disponibiliza algumas fungdes analiticas para distribuicdo de probabilidade de particulas da
fonte, como espectro Gaussiano, Maxwelliano e de Watt. A energia dos néutrons emitidos
pela fonte do MCNP pode variar de 10" MeV a 20 MeV para todos os isdtopos e pode
chegar até a 150 MeV para alguns isétopos. No caso dos fotons, a energia pode variar de 1

keV a 100 GeV, enquanto que, para elétrons, a variagao ¢ de 1 keV a 1 GeV.

Os dados de saida podem ser configurados através de cartdes relacionados a
corrente de particulas, fluxo de particulas e deposicdo de energia. Correntes podem ser
configuradas como fun¢do de dire¢do em superficies, segmentos de superficies ou
somatorio de superficies. Fluxos através de superficies, segmentos de superficies,
somatorio de superficies, interior de células, segmentos de células ou somatério de células
também podem ser disponibilizados. Cartdes relacionados a calor e fissdo dao a deposigao
de energia em células especificas. Todos os cartdes sao funcdo de tempo e energia,

especificados pelo usuario, sendo normalizados por particula emitida.

Além das informagdes contidas nos cartdes, o arquivo de saida contém tabelas com
informacdes padrdo sumarizadas, dando ao usuario uma idéia melhor sobre como o
programa rodou. Essas informac¢des ajudam no entendimento da fisica do problema e na
adequacdo da simulagdo de Monte Carlo. Se acontecer algum erro durante a execugdo da

simulagdo do problema, um relatério detalhado de diagnostico ¢ dado no arquivo de saida.
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Para cada cartdio de saida é dado também um erro relativo estatistico,
correspondente a um desvio padrdo. As informagdes relativas a estimativa de erro sdo
computadas apds o término de cada historico de partida. Esse erro relativo estatistico pode
ser utilizado para formar intervalos de confianga sobre a média estimada, permitindo fazer
afirmagdes sobre a veracidade dos resultados. O Teorema Limite Central mostra que na
medida em que N (ntimero de histdrias) se aproxima do infinito, hd uma chance de 68% de
que o resultado verdadeiro esteja na faixa da média estimada (média mais erro relativo
estatistico) e de 95% de que esteja na faixa da média mais duas vezes o erro relativo
estatistico. E extremamente importante notar que essa afirmagdo se refere somente a
precisao dos célculos de Monte Carlo e ndo a sua exatiddo de resultado se comparado com

o valor fisico real (X-5 Monte Carlo Team, 2003).

6.4 — Geometria

A geometria no MCNP trata de configuragdes 3D arbitrarias, utilizando materiais
definidos pelo usudrio em células geométricas. As células sdo definidas através de
interse¢des, unides ¢ complementos de regides existentes em superficies definidas. As
superficies sdo descritas através de equacdes analiticas ou, para certos tipos de superficies,
através de pontos conhecidos. O MCNP também possibilita 0 uso de macro-corpos, onde
superficies basicas como esferas, caixas e cilindros podem ser combinadas através de

operadores booleanos.

O MCNP apresenta uma geometria mais geral do que aquela disponibilizada na
maioria dos codigos geométricos combinatorios. O usudrio tem ainda a flexibilidade de
definir regides geométricas e de combind-las entre si. O codigo faz checagem interna
extensa a procura de erros. Além disso, o programa conta ainda com “interface” grafica
que ajuda o usudrio a visualizar o problema a ser simulado. As células sao tratadas em um

sistema de coordenadas cartesianas.

As células sdo definidas em cartdes de células. Cada uma ¢ descrita através de um
numero, um numero de material ¢ a densidade desse. A seguir aparece uma lista de
operadores e de numeros de superficies que contornam a célula. Caso o sinal da superficie
seja positivo, esse pode ser omitido. O nimero do material e sua densidade podem ser

substituidos por 0, que indica vacuo. O nuimero da célula deve ser colocado entre as
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colunas 1 e 5. O restante vem a seguir, com espacos em branco para separacao de dados. A
descri¢cao da geometria define a célula através de interse¢des, unides e/ou complementos

de regides listadas.

As superficies sao definidas através de mnemonicos como C/Z, que indica um
cilindro paralelo ao eixo-z. Existem 29 mnemonicos disponiveis no MCNP versao 5, sendo
todos encontrados no manual do usudrio. H4 basicamente dois caminhos para se
especificar parametros de uma superficie: através do fornecimento de coeficientes
apropriados para satisfazer a equagdo de superficie e através da especificacdo de pontos
geométricos conhecidos de uma superficie rotacionalmente simétrica em um eixo de
coordenadas. A tabela 6.1 a seguir mostra os cartdes de superficie que podem ser utilizados

no MCNP:

Tabela 6.1 — Cartoes de superficie do MCNP

Mnemo- Tipo Descricao Equacao Entrada
nico
P Geral Ax+By +Cz=0 ABCD
PX Normal ao x-D=0 D
eixo-X
Plano Normal ao
PY . y-D=0 D
eixo-y
PZ Normal ao z-D=0 D
€iX0-Z
S0 Centra}lzada na Kty +Z-R1=0 R
origem
S Geral (x=X)+(-y)’+(z-2)-R*=0 rroz
SX Esfera Centrghzada no (x-X)’+y*+z"-R* =0 ¥ R
eiXx0-X
Centralizada no ) 2 2 s _
. +(y— +z"°=R" =0 R
SY eixo-y X H(y-y) sz y
7 Centrghzada no ¥y (z—F) —R® =0 s R
eix0-z
C/X Paralelo ao (77 +(z=2) —R* =0 y z R
eixo-X Y Y
C/Y Paralelo a0 (=% +(z-2)" —R* =0 ¥ £ R
eixo-y
Cilindro Paralelo ao 0 —2 2 -
. - - —-R° =0 R
C/Z cixo-z (x=X)"+(-Y) Xy
CcX No eixo-x y+zZ-R*=0 R
CY No eixo-y X +722-R*=0 R
CZ No eixo0-z X +y -R*=0 R
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Tabela 6.1 — Cartoes de superficie do MCNP (continuagdo)

M::ieclgo- Tipo Descricao Equagio Entrada
Paralelo ao — — _ Xy z
K/X sixonx Jo=-9+(:-2 ~tx-9)=0 "7
Paralelo ao - — _ Xy z
K/Y cixosy Ja-3) +(z-2)’ ~t(y-7)=0 2
Paralelo ao - - _ XV z
K/Z Cone cixony Ja=-3)7 +(r-5)’ —t(z=2)=0 2
KX No eixo-x Vi +z —t(x-X)=0 ¥ £l
KY No eixo-y Vxl+z2 —t(y-y)=0 y =l
KZ No eixo-z Jx2+y? —1(z=2)=0 z £ =l
Elipsoide, Eixo paralelo A(x=%)" +B(y-y)* +C(z-2) ABCD
SQ hiperboloide, ao eixo-X, eixo- +2D(x—X)+2E(y—y) EFG
paraboloide y ou eixo-z +2F(z—-2)+G =0 Xy z
Cilindro, cone Eixo ndo ABCD
GO elipsoide, paralelo ao Ax* + By® +Cz* + Dxy+ Eyz EFGH
hiperboloide,  eixo-x, eixo-y +Fzx+Gz+Hy+Jz+ K =0 JK
paraboldide ou €iX0-Z
X (=% /B +( (-3 +(-2)" T F z
—A4)?/C*-1=0 ABC
,Tqrus Eixo paralglo =3 /B> +(J—%) +(2—2)°
TY eliptico ou ao e1xo-X, e1xo- o
circular y Oou eixo-z —4)"/C"-1=0
7 (-2 /B> + (=% + (=)’
—A)°/C*-1=0
XYZP Superficies definidas por pontos

Os problemas de transporte de fluxo de particula em Monte Carlo sdo estimados
frequentemente como o comprimento de rasto por unidade de volume ou o numero de
particulas que cruzam uma superficie por unidade de area. Entretanto, saber os volumes e
as areas de superficie das regides geométricas em um problema de Monte Carlo ¢
essencial. Conhecer os volumes € util no calculo das massas e densidades das células e,
assim, pode-se calcular o aquecimento massico ou volumétrico. Além disso, calculo da
massa de uma geometria frequentemente ¢ uma boa checagem na exatidao da geometria

quando a massa for conhecida através de outros meios.

Calcular volumes e areas de superficie em modernos coédigos de transporte de
Monte Carlo ndo ¢ trivial. O MCNP permite a construgdo de células a partir de interse¢des
e/ou de unides de regides definidas por uma combinacdo arbitraria de superficies de

complexas. Essas superficies podem ter orientacdes diferentes ou podem estar segmentadas
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por algum propdsito. Embora tal generalidade aumente a flexibilidade de MCNP, calcular

volumes de células e areas de superficie requer métodos computacionais muito elaborados.

O MCNP calcula volumes e areas de células poliédricas automaticamente e de
células ou superficies geradas por superficies de revolugdo sobre qualquer eixo, at¢é mesmo
um eixo torcido. Se um cartdo ¢ segmentado, os volumes ou areas segmentadas serdo

calculados.

6.5 — Historia da Particula

Para uma dada histéria € configurado um niimero sequencial randomico € o nimero
da historia, NPS, ¢ incrementado. O valor do parametro IPT ¢ configurado para o tipo de
particula: 1 para néutron, 2 para féton e 3 para elétron. Algumas matrizes e variaveis sao

inicializadas em zero. O valor de NODE ¢ fixado em 1.

A seguir a rotina da fonte apropriada ¢ acionada. As opg¢des de fonte sdo fonte fixa
padrdo, fonte de superficie, fonte de criticalidade e fonte definida pelo usuario. Todos os
parametros necessarios para descricdo da fonte sdo incluidos nessas rotinas, incluindo
posi¢do, direcao de emissao, energia, peso, tempo e célula inicializadora. Varias checagens
sdao feitas nesse momento para verificar se as particulas estdo na célula correta ou na

superficie correta.

Nesse momento, sdo impressos os parametros iniciais das primeiras 50 historias de
particulas. Sdo feitas, entdo, checagens relacionadas a energia, tempo e peso. Um niimero
de checagem de erros ¢ feito. Contribuicdes de detector sdo marcadas. Particulas geradas
pela rotina DXTRAN (se for o caso) sdo criadas em esferas. As particulas sdo salvas em

um banco para posterior acompanhamento.

A particula atual a ser transportada ¢ iniciada. Para uma fonte de elétrons, as
particulas sdo rodadas separadamente. Para uma fonte de néutrons ou de fotons, a
interse¢do da trajetéria da particula com cada superficie da cé€lula ¢ calculada. As secdes de
choque sdo calculadas; a se¢dao de choque total ¢ modificada por transformacao

exponencial, se necessario. A distancia para a proxima colisdo ¢ determinada. Algumas
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informacdes sao sumarizadas. Os parametros da particula (tempo, posi¢ao e energia) sao

atualizados.

Se a distancia para colisdo for menor do que a distancia até a superficie, ou se uma
particula multi-grupo carregada alcangar a distancia até a fronteira de energia, a particula
sofre uma colisdo. A energia e a diregdo das particulas resultantes sdo determinadas. A
andlise da colisdo trata de colisdes fotonucleares, absor¢do fotoelétrica, captura,
espalhamento Compton, espalhamento Thomson e producdo de pares. Particulas
secundarias de colisdes fotonucleares (foétons ou néutrons) sdo tratadas utilizando as
mesmas rotinas de colisdes neutronicas inelésticas. Elétrons sao gerados por espalhamento

incoerente, produgao de pares e absorgao fotoelétrica.

Apbs cruzar a superficie ou sofrer a colis@o, o transporte continua com o calculo da
distancia até¢ a fronteira da célula, e assim por diante. Se uma particula envolvida na
colisdo for extinta por captura ou redug¢ao de variancia, o banco ¢ checado para buscar
particulas anteriores. Caso ndo existam particulas, a historia ¢ terminada. O sumario de
informagdes ¢ incrementado e os cartdes dessa historia particular sdo adicionados aos

dados totalizadores.

6.6 — Secoes de choque

O pacote do MCNP ¢ incompleto sem as tabelas de dados nucleares associados.
Existem dois objetivos para se preparar essas tabelas para uso no programa: os dados
disponiveis para 0o MCNP devem reproduzir os valores originais obtidos na pratica e novos
dados devem ser incorporados com facilidade para que o programa esteja sempre

utilizando valores atualizados.

Existem nove classes de tabelas de dados no MCNP (X-5 Monte Carlo Team,
2003):

e Dados de interacdo neutronica de energia continua;
e Dados de interacdo neutronica de reagdo discreta;
e Dados de interagao fotoatomica de energia continua;

e Dados de interacdo fotonuclear de energia continua;
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e Secodes de choque de dosimetria neutrdnica,

e Dados térmicos neutronicos;

e Neéutron multigrupo, acoplamento néutron-féton e particulas carregadas
mascarando néutrons;

e Foton multigrupo;

e Dados de interacao de elétrons.

Dados fotoatomicos e elétricos sdo atdmicos por natureza, i.e, uma tabela elemental
¢ aceita para qualquer is6topo do elemento. Tabelas neutronicas e fotonucleares sao
nucleares ou isotOpicas por natureza, i.e, cada is6topo requer sua propria tabela. As tabelas
de dados disponiveis para o MCNP sao identificadas por um ZAID, cuja forma geral ¢
Z77ZAAA X, em que ZZZ ¢é o nimero atomico, AAA ¢ a massa atdomica, nn € um
identificador tnico ¢ X indica a classe de dados. No caso de avaliagdo elemental, o valor

de AAA ¢ 0.

6.7 — Fisica do MCNP

Peso

Em um nivel bastante fundamental pode-se dizer que o peso ¢ um multiplicador de
cartdo, ou seja, um ajuste para o desvio de uma simulagdo fisica direta do processo de
transporte. Note que, se um codigo de Monte Carlo sempre utilizar as mesmas
distribuicdes como faz a natureza, entdo esse codigo terd a mesma média € a mesma
variancia observadas naturalmente. A variancia natural ¢ inaceitavelmente alta e o codigo
de Monte Carlo a modifica utilizando algumas formas de redu¢do, o que reduz o tempo
requerido no computador para se obter resultados com precisdo suficiente. Os métodos de
redu¢do de variancia usam esquemas de peso para produzir a mesma meédia que os

processos naturais de transporte, mas com discrepancia calculavel mais baixa.

Rastos de particula

Quando uma particula parte de uma fonte, seu rasto ¢ criado. Se aquele rasto for
dividido em 2 durante uma interagdo com uma superficie ou uma colisdo, um segundo

rasto ¢ criado e os dois rastos da particula original serdo acompanhados, cada um com
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metade do peso. Se um dos rastos estiver relacionado com uma reacao (n,2n), mais um
rasto € criado, totalizando 3. Um rasto ¢ relacionado a cada componente de uma particula
da fonte durante sua historia. Os cartdes de comprimento de rasto usam essa medida em
determinada célula para calcular uma quantidade de interesse, como fluéncia, fluxo ou
deposicao de energia. Sdo usadas superficies de cruzamento de rastos para calcular
fluéncia, fluxo ou estimativas de superficie. Rastos relacionados a colisdes sdo usados para

se calcular multiplicacdo e criticalidade.

Dentro de uma determinada célula ou composicdo fixa, o método de provar uma
colisdo ao longo do rasto ¢ determinado usando a teoria seguinte. A probabilidade de uma
primeira colisdo para uma particula localizada entre / ¢ / + d/ ao longo de sua linha de

trajetoria ¢ dada por:

plydl=¢ ="' di ©.1)

r

em que X; ¢ a se¢ao de choque macroscopica total do meio e ¢ interpretada como a
probabilidade por unidade de comprimento de uma colisdo. Assume-se { como um niimero

aleatorio localizado no intervalo [0,1], ou seja:

¢ = J:)l e D ds= l—e &' (6.2)

Assim:
I = in(l=¢) 63
Zt (6.3)

Mas, como 1-( ¢ distribuida da mesma maneira que ( e, portanto, pode ser
substituida por esse valor na equacao acima, entdo obtém-se a expressao para o calculo da

distancia da colisdo:

z=—i1n(4) 6.4)
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Interacoes de néutrons

Quando uma particula colide com um nucleo, a seguinte sequéncia acontece (X-5

Monte Carlo Team, 2003):

1. O nucleo colidido ¢ identificado;

2. Ou o tratamento S(a,p) para espalhamento térmico ¢ usado ou a velocidade do nucleo ¢
testada com néutrons de baixa energia;

3. Fotons sdo gerados opcionalmente para transporte posterior;

4. Captura neutrénica (i.e, desaparecimento de néutron por qualquer processo) ¢
modelada;

5. Exceto quando o tratamento S(a,f) ¢ usado, ou espalhamento elastico ou inelastico
(incluindo fissdo) ¢ selecionado e a nova energia e direcdo do rasto resultante sdo
determinadas;

6. Se a energia do néutron ¢ baixa o bastante e uma tabela S(a,f3) apropriada esta presente,

a colisdo ¢ modelada pelo tratamento de S(a,p) ao invés do passo anterior.

Um espalhamento entre um néutron e um atomo ¢ afetado pelo movimento térmico
do atomo e, na maioria dos casos, a interagdo também ¢ afetada pela presenca de outros
atomos. O movimento térmico ndo pode ser ignorado em muitas aplicagdes de MCNP sem
erro sério. Os efeitos de atomos localizados nas proximidades também sdo importantes em
algumas aplicagdes. O MCNP usa um tratamento térmico baseado na aproximacao de gas
livre para considerar o movimento térmico. Tem também uma capacidade explicita de
S(a,B) que considera os efeitos de ligagdo quimica e estrutura cristalina para energias de
néutron incidentes abaixo de aproximadamente 4 eV, mas esta disponivel para somente um

numero limitado de substancias e temperaturas.

O tratamento térmico de gas livre no MCNP considera que o meio € um gas livre e
também que, na gama de peso atdmico e energia de néutron onde efeitos térmicos sdo
significativos, a secdo de choque de espalhamento elastico a temperatura zero ¢ quase
independente da energia do néutron, e que as secdes de choque de reagdo sdo quase
independentes de temperatura. Essas suposi¢cdes permitem ao MCNP dar um tratamento
térmico de colisdes neutronicas que roda no computador quase tdo rapidamente quanto um

tratamento completamente nao-térmico e isso ¢ adequado para a maioria dos problemas
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praticos. Com as suposi¢des anteriores, o tratamento térmico do gas livre consiste em
ajustar a se¢do de choque eléstica e levar em conta a velocidade do ntcleo designado
quando estdo sendo calculadas as cinematicas de uma colisdo. O tratamento térmico de gas

livre do MCNP s6 ¢ aplicado efetivamente em espalhamentos elasticos.

A secdo de choque de espalhamento efetivo em um sistema de laboratério para um

néutron de energia cinética £ ¢ dada por:

du,
2

1
ol (E)=— [[o,0,)v,p®)dv 6.5)

em que v, ¢ a velocidade relativa entre o néutron se movendo com uma velocidade escalar
v, € 0 nucleo-alvo se movendo com uma velocidade escalar V; i, ¢ o cosseno do angulo

entre os vetores do néutron e da dire¢do de movimentacdo do alvo. A equagdo para v, é:

vrel = \/(Vz + V2 - zvnVlth) (66)

A secdo de choque de espalhamento na velocidade relativa é escrita como (v, ©
p(V) ¢ a fungdo densidade de probabilidade para a distribuicao Maxwelliana de velocidades

do alvo:

4

p(V) = \/;ﬂﬁ/ze‘ﬂ v 6.7)

em que f ¢ definido como:

AM
= " 6.8
=\ (6.8)

em que 4 ¢ a massa do nucleo-alvo em unidades de massa neutronica, M, ¢ a massa
neutrénica em MeV-sh?/cm? e kT é a temperatura de equilibrio dos nucleos-alvo em MeV.
A velocidade escalar V' para os nucleos alvos € 1/, que corresponde a energia cinética de

kT para os nucleos-alvo. Essa ndo ¢ a energia cinética média dos nucleos, que ¢ 3k7/2. A
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quantidade que o MCNP espera na entrada ¢ k7T e ndo apenas 7. Notar que k7 ndo ¢ uma
funcdo da massa da particula e sim a energia cinética na velocidade mais provavel das

particulas de qualquer massa.

A distribuicao de probabilidade para uma velocidade ¥ do alvo e um cosseno y; é:

— O-s (Vrel )VrelP(V)

M= e

(6.9)

Assume-se que a variacdo de ay(v) com a velocidade do alvo pode ser ignorada
porque, para nucleos leves, agy(v,.) varia lentamente com a velocidade, enquanto que para
nucleos pesados pode variar rapidamente, mas o efeito moderador do espalhamento ¢
pequeno e as consequéncias da aproximagdo sdao despreziveis. Como resultado, a

distribuicdo de probabilidade pode ser escrita como:

PV, 11,)oo[V2V* = 2Vv, 1,V e "7 (6.10)

Interagoes de fotons

Colisdes com nucleo, captura analdgica, captura implicita e muitos outros fatores
das interagdes de fotons como redugdo de varidncia sdo os mesmos utilizados para

néutrons, mas a fisica da colisdo ¢ completamente diferente.

Quando uma particula colide ha uma probabilidade de que ela seja absorvida por
um nucleo. Na absor¢do analdgica, a particula ¢ morta com essa probabilidade. Na
absorc¢do implicita, também conhecida como captura implicita, a particula nunca morre por
absorcao; ao invés disso, seu peso ¢ reduzido pela probabilidade de absorcdo a cada
colisio. E permitido que particulas importantes sobrevivam ndo sendo perdidas em
absor¢des. Se particulas ja ndo sdo consideradas uteis depois de sofrer algumas colisdes, a

absor¢do analdgica ¢ eficiente na elimina¢do dessas. O MCNP possui dois modelos de

interacao para fotons: simples e detalhado.
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O tratamento fisico simples ignora o espalhamento coerente (Thomson) e os fotons
fluorescentes de absor¢do fotoelétrica. Ele ¢ utilizado em problemas com fotons de alta
energia ou em problemas onde elétrons sdo livres e também importantes para o proximo
evento estimativo como detectores puntiformes, onde o espalhamento pode ser
aproximadamente retilineo para frente e elastico. Um detector puntiforme ¢ uma estimativa
deterministica (do ponto de evento corrente) do fluxo em um ponto do espago. O
tratamento fisico simples usa captura implicita a menos que se modifique o programa de

entrada, onde seria utilizada captura analogica.

A secdo de choque total g, ¢ 0 somatorio de 3 componentes:
o,=0,+0, +0, (6.11)

em que o, ¢ a secdo de choque de efeito fotoelétrico, 0, é a se¢do de choque de produgao

de pares e o; ¢ a secdo de choque de espalhamento Compton.

O tratamento fisico detalhado inclui o espalhamento coerente (Thomson) e
considera os fotons fluorescentes apds absorcdo fotoelétrica. Sao usados fatores de forma e
perfis Compton para considerar efeitos de elétrons ligantes. Captura analdgica sempre ¢
usada. O tratamento fisico detalhado ¢ o melhor para a maioria das aplicacdes,

particularmente para nuclideos de alto Z ou problemas de penetracao em profundidade.

A secdo de choque diferencial ¢ dada pela formula de Klein-Nishina:

'\ 2 ,
K(a,ﬂ)dﬂ:m{ﬂj {Lﬁ,ﬂ,z _1}@ (6.12)
a (04 (04

em que ry é o raio eletrénico classico (2,817938 x 10™° c¢m), a e a’ sdo as energias
incidente e final do foton em unidades de 0,511 MeV [a=E/(mc’)] (m é a massa do elétron

e ¢ ¢ a velocidade da luz), e a=a/[1+ a(l-1)].

Na versdao 5 do MCNP ¢ incluida a fisica fotonuclear para interagdes colisionais de

fotons. Uma interacdo fotonuclear comecga com a absor¢do de um foton por um nticleo. Ha
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varios mecanismos pelos quais isso pode acontecer. Os dados nucleares disponiveis
atualmente estdo na gama de energia até 150 MeV para o foton incidente. O valor de 150
MeV foi escolhido porque estd logo abaixo do limiar para a producdo de pions e da

necessidade subsequente de modelamento nuclear mais complicado.

Interacoes de elétrons

O transporte de elétrons e de outras particulas carregadas ¢ fundamentalmente
diferente de néutrons e fotons. A interacdo de particulas neutras ¢ caracterizada por
colisdes isoladas relativamente infrequentes, com movimentacao livre entre as colisoes.
Em contraste, o transporte de elétrons ¢ dominado por for¢a de Coulomb, resultando em
varias interagdes pequenas. Como um exemplo, um néutron no aluminio que reduz a
velocidade de 0,5 MeV para 0,0625 MeV tera aproximadamente 30 colisdes, enquanto um
foton nas mesmas circunstancias experimentara menos que dez. Um elétron que realiza a
mesma perda de energia sofrera aproximadamente 10° intera¢des individuais. Esse grande
aumento em complexidade computacional faz com que o Monte Carlo ndo seja muito

interessante para a maioria das situagdes de interesse pratico.

Trabalho tedrico consideravel tem sido feito para desenvolver uma variedade de
teorias analiticas e semi-analiticas de multiplos espalhamentos para o transporte de
particulas carregadas. Essas teorias tentam usar as seg¢oes de choque fundamentais e a
natureza estatistica do processo de transporte para predizer distribuigdes de probabilidade
para quantidades significantes, como perda de energia e desvio angular. Para seguir um
elétron durante uma perda significante de energia, ¢ necessario desmembrar o seu caminho
em muitos passos. Esses passos sdo escolhidos com tamanho grande o bastante para cercar
muitas colisdes (de forma que as teorias de multiplo espalhamento sejam validas) e ao
mesmo tempo curto o bastante para que a perda de energia em qualquer passo seja pequena
(de forma que as aproximagdes necessarias para as teorias de multiplo espalhamento sejam
satisfeitas). A perda de energia e o desvio angular do elétron durante cada um dos passos

podem ser determinados baseados em teorias apropriadas de multiplo espalhamento.

O poder de parada colisional do elétron, i.e, a energia perdida por unidade de
comprimento de trajetéria em colisdes que resultam em transferéncia fracional de energia

menor que a energia maxima arbitraria pode ser determinado pela equagdo a seguir:
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(dEY _ E*(r+2)
(dSL NZC{ n— +f (z,6,)— 5} (6.13)

em que:

g 2r+1
Feen=-p e ) S e
(6.14)
+ln[43m(l—gm)]+ !
-&

m

Nas equacdes anteriores, ¢ € &, representam transferéncia de energia na forma de
fracdes da energia cinética E do elétron; / € o potencial médio de ionizagao em unidades de
E; p=v/c; T é a energia cinética do elétron em unidades de massa de repouso; 0 € a correcdo
de efeito de densidade relacionada a polariza¢do do meio; Z ¢ o numero atdmico médio do
meio; N ¢é a densidade atdmica do meio em cm™ e o coeficiente C ¢ dado pela equacio a

seguir:

C= (6.15)

em que m € a massa de repouso do elétron, e € sua carga e v € a sua velocidade.

O poder de parada radiativo ¢ dado pela equagao a seguir:
dE -
_ (%j =10* Z(Z + nj(arf XT +mc? EZZ, (6.16)
rad

em que X0

rad

¢ a secdo de choque de perda de energia radiativa da interagdo elétron-nucleo,

1 é um parametro que considera o feito de bremsstrahlung elétron-elétron, o € a constante

da estrutura, mc’ éa energia massica de um elétron e 7, € o raio eletronico classico.

A deflexd@o angular de um elétron ¢ dada de acordo com a distribui¢do a seguir:
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F(s. ) =i[z+%]exp<—s6,)e () (6.17)

em que s € o tamanho do subpasso, 4 = cosf ¢ a deflexdo angular da dire¢do do inicio do

subpasso, P;(u) ¢ o [-¢simo polindmio de Legendre e G; ¢ dado por:

+ld
G, =2aV[ = “[1 - P (u)ldu (6.18)

6.8 — Cartoes de Saida

O MCNP cria informag¢do sumaria padrdo que d4 ao usudrio uma visdo melhor da
fisica do problema e a adequagdo da simulacdo de Monte Carlo inclui automaticamente:
uma contabilidade completa da criacdo e da perda de todos os rastos e de sua energia; o
numero de rastos entrando e reentrando em uma célula mais a populacdo de rasto na célula;
o nimero de colisdes em uma célula; o peso médio, livre caminho médio e a energia de
rastos em uma célula; a atividade de cada nuclideo em uma célula (i.e, como particulas
interagiram com cada nuclideo, ndo a radioatividade); ¢ um equilibrio de peso completo

para cada célula.

O MCNP também prové sete tipos padrdo de cartdes. Esses incluem sete padrdes
para néutrons, seis padrdes para fotons e quatro padrdes para elétrons. Esses cartdes
basicos podem ser modificados em muitas formas pelo usudrio. Todos os cartdes sdo
normalizados por particula inicializadora, exceto em problemas de criticalidade KCODE,

onde s3o normalizados por néutron de fissdo. Os cartdes sdo descritos na tabela a seguir:
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Tabela 6.2 — Cartoes de saida do MCNP

Mnemonico Descricao

F1:N ou F1:P ou F1:E Corrente na superficie

F2:N ou F2:P ou F2:E Fluxo na superficie

F4:N ou F4:P ou F4.E Estimativa do comprimento do rasto no
fluxo da célula

F5a:N ou F5a:P Fluxo em um ponto ou detector de anel

F6:N ou F6:P ou F6:N,P Estimativa do comprimento do rasto da
deposi¢do de energia

F7:N Estimativa do comprimento do rasto da
deposicdo de energia de fissao

F8:N ou F8:P ou F8:E ou Pulsos de energia em um detector

F8:P,E

Os cartdes existentes na tabela 6.2 representam o basico no MCNP. Para se criar
mais cartdes de um determinado tipo, deve-se adicionar multiplos de 10 ao numero do
cartdo desejado. Por exemplo: F1, F11, F21, ..., F991, todos para o cartao F1. O tipo de
particula desejada ¢ mostrado explicitamente apos os dois pontos, onde “N” representa

néutron, “P” representa foton e “E” representa elétron.

6.9 — Exatidao e Precisao

Os resultados obtidos com o Monte Carlo representam uma média das
contribuigdes de muitas histdrias simuladas durante o curso do problema. Uma quantidade
importante para o Monte Carlo ¢ o erro estatistico ou a incerteza associada com o
resultado. A importancia desse erro € o seu comportamento versus o numero de historias
ndo podem ser sobre-enfatizados porque o usuario ndo s6 ganha perspicéacia na qualidade
do resultado, mas também pode determinar se um cartdo aparece estatisticamente bem
comportado. Se um cartdo nao for bem comportado, o erro calculado geralmente associado
com o resultado nao refletira o verdadeiro intervalo de confianga do resultado e, assim, a
resposta poderia ser completamente erronea. O MCNP contém varias quantidades que

ajudam o usudrio a avaliar a qualidade do intervalo de confianga.
Suponha que f(x) seja a fun¢ao densidade de probabilidade com a historia de x,

onde x pode ser, por exemplo, a energia depositada em um evento aleatério. O valor

verdadeiro esperado de x, E(x), € encontrado através da equacdo a seguir:
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E(x) = j xf (x)dx (6.19)

O valor médio ¢ estimado com a equagao a seguir:
X; (6.20)

em que x; ¢ o valor do x selecionado em f(x) para a i-ésima histéria e N ¢ o nimero de

historias calculadas para o problema.

A variancia da populagdo de valores de x ¢ a medida da dispersdo desses valores e ¢

dada pela equacdo a seguir:
o =[x E()’ f(@)dx = EG*) = (E(x))’ (6.21)

A raiz quadrada da varidncia é chamada desvio padrio da populagio e ¢
representada no Monte Carlo por “S”. Para grandes valores de N o desvio padrao ¢ obtido

através da equagdo a seguir:

Nogx-xh
S? = L ~x2—x2 (6.22)
N-1
em que:
colyye (6.23)

A quantidade S ¢ um desvio padrao estimado da populacao de x baseada em valores

de x; que foram amostrados recentemente. A variancia estimada de x ¢ dada por:

5225

6.24
Py (6.24)
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Existe uma diferenca extremamente importante entre precisdo e exatiddo em
calculos matematicos. Precisdo ¢ a incerteza causada por flutuacdes estatisticas enquanto
que exatidao ¢ a medida do qudo perto se esta do valor esperado de x . Estimativas de erro
ou incerteza nos resultados de Monte Carlo se referem somente a precisdo do resultado e

ndo a sua exatidao.

A exatiddo pode ser afetada por trés fatores: o algoritmo de codigo, o modelamento

do problema e o usudrio.

Os fatores de codigo compreendem as caracteristicas fisicas incluidas no calculo
assim como o modelo matematico usado; as incertezas nos dados, como as secdes de
choque de transporte e de reacdo, o nimero de Avogadro, os pesos atomicos, etc; a
qualidade da representacdo das se¢des de choque diferencial em energia e angulo; e erros
no codigo (“bugs’). Toda a fisica aplicavel deve ser incluida em um célculo para produzir
resultados exatos. Embora as avaliagdes ndo sejam perfeitas, uma representagdo mais fiel
dos dados deve produzir resultados mais exatos. Erros no coédigo sempre podem acontecer
porque nenhum programa ¢ imune a esse tipo de problema. Porém, o MCNP ¢ um codigo
muito maduro, fortemente usado ha muitos anos. Seu uso crescente durante os anos

diminui a probabilidade de um erro sério de codificacao.

O modelamento do problema ¢ um fator que contribui muito frequentemente para
uma diminuicdo na exatiddo de um calculo. Muitos calculos produzem resultados
aparentemente pobres porque o modelo da energia e da distribuigao angular da fonte de
radiacdo nao ¢ adequado. Dois outros problemas de modelamento que afetam a exatidao

sdo a descri¢do geométrica e as caracteristicas fisicas dos materiais do problema.

A exatiddo envolve também erros de usuario na entrada ou em subrotinas do
MCNP. O usudrio também pode abusar das técnicas de redugdo de discrepancia de tal
modo que interfira nos resultados. Uma checagem cuidadosa na entrada e na saida pode
ajudar a aliviar esse problema. Fatores como eficiéncia de detector, reducdo de dados e
interpretagdo etc, devem ser entendidos completamente e devem ser incluidos no calculo,

caso contrario a comparagao nao sera significante.
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A precisao de um resultado de Monte Carlo ¢ afetada através de quatro escolhas
controladas pelo usudrio: célculo direto versus calculo adjunto, tipo de conta, técnicas de

reducdo de discrepancia, e nimero de historias.

A escolha de um calculo direto ou adjunto depende principalmente dos tamanhos
relativos da fonte e das regides de deteccdo. Particulas emitidas de uma regido pequena sao
faceis de lidar, enquanto que particulas transportadas para uma regido pequena sdo de
manipulacdo mais dificil. Como célculos diretos transportam particulas da fonte para
regides de detector, esses calculos sdo preferiveis quando a regido do detector (ou cartdo) ¢
grande e a regido de fonte ¢ pequena. Reciprocamente, como célculos adjuntos transportam
particulas de volta da regido do detector para a regido da fonte, esses calculos sdo
preferiveis quando a regido da fonte (ou cartdo) ¢ grande e a regido de detector ¢ pequena.

O MCNP pode ser executado em modo adjunto multi-grupo.

Quanto menor a regido do cartdo, mais dificil ¢ adquirir boas estimativas. A
dimensionalidade do cartdo ¢ extremamente importante. Um cartdo unidimensional ¢é
tipicamente 10 a 100 vezes mais facil para se calcular do que uma conta bidimensional,

que ¢ 10 a 100 vezes mais facil que uma conta tridimensional.

Podem ser usadas técnicas de reducdo de discrepancia para melhorar a precisao de
um determinado cartdo aumentando a eficiéncia de cartdes ndo zerados e diminuindo a
dispersdo das contagens de historia ndo zeradas. Maiores detalhes podem ser obtidos na

referéncia X-5 Monte Carlo Team, 2003.

6.10 — Erro Relativo Estimado

Todos os cartdes padrao do MCNP sdao normalizados por historia de particula
emitida pela fonte (exceto para alguns calculos de criticalidade) e sdo mostrados no

arquivo de saida com um segundo niimero, chamado erro relativo estimado, definido por:

R=S./X (6.25)

O erro relativo ¢ um niimero conveniente porque representa a precisdo estatistica

como um resultado fracional com relagcdo a média estimada.
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Através da combinacao das equagdes (6.20), (6.22), (6.23) e (6.24), chega-se a:

12 N 1/2

R=|—|—-1|| =]~ —— (6.26)

Algumas observagdes importantes devem ser feitas. Se todos os x;’s forem
diferentes de zero e tiverem o mesmo valor, R sera zero. Se todos os x;’s forem iguais a
zero, R sera definido como zero. Se apenas um dos x;’s for diferente de zero, R se aproxima
da unidade na medida em que N aumenta de valor. O limite para valores de R com x;’s de
mesmo sinal estd entre zero e um. A tabela a seguir mostra a qualidade do cartdo baseada

no valor de R:

Tabela 6.3 — Interpretagdo do erro relativo

Valor de R Qualidade do cartao
0,5al Péssimo
0,2a0,5 Ruim
0,1a0,2 Questionavel
<0,10 Geralmente confiavel, exceto para detectores puntiformes
<0,05 Geralmente confidvel para detectores puntiformes

6.11 — Reducao de Variancia

Técnicas de reducao de variancia em célculos de Monte Carlo reduzem o tempo de
computagdo necessario para se obter resultados com precisio suficiente. E importante
salientar que a precisdo ¢ somente um dos requisitos para um bom calculo de Monte Carlo.
Mesmo um calculo com variancia zerado pode ndo ter exatiddo necessaria se outras fontes

de erro ndo forem minimizadas.

Ha quatro classes de técnicas de reducdo de variancia que vao do trivial ao

sofisticado.
Me¢étodos de truncamento sdo os mais simples. Eles aceleram os calculos truncando

partes de espago de fase que ndo contribui significativamente para a solu¢do. O exemplo

mais simples ¢ o truncamento de geometria na qual partes sem importancia simplesmente
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nao sao modeladas. Métodos de truncamento especificos disponiveis em MCNP sao corte

de energia e de tempo.

Me¢étodos de controle de populacdo usam divisdo de particulas e roleta russa para
controlar o nimero de amostras em varias regides de espaco de fase. Em regides
importantes sdo localizadas muitas amostras de baixo peso, enquanto que em regides sem
importancia sdo usadas poucas amostras com alto peso. Um ajuste de peso ¢ feito para
assegurar que a solucdo do problema permaneca imparcial. Métodos de controle de
populacdo especificos disponiveis em MCNP s3o divisdo de geometria e roleta russa,

divisdo / roleta de energia, divisdo / roleta de tempo, corte de peso e janelas de peso.

Métodos de modificagdo de amostra alteram a amostragem estatistica de um
problema para aumentar o numero de cartdes por particula. A amostragem ¢é feita de
distribuicdes que enviam particulas em direcdes desejadas ou em outras regides desejadas
de espago de fase como tempo ou energia, ou muda o local ou tipo de colisdes. Os métodos
de modificacdo de amostra em MOCNP incluem transformagdo exponencial, captura

implicita, colisdes for¢adas, influéncia da fonte, e influéncia de foton néutron-induzido.

M¢étodos parcialmente deterministicos sdo a classe mais complicada de métodos
de redu¢do de variancia. Eles evitam o processo de caminho aleatorio usado normalmente,
utilizando técnicas do tipo deterministicas, como estimativas do proximo evento, ou
controlando a sequéncia de numeros aleatorios. Em MCNP esses métodos incluem
detectores puntiformes, DXTRAN (utilizado quando uma pequena regido estad sendo
inadequadamente amostrada porque particulas tém probabilidade muito pequena de

espalhar para aquela regido), e amostragem correlata.

6.12 — Exemplos de Uso do MCNP

Exemplos simples ilustrativos
Para ilustrar o uso do MCNP, foram desenvolvidos varios arquivos de entrada para

resolver um problema bésico: confeccionar uma barreira de protegdo para uma

determinada fonte de radiagdo ionizante. Foi criado um “universo” ¢ em seu interior foram
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inseridos uma fonte radioativa, uma placa de material atenuante e um detector de radiagao.

Durante as simulagdes foram feitas algumas modifica¢des no /ayout projetado.

Em todas as simulagdes realizadas o universo foi definido como sendo uma caixa
de ar com dimensdes (60 cm x 60 cm x 60 cm). Dentro dessa caixa foi inserida uma placa
de material atenuante com 50 cm de altura e 50 cm de largura, tendo sua espessura variada
de acordo com os requisitos das simulacdes. O material da placa também pode ser
modificado. Um detector esférico com 1,0 cm de raio foi colocado do outro lado da placa
em relagdo a fonte emissora de radiagdo ionizante, em distancias variadas. Foi medido o
fluxo médio de radiacdo dentro desse instrumento. Em todas as simulagdes foi utilizado um

valor de 107 particulas emitidas pela fonte, o que garante uma boa estatistica.

No primeiro conjunto de simulagdes foi planejada uma fonte monoenergética
puntiforme de fotons, com energia variando de 1 MeV até 10 MeV, localizada a 1,0 cm de
distancia de uma placa de chumbo com 1,0 cm de espessura. Um detector de radiacdo foi
colocado a 1,0 cm de distancia da placa. O erro estatistico maximo encontrado pelo MCNP

durante essas simulagdes foi mantido abaixo de 0,25%.

Fluxo de radiagao em fung¢ao da energia da fonte

1,4000E-02

1,2628E-02

1,1864E-02
1,2000E-02 1,1139E-04

1,1000E-02 1,0478E-02
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8
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FIGURA 6.2 — Fluxo de radiagdo (particulas/cm’) em fun¢do da energia da fonte de
fotons incidindo em uma placa de chumbo com 1,0 cm de espessura
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Como esperado, quanto maior a energia da fonte, maior também o fluxo de

particulas que consegue atravessar a placa de chumbo localizada entre a fonte e o detector.

No segundo conjunto de simulagdes foi planejada uma fonte monoenergética
puntiforme de fétons, com energia fixa de 10 MeV, localizada a 1,0 cm de distancia de
uma placa de chumbo com espessura variando de 1,0 cm a 10,0 cm. Um detector de
radiagdo foi colocado a 1,0 cm de distancia da placa. O erro estatistico maximo encontrado

pelo MCNP durante essas simulagdes foi mantido abaixo de 4,0%.

Fluxo de radiagao em fun¢ao da espessura da
placa

1,4000E-02 1;2628E-02
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FIGURA 6.3 — Fluxo de radiacdo (particulas/cm’) em fun¢io da espessura da placa de
chumbo

Como esperado, quanto maior a espessura da placa, menor o fluxo de particulas que

consegue atravessa-la.

No terceiro conjunto de simulagdes foi planejada uma fonte monoenergética
puntiforme de fotons, com energia fixa de 10 MeV, localizada a uma distancia variavel de
1,0 cm a 10,0 cm de uma placa de chumbo com espessura de 1,0 cm. Um detector de
radiagdo foi colocado a 1,0 cm de distancia da placa. O erro estatistico maximo encontrado

pelo MCNP durante essas simulacdes foi mantido abaixo de 1,0%.
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FIGURA 6.4 — Fluxo de radiacdo (particulas/cm’) em fun¢do da distancia da fonte de

Como esperado, quanto maior a distancia da fonte até placa, menor o fluxo de

radiagdo até a placa de chumbo

particulas que consegue atravessa-la.

No quarto conjunto de simula¢des foi planejada uma fonte monoenergética
puntiforme de fotons, com energia fixa de 10 MeV, localizada a uma distancia fixa de 1,0
cm de uma placa de material atenuante de composi¢@o variavel com espessura de 1,0 cm.

Um detector de radiagdo foi colocado a 1,0 cm de distadncia da placa. O erro estatistico

maximo encontrado pelo MCNP durante essas simula¢des foi mantido abaixo de 0,25%.
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FIGURA 6.5 — Fluxo de radiacdo (particulas/cm’) em fun¢do do material da placa

Observa-se, a partir do grafico anterior, uma proximidade na atenuagdo

proporcionada por materiais de densidades de valores aproximadamente iguais.

Obtencgdo de curvas de PDP para radioterapia

Um exemplo mais complexo, mostrado a seguir, simula uma curva de percentagem

de dose profunda (PDP) em radioterapia, para um feixe de fotons proveniente de um

acelerador linear de 6 MV de energia maxima, colimadores com abertura (5 x

distancia fonte-superficie de 100,0 cm, incidindo num phantom (caixa de acrilico contendo

agua).
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Percentagem de Dose Profunda de campo (5x5)
cm2 de um feixe de 6 MeV, obtida através de
simulagao com o MCNP
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FIGURA 6.6 — Curva de PDP simulada com o MCNP

Com o uso do MCNP, pode-se descrever corretamente a geometria de qualquer
equipamento utilizado em tratamentos radioterapicos, simulando a deposicdo de dose
absorvida decorrente da irradiacdo de qualquer corpo quando submetido a feixes
provenientes do mesmo. Pode-se simular equipamentos de telecobaltoterapia e
aceleradores lineares, entre outros. O material a ser irradiado pode ser qualquer um que

tenha bibliotecas de se¢do de choque disponiveis para o programa.

Gammacell 220

Em outra simulacdo mostrada a seguir a titulo de exemplo para uso do MCNP, foi
feito um modelamento do irradiador industrial Gammacell 220, de propriedade do CDTN
(Centro de Desenvolvimento de Tecnologia Nuclear). Esse equipamento foi desenvolvido
pela empresa Atomic Energy of Canada Limited, atualmente parte da MDS Nordion
International, para pesquisas e estudos onde se empregam grandes taxas de dose de
radiagdo gama. Ele pode ser utilizado em uma enorme variedade de areas de pesquisa,

como irradiacdo de alimentos, geologia, area médica, pesquisa de materiais, efeitos da
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radiacdo em sistemas biologicos, esterilizacdo de organismos e solos, e alteragdes e

melhorias nas propriedades de polimeros, entre outros (Rodrigues et. a/, 2009).

Esse equipamento utiliza uma fonte de cobalto-60 duplamente encapsulada em
tubos de ago inoxidéavel e aluminio, com protegdes biologicas de chumbo afixadas para que
o operador ndo seja exposto a radiacdao. Ele possui uma camara de geometria cilindrica
com 20,3 cm de altura e 7,5 cm de raio para colocagdo de amostras. O certificado de
calibracdo atesta uma taxa de dose de (4,43 + 0,16) x 10° cGy.h'1 em 28 de agosto de 1962,
no centro de exposi¢do da cAmara. A figura a seguir mostra as curvas de isodose descritas

no certificado de calibragao.
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CURVAS DE ISODOSIS DEL GAMMACELL 220

FIGURA 6.7 — Curvas de isodose mostradas no certificado de calibra¢do do GammaCell
220 do CDTN

1
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Para uso correto do equipamento, ele deve ser calibrado e suas curvas de isodose
sdo usualmente medidas através do uso de dosimetros distribuidos ao longo de sua
extensdo. Esse procedimento consome um numero elevado de dosimetros, além de muito
tempo de irradiacdo e de muito trabalho para operadores do equipamento. O uso de
métodos matematicos e de codigos de transporte pode reduzir significativamente esse
problema, embora seja necessario o uso de cddigos complexos e um consideravel tempo de
processamento de dados em computadores. O MCNP ¢ uma o6tima opgdo para simulagdo

dessas curvas.

A geometria simulada foi descrita de maneira a se reproduzir o mais fielmente
possivel o “sefup” original. Todas as distancias e todos os tamanhos utilizados na pratica
foram repetidos nas diversas simulacdes com o MCNP. O arquivo de entrada utilizado
contém 240 superficies e 90 células, com 54 fontes de cobalto-60 com 0,3594 cm de raio e
24,6276 cm de comprimento, distribuidas geometricamente da mesma forma que no
equipamento real. As fontes cilindricas foram separadas da camara de exposi¢do por placas
de aluminio e de aco inoxidavel com 0,2 cm de espessura e raio interno de 7,5 ¢ 7,7 cm

respectivamente. Uma carapaga externa de chumbo envolve o equipamento.

O decaimento radioativo foi levado em conta durante as simulacdes. O espectro de
emissdo utilizado proporcionou uma distribui¢do apropriada e os cartdes utilizados para
saida do programa mediram fluxo médio e pulsos nas células - fotons/cm® e pulsos,
respectivamente. Os resultados da simulagdo foram validados com os experimentais

obtidos através de dosimetria Fricke e TLD.

A figura a seguir mostra a geometria simulada no MCNP.
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FIGURA 6.8 — Geometria do GammaCell 220 do CDTN simulada no MCNP

Foi utilizado o cartdo sdef do MCNP para descrever a fonte, de onde os fotons sdo
emitidos a partir do centro dos 54 cilindros. A descri¢do do espectro de emissdo de fotons
seguiu uma distribuicdo Maxwelliana apropriada para esse tipo de problema. Considerou-
se também os dois picos de emissdo de raios-gama do cobalto-60, de 1,17321 e 1,332491

MeV, com probabilidade de 0,9986 e 0,9998 respectivamente.

A parte experimental do trabalho foi feita em duas etapas. Na primeira utilizou-se
49 detectores TLD-800 acoplados em um disco cilindrico, onde cada detector possui
dimensdes de aproximadamente (3 x 3 x 1) mm’. Esses dosimetros foram irradiados com
uma dose de 4,0 Gy. Posteriormente os dosimetros foram avaliados em um leitor do tipo
Harshaw 4500. Esse procedimento foi repetido 4 vezes. Na segunda etapa utilizou-se
dosimetros Fricke, compostos por uma solug¢do aquosa de 4cido sulfurico e sulfato ferroso.
A irradiagdo desses dosimetros causa a radiolise da 4gua e uma reacdo secundaria, onde os
ions ferrosos sdo oxidados em ions férricos. Posteriormente os dosimetros foram
analisados em espectrometros do tipo Shimadzu UV1240. Foram feitas 5 irradiagdes com
doses de 50, 90, 150, 200 e 250 Gy. A seguir, utilizando-se uma geometria cilindrica, 8
amostras foram irradiadas na extremidade do raio, 8 na metade do raio € 1 no centro da

geometria, todas com dose de 160 Gy.
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A simulagdo das curvas de isodose do GammaCell 220 foi feita utilizando-se
detectores em anel com 1 cm de comprimento, 0,5 cm de espessura e raio variavel,
conforme tabela a seguir. Os detectores foram posicionados a meia altura na camara de

exposicdo e um histérico de 10° particulas foi utilizado nas simulac¢des.

Tabela 6.4 — Raio do detector em anel e dose relativa

Raio do detector (cm) Dose (%)
0,25 100
0,75 102
1,25 103
2,75 104
3,25 106
3,75 108
4,25 109
4,75 113
5,75 117
6,25 119
6,75 123

A eficacia do MCNP esta intimamente relacionada com o arquivo de entrada e pode
ser verificada a partir do erro relativo experimental calculado. A tabela a seguir efetua uma

comparagdo entre o valor certificado e o obtido nas simulagdes.

Tabela 6.5 — Comparagdo entre as isodoses certificadas e simuladas

Raio do detector Isodoses Dose simulada (Gy) Erro relativo (%)
(cm) certificadas (Gy)
3,00 105 104 0,95
4,55 110 109 0,90
5,81 115 117 1,74
6,90 120 123 2,50

A figura a seguir mostra uma comparacao entre os 4 conjuntos de resultados,
obtidos a partir do certificado de calibragdo, da dosimetria TLD, da dosimetria Fricke e da

simulagdo com o0 MCNP.
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FIGURA 6.9 — Comparagao entre as curvas de isodose obtidas a partir do certificado de
calibracdo, da dosimetria TLD, da dosimetria Fricke e da simulacdo com o MCNP
(Adaptado de Rodrigues et. al, 2009)

A dosimetria feita com TLD’s e Fricke mostrou-se incoerente com os resultados
simulados, com erros relativos variando entre 1 ¢ 9%. Esses resultados também nao estdao
de acordo com os valores certificados € novos estudos deverao ser feitos futuramente para
se tentar descobrir a razdo dessa diferenga. Uma das provaveis razdes seria uma avaria no
equipamento apos sua certificacdo. A simulagdo feita com o MCNP atingiu seu objetivo,
pois os valores encontrados ficaram bem proximos dos certificados pelo fabricante, o que

demonstra a potencialidade do método.

No CDTN, a avalia¢do de dose ¢ feita geralmente a partir da irradiagdo de toda a
massa de ar que ocupa a camara do GammaCell 220. Essa rotina niao considera
peculiaridades de cada amostra, especialmente com relacdo a volume, capacidade e
densidade, parametros essenciais para determinacdo da dose depositada. O uso do MCNP
nessas simulagdes também pode corrigir esse problema, trazendo melhorias consideraveis

no uso desse equipamento.
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6.13 — Conclusao

O MCNP ¢ um eficiente software que demonstra toda a capacidade do Método de
Monte Carlo para efetuar simulacdes relacionadas a fontes radioativas. Uma grande
dificuldade no uso do MCNP ¢ a correta descrigdo da geometria no arquivo de entrada.
Todo o “setup” tem que ser descrito corretamente, incluindo-se as superficies, as células,
os materiais, as fontes radioativas e todos os demais dados necessarios para o
processamento. Além disso, € necessario que existam bibliotecas de secdo de choque para
todos os elementos quimicos utilizados. Outro fator agravante do uso do MCNP esta no
tempo necessario para processamento. Quanto mais complexa for a geometria e quanto
mais particulas se usar para as simulacdes, maior serd o tempo necessario para conseguir-
se uma saida com estatistica de erro confidvel. O MCNP pode ser utilizado para se simular
desde casos simples até casos muito complexos, como os exemplos descritos ao longo do

capitulo.
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CAPITULO VII

RESOLUCAO DE PROBLEMAS INVERSOS EM
RADIOTERAPIA
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7.1 — Introduciao

A dose absorvida ¢ a quantidade fisica fundamental de interesse em tratamentos
radioterapicos, uma vez que ela ¢ o principal critério para a busca da cura e para a
minimizag¢do de lesdes em tecidos sadios adjacentes ao tumor/leito tumoral. Mas a medida
direta da dose absorvida nos tecidos irradiados ndo ¢ uma tarefa trivial. Calorimetros e
camaras de ionizagdo podem ser usados para a medida de dose absorvida em termos
absolutos, mas ndo estdo disponiveis para dosimetria in vivo. Dosimetros
termoluminescentes ¢ diodos podem ser colocados na superficie do paciente ou mesmo
dentro de seu organismo a fim de se determinar a dose absorvida em determinados pontos,
i.e, nos pontos onde o feixe de radiagcdo entra ou sai do corpo; entretanto, ndo ¢ possivel
determinar-se a distribuicdo da dose absorvida ao longo da trajetéria do feixe de radiagdo
utilizando apenas esses dados. Assim, a quantificagdo da distribuicdo de dose em pacientes
¢ feita a partir de modelos de célculo, sendo extrapolada posteriormente para os tecidos
humanos irradiados.

M¢étodos empiricos sdo limitados quanto a precisdo e frequentemente falham no
modelamento do tratamento. Embora a equagdo de transporte e as segoes de choque de
interacdo sejam bem conhecidas, nenhum algoritmo analitico de calculo de dose para
fotons de radiacdo ionizante foi desenvolvido de maneira que seja suficientemente geral
para todos os planejamentos radioterapicos com a necessaria eficiéncia (Ahnesjo, 1999).
Métodos analiticos podem funcionar se considerarem as interagcdes que precedem a
completa absor¢do da energia pelo tecido irradiado ou sua saida do sistema. Métodos de
Monte Carlo podem ser implementados para simular o processo basico em varios
propodsitos na éarea médica, inclusive em radioterapia. Infelizmente esses métodos
apresentam a limitacdo de exigirem recursos demasiados dos computadores utilizados, o

que torna essa tarefa extremamente lenta.

Modelos de célculo de dose sdo utilizados, do ponto de vista do ambiente de um
sistema de planejamento, para fornecerem resultados rapidos e confidveis para todos os
tipos relevantes de configuragdes para um tratamento radioterapico. Nesses modelos, sdo

importantes varios aspectos como generalidade, flexibilidade, logistica, eficiéncia e outros.
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A base da radioterapia ¢ o fato de que as células cancerigenas sdo mais sensiveis a
radiagdo ionizante do que as células normais. Seguindo-se recomendagdes gerais de
eficiéncia na liberacdao da dose, da ordem de 5% (ICRU, 1976), obtém-se valores de dose
extremamente benéficos para o paciente, capazes de eliminar totalmente as células

cancerigenas, poupando ao maximo as células normais.

Processos ndo-lineares dominam a interface entre o tumor e o tecido sadio, que ¢
uma estrutura dindmica extremamente complexa, nio existindo uma estrutura tedrica
completamente compreensivel. Os efeitos potenciais da manipulag¢do desses sistemas sao
baseados em experiéncias em outras areas da ciéncia, que demonstram que esses tipos de
sistemas requerem formulagdo matematica complexa para que se consiga expressar
concisamente a dindmica das interagdes ¢ se obter um claro entendimento acerca dos
processos envolvidos. Entretanto, a medicina clinica ndo tem integrado analise tedrica ao
entendimento da biologia tumoral (Ringor et. al, 1998). Dessa forma, o progresso da
oncologia clinica ¢ prejudicado porque uma imensiddo de dados gerados pela biologia
molecular e por outras tecnologias ndo tem sido utilizada de forma coerente e

compreensiva.

Devido a auséncia de uma base tedrica adequada, o projeto e a avaliagdo de terapias
tém sido feitos de forma empirica e geralmente direcionados a estratégias de reducdo de
quantidade de células neoplasicas, apesar dos resultados limitados para a maioria dos
tumores so6lidos, mesmo apds varias décadas de intensas pesquisas. A maioria dos

problemas em radioterapia € resolvida com equagdes integrais.

7.2 — Resolucio com Equacées Integrais

O uso de feixes de radiacdo eletromagnética ionizante (i.e, raios-x € raios-gama)
para o tratamento de doencas, principalmente tumores malignos (canceres) comegou dias
apos a descoberta dos raios-x por Wilhelm Rdentgen, em 28 de dezembro de 1895. Para
tratamento de lesdes em profundidade, utiliza-se amplamente feixes dessa radiagdo,
embora, para profundidades menores, utilize-se também feixes de radiagdes corpusculares,

como elétrons, protons, néutrons e outras particulas.
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O planejamento de um tratamento radioterdpico comeca com a obtencdo de
imagens anatOmicas tridimensionais do paciente, obtidas a partir de tomografia
computadorizada (TC) e/ou de ressonancia magnética nuclear (RMN). Nessa fase, ¢ feita a
determina¢do do volume tumoral, que engloba o tumor propriamente dito ¢ uma margem
de seguranca variavel, além dos tecidos normais adjacentes ao volume tumoral, que devem

ser, na medida do possivel, protegidos dos feixes de radiagao.

Quando um feixe de radiacdo penetra no organismo do paciente, acontecem
diversas interagdes entre a radiacdo ¢ as particulas existentes no corpo do paciente, i.e, 0s
elétrons e nucleos constituintes das moléculas celulares. Nessa interacao, ha transferéncia
de energia da radiacdo para as particulas do meio (paciente), que sdo, entdo, colocadas em
movimento. O transporte de particulas de radiagdo no meio ¢ descrito por um sistema de
equagdes de transporte de Boltzmann. A solug¢do desse sistema ¢ um vetor de densidades
numéricas espaciais de fase, i.e, espaco posi¢cao-diregdo-energia. Diferentes componentes
desse vetor correspondem a diferentes tipos de particulas existentes. Mesmo que o feixe de
radiagdo utilizado seja exclusivamente de um tipo de radiagdo (normalmente raios-x), com
a interagdo ocorrida no corpo do paciente, novas particulas serdo colocadas em movimento,
o que exigird cuidadosos calculos para todas. Como as interagdes das particulas da
radiagdo entre si podem ser desprezadas, as equacdes de transporte relevantes serdo

lineares.

A velocidade de um feixe de radiagdo eletromagnética ¢ a velocidade da luz e para
um feixe de radiacdo corpuscular ¢ uma fragao significativa desse valor. Isso faz com que a
transferéncia de energia e o inicio da movimentag¢do das particulas do meio acontecam
num intervalo de tempo muito pequeno. As equagdes de transporte relevantes nao

possuirdo derivadas no tempo.

O tratamento radioterapico ¢ sempre fracionado, ou seja, a dose total ¢ sempre
dividida em intervalos temporais, de forma a maximizar os efeitos sobre o volume tumoral
€ minimiza-los sobre os tecidos sadios que sdo irradiados juntamente. A cada sessdo diaria
de tratamento podem ser empregados diversos feixes de radiagdo com configuragdes
diferentes (angulagdo da entrada, distancia da fonte até o paciente, uso de acessorios para
modificar a distribuicdo de dose, etc). A inten¢do € ndo sobrecarregar os tecidos normais

por onde a radiacdo deve passar antes de chegar ao volume tumoral e nem os tecidos
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normais localizados apoOs esse, caso contrdrio o paciente podera apresentar efeitos
colaterais durante ou apos o término do tratamento. Esses efeitos podem, inclusive, ser tao

prejudiciais quanto o proprio tumor que esta sendo tratado.

A dose absorvida ¢ uma medida da quantidade de radiacdo empregada em
determinado corpo, seja ela direta ou indiretamente ionizante. Para radiagdes indiretamente
ionizantes (por exemplo, raios-x e raios gama) a energia ¢ distribuida na matéria segundo
dois passos. No primeiro passo (resultando no KERMA) a radiagdo indiretamente ionizante
transfere sua energia como energia cinética para particulas carregadas secundarias. No
segundo passo essas particulas carregadas transferem parte da sua energia cinética ao meio
(resultando em dose absorvida) e outra parte ¢ dissipada na forma de bremsstrahlung. A
dose absorvida estd relacionada com a quantidade de energia armazenada
estocasticamente. Ela ¢ definida como o quociente da energia média de radiagdo ionizante

depositada na matéria por sua massa m em um volume finito V-

_dE()

= 7.1
dm(kg) o

D(Gy)

O parametro mais observado no tratamento ¢ a dose total, ou seja, a quantidade
total de energia por unidade de massa onde a radiacdo se deposita ao longo de todo o
tratamento, como resultado de excitacdes e ionizacOes das moléculas das células
irradiadas. Entretanto, além da dose absorvida, outros pardmetros sdo importantes num
tratamento radioterapico. Os efeitos biologicos causados pela radiagdo dependem do tipo e
da energia da radiagao utilizada, da taxa de dose empregada, do esquema de
fracionamento, da dose didria empregada, de questdes biologicas relacionadas ao paciente
como sexo, idade, predisposi¢cdo genética, fatores hospedeiros (outras doengas, por
exemplo), nivel de oxigenagdo do volume tumoral, etc. Na pratica, entretanto, ¢ comum
considerar-se que para um determinado tipo de tratamento, sua eficacia podera ser
determinada previamente no planejamento, baseada somente na distribuicdo de dose,

embora grandes mudancas na taxa de dose possam ser significativas (Sousa, 2009).
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A fim de se comprovar provaveis alteracdes na dose absorvida quando da mudanga
na taxa de dose nos tratamentos teleterapicos realizados através do uso de aceleradores
lineares, foi desenvolvido um trabalho experimental onde um acelerador linear CLINAC
600 C/D de 6 MV da Varian Medical Systems irradiou um phantom em varias
profundidades, com varios tamanhos de campo e taxas de dose diferentes, sendo a dose

absorvida medida em véarios pontos utilizando-se cdmaras de ionizagao.

O CLINAC 600 C/D ¢ um acelerador linear de particulas utilizado no tratamento de
doengas, principalmente tumores malignos (canceres). Essa maquina gera um feixe de
raios-x de 6 MV de energia, com campos retangulares simétricos e assimétricos. Pode ser
feita terapia estaciondria (onde o “gantry” ndo se move durante a irradiagdo) ou terapia de
arco (onde o “gantry” se move continuamente durante a irradiacdo ao redor da regido a ser
tratada no corpo do paciente). A taxa de dose para terapia estacionaria nesse equipamento ¢
disponibilizada dentro de uma faixa que varia de 100 MU min" a 600 MU min™ (Varian
Medical Systems, 1996). Tipicamente 1 MU corresponde a uma dose de 1 cGy depositada
em um phantom, na profundidade de dose méaxima, no raio central do feixe para um campo

de (10 x 10) cm” a uma distancia fonte-superficie de 100,0 cm (Sousa, 2009).

A dose absorvida na dgua ¢ a principal quantidade utilizada em radioterapia, pois
ela descreve com bastante veracidade os efeitos da radiagdo em tecidos biologicos,
podendo ser determinada através de varios métodos, especialmente aqueles que empregam
camaras de ionizacdo. A Agéncia Internacional de Energia Atomica (IAEA) estabeleceu
diversos protocolos para dosimetria de feixes de radiacdo ionizante. O IAEA TRS-398 ¢
um protocolo que pode ser utilizado com a maioria dos tipos de radiagdo e faixas de
qualidade de feixes, incluindo fotons de alta energia gerados por elétrons com energias que
variam de 1 a 50 MeV. A obtengao da dose absorvida se da a partir da leitura de corrente
ou carga elétrica gerada no volume sensivel de uma camara de ioniza¢do exposta ao feixe
de radiagdo ionizante. Além dessa leitura, utiliza-se no célculo o fator de calibra¢do da
camara, temperatura, pressdo atmosférica, corre¢do de polaridade do eletrometro e

corre¢do para recombinacao de ions (Sousa, 2009).

Os seguintes equipamentos foram utilizados nesse trabalho:
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e Um acelerador linear CLINAC 600 C/D da Varian Medical Systems, com potencial
acelerador nominal de 6 MV e qualidade do feixe (TPR2o,10) igual a 0,657;

e Um phantom com dimensdes (40 x 40 x 40) cm’;

e Um eletrometro CNMC 1100;

e Uma camara de ionizagdo Farmer Wellhoffer IC 70, com camara com paredes de

grafite com espessura de 0,068 g.cm™, a prova d’agua.

Seguindo instrugdes do IAEA TRS-398, as medidas foram feitas respeitando-se
todas as correcdes para as quantidades de influéncia. Foram irradiados campos de (5 x 5)
cmz, (10 x 10) cm? e (20 x 20) cmz, nas profundidades de 1,5 cm, 5,0 cm e 15,0 cm, com
100 unidades monitoras (MU), equivalendo a 100 cGy. As taxas de dose empregadas
foram 100 ¢Gy min™', 200 ¢cGy min™', 300 ¢cGy min™', 400 ¢cGy min™, 500 ¢cGy min™ e 600
¢Gy min™'. As leituras foram feitas em uma temperatura ambiente de 22° C ¢ com pressdo

atmosférica de 92,4 kPa. Os resultados sdo mostrados nas figuras a seguir.

Varia¢aona Dose Absorvida
Profundidade=1,5 cm
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Figura 7.1 — Varia¢do na Dose Absorvida medida na profundidade de 1,5 cm quando da
mudanga de taxa de dose no acelerador linear CLINAC 600 C/D (adaptado de Sousa,
2009)
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Varia¢aona Dose Absorvida
Profundidade=5,0 cm
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Figura 7.2 — Variag¢do na Dose Absorvida medida na profundidade de 5,0 cm quando da
mudancga de taxa de dose no acelerador linear CLINAC 600 C/D (adaptado de Sousa,
2009)

Variacaona Dose Absorvida
Profundidade=15,0 cm
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Figura 7.3 — Variagdo na Dose Absorvida medida na profundidade de 15,0 cm quando da
mudanga de taxa de dose no acelerador linear CLINAC 600 C/D (adaptado de Sousa,
2009)
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Através deste trabalho, conclui-se que a variagao da taxa de dose em um acelerador
linear de particulas CLINAC 600 C/D, do seu valor minimo de 100 ¢cGy min™ até o seu
valor maximo de 600 ¢Gy min™' pode modificar a dose absorvida da ordem de 1% para os
tamanhos de campo ¢ profundidades estudadas (Sousa, 2009). Essa variagdo é muito
pequena, mesmo considerando-se a sugestdo do ICRU (International Commission on

Radiation Units and Measurements) para variagdo maxima da ordem de +5% (ICRU,

1976).

Outro fator muito importante relacionado a radiosensibilidade celular diz respeito a

idade do individuo exposto, conforme demonstrado na figura a seguir.

ALTA

Radiosensibilidade
celular

BAIXA

Mo dtero Infancia Adulto dade

avancada

Figura 7.4 — Radiosensibilidade de acordo com a idade do individuo (adaptado de
Bushong, 2001)

De acordo com a figura acima, observa-se que a radiosensibilidade celular ¢ muito
grande a partir da fecundacdo do 6vulo, diminuindo rapidamente ao longo da gravidez.
Apds o nascimento, na medida em que o individuo envelhece, sua radiosensibilidade

continua diminuindo até atingir o valor minimo na fase adulta, voltando a crescer em

idades muito avangadas.
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O calculo da distribuicdo da dose ¢ feito, normalmente, através de fisica
computacional baseada num entendimento suficiente de principios fisicos que regem a
deposicdo de dose de radiagdo em tecidos bioldgicos. Essa distribui¢ao de dose ¢ feita por
um fisico médico, profissional treinado e certificado por instituicdo reconhecida, que
utiliza sua experiéncia e, as vezes, intui¢do, para elaborar o melhor tratamento possivel
para cada um dos pacientes do servigo de radioterapia. Seu trabalho consiste em estimar,
baseado em dados clinicos e em modelos radiobiologicos, as probabilidades de certos
eventos, como erradicacdo do tumor, destrui¢do parcial de tecidos sadios, minimizacao de
efeitos colaterais indesejados e paliagdo de dor como resultado da diminui¢do do tamanho

do volume tumoral, entre outras inumeras atividades.

O célculo da dose ¢ feito através de informagdes macroscOpicas relacionadas a
solugdo de um sistema de equagdes lineares de Boltzmann. Deriva-se, a seguir, uma
equagao para um caso especial de particulas que se movimentam através de um meio

homogéneo, onde sofrem espalhamentos e absorcdes.

Considere uma particula em movimento em um meio. Durante seu deslocamento,
as particulas sofrerdo diversas colisdes (espalhamentos) em intervalos de tempo aleatorios,
sendo que esses intervalos sdo completamente independentes uns dos outros e distribuidos
exponencialmente de modo que haja um tempo médio esperado dependente da energia
cinética da particula antes da colisdo. Nessas interagdes, acontecem mudangas de diregdo e

de energia das particulas da radiacdo incidente.

Normalmente, em trabalhos sobre calculos de dose na literatura de fisica médica,
ndo se menciona explicitamente o uso de equagdes lineares de Boltzmann. Com os
softwares utilizados atualmente para computacdo da dose na pratica clinica, obtém-se
diretamente a dose a ser empregada, sem preocupagdo com a solucdo de tais equagdes.
Embora exista uma grande quantidade de programas, todos compartilham as mesmas idéias
basicas. O feixe de radiagdo ¢ tratado como um nimero finito de feixes estreitos (pencil
beams), de espessura infinitesimal, de direcdo inica € monoenergéticos. Os célculos sao
feitos através de combinag¢do de experimentos laboratoriais, simulagcdes numéricas com

métodos de Monte Carlo e analises matematicas.
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Na determinagdo da dose, um problema direto levantado refere-se ao célculo da
dose absorvida total em cada ponto do volume a ser irradiado no paciente, considerando-se
todos os pardmetros de cada feixe de radiagdo empregado e as informacdes relativas aos
tecidos biologicos do paciente. Tira-se, entdo, um problema inverso: dada a descrigdo dos
tecidos do paciente, a dose prescrita para o volume tumoral e a dose maxima permissivel
para os tecidos sadios envolvidos no processo, calcular a configuracdo externa e a
intensidade relativa dos feixes de radiagdo necessarios para que haja tal distribui¢do de
dose (Censor, 1999), cujo objetivo seria encontrar a correta configuragdo para tratamento
do pacientes nestas condi¢des. Enquanto a distribuicdo de dose que resolve o problema
direto ¢ sempre obtida a partir de um feixe de radiacdo de intensidade especifica, o

problema inverso pode ndo ter solugdo, uma vez que os efeitos descritos podem ndo ser

obtidos a partir de qualquer feixe de radia¢ao possivel.

O tratamento radioterapico de tumores malignos pode ser otimizado com feixes
externos de intensidade modulada, onde a distribuicdo de dose nos tecidos do paciente ¢
feita a partir da conformacdo da dose absorvida com o volume-alvo planejado, visando
uma melhor protecdo dos tecidos sadios adjacentes. Pesquisas na area de planejamento
radioterapico inverso usualmente visam dois topicos: como selecionar uma fungdo objetiva
que produza solugdes com as propriedades desejadas e como desenvolver algoritmos
interativos eficientes para se encontrar essas solucdes rapidamente (Chvetsov et. al, 2005).

O planejamento inverso ¢ instavel quando sujeito a pequenas perturbacdes nos
dados de entrada e no algoritmo utilizado porque ¢ baseado em solu¢cdes numeéricas da
Equagdo Integral de Primeira Ordem de Fredholm, que ¢, notoriamente, mal-colocada.
Para que um planejamento inverso seja robusto, ¢ necessaria uma técnica de regularizacio
eficiente. Uma o6tima técnica empregada ¢ regularizar o problema de otimizacao através da
adicdo de um termo de estabilizacdo a funcdo objetiva quadrada (Chvetsov et. al, 2005).
Outra técnica interessante se baseia no uso de derivadas, pois uma derivada ¢ uma
caracteristica universal da fun¢do, além de poder ser avaliada localmente utilizando um

pequeno numero de pontos adjacentes.

O planejamento inverso ¢ um tipo de problema de transporte de radiagdo baseado
na solucdo numérica da Equacgdo Integral de Fredholm de Primeira Ordem, mostrada a

seguir:
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D(r)= [ f(E)d(r,E)dE (7.2)

em que D(r) é a distribuicdo desejada de dose absorvida no tecido, f(E) ¢ a fun¢do
intensidade do feixe e d(r,E) ¢ a distribui¢do de dose de um feixe estreito de radiagdo

ionizante.

A equagdo (7.2) surge naturalmente em muitos problemas da fisica e da

matematica, devido a inversao da equagdo diferencial:
Dg(x) = f(x) (7.3)

em que f ¢ uma fungdo dada e g ¢ desconhecida. Nessa equacdo, D ¢ um operador

diferencial, como por exemplo:
D=—: (7.4)

Um método geral para solugdo de tais equacdes ¢ empregar as Func¢des de Green,

através da solucdo da equacao:

DK (x,y)=06(x—-y),
(7.5)
em que 0(x) ¢ a fungdo delta de Dirac

A solucdo desejada para a equagdo diferencial ¢ escrita na forma da equagdo (7.2),
ou seja, na forma da equagio integral de Fredholm. A fun¢do K(x,)) é conhecida como

uma Funcdo de Green ou como o kernel da integral, e as variaveis x e y sdo dois pontos de

uma superficie, como uma linha real ou um espaco Euclidiano m-dimensional.

7.3 — Modelos de Kernel Baseados em Convolucio/Superposicio

Modelos de kernel baseados em convolugdo/superposi¢ao formam uma familia de

modelos com raizes no mundo das imagens (Ahnesjo, 1999). A convolu¢io ¢ um operador
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matematico que, a partir de duas fungdes, produz uma terceira, o que pode ser demonstrado

matematicamente através da equacao (7.6) a seguir:

(/*2)0) =] f()glt-)dr, (7.6)

em que (f*g)(¢) representa a convolucao das duas fungdes fe g,ete
sdo os argumentos das duas funcdes

Andlogo a formacdo de imagens, a deposicdo de dose ¢ vista como uma
superposi¢do de respostas com pesos apropriados (kernels) nos pontos irradiados (Ahnesjo,
1999). Os kernels, representando o transporte de energia e a deposi¢ao de dose do feixe de
particulas secundarias no ponto irradiado, ndo sdo usualmente acessiveis através de
medicoes experimentais, mas podem ser simplesmente calculados utilizando, por exemplo,

cddigos de transporte de particulas baseados em métodos de Monte Carlo.

Fotons podem viajar grandes distdncias sem sofrer interagdes e a energia e a
direcdo de fotons primarios €, portanto, independente do local onde ocorrem essas
interagdes. A deposicao de energia de particulas secundérias que sofreram interagdes com
esses fotons em um meio homogéneo também independe da localizacdo da interagdo
primaria e pode ser descrita através de um kernel. Kernels de deposicdo de energia sdo
definidos como a distribui¢cdo da energia depositada aos elementos de volume (por unidade
de volume) no meio, comumente agua, devido a incidéncia de um feixe de fétons
elementar na origem das coordenadas do kernel (Ahnesjo, 1999). Kernels de deposi¢ao de
energia sdo divididos em categorias de acordo com a geometria do feixe elementar da
energia incidente. Existem basicamente trés geometrias diferentes de kernels de deposicao
de energia. O “point kernel” descreve o padrdo de energia depositada em um meio infinito
por uma interagdo de um foton primario; o “pencil kernel” descreve a deposicao de energia
em um meio semi-infinito a partir de um feixe puntiforme monodirecional; o “planar
kernel” descreve a energia espalhada para frente e para trds a partir das interacdes
primérias localizadas em um plano lateralmente orientado em um feixe infinito largo. As
vezes ¢ mencionado um quarto tipo, chamado “rotated kernel”, que descreve a deposicao
de energia devido a irradiacdo convergente de um phantom rotacionalmente simétrico
(Ahnesjo, 1999). Segundo Ahnesjo et. al (1999), o “pencil kernel” ¢ um modelo mais
rapido e mais simples de ser utilizado do que o “point kernel” e, portanto, € utilizado como

parte dos algoritmos de otimizagdo para se encontrar modulagdes de feixe de formatos de
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campo adequados aos tratamentos. Os trés tipos mais comuns de kernels sao mostrados na

figura (7.5) a seguir.

Llllll)]

i

e

@

point kernels pencil kernels planar kernels

Figura 7.5 — Trés tipos mais comuns de kernels segundo Ahnesjo et. al (1999)

Hé varias possibilidades de normalizagdo de kernels, dependendo da formulacao da
equacdo de dose da qual eles fazem parte. A aproximagdo comum ¢ normalizar a energia

radiante a ser distribuida pelo kernel, conforme a equacdo (7.7) a seguir:

Rizgr/ = | i [neryav =1 (7.7)

h(r)=

em que de ¢ a energia média depositada num elemento de volume dV devido as interagdes
que a energia radiante R sofre antes de ser depositada como dose absorvida. A
complexidade do transporte do acoplamento féton-positron/elétron limita as
possibilidades para métodos analiticos de céalculo de kernels (Ahnesjo, 1999). Um dos
métodos padrdo para calculo de kernels ¢ o uso de simulagdes diretas com métodos de
Monte Carlo para o transporte de particulas, que apresenta o inconveniente de
consumir tempo demasiado de processamento em computadores. Mesmo com o rapido
e continuo processo de modernizacdo dos computadores, que possibilita o surgimento de
maquinas cada vez mais rapidas, ainda assim a aplicacdo direta de superposicao de kernels
¢ uma tarefa que consome muito tempo de computacio, o que impede sua total

implementag¢ao na rotina clinica.
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O “pencil kernel” descreve a energia depositada em um meio semi-infinito a partir
de um feixe puntiforme monodirecional. Para o proposito de otimizagdo de tratamento, a

formulagdo geral a seguir descreve o problema de calculo de dose em radioterapia:

p(ry=[[[] 2 ¥ra (s)%(E,Q,s,r)szdEdzs (7.8)

s EQ m

m , N . . . . . . ~
em que \PE,Q (5) é a fluéncia diferencial de energia para a energia E e dire¢do 2 para uma

modalidade m de feixe, e Lm( E,Q,s5,r)€ 0 “pencil kernel” correspondente para a deposigdo
e

de energia por unidade de massa em r devido as particulas primarias que entram no corpo

do paciente em s (Ahnesjo, 1999).

Para a rotina de céalculo de dose, a equacdo (7.8) anterior ¢ impraticavel uma vez
que o “pencil kernel” ¢ variavel, devendo ser obtido através de métodos de Monte Carlo,
diretamente ou através de superposi¢cdo de “point kernels”. Como fotons tém um numero
limitado de interagdes antes de serem absorvidos, torna-se possivel simular todas as suas
interagdes diretamente, embora essa tarefa seja extremamente lenta, mesmo em
computadores modernos. Para o calculo de dose de um feixe de fotons, os livres caminhos
médios entre as interagdes significam que a energia ¢ transferida para o meio em fragdes
locais dentro de grandes volumes e sdo necessarias simulagdes de grandes nimeros de
histéricos para os fotons, a fim de se reduzir as incertezas estatisticas, o que torna o

processo muito demorado.

7.4 — Funcoes de Dose

Diversos métodos sdo utilizados para se calcular a dose absorvida no corpo do
paciente. Eles dependem de fun¢des apropriadas que, por sua vez, dependem da técnica a
ser utilizada quando da irradiagdo. Basicamente se utiliza duas técnicas na rotina clinica

diaria de um servigo de radioterapia: distancia fonte-pele constante e isocéntrica.

Na técnica distiancia fonte-pele constante, a distancia da fonte de radiacdo até a
pele de entrada do paciente ¢ mantida fixa, independente das outras configura¢des do

equipamento. A cada novo campo, toda a configuragdo do equipamento deve ser alterada,

123



de maneira que a distancia seja ajustada ao valor fixo, que varia de maquina para maquina.

Nas atuais, essa distancia costuma ser de 100 cm.

Ja na técnica isocéntrica, a distancia da fonte até a pele de entrada do paciente
varia a cada campo; a Unica distancia que ¢ mantida constante ¢ aquela chamada fonte-
isocentro. Isocentro ¢ um ponto imagindrio que fica sempre a mesma distancia da fonte de
radia¢do, independentemente das configura¢des do aparelho, ao redor do qual toda a parte
movel gira. Na técnica isocéntrica, esse ponto imaginario ¢ usualmente colocado no centro
da regido a ser irradiada, de maneira tal que, ao girarmos qualquer componente do

aparelho, esse ponto nao ¢ modificado.

Na técnica distancia fonte-pele constante ¢ comum se utilizar as fun¢des de dose
intituladas percentagem de dose profunda (PDP) e razao tecido-ar (TAR). Entretanto,
essas funcdes apresentam limitacdes. A PDP, por exemplo, exige que a distdncia fonte-
superficie seja sempre a mesma, o que impede o seu uso nas técnicas isocéntricas de
tratamento, que sdo mais rapidas e seguras do que aquelas onde a distdncia fonte-pele ¢
mantida constante. J& a TAR apresenta limitacdo quanto a energia, pois s6 pode ser

utilizada para energias até da ordem do ®°Co (Khan, 1994).

Fonte
f=58SD
F. Zmax
z
Q,
A

55D = distincia fonte-superficie

Figura 7.6 — Geometria para medida do PDP (IAEA, 2003)
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Na figura (7.6) anterior, a regido mais escura representa um phantom, P ¢ o ponto
de referéncia, Q ¢ o ponto onde se deseja medir a PDP, 4 ¢ o tamanho do campo, z,. € a
profundidade de dose maxima, z ¢ a profundidade do ponto Q e f'¢ a distancia da fonte até

a superficie do phantom.

Fonte Fonte
(a) (b)
550
SAD
- O P.
\ £
.-f D= II"_'____"rl___ G-
r-J Ag ! Ag

5§50 = distincia fontesuperficie
SAD = distincia fonte-eixo

Figura 7.7 — Geometria para medida do TAR (IAEA, 2003)

Na figura (7.7) acima, a regido mais escura representa um phantom, P € o ponto de
referéncia, O ¢ o ponto onde se deseja medir o TAR, 4p ¢ o tamanho do campo na
profundidade z, z ¢ a profundidade do ponto O, SSD ¢ a distancia da fonte até a superficie
do phantom e SAD ¢ a distancia da fonte até o isocentro. Na figura da direita, o phantom

foi retirado.

A fim de se superar limitagdes, foi introduzido o conceito de TPR (razao tecido-
phantom). Essa fungdo ¢ similar a TAR, mas, diferentemente dessa onde as medidas sdo
feitas no ar, no caso do TPR as medidas sdo feitas em um phantom ou objeto simulador.
Um caso especial de TPR ¢ definido para a profundidade de referéncia onde a dose
absorvida tem seu valor maximo e ¢ referido como TMR (razao tecido-maximo) (IAEA,

2003, Hendee et. al, 1996; Khan, 1994).
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O TPR ¢ definido como a razdo entre a dose em um dado ponto no phantom e a
dose no mesmo ponto a uma profundidade de referéncia fixa, usualmente 5 cm (IAEA,
2003, Hendee et. al, 1996; Khan, 1994). O TPR ¢ uma funcdo geral que pode ser
normalizada em qualquer profundidade de referéncia. O ponto de dose méxima, localizado
na direcao do raio central do feixe de radiacdo, pode ser utilizado a fim de se simplificar o
calculo da dose em sistemas computacionais. Caso esse ponto seja adotado como
referéncia fixa, o TPR dara origem ao TMR. Assim, TMR ¢ um caso particular e especial
do TPR, que pode ser definido como a razdo da dose num dado ponto no phantom e a dose

no mesmo ponto na profundidade de dose maxima.

A figura (7.8) a seguir mostra a geometria para obten¢do da fun¢do TPR. Para a
obten¢do do TMR, a unica diferenga € o fato de que a profundidade de referéncia z,., sera

igual a profundidade de dose maxima z,,4y.
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.'r H ll" -': "‘ IIl. .'"

\ {1 i !
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85D = distincia fonte-superficie
SAD = distincia fonte-eixo

Figura 7.8 — Geometria para medida do TPR (IAEA, 2003)

Na figura (7.8) anterior, a regido mais escura representa um phantom, P é o ponto
de referéncia, QO ¢ o ponto onde se deseja medir a fungdo, 4 ¢ o tamanho do campo na
superficie do phantom, Ap é o tamanho do campo na profundidade z, 4,.r € o tamanho do
campo na profundidade de referéncia, z ¢ a profundidade do ponto Q, z,.r ¢ a profundidade
de referéncia, SSD ¢ a distancia da fonte até a superficie do phantom ¢ SAD ¢ a distancia

da fonte até o isocentro.
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A equacdo (7.9) a seguir define matematicamente a funcao PDP:

5 .
PDP(z, A, f,hv) =100 DQ 10022 (7.9)

P Dp

em que z ¢ a profundidade no phantom, A ¢ a area do campo na superficie, /¢ a distancia
da fonte até a superficie, v é a energia do feixe, Dy e Do sdo respectivamente a dose € a

taxa de dose na profundidade z no phantom na direcdo do raio central, Dp € Dprsao
respectivamente a dose ¢ a taxa de dose no ponto de dose méaxima no phantom na dire¢ao

do raio central.

A equagdo (7.10) a seguir define matematicamente a funcdo TPR:

D, D
TPR(Z,AQ,hV):D—Q: =2 (7.10)
Oy DQref

em que z ¢ a profundidade no phantom, Ay é a 4drea do campo no ponto Q arbitrario, hvé a

energia do feixe, Dy e Dosdo respectivamente a dose ¢ a taxa de dose no ponto Q

arbitrario no phantom na diregdo do raio central, Dy,.re DQW» sdo respectivamente a dose e

a taxa de dose no ponto localizado na profundidade de referéncia (tipicamente 5 ou 10 cm)

no phantom na dire¢do do raio central.

O conceito de TMR ¢ baseado na suposi¢ao de que a contribuigdo fracional do
espalhamento para dose em profundidade num ponto ¢ independente da divergéncia do
feixe e depende somente do tamanho do campo na profundidade do ponto e da
profundidade dos tecidos adjacentes (IAEA, 2003, Hendee et. al, 1996; Khan, 1994). Esse

principio torna essa fun¢do praticamente independente da distancia fonte-superficie.

A equagdo (7.11) a seguir define matematicamente a funcdo TMR:
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DQ
TMR(z, g, hv) = —=-= (7.11)

em que z ¢ a profundidade no phantom, Ag € a drea do campo no ponto Q arbitrério, hvé a
energia do feixe, Dy e Dosdo respectivamente a dose e a taxa de dose no ponto Q

arbitrario no phantom na dire¢do do raio central, Doy € Do, sdo respectivamente a dose

e a taxa de dose no ponto localizado na profundidade de méximo (varia de acordo com a

energia dos fotons) no phantom na dire¢ao do raio central.

As fun¢des TPR e TMR dependem de trés parametros: profundidade (z), area do
campo na profundidade (4p) e energia do feixe (4v). Elas ndo dependem da distincia

fonte-pele nem da distancia fonte-isocentro (Khan, 1994).

7.5 — Algoritmos Analiticos

A dose depositada em um volume infinitesimal centrado no ponto » para um campo
de irradiacdo convergente num ponto »’ no volume J para uma dada energia ou qualidade
de radiag¢do e configuragdo do feixe incidente ¢ descrita pela funcao A(r,7’) (Lind, 1990).

Essa funcao ¢ chamada kernel elementar de dose e ¢ mostrada na figura (7.9) a seguir:
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Figura 7.9 — Kernel elementar de dose h(r,r’) (Lind, 1990)

A contribui¢do de dose para todos os pontos r’ irradiados pode ser adicionada,
assumindo uma func¢ao de peso ou densidade de irradiacdo f{r’) a ser aplicada a cada um
dos kernels de distribuicdo de dose elementar. A dose absorvida total nos pontos » de um
volume V a partir dos kernels de dose h aplicados com uma densidade f ¢ descrita pela

equacado (7.12) a seguir:
d(r) = S r)dr (7.12)

A equagdo (7.12) anterior €, claramente, uma equacio integral de Fredholm de
Primeira Ordem e ¢ muito Util no modelamento de numerosos problemas em todos os
assuntos tratados pela Fisica Matematica. Assumindo-se nessa equacdo que f ¢ 4 sdo
fungdes conhecidas, a determinagdo de d ¢ chamada de problema direto, enquanto que a
solugdo para f ou para s, conhecendo-se d e & ou d e f, ¢ chamada de problema inverso. A
solugdo do problema direto ¢ um planejamento de dose convencional, corriqueiro,
baseado em aproximagdes de convolugdo. Ao tentar-se otimizar um planejamento de dose,

¢ necessario considerar as dificuldades matematicas envolvidas na resolu¢ao de problemas
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inversos, principalmente por serem mal-colocados, o que faz com que pequenas

perturbagdes influenciem muito na resolucao.

Uma pequena aproximagdo simplifica muito a equagdo (7.12). Assume-se que o
campo de irradiacdo e o seu kernel de dose A(r,r’) sejam independentes da posicao do
ponto de convergéncia do campo de irradiagdo centrado em »’ dentro do volume V, i.e, h =
h(r — r’). Assim, a equagdo (7.12) considera a forma da equagdo (7.13) a seguir, que ¢ de
convolucdo direta. Os erros introduzidos por essa aproximag¢ao sdo, na maioria dos casos,
muito pequenos e podem ser quase completamente corrigidos utilizando-se técnicas

apropriadas.
d(r)= | fOOR(r=r)d*r (7.13)

Para solucdo da equacdo (7.13) anterior em f, algumas restricdes fisicas devem ser
impostas: a integral de f(r) em um volume finito deve ser limitada e todas as projecdes
ponderadas de f{r) de uma fonte de radiacdo efetiva devem ser ndo-negativas devido a
natureza fisica da dose absorvida e fluéncia como energia distribuida pela radiagdo
ionizante por unidade de massa (Ling, 1990). Essas condi¢des ndo sdo simples e exigem o
uso de métodos matematicos mais elaborados a fim de se resolver a equacdo, como

expansdo em valores singulares, técnicas de regularizacdo e métodos iterativos.

Dada a complexidade de resolugdao da equacao (7.13), propde-se nesse momento a
resolugdo do problema de deposi¢do de dose em radioterapia através de um kernel

gaussiano na equacdo de Fredholm de Primeira Ordem apresentada em (2.1):

[[KG.») £y =g(x) @.1)

Os graficos a seguir mostram a deposi¢ao de dose em profundidade (PDP) obtida
através de programa computacional onde se propde um kernel gaussiano interno para
resolug¢do do problema direto de deposi¢ao de dose em radioterapia (Sousa et. al, 2008a;

Sousa et. al, 2008b):
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Figura 7.10 — PDP calculada utilizando kernel proposto X PDP obtida experimentalmente
— Campo (5x5) em’; distancia fonte-superficie = 100,0 cm
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Curva de PDP - Campo (10x10) cm?
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Figura 7.11 — PDP calculada utilizando kernel proposto X PDP obtida experimentalmente
— Campo (10x10) cm’; distdncia fonte-superficie = 100,0 cm
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Figura 7.12 — PDP calculada utilizando kernel proposto X PDP obtida experimentalmente
— Campo (15x15) cm’; distancia fonte-superficie = 100,0 cm

O gréfico a seguir, reproduzido a partir das pastas de calculo do Departamento de
Fisica Médica do Servico de Radioterapia do Instituto de Oncologia do Hospital Sdo Joao

de Deus, localizado em Divinopolis-MG, mostra curvas caracteristicas de PDP:
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Figura 7.13 — PDPs obtidas experimentalmente, distancia fonte-superficie = 100,0 cm

Comparando-se a figura (7.13) com as figuras (7.10), (7.11) e (7.12), observa-se
que a resolucdo do problema direto de deposicdo de dose em radioterapia através dos
programas elaborados apresenta resultados bastante parecidos. No programa utilizado para
a construcao dos graficos mostrados nas figuras (7.10), (7.11) e (7.12) foi resolvido um
problema direto, ou seja, a equacdo (2.1) foi resolvida para g(x). E importante salientar que
o valor de g(x) ¢ obtido experimentalmente. Assim sendo, a equagdo (2.1) deve ser
resolvida através de técnicas de resolucdo de problemas inversos, uma vez que o valor que
normalmente € procurado ¢ o f{)), que representa a intensidade do feixe de radiacdo. O
calculo desse valor ¢ muito importante porque a distribuicdo de dose ¢ altamente
dependente da quantidade de radiagdo empregada. Caso se tenha a intensidade da radiagdo
e a fun¢do de distribuicdo de dose, € possivel o uso de técnicas matematicas a fim de se

encontrar o kernel da fungao.

Os graficos a seguir mostram uma comparagdo entre os valores de f()) obtidos
diretamente e através de técnicas de problemas inversos onde se empregou a regularizagdo
de Tikhonov (o segundo pode ser melhorado otimizando-se o pardmetro de regularizacio)

(Sousa et. al, 2008a; Sousa et. al, 2008b):
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Figura 7.14 — PDP obtida a partir da inversdo de dados experimentais via regulariza¢do
de Tikhonov X PDP obtida experimentalmente — Campo (5x5) em’; distancia fonte-
superficie = 100,0 cm

Na figura acima, nota-se que o comportamento da fun¢do matematica utilizada nos
programas de simulacdo ¢ satisfatorio para a maior parte da curva. Entretanto, tanto no
inicio quanto no final da curva, nota-se variagdes consideraveis, o que possivelmente

poderé ser minimizado melhorando-se o kernel proposto internamente nos programas.
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Comparacao entre as curvas - Campo (10x10) em?2
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Figura 7.15 — PDP obtida a partir da inversdo de dados experimentais via regulariza¢do
de Tikhonov X PDP obtida experimentalmente — Campo (10x10) em’; distancia fonte-
superficie = 100,0 cm

Na figura acima, nota-se que o comportamento da fun¢do matematica utilizada nos
programas de simulacdo ¢ satisfatorio para a maior parte da curva. Entretanto, tanto no
inicio quanto no final da curva, nota-se variagdes consideraveis, o que possivelmente

poderé ser minimizado melhorando-se o kernel proposto internamente nos programas.
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Comparacao entre as curvas - Campo (15x13) em?2
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Figura 7.16 — PDP obtida a partir da inversdo de dados experimentais via regulariza¢do
de Tikhonov X PDP obtida experimentalmente — Campo (15x15) em’; distancia fonte-
superficie = 100,0 cm

Na figura acima, nota-se que o comportamento da fun¢do matematica utilizada nos
programas de simulacdo ¢ satisfatorio para a maior parte da curva. Entretanto, tanto no
inicio quanto no final da curva, nota-se variagdes consideraveis, o que possivelmente

poderé ser minimizado melhorando-se o kernel proposto internamente nos programas.

7.6 — Conclusao

A dose absorvida de radiacdo ionizante — principalmente feixes de raios-x e de
raios-gama — empregada no tratamento de doencas como o cancer ¢, normalmente, obtida
através de calculos que envolvem métodos matematicos que consomem muito tempo,
como no caso do método de Monte Carlo. Aqui se propde o uso de um kernel gaussiano,
utilizando-se a regularizacdo de Tikhonov, onde se observa através de graficos que a
distribui¢do de dose no tecido pode ser modelada através de técnicas de problemas

inversos. A grande vantagem do uso da regularizagdo de Tikhonov para resolver o
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problema inverso da radioterapia estd no ganho de tempo, uma vez que os programas
baseados em métodos de Monte Carlo sdo muito lentos. Programas de célculo de deposigado
de dose poderiam ser elaborados empregando-se técnicas similares, o que traria beneficios
para o planejamento, como rapidez nos calculos e maior nimero de pacientes planejados
no mesmo intervalo de tempo. As simulagdes desenvolvidas ao longo desse capitulo
podem e devem ser melhoradas, a partir do uso de novos valores para o kernel, assim como

0 uso de outros tipos de programas de computador, como redes neurais.
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CAPITULO VIII

TEORIA DE ESPALHAMENTO QUANTICO
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8.1 — Introducio

Quase todas as informacoes existentes atualmente acerca do nucleo atdmico e das
particulas elementares foram descobertas a partir de experimentos com espalhamentos. As
primeiras descobertas foram feitas por Ernest Rutherford (1871-1937), fisico e quimico
inglés que distinguiu as particulas alfa e beta e que, trabalhando em conjunto com
Frederick Soddy (1877-1956), outro quimico inglés, desenvolveu a teoria da radioatividade
espontanea. Rutherford também foi o primeiro a verificar que a carga positiva de um
atomo esta concentrada em seu nucleo. Em uma escala muito mais reduzida, descobertas
mais recentes mostraram que os prétons e os néutrons sao constituidos de particulas

menores, denominadas quarks.

O modelo mais simples de experimento de espalhamento ¢ dado através da solugao
da equacao de Schrodinger para uma onda plana incidindo sobre um potencial localizado,
que representa o qudo rapido um elétron se choca no alvo. O cendrio basico para o
experimento consiste em um feixe de particulas, todas com a mesma energia, onde se
detecta quantas dessas sdo defletidas no alvo, considerando-se os angulos de deflex3o.
Normalmente se assume que as particulas incidentes sdo representadas por pacotes de
ondas de mesmo formato ¢ de mesmo tamanho; assim sendo, a equagdo de Schrodinger
dependente do tempo ¢ solucionada para esses pacotes e as probabilidades de interagdo
para as ondas refletidas em diferentes dire¢des apods certo tempo sdo encontradas. Uma
simples aproximagdo pode tornar a tarefa menos ardua: pode-se assumir que o pacote de
ondas tem uma energia bem definida e, portanto, um momento bem definido. Isso significa
que, por um periodo de tempo, o espalhamento ¢ independente do tempo; dessa forma, a
solu¢do do problema pode ser bem aproximada com o uso da equacdo de Schrodinger

independente do tempo.

Assume-se que a interagdo entre a particula espalhada e o meio espalhador pode ser
representada por uma funcdo energia potencial V(r), onde » ¢ um vetor formado entre a
particula espalhada e o centro da for¢a (» = 0), e que representa as coordenadas relativas
das particulas. Se a massa do espalhador for muito grande comparada a da particula
espalhada, assume-se que o espalhador permanece em repouso durante todo o processo de

espalhamento. Todas as consideracdes a serem feitas nesse capitulo referem-se a
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espalhamentos elasticos, ou seja, sistemas onde a energia cinética ndo ¢ alterada em

funcao da interagao.

De uma maneira geral, a fungdo energia potencial V(r) diminui em magnitude na
medida em que o valor absoluto da distancia » aumenta. Assim sendo, torna-se conveniente

a escolha do valor arbitrario V=0 quando » = .

A energia total da particula ¢ dada pela equacdo (8.1) a seguir:

T 2m 8.1)

em que v, € a velocidade em r = o, k ¢ 0 numero da onda
correspondente e /i € a constante de Planck dividida por 2n

O valor da energia E ¢ muito maior do que o de V(r) para grandes valores absolutos
de . Se V(r) tende a zero rapidamente quando r tende a o, entdo a particula pode ser

considerada essencialmente livre para grandes valores de 7.

Em experimentos sobre espalhamentos obtém-se o nimero de particulas espalhadas
por tempo numa certa dire¢ao e angulo solido. Essas particulas podem ser contadas por um
detector. O numero de particulas espalhadas sera proporcional ao fluxo incidente, ao

nimero de centros espalhadores e ao angulo sélido:

dn =0 (0,9)nF.dQ,

em que dn ¢ o nimero de particulas espalhadas, o(6,¢) ¢ a constante (8.2)
de proporcionalidade (secdo de choque diferencial), n ¢ o nimero de
centros espalhadores, F; ¢ o fluxo incidente e 2 ¢ o angulo so6lido

A secdo de choque diferencial pode ser calculada como o quadrado do médulo da

amplitude de espalhamento:

a(0,4) =|f,(6.9) (8.3)

O estudo do problema do espalhamento pode ser simplificado utilizando-se o

conceito de massa reduzida, descrito pela equacao a seguir:

141



=—+— (8.4)

em que m; e m, se referem as massas da particula incidente e do centro espalhador,

respectivamente.

A equacdo de Schrodinger tem infinitas solugdes, mas dentre essas procura-se as
que tém energia bem definida (estados estaciondrios). A equag¢do de Schrodinger
independente do tempo que descreve uma particula sujeita a influéncia de um potencial

V(r) ¢ dada pela equacao (8.5) a seguir:

H_Vz + V(ﬂ}wf ()= Ev o (),
7

(8.5)
em que wg(r) sdo autofungdes associadas aos autovalores £, V¢ o
operador laplaciano e » ¢ o vetor cujo modulo ¢ igual a distancia entre
as particulas

As equagoes (8.6) e (8.7) a seguir podem ser utilizadas para simplificacdo da escrita

da equacao (8.5):

k2 = 2:2E (8.6)
U= % (8.7)
Assim, pode-se reescrever a equagao (8.5) na forma (8.8):
(V2 + &2 (1) =Uw, (r) (8.8)
A solugdo geral da equacao (8.8) tem a forma da equacdo (8.9):
Wi (r) =, (r)+¢(r) (8.9)
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8.2 — Formato Assintotico das Ondas

A descricdo matematica das ondas incidentes e espalhadas pode ser mais simples ou
mais complexa, dependendo da distincia a zona de influéncia do potencial. Proximo a essa
zona essa descricdo ¢ muito complexa, pois seu formato depende do potencial (Oliveira,
2008). Ja sua forma assintdtica (longe da acdo do potencial) pode ser descrita

matematicamente sem maiores problemas.

A onda incidente praticamente ndo sofre interacdo com o potencial até atingir
determinada distancia. Até esse momento ela pode ser considerada plana e, de acordo com
o estudo das ondas, sua funco apresenta formato exponencial ¢**. A onda espalhada,
quando considerada em grandes distdncias apds a interagdo, assume forma esférica, se o
alvo for puntiforme, com fungdo da forma e*/r; se o alvo possui determinada estrutura
interna, a onda espalhada nao devera ser de forma esférica, devendo ser modulada por uma

funcao angular f(6) (Oliveira, 2008).

Tem-se, portanto, uma equacdo diferencial onde duas fungdes de onda diferentes
sdo solugdes da mesma. Assim, sua combinacdo linear também serd solucdo (Boyce &
DiPrima, 2006). Portanto, a solucdo assintotica para a equacao (8.5) ¢ dada pela equacao

(8.10) a seguir.

ikr

_ ik e
ve(r)=em +f(0)—, (8.10)

em que f(0) ¢ a amplitude de espalhamento.

8.3 — Solucio Utilizando Equacdes Integrais

Para se tentar solucionar a equacgdo (8.8), pode-se empregar diversos métodos
matematicos. Entretanto, ha algumas dificuldades devido a natureza mal-colocada do
problema do espalhamento quantico. Uma tentativa de solugdo ¢ encontrar fungdes que

satisfacam a equacdo (8.11) a seguir:

(V2 + &2 )G(r) = 6(r) (8.11)
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em que G(r) é chamado fun¢do de Green do operador (V2 +k? ), enquanto que () ¢ o

delta de Dirac (Oliveira, 2008).

A equagdo (8.12) a seguir ¢ uma tentativa de solucao da equagao (8.11):

$(r) =4, () + [ d*r Gr = UGB,

em que 7 ¢ o vetor distancia entre a posi¢do da particula e um ponto (8.12)
localizado a grande distancia e »’ € o vetor distincia entre a posicao da
particula e um ponto localizado dentro da zona de influéncia do
potencial

em que @,(r) ¢ a solugdo da equagdo (8.13) a seguir:

(V2 + k2 g, (1) =0 (8.13)

Na hipotese de operador (V2 +k2) poder ser colocado dentro da integral

apresentada na equacao (8.12), essa torna-se:

(V2 + k2 p(r) = (v +k2{¢0 (r)+J-:d3r'G(r—r')U(r')¢(r')J =

(8.14)
(v + 62 ) = (2 + 62 Yy () + [ @ (V2 + K2 )G (= rHU G0 )
Adaptando-se a equacdo (8.14) a equacdo (8.11) obtém-se:
(V2 + k2 () = j:’d%'a(r — UGG (8.15)

A equagdo (8.16) a seguir ¢ apresentada e provada na referéncia Boyce & DiPrima

(2006), podendo ser utilizada para simplificacdo da equagao (8.15).
[d*ro(=r)f(r) = f(r) (8.16)

Reescrevendo a equacao (8.15) utilizando-se (8.16) obtém-se:
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(V2 + k2 )p(r) = j:d3r'5(r UG = Und@r) (8.17)

A funcdo de Green pode ser subdividida em G, conhecida como funcao de Green
de saida e G., conhecida como fun¢do de Green de entrada (Oliveira, 2008). A equacdo a

seguir ¢ valida para essa funcao:

tikr

G.(r)=-®

8.18
dr r ( )

Para espalhamento no estado estaciondrio utiliza-se ¢@y(r) = e G(r) = G(r).

Assim, a equacao-solucdo (8.12) pode ser reescrita da forma:
ke [P g3 ' ' '
d(r)=e +jd FG,(r=rYUF)r) (8.19)

Como |r’|<<|r| tem-se:

ikr

ikr
(r)=e™ _ e jbd3r'e_k”'U(r')¢(r') =™ + f(0) ¢ (8.20)
4r r ¢ r
8.4 — A Aproximacio de Born
Faz-se a seguinte mudanca de notacdo na equagao (8.19):
rorLr or ..
Assim, reescreve-se a equacao (8.19) como:
$r) =+ [ 4G (r UG ) (8.21)

Definindo-se o vetor de onda incidente ki como sendo o vetor de modulo £ dirigido

ikir

ao longo do eixo Z de tal modo que ¢ = " tem-se:
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. b , , , o b , b " ' " " "
P(r)=e™ +Ld3r G,(r—r)U(r)e™” +J.a d’r J.ud3r G.(r —r)U(r)g(r) (8.22)

Se essa mudanca de notacao for continuada varias vezes, obtém-se uma sequéncia
de integrais, valida para potenciais de grande alcance. Essa equacdo ¢ conhecida como

expansao de Born.

Para potenciais de curto alcance, pode-se truncar a equagdo (8.21) e utilizar-se
apenas o seu primeiro termo, que ¢ chamado aproximac¢ao de Born. Essa aproximagao
pode ser muito 1util na resolu¢do do problema inverso da obtencdo da funcdo energia
potencial intermolecular de um sistema quimico a partir de dados experimentais de secao

de choque diferencial.

A referéncia Lemes et. al (2008) trata do uso da aproximacdo de Born para
obtencdo da fun¢do energia potencial a partir da secdo de choque diferencial experimental
de um sistema Ar-Ar. Foi utilizada uma rede neural recorrente nas simulagdes. Os dados
experimentais utilizados foram baseados no potencial de Aziz. Os resultados graficos sdo

apresentados a seguir.
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Figura 8.1 — Fungdo energia potencial invertida (o) e o seu valor exato (linha cheia) —
adaptado de Lemes et. al (2008)

147



12.5

12

11

10.5

10

Segao de choque diferencial

8.5

BE 1 1 1
0 5 10 15 20

Angulo de espalhamento/ graus

Figura 8.2 — Se¢do de choque diferencial calculada a partir do potencial invertido (o) e o
seu valor exato (linha cheia) - adaptado de Lemes et. al (2008)

O algoritmo escrito para essas simulagdes apresentou um erro muito pequeno, o que
assegura a precisao dos resultados invertidos. O potencial obtido a partir da secao de
choque experimental reproduz com bastante precisdo os valores exatos, o que também

pode ser demonstrado a partir da obten¢do da secdo de choque via inversdo do potencial.

8.5 — Conclusao

O estudo baseado em espalhamento de particulas, tanto mecanica quanto
quanticamente, ¢ essencial a compreensdo de muitos eventos que ocorrem na natureza,
especialmente nos casos microscopicos. O uso de calculo integral e diferencial associado a
técnicas de resolucdo de problemas inversos pode ser feito para o modelamento
matematico de experimentos que envolvem tais espalhamentos. No caso de espalhamento
quantico, o uso da aproximagdo de Born pode ajudar nesse modelamento, pois simplifica a

matematica a ser empregada.
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Em ciéncia, especialmente em se tratando de fisico-quimica, diversos experimentos
sdo feitos diariamente em laboratorios e/ou observados no dia-a-dia. Normalmente ¢
necessario o modelamento matematico de tais observagdes, que podem se tratar de
problemas mal-colocados. O uso de técnicas de problemas inversos ¢ uma op¢ao poderosa
e a regularizagdo de Tikhonov ¢ uma importante técnica de regularizagdo matematica
utilizada na resolug@o desses problemas, com aplicacdes em situagdes como na deposicao
de dose em radioterapia, retornando sempre valores melhores do que outras técnicas mais
simples, como a inversdo de matrizes ou o método de minimos quadrados. Nesse trabalho,
apresentou-se técnicas de problemas inversos como uma tentativa de resolucdo de

problemas onde se consuma menos tempo de computacao, especialmente em radioterapia.

Foram introduzidos os métodos de Monte Carlo para modelamento de experimentos
realizados em fisico-quimica. Em radioterapia pode-se emprega-los para modelagem de
feixes de radiacdo ionizante na obtencdo de valores relacionados a distribuicdo da dose
absorvida em tecidos humanos. O uso do MCNP, poderoso software baseado no método de
Monte Carlo, também foi introduzido nesse trabalho para resolver problemas relacionados
a radiacdo ionizante. Mostrou-se a capacidade desse programa através de exemplos
simples, como uma pequena fonte de radiagdao incidindo um feixe sobre uma placa. Com
arquivos de entrada bem simples ¢ possivel fazer-se o estudo de transmissao de radiacao
através da placa, assegurando-se se a mesma proporciona uma blindagem adequada ou nao.
Com exemplos mais sofisticados, como a obtengdo de curvas tedricas de PDP ou a
obtengdo de curvas de isodose para equipamentos como o GammaCell, ¢ possivel
compreender todo o potencial desse programa para solucionar problemas relacionados a

deposicdo de dose, blindagem de fontes, curvas de isodose e outros.

Falou-se também, de forma sucinta, sobre a teoria do espalhamento quantico,
mostrando-se um uso da aproximagao de Born na obtencao de curvas de potencial a partir
de se¢oes de choque. O estudo de espalhamento também ¢ muito importante dentro da
fisico-quimica, especialmente quando relacionado a interagdo da radiagdo ionizante em

meios como o tecido humano, objeto de constante estudo em radioterapia.

As técnicas de problemas inversos necessitam de uma matematica muito elaborada,
de dificil entendimento e que consomem muito tempo para assimilagdo das teorias

envolvidas. Apos o entendimento das técnicas matematicas utilizadas, todos os algoritmos
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devem ser resolvidos via programacao de computadores, a fim de se reduzir o tempo gasto
para solug@o, assim como para minimizar possiveis erros. O uso de técnicas de problemas

inversos em sistemas dindmicos ¢ muito novo, especialmente em medicina.
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