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Resumo

Neste trabalho, estudamos o problema de valor inicial

10yu + Au + |x|_%|u|gu =0
u(z,0) = up(z) € HY(R")

para dimensdes n = 2,3. Estabelecemos resultado de boa colocacdo local em H'(R™)
utilizando o teorema do ponto fixo de Banach, estimativas de Strichartz e ferramentas de
Andlise Harménica. A equacdo acima é invariante pelo Scaling A\ — Au(\z, \*t), que
deixa invariante a norma L% em dimensdo 2 e a norma Hz em dimensdo 3. Para n = 2,
estudamos o fendmeno de Blow-up em tempo finito para energia negativa e em dimensao
n = 3 estabelecemos um resultado de espalhamento (Scattering) para solucoes abaixo de um
nivel dado explicitamente pelo ground state, utilizando um método baseado em um critério
de espalhamento e uma identidade Virial.

Para o resultado de boa colocacdo, sequimos as ideias de Guzmédn [20] e para o resultado
de Blow-up seguimos Cardoso e Farah [6]. Finalmente, para o resultado de Scattering nos
baseamos em Campos e Cardoso [4].

Para o desenvolvimento dos resultados principais fazemos uma revisdo de importantes
ferramentas de Andlise funcional e harménica e apresentamos resultados sobre a equacdo
el{tica associada ao problema estudado.

Palavras-chave: boa colocacdo; scattering; blow-up; Schrodinger.



Abstract

In this work, we study the initial value problem

10yu + Au + |x|_%|u|gu =0
u(z,0) = up(z) € HY(R")

for dimensions n = 2,3. We establish a local well-posedness result in H'(R") using the
Banach fixed-point theorem, Strichartz estimates, and harmonic analysis tools. The above
equation is invariant by the Scaling A — Au(Az, A*t), which leaves the L? norm invariant in
dimension 2 and the Fz norm invariant in dimension 3. For n = 2, we study the finite time
blow-up phenomenon for negative energy, and in dimension n = 3, we establish a scattering
result for solutions below a given level explicitly determined by the ground state, using a
method based on a scattering criterion and a Virial identity.

For the well-posedness result, we follow the ideas of Guzmdn [20], and for the blow-up
result, we follow Cardoso and Farah [6] Finally, for the scattering result, we base our work
on Campos and Cardoso [4]

For the development of the main results, we provide a review of important tools in Functi-
onal and Harmonic Analysis and present results on the elliptic equation associated with the
studied problem.

Keywords: well-posedness; scattering; blow-up; Schrodinger.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Notacgoes e estrutura do texto

Durante o texto utilizaremos a letra C' para indicar uma constante que pode mudar de linha
para linha. Utilizamos também a notacdo a < b quando existe uma constante C' > 0 tal que
a < Cb. Também utilizaremos as notagoes || - ||, ou || - ||» para denotar a norma L? de uma
funcdo e || - ||gs para a norma em H?, escolhendo a notacdao mais conveniente na situacdo.
Também utilizaremos, a depender da situacao, de forma indistinta, as notacdes d;u ou u; para
denotar a derivada de uma funcdo com respeito a varidvel x; e também Jyu e u; para denotar
a derivada com respeito a varidvel temporal.

No Capltulo 2, apresentamos resultados preliminares de Andlise funcional e harmonica,
além da teoria linear para a Equacdo de Schrodinger e os resultados necessdrio sobre a
equacao elitica associada a INLS. No Capitulo 3, apresentamos a teoria local, demonstrando
o resultado de boa colocacdo para o PVI estudado. No Capitulo 4, provamos o resultado de
existéncia de Blow-up em dimensdao n = 2 para solucdes com energia negativa. Com a nao
linearidade fixada, a equacdo em dimensdo 2 se torna L?- critica. Finlamente, no Capitulo 5,
provamos o resultado de Scattering em dimensdo n = 3 (equacao intercritica) para solugoes
abaixo do ground state no sentido das relacoes (5.19) e (5.20).

1.2 A equacao nao linear de Schrodinger nao homogénea

Durante esse trabalho estudaremos a boa colocacdo local, bem como o comportamento as-
sintdtico, tais comoScattering e Blow-up para o problema de valor inicial da equacao nao
linear de Schrédinger ndo homogénea (INLS) no espaco de Sobolev H'(R™). Em sua forma
mais geral esta equacao é escrita como abaixo:

{i@tu+Au+/\|x|b|u|a1u:0 )

u(z,0) = up(z) € H(R™)
onde [\| =1 e o> 1. Em particular, focaremos no caso b = % o= g A =1 e dimensbes
n = 2,3. Entretanto durante esse capltulo utilizaremos a versao mais geral dada pelo PVI
(1.1) por completude.

A INLS é uma variacdo ndo linear da famosa equacdo de Schrodinger postulada pelo
fisico Erwin Schrodinger em 1926. A equacdo cldssica é de grande importancia para a fisica
quantica, sendo fundamental para descrever a dinamica de particulas. A INLS e sua versao
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homogénea (NLS) aparecem com frequéncia no estudo de ética ndo linear, como por exemplo,
na propagacao de laser em meios ndo lineares de Keer e na teoria de fibra dtica (ver [8],
[16}[7])-

1.3  Scaling e quantidades conservadas

A INLS possui uma invaridncia por escala muito importante. De fato, se u(x,t) é uma solucdo
2—b
para o PVI (1.1) e A > 0 é uma constante, entdo uy(z,t) = Ae-tu(Ax, \*t) também é solucao
2—-b
com dado inicial Ae=Tug(Ax). Para ver isso basta notar que

Orup(x,t) = A%ﬁtu()\x, Nt),

Auy(x,t) = =y Au(Az, \*t)

2| Pl M (, £) = AT APl u(Ar, A2t).

Outra importante propriedade da INLS sdo quantidades conservadas, conhecidas como
massa e energia.

Proposicao 1.3.1. (Quantidades conservadas)
Seja u(z,t) solugdo do PVI (1.1). Entdo, as sequintes quantidades sao conservadas:

M (u(t)) = |[u(z, £)|f; = M (uo)

1
B(u(0) = 3lIVuta, 013 = <l el e, 0 = Buo)
Demonstracao: Apresentamos aqui uma conta formal para justificar as quantidades conser-
vadas acima. Para um tratamento mais rigoroso ver Bona e Smith [1] e Capitulo 6 em Linares
e Ponce [24]. De fato, em [24] o argumento passa por aproximar a solucao em H'(R™) por
solucées em H?(R") (onde a equacao faz sentido q.t.p).

Para a conservacao da massa, comecamos notando que d;|u(z, t)|? = 2Reud;u = 2Imuid;u.
Substituindo a equacao (1.1) e integrando por partes temos

0y lu(z,t)Pde = 2Im | widudx
R Rn

=—2Im [ w(Au+ Nz|ul* 'u)dz
R’VL

=—-2Im uAudzx
R'VL

=2Im | |Vu|*dx
R

=0.

Para mostrar a conservacao da energia comecamos multiplicando a equacao (1.1) por i0,u e
tirando a parte real obtemos

—RediAu — Re|x|™°|u|* uda = 0.
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Integrando por partes obtemos
Re | Vu, - Vudr — )\Re/ 2| |u|* tuade = 0.
R" R"

Finalmente, derivando a expressao da energia em relacdao ao tempo encontramos a mesma
expressao acima, concluindo a demonstracao. |
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Capitulo 2

Preliminares

2.1 Espacos métricos e Teorema do ponto fixo de Banach

A teoria de espacos métricos é de extrema importancia em diversa dreas da Matematica. Um

espaco métrico, de forma bdsica, é um espaco aonde podemos medir distancia entre os pontos

neste espaco. Uma grande quantidade de espacos matematicamente importante sdo espacos

métricos, em particular os espacos LP(R"™) e H'(R™) que utilizaremos durante esse trabalho.
Seguindo [23], definimos:

Definicao 2.1.1. Uma métrica em um conjunto X é uma funcdo d : X x X — R que associa
a cada par de elementos z,y € X um numero real d(x,y) chamado de distancia entre x e y
de modo que para x,y, z € X sejam satisfeitas as seqguintes condigoes:

o d(z,xz)=0;
e Se x # y entdo d(x,y) > 0;

o d(z,y) = d(y,2);
o d(z,z) <d(z,y)+d(y, z).
O

Um espaco métrico é um par (X, d) onde X é um conjunto e d é uma métrica em X.

Um importante conceito em espagos métricos é o de convergéncia de sequéncias. Dado
um espaco (X, d) e uma sequéncia (z,)nen, dizemos que x,, converge para um ponto x € X
se para todo € > 0 existe um {ndice ng € N tal que para todo n > ng temos d(z,, ) < €.

Em espacos métricos, existe uma classe de sequéncias chamadas de sequéncias de Cauchy,
que desempenham um importante papel em diversos teoremas em espacos métricos.

Definigao 2.1.2. Seja (X,d) um espaco métrico e (z,)neny Uma sequéncia em X. Dizemos
que (z,) é uma sequéncia de Cauchy se para todo € > 0 existe um (ndice ny € N tal que
para todo n, m > ngy temos

d(xp, xm) < €.

O
Em esséncia, sequéncias de Cauchy sdo aquelas cujos termos ficam arbitrariamente pro-

ximos quando os (ndices crescem muito. Dizemos que um espaco métrico é completo, se
todas as sequéncias de Cauchy nesse espaco sdo convergentes. Claramente, toda sequéncia
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convergente é uma sequéncia de Cauchy, mas o contrdrio nem sempre é verdade. Um exem-
plo simples de um espaco métrico ndo completo é o intervalo (0,1) € R, pois claramente a
sequéncia z,, = #1 é de Cauchy, mas ndo converge no intervalo (0, 1).

O Teorema do Ponto fixo de Banach, nos da condigoes suficientes para garantir que um
mapa 7" : X — X em um espaco métrico possua um tnico ponto fixo, ou seja, um tnico x € X
tal que T'(x) = z. As condicées para o Teorema sao que o espaco métrico seja completo e a

aplicacdo seja uma contracdo, isto é, existe 0 < ¢ < 1 tal que
d(T(x), T(y)) < c-d(x,y)

para todo z,y € X. Esse teorema é de extrema importancia, como serd visto no Capltulo
3, pois fornece uma técnica para verificar existéncia e unicidade de solucdes para equacoes
diferenciais e serd utilizado nas demonstracdes dos resultados principais do trabalho.

Teorema 2.1.3 (Teorema do ponto fixo de Banach). Seja (X, d) um espaco métrico completo
e f: X — X uma contracdo, entdo existe um unico ponto fixo de f. Esse ponto pode ser
obtido iterando f(zp) sendo zy um ponto qualquer de X.

Demonstracao:

A demonstracao do teorema é feita em duas partes: Unicidade, e existéncia. Vamos provar
primeiramente a unicidade, ou seja, se existirem pontos fixos, existird um Unico.

Suponha z( e x1 pontos fixos. Usando o fato de que f é uma contracdo temos que

d(f(l'o), f(x1>> < Oéd(l'o, :L'l).

Portanto
d(zg, 21)(1 —a) <0 <= d(zg,71) = 0 <= 19 = 1.
Note que usamos f(zg) = xp e f(x1) = 1, & < 1 e também o fato de que a métrica é sempre
maior ou igual a zero, o que forca d(zg, 1) = 0, ou seja o ponto fixo é Unico se existir.
Na prova da existéncia de um ponto fixo vamos construir a sequinte sequéncia: ag = xg

e a, = f”(xo) para xo um ponto qualquer em X. Se esta sequéncla convergir para x € X
teremos:

x = lim f"(x) e f(z) = f(lim f"(xo)) = lim f"" (o) = .

Ou seja, teremos que = € X ¢ ponto fixo de f. Entdo basta provarmos que essa sequéncia
é convergente. Para isso, mostraremos que a, ¢ uma sequéncia de Cauchy, e como X ¢é
completo essa sequéncia converge, e entdo estd provado o teorema. De fato

d(a1,az) = d(f(ao), f(a1)) < ad(ag, ar)

d(ag,a3) = d(f(a1), flaz)) < ad(ay, as) < o?d(ag, ar).

Por inducdo vemos que d(an, ant1) < ad(ag,a1) ¥Yn € N. Seque-se que, para n,p € N
quatsquer:

d(an, ans1) + d(@nt1, ang2) + .o+ d(Apip-1, Gngp) (2.1)
[@" + ™+ + @™ d(ag, ay) (2.2)

d(ana an+p) S
<

n

= ~d(ay, ) (2.3)

=a"[l+a+...+a” .d(ag,a;) < ]
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Nessa passagem acima utilizamos a desigualdade triangular em (2.1), a relacdo obtida acima
em (2.2), e finalmente, em (2.3) usamos que a soma da PG finita é menor ou igual a infinita
quando seus termos sdo positivos. Como lim a™ = 0, conclu{imos que os termos da sequéncia
a, se tornam arbitrariamente proximos, o que a caracteriza como sequéncia de Cauchy, e
assim finaliza a demonstracao do Teorema 2.1.3. |

2.2 Transformada de Fourier

A transformada de Fourier é uma importante ferramenta matemdtica que permite analisar
o comportamento de funcdes em um dominio diferente (muitas vezes visto como dominio da
frequéncia). Em engenharia, a transformada de Fourier aparece exaustivamente nas teorias de
sinais e sistemas lineares, controle, processamento de sinats, circuitos entre outras, sendo uma
ferramenta importante na solucao de equacdes diferenciais, pois uma de suas caracteristicas
é “transformar” equacoes diferenciais em equacoes algébricas.

2.2.1 Tranformada de Fourier em L'(R")

Durante essa secdo, sequindo Linares e Ponce [24] definiremos e exploraremos algumas
propriedades da transformada de Fourier em L!(R").

~

Definicdo 2.2.1. A transformada de Fourier de um funcao f € L'(R"), denotada por f é
definida por

~

fl©)= [ et (24)

onde £ € R" e z - £ denota o produto interno usual em R"™. O

Essa férmula estd bem definida para funcao em L'(R™) e a partir dela conseguimos extrair
algumas propriedades basicas.

Proposicao 2.2.2. Seja f € L*(R"). Entao:
1. f — f define um operador linear de L*(R™) em L*(R") com

[1/llee < [1£1h-

2. fé continua.
3. f(€) = 0 quando |¢| — oo (Lema de Riemann- Lebesque).
Demonstracao:

1. Para £ € R" fixo, temos

f(:v)e_%wfdm

NGIE

< [ 1f@)is
=l

Como o lado direito independe de &, tomando o supremo essencial temos o resultado.
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2. A continuidade da transformada de Fourier é uma consequéncia direta do Teorema da
convergéncia dominada. De fato, tomando uma sequéncia &, — & note que f(z)e 2% —
f(z)e ™ para todo # € R™. Como todas as funcdes sdo dominadas por |f(z)| e
|f] € L'(R™) podemos aplicar o teorema da convergéncia dominada e concluir que

lim f(&,) = f(©)-

3. Para a demonstracao do Lema de Riemann-Lebesgue, vamos primeiramente provar o
resultado para fungées f € C.(R™) continuas de suporte compacto e posteriormente,
utilizar um resultado de densidade de C.(R™) em L'(R") para concluir a demonstracao.
Este resultado de densidade pode ser visto em Brezis [2] Teorema 4.3.

Seja f € C.(R™) e sua transformada de Fourier f. Fazendo a mudanca de varidveis

T — T+ ﬁ e lembrando que e~ = —1 podemos escrever
r o é —27ri:c~$

Combinando (2.4) e (2.5) obtemos

2/(6) = [ (fla+ gm) = )5, (26

Por continuidade de f sabemos que (f(x + — f(z)) — 0 quando |{] — o0

2\£I2)
e pelo suporte compacto sabemos que |f(x + 2mg) — f(@©)] < 2|[f|locX (supp(f))
que é integravel. Logo, pelo teorema da convergéncia dominada, lim¢_ o f({) = 0.
Usando a densidade das funcdes continuas de suporte compacto em L*(IR") concluimos
o resultado.

[

A fim de estender a definicdo da transformada de Fourier para funcdes em L?(R™), que

é o espaco de funcoes fundamental para o trabalho, definimos primeiramente o espaco de
Schwartz.

2.2.2 Transformada de Fourier em S(R")

Definicdo 2.2.3. O espaco de Schwartz S(R™) é o conjunto das funcées f € C*(R™) tais
que para quaisquer multi-(ndices «, 8 € N™ vale que

sup |20° f(z)| < oo

ou seja, funcoes que decaem mais rapido que qualquer polindmio em qualquer ordem de suas
derivadas. E importante notar que o espaco C°(R") esté4 contido em S(R™). O

Uma grande vantagem de trabalhar com o espaco de Schwartz é sua densidade em
qualquer L? com 1 < p < oo. Para provar esse fato, precisamos de alguns resultados
auxiliares.

Proposicao 2.2.4. O espaco C.(R™) é denso em qualquer LP(R") com 1 < p < oo. Além
disso, a norma L? é continua por translagdo, isto €, lim;q ||f(z +t) — f(x)[|, = 0.
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Proposicao 2.2.5. (Desigualdade de Minkowski) Seja f : R™ x R™ — C mensurdvel e
1 < p<oo. Entao

L pdy]; < [ 1] st o

Para a demonstracdo desses resultados, veja Folland [17] Teoremas 6.19 e 85.

f(x,y)dx

R

Proposicdo 2.2.6. A classe de Schwartz é densa em qualquer LP(R™) para 1 < p < oc.

Demonstracdo: Comecamos mostrando que C°(R™) é denso em C.(R™) com respeito a
norma LP, e utilizando a Proposicao 2.2.4 concluimos o resultado. Seja ¢ € C°(R™) tal que
Jen &(x)dz = 1 e defina ¢ (z) = &0 (%). E facil ver que [, ¢r(z)dz = 1. Seja f € C.(R)
com e defina gx(2) = f * ¢x(z). E facil ver que gy é C™ com suporte compacto (aplicacdo
direta do Teorema da Convergéncia Dominada). Afirmamos que gy — f em L” quando A — 0.

Primeiramente, notamos que fazendo a mudanca de varidveis 7 = A - y temos

fxon(z) = - flx —T7)pr(T)dT
= [ flz—\y)o(y)dy.

R’!’L

Estimando agora a norma L de (f — g)) e utilizando a Proposicao 2.2.5 obtemos

.

pdw]; < /nqb(y) { Rnlf(ﬂc—ky)—f(ﬂﬂ)lpdfrf ;dy

[ (#a =20 = o)y

-/ oW f (@ — My) — f(2)|]pdy

e utilizando a Proposicdo 2.2.4, concluimos que limy_o||gx — f||, = 0. Dessa maneira,
mostramos que o espago C2°(R™) é denso em C.(R™) na normal L” com 1 < p < oco. Como
C2°(R™) é um subespaco da classe de Schwartz, concluimos o resultado.
[
E interessante notar, que devido ao decaimento das funcées no espaco de Schwartz, o
resultado ndo vale para funcdes em L*. De fato, basta pegar qualquer funcao constante que
ndo serd possivel aproximd-la por funcoes Schwartz na norma L*. A proposicao acima nos
fornece uma poderosa técnica para estender propriedades obtida para a classe de Schwartz
para funcoes mais gerats.

Teorema 2.2.7. Sejam f,g € S(R™) e a um multi-indice qualquer. Valem as sequintes
afirmacoes:

1. A transformada de Fourier F : S(R™) — S(R") é um isomorfismo com inversa

£€) = | Fajermean,
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3. ldentidade de Plancherel

[ t@i@ie= | gla)jws

4. 9of(€) = (—2mi)lelea f (&)
5. Fxg(&) = F(€)3(6).

Demonstracao: Iremos demonstrar aqui apenas a identidade de Plancherel e a férmula
da inversdo. Para a demonstracdo das outras propriedades ver Folland [17] Capitulo 8. A
demonstracao da identidade de Plancherel se baseia no teorema de Fubint.

- f(x)g(x)de = /R F(x) (/Rn g(y)e—27rix-ydy> i
[ st ([ farerac)ay
9 fy)dy

/<>y>;

concluindo a demonstracdo. Para a demonstracdo da férmula da inversdo, sequimos as ideias
de Rudin [28]. Precisamos inicialmente do sequinte lemma:

Lema 2.2.8. Considere ¢ € S(R") definida por ¢(z) = e ™**. Entédo, ¢ = ¢ e

9
9

$(0) = [ @(&)de.

R”
Demonstragdo: Dada uma fungao f € S(R™), comecamos provando que
f0)=| fle)e. (27)
R”L

Defina g(y) = é(y/A). Utilizando a formula (2.4) concluimos que §(&) = A"G(AE). Pela
identidade de Plancherel, podemos escrever

[ Hewénadc= | o() fr

fazendo a substituicao de varidveis y = A¢ concluimos que

/n f (%) dy)dy = / ¢ (%) flz)dz.

Finalmente, fazendo A — oo e usando o Teorema da Convergéncia Dominada obtemos

F0) [ d(y)dy = 8(0) 5 F(2)dz.

Rn

[
Aplicando o Lema acima, demonstramos (2.7). Para o caso geral, fixe x € R" e defina

9(y) = f( +y), logo g(0) = f(x) e j4 vimos que
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Utilizando a formula 2.4 é facil ver que §(&) = €2 f(£) e, portanto,

J@)= | J(©emerde

provando a férmula de inversao.

2.2.3 Transformada de Fourier em L*(R")

A principio, ndo poderfamos definir a transformada de Fourier para funcées em L?(R™) uti-
lizando a expressao (2.4), pois a transformada ndo estaria bem definida. Existe a estratégia
de definir a transformada de Fourier em L*(R™) utilizando a densidade do espaco L' N L?
no espaco L?, entretanto, optamos por fazer essa definicao utilizando o espaco de Schwartz
devido as suas melhores propriedades. Para fazer essa extensao comecamos provando a
seguinte proprosicao.

Proposicao 2.2.9. Seja f € S(R™) entdo vale que ||f]|2 = [|]]2.

Demonstracao: Comecamos notando que

f© = [ fl@)em4dx (2.8)

Rn

e, portanto,

[ et~ [ o ([ Fenca)ac

R

- [ 5 (o)

e utilizando o item 2 do Teorema 2.2./ concluimos que

| J©f©de = | J@)](x)da.

[
Com esta proposicdo em maos somos capazes de definir a transformada de Fourier em
L*(R™).

Teorema 2.2.10. Seja f € L*(R™). Considere f, uma sequéncia de funcdes em S(R™)
convergindo para f na norma L2 Definimos a transforma de Fourier de f como o limite
das transformadas f,, em L2. Dessa maneira, o operador F : L%(R") — L2(R™) estd bem
definido e é unitério.

Demonstragao: Para provar esse teorema, precisamos primeiramente verificar que a sequén-
ca f, converge na norma L?. Como L? é um espaco métrico completo, basta provar que essa
sequéncia é de Cauchy. Ja sabemos, por hipdtese, que a sequéncia f, é de Cauchy, pois
é convergente. Utilizando a proposicao acima, verificamos que ||fn — fmllz = |[f7 — ful|2
e portanto, concluimos que fn é de Cauchy e logo convergente. Precisamos mostrar agora,
que o limite f independe da sequéncia f, escolhida. Para isso, considere uma sequéncia
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em S(R") diferente g, — f em L? e seja ¢ = lim g,,. Queremos mostrar que Hf — 4|l =0.
Para isso observamos que

||f_g||2 < ||f_fn||2+ ||fn_gAn||2+ ||gAn_g||2

e o lado direito claramente converge a 0 quando n — oo assim, o operador estd bem definido.
Finalmente, para mostrar que o operador é unitario, observamos que |[f.|l2 — [|f[[2 e que

[1fallz = 1| f]l2. Como, pela proposicdo acima, || fullz = || full> conclutmos que ||f]l2 = ||/}
e portanto, o operador é unitario. |

2.3 Espacos de Sobolev H*(R")

Antes de definir os espacos de Sobolev e apresentar suas propriedades, vamos motiva-lo
apresentando a definicao de derivada fraca. Na teoria de equacoes diferenciais parciais é
muito importante enfraquecer a nocdo de derivada para assim estender o espaco de funcgoes
nos quais se busca as solucdes para o problema. Comecamos a falar de derivada fraca
motivando com um exemplo simples de cdlculo.

Se temos duas funcées f e g de classe C1(RR), entdo vale a férmula de integral por partes:

/_oo f(@)g (x)dz = f(x)g(x)=, — /_OO f'(@)g(x)dx

Perceba que se uma dessas funcdes tem suporte compacto, entdo o termo em que se avalia
o produto nos extremos vai ser igual a zero, e entdo ficamos apenas com uma relacdo entre
duas integrais. De forma mais geral temos a seguinte proposicao.

Proposicao 2.3.1. Sejam f € C®(R") e p € C°(R"). Para aw € N" vale:

[t orpt)s = (01 [ pla)- o o).

Para verificar que vale a proposicao acima basta realizar a integracdo por partes repetidas
vezes. A ideia de derivada fraca é motivada pela proposicdo acima.

Definigdo 2.3.2. Dadas u,v € L},.(R") dizemos que v é a a- ésima derivada fraca de u se
para todo ¢ € C2°(R™) temos que:

[ ute) o p(wyiz = (1) [ vla) - (o
]

Com a definicdo acima, podemos trabalhar com derivadas fracas de funcées que ndo tem
derivada classica e assim definir os espacos de Sobolev. Para exemplos e mais informacées
sobre derivadas fracas ver Folland [17] e Brezis [2] Capitulo 8.

Definicao 2.3.3. O espaco de Sobolev W*?(R") para k € N e p > ¢ é definido como
WEP(R") = {f € Ljoo(R") : D*f € LP(R"), |o] < k}

onde D*f é a derivada no sentido fraco. 0
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Proposicao 2.3.4. O espaco de Sobolev W*?(R"™) é um espaco de Banach quando munido
com a norma

=

1 fllwew = | D IDfIE ] (2.9)

lal<k

A demonstracdo dessa proposicdo pode ser encontrada em Evans [12] pdgina 249, Teorema
2.

Uma classe muito importante de espacos de Sobolev é quando p = 2, isso porque nesse
caso W*?2 ¢ um espaco de Hilbert com o produto interno

(f,9) = Z /n D f(z) - D%g(z)dx.

la|<k

Neste caso, denotaremos W2 = H*. Existe uma definicdo alternativa para os espacos H*
via transformada de Fourier.

Definicdo 2.3.5. Definimos o espaco H*(R") como
H*R") = {f € L*(R")|A° f(x) = (1 + [£*)2 £(€)" () € L*(R")}
munido da norma
w = |l(1+ 1672 F(©)]]2. (2.10)
0

[1/1

O interessante dessa definicao é que ela faz sentido mesmo para s ndo inteiro. Nesse
trabalho, utilizaremos exaustivamente o espaco H'(R™) com a norma

A e = 112 + IV A2 (211)

E preciso mostrar que essa norma é equivalente as outras duas normas utilizadas para definir
o0 espaco H'.

Proposicao 2.3.6. O espaco H'(R™) definido com as normas (2.9), (2.10) e (2.11) possuem
os mesmos elementos.

Demonstragao: Basta provar que as normas sao equivalentes. Primeiramente, perceba que
IFIEHIVAIE < (1 12+ 1V fll2)* < 2] £13+[[V £1]3) provando a equivaléncia das normas
29 e 2.11. Por fim, é sabido da teoria de distribuicoes temperadas (ver Linares e Ponce [24]
Capltulo 1) que a propriedade 4 do Teorema 2.2.7 sobre a transformada de Fourier da derivada
continua valida para derivadas fracas. Assim, utilizando essa propriedade e a isometria da
tranformada de Fourier em L? notamos que

N

00 f(€) = —2miti f(€).
Logo

IV1lE =47 | JePlF(©)Pde
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Portanto,
12 1
L+ 112 F(Ol2 < (£ + IV f]]3)2
1 A~
< 4m?l[(1+ (€12 f (]2
mostrando a equivaléncia entre as normas (2.10) e (2.9) e concluindo o resultado. |

Por fim, enunciamos algumas propriedades do espaco H*(R™).

Proposicdo 2.3.7. 1. O espaco H*(R™) é um espaco de Hilbert munido do produto interno
(f,9) = / N f(x)Asg(x)d.

2. O espaco C°(R™), bem como a classe de Schwartz, sdo densos em H'(R").
3. Se s < s’ entdo H¥(R") C H*(R™).

Demonstracao: Para o item 1 basta verificar que as propriedades de produto interno sdo
satisfeitas. Para o item 2, basta notar que H' C L? (item 3) e utilizar a Proposicao 2.2.6.
Finalmente, para o item 3 basta notar que (1 + |£]2)® < (1 + [£]?)*" |

2.4 Analise Funcional e Analise Harmonica

Durante essa secdo, apresentaremos alguns resultados fundamentais de Andlise Funcional
e Harmonica que serdo Uteis nas secdes sequintes. Diferentemente das secées anteriores,
muitas demonstracdes serao omitidas por simplicidade. Comecamos definindo o conceito de
convergéncia fraca e explorando algumas propriedades fundamentais.

Definicao 2.4.1. Sejam X um espaco vetorial normado e X* o espaco dos funcionais lineares
continuos em X. Dizemos que x,, C X converge fracamente para x (denotaremos por z,, — )
se para todo T' € X* temos que T'(z,,) — T(z). O

Proposicao 2.4.2. Seja X um espaco vetorial normado e X* o espaco dos funcionais lineares
continuos em X. Entdo, se z,, — x vale que ||z|| < liminf ||z,]|.

Teorema 2.4.3. Seja E um espaco de Banach reflexivo e x,, uma sequéncia limitada em FE.
Entdo, existe subsequéncia z,, — = em E.

A demonstracdo dos resultados a sequir podem ser encontradas em [2] Proposicao 3.5 e
Teorema 3.18 respectivamente. A sequir, apresentamos a desiqualdade de Holder, que serd
fundamental durante todo o trabalho.

Proposicdo 2.4.4. (Desigualdade de Holder) Sejam f, g funcées em LP(R™) e L9(R™) res-
pectivamente, com 1 < p,q < oo e r € [1,00] tal que 1/p+1/q =1/r. Entdo, fg € L"(R")
e vale que

1 £gll- < 1Al lgllq-
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Demonstracdo: A demonstracdo do caso r = 1 pode ser vista em Folland [17] Teorema
6.2. Se r > 1, dividimos em dois casos. Primeiro, considere 1 < p,q < oo e perceba que
1= % + g, logo os expoentes p/r e q/r sao conjugados, portanto aplicando a desigualdade

do caso r = 1 temos:
|f"|g|"dx < </ Ifl”drr) (/ \g\qdfc‘)
Rn n n

No caso de p = oo temos que 7 = ¢, logo

/R gl de < 11l

Tirando a raiz r-ésima de ambos os lados conclu{mos o resultado. [
Os proximos trés resultados serao fundamentais na demonstracdo das estimativas de Stri-
chartz na préxima secao.

Proposicao 2.4.5. Seja f € LP(X) onde X C R™ é um conjunto mensuravel e p € [1, o]
com p’ seu expoente conjugado, ou seja, 1 = p~* + p'~1. Entao,

/X f(@)g(@)da

Demonstragao: Provaremos o caso 1 < p < oo. Para demonstracdo do caso geral ver Folland
[17] Teorema 6.13. Pela desigualdade de Hélder, temos que para todo g € L (X)) com norma

| fll, = sup
llgll =1

unitaria
g(x)dx / |f(x)g(z)|dx
< 11l
logo
up | [ )] < 1]
llg]l,r=1
Por outro lado, considere g = mf‘:—ij e perceba que p = p/(p — 1). Assim, é facil ver que
llg||,» =1 e temos que
[ f@igide = oy [ 150
r)g\r)ar = ————= T
X 115 Jx
= I/l
provando a proposicao. [

Corolario 2.4.6. Sejam 1 < p,q <00, X, Y C R" mensurdveis e f : X xY — C mensurdvel.
Se fe LYY : LP(X)), entdo

1fl12s 20 = / £, y)9(z, g)dudy|
| X

onde 1l=1/p+1/p=1/q+1/q.
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Demonstragao: A demonstracdo seque as mesmas linhas com a da Proposicao 2.45. Para
mais detalhes sobre dualidade em espacos L ver Diestel e Uhl [10] Capitulos 3 e 4. |

Definicdo 2.4.7. Seja 0 < a < n, definimos o potencial de Riez de ordem « por:

I/ (x) = / IO ks,

n o — gyl

onde k,(z) = Iw\% O
Teorema 2.4.8. (Hardy-Littlewood-Sobolev) Sejam 0 < o« <n e 1 < p,q < oo satisfazendo
% = % — 2 Se f € LP(R"), entdo o potencial de Riesz estd bem definido qtp e se p > 1
entao

Lo fllg < 111l

Demonstracao: Provaremos a boa definicdo do potencial de Riesz. Para a prova completa
do teorema ver Linares e Ponce [24] Teorema 2.6. Comecamos dividindo o kernel k, em
ko = kb + k2 onde kl(x) = ko(2)Xjzj<1 € k2 = ko — k. Perceba que como n —a < n a
funcdo k! é integrdvel. Perceba também que, como ¢ < oo temos 0 < % — 2 que implica que
p'(n—a) > n, logo a funcdo k2 € LP (R™). Portanto, temos |1, f(x)| < |kLxf(2)|+|k2%f(2)).
Nosso objetivo é mostrar que cada uma dessas integrais € finita g.t.p.

Comegamos observando que como f € LP(R") e k2 € L (R") entdo a desiqualdade de
Holder implica que:

s fl@=p)k2()dy| < || f1lp||K2]]

mostrando a limitacdo da segunda integral. Para a primeira integral, mostraremos que k! *
f(z) € LP(R™) e portanto é finita q.t.p. Para isso, basta aplicar a Proposicdo 2.2.5 e concluir
que

1o £ (@)llp < (1Kl ]Il

mostrando portanto a boa definicdo do potencial de Riesz. |

Temos também um importante resultado de interpolacdo, conhecido como Teorema de
Riesz Thorin.

Teorema 2.4.9. (Riesz-Thorin)
Sejam po # p1,q0 # q1, T um operador linear continuo de L? (R™) em L7 (R™) com norma
My e de LP* (R™) em L% (R™) com norma M;. Entdo T' é continuo de LP? (R™) em L% (R™)
com norma Mj tal que

My < My~ M?,

onde 1 1-0. 60 1 1-0 0
— =t —, ==+ —, 0c(0,1).
Do Do b1 do do q1
Demonstragdo: Ver Linares e Ponce [24] Teorema 2.1. |

Enunciaremos agora uma versao da desigualdade de Young para nimeros reais que nos
serd util no Capitulo 4.
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Lema 2.4.10. Sejam a,b > 0. Dado € > 0, e p,g > 0 expoentes conjugados, ou seja,
1/p+1/q =1, entdo existe C(e) = (1 tal que
q\ep

ab < ea”? + C(e)b.

-
hS1S!

Enunciamos agora uma importante desigualdade que nos sera util no Capitulo 5, conhecida
como desigualdade de Hardy.

Proposicao 2.4.11. Seja f € W1 (R") e 1 < r < n. Entdo,

IV f["de > ("_’") / EL
Rn r e |Z]"

Demonstracdo: Para uma demonstracao dessa desigualdade ver Apéndice em Murphy [25].

Por fim, enunciamos um importante resultado conhecido como imersao de Sobolev, que
serd de grande utilidade no decorrer do trabalho.

—
S

Teorema 2.4.12. Seja s € (0,00), 1 < p < o0 e Dsf = |¢]*f.

1. s €(0,%) entdo H*P(R") é continuamente imerso em L"(R") com s = & — it e vale
L1l < ellD* Fllp- (2.12)
2. Se s = 5 entdo H*(R™) C L"(R"™) para todo r € [2,00) e
Lf 1l < el fllas- (2.13)

3. No caso p = 2, temos H*(R") com s € (0, %) continuamente imerso em L"(R"™) para
todo r € [2, -2%-] e

n—2s

11l < cllf]

. (2.14)

Demonstragdo: Ver Demengel [9] Proposicdo 4.18, Brezis [2] Capitulo 9 e Linares e Ponce
[24] Teorema 3.3. |

2.5 Equacao linear de Schrodinger e Estimativas de Stri-
chartz

A equacao linear de Schrodinger

(2.15)

1u+Au=0, €R" t>0
u(z,0) = up(x)

possui solucdo, obtida via transformada de Fourier, dada por

. anZitle?
a(&,t) = e 4mHER ajy (€).
que denotaremos, no dominio espacial por

u(z,t) = e uy. (2.16)
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E possivel mostrar (ver Linares e Ponce [24] Exemplo 4.1) que a solucdo dada por (2.16) pode
ser escrita como

eIt * o (). (217)

Nosso objetivo durante essa secdo é apresentar propriedades do grupo unitdrio de Schrodin-
itA
ger e2,

Proposigdo 2.5.1. Seja f € H*(R™) e s > 0. Entdo, para todo ¢ > 0 temos que
1€ fllz= = (1]

Demonstracdo: Para a demonstracdo basta calcular a norma H*(R") de €2 f. De fato, pela
definicdo da norma H*(R™) temos

HS

"2 ]

= [ (@1 P

pela definicdo de €2 f, sabemos que sua transformada de Fourier é

—

eHAf(§) = e f()

e portanto,

[ /]

e :/ (1+&) e T f(e)Pde

- [ areriera
i

onde da primeira para a sequnda linha basicamente utilizamos que |e*| = 1 para qualquer
k € R. Finalizamos assim a demonstracao da proposigao. |

2
Hs»

Proposicao 2.5.2. (Desiqualdade Dispersiva) Seja p > 2 e f € L (R"). Entao,

; 1
HetApr N —_;)Hpr/-

¢]2%

=

Demonstragdo: Pela Proposicao 25.1, vemos que ||e?2 f||s = || f||2. Considere agora p = oo,
entdo p’ = 1 e utilizando a férmula 2.17 notamos que

1" flloo < B

1

Utilizando o teorema de interpolacao de Riesz-Thorin concluimos o resultado. |

Proposicao 2.5.3. O grupo unitdrio e satisfaz as sequintes propriedades:

1 eit’A eitA — ez‘(t+t/)A

2. 02 = [q
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Demonstragao: Basta notar que
) ) Y
ezt A(eztAf> (l’) _ <6747r21t |§|2€1tAf> (l’)
_ (6—47r2it’|§|26—47r2it|§|2f) v ()
= ei(Ht/)Af(x).

[
Finalmente, enunciamos as estimativas de Strichartz que serdo utilizadas em grande parte
dos resultados que sequem no trabalho.

Definicao 2.5.4. Dizemos que um par (p,q) é L? admissivel se:
¢ 2<p<

2 n n
e = = =
q+p 2

O
Teorema 2.5.5. (Estimativas de Strichartz) Seja (p,q) um par L? admissivel e ¢ € R, entdo,
o operador €4 satisfaz:
1. )
([ 1e2siigan)” < s 219
R
2.
q . -
(/ /ei(tt')Ag(-,t’)dt’ dt) gc(/ug(-,t)\gidt> (2.19)
RIIJR 9 R
3. 1
| [esatnar| <e( fatongar) 220
R 2 R
4.

dt) <c (/Rug(-,t)ugﬁdt)q (2.21)

2n
2§p§ﬁ n>3,
2<p<oon=2

t
/ ei(t_t/)Ag(-, t,)dt/
0

/

onde 1/p+1/p=1el/qg+1/¢d =1¢

Demonstracdo: Para as ideias dessa prova sequimos Linares e Ponce [24] Teorema 4.2.
Comecamos provando (2.19) e posteriormente mostraremos que (2.19) = (2.20), (2.20)
= (218) e (219) = (2.21). Primeiramente notamos que aplicando a desigualdade de
Minkowski (Proposicao 2.2.5), obtemos

'/ei(t_t/)Ag(-,t/)dt/
R

< / 1729 (8|t
p R
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e utilizando a desiqualdade dispersiva (Proposicao 2.5.2)
[ 2g ()] < clt — ¢/ |7FPID g, )]

Tomando v = 1 — (1/p’ — 1/p) percebemos que

’/e(t tA ( )dt
R
2n

desde que 0 < a < 1. Por isso, os casos p = 2, p = =% ou p = oo devem ser conside-

rados separadamente. Como tomaremos uma norma L% no tempo e queremos usar Hardy-
Littlewood-Sobolev, queremos que é = i* — a, que combinado com a definicdo de par L2
admissivel nos da g* = ¢’. Dessa maneira, aplicando o Teorema de Hardy-Littlewood-Sobolev

encontramos
. / q
/ / 6z(t—t )Ag(.7 t/)dt/
R||J/R

< clallglly (2)
p

dt) < ellallglly D),
P

< [lat.olga)’

demonstrando (2.19). No caso p = 2 temos ¢ = oo e ¢ = 1. Assim, aplicando Minkowski
e utilizando a Proposicao 2.5.1 com s = 0 conclulmos o resultado. Por fim, para os casos
extremos p = 2% (caso n > 3) e p = oo (caso n = 2) ver M.Keel e TTao [22]

(220) = (2.18)

1
Py

Note que, utilizando Fubini,

/R/n B f(x)g(z, t)dadt = /n flx) </R eimg(:c,t)dt) de

e utilizando a desigualdade de Holder e (2.20)

/n f(z) (/R eimg(x,t)dt) da

< 1fllz H [ e2gte.ta
2

< ellstle ([ Nt oiar)”

Finalmente, utilizando o Corolario 2.4.6 concluimos que

(freesga) = s | [ g ([ et
ngl,Lg/: "

< [ fl]2

concluindo que (2.20) = (2.18). Mostremos agora que (2.19) = (2.20). Observando que

eitd = e~"A escrevemos
[ fersatl[ = [ ([ersateo) (fersat.m)
= /n /Rg(a:,t) (/R ei(tt/)Amdt’) dtdzx.

U=
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Utilizando Fubini, Holder e (2.19) temos

/ / oz, 1) ( / ei“—f’m—gc,t’)dt') dtdr < / 9( )l
n JR R R
S HgHqu,Lpl (/ "/ei(ttl)Ag('7t/)dt/
R R

< C‘ |g| ’iq/7LPI

R dt' || dt

p

1
q q
dt>
p

concluindo o resultado. Finalmente, para mostrar que (2.19) = (2.21) basta notar que esta
lltima é direto de (2.19) utilizando a fungdo xj0.49(-, ). [

As constantes que aparecem na estimativas de Strichartz dependem da dimensdo n e
dos parametros p,q. Dessa maneira, restringindo p,q a intervalos compactos garantimos
um supremo finito para essa constante. No capltulo seguinte definiremos algumas normas
envolvendo os pares admissiveis de Strichartz.

2.6 A Equacao Eliptica e a desigualdade de Gagliardo Ni-
renberg

Durante essa secdo, sequiremos as ideias em Weinstein [30] e Farah [13] sobre a equacéo
ellptica associada a INLS (1.1). Essa equacdo eliptica aparece naturalmente quando busca-
mos solucoes estaciondrias (solitons) para a INLS. De fato, se procuramos solucdo da INLS
na forma u(z,t) = eQ(x) concluimos que a funcdo Q satisfaz a equacao

AQ - Q+|2[IQI"'Q =0 (222)

que possui Unica solucdo positiva e radial. A solucao da equacdo eliptica acima possui (ntima
relacdo com a famosa desigualdade de Gagliardo Nirenberg.

Proposi¢ao 2.6.1. Seja 1++2 < a < 1+ %12 e b < min(2, N). Denote por 6 = nle=l) 4 p,

2
entdo a desigualdade de Gagliardo Nirenberg
2|l e < Kop[Vul ] ul |3 (2.23)
]Rn

vale com constante K,, 6tima dada por

2—0
0 2 a+1
Ky,=—— oo
. (a+1—9) 0/1Qlls

em que @) é a Unica solucdo positiva radial e decrescente da equacao (2.22).

A demonstragdo dessa proposicdo pode ser encontrada em Farah [13] Teorema 1.2. Sa-
bendo agora que @ é uma solucdo positiva, radial e decrescente (ver Genoud e Stuart [18]
Teorema 2.2) vamos deduzir algumas relacdes entre as normas de Q).

Proposicao 2.6.2. (ldentidades de Pohozaev)
A funcdo @, solucdo da equacdo (2.22) satisfaz

9 3
Ivall = (1) il

n(a—1)
2

em que 6 = + 0.
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Demonstragao: Uma vez que sabemos que a solucao () é positiva, ela satisfaz a equacdo
AQ—Q+|z|°Q* = 0. Multiplicando a equacdo, utilizando o decaimento de @Q e integrando

por partes temos
/]x|_bQ°‘+1dx = /QQda:—/QAQda:
= /Qde+/|VQ|2d:c. (2.24)

Multiplicando agora a equagao por z - V@ temos

/(:1:' -VQ)AQdx — /(:17 -VQ)Qdx + /(:c -VQ)|z|tQ¥dx = 0.

Calculando separadamente cada integral e utilizando integracdo por partes obtemos:

/(:1: -VQ)AQdzr = i/xi&-Qaszd@"
(2]
== / 9;(2:0,Q)0;Qdx
i,J
—— [IvQPdr =33 [ 0(vQPasda

_ (”;2> /|VQ|2dm

e
[ vaai--3 [eowua
= —n/QQda: — /(:17 -VQ)Qdx
logo
/(a: -VQ)Qdx = —g /QQda:
e por fim,

/(3: VQ)|x|Q%dr = — Z / Q@Z—(:Ei|x|_b@°‘)da:

= —n/ |$|_bQOé+1dl‘ — Z/a@a|x|—bxi6ide+ Z/b@a+1x?|x|_b_2dx
= —n/ |$|_bQOé+1dl‘ — O.//(l‘ . VQ)|$|_andx+b/ |x|_an+1d:L'

concluindo que

n

[ V@l e = - (a . ﬁ) e
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Portanto,

(52 faces fou (52 frore e

Juntando as identidades (2.24) e (2.25) conclulmos o resultado. |
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Capitulo 3

Boa colocacdo em H!(R")

Neste Caplitulo trabalharemos apenas nos casosn =2en =3 coma = g eb= % que serao
os casos de interesse no decorrer do trabalho. Para os resultados desse capitulo sequimos
as ideias de Guzmén [20] Secéo 3.

3.1 Definicoes e notacoes basicas

Comecamos este Capitulo definindo a nocdo de boa colocacdo que utilizaremos para o PVI
1.1.

Definicao 3.1.1. Dizemos que um PVI é bem colocado localmente em um espaco de funcoes X
se para todo dado inicial ug € X existe T'> 0 e u € C([0,T], X) satisfazendo as sequintes
propriedades:

e E solucdo da equacao.
e Unicidade.
e Persisténcia.
e Dependéncia continua com relacdo aos dados iniciats.
O

A propriedade de persisténcia, nos diz que a solucdo da equacdo permanece no mesmo
espaco de funcdes do dado inicial. A propriedade da dependéncia continua com relacdo aos
dados iniciais nos diz que se temos duas solucdes referentes a dois dados iniciais "préximos’,
entdo essas solucées se mantém proximas ao longo do tempo de existéncia. Definiremos
agora o que vamos entender como solucdo da INLS.

Definigao 3.1.2. (Principio de Duhamel)

Dizemos que u(t) satisfaz a INLS com b= 1 e =2, com dado inicial ug se u(t) é solugao
da seguinte equacao integral.
t
u(t) = ey + iX / IR 2~ 2 u(s)] 2u(s)ds. (3.1)
0
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Nosso objetivo final para esse Capitulo é mostrar a existéncia de uma Unica fungao wu(t)
atrelada ao dado inicial ug € H'(R™) satisfazendo a férmula de Duhamel e as propriedades
de boa colocacdo para um intervalo de tempo [0,7]. Para isso, precisamos recapitular e
introduzir algumas definigoes.

Definicao 3.1.3. (Pares L? admissiveis)

2 _ N
2

e Dizemos que (q,r) sdo L*-admissiveis se: S=3- Y onde

r

2<r<& N>3

2<r<oo seN=2
2<r<occ seN=1
Notacdo : Ay = {(q,r) : (¢,r) sdo pares L>*-admissiveis }.

e Definimos as sequintes normas: ||ul|s(z2) = sup(, e, |[ul|Lor; € também
[lulls 2y = nfgneao |lull g,

O

Com essa definicao, podemos escrever as desigualdades de Strichartz Uteis para esse
capitulo de forma mais concisa. De fato, podemos escrever

1€ fllsz2) < cll fll2 (32)

t
/ el(t—tl)Ag('7 t/)dt/
0

Antes de demonstrar o resultado de boa colocacdo precisaremos de diversos lemas auxiliares.

/ei(t_tl)Ag(~,t/)dt,
R

i

< l9llsz2)- (3.3)

S(L?) S(L?)

3.2 Lemas auxiliares

Lema 3.2.1. Sejam 1 < r, 11,79, p1,p2 < 00 tal que % =14 1% para ¢ = 1,2. Entao,

T

VU < cllVgllp 11l 4 cllV F 9] lps -

Demonstragao: Comegamos notando que pela desigualdade triangular,

IV DIl < IV Hgllr + (V) fl]

e aplicando a desigualdade de Holder com as triplas (r, 71, p1) e (r, 79, p2) obtemos

IVl < llVallp, [ flln =+ €llV Flrallgllp

concluindo o resultado. [ |

Lema 3.2.2. Seja F(z,z) = |z|"2|z|2z onde € R" e z € C. Entao,

_1 3 3
|F(z,2) = F(z,w)| S |22 (22 + |[w]?)[z — w].



Capltulo 3. Boa colocacdo em H'(R"™) 34

Demonstragdo: Ver Guzman [20] Remark 2.6. [

Faremos agora uma importante observacdo que serd utilizada no decorrer do trabalho.

Observagao 3.2.3. Note que a funcdo |z|™ nunca é integrdvel em todo o R™. Entretanto,
dependendo do expoente essa funcao pode ser integrdvel préximo ou longe da origem. De
fato, denote Bg a bola de centro na origem e raio R. Entao,

/ 2|2 da
Br

converge se, e somente se, v < 2n. Por outro lado,

/ 2|2 da
B¢

R

converge se, e somente se, v > 2n.

Apresentaremos a sequir duas proposicoes estimando a parte ndo linear da INLS que serdo
utilizadas na demonstracao do Teorema de boa colocacdo. Durante a demonstracao dessas
proposicoes utilizaremos uma abordagem diferente daquela proposta em Guzmén [20] Neste
artigo, Guzman faz a andlise das estimativas dentro e fora da bola unitéria, encontrando pares
admissiveis independentes para cada caso. A demonstracao a seguir separa as estimativas
em bolas de raio R e olhamos para uma conta formal justamente no limiar de integrabilidade
do termo |:B|*%, consequindo par admissivel que precisa apenas ser levemente distorcido
para se adequadar as situacoes dentro e fora da bola. Por fim, escolhemos R de maneira a
uniformizar o parametro # em ambas as andlises, como veremos a sequir.

Proposicao 3.2.4. Sejan =3, b= % e = g Entdo, valem as sequintes estimativas:

1.

_1, 3 3
|| 2|~ 2 ul20] s (2. 1y < TP VullZ 0 pl10llscz ) (3.4)

_1 3 g
IV (j2l 2 ul2u)l|szen < T°lIVull3 e (35)

)
Demonstracdao: Comecamos provando (3.4). Dividindo a estimativa dentro e fora da bola de
raio R, onde R serd determinado posteriormente temos:

1, 3 1,3 _1, 3
a2 fulz2olls 2. < 72 [ul2ollsemg),n + |22 [ul2v]ls/@w20).0)

e denotaremos por By e Bs, respectivamente, o primeiro e seqgundo termo da desigualdade
acima. Comegamos fazendo uma conta formal, considerando o limite de convergéncia de
|z| 2.

Considere (qo,79) um par L?-admissivel a ser determinado posteriormente. Utilizando a
desigualdade de Holder, temos

_1 3 _1
= ful 2ol oy < {1272z - Hull? s, - ([0l
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onde % = >+, + ;. Como 7o e 7 sdo conjugados concluimos que 1 — 2 = = 4 -
Utilizando a imersdo de Sobolev (Teorema 2.4.12) com s = 1, temos 1 = 2> — Tl?g) e
2
_1 3 _1 %
= fulzoll g < (272l - [1Vull o - o]z
Tomando v = 2n = 6, e pelas relagdes acima, conclulmos que 7y = 28—1. E claro que nao

poder{amos tomar v = 6, pois assim |z|~3 ndo seria integrével nem dentro nem fora da bola
de raio R. A ideia é tomar ~y ligeiramente maior ou menor do que 6 o que resultard em
integrabilidade fora e dentro da bola. Primeiramente, como queremos que ry dé origem a um
par L2-admissivel, precisamos conferir que de fato 7 atende a tais condicoes. Gostarlamos
ainda que r( estivesse longe dos extremos de admissibilidade pois isso serd importante no
decorrer do argumento. Existem trés restricoes que ro deve cumprir. Primeiramente, pela
imersdo de Sobolev precisamos que rg < n. Isso é verdade, pois % < 3. Por fim, para a
admissibilidade, note que 2 < 7y < 6. Mais do que isso, existe o > 0 tal que 79 +0 e ro — 9
ainda satisfazem as condicoes acima. Finalmente, vamos estimar By e Bs.

Para estimar By, escolhemos v = %, com € > 0 pequeno a ser escolhido posteriormente.
Repetindo o argumento da conta formal, temos

_1 3 _1
M= fulzol] < el ™l -l

- ol (36)
BR
com os expoentes satisfazendo ri,
0
L =14¢ ond : ilizad f L aci Perceb
encontramos - = ;- + 3, onde r; € 0 mesmo utilizado na conta formal acima. Perceba que
€

para epsilon pequeno, 71, estd bem préoximo de r;. Uma vez que o r; da conta formal foi
escolhido com o objetivo de utilizar a imersdo de Sobolev com s = 1 e r(, faremos o mesmo com
r1e obtendo um rg, satisfazendo 1 = % — 32; Pelas relacoes entre 7y, r1. e 9 obtemos que
t = % + %. Como observado anteriormente, tomando e pequeno o suficiente, 7. satisfaz as

condicdes de admissibilidade e logo da origem ao par (qoc, 7oc) que é L2-admissivel. Usando
imersao de Sobolev em (3.6) obtemos

= %—l— r—i + % Substituindo o valor escolhido para «

_1, 3 _1 2
|2 ulzol] o <72z - [Vl froc - (o]l
Bg R

1 o
Para calcular o termo || |2|~2||» , utilizando coordenadas polares em R? obtemos
B

R
(o)
_x
/ r 2+2dr>
R

=CR™".

1-2¢

_1
el iy, = (¢

R

Dessa maneira, a estimativa espacial fica
_1, 3 _ 3
a2 ulzol| o < CR™ - [[Vul| fro. - 0] o
Bg

Combinado a estimativa acima com a norma temporal, temos

- T 3 % ¢
Blscw(/ (2T dt)
0

3

< OR™“T*||Vul|?

2
L?Oe L;Oe

O\"“

v |L§0L£0
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com os expoentes satisfazendo

1 _ 3 1
q 9++2q05+qo
1 _3¢1_ 1
q_0_2(2 0)

1 _3/1 1
qE_z(2 roe)

Manipulando as relacoes acima, encontramos

1 1\9 e
b, =1—(-——)2+-
- (2 r0>4+2

e queremos 6, > 0. Para isso, basta que rg < % o que é valido pois vimos que ry = %.

Finalmente, escolhendo R = T'z conseguimos a estimativa
3
By < CT°||Vul|Z o gy - V]l 5220 (3.7)

Lembrando do expoente critico de Sobolev s, = 5 — i—j para a INLS é possivel mostrar que

—1)(1—sc . . X
0 = W No caso da estimativa do termo Bs, escolhemos v = ﬁ e as contas ficam

idénticas apenas substituindo € por —e. Conseguimos portanto,
3
0 3
By < CRT™[Vullg 2 py - ollsce.
com _ =0 — 5. Escolhendo R = T2 conseguimos a estimativa do item 1

_1, 3 3
1172 ul20]|s (22,1 < CT NIV ul[§ 2 p0]lsze,n- (38)
Vamos agora provar (3.5). Comecamos com algumas observacoes.
e Como d;lz| 2 = —%xﬂx\_g, conclutmos que |V(|z|~2)| = C|z| .

3
4

e Escrevendo |u|2 = ut -wi podemos mostrar que |V (|u|2u)| < Clul2|Vul.

Prossequindo de forma analoga a prova de (3.4), comecamos com uma conta formal. Seja
(qo,70) um par L?-admissivel, a parte espacial da estimativa fica

_1 3 _1 3 _1 3
V("2 fulza)l] o < IV (272 ulzul] g + (1272 V([ul2w)]]
x x

0
x

e utilizando a desigualdade de Holder e a observacao acima

_1 3 _1 3 3 5
VU2 lulzll g S el [Vulloollull®,, g, + T2 gy, 39)
x x
- . . 3 5 3
Utilizando imersdo de Sobolev nos termos ||u“2r1(%) e ||qu%€ em (3.9) obtemos ||u||2r1(%) <

3 5 5
|[Vul|?-, e analogamente [[ul|*; < [|Vul|;- e portanto, (3.9) se torna
z L2 z

x

_1, 3 1 5 3 5
V("2 ulzu)ll oy S 72 e [[Vallfre + (2] 2 el [Vul|Fr

Lo~
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onde os expoentes satisfazem

5, _3
26 = 3"
1=2__3

ro  ri(3)
i _ 1,141
7“677—’_7”0 T1
1 _ 1,1
ry  d e

Para a conta formal, assumimos o caso limite ¥ = 6 e j& vimos na demonstracao de (3.4)
que 79 = %1 forma uma par (qo, o) L?-admissivel com uma certa folga (longe dos extremos
de admissibilidade). Pelas relagoes dos expoentes acima notamos que ao assumir v = 6
naturalmente encontramos d = 2 que é também o caso limite de integrabilidade de |a:\*%
Vamos agora, separar a analise fora e dentro da bola de raio R dividindo a estimativa em
duas partes B; e By respectivamente. Analogamente a prova de (3.4), no caso B escolhemos

. _1 _3
v = 55 e para garantir que || |z| 2]|Lng = || || 2HLng escolhemos d = z%-. Procedendo
igual na demonstracao do item 1 obtemos
_1, 3 < pe 2 —e 2
V(™= lulrulll g S B Vullollull,, ) + Bl )
BR T T
onde os expoentes satisfazem
1 _ (1 1 1
w=G s Tt
n=G-5+
- - 1 _ 1 11 . . «
que nos permite concluir que = = -+ = e = = ¢ + . Aplicando agora a imersdo de

3 5
Sobolev com 571 e je. temos

1, 3 _ 3 _ 3
V(2" z[ul2u)ll - S BN VullppolIVullfroc + BV ul] o
xr x

0

B
em que
T0e 7‘16(%)
_ 3 _ 3
T0e2 %85
Pelas relacbes entre r; e 71, e e e, conclui-se que - = L 42 ¢ L — 1 4 2¢ Fqcolhendo
1 le € T0e ro 9 7 Toe2 ro 15

e suficientemente pequeno, temos ¢ e rg.2 dentro do intervalo de admissibilidade. Incluindo
a parte temporal como fizemos na demonstracao de (3.4) obtemos

3

5
—erb 2 —er62 2
By S R“T +HVUHL?0LQOHVuHLqOELTOE + R T Vul[ F ages f roes -
onde
1 3 1
qQ 9+ + 2qoe q0
1 _ p2 5
Q(,) 9+ + 2qo0e2
Gostarlamos que 6, = #%. Para isso é suficiente que qu - = 25’0 + qio o que é verdadeiro
€ €

e pode ser verificado pelas relacdes entre os expoentes obtidos durante a prova. Novamente
1
tomando R =Tz ficamos com

5
Bl 5 TGHVUHE‘(L{])
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e trocando € por —e no argumento concluimos a mesma estimativa dentro da bola Bp finali-
zando a prova da proposicao. |

Como no prosseqguir do trabalho precisaremos de boa colocacdo em dimensdo 2 e 3,
precisamos de uma estimativa da ndo linearidade similar para a dimensao 2.

Proposicao 3.2.5. Sejan =2, b= % s=lea= g Entdo, valem as sequintes estimativas:

1.

_1, 3 3
1|2 ul 20l |51z, < Tl g |10 e 22 (3.10)

_1 3 5
IV (2|2 ul2u)l |52, < Tl (3.11)

lembrando que o par (co,2) é L?-admissivel.

Demonstracao: A demonstracao é muito similar ao que foi feito na Proposicao 3.2.4. Entre-
tanto, o mesmo 7 utilizado nao funciona para esse caso. Fazendo um argumento similar para
descobrir o ry adequado encontramos ry = 7. Para demonstra (3.10) comecamos novamente
com uma conta formal:

_1 3
I3Edn 2|u|2v|| b <l 2] 2||LWIIU||;r1(%>||UIILg
x

com ;- =2 + + . Tomando v = 2 = 4 encontramos 7; = 2 e portanto rl(%) =14, o que
nos permtte utLlear imersao de Sobo[ev nesse termo. Pelo Teorema 2412 item 2, vemos que
no caso s = 5 temos || f|[zr < ¢[|f]|ms para r € [2,00). Dividindo a estimativa em dentro e
fora da bola de raio R, comecamos com a estimativa fora da bola (B%). Tomando v = 1f2e e
seguindo o procedimento da conta formal obtemos

_1, 3 _1 3
a2 ful 20l v < |l]z] 2||LV||U||ZT1€(%)||UHL§
Bg x

onde % = = —|— . Tomando € pequeno garantimos 71, > 2 possibilitando aplicar a imersao

de Sobolev. Obtemos portanto

_1, 3 _ 3
[l 2 ful2 0] < eR™ullfp vl
BY ’

e tomando a parte temporal concluimos que

1 3
272 ul20l] g o < R™TS |[ullie gyl 0] g1z
Ly B

Para a estimativa em Bp as contas sdo idénticas, trocando € por —e. Tomando R = 1
conclu{mos L .
122 ul20llsr e, < TPl 0] 2o 22

onde 0, = qi, = 1 Para a demonstracao de (3.11), tomamos novamente ry = 7 e novamente
0

4
por uma conta formal concluimos que

3
2

_1 3
V(72 ful20)]] e

3 5
b Sclllal” 2| 21Vl gz || +ell |zl lzgllull s,
xT
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1 _
1
o
4 28

Tomando os limites de integracao, ou seja, ¥ = 4 e d = 3 obtemos r; = e = 3. Assim,

%7“1 =14e ge = ? possibilitando (com folga) o uso da imersdo de Sobolev. Finalmente, para

as andlise dentro e fora da bola de raio R, de forma andloga ao que ja foi feito anteriormente,
_ 4 _ 4 . :

tomamos v = 15 € d = 35 e escolhemos € pequeno o suficiente de maneira que podemos

utilizar a imersdo de Sobolev com os expoente % geg. Desta maneira, obtemos para a

estimativa fora da bola

onde

Ql— 2 |
+ +
Q= N
+
3=

T1e €

_1, 3 _ 3 3 5
IV 2 [ul2u)l] - < B Vullzz||ullf + cR™lullf

B
e analogamente, a mesma estimativa com R¢ para a regido dentro da bola. Tomando R =1,

notando que [|Vul|z2 < |[|u|[g: e tomando a norma temporal obtemos
_1, 3 < 70 2
IV (272 [ul2u)lls 2.y < Tl foo g

com 6y = qi,, finalizando a demonstracao de (3.11). |
0

Com essas estimativas, conseguimos enunciar e provar o resultado principal deste Capitulo,
o teorema de boa colocacao local em H'. A técnica utilizada na demonstracao serd o teorema
do ponto fixo de Banach, que ird garantir a existéncia de uma Unica solugao para o operador
de Duhamel (3.1) em um espaco adequado.

3.3 Boa colocacao local em H'(R")

Teorema 3.3.1. (Teorema de boa colocacao local)
Considere o PVI

(3.12)

O+ Au+ Nz| "z |ulzu =0
u(x,0) = up(z) € H'(R™)

comn =2e 3. Seja I =[0,T] e considere o espaco
X = C(0.T) - H'(R™)) N (U, L0, T) - H (RY)))

Entdo, existe "= T'(||uo|| g1, 7, ) > 0 e lnica solucdo para (3.12) com u € X. Mais ainda,
vale a dependéncia continua com relacao aos dados iniciais.

Demonstragdo: Comegamos definindo um S(a,T) = {u € X : ||u||s2,n +||Vul|sr2,y < a}
onde @ > 0 e T' > 0 serdo escolhidos posteriormente. Como o objetivo é utilizar o Teorema
do ponto fixo de Banach, precisamos mostra que o espaco S(a,T) C X é completo com a
métrica dp(u,v) = [|u — v||s2,n. Para isso, utilizaremos o Teorema 2.4.3. Como o espago
X é completo, por ser intersecdo de espacos completos, basta mostrar que S(a,T) é fechado.
Tomemos entdo a sequéncia u, em S(a,T’) com dr(u,,u) — 0. Pela definigdo dos espacos
X e S(a,T) como u, € C([0,T] : H'(R")) para todo n € N, é facil notar que wu,(t)
é uniformemente limitada em H'(R™) para quase todo ¢t € [0,7]. De fato, (00,2) é L*-
admissivel e pela definicao de S(a,T) |[unllpserz + [|[unllzrrz < a logo [|un|[rem < a.
Portanto, para cada n temos no méximo, um conjunto de medida nula em que ||u,(t)||x: ndo
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é limitada. Tomando a uniao desses conjuntos conclu{imos que temos no maximo um conjunto
de medida nula em que u,(t) ndo é uniformemente limitada em H*(R™). Como H*(R") é um
espaco de Banach reflexivo, u,(t) = v(t) em HY(R™) e |[v(t)||z1 < liminf, o |[tn ()] <
a. Mas, por hipétese, dr(u,,u) — 0, logo pela admissibilidade de (oo, 2) temos que u, (t) —
u(t) em L? para quase todo t € [0, T]. Mas, se u,(t) = v(t) em H*(R") entdo, u,(t) — v(t)
em L*(R"™) e pela unicidade do limite u(t) = v(t) em quase todo ponto e ainda ||u(t)||; < a,
logo w € C([0,T] : H*(R™)), mas precisamos ainda provar que u € S(a,T). Note que pela
definicdo de S(a, T') temos que |[un|| L3y +[|Vunlpsr, < a para todo (¢, 7) par L*-admissivel,
portanto, ||u,(t)||z1.- é limitado em quase todo ponto. Como H"(R™) é reflexivo temos que
U (t) = v(t) em H'"(R™) e ainda vale que ||v(t)|| g1 < liminf, s ||tn(t)|| 1. Dal, para
q < oo (0 caso ¢ = oo ja fol tratado acima) note que pelo Lema de Fatou

T T
/ [|v(E)]|%1-dt < / lim inf |[u, (t)||%,...dt

n—oo

T
< lim inf / an ()[4, dt
0

concluindo que Hv(t)HL?H;,r <aewveLi[0:T]: H'(R")) para todo par admissivel.

Por outro lado, como dp(up,u) — 0 temos que u, — u em L{L! para todo par admissivel.
Em particular, u,(t) — u(t) em LI em quase todo ponto. Novamente, pela unicidade do
limite, u(t) = v(t) € S(a,T) provando a completude de S(a,T).

Feito isso, definimos o operador de Duhamel

t
G(u)(t) = e ugy + i/\/ IR E (2, u(s))dx
0

em que F(z,u) = |z|~2|u|2u e queremos mostrar que temos apenas um ponto fixo em S(a, T).
Para utilizarmos o Teorema 2.1.3 precisamos mostrar primeiro que u € S(a,T) = G(u) €
S(a,T). Computando as normas ||G(u)||sz2,) € [[VG(w)||szz2,r utilizando Strichartz obte-
mos:

1G(W)llsc2.ry < elluol| 2 + el |F (2, w)lls (22 1)
IVG (W)l szz.n) < el Vuollzz + cl[VE (2, u)l|s 2.1y

Utilizando as Proposicoes 3.2.4 e 3.25 junto com a definicdo de S(a,T’) independente do
caso n = 2 ou n = 3 conseguimos

1F @)l < T?IVulldge pllullsnn < Tl
[[VF(z,u)||s 2, < cT"HVqu(LQJ) < ¢T3
Com as estimativas acima, notamos que
G @) [s(z0) + VG @)llsz.) < clluol i + 2T
e gostarlamos que
NG (W)ls@zn + IVG(@W)]]sz2r) < a.
1

Escolhendo a = 2¢[|ug||z e T > 0 tal que ca2T? = 5 conseguimos que G(u) € S(a,T).

E importante notar que a escolha de a nos garante que S(a,T’) ndo é vazio, pois a funcéo
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P(z,t) = e*Pug estd em S(a,T). Feito isso, basta mostrar que o mapa G é uma contracao.
Para isso, utilizaremos as estimativas (3.4) , (3.10) o Lema 3.2.2 e as estimativas de Strichartz.
De fato, computando dr(G(u), G(v)) obtemos

dr(G(u),G(v)) = ‘ /0 ei(t_s)A(F(x,u) — F(z,v))ds

c||F(x,u) — F(, U)HS’(LQ,I)

S(L2,I)

IN

A

_1 3 _1 3
< e (Il Hult e = olllsn + 1l el Hol e = olllswen

IN

3 3
T (IVull3 e py + VO3 ) e = vllszzn
2¢T%a dr (u, v)

IN

dr(u,v)

N | —

<

onde a Ultima desigualdade é devido a escolha de a e T'. Portanto, pelo Teorema do ponto fixo
de Banach, concluimos que G associado ao dado inicial ug € H! possui apenas um ponto fixo,
concluindo a existéncia e unicidade em S(a,T’). Finalmente, provaremos uma dependéncia
continua dos dados iniciais no sentido de que se temos ug e vy dados iniciais em H'(R™) com
l|uo — vol|mr < € entdo as solugdes associadas u(t) e v(t) se mantém préximas na métrica
dp(u,v) = [|u—v||sz2,1). De fato, tome a e T" sendo os valores minimos entre os obtidos no
Teorema de boa colocacao para os dados ug e vy. Entdo,

t
dr(u,v) < |]e"®(ug — vo)||sz2.1) + H/ A F(z,u) — F(z,v))ds
0

S(L2,1)

1
< clluo — vollm + 5dr(u, v),
e portanto,
dT(ua U) < 2067

finalizando assim a prova do teorema. Perceba que provamos aqui uma dependéncia continua
mais fraca do que em H'. Para uma demonstracao mais precisa da dependéncia continua em
H?' ver Campos, Correia e Farah [5] Teorema 1.1. [

Uma observacdo importante de ser feita sobre o teorema de boa colocacao é que o tempo
T encontrado depende do inverso da norma H' do dado inicial. Como veremos no capitulo
seguinte, uma limitacdo uniforme na norma H' da solucdo garante solucdo global, visto que
podemos colar solucdes usando de forma iterativa o teorema de boa colocacdo.
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Capitulo 4

Blow-up em tempo finito.

41 Preliminares

Durante este capitulo sequiremos as ideias de Cardoso e Farah [6]. Diremos que uma solucédo
da INLS tem Blow-up em tempo finito quando o tempo maximo de existéncia da solucdo é
finito. A principio essa definicdo ndo explica o nome Blow-up(explosdo) do fenomeno. A
relacdo entre a finitude do tempo de existéncia e a explosdo da solucdo é dada pelo sequinte
lema.

Lema 4.1.1. (Alternativa de Blow-up)
Seja u(t) solucdo do PVI (3.12) e seja T* > 0 o tempo médximo de existéncia da solugao.
Entdo, se T* < oo temos que a norma H' da solucao u(t) explode em tempo finito.

Demonstragdo: Suponha, por absurdo que existe M > 0 tal que sup,ejo 7+ |[|[u(t)||m = M.
Entdo, pelo Teorema 3.3.1 dado qualquer ¢y € [0,7*) conseguimos resolver a INLS a partir

do tempo ¢y pelo menos no intervalo [ty, to+ 7o) onde Ty satisfaz 2%ca\|u(to)|ling = 1. Pela
limitacdo uniforme da norma H!, note que T¢ > Z—;W > (. Assim, tomando t, suficiente-
mente proximo de 7™ temos uma contradicao, visto (Cque pelo argumento acima consequimos
resolver a INLS até um tempo superior a 7™, contrariando sua maximalidade. Assim, con-
clutmos que lim; 7« ||u(t)|| g1 = oo. Pela conservacdo de massa, concluimos que ||Vu(t)||2

explode em tempo finito. |

Lembrando do scaling para a INLS, dada uma solucdo u(z,t) sabemos que wuy(z,t) =

Ai;—’iu()\x,)?t) também é solucdo da INLS. Diremos que estamos no caso L*-critico quando
a norma L? da solucdo original, coincide com a norma da solucdo escalonada. Perceba que
para isso acontecer, precisamos que oo — 1 = 4%%. Note que, tomando ac e b como no teorema
de boa colocacdo (. = 5/2 e b = 1/2) e n = 2 temos o caso L*-critico. Fixaremos esses
parametros durante os resultados desse capitulo.

As ideias para o resultado de Blow-up que provaremos tem como inspiracdes os trabalhos
de Glassey [19] e Ogawa e Tsutsumi [27] para a NLS classica. Glassey provou Blow-up para
solucées L?-critica com energia negativa no espaco virial u(z,t) € HY(R") : || |x|ul]z < oo.
J& Ogawa e Tsutsumi, provaram Blow-up para solucoes radiais dispensando a condicdo de
varidncia finita do espaco virial. Posteriormente, Dinh [11] estendeu os mesmo resultados de
Glassey e Ogawa e Tsutsumi para a INLS. O grande avanco de trabalho de Cardoso e Farah
[6] que iremos explorar fot retirar a hipétese de radialidade da solucdo, visto que o potencial
|| % ird fornece um decaimento suficiente longe da origem para concluir o resultado. Antes
de enunciar e provar o resultado principal desse capitulo precisamos de um lema auxiliar.
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Lema 4.1.2. Sejan=2,b= % e ¢ uma funcdo real e positiva. Se gb@ = qS% € WhHe(R?)
entdo Vf € H'(R?) temos:

/}RQ olf e S (1167 fllo + IV (61 A1 + 167V (£)1l) 1113 (41)

Demonstragao: Para a demonstracdo do Lema vamos utilizar a desiqualdade de Holder
combinada com a Imersao de Sobolev (2.4.12) item 2. De fato, comecamos notando que o par
(p,q) = (£,8) é conjugado, ou seja, 1/p+1/q = 1. Assim, reescrevendo OIf)2 = @|fIif|7 e
aplicando a desigualdade de Holder com o par (p, q) escolhido concluimos que:

[ oirtas s ([ i) s
R2 R2

L
14

(o) = [(f.0n0)"s)']

Observando que 7 = 14 > 2 e da hipétese de que f € H' e gb% € Whe, podemos utilizar a
imersao de Sobolev para concluir que:

/szﬁdx < ASHIE - 1711

Finalmente, lembrando que ||f||zx = ||f]]2 + ||V f||2 concluimos (4.1). [ |

Lema 4.1.3. (Identidade virial)
Seja ¢ € C*(R?) uma funcao nao negatlva e u(z,t) solugdo do PVI (312) com n = 2.
Defina ¢p(z) = R*¢(%) e Zr(t) = [go Or(z)|u(x,t)|*dz. Entao

1 _
Percebendo agora que g =
como:

-g podemos reescrever o primeiro termo da desigualdade acima

4Rez 8u t) O ( )]kgdex / lu(t)PA%prda

i,0=1

6 1 7 1 7
0 / 2~ u(t)|F Adpde + > / V(e H)Vérlu(t) 3de
7 Ja 7 Je

e se ¢ é radial,

20 (t) :4/RQ quR|vu( )|2dm+4/Rz (a’?dm - MR) |z - Vu(t)Pda

r2 r3

6 > ar(bR
- [ eatond 8 [ |-oton— (5) )

X [o] 72 fu(t)| 2dx (4.2)

onde r = |z|.

Demonstragao: Para a demonstracdo da primeira identidade, basta fazer os cdlculos direta-
mente utilizando sempre que u(t) é solucao da INLS (ver Farah e Guzman [14] Proposicao
/7.2). Para obter (4.2) comecamos notando que

0; = =0
R

r
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e, portanto,

> Ou(t)opu(t) O = Z Oju(t)Ou(t) [((Sj—k - xkx])a Pr + xkx] 32@2}

r
Jik=1 j,k=1

= Qyu(t)du(t) Ron O O .
:];1 J Tk (Sjkar¢R+<r—2R_ r3R)j;18ju<t)$jaku(t)mk
r 83 O,
= 200Gy 4 (2RO g

fornecendo as primeiras duas integrais de (4.2). Ainda temos que

2 2 2 2 2
App =) Fop=> (== 5)0dr + > :T_éaf@% = Oror + 07 6r
=1 j=1

J=1

T¢R

V(|a|72) - wR———r =2

Juntando essas duas identidades obtemos a ultima integral de (4.2) demonstrando o lema. W

4.2 Resultado de Blow-up

Antes de enunciar e provar o resultado de Blow-up, vamos dar uma nocdao do argumento a ser
utilizada na prova. Assumindo que a solucdo é global, a identidade virial (4.2) acima sempre
faz sentido. Como veremos a sequir, z%(t) = E(ug) + K, mas claramente, zg(t) é sempre
positiva. Se conseguirmos mostrar que z5(t) < C' < 0 para todo o tempo ¢ obtemos uma
contradicao, visto que integrando duas vezes a desigualdade acima concluimos que zg(t) estd
sempre abaixo de uma parabola %tZ + Cyt + Cy com coeficitente C' < 0 que claramente fica
negativa para t suficientemente grande. Assim, conclulmos que wu(t) ndo pode ser solugao
global. Pelo lema de alternativa de Blow-up, concluimos que a norma do gradiente de wu(t)
explode em tempo finito.

Lema 4.2.1. Seja u(t) solucao do PVI (3.12) com n = 2 e zi definida como no Lema 4.1.3.
Entao,
onde

K, = _4/RQ (2_ ”bR) Vu ()|2da;—4/RQ (a’;ffff - affR) & Vu(t)2dz,

I B L VN T | N TATE:
ko= [ [3e-aom+ 5 (2= 22| e Hut e

- / lu(t)PA%prd.
RQ

Demonstragao: Lembrando da conservacao da energia, temos que

2
16E(u0):8/ |Vu(t)|2dx—3—/ (2|~ 3 uf3dz.
RQ 7 RQ

Somando a expressdo acima com K, K5, K3 obtemos o resultado. [ |
Finalmente conseguimos enunciar e provar o principal resultado desse capitulo.
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Teorema 4.2.2. (Blow-up) Seja u(x,t) solugdo do PVI (3.12) comn = 2 e E(uy) < 0. Entdo,
temos Blow-up em tempo finito.

Demonstragdo: Primeiramente, tomamos zg(t) definido como no Lema 4.1.3 e, notamos
que, supondo a existéncia global de wu(z,t), a definicao de zg(t) faz sentido e zg(t) <
R?||9||s0]lto]|2. Como mencionado anteriormente, nosso objetivo é obter uma contradicao
supondo que u(t) é uma solucao global, mostrando que z%(t) < C' < 0. Como a energia de
up € negativa por hipdtese, pelo Lema 4.2.1, basta mostrar que K; + Ky + K3 < [8E(uo)|.
Para isso, precisamos definir a funcao ¢r que iremos utilizar. Como desejamos mostrar que
K, + Ky + K3 < |8E(up)|, temos algumas dicas sobre o comportamento dessa funcao ¢g.
Primeiramente, inspirado no trabalho de Classey [19], queremos que ¢g se comporte como
|z|* dentro de uma bola e esperamos que algum decaimento seja suficiente para compensar o
comportamento longe da origem. Inspirado no trabalho de Ogawa e Tsutsumi [27], definimos

2r, 0<r<i1

2 —2(r— 1)k, 1<r<1+4 (et
suave e v' < 0, 1+()k11<7“<2
0, r>2

v(r) =

onde k > 1 serd escolhido posteriormente. Por fim, defina ¢(r) = [ v(s)ds e ¢pp(x) =
R*¢(%). Pela definicao de ¢ temos que ,¢x(r) = Ru(%) e 82¢R( ) = v'(%). Comegamos
mostrando que para todo r = |z vale

0r¢r(r) — r0;¢R(r) > 0. (4.3)

1.0<r<R:
Pela definicdo de v nesta reqido, 9,¢r(r) = 2r e 9?¢r(r) = 2 e portanto (4.3) vale 0
nesta regtao.

2. r>2R:

Como v(%) = 0 nesta regido, trivialmente temos que (4.3) = 0.

r
R

3. R(1+(%) ) <r <2R:

Como v é sempre positiva e nessa regido v'(%) < 0 vale (4.3).

R
4 R<r <R+ (L))
Nessa regido, 0, ¢r(r) = 2r — 2R(% — 1)¥ e r02¢r(r) = 2r — 2rk (% — 1)k_1 e dal
r k—1
0rpr(r) — 107 dR(r) =2 <E - 1) [2rk — 2r + 2]
que é maior ou igual a zero devido ao intervalo em que r se encontra e k > 1.

Feita essa observacdo, podemos comecar a estimar os termos da identidade virial. Com a
identidade (4.3) que acabamos de provar e observando que |z - Vu(t)|* > 0 concluimos que

K = —4/ (2 — a“bR) |Vu(t)Pdr — 4/ (a’ﬁR = ai‘?) |z - Vu(t)|*dx
R2 R2
< (2 %) 19utas
R2
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ecomo%:Qna regiao 0 <r < R,
Ki<-— / By g Vu(t)2dz (4.4)
|z|>R

onde &y p = 4(2 — %) Para estimar K5 comecamos notando que para 0 < r < R temos
0,0r(r) =21 e O*¢r(r) = 2 e portanto

ng/ By x|~ [u(t) |3 dz
|z|>R

onde @y p =3 [3(2— 02¢r) + 3 (2 — %)} . Pela definicao de ¢z, concluimos que 9,¢p <
2r e O%¢pp < 2 para todo r = ]:z:\ e entdo @, p e Py i sdo positivas e radiais. Como a fungao
|z| 2 ¢ decrescente, temos

1
K< / @3 plu(t)|d. (45)
Rz Jr2

2

A ideia é utilizar o Lema 4.1.2 em (4.5) a fim de obter melhor estimativa para Ks. Entretanto,

4
precisamos primeiro garantir que P p € Whoo(R?). Pela definicao de @, perceba que
esse termo depende de v e v que sdo cont{nuas e nao nulas no compacto |z| < 2, sendo

assim limitadas. Portanto, <I>27R é limitado. Precisamos entdo estimar apenas V(<I>27R)
1. r<Rour>2R:

4
Nessa regido, os termos 2 — 9%¢p e 2 — % sdo constantes e portanto V(®] p) =0 .

1
2. R<r <R+ (3)"1):
Lembrando que para uma funcdo radial V f = 29, f, e substituindo os termos 2 — 92¢p
e2— &% na regido analisada temos que

4 4
V(@5 )| = [0:P3 gl

(% - 1)%) (%[3k+5k (1 - g)])j |

Perceba que nesta regiao (%[31{:—1—5/6 (1 . %)]) > % . Denotando esse termo por
I(r) temos

— |,

ak=1) 1

V@l <0(5-1) T s+ (5-1) T I0HaI0)

ak-1)
<<£_1> 7 l_i_E

~Y

- : A(k—1 . L :
Na regido analisada, r% < %, e caso o expoente % — 1 seja positivo, ou seja, k > %
4(k—1)

—-1) 7 ~! ¢ limitado. E portanto,

T

0 termo (E

1

o)) <L
V(@) S 7

nesta regido.
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3. R(1+ (%)ﬁ) <r <2R:
Lembrando da definicdo de ®, p e das relagbes entre v e as derivadas de ¢r temos
que

van=3 |52 v+ (2- Tup)]

Como nesta regiao o sequndo termo é sempre positivo e v/ < 0 temos que

4 3 12
Dyp>=-2.2=—"
=72 7

4_
e, portanto, @27,121 é limitado nesta regiao. Logo,
4 4
V(@] )| = 0:P3 gl
a_
= |05 0,020
1 r R r 1, r
< o o o T
S (G RI+ BRI+ ).

Como v é escolhida para ser suave e tem suporte compacto, os termos |v|, |¢/[, [v”| sdo

limitados. Note também, que na regido analisada % < ——L1 e portanto,

R(1+(%)k Ty

Naw

V(@

3=

RIS

mostrando que @5 p € WH>(R?). Dessa maneira, podemos utilizar o Lema 4.1.2 para
estimar K.

Partindo da identidade (4.5) e utilizando o Lema 4.1.2, obtemos

L gl . : :
Ko S = (119 )l + 19(2 utt) o + 10 59 o u®)ll) o).

Utilizando o fato sobre nlimeros positivos que (a + b)* < a® + b para o > 1, que o €
W1 (R?) e a conservacao da massa temos

Ko (||<1>2Ru<>|r) ol -+~ (I9@Futo)le + [0, 9 a(®)lz) ' (ol

1 5 % ? %
S —rlluol} +— (IV(@f u(d)l + 19,9 wle)ll) fu(oll.

Utilizando o Lema 2.4.10 com p = %, q =8 e e >0 a ser escolhido temos

u 1 1 u
Ko s 1 (9 @] (ol + 10w wiol) + el
4
Como mostramos anteriormente, |V(®] )| < . Novamente, utilizando que (a+0)* < a®+0°

e a estimativa acima conclutmos que

7

[luolls , Jluoll3* e :

K2 pr i Tllibe [ @5Vl (46)
x| >
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Por fim, estimamos o termo Kj. Para isso, note que como ¢g(z) = R*¢(%), temos que
Oldr(x) = 72041,0(%). Assim, como a funcdo ¢ definida possui derivadas uniformemente

‘mi ‘ 2 1 : [luol[3
limitadas de qualquer ordem concluimos que ||A%¢p||x S 7z. Dessa maneira, K3 S "2

R
Juntando essa estimativa com (4.4) e (4.6), temos
8
,%@)SSEWQ4:/ (ce®3 5 — @10) IVu(t) Pdar + 5 1
|z|>R

7

[luolls | luoll3
+c Tt +c I (4.7)

Para concluir o resultado, comecaremos mostrando que existe € > 0 pequeno o suficiente de
8
maneira que <ce<I>27R - <I>1,R> < 0 para todo |z] > R. Feito isso, escolheremos R sufici-

entemente grande de maneira que os outros termos somados fiquem menores que [4E(up)|
concluindo assim que z%(t) < 4E(ug) < 0.

_1
L R<r<R(1+ (1))
Usando a definicdo da funcdo ¢r nesta regido temos

g r /8 3k 5 R
(ceofn—ia) e (-1) T (G345 (0-7)
5
2

G G T (8

k
8 1)+t 12k 20
7 < (= San 2y
(CECI)ZR @1,3) < (k:) [06( -t 7)

sendo possivel encontrar € pequeno o suficiente de maneira que

8
<C€CI)27’R — <I>1,R> <0.

21> R(1+ (1))
Comegamos observando que a funcao v definida no problema atinge seu maximo em
r=1+ (%)ﬁ Dessa maneira, a fungdo v(%) atinge seu mdximo em R(1 + (%)Til)
e portanto, nessa regidao vale que

ar(bR(rr) _ R r
TR
< L — <1 + (l>“>
1+ (%)% k
L+ ()=
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r

0%6m(r)| = 1V/(5)]
< 1o

Perceba também, que como v > 0 e pela sequnda estimativa acima podemos escrever

413 5 0,
Qor = - [5(2—33@%) + 5(2 - fR)}
3 5
< = / .
S L

Finalmente, utilizando a primeira das estimativas acima, conclui-se que

Sendo assim, fica claro que conseguimos e suficientemente pequeno de maneira que
C€®27R - CI)I,R S 0.

Perceba que inicialmente escolhemos k > 8 e depois € > 0 tal que (4.7) se torna

7
¢ [lwoll5" | |luol|3
(1) < 8B(uo) + cqglluolll + e g i+ ey

e agora escolhendo R suficientemente grande conseguimos garantir que 2”(t) < 4FE(uy)
concluindo o resultado de Blow-up em tempo finito. Uma observacao importante é porque o
mesmo raciocinio ndo funciona no caso da NLS (b = 0). Fazendo o argumento com parametros
a, b mais gerais (ver Cardoso e Farah [6]) encontramos k > %, e portanto, para o caso b =0
ndo consequimos k suficiente para concluir o resultado. Por isso, para o resultado de Blow-up
em tempo finito para a NLS ndo se pode aplicar a mesma técnica para retirar a condicao de
radialidade.

[
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Capitulo 5
Scattering em H'(R?)

5.1 Preliminares

Durante esse capitulo iremos explorar o fenémeno de Scattering (espalhamento) para o PVI
(3.12) no caso n = 3. Sequiremos as ideias expostas em Campos e Cardoso [4]. Comecamos
definindo este fenémeno e revisando um pouco da literatura sobre o assunto.

Definigao 5.1.1. Seja u(t) uma solugao para o PVI (3.12) com n = 3. Dizemos que u(t), uma
solucdo global, se espalha para frente no tempo em H!(R3) se existe uy € H'(R?) tal que

lim [|u(t) — ™ uy||m =0
t—00

ou seja, a solucdo u(t) se aproxima de uma solucdo da equacao linear de Schrodinger. [

Lembrando do scaling para a INLS, sabemos que dada uma solucdo u(t) a funcao escalo-

L_b 7 7 ~ 7 . It
nada uy(x,t) = Ne=tu(Ax, \*t) também é solucdo. Lembrando do {ndice critico de Soboley,
_n _ 2-b _ _ 53 _ 1 - o :
Sc = § — ==7 note que nos valores n = 3,a = 3,b = 5 que iremos utilizar neste capitulo
temos s, = % Quando s. € (0,1) dizemos que estamos no caso intercritico.

O objetivo do presente capitulo é provar o seguinte teorema.

Teorema 5.1.2. (Scattering)
Seja u(t) solucao do PVI (3.12) com n = 3 e dado inicial uy € H'(R?) satisfazendo

M (uo) E(uo) < M(Q)E(Q)

[[uo| 2] [Vuol |2 < Q2] VQ|2

onde () é a solucao da equacgao da equacao elltica (2.22) associada com os parametros n = 3,
b= 3 e a=2 Entdo, ocorre o Scattering.

Scattering em H'(R3) com as condicdes acima foi originalmente provado no caso de
dado radial por Farah e Guzmén [15] usando o método de concentracao e compacidade. No
decorrer deste capitulo iremos utilizar um outro método para provar Scattering adaptando
um critério originalmente proposto por Tao [29] com uma identidade virial do tipo Morawetz,
cujo caso radial pode ser visto em Campos [3]. Para provar o caso ndo radial seguiremos as
idetas de Campos e Cardoso [4] que estende as ideias presentes em Murphy [26] utilizando
o decaimento de |z|~® assim como fizemos no resultado de Blow-up no capitulo anterior.

Comecamos definindo a nocdo de um par H*® admissivel, assim como fizemos para pares
L? admissiveis.
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Definicdo 5.1.3. Seja s € (—1,1). Dizemos que um par (¢,7) é H® admissivel se

=—-——-=5

DO | Lo
S lw

2
q

onde (35:)* < r < (6)". Definiremos para s € (0,1) os espagos A, = {(q,r) :
Hes-admissivel} e A_, = {(g,r) : H™*-admissivel} e as normas [ullszrs ry = sub(gryea, llullLar,

e [|ullg s, = Inf(gmea_,

/
q /-
LY Ly

Vamos sumarizar agora as estimativas de Strichartz que utilizaremos no decorrer deste
capitulo. Para uma referéncia ver Kato [21]

16" fllsezrsy < el s (5.1)
t
/ ez(t—t )Ag(~,t')dt’
0
b

t
/ ei(t_t/)Ag(', t/)dt/
0
onde vale s =0 em (5.1) e (5.2).

Assim como fizemos no Capltulo 3, precisamos de estimativas para a parte ndo linear da
equacao. Entretanto, como temos o objetivo de provar primeiramente um resultado de boa
colocacao global nao desejamos o aparecimento do termo dependente de 7'

< lgllsr -+ (5.2)
S(Ere)

‘ / =8 (- 1) dt!
R

i

S(H®)

< allsam—= fan) (5.3)
S(E#)

i

S(H®)

Lema 5.1.4. Existe 6 positivo e suficientemente pequeno tal que valem as seguintes estima-
tivas:

_1, 3 < 3 12
[~ ul2ull ey S J[ullfeep com 7 <r<— (5.4)
_1 3
1RE3 2|U|2UHS,(H—%J S ||U’HL°°H1H ||S(H 1)“ ||S(Hg D (55)
1Rk 2|U|2U||S' L2.1) <||UHL°°H1H ||;(H 1)” |scz2,1) (5.6)
e
1V (2|~ 2 ul2w) |5 22, <||uHL°°H1H H;(H I)HVUHS(LQ,I)- (57)

Demonstragao: A demonstracdao do lema acima é similar a demonstracdo da Proposicao 3.2.4.
Para demonstrar (5.4), dividiremos a analise dentro e fora de uma bola By de raio R centrada
na origem. Comecamos com uma conta formal a fim de descobrir as restricoes em r. Aplicando
a desigualdade de Holder, temos

_1, 3 _1 5
272 ulzully < {[|2]72 ]y llulls,,
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e gostarlamos de utilizar imersdo de Sobolev no ultimo termo. Vamos tomar v = 6 como o
limite de integracdo do termo |x|*%. Como vamos realizar uma pequena perturbacao em =~y
para o primeiro termo ser integravel (dentro/fora da bola), queremos que grl € (2,6). Pela
relacdo de Holder, L -1_ % e, portanto, }? <r< 12 como enunciado no lema. Fazendo
6

71 7
agora andlise fora da bola, tomamos 7 no intervalo acima e v = =5
escolhido temos

com € > 0 a ser

< |2~ 2||m I H;Tl

_1
|||

1 _ 12 | 1 1 _ 1 ¢ .
onde © = 5= + . e portanto, .- = -+ §. Escolhendo € > 0 pequeno o suficiente,

2r1e € (2,6) podendo assim aplicar imersdo de Sobolev. J& vimos na demonstracao da

Proposicao 3.24 que para v = _%||Lwc = cR~¢ Utilizando a imersao de
B

Sobolev (2.14) com s = 1 temos "

_1, .3 _ 3
|| || QIU\QUHL;Ig < cR™|ull 7
e analogamente, trocando € por —e temos a estimativa dentro da bola
—1 02 < cRull?
a2 ulzulln, < eRfJullg,

Finalmente, escolhendo R = 1 e tomando a norma temporal temos (5.4). Para mostrar (5.5),
comegamos novamente com uma conta formal. Seja (a,7) € A_1 e (a,7) € Ay a serem
definidos.

2

[l ™2 ul 20l 1y < [l]2] 2||L'V||u||0m@”u||2r2<7—9)||U||L§

Queremos usar a imersdo de Sobolev na norma L%t e queremos que 7’2(% —0) =7 Como
na realidade iremos perturbar v a fim de integrar o termo |x|_% iremos seguir a conta formal
considerando esse termo uma constante. Utilizando a imersao de Sobolev e tomando a norma

temporal temos

3_¢
|| ][~ IulszLa e Sl lu IIL?@,Q) illvlle

5
2

e queremos que @ = al(%—ﬁ). Logo pela relagao de Hélder, % = 2—. Utilizando as relagoes
de admissibilidade de (a,?) e (@,7) e a relagdo acima encontramos 7 = 2=82 Precisamos
verificar agora que existe 8 > 0 tal que T esteja nos intervalos de admLSSLbLlLdade Note
que como 7 deve formar pares tanto H2, quanto H~2 admLSSLveLs é necessdrio e suficiente
que 3 < 7 < 6. Ambas as restricdes sao atendidas se 6 < 5. Estamos prontos agora para
provar (5.5), separando a andlise dentro e fora da bola unitdria. Comecando dentro da bola,
e utilizando 7 encontrado acima com 8 < g temos por Holder

[l ™2 ul2oll < |2l QIImIIUIIGHeIIUIIQM ool
2

e como na conta formal, tomamos r2(2 — @) = 7. Os expoentes satisfazem
1 1 1 3-60 1
5 = -t =+ =
ooy T 7
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e, portanto,

1 1 I_—9

Z_1_-_—_2
o r1 T

Note que, para |Hx]*%HL73 < 0o precisamos que - > g, ou seja,

1 7-20 1
1——— — > —
T1 27 6
e substituindo 7 = 251:2699 note que 75739 = % — g resultando em Or; > 3. Como queremos

utilizar a imersdo de Sobolev nesse termo, podemos tomar 1, = 6 e pela imersdo de Sobolev
e a integrabilidade do primeiro termo a estimativa fica

_1 3 30
™= ful2oll g < Ml ] ol 2s-
B T

. . _1 . ; ;.
No caso da estimativa fora da bola, para o termo |[|z[2[|z>  ser finito é necessdrio que
B

% < %, ou seja, fr; < 3. E importante observar, que em ambos os casos estamos utilizando

o mesmo parametro . O que muda da andlise dentro e fora da bola sdo apenas v e 7y.
Tomando entéo, 10 = 2 e lembrando que ||u|z2 < ||u|[m: temos

_1, 3 30
272 a2 0l o S el gl 7, ol g
BC T

e portanto, vale a estimativa em todo o espaco R3. Tomando agora a norma temporal e
lembrando que escolhemos os pares (a,7) e (a,7) de maneira que & = # temos
_1, 3 29
el =2 lul2oll e S Nl ull 7 e ol g

Como (a,r) € A_% e(a,r) € A% provamos (5.5). Para mostrar (5.6) utilizaremos o mesmo ex-

poente 7 da estimativa anterior e tomemos (g, 7) € Ag par L*-admiss{vel. A mesma estimativa
para a parte espacial de (5.5) nos dé

_1, 3 30
a2 lulzully < Nl ull 7, lullz:-
x

Tomando a norma temporal e utilizando a desigualdade de Hélder obtemos

1 3 3_¢p
™2 ful2ull g e S HU||9L§OH;||U|!}1(%_9)H||U||L;2L;
T x
com a; satisfazendo i —{—% = %. Afirmamos que (2 — #)a; = a onde (a,7) € Ai. De
fato, utilizando a condicdo de Holder acima e a relacdao de admissibilidade do par (¢, 7)
encontramos - = 2 — 1. Substituindo o valor 7 = 2=% obtemos (3 — 0)a; =7 — 20 = a.

Dessa maneira, conclulmos (5.6). Finalmente, provemos (5.7). Assim como fizemos no Capitulo
3, comecamos notando que

V(|22 Jul2u)| < |22 (ul 2 [Vl + 2|~ ul 2 |u]).
6

Iremos utilizar (2,6) como par L?*-admissivel e consequentemente (2, %) como seu dual. Co-
mecando com uma conta formal temos

_1 3 _1 3 — 3
V(22 fulzw)ll ¢ S22z <H ul2Vul[ g + ] |2] 1!u\ZUHL;2)- (58)
A
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Para garantir a integrabilidade do termo ]x\*% iremos escolher % = 1i9 onde 6 sera escolhido
adequadamente e tomaremos sinal positivo quando integrarmos dentro da bola (A = B(0,1))

e negativo fora da bola(4 = (B(0,1))%). Pela relacdo de Holder, sabemos que % = &0
Para estimar o termo |z|™Y|u|2u iremos utilizar a desigualdade de Hardy (2.4.11) e por isso
queremos encontrar 6 pequeno tal que 1 < ry < 3 tanto para A = B(0,1) quanto para
A = (B(0,1))°. Para isso, basta escolher 6 tal que 3 < =% e %2 <1, ou seja, 0 < § < 2.

6
Utilizando a desiqualdade de Hardy temos

1
AN
[ G,
R: |T|™

3
1V (Jul2)|| 22
[ |ul 2 V[ o2

T
[ ul2ull 2
<
~Y
<
~Y

e portanto, (5.8) se torna

IV (]2 [ul2 )]

_1 3
pg S e Tl Vel

Como j& vimos que podemos aplicar a desigualdade de Hardy escolhendo ¢ adequadamente,
; 1 :
podemos considerar o termo || [z|~2[|=s como uma constante durante a conta formal, visto que

posteriormente tomaremos A = B(0,1) ou A = (B(0,1))°. Assim, utilizando a estimativa
acima e novamente a desigualdade de Holder temos

_1 3 3
V(22 [ul2u)l] s S [l ulz Vel

g
LA

< Jlull?

7‘3(3 8)||UH§_&49HVU||L;5

onde queremos p = r5 = 7’3(% — 0) e gostariamos de utilizar imersdo de Sobolev na norma
L. A relado entre os expoentes é - = L 4 5520 — Ll Primeiramente, supondo
que podemos aplicar a imersao de Sobolev no termo Ory vamos descobrir quem deve ser o
parametro p. Para isso, note que aplicando a imersao de Sobolev e tomando a norma temporal

gostartamos de obter a seguinte desiqualdade:
1,3

V()™= ulzu)ll

= 3-20 29

onde (Q>p) €Ape (Cjap) < A% 3=

admissibilidade dos pares (¢, p) e (q,p) encontramosp = 145 2609 Como jd vimos antertormente

para (¢,p) € Ag e (¢,p) € A% é necessario que 3 < p < 6, mas isso é verdade se § < 2.

+ . Utilizando a expressdo acima e as relacoes de

Finalmente, basta verificar que de fato podemos utilizar a 'Lmerséo de Sobolev tanto dentro,

quanto fora da bola B(0, 1), ou seja, para ro = e ryg= Pela relacédo L= % + 5;—59

4+9 4 9 ()

e substituindo p = % obtemos % = :4 + 20 9 Costartamos de mostrar que 2 < 0ry < 6.
Comecando com ry = 4+0 temos Ory = 2 e para ry = Ee temos Or, = 6 e portanto, todos

0s passos da conta formal sdo justificados tanto em A = B(0,1) quanto em A = B(0,1)¢
finalizando a prova de (5.7). |
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5.2 Teoria para dado pequeno

As estimativas provadas na secdo anterior serao fundamentais para estabelecer o primeiro
resultado de Scattering do trabalho. Comegamos a estudar o fendmeno de Scattering sobre
uma condicao especial de pequenez sobre o dado inicial.

Teorema 5.2.1. (Boa colocacao global)
Seja ug € HY(R3) com ||uo||zn < E, entdo existe 6,9 = dsq(E) > 0 tal que se
itA

< 6sd>

H@ UOHS(H%,[O,OO)) —

entdo a solugao do PVI 312 com n = 3 e dado inicial uy estd definida globalmente em
[0, 00). Mais ainda,

itA
1ell g4 o0y = 2™ t0llg(4 0.0y

[ullscz2,j0.00)) + I VUllsz20,00)) S w0l

Observagao 5.2.2. Perceba que por (5.1), se ¢||ug||z: < dsq as condicdes do teorema acima
sdo satisfeitas.

Demonstracao: Para provar esse resultado, utilizaremos uma estratégia parecida com a

prova do Teorema de Boa Colocacao 3.3.1, buscando encontrar ponto fixo para um operador

de Duhamel. Comecamos definindo o espaco adequado onde buscaremos esse ponto fixo.
Seja B definido por

pod vl oo <21 0l 0,0y @

[ull s(2,0,400)) [Vl s(22,j0,400)) < 2¢ [[uo]| 1

onde ¢ > 0 é a constante das estimativas de Strichartz. Considere a métrica d(u,v) =
Hu—vHS(H%’[O#OO)). A prova da completude desse espaco seque ideia similar aquela exposta
na demonstracdo do Teorema 3.3.1 e serd omitida neste caso. Definimos o operador

t
D(u)(t) = " Pug +i / IR 272 ()| Fu(s)ds
0

e gostarlamos de mostrar que é uma contracao em B. Comegamos mostrando que se u € B
entdo, ®(u) € B. Para simplificar a notagao, omitiremos o intervalo [0,00) nas normas.
Utilizando a desigualdade triangular e a estimativa de Strichartz (5.2) obtemos

t
% i(t—s -1 3
||¢(u)||S(H%)§||6tAu0HS(H%)+H/ 93 [H[u(s) [ Fu(s)ds
0

S(H?)

; _1 3
S HeltAuoHs(H%) + C‘Hx‘ 2’u|2uHS/(H*%)7

e utilizando (5.5), temos

5
50

S

121 3, < e uolly gy, + llellh el
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Pela definicdo de B e lembrando que o par (00, 2) € Ag temos |[|u|[xm1 < 2¢|ug||m1 < 2¢E
o HUHS(H%) < 2||€itAu0||S(H%) < 2044. Assim, temos

3_9 i
1)l 8, < (1 + CE%2, )]

S(H3)

Similarmente, utilizando desigualdade triangular, a estimativa de Strichartz (5.2) e (5.6) ob-
temos

t
/ 9D o[ [u(s) [ Fu(s)ds
0

190 sz < [l uolsze) + ]
S(L2)

; 13
< [l uollscz) + cllle| 2 ul2ulls(z2)
i 30
< el o) +elful el 1 Jlullsin,
Novamente pela definicdo de B e pela estimativa de Strichartz (5.1) obtemos
29
12(w)llsz2) < (14 CE6Z ) (clluol| ).

Finalmente, estimamos |[V®(u)||g(z2). Procedendo da mesma maneira, utilizando (5.1), (5.2),
(5.6) e a definicao do espaco B temos

i _1 3
IV (u)llsz2) < 1€ Vol |52y + eV (|2] 72 ulzu)|s(22)
3_
< (1+ CE% ") (el uollm)-

20
Note que, para ®(u) € B é suficiente que (1+CE%2, ") = 2 < 2, isto é, ;g = ————.
(20E€)3729
Falta mostrarmos que o operador @ é de fato uma contracdo em B com a métrica d definida.
Para isso, note que utilizando (5.2) temos que

t
1900 = #(0)lg3, = | [0Sl Hulb bl

S(H?)
1,3 3

< cff |z (Jul2u = [vl2v)llg, -3,
e combinado o Lema 3.2.2 com (5.5) obtemos

_1, 3 1,3
1900) = @)l 3, < C (11l ulB (= 0)l g mg, + 2l 2ol @ = )l g o)

3 3
) 50 _ 0 50 _
< Ol gl 7 = vllg g, + Cllollem ol 7 [l = ol

< C*EH(S%%HU — |, 1.

- sd S(H?2)

Novamente, escolhendo ds; pequeno tal que C’*Eeésgd_e = % temos que o operador é uma

contracdo em B. Por fim, tomando ds4 0 minimo entre os dois valores encontrados e aplicando

o Teorema do ponto fixo de Banach, temos o resultado. |
Uma vez provado a boa colocacdo global para dado pequeno, provaremos que essas

solucdes admitem Scattering.

Teorema 5.2.3. (Scattering para dado pequeno)
Seja ug € H'(R?) satisfazendo as hipétese do Teorema 52.1 e wu(t) a solucdo da INLS
associada a ug. Entdo, existe uy € H'(R?) tal que ||u(t) — e uy || — 0, quando t — oco.

)
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Demonstragao: A ideia para provar Scattering é baseada na sequinte observacdo. Pela
formula de Duhamel, note que

¢
ety (x,t) = uo—i-i/ efisA|x’f%‘u(5)’%u(s)ds.
0

Assim, caso fosse possivel tomar o limite quando ¢ — oo do lado direito consequirlamos o
resultado desejado, pois se fosse possivel definir

oo
Uy = Uy + z/ e_i5A|ar|_%|u(s)|%u(s)ds
0
em H'(R3) terlamos que
[Ju(t) = e"Supllm = [l u(t) — up||m

|| [T sl s
t

que tenderia a 0 em H'(R?®) quando ¢ — 0. Portanto, é suficiente mostrar que u, € H'(RR?)
para concluir o resultado. Para isso, note que

?
Hl

/ oA Hfu(s) Fu(s)ds
0

‘

/0 " B (2] Hu(s) Fu(s))ds

sl < ol

2 2

e denote por
3

I(z) = /O e | u(s) Fuls)ds
J(z) = /OOO e A (|| 72 |u(s)|2u(s))ds.

Observamos que ||ullz =

e ®ully < [|e"ul| o2 e como o par (00,2) € Ay, podemos
estimar I(x) utilizando (5.2) e

(5.6) por
1" 1 (@) | gerz S || 272 ul 2ul | 22y
Sl el 7 ullsies
< [fuoll 23762, 7
que é finito e, analogamente, utilizando (5.7) temos
™I (@) o2z S V(2] 72 ful2 ) |52y
< [luoll 28762, .

Assim, conclu{mos que u; € H'(R?), e finalizamos a prova do teorema. ]

5.3 Critério de Scattering

Durante essa secao demonstraremos um resultado chave para o teorema principal deste
capitulo. Esse critério, surge inicialmente para a NLS no trabalho de Tao [29] e se mostra
extremamente Util para provar Scattering no regime intercritico da equacdo. O objetivo desta
secao € provar o seguinte critério.
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Teorema 5.3.1. Seja u(z,t) solucdo para o PVI (3.12) com n = 3 definida globalmente e
SUDye(0.00) |[U(t)|| 1 = E < co. Entdo, existem constante R e e positivas dependendo de £
tals que se

t—o00

lim inf/ lu(z,t)|?de < € (5.9)
B(0,R)

entdo temos Scattering.
A demonstracdo do teorema acima serd uma consequéncia simples do seguinte lema.

Lema 5.3.2. Seja u(x,t) solucao para o PVI (3.12) com n = 3 definida globalmente e
SUDte(0,00) [U(t)|| 1 = E < 00, Se u satisfaz (5.9) para algum 0 < e < 1 e R = R(e) >
e(*‘”z), entdao existem v, T" > 0 tais que

i(t—T)A <

Demonstracao: Fixe a, v > 0 a serem determinados posteriormente. Como ||e*4

itA

Ul g1k 0,00y <
N

SUTE [T .00)) < €. ParaT > 1T, a ser
escolhido depois defina I} = [T'— ¢ *,T] e Iy = [0,T — € *] e considere uma funcao n(x)
valendo 1 em B(0,3) e 0 em B(0,1)¢ e defina ng(z) = n(z/R). Pela formula de Duhamel
temos

l|uo| | < E, entdo existe Ty > €~ tal que || uyl|

ei(t_T)Au(T) = ¢"Buy +iF) +iF,
onde

o / =93 2|5 u(s)| Fu(s)ds.

I;

Denotaremos por passado recente o termo F} e passado distante o termo Fy. Perceba que
pela escolha de T" > T} temos

[l %u(T)]| S €+ A (510)

S(H3 ,[T\00)) S(EE ooy T HFQHS(H%,[T,OO))‘

Comecamos com a estimativa do passado recente. A ideia é separar a solucao em u(x,t) =
nr(z)u(x,t)+(1—ngr(z))u(z,t) e estimar cada termo separadamente. Comegamos estimando
a derivada da 'massa” do termo ngr(x)u(z,t). Note que d|ul?*nr = 2ngRe(udu) e pela
equacao, temos que iudu = —uAu — |u|z. Portanto, d)|ul?ng = —2Im(nruAu). Perceba
que integrando por partes e pela regra do produto temos

/ nruAudr = — [ V(ngu) - Vudz
R3 R3
= —/ nR|Vu|2dx—/ (Vnr - Vu)udx
R3 R3
logo

8t/ nrlulPde = —2Im | (Vg - Vu)udz.
R3

R3
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Note também que |Vng(x)| = £|Vn(x)| e portanto, pela desigualdade de Halder e como
SUDPte(0,00) ||U(t)|| 1 = £ < 00 temos

3t/ nrlul’dz| < |[Vngllze||ullc2][Vul|:
R3

<1

Tendo esta estimativa para a derivada, para todo ¢t € I; vale que

«

/R3 nr(@)|u(z, t)Pde < /R3 nr(z)u(x, T)|*dx + %

6—0&

R
escolhendo 7" > 0 tal que fB(O R lu(z, T)|?dx < €2, 0 que é possivel pois u(z,t) satisfaz (5.9)

§62+

por hipdtese. Como R > e~ (**2) temos que [4; nr(z)|u(z,t)|?dz < € para todo ¢ € I, logo
Inrullogers < e (5.11)

Utilizando (g,7) € A_% como na demonstracao da estimativa (5.5) e repetindo a conta feita
nessa demonstracao temos

_1, 3 a—1—
1272 [ul2 (nrw)| |y S ()] |5 nru®)]]

mas ||u(t)||m < E e 2 <7 < 6. Logo, utilizando a limitacdo da norma H' e a imersao de
Sobolev temos

1,3
2172 |ul> (nrw)l| L S [Inru(®)]] ;-
Como 2 < # < 6, existe 0 € (0,1) tal que

b, 1-9
2" 6

e utilizando a desigualdade de Holder, a cota (5.11) e a imersdo de Sobolev conseguimos

1
pe

Imru()llzs < )]z lInru®)l|z;
< @)l
=~
e portanto,

_1 3 )
el ul2 (nru)ll 1y < €. (512)

Precisamos estimar agora o termo (1 — ng)|z| "2 |u|2u. Pela definicdo da funcdo ng e pela
desigualdade de Holder temos

R

2

_1 3 _1 3
1O =)l fulpu®)lly < I} 217 ul>u®lle

_1 0 g—@
< el s IO el 015
z|> % x
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onde os expoentes satisfazem a relacdo de Holder

1 1 1 5-20

7 1 9 27

e queremos 7 > 6 para garantir a integrabilidade do primeiro termo e 2 < fry < 6 para
utilizar a imersao de Sobolev. Note que pela demonstracao de (5.5) temos liberdade na

escolhade 0 < 6 < % Escolhendo 0 < 80 < 1, ry = g e lembrando que 7 = 251_;2699 a relacao
entre os expoente acima nos diz que 7y = % € (2,6), pois 0 < # < 1. Portanto, pela

imersdo de Sobolev temos

_1, 3 _1 3
(L = nr)lz| "2 |ulzu@)|| Ly S| || 2IIL;-1 @) Zs

2
e integrando o primeiro termo obtemos,

<1 >
i S~ [[u®)|| 3
Tl

_1 3
(1= n) ||~ 2 ul 2u(?)]
<€

tomando R suficientemente grande. Com isso em mdos conseguimos estimar o passado recente
utilizando a estimativa de Strichartz (5.3) e as estimativas acima obtendo

[ el Huo) futs)ds

I

S [|lef 3l

o1
S( 3 [1,00)) ST
_1 3
S 72 ful? (nrw)ll a1
1 x

_1 3
||z "2 ul 2 (1 - )

uHL?;L;/
1
S Lnl?
< el (5.13)
se escolhermos o = %9 e notarmos que |I;| = e~ Agora passamos para a estimativa do
passado distante. Tome (q,7) € A% e lembre que 37 < r < 67. Comecamos com uma conta
formal escrevendo |Fy| = |F|2 - |F3|2 e utilizando Hélder podemos escrever
1 1
1Fallzy < VB[ 76 1 F2] (5.14)

com os expoentes satisfazendo

r 12 + 2d
Tomando a norma temporal temos

1

1 1

onde queremos (c,d) € Ap. Utilizando que (q,7) € A% e que % = % + 2—19 descobrimos

= 0o. Como no decorrer da demonstracdo serd necessario integrar no tempo, temos que
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evitar a norma L*°. Fazemos isso introduzindo uma pequena variacdao nos expoente de (5.14)
tomando 0 > 0 pequeno e reescrevendo a estimativa como

1
o B

1
T

1
[Fy|zr < ||F2||z

onde agora

I 5 1 1-46
d “\r 12 )
Precisamos conferir apenas que d definido da maneira acima estd do intervalo necessario
para formar um par L? admissivel, ou seja, se % < é < % 0 que ocorre se
1 6 1
——5<-<
6 37 r

1 n o
3 3
o que é verdade para ¢ suficientemente pequeno pela definicao de A% e pelo fato de (q,r) €
A%. Escolhido d, sabemos o expoente ¢ tal que (¢,d) € Ap. Pela relacdo de admissibilidade

temos

e portanto, tomando a norma temporal obtemos

o=

HFQHL‘[ZT’OO)LQ < |[F3 | Fo] [% )Llf‘w (5.13)
T,00) T

1
HL[CT,OO)Lg ’ ‘

visto que % = 2%: + g. Agora temos que estimar cada uma das normas acima. Comegamos

observando que, pela férmula de Duhamel (3.1) e pela definicao de F, temos
Fy = ¢? (ei(_T+€7a)Au(T —e ) — u0>
e como (c,d) € Ay, pela estimativa de Strichartz (5.1) seque que
1Pl pe < N7 DT — ) — g2
S luoll 22

pela conservacdo de massa. Para estimar o sequndo termo, utilizando a definicdo de F, e a
desigualdade dispersiva (2.5.2) obtemos

T=e -(t )A 1 3
T A RO
froo s " L, 1T
T—e @ ) L 5
S / ’e’(t’s)A]x\’iluPu(s)‘ s ds
0 L11746 ;1§
Lir o0
e 1426 IMAE
S| sl el uGe)]| s, ds
0 Lz 5
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e tomando 6 > 0 pequeno podemos usar (5.4) para estimar

<

6
v
L34

SE

1212 ul2u(s)|

||U||Lf;a,oo H}

)

e portanto

T—e @
HF2HL% e < / (t — 5)" 420 g 1
[T,00) ™% 0 LS
[T,00)
—ay—26
SlE=T+e)
[T,00)
< 6045
e substituindo em (5.15), obtemos
ad

1Fallagy e S €2 (5.16)

Finalmente, substituindo (5.13) e (5.16) em (5.10) e tomando v = min(g, %) obtemos

[l D% u(T)]| S

S(H2 [T,00))
finalizando a demonstracdo do lema. |
Com este lema consequimos provar o critério de Scattering (Teorema 5.3.1).
Demonstragao: do Teorema 5.3.1
Escolhendo € > 0 e R(€) como no Lema 5.3.2 e u satisfazendo as hipdteses do Teorema (5.3.1)
temos
itA — {].it=T)A
||€ U(T>||S(H%,[O,Oo)) - ||6

< c€.

U’( >| ’S(H%,[T,oo))

Tomando-se e pequeno o suficiente tal que ce” < d44 a teoria de dado pequeno garante o
resultado de Scattering. |

5.4 Resultado de Scattering

Durante essa segdo, provaremos resultados que nos levardo a concluir a existéncia de Scat-
tering em condicoes bem mais gerais. Por enquanto, provamos Scattering para dado pequeno
e também um critério de Scattering. No que se seque, estabeleceremos condicdes para que
a solucdo atenda o critério de Scattering provado na secao anterior. Os resultados prova-
dos durante essa secdo continuam seqguindo as ideias presentes em Campos e Cardoso [4].
Comegamos esta secdo com um lema conhecido como Energy trapping.

Lema 5.4.1. Seja u solucao de (3.12) com n = 3 e dado inicial ug € H*(R?) e Q a solucao
positiva e radial da equacdo elitica (2.22). Se existe § > 0 tal que

o M(up)E(up) < (1—-6)M(Q)E(Q)
o [|uol[2][Vuoll2 < [|Ql2][VQ]2,
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entdo existe ' = ¢'(d) > 0 tal que
[luo| l2[Vu(t)]|2 < (1 = &)|QI V][>

para todo t € I, onde I é o intervalo maximo de existéncia da solucdo. Mais ainda, I/ =R e
a solucao é uniformemente limitada em H'(IR3).

Antes da demonstracdo, sao importantes alguns comentarios sobre o lema acima. Basica-
mente o que lema nos diz é que se estamos abaixo da solucao ) no sentido dado pelo lema
no tempo inicial, entdo estaremos sempre abaixo e a solucao serd global.

Demonstragao: Comecamos lembrando da desigualdade de Gagliardo Niremberg (2.23) e
sua melhor constante (ver secdo 2.6). Por essa desigualdade temos

_1, 7 i 2
[ lel HulEde < 5oy 19l

onde K,, = — 14 lembrando que
1fQll3 IIvells
4 1 7
2E(ug) = IIVU(t)Ili—;/RS 2|2 [u(t)|2dz

e aplicando a desigualdade de Gagliardo Niremberg, obtemos

ARy 8 .
26(u) 2 VU0 - (52l ) I9u()15-

11

3
4K‘””||u0\|§1 considere a funcdo f(x) = 2®> — Bx'+. Perceba que para
4
3

7

x > 0 essa funcao possui um Unico ponto de maximo em zy = ( 8

15) ,
de B e K,, obtemos zy = %. Escrevendo a funcdo f como f(z) = 22(1 — Bz1) e

substituindo o ponto de maximo obtemos f(zq) = %x% Lembrando que a desigualdade de
Gagliardo Niremberg se torna igualdade para a funcdo () podemos escrever a energia E(Q)
como

Denotando por B =

. Substituindo o valor

[SIEN]

4 1
20(Q) = IVQIE -7 [ el Q@i

LTI
= IVQll; - ==lIQlI: IV all,
8

= IVQIl; — IIVQIE

_ 3 2
= 2 IvQI

Portanto o valor maximo da funcdo f é

3 5, 3 [QIBIVAIS

A R VN
_2E(QM(Q)
M(UO) ’
mas por hipdtese, M (ug)E(ug) < (1 — )M (Q)E(Q), logo

_2B@QM(Q) _ 2B(u)

J(o) M (uo) 1-0
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Note que f(||Vuogll2) < 2E(up) < (1 —6)f(xo) e como por hipdtese zq > ||Vug||2 temos
que pela desigualdade acima de fato existe ¢ > 0 tal que ||[Vuglla < (1 — ¢")zo. Pela
conservagao da energia, vale que para todo ¢t € I f(||Vu(t)|]2) < (1 —9)f(x0) e, portanto,
pela continuidade em ¢ da norma ||Vu(t)||2 temos que ||[Vu(t)||]2 < (1 —d")zo o que implica
que

[luol[2|[Vu(t)[]2 < (1 = a)|Q[2/IVQ]|2.

Por fim, perceba que a conservagao da massa combinada com a relacdo acima nos fornece
uma limitacdo uniforme para a norma H' da solucdo, portanto, pelo Lema 4.1.1 (Alternativa
de Blow-up) a solucao é global. Uma vizualizacao grafica do argumento acima estd descrita
pela Figura 1 abaixo. Perceba que ||Vu(t)||2 fica aprisionado na regido em vermelho, pois
FUIVu(®)ll2) < 2E(uo).

f(zo) o
2E0 s

— f(z) = 22 — B/

Figura 1: Elaborada pelo autor.

Os proximos dois lemas serdo Uteis para estabelecer um importante resultado de coerci-
vidade local.

Lema 5.4.2. Suponha f € H'(R?) tal que

A ll2 - [V £l < (1= 0)[Q]2 - [IVQI|2

entdo, existe ¢’ = §'(9) > 0 tal que

1 11
5 / 2|} 3 de < / IV s - o / 2|3 f e
R3 R3 R3

Demonstragao: Lembrando da constante étima da desigualdade de Gagliardo Niremberg e
utilizando a hipdtese temos

14 14(1 — 0)7
S 3 3
L[ f]lz - IV £1I3

K0p = 3 3
1]|Q[l5 [Vl
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e portanto, por (2.23) segue que

/ - E | e < Ko (VA 17113
14(1— 6)3VfI3

11
concluindo que
= [l < [ 9P
—_— x x x.
14(1 — 6)7 Jus = Jrs
Finalmente, escrevendo 15)5 = +5’ conclulmos que
4
141
¢ [ el Htide < [ 1ViPde - 35 [ el it
[

Lema 5.4.3. Seja ¢ suave valendo 1 em |z| < 3 e com suporte em |z| < 1 e defina ¢r(x) =
¢(%). Se f e H'(R?) entdo
[ IV@npPds= [ tivipas— [ on(aonlsPis
R3 R3

C
< I71

Em particular,
Von)Pde— [ VP
RS

Demonstragao: Comecamos notando que
V(6rf)I? = (V(0rf), V(orf))
IVor|*|fI? + 2RedrVor - (V) f + o7V I

e que V(|f|?) = 2RefV f e V(¢%) = 20V ¢r, dal
V()P = [Voull 7P + 5V (F1) - V() + GhIV 12 517)
Integrando por partes podemos obter
1
3 | 0510, e = [ 20 (1f)ond bmda
=— | _|f1*(0u0r)*dx
R3
05, (| f[*)9r0%, orde.
(5.18)

Somando em i obtemos
[ V0P Ve =~ [ [Vorpiside— [ on(don)|fPds
R3 R3 R3
Finalmente, integrando (5.17) e utilizando (5.18) concluimos a primeira parte do lema. Para
a segunda parte do lema, basta notar que A¢r(z) = 3A¢(%) e utilizar o fato de ¢ ser
[

suave, e portanto limitada em todas as suas derivadas
Finalmente, com os lemas acima conseguimos enunciar o resultado de coercividade local
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Lema 5.4.4. (Coercividade Local)
Seja u solucao do PVI 3.12 com n = 3 satisfazendo

[lullz - [[Vully < (1 =20)[|Q]]2 - [IVQ]]2 (5.19)

M(u)E(u) < M(Q)E(Q). (5.20)

Seja ¢ definida como no Lema 5.4.3. Entdo existe R = R(6, M(up),Q) > 0 tal que para todo
R > R temos

sup [[pru(®)]l2 - [[V(¢ru®))ll2 < (1 = NRILIVE]:-

Em particular, pelo Lema 5.4.2, existe ' = §'(9) > 0 tal que
&@m%mwwmsfwwmmww
/ ||~ 2\¢Ru 2dx
Demonstragao: Primeiramente, note que faz sentido tomar o supremo em todo R pois como

u satisfaz (5.19) e (5.20) entdo a solucao é global pelo Lema 5.4.1. Como ¢r < 1 temos que
llorfll2 < ||fll2. Portanto, pelo Lema 5.4.3 temos

C
[ 1V@nut)Pis < [ [9uoPde + )
R3 R3 R
e como va+b < /a+ Vb para todo a,b > 0 obtemos
C
sup [|gru(t)|lz - IV (¢ru(®))ll2 < sup |lu(®)]l2 | [[Vull2 + Hllu®)ll2| -
teR teR
Finalmente, utilizando a conservacao da massa e (5.19) seque

C
sup [[pru(t)]lz - [[V(eru(®))ll2 < (1 = 20)[1Qf]2 - [[VQIl2 + olluoll3
= 1 =0)[[Q2- [VQ]2

C
+ (Gt - alal - 1val)

e existe R grande o suficiente tal que

C
(Gl = il 1191k <0

para todo R > R finalizando a demonstracao. |

Perceba que esse lema nos diz que dada uma solucdo satisfazendo (5.19) e (5.20), entdo é
possivel localizar a solucdo com um corte suave e continuar satisfazendo uma relacdo similar
a (5.19). A sequir, enunciamos e provamos um resultado que serd fundamental na prova do
resultado principal de Scattering.
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Proposicao 5.4.5. (Virtal-Morawetz)
Seja u solucdo do PVI (3.12) com n = 3 e satisfazendo as relacoes (5.19) e (5.20). Entao,
existe R > 0 tal que para todo 7' > 0 vale

= x| "2 |u(t dx,S——i——
//Mur e S 7+ =

Demonstracdao: Comecamos a prova definindo uma funcdo radial auxiliar que nos serd util
para a identidade virial a ser utilizada. Defina a : R® — R suave por

2 < R
(TR
2R|x| ,|x| > R

e na regido intermedidria satisfazendo 8 a >0 0% > 0e |0%(x)] < R|z|~l®H! para
|a| > 1, onde lembramos que d,a = Va - . Defina agora a fungao

f@t)=2Im | u(t)Vu(t)- Vadz (5.21)
RS

onde tomaremos u solugao do PVI (3.12) com n = 3 e sobre as mesmas hipdtese do Lema
5.4.4. Perceba que pela definicdo da fungdo a(x) e pela desigualdade de Hélder temos

fOIS R

para todo ¢t € R e portanto f(¢) estd bem definida. Similar ao que fizemos no Lema 4.1.3
temos uma estimativa para f’(t) dada por

) =4R § r tyde — | A2alu(t)|*d
e /aju x /R3 alu(t)|“dz
_s 7 6 _1 7
—-/ 2] 2|u(t)|2:1;-Vadx——/ 2|4 u(t)]? Aada.
7 R3 7 R3

Utilizando o fato de a ser radial podemos reescrever f’(t) por

f(t) =4I + 4/ 0%al0,u(t)|dx —/ A?a|u(t)|*dx
R3

R3
4 1
—-/ \x|3|u<t)yéx-vadx—§/ [ u(t) | Aadz
7 R3 7 R3

I:/RB <a;"f‘ u(t)|2—a;f - (t)|2>dx.

Como |z - Vu(t)]? < r?|Vul* temos que I > 0. Algumas observacdes sobre a funcao a nos
permite estimar por baixo f’(t) (diferentemente do que fizemos no resultado de blow-up).
Perceba que na regido |z| < £ temos Aa = 6, A%a = 0 e Va(z) = 2z. Por outro lado,
se |z| > R temos que Aa(z) = % e, consequentemente, |A%a(z)| < % pois a cada grau

de derivada ganhamos um fator Ell Mais ainda, pelas hipdtese sobre a funcdo a temos

onde

que d?a > 0 em todo o dominio. Tomando a = 4 concluimos que na regido intermedidria
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£ < |z| < R vale que |A%(z)] < 5. Utilizando essas observacoes, e separando as

~ e

integrais em dentro e fora da bola de raio £ temos

F)—ar— 4 \x|%|u<t)y£d:c+8/ IVt 2dz

—|—/ {——Aa———' } 2|2 |u(t)| 3 da

A e R

44 / P aldu(t)2dz — / Aalu(t)2dz
|z|>Z

onde utilizamos também que

" / Paldpu(t)2dz = 8 / Vu(t)2dz
|lz|< &

lz|<Z

pela definicao de a(x) nesta regido. Finalmente, notando que
4/ 0%al0,u(t)*dx > 0,
] >
41 > 0, a estimativa sobre |A%a(z)| na regido |z| > £ e o fato do termo

a

O gtz Va
7 7 |z|?

ser limitado nesta mesma regido temos

/ 1 SOk
fi(t) > 8 [_EAIS’; || ™2 Ju(t)] d:c+/$|§§ ]Vu(t),mx]

1 7
—c |z| "2 |u(t)|2de — ¢
/Ia:|>’§ R

(5.22)

onde £ = sup,cp ||u(t)||g1. Perceba que o primeiro termo de (5.22) é similar aos que
aparecem nos lemas 5.4.3 e 54.4. Para estimar esse termo introduziremos um corte suave
para colocar a integracdo em todo o R? e, posteriormente, manipularemos a expressao a fim
de usar os lemas 543 e 54.4. Isso introduzird termos de erro, que serdo controlados com
ajuda da definicdo adequada da funcdo de corte. Primeiramente, escolhemos R > R como no
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lema 5.4.4 e definimos ¢ um corte suave valendo 1 elz| <
e como ja feito anteriormente denotamos ¢ (x) = ¢*(%). Com
primeiro termo de (5.22) como

11 _1
[ v =g [ it = [ o s
11

e com suporte em |z < 5+ &

La
2 .
om (sso, conseguimos escrever o

<3 lz|<5

_1 z
11 L @Rl e 1

onde
11

L=/
F<lel<g+

Por simplicidade, denotaremos o primeiro termo de (5.22) por X. Podemos ainda escrever

(1#Vato = 1y (6 Plel () ) d

»n

X = [ 1oavatoPds - 37 [ lel Hopuofide - 1
R3
— 114

onde "
1y = =15 [ @0 = 02| ol 2u(0) 3.

Observamos que pelo Teorema da Convergéncia Dominada, fazendo A — oo os termos de
erro 14,114 — 0. Esta observacao serd utilizada na conclusao da demonstracao. Utilizando
agora o Lema 543 e que |¢pp(x)| S 1 e |Agg(z)| S gz obtemos

11 1 7
[ oavutpis = 35 [ el Hogu) fao > / V(@) P ~ 25 M ()

/ 2} ¢ fu(t) 3d

Substituindo essas informacoes em (5.22) e utilizando o Lema 5.4.4 obtemos

>8U v |dm——/ 2|3 édu(t))? dx} —ﬁE
— & M(up) — 81, — 811,

z
2

RQ
> 84 /IR 2|2 |plu(t)| 2de — %E - ﬁM(uo) 81, — 8114
e entao temos
/MHW (O Fde S () + o5 + —= + Lo+ L.
R?> /R
Fazendo A — oo e notando que para R > 1 vale % < \/Lﬁ temos, pelo Teorema da

convergéncia dominada,

/u It < o)+ %
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Finalmente, integrando no tempo e lembrando que sup,cg |f(t)] <

1
_/ / |2 |u(t)|2dw +
\:1:|<R

finalizando a prova da proposicao. |
Provaremos agora, uma simples consequéncia da Proposicdo 5.4.5 que é o ultimo ingre-
diente necessdrio para provarmos o resultado de Scattering desejado (Teorema 5.1.2).

%\

Proposigao 5.4.6. (Evacuacdo da Energia)
Nas hipdtese da Proposicao 5.4.5, existem sequéncias t, — oo e R,, — oo tais que

lim |22 |u(ty)| 2dz = 0.

"0 J|z|<Rn

~ A . . Th—
Demonstracdo: Tome uma sequéncia crescente T,, — oo tal que lim,, ;nl < 1. Um
exemplo de sequéncia satisfazendo isso é T, = €". Agora, tome R, tal que

1

VR,

Ry,
T,

2
ou seja, R, =1T,. Dal, perceba que

1 Tn 1 7 1
—/ / |z| 2 |u(t)|2de < — — 0.
Tn Jo || <Rn T3

Utilizando agora o Teorema do valor intermedidrio, consequimos sequéncia t,, € [T,,_1,T}]
indo para infinito tal que

T

n T Tn 1 _1 i
L[ el = 2 / ol Hult,)

Th-1 |-77‘<Rn n |m|<Rn

Th
< / “u(t)idz — 0
|x\<Rn

h' A Tn_ n— 3
e como por hipotese ="—"= nao converge a 0, temos que
n

lim %72 |u(t,)|2de = 0

concluindo o resultado. |
Com a proposicao acima, conseguimos provar o teorema principal desta secdo. De fato,

provaremos que as solucoes sobre as hipdtese do Teorema 5.1.2 satisfazem o critério de

Scattering.

Demonstragao: do Teorema 5.1.2 Sejam R e e como no critério de Scattering (Teorema

5.3.1) e as sequéncias t, e R, como na proposicao anterior. Pela desigualdade de Holder

temos

7
[ tenpas s & ([ jutetfia)
|z|<R |z|<R
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onde usamos o par de Hoélder (Z,%) e o fato de que a medida da bola de raio R em R3 ¢

proporcional a R3. Finalmente, tomando n suficientemente grande temos R < R, e notando

que no conjunto |z| < R, vale que % > 1 temos

7
/ lu(z, t.)2de < R* (/ |x|—é|u<x,tn)|5dm) 0
|z|<R |z|<Rn

quando n — oo. Portanto, pelo Teorema 5.3.1 concluimos o resultado de Scattering.
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