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Capitulo 1

Introducao

O formalismo matemético construido dentro da teoria quantica de campos (TQC), conhe-
cido como Expansao Perturbativa Diagramaética [1], é aceito atualmente como a mais
adequada ferramenta tedrica para o estudo das particulas elementares e suas interagoes.
Essa crenca é, em grande parte, devida ao incrivel sucesso da Eletrodinamica Quantica
(QED) na descricao de observaveis fisicos [2], a qual produz os melhores nimeros da
histéria da ciéncia até os dias de hoje. A maneira como estas conclusoes foram construidas
esta longe de ser 6bvia. A QED somente foi aceita como uma teoria apds uma apropriada
interpretagao ter sido dada as divergéncias que aparecem no célculo perturbativo [3].

Uma TQC pode ser vista, dentro do contexto acima, como sendo representada por uma
lagrangiana, a qual incorpora o conjunto basico de hipéteses nas simetrias implementadas
em sua construcao, ou pelas correspondentes regras de Feynman associadas. Esperamos,
da aplicagao deste esquema, pelo menos a producgao de amplitudes que sejam compativeis
com principios gerais, tais como unitariedade e simetrias fundamentais da teoria, ordem
a ordem na expansao perturbativa. A implementacao destas exigéncias é frequentemente
obtida pela imposicao de relagoes entre funcoes de Green da teoria, as Identidades de
Ward [4].

A expansao perturbativa é usualmente feita tendo como parametro a constante de
acoplamento. Uma vez que a estrutura da lagrangiana, investigacoes do contetudo fisico
e definicoes de parametros sao construidas sobre a estrutura dos momentos, é necessaria
uma reparametrizacao da teoria a cada nova ordem de aproximacao implementada. Esta
pode ser realizada escrevendo-se as amplitudes na forma de expansoes em poténcias dos
momentos (expansoes em série de Taylor, por exemplo) e identificando-se os parametros

fisicos, que sao os coeficientes das respectivas poténcias dos momentos na construcao
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da lagrangiana. Neste processo o elemento complicador reside no fato de as amplitudes,
obtidas a partir das regras de Feynman, em ordens que incluem contribuicoes de diagramas

contendo “loops” !

(e, portanto, integragoes), apresentarem divergéncias. Assim, a fim
de podermos redefinir as constantes fisicas da teoria, numa certa ordem de interesse, nos
deparamos antes com a necessidade de encontrar um método consistente para manipu-
lacoes e céalculos envolvendo integrais divergentes. Visto de outra maneira, precisamos
de um prescricao matemadtica, para manusear esses “infinitos”, que sirva aos propoésitos
da reparametrizacao. Convencionalmente isso tem sido feito de acordo com diferentes
filosofias, que tém em comum o fato de modificarem o integrando ou as integrais de modo

a torné-las finitas.

No caso especifico da QED a prescricao mais famosa historicamente foi a chamada
Regularizacao Covariante de Pauli-Villars [5] . Ela foi construida de modo a permitir a
regularizabilidade e simultaneamente manter validas as Identidades de Ward (invariancia
de “gauge”). Nesta prescrigdo um parametro (pelo menos) é introduzido nos integrandos
sobre o0 qual é tomado um “limite de conexao” com a situacao original ao final dos calculos.
As divergéncias das integrais originais reemergem entao como fungoes monotonicas do
parametro de regularizacao. A identificacao da estrutura das divergéncias permite-nos
construir apropriados contratermos a fim de tornar finitas as amplitudes da teoria, ou

seja, efetuar a reparametrizagao (renormalizacio).

Nos dias atuais, entretanto, a mais famosa e importante filosofia para manusear di-
vergéncias em TQC é a chamada Regularizacao Dimensional [6]. Nesta prescricao as
divergéncias sao evitadas através da formulacao da teoria (regras de Feynman) em di-
mensao 2w [7], sendo w uma varidvel continua e complexa. Entao, sob a hipdtese de que
as ampitudes assim obtidas sao fungoes analiticas da varidvel w, podemos manusea-las li-
vremente. Nestas manipulagoes podem ser incluidos “shifts” na variavel de integracao, os
quais seriam proibidos em integrais divergentes (exceto logaritmicamente)[8] na dimensao
fisica w = 2. Depois de feitas todas as manipulagoes necessarias, as amplitudes fisicas
sao obtidas através de uma expansao em torno de w = 2 e posteriormente toma-se o
limite w — 27. As divergéncias originais manifestam-se como pélos em w = 2. Pode-se
assim construir apropriados contratermos, promover a renormalizacao na ordem desejada

e tornar a teoria “finita”. O método da Regularizacao Dimensional, apesar de pouco

I Utilizaremos a palavra “loop”, cuja traducao para o portugués poderia ser laco, neste trabalho por,
segundo nosso julgamento, ja ter sido incorporada ao vocabulario coloquial deste assunto. O mesmo vale

para os vocabulos “gauge”, cuja traducao poderia ser calibre, e “shift” que poderia ser translagao.



intuitivo, tem se mostrado plenamente consistente e, por isso, largamente utilizado no
tratamento de teorias renormalizaveis, naquelas situacoes onde se aplica. Este método
nao pode ser aplicado, de modo natural pelo menos, em situagoes em que a matriz v; de

Dirac é necessaria, ja que esta nao possui generalizagoes fora da dimensao fisica [9].

No caso de teorias renormalizaveis, entre as quais a QED se inclui, os procedimen-
tos de regularizacao sao, a rigor, somente necessarios para o tratamento de um pequeno
nimero de amplitudes divergentes basicas, pois pode ser verificado que as amplitudes
correspondentes em ordem mais elevadas contém somente divergéncias similares aquelas
bésicas. Esta caracteristica esta intimamente ligada ao contetido de simetria das teorias,
que estabelece relagoes entre funcoes de Green em diferentes ordens de teoria de per-
turbacao. Tais vinculos ou relagoes sao materializadas pelas Identidades de Ward. Assim,
manter essas identidades validas em todas as ordens é crucial para a renormalizabilidade
da teoria. Portanto, qualquer método de regularizacao consistente deve preservar essas
identidades. Os métodos aos quais nos referimos acima mostram-se ambos consistentes no
caso da QED, mas limitados fora deste contexto. A regularizacao de Pauli-Villars mostra-
se problemética em manter validas as teorias de “gauge” com simetrias nao triviais [10].
O principal problema da Regularizacao Dimensional apresenta-se ao descrever processos
envolvendo a matriz 5 de Dirac, como ja dissemos acima, que sao indispensaveis no con-
texto de teorias fermionicas e Simetria Quiral. A isso podemos adicionar ambiguidades

de interpretagao de certas integrais divergentes em teorias com particulas sem massa [11].

Do que foi exposto, podemos dizer que temos a disposi¢cao uma prescricao consistente
(Teoria de Renormalizagao) para a eliminagao das divergéncias surgidas na expansao
perturbativa da TQC, mas este esquema sofre de um grave problema: é profundamente
dependente de prescricoes especificas de regularizacao, as quais nao sao de aplicabilidade
geral quando consistentes e, em geral, nao consistentes quando aplicaveis sem restrigoes.
Tudo isso para uma classe restrita de possiveis teorias e simetrias de interesse: as teorias
renormalizaveis. Fora deste contexto, no que diz respeito as divergéncias, a situacao é

mals restritiva.

Embora tenha sido muito importante para o desenvolvimento das teorias fundamentais
das Interagoes Eletrofracas e Fortes, o conceito de renormalizabilidade representa uma li-
mitagao fortissima para a utilizacao desse conjunto de ferramentas na descricao em geral
da fenomenologia das particulas elementares [12]. Ocorre que, em muitos casos de inte-
resse, as simetrias e os numeros quanticos envolvidos nao permitem a construcao de teorias

renormalizaveis [13]. Neste caso os “infinitos” ndo podem ser completamente absorvidos



e um possivel poder de predi¢ao da teoria correspondente envolve, necessariamente, uma
“convivéncia pacifica” com as divergencias. A participagao dos métodos de regularizagao
torna-se ainda mais importante. As teorias nao renormalizaveis sofrem, portanto, de
diversos “males”: a inevitavel contaminacao das amplitudes fisicas por divergéncias, os
“infinitos” tipicos da TQC, além de todos os inconvenientes associados aos métodos de
regularizacao . Entre estes tltimos podemos citar a introducao de comportamentos nao
fisicos, violagoes de simetria, perda de unitariedade, pélos fantasmas e diferentes tipos de
ambiguidades [14].

Teorias efetivas (ndo renormalizdveis), por outro lado, tém indubitavelmente desem-
penhado um importante papel no entendimento de varios problemas fisicos, em especial a
fisica dos processos hadronicos de baixas energias [13] [15]. Apesar desses sucessos, uma
questao tedrica relacionada as divergéncias permanece sem respostas adequadas, pois os
métodos de regularizagao, que deveriam ser (se possivel) considerados como ferramentas
auxiliares para as manipulagoes e calculos de amplitudes divergentes, influenciam decisiva-
mente os resultados obtidos de um mesmo modelo fisico e dentro da mesma aproximacao.
Em muitos casos duas diferentes formas da mesma amplitude (conectadas por um identi-
dade matematica) produzem resultados diferentes quando tratados pela mesma filosofia
de regularizacao. Do ponto de vista fisico isso é inaceitavel e devemos buscar construir
prescri¢oes de manipulagoes e calculos de amplitudes divergentes de modo que os resul-
tados fisicos sejam independentes da regularizagao utilizada e possam refletir apenas o

contetdo fisico do modelo dentro dos pressupostos basicos da TQC.

Como podemos ver, existem muitos problemas associados a presenca de divergéncias
em solucoes perturbativas de TQC. Um problema ainda mais importante do que aque-
les acima citados refere-se a prépria possibilidade de uma teoria ser “levada a sério” na
determinacao das consequéncias de um conjunto de simetrias para um processo fisico,
ou seja, a possibilidade de determina-las sem ambiguidades. Esse problema é comum
tanto as teorias renormalizdveis como as nao renormalizaveis. Assim, se as amplitudes,
apo6s manipuladas e calculadas segundo alguma prescricao dada, nao carregarem mais o
conteido de simetria original (violagoes de simetria) ou contiverem ambiguidades, segura-
mente estas amplitudes nao podem ser “levadas a sério”. Neste aspecto apenas a situacao
daquelas teorias renormalizaveis nas quais pode ser aplicada a Regularizagao Dimensional
é satisfatoria, pois as amplitudes produzidas preservam as simetrias e a solugao sera livre
de ambiguidades originadas pelas possiveis escolhas para os momentos das linhas internas

dos “loops”. A razao disto é muito simples e facil de entender. Se temos varias escolhas



equivalentes possiveis para rotular os momentos dos “loops”, podemos escolher vérias
expressoes para a amplitude correspondente. Uma pode ser levada a outra através de
apropriadas redefini¢oes ou “shifts” na variavel de integracao. No caso da Regularizacao
Dimensional, ainda que as amplitudes sejam divergentes na dimensao fisica, é possivel
efetuarem-se “shifts”. Sendo assim qualquer escolha dos rétulos leva ao mesmo resul-
tado final. Fora deste cenario o problema relacionado a essas ambiguidades é bastante
complicado. Em teorias nao renormalizdveis ou nas renormalizdveis (por contagem de
poténcias) em que a matriz 75 de Dirac desempenha papel importante, somos impedidos
de utilizar este método consistente. Nestes casos, pelas razoes expostas acima, concluimos
que as amplitudes podem ser ambiguas. Isto ocorre porque devemos efetuar “shifts” em
integrais divergentes se desejamos relacionar duas amplitudes fisicas correspondentes a
diferentes escolhas para os rotulos dos momentos. A compensacao desta operagao deve
ser a introducao de “termos de superficie”. Desse modo duas amplitudes para o mesmo
processo fisico, que deveriam resultar iguais, diferem entre si, exatamente pelos termos
de superficie, de tal sorte que a amplitude é ambigua. Por razoes acima relacionadas,
estes termos também estao associados as violagoes de relagoes de simetria. O problema
da existéncia de violagoes destas relagoes (Identidades de Ward) e ambiguidades ocupou,
nas ultimas décadas, e ainda hoje ocupa, um destacado posto dentro da TQC onde se
encontram as famosas anomalias. Nenhum método convencional de regularizacao é capaz

de evitar esta situac¢ao incomoda [16].

Toda esta argumentacao serve para que possamos estabelecer um ponto de vista a
respeito do atual “status” deste problema: a situacao ideal relativa ao tratamento das
divergéncias presentes em solucoes perturbativas de TQC nao foi ainda obtida. Sendo
assim justificam-se investigacoes adicionais tendo por objetivo a construcao de estratégias
alternativas para as manipulagoes e calculos envolvendo amplitudes divergentes, que sejam
capazes de evitar os inconvenientes citados, isto é, que se mostrem consistentes no mais
amplo sentido possivel. O alvo principal desta preocupacgao é o problema das teorias
efetivas nao renormalizaveis cujo sentido fisico depende crucialmente da possibilidade de

um adequado tratamento das divergéncias.

Com base nestas questoes nos propusemos a promover estudos em amplitudes contendo
divergéncias que nos levassem ao entendimento da origem matematica dos muitos incon-
venientes que contaminam tais amplitudes, a fim de, se possivel, poder evita-los. Princi-
piamos pelo caso de amplitudes associadas a teorias nao renormalizaveis, porém, com a

evolucao das investigacoes, percebemos que a estratégia, que pouco a pouco emerge, é de



aplicabilidade geral e pode substituir as técnicas convencionais, com vantagens, também
para o caso das teorias renormalizaveis.

Neste trabalho nos orientamos na busca de respostas adequadas para a seguinte
questao:

“Qual o procedimento a ser sequido, no tratamento de integrais divergentes, a fim de
que o contetdo fisico de TQC?, em solucao perturbativa, possa ser apreciado livre de
inconsisténcias ou ambiguidades?’

Tendo em vistas que integrais divergentes sao objetos indefinidos, do ponto de vista
matematico, a resposta para a pergunta acima, se houver, vird na forma de um conjunto
de regras. A melhor expectativa que podemos ter é conseguir enuncia-las e, como con-
sequéncia, obter todas as amplitudes de qualquer teoria ou modelo com as propriedades
desejadas.

A fim de alcancgar nossos objetivos desenvolveremos nossas investigacoes de um modo
inverso daquele usual. Ao invés de propormos um método de regularizacao, de inicio, e
verificarmos as consequéncias disto, vamos em busca das propriedades que um eventual
método destes deve incorporar a fim de poder ser consistente. Para que estas possibilida-
des possam ser estabelecidas serd necessario que estudemos uma larga classe de situagoes
possiveis em TQC. Entre as quais podemos citar: teorias com massas iguais, massas
diferentes e massas nulas; em simetrias abelianas e nao abelianas, para os casos renorma-
lizaveis e nao renormalizaveis. Qualquer conjunto de regras, caracterizando um método
de regularizagao, que se mostre consistente numa das situacoes nao necessariamente o
serd noutra. Deste modo nao é possivel evitar uma grande e detalhada quantidade de
calculos, o que torna o trabalho longo e volumoso, a fim de que possa ser claro nos seus
aspectos principais. O material incluido representa, neste sentido, um conteiido minimo
e foi organizado do seguinte modo:

No capitulo 2 nés estabelecemos a existéncia das divergéncias em amplitudes fisicas
e alguns conceitos relacionados & idéia de renormalizacao, considerando as teorias A\¢* e
QED.

No capitulo 3 introduzimos e estudamos um conjunto de funcoes em termos das quais
escrevemos os resultados dos calculos de todas as amplitudes, ao nivel um “loop”, que
calcularemos. Estas estruturas, e a sistematizagao que elas permitem, constituem uma
parte importante deste trabalho.

No capitulo 4 discutiremos questoes relacionadas ao calculo de integrais de Feynman

(finitas) bem como aquelas relativas a regularizagoes.



No capitulo 5 comecamos as investigacoes considerando os problemas associados a pre-
senca de divergeéncias em amplitudes pertencentes a teorias nao renormalizaveis, principal-
mente a questoes dos comportamentos nao fisicos, violagoes de unitariedade e dependéncia

com o método especifico de regularizacao.

No capitulo 6 ja utilizamos algumas conclusoes retiradas do capitulo 5 para estu-
dar relacoes de simetria envolvendo amplitudes fisicas divergentes. Ao colocarmos sob o
mesmo ponto de vista Identidades de Ward; para as teorias de campo escalar complexo
(carregado), QED e QED quiral (anomalias triangulares), encontramos um conjunto de

condicoes para que as simetrias nao sejam violadas.

No capitulo 7 consideramos a questao das ambiguidades associadas as arbitrarieda-
des envolvidas nas escolhas para os rotulos dos momentos das linhas internas. Também
veri-ficamos o papel desempenhado por estas ambiguidades em termos potencialmente
violadores de relagoes de simetria. A perspectiva da construgao de uma estratégia para o
tratamento de divergéncias emerge ao verificarmos que as condigoes extraidas no capitulo
6, para que as relagoes de simetria fossem satisfeitas, sao as mesmas, necessarias e sufici-

entes, para que as ambiguidades desaparecam em todos os casos considerados.

No capitulo 8 nds reunimos as conclusoes principais dos capitulos 5, 6 e 7, formula-
mos uma estratégia para manipulacoes e calculos de amplitudes divergentes e analisamos
todas as amplitudes, com grau superficial de divergéncia superior ao logaritmico, para
um modelo de férmions de spin 1/2 livres e de massas iguais. As fungdes de um e dois
pontos sao calculadas explicitamente e suas Identidades de Ward investigadas. Quanto as
funcoes de trés pontos nds determinamos a parte ambigua explicitamente e verificamos as
relacoes de simetria utilizando um modo indireto, que faz uso apenas do calculo explicito
de funcoes de dois pontos, seguindo uma classica referéncia no assunto: o trabalho de
Gerstein e Jackiw [17], que se propde a estabelecer e justificar as anomalias triangulares.
Surpreendentes e importantes constatagoes emergem deste estudo, pois as formas finais
das amplitudes oferecidas pela nossa “estratégia” podem ser mapeadas naquelas da R.D.
ou naquelas de Gerstein e Jackiw mas por interpretacoes diferentes dadas a um conjunto
de relagoes entre integrais divergentes. Ao adotarmos a interpretacao que mapeia os re-
sultados naqueles da R.D. teremos todas as amplitudes nao ambiguas e todas as relacoes
de simetria satisfeitas, inclusive as anomalas.

No capitulo 9 repetimos a andlise do capitulo 8 agora para o caso de férmions de spin

1/2 livres porém com massas diferentes. Descobrimos um novo tipo de ambiguidade a

qual denominamos “ambiguidade de escala”. Isto nos permite estabelecer a afirmacao de



que todo termo de violacao de relacao de simetria é ambiguo. Além disto descobrimos
a necessidade de comunicacgoes exatas entre as partes finitas e aquelas divergentes nas
amplitudes fisicas, sem as quais as Identidades de Ward nao podem ser satisfeitas. Isto
exige a fixacao, de um modo tnico, de todos os termos das amplitudes, nao permitindo
qualquer dependéncia com métodos de regularizacao. Por fim confirmamos a principal
conclusao do capitulo 8: o método de Gerstein e Jackiw para andlise das funcoes de trés
pontos permite concluir pela nao violagao das Identidades de Ward e pela eliminacao de
ambiguidades.

No capitulo 10 estudamos relagoes entre integrais de Feynman a fim de entender as
relacoes entre integrais divergentes que permitem a eliminagao dos termos ambiguos e
levam a relacoes de simetria automaticamente satisfeitas: as “relacoes de consisténcia”.
Descobrimos entao que estas relagoes nao podem ser mantidas simultaneamente a algu-
mas propriedades algébricas em integrais divergentes. Isto estabelece dependéncia do
resultado final com os passos intermediarios de célculo, mesmo para a Regularizacao Di-
mensional. A tnica chance de consisténcia estd na reinterpretagao das regras de Feynman
de modo a evitar a possibilidade de as operagoes inconsistentes entre si ocorrerem simul-
taneamente nas amplitudes fisicas. A formulacao desta regra nos obriga a rever alguns
calculos realizados.

Nos capitulos 11 e 12 analisamos as funcoes de trés pontos e suas Identidades de Ward
porém a luz das conclusoes do capitulo 10. As anomalias emergem entao com o valor
correto em uma andlise universal livre de ambiguidades. A origem das anomalias e a
conexao com o teorema de Sutherland [18] sdo estabelecidas com simplicidade e trans-
paréncia. Temos entao a consisténcia desejada para a estratégia.

No capitulo 13 aplicamos o método para a renormalizacao da QED ao nivel um “loop”
e também verificamos questoes especificas a respeito da presenca de particulas de massa
nula (divergéncias infravermelhas).

No capitulo 14 consideramos a renormalizacao da teoria A¢* ao nivel dois “loops” a
fim de verificar a aplicabilidade do método neste contexto, bem como colher elementos
novos especificos deste nivel de aproximacao perturbativa.

No capitulo 15 nés finalizamos, resumindo as principais conclusoes e apontando novos

estudos e investigagoes capazes de complementar o material incluido neste trabalho.
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Capitulo 2

Divergéncias em Solucoes
Perturbativas de Teorias Quanticas

de Campos

2.1 Introducao

As teorias quanticas de campos, que nds consideraremos em nossas discussoes, podem ser
estabelecidas através de uma lagrangiana £ [1]. Esta é construida a partir de adequadas
combinagoes dos campos associados as particulas, das quais estamos interessados em des-
crever a dinamica de interacoes. Estas combinacoes sao feitas de tal modo a obtermos
escalares de Lorentz e do grupo total de simetrias as quais considerarmos relevantes [2].
Uma vez construida a lagrangiana, postularemos aqui que existem modos bem estabele-
cidos de efetuar a quantizagao da teoria e que através de uma apropriada aplicacao da
teoria de perturbacgoes, na solucao das equagoes de movimento, podemos construir uma
interpretacao consistente da expansao perturbativa pelas regras de Feynman da teoria
[3]. Com estas podemos, pela especificagdo dos campos externos, ou seja, as particulas
iniciais e finais, caracterizar um processo fisico de interesse, e entao construir a amplitude
de transi¢ao do modo desejado [4]. A partir desta é possivel, através dos métodos ge-
rais da teoria quantica de campos, determinar observaveis fisicos como sec¢oes de choque,
comprimentos de espalhamento, polarizagdes e etc [5]. Em outras palavras, para nossas
discussoes, uma T.Q.C. sera estabelecida pela lagrangiana (que contém os campos e as

simetrias desejadas) ou pelas suas regras de Feynman.

29



Nossa abordagem inicial serd no sentido de construir (ou justificar) a lagrangiana e as
regras de Feynman para duas situagdes (teorias) bastante simples, mas suficientemente
representativas de teorias quanticas de campos: A teoria para o campo escalar \¢* e a
Eletrodinamica Quantica. Nos nos utilizaremos destas teorias simples para estabelecer a
existéncia das divergéncias em amplitudes fisicas e alguns conceitos relacionados a idéia da
renormalizacao. As manipulagoes e célculos propriamente ditos somente serao efetivados

apoés a introducao do ferramental necessario.

2.2 A Teoria \¢*

Para construirmos uma lagrangiana, e consequentemente a teoria pretendida, inicialmente
devemos identificar os campos que estarao presentes nela. A razao imediata disto é que os
numeros quanticos (spin principalmente) fixam uma parte da lagrangiana, que é aquela
restante quando sao removidas todas as interacoes, ou seja, a parte livre. Isto é fixado
pelo compromisso que a lagrangiana possui de, sob a aplicagao do principio variacional
de Hamilton (Equagoes de Euler-Lagrange), produzir as adequadas equagbes de onda

relativisticas para os campos [6]:
e Campos escalares (spin zero)— Equagcao de Klein-Gordon
e Campos de spin 1/2 — Equagao de Dirac
e Campos vetoriais (spin 1) — Bargman-Wigner
e Campos de Rarita-Schwinger (spin 3/2) — Bargman-Wigner.

A situagao mais simples possivel é aquela envolvendo um campo escalar com simetria
interna abeliana (campos comutam). Neste caso sabemos entao que a equagao de onda

relativistica para o campo livre é a equacao de Klein-Gordon;

(C+2)(x) = 0. (2.1)
Aqui 2 é o operador diferencial escalar d’Alambertiano;
S
== (25) o

Deste modo a lagrangiana, a partir da qual nés definimos a acao

S = / d'2L(6,8,0), (2.3)



impomos a extremizagao

5S =0, (2.4)

que nos fornecera as equacoes de Euler-Lagrange;

{aa (6(%) - f;i} -0 2

serd dada em sua parte livre por:

Lr = 5(0,0)(0"6) = 3167, 2.

A construcao dos termos de interacao seguem as determinacoes do grupo de simetrias
internas (fora do espaco-tempo) as quais se deseja implementar. No caso da teoria A¢?

podemos invocar a invariancia da lagrangiana frente a transformagao discreta [7]

o — —0¢. (2.7)
Entao, os termos de interagao, invariantes de Lorentz e da simetria adotada, seriam

do tipo:
Lr=> Cnp™, (2.8)
n=2

ou ainda contendo derivadas como:

S { (0,60"6) (960" §) ™ 29)

(0,00" ) (0, 00" d) ™.

A conhecida teoria A¢* para o campo escalar corresponde, dentre todas as opcoes

m=0

acima, a nos restringirmos a um unico termo:

AG

AT

(2.10)

(o fator 4! vem por razdes de combinatérial). Esta escolha nao estd relacionada ao
contetido especifico de simetria pretendido ja que todos os possiveis termos descarta-
dos sao compativeis com este. A interacao escolhida é, dentre todas, aquela de mais baixa
dimensionalidade e a dnica que nos fornecerd uma teoria renormalizdvel [8]. A restricao

é portanto de ordem pratica. Assim a teoria é dada pela lagrangiana:

At

SR (2.11)

1 1
L= 5(0:0)(06) - 5°0* -



A equacao de movimento fica:

Ag?

(0,0" + WP)(w) = - (2.12)

Neste ponto é importante registrar que a teoria necessita, para estabelecer seu poder
de predicao, medir ou fixar trés constantes ou parametros, um para cada termo da lagran-
giana. Sao eles: a normalizacao do campo ¢, a massa i e a constante de acoplamento .
Estes nimeros sao os “inputs”! da teoria. As parametrizacoes adotadas sao, em principio,
arbitrarias desde que a equagdo de movimento nao seja (e nao é) afetada. Por exemplo,

poderiamos fazer a reparametrizacao:

¢ — Z)¢
m — Zypm/ (2.13)
A= Z\N,

sem modificar o contetido da teoria [9].
Agora é necessario proceder a quantizacao do campo relativistico e entao, fazendo uso
de métodos perturbativos, estabelecer as regras de Feynman correpondentes. Para estas,

dois objetos sdo essenciais: os propagadores e os vértices. No caso A¢* temos [10]:

e Propagador.

A solucao da parte livre da lagrangiana nos fornece o propagador do campo corres-
pondente. No espaco dos momentos (onde sao dadas as regras de Feynman) para o

campo escalar temos:

iA(p) = / dize= P < 0|T(¢(2)$(0)[0 >, (2.14)
ou seja:
1
A = 2.15
Ap) = (215)
e vértice

Fornece ou representa o modo pelo qual um certo conjunto de campos interage. No
NoSsoO €aso:
0L

5550959 ,_, = (2.16)

nputs...



Com estes elementos podemos especificar as regras de Feynman para a teoria A¢*
as quais, na solucao perturbativa, podem ser consideradas como sendo a prépria

teoria.

e Regras de Feynman para a Teoria A¢* [11]

Podemos colocar de um modo simples as regras de Feynman para a teoria A\¢*, que

nos permitirao construir as amplitudes para os processos fisicos pertinentes:

“Escolha um processo fisico pela especificacao das linhas externas (particulas inici-
ais e finais). A amplitude correspondente serd dada, na ordem desejada de apro-
ximacgao, pela soma de todas as contribuicoes representadas pelos grdficos de Feyn-
man possiveis de serem construidos, por combinagoes de vértices e linhas internas,

capazes de conectar as linhas externas”.

A expressao matemdtica correspondente € obtida atribuindo-se os valores adequados

para as pecas que compoem os diagramas obtidos.

i) Linhas Internas

Para cada linha interna deve ser atribuido (associado) um propagador.
.+.

Figura 2.1: propagador

ii) Vértice

A cada vértice (interagdo) devemos associar o fator —il.

Figura 2.2: vrtice

ii1) “loops”
A cada “loop”, ou seja, quando houver um dos momentos que nao é fizado pelas
) 7

relagcoes de conservacdao de energia-momento, devemos efetuar uma integracdo neste



momento;

d*k
/ (2m)*

iv) Fatores Combinatdrios ou de Simetria

Quando houver um fator de simetria dado por:

fS — an:2737_.26 (n!)o‘" .

onde:
-au, = numero de pares de vértices conectado por n linhas idénticas auto-conjugadas;
-8 = numero de linhas conectando um vértice com ele mesmo;

-g = numero de permutacoes de vértices os quais deixam o diagrama tnvariante com
linhas externas fizas, entdo devemos dividir a expressao para o diagrama por este
fator.

Construida a teoria e estabelecidas as regras de Feynman vamos entao verificar os

processos mais simples que ela pode descrever.

2.2.1 Auto-Energia

O processo mais simples é aquele com duas linhas externas (fig.2.1), ou seja, a contribuigao
das interacoes para as correcoes ao propagador da particula livre. Contribuem para o
processo todos os diagramas capazes de conectar as linhas externas (irredutiveis de uma
particula) [12]. A contribui¢ao de ordem mais baixa, de ordem A, vem do diagrama um

“loop” com apenas um vértice e uma linha interna (fig.2.2).

Figura 2.3: Representacao da auto-energia da particula escalar.

A expressao matematica correspondente fica:

—iN [ d%k ?
2 (2m)* (k2 — p? + te)’

(2.17)



@

Figura 2.4: Contribui¢ao um “loop” de ordem mais baixa para a auto-energia.

Figura 2.5: Contribuicao um “loop” de ordem mais baixa para a auto-energia.

onde o fator 1/2 é o correpondente fator de simetria. As préximas contribuig¢bes pertur-
bativas sdo de ordem A? e vém de diagramas dois “loops” (fig.2.3).

A expressao correspondente ao diagrama da fig.2.3.a fica:

Lo [ 2k i d'l (i)?
4( )‘) / (27r)4 (k;Q — 2+ ie) / (2ﬂ)4 (l2 — 2+ Z-E)Q (2.18)

onde o fator 1/4 é o fator de simetria correspondente. Por sua vez o diagrama da fig.2.3.b

fica (com o fator de simetria 1/6):

1, o [ d% d*l l i l
O e (e e o e )

Uma simples contagem de poténcias nos fornece de imediato a informagao de que as

contribuigoes sao divergentes.

2.2.2 Espalhamento

O préximo processo previsto na teoria é aquele com quatro linhas externas, podendo ser
identificado com o espalhamento eldstico de duas particulas escalares (fig.2.4).

As contribuicoes para o processo vém de diagramas de Feynman capazes de conectar
as linhas externas. O de ordem mais baixa é o diagrama &rvore (fig.2.5). De acordo com

as regras de Feynman a amplitude correspondente vale —i\.



Figura 2.6: Representacao do espalhamento elastico de duas particulas escalares.

Figura 2.7: Diagrama &arvore contribuindo para o espalhamento eldstico.

Figura 2.8: Contribuicoes um “loop” para o espalhamento elastico.

A ordem seguinte inclui diagramas com duas interagoes e um “loop” (fig.2.6). Apli-

cando as regras de Feynman ficamos com a expressao:

(—iN)? [ dk i ;
2 / (2m)* (k% — p? +i€) (p — k)? — p® + e (2.20)

onde: para o canal s (fig.2.6a) p = p, + py, para o canal ¢ (fig.2.6b) p = p, — p. e para o

canal u (fig.2.6¢) p = p, — pg. As varidveis s, u e t sdo os invariantes de Mandelstam para

o espalhamento eldstico de dois corpos [13]:

s = (pa +pb)* = (P + pa)?
t = (pa —pc)* = (pa — o) (2.21)
U= (Pa —pa)® = (Pe — pb)*.
As contribuicoes perturbativas na ordem seguinte sao aquelas que envolvem trés in-
teragoes, com dois “loops” (fig.2.7).
Novamente, com excecao do diagrama arvore, todas as contribuicoes sao divergentes

por contagem de poténcias.
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Figura 2.9: Contribuicoes dois “loops” para o espalhamento elastico de dois escalares.

Neste ponto nés podemos nos questionar a respeito do que fazer com a Teoria Quantica
de Campos, como um todo, na solucao perturbativa, uma vez que os observaveis fisicos,
relacionados as amplitudes, sao quantidades finitas e as amplitudes obtidas sao divergen-
tes. Antes de tentar responder esta pergunta vamos considerar uma questao importante,
relacionada ao cédlculo perturbativo, que é a relacao entre observaveis fisicos e amplitudes

calculadas.

2.2.3 Calculo Perturbativo e Parametros Fisicos

A questao é: quando calculamos contribuicoes de ordem mais elevada em perturbacoes,
os parametros (fisicos) da ordem anterior mantém o mesmo significado? Vejamos por

exemplo o propagador livre da particula, que, como vimos, estd relacionado a parte livre

da teoria; '
T () e —— 2.92
A = (222)
Aqui a massa da particula (o p6lo) pode ser identificada pela propriedade:
-1
) [2%")] | = (2.23)
p =

Por sua vez o coeficiente de p? (o residuo) estd relacionado a normalizacao adotada

para o campo livre, j4 que vem do termo cinético (duas derivadas). Assim:
9]
[A°(p?)]

ap?
Vamos agora corrigi-lo pelas contribuicoes de auto-energia, representado pela equagao

- (2.24)

p?=0

diagramatica mostrada na fig.2.8.
A bolha representa as contribuigoes para a auto-energia em uma certa ordem (nimero

de “loops”, por exemplo). Escrevendo (—iX(p?)) para estas contribuicoes, temos

i i ¢
iA(p?) pQ—M2+i€+p2—M2+i€( ] (p)>p2—l/«2—|—ie+ ( )




@ =—+—O0—+—0—0O—+
Figura 2.10: Propagador corrigido pela auto-energia.

No espirito das perturbacoes, somamos a série para obter:

1
PP 2= B + e

iA(p) (2.26)
As perguntas a serem respondidas sao entdo: u? ainda representa a massa da particula
no sentido da identificacao que fizemos acima? E o coeficiente de p? serd ainda a unidade?
A fim de que o valor a momento nulo do inverso do propagador seja identificado com
a massa 2 é necessario que:

%(p%)

Do mesmo modo o residuo permanecera a unidade se:

= 0. (2.27)

p?=0

o%(p?)
op?

= 0. (2.28)

p?=0

Ocorre que isto em geral nao é verdade. Entao, especificando alguma ordem no calculo
perturbativo é necessario reparametrizar a teoria. No caso do propagador podemos escre-

ver a auto-energia na forma:

2(p?) = 2(0) + p*¥(0) + 2(p°). (2:29)
Entao teremos:
(i) [A@?)] g = 1 E(0) = M. (2.30)
Por sua vez 5 )
o (200 |, =0T E=2 (231)

Isto significa que devemos identificar M como a massa fisica da particula e Z; como
a normalizacao do campo na ordem em que Y(p?) é especificada.

E importante notar que isto seria necessario, em principio, ainda que as contribuicoes
para a auto-energia fossem todas finitas. A necessidade da reparametrizagao é uma ca-
racteristica do cédlculo perturbativo. A expansao perturbativa é feita na constante de

acoplamento, ao passo que na lagrangiana, os observéveis fisicos (parametros da teoria)



sao coeficientes de poténcias dos momentos e dos campos. O elemento complicador neste
processo de reparametrizagao esta no fato de as quantidades envolverem objetos divergen-
tes. Esta é a idéia da renormalizagao; a manipulagao e calculo das amplitudes contendo
divergéncias que sirva aos propoésitos da reparametrizacao.

Nesta mesma linha de raciocinio podemos enquadrar a constante de acoplamento. E
sempre necessario para sua determinagao (ou fixagao) experimental a escolha de algum
ponto cinemético no espalhamento de dois corpos como referéncia. Por exemplo, sendo

['(s,u,t) a amplitude de espalhamento podemos definir a constante de acoplamento A por:

[(s,u,t)| —iA. (2.32)

s=u=t=0
Se T'(s,u,t) for especificada ao nivel drvore entdo A é a constante de acoplamento
fisica e corresponde aquela da lagrangiana. Entretanto quando I'(s,u,t) for calculada em

alguma ordem perturbativa, um “loop” por exemplo, nés podemos escrever:

+
T(u) = '(u=0) + T'(u) (2.33)

Entao teremos:

I'(s,u,t)| —iA+T(s=0)+T(u=0)+I(t=0). (2.34)

s=t=u=0

Isto nos obriga a reparametrizar para;

—iX = —iAATYOTe 4 Do — ) 4 T(¢ = 0) + [(u = 0), (2.35)

ainda que I'(s = 0), I'(t = 0) e I'(u = 0) sejam quantidades finitas. A reparametrizagao é
necessaria aqui para reidentificar o observavel fisico definido como o valor da amplitude
de espalhamento num ponto cinematico especifico. Nesta discussao utilizamos o ponto
s =wu =t =0, mas qualquer outro seria igualmente eficaz [14].

Antes de considerar calculos propriamente ditos, vamos tomar o caso da Eletro-

dinamica Quantica a fim de estabelecer outros aspectos relacionados a solugoes perturba-
tivas de TQC.

2.3 A Eletrodinamica Quantica

Na discussao da construcao de uma teoria, através de uma lagrangiana, duas coisas de-

sempenham os papéis principais; os campos e as simetrias. A identificagao dos campos,



seus numeros quanticos relativos ao espaco-tempo, estabelece a parte livre. Quanto as
simetrias, elas estabelecem o modo pelo qual os campos interagem (se acoplam). Isto, por
outro lado, materializa-se através da maneira pela qual os campos sofrem transformacoes
que mantém a lagrangiana invariante. A estas invariancias estao associadas correntes
conservadas e entao quantidades relacionadas aos observaveis fisicos [15]. Existem en-
tretanto dois tipos de simetrias; as simetrias globais e as simetrias locais ou simetrias
de “gauge”. Estas ultimas podem ser utilizadas para gerar dinamica entre os campos
transformados; sao as chamadas interagoes de “gauge” [16]. A mais simples destas teorias
¢é a Eletrodinamica Quantica que serve de protétipo para outras mais complexas como
a Cromodinamica quantica (QCD). Acredita-se hoje, largamente, que todas as teorias
fundamentais s@o teorias de “gauge” [16].

Nos discutiremos aspectos da QED como sendo uma teoria com simetria local abeli-
ana U(1). Apds construi-la, deste modo, nés analisaremos aqueles aspectos relacionados
a presenca de divergéncias na solucao perturbativa. Os estudos iniciados aqui serao pos-
teriormente retomados, apos a introdugao das técnicas de regularizagao, para a discussao

da renormalizacao.

2.3.1 A Eletrodinamica Quantica Como uma Teoria de “Gauge”

Para construir a teoria, como ja dissemos, nés inicialmente devemos especificar as
particulas cuja dinamica desejamos descrever. A estas associaremos campos correspon-
dentes aos seus observaveis fisicos (nimeros quanticos). No presente caso desejamos
descrever a dinamica do elétron, um campo de spin 1/2 e massa m, portanto obedecendo

a equacao de onda relativistica de Dirac [17]. Deste modo a parte livre da lagrangiana é:

Lp =(x) (iy"0u —m) ¢ (x). (2.36)

A bilinearidade desta estrutura nos permite, de imediato, inferir a invariancia frente

transformagoes globais U(1) [18]:

! — ,—taT
V@) = ol = e ) (2.37)
U(z) = P'(z) = e (x)
Aqui, devido a simetria U(1) 7' é um numero usual e o é um parametro, tal que

a # o).
Para transformar a teoria numa teoria de “gauge” local U(1) admitimos a@ = «(z) e

mantemos 7' como um numero usual. Entao:



w(x) — w/(x) — e—ia(a:)Tw(x)
_ _ , _ 2.38
{ Bla) = (@) = T (a), 239
O termo derivativo, que sofre uma transformacao diferente do caso global, fica:
P2)oi(x) = V(@)b(x) = &(2)e*@T9, (7O ()
= ()0 (x) — i (x) (Fua(x)) (z). (2.39)

O segundo termo agora quebra a invariancia. Para recupera-la necessitamos construir
um novo “objeto” que contenha a derivada e se transforme adequadamente, ou seja, a

Derivada Covariante [19]:

[Du(@)] = [Du ()] = e *@D,pp()], (2.40)

tal que a combinagao [¢(z)D,1(z)] seja invariante de “gauge” e vetor de Lorentz, si-
multaneamente. Em outras palavras, garantir que a acao das derivadas nao mude as
propriedades de transformacao dos campos. Isto pode ser materializado pela introdugao
de um campo vetorial A,(x), o campo de “gauge”, se formarmos a derivada covariante

COo1mo:

Dytp = (9, + ie Ay, (2.41)

onde e é um parametro livre o qual podera ser futuramente identificado como a constante
de acoplamento elétron-féton (carga elétrica e).
A lei de transformacao para a derivada covariante sera satisfeita se o campo de “gauge”

A, (z) tiver a propriedade de transformacao:
1
Ay(r) = Al (v) + g(aua(x)). (2.42)

A lagrangiana invariante fica entao:

Lrp= Y(x) [i7,(0, +ieA,) — m]yY(z). (2.43)

Para tornar A, uma varidvel dinamica de fato, necessitamos introduzir na lagrangiana
termos correpondentes a parte livre deste campo vetorial, portanto, com derivadas de

). rmo mais simples invarian u 5
A, O termo [ ariante de “gauge” é

1
L= Ful™, (2.44)



onde;
F,=0,A,—0,A,. (2.45)

Podemos verificar, por substituicao direta, que Fj,, ¢ invariante sozinho. Isto pode,
entretanto, ser feito de um modo mais elegante [20]. O tensor F),, pode ser relacionado

as derivadas covariantes:

(DD, — DD, Yb(x) = (ieFy )i (). (2.46)
Deste modo:
(DD, — DD ()] = e (DD, — D,D,)u(x)], (2.47)
ou seja,
Flb(x) = [Fup(x)] e T, (2.48)
que implica em:
F/W =F,. (2.49)

Com isto a lagrangiana da QED, uma teoria de “gauge” com simetria Abeliana U(1),
fica dada pela forma;

£ = B[ (O + ieAu)] 6(z) — mi(a)(2) = {Fw ™. (2.50)

Neste ponto é importante notar, sobre a teoria construida, que:

e i)Qualquer termo formado a partir de ¢(x), F,, e D, que seja escalar de Lorentz

sera invariante de “gauge” e portanto compativel com a simetria assumida.

e ii)O campo A, é um campo vetorial sem massa pois o termo A, A* nao é invariante

de “gauge”.

e iii)O acoplamento do campo vetorial com o elétron, de mais baixa dimensionalidade,
estd contido na derivada covariante D1, a qual é construida a partir da proprie-
dade de transformacao do préprio elétron. Isto quer dizer que o campo A, (féton)
se acoplara com qualquer campo carregado de um modo que depende apenas de
propriedade de transformacao deste campo frente ao grupo de simetria assumi-do.
A constante de acoplamento serd a mesma. Esta propriedade é denominada de

universalidade. Outros termos de interacao permitidos tais como:

Vo, WF™ | by b D, FM - (2.51)



sao eliminados da teoria pela exigéncia de renormalizabilidade, que é também o que

orienta a escolha do termo cinético do campo A,.

e iv)Nao héd na teoria (nao é necessario) o acoplamento do campo vetorial com ele
préprio. Isto ¢é interpretado como sendo devido ao féton (campo A,) nao carregar

o numero quantico de “gauge” U(1) (a carga elétrica).

Neste ponto entao, com a teoria ja construida, devemos nos preocupar com a solugao
das equacoes de movimento, se é que estamos interessados nas consequéencias dinamicas
das nossas hipdteses (simetrias) introduzidas por ocasiao da construgao da lagrangiana.
Temos para isto que resolver trés equacgoes diferenciais acopladas envolvendo os campos
Y(z), ¥(z) e A,(z) [21]. Isto ndo é vidvel e nés optamos pelo método perturbativo.
Apéds a quantizacao, a correspondente expansao perturbativa nos permite identificar um
conjunto de elementos bésicos a partir dos quais esta série pode ser construida; os vértices,
os propagadores e os fatores de simetria. Desde que algumas regras sejam obedecidas é
possivel construir uma relacao um-a-um entre os diagramas construidos, pela combinagao
de vértices e propagadores, e os termos da série perturbativa. Entao, qualquer processo
pode ser calculado na teoria pela aplicagao destas regras diretamente sem a necessidade

de construir a expansao propriamente dita. Para a QED entao temos as seguintes pecas:

e i)Propagadores

-Férmion de spin 1/2 (elétron);

P

Figura 2.11:

-Vetor sem massa (féton);

AVAVAVAVAVAV

Figura 2.12:

—1 k.k,
= e [ PO DT

iD(k)

onde:
{ ¢ =1 “gauge” de Feynman

¢ =0 “gauge” de Landau.



e ii)Vértice:

Figura 2.13:

Aqui « e 8 sao indices matriciais relativos ao espaco de Dirac-Lorentz (spinoriais),
p e v sao indices de Lorentz (espago-tempo) e £ é o parametro de “gauge”, ne-
cessario para a quantizacdo da teoria com o campo vetorial sem massa (que nao

tem consequéncias dinamicas).

Vamos entao considerar os processos basicos da teoria.

2.3.2 Auto-Energia do Elétron

Um dos processos fisicos mais simples da teoria é aquele com dois campos fermionicos

externos; a auto-energia de elétron (fig.2.9).

_‘_ = __, + % +...

Figura 2.14: Representacao diagramatica da auto-energia do elétron em expansao pertur-

bativa.

A contribuigdo um “loop” fica, no “gauge” de Feynman [21]:

o [ d'k i i )
%(p) = (—ie) /(2@4 {k?ﬂﬂ"[(p—k)—mﬂe]” } (2.52)

Uma simples inspegao (contagem de poténcias) nos revela que a integral é divergente

(termos linearmente e logaritmicamente divergentes). Portanto, segundo a teoria que
acabamos de considerar, a interacao do elétron com o campo eletromagnético, que deveria
descrever a dinamica do elétron na presenca das interagoes, nao fornece niimeros finitos

(em principio).



2.3.3 Auto-Energia do Féton

O processo fisico caracterizado pela existéncia de duas linhas externas de fétons, a auto-

energia do féton, é dado em ordem mais baixa por um “loop” fermionico (fig.2.10).

AVl  AVAVAVELEEViViVAVAVVIRs o

Figura 2.15: Representagao diagraméatica da auto-energia do féton em expansao pertur-

bativa.

A amplitude correspondente ao diagrama pode ser escrita como [21]:

o [ d'%k i i
II,.(q) = (—)(—te) / (27r)4TT {% F—m)+ z‘e%(k iy pp— ie} . (2.53)

A expressao acima, o tensor de polarizacao, revela, pela contagem de poténcias, uma

divergéncia quadratica (em principio). Novamente a teoria fornece uma amplitude diver-

gente para um processo simples.

2.3.4 Correcgao do vértice da interagao

O processo fisico definido por dois campos fermionicos externos e um féton, que caracteriza

o vértice da interacao elétron-féton, pode igualmente ser calculada perturbativamente

(fig.2.11).

Figura 2.16: Representacao diagramética da correcao do vértice em expansao perturbativa

até trés interagoes.



O segundo dos diagramas da fig.(2.11), com o “loop” ainda nao considerado, pode
ser escrito, a partir das pecas que compde as regras de Feynman, como (no “gauge” de

Feynman) [21]:

AN )3 d'k —1 ! i
Au(p. ') = (—ie) /(27T)4{k2+i€7”[,§’_k—m—i—ie]%[]b—k—m—i-ie

]7”}. (2.54)

A contagem de poténcias nos revela o carater divergente, ainda que menos severo

(logaritmico).

2.3.5 Divergéncias e Consisténcia

Do que podemos ver, os resultados obtidos para a Eletrodinamica Quantica, dentro do
aparato tedrico da TQC em solucao perturbativa, nao sao razodaveis. Isto nao quer dizer
que devemos abandonar estas idéias mas que necessitamos reinterpretar a teoria como um
todo, em virtude do calculo perturbativo. Ou seja, para dar poder de predicao devemos
reparametrizar a teoria. Isto deveria ser feito, em principio, ainda que as contribuicoes
dos diagramas avaliados nao contivessem divergencias. Entretanto, a presenca das di-
vergéncias complica o processo de reparametrizacao pois exige cuidados especiais nas
manipulacoes e cdlculos necessarios para que possamos separar as partes fisicas e aquelas
da reparametrizagao (subtragoes). Como proceder para efetuar esta separagdo e manter
o conteudo fisico da teoria, representado pelas simetrias implementadas é o grande pro-
blema da TQC na versao perturbativa. Historicamente, para que isto tenha sido levado
adiante, certas técnicas matematicas desempenharam um papel crucial; as técnicas de
regularizacao. Estas implicam em modificacoes nas amplitudes divergentes para torna-las
finitas e portanto manuseaveis. O problema das manipulagoes e célculos de integrais de
Feynman, inclusive divergentes, sera, por isso, o nosso proximo assunto.

Para concluir esta parte, é importante registrar o aspecto relativo as simetrias no
calculo perturbativo. Quando implementamos na lagrangiana as propriedades de in-
variancia frente ao grupo total de simetrias que julgamos relevantes para descrever a
dinamica de interagoes pretendida, isto impoe ou determina que as amplitudes do céalculo
perturbativo tenham certas propriedades ou mantenham certas relagoes entre si; estamos
falando de relagoes de simetria ou Identidades de Ward [22]. Elas devem estar presentes
no calculo perturbativo apesar das divergéncias. No caso da Eletrodinamica Quantica

a invariancia de “gauge” ou a conservacao da corrente vetorial associada, implica para



cada indice de Lorentz em uma amplitude uma relacao de simetria. Como tal o tensor de

polarizacao I, deve satisfazer [22]:

q 11" (q) = ¢, 11" (q) = 0. (2.55)

Temos também uma relagao entre a correcao de vértice um “loop” e a auto-energia do

elétron no mesmo nivel [22]:

(p = P)ul(p. ) ~ [E(p) — ()], (2.56)

e assim por diante para outros processos. Isto quer dizer que as manipulacoes necessarias
nao devem, de modo algum, comprometer estas relagoes pois, se a amplitude resultante
apds a reparametrizagao nao possuir estas propriedades, nao estaremos mais falando
das consequéncias dinamicas que pretendiamos investigar. Estes tipos de vinculos sao
exigeéncias minimas para qualquer técnica de regularizagao utilizada na reparametrizacao.
Outro aspecto igualmente importante, e proximamente relacionado, é a aparente
geracao de interagoes entre campos via diagramas, em principio possiveis, da expansao

perturbativa. Como tal, na QED, temos o processo envolvendo trés fétons externos
23](fig.2.12).

Figura 2.17: Diagramas correspondentes ao processo caracterizado por trés fotons exter-

nos.

Os diagramas da fig.(2.12) parecem estabelecer uma interacao de trés fétons na ex-
pansao perturbativa. Como a invariancia de “gauge” nao permite esta interacao na la-
grangiana, haverda apenas uma chance de mantermos a consisténcia das predigoes com as
simetrias implementadas; a avaliacao dos diagramas deve fornecer um resultado identica-
mente nulo para a soma destes. O cancelamento destes diagramas é um caso particular

de um teorema que prevé a anulacao idéntica de processos fisicos na QED quando os



campos externos forem em nimero impar de f6tons (teorema de Furry) [23]. Isto inclui o

diagrama com um féton externo, o chamado “tadpole” (fig.2.13).

Figura 2.18: Diagrama “tadpole” na QED.

Sendo assim, ainda que os diagramas correspondentes sejam divergentes, o cance-
lamento deve ser obtido automaticamente pelo método utilizado nas manipulagoes e
calculos. A importancia da anulacao destes processos nao se resume na eliminacao de
possiveis interacoes nao-fisicas, mas também na verificacao de Identidades de Ward en-
volvendo amplitudes relacionadas a estas e, portanto, com a propria chance de renorma-
lizabilidade da teoria.

Finalmente, temos os processos envolvendo niimero par de fétons, em especial aquele
com quatro fotons externos, cuja contagem de poténcias revela divergéncia logaritmica
(fig.2.14). Ele parece estabelecer o espalhamento da luz pela luz. Mas o aspecto impor-
tante e crucial que nos interessa € o fato de a divergéncia destes diagramas nao poderem ser
absorvidos em alguma reparametrizacao. A estrutura funcional da possivel divergéncia
necessitaria de um termo de quarta ordem no campo A, do féton. A invariancia de
“gauge”, ainda que permitisse a inclusao de um termo destes, tornaria, de imediato, a
teoria nao-renormalizavel. Por “sorte” os calculos mostram um cancelamento [24] destas
divergéncias incomodas. Virtude das teorias de “gauge”. Nem sempre as aparéncias se

confirmam.

A

Figura 2.19: Diagrama representando o processo com quatro fétons externos.
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Capitulo 3

Estrutura Geral de Integrais Um

“loop”

3.1 Introducao

A fim de podermos apreciar as consequéncias dinamicas de uma TQC, na versao per-
turbativa, torna-se crucial o papel das técnicas de manipulagao e célculo das integrais
de Feynman. Algumas destas, como vimos no capitulo anterior, podem ser divergen-
tes. Neste caso alguma técnica de regularizacao, ou procedimento equivalente, deve ser
introduzido, ainda que como um passo intermediario, para permitir que estas possam
ser calculadas. De qualquer forma o calculo de integrais de Feynman finitas é sempre
um passo necessario. A experiéncia mostra que as expressoes resultantes destes calculos
nao sao, em principio, simples. Além disso, existem propriedades fisicas especificas tais
como limites cinematicos, relacoes de simetria, ou ainda propriedades gerais como partes
imaginarias relacionadas a unitariedade, que necessitam ser enfatizadas ou facilitadas nas
formas adotadas para explicitarmos os resultados. Isto torna muito relevante estabelecer-
mos convengoes ou estruturas que sejam convenientes para as andlises e manipulagoes que
faremos posteriormente. Por isso antes de tratarmos do calculo de integrais de Feynman
vamos, neste capitulo, adotar uma sistematizacao para escrevermos nossos resultados.

E possivel verificar que as integrais de Feynman admitem uma sistematizacao bastante
simples e geral através da introdu¢do de um conjunto de fungdes de estrutura [1]. Isto se
mostrara muito 1util em todos os aspectos relacionados aos calculos envolvendo “loops”.

Entre estes a demonstracao ou verificacao de relagoes de simetria ou limites cineméticos de
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interesse, a identificacao de partes imagindrias relativas a unitariedade e principalmente
aqueles relacionados aos procedimentos de reparametrizagao (cap. 13 e 14). A utilidade
da sistematizagao que adotaremos justifica um estudo em separado destas funcoes de
estrutura. FEntre as vantagens desta linguagem esta o fato de, em eventuais calculos
computacionais, necessitarmos de rotinas bastante simplificadas.

Neste capitulo definiremos as fungoes necessarias e titeis para nossas discussoes futuras.
Devido ao fato de nos restringirmos, na maior parte, a discussoes envolvendo amplitudes
no nivel um “loop”, com até trés momentos externos, nés necessitaremos das formas

explicitas e dos limites de interesse de basicamente dois tipos de fungoes.

3.2 As Fungoes Z;()\, \3,p?)

O célculo de integrais de Feynman exibe naturalmente um conjunto de estruturas ma-
tematicas ou fungoes em termos das quais é possivel discutir os principais aspectos as-
sociados as correspondentes amplitudes fisicas. Um tipo importante destas fungoes, que
encontraremos frequentemente em nossas discussoes, sao as funcoes Z (A2, A2, p?) definidas

por

1
ZuN 5P = [ (pa1 = )+ (F = Xz = A2 e, (3.1
0

restringindo-nos, inicialmente, a valores de k positivos inteiros ou nulo. E possivel veri-
ficar que a parte finita das amplitudes vindas de calculos um “loop” pode ser escrita em
termos destas fungoes. Importantes caracteristicas destas amplitudes, em qualquer teoria
quantica de campos, sao enfatizadas e fornecidas diretamente pelas caracteristicas destas
funcoes, em especial aquelas relativas a unitariedade. Elas surgem em integrais com pelo
menos dois propagadores, fungoes de dois pontos, com dependéncia em algum momento
externo. Para nossos propdsitos é mais 1til definir, a partir da fungao Z;(\2, A3, p?) acima,

a funcao correspondente com argumento adimensional

(3.2)

1 p?z(1—2) 4+ (N2 = A3)z — \?
Ze(AL, A5, 0% 0%) = /0 dzzF1n < _)\; 2 L),

Aqui, p* é um momento externo do “loop” (ou uma combinagao invariante destes), \?
e A2 sao em geral massas da teoria (ou parametros de regularizagio) e o parametro z é o
ultimo parametro de Feynman utilizado na parametrizagao a ser integrado (cap. 4). O

parametro A2 desempenha um papel de escala para os momentos e para A2 ¢ A2. E muito



conveniente a utilizacao de um dos parametros A\? ou A3 como escala para a construgio
de formas explicitas. A mudanca da escala é obtida da seguinte forma:
2
A

1

Estas relagoes se mostrarao importantes para a discussao da invariancia de escala em
amplitudes fisicas. Vejamos entao como obter formas explicitas para os primeiros valores
de k.

Tomando k£ = 0 na eq.(3.2) obtemos

1
2N 8,04 ) = [ dz1n 2
0 —A35

Um modo de efetuar a integragao, e obter a forma explicita desta funcao, é através da

introducao das raizes do polinomio de segundo grau que estd no argumento do logaritmo.

Fazemos
2 2 2 2 2
PP2(1 = 2) + (A = A3)z = A]] = (=)p*(z — a) (= — B), (3.5)
onde:
(P + 22 = A3) + /(P + 23 — 23)? — 4A3A3
a= 52 (3.6)
(§]
(P + X3 = 23) — /(P + 3 — 23)? — D3N3
p= 27 : (3.7)

As raizes a e [ satisfazem portanto as relagoes:

(P> + AT — A3)

a+ 8= p ; (3.8)
(p2 + )\2 _ )\2)2 _ 4)\2p2
04—6:\/ 1p22 = (3.9)
)\2
aff = p—;. (3.10)

Das expressoes acima para as raizes a e 8 podemos perceber que certas combinacoes
dos parametros A\? e A2 com os valores de p? resultarao em raizes a e 3 complexas. Em

termos das raizes a e [ escrevemos entao:



2088059 = (L) 4 [N - )z - )
0\ A2, D5 A2 A2 0

= In (i;) —l—/oldzln(z—oz)—i—/oldzln(z—ﬁ). (3.11)

A partir do resultado simples

/Oldzln(z—oz):[ln(l—oz)—ozln(a_1>—1}, (3.12)

«

obtemos a forma

Zo(N2, A2, %5 A2) = In (fg) —|—{ln(1 —)(1-B) -2 [@m (O‘; 1) + B <55_1>H

Utilizando as propriedades das raizes a e 5 temos:

In((1—a)(1—-p8))=1In (2;) (3.14)

e também:

[aln <O‘_

_|le+pB), (a—15—-1\ (a—f). (a—1 §
_[ 2 ln<a B>+ 2 1<a5—1>]
R (N
+\/(p2 e 23)2 - ((A% “ A2 0 A -0 - Mpz) } . (3.15)
2p (03 = A2 +p%) — (0 + 23— 23)2 — D3P

Com isso podemos escrever a forma explicita da funcao Zy(A\2, A2, p?; \3):

(p2 +/\2 - /\2) /\2
Zo(A1, A3 1% A3) = —{ 2]?12 Y n b +2
VO + X3 = 23)2 — Axgp?
+ X
2p?
(D3 /(02 + A2 = A3)2 — 4Ap 5.16)
=X +p) = 2+ N - N2 -4 |



A forma obtida para Zy(A\%, A2, p*; A\2) contém uma raiz quadrada de um polinomio
de segundo grau em p? em produto com um logaritmo. A parte imagindria da funcao
deve vir da combinacao deste produto em trés situacgoes distintas. A fim de verificar isto

inicialmente consideremos a raiz, definindo:

FOZAZ DY) = /(02 + X3 — A3)? — 422, (3.17)

Notemos que é possivel escrever isto na forma:
(0 = A3+ A2 = ax3p?] = [p* — (\ + 02 [P — (= ). (3.18)

Portanto temos trés representacoes para f(A\?, A2, p?) de acordo com a regiao de valores

de p*:
e i)p? < (A — \2). Neste caso:

FOZ 205 = /(0 — A2 — p2 /(A + A9)? — p2. (3.19)

o ii)(A\ — N\2)? < p? < (A1 + A\2)?. Aqui fica:

FOZAZLPY) = i/ (A + Ao)2 — p2/p? — (A1 — Mo)2. (3.20)

e iii)p? > (\; + A\2)%. Nesta regiao:

f()‘i )‘37192) = \/p2 - <)\1 + )\2)2\/192 - ()\1 - )\2)2. (3.21)

Agora consideramos o logaritmo. Definindo ,

(3 =21 = 1) + (2 28— 29)2 —
(3= X2 —p2) — /(P + N =232 — 32 |

(3.22)

g\, A5 p7) = ln{

Notemos que o argumento do logaritmo pode ser reescrito para p* < (A; — A2)?, por

exemplo:

2

DN | —

(P = X+ A3) — /(0 — N3+ A)2 — AN3p? = (\/(/\1 +20)? = p2) = /(A = X)? - p2)>
(3.23)

e também:
2

(0 = N4 X3+ (07 = 05+ M2 — ANy =

(Vw222 =29 + (=202 =)
(3.24)

N —

tal que temos trés representacoes para g(A2, A2, p?):



e i)Para p? < (A} — \p)*%:

g(\1, A3 p%) = 2n { VO X2 = - } (3.25)
\/()\1 + )\2)2 —p2 + \/()\1 - )\2)2 —p2
e ii)Para (A} — X\2)? < p? < (A1 + \o)*:
g(X2, 23, p?) = 2In { YOuF NP~ - yfp O - P } (3.26)
\/()\1 + A2)2 —p? + \/p2 — (A1 — A2)?

que pode ser também identificada com:

2 — (A Ag)?
g(A2, )3, p*) = 4i arctan \/p 1+ A) . (3.27)
v \/O\1+)\2)2—p2

e iii)Para p> > (\; + \o)%

(3.28)

\/p2 — (A= Ag)2 = \/p2 — (M + )\2)2}

gL, A3 p) = 2111{
\/p2 — (A1 = A)? + \/p2 — (A1 + A2)?

Com os resultados obtidos para f(\, \2,p?) e g(A%, A2, p?) nés podemos explicitar o

produto de ambas nas trés regioes consideradas. Definindo
h(AT A3, p%) = F(AL A3, 0%)9(AT, A3, p7), (3.29)

teremos as representacoes a seguir.

° i)Para p2 < ()\1 — )\2)2.

Nesta regiao de valores de p? temos:

B ALY = 20/ (0 = Ao)2 — p2y(A + Ae)? — p? x

xln{\/()\1+)\2)2—p2_\/(>\1—>\2)2—P2} (3.30)
\/(/\1+>\2)2—p2+\/()\1—)\2)2—]92 '




° ii)Para (/\1 — /\2)2 < p2 < ()\1 + )\2)2.

Neste caso temos a representacao:

2 y2 2\ _ 2 _ 2 _ 2 2 \/p2—()\1—>\2)2
RO A3.2) = ()4 (0 +002 = 2 (0 &)+pa”m'{¢uy+Mw—p2'

(3.31)
e iii)Para p* > (\; + A\g)*:
ROZ 207 = 20/p2 — (A + A2)2 /02 — (A — Ao)? x
 In { \/P2 — (A= A2)? = \/pQ — (A1 + )\2)2}
\/pQ — (M — A2+ \/P2 — (A1 + Ap)?
+2imy/p? — (A + A2)2 /2 — (A1 — A)? (3.32)

Em termos da funcao h(\?, A2, p?) podemos escrever Zy(A?, A3, p?; A\3) numa forma

bastante simles e compacta:

(* + 2= A5), (A h(A, A3, p?)
Zo(A?,AS,pQ;A§)=(—){ 2]?12 2) 1 7% +2+% . (3.33)

Repetindo o procedimento podemos igualmente obter:

(P*+ X2 =22 1
Zi(AL A5 P AS) = (—){ W tgt
(P + AT = A3) —2Ap%] (A
+ 4])4 In 7% +
2 /\2 . /\2
P02 0800, (334

e também

2 2 2
peH A — A 2
Zo(N5 A5 P75 85) = (—){( 6 2)+9+

N [(p* + AT — A3)% — 2A%p7] N
3p*




N (D" AT = A5) [(0" + AT = A3)° = 3] | (S
2p? 3p? AT
N [(p* + AT = A3)* = AP
6pd

M) (3.35)
Podemos entao perceber importantes caracteristicas das funcoes Z5, (A2, A2, p%; \3):

e As fungoes desenvolvem uma parte complexa para p* > (A\; + A2)?. Desta forma,

para k = 0,

\/p2 — (M + )\2)2\/172 — (A1 = A)?

Im[Zo(A3, A3, % A3)] = 270 (p* — (A1 + \o)?) 7

(3.36)

Para valores crescentes de k a forma acima aparecera multiplicada por um polindémio,

bem comportado, cuja ordem cresce com o valor de k.

e A parte imagindria das fungoes surge no ponto p? = (A; + A\2)? a partir do valor

Zero.

o As fungoes Zi(\2, \3,p% \3) sdo continuas em ambos os pontos p? = (A — X)? e
PP = (A + )%

e A derivada de Z,(A\2, A2, p%; \2) é indefinida no ponto p? = (A\; + A2)?.

e As funcoes sdo bem comportadas em p? = 0, ainda que nao o sejam termo a termo.

Isto recomenda cuidados na tomada de valores préximos a p? = 0.

Das expressoes obtidas, ou a partir da propria definicao, é possivel estabelecer relacoes

entre as fungoes Z (A2, A3, p%; A3). Como tal temos:

2 32 2 32 ,2.12
208,05 0) = [H(Al 2A2)1 ZO(AI’Aj’p’A2>
p

1 2
— (A=) + XIn | 2 :
s |02 =)+ 2 (3 (337

Estas relacoes sao extremamente tteis especialmente em analises envolvendo relacoes

de simetria. Agora consideraremos algumas situagoes de interesse ou limites das fungoes
L.



3.2.1 lim M\ — 0 em Z,(\2, )3, p* \2)

Esta situagao ocorre em integrais de Feynman associadas a amplitudes fisicas de teorias
com particulas de massa nula (porém nem todas!). Neste caso, na parte finita das integrais
especialmente, devemos tomar este limite para obtermos o resultado desejado. Isto ocorre,
normalmente, por que no inicio dos calculos, para evitar discussoes sobre divergéncias
infravermelhas simultaneamente aquelas ultravioletas, introduzimos uma massa para a
particula de massa nula. Ao final, através deste limite, recuperamos a situacao original.
Divergéncias infravermelhas, eventualmente remanescentes, estarao em termos divergentes
neste limite. Este é o caso da QED, onde o féton posui massa nula e o elétron nao. Para

tal situacdo temos, para p* < A3,

2 _)\2 2 )\2
Z(0.32, 1% 32) = {(p ) m( v ) —2}, (3.39)
p 2
2 )\2 2 2 + )\2 2 )\2 1

(p2 — )\%)3 In (—p2 + A%) . (p2 — A%)2 o (p2 — /\3) 2} ] (3'40)

2 ,2.\2\ __
Z2(07 /\27p a/\2) - { 3p6 )\% 3p4 6p2 9

O comportamento destas funcoes préximo a p? = 0 é dado por:

¥ p

208 = 1= s L] .41
1 p p*

Z1(0,73, p% ) = l_4_6m2_24m4+”' ; (3.42)
1 p p*

De onde observamos a expressao geral para o valor destas funcoes em p? = 0.

—1

Zk(0,73,0;A3) = (e

(3.44)

Outro ponto especial é p? = \3. Neste caso as fungoes Z; possuem valor bem definido:

-2

Zi(0, A3, 25; %) = Gr)e

(3.45)



3.2.2 lim M\ — co em Z,(A\3, )3, p%; \3)

Esta situacao limite surge em integrais de Feynman regularizadas pela prescricao de Pauli-
Villars. Neste caso A2 = A? é o parametro de regularizagao. O limite A? — oo é entdo o
“limite de conexao” do método de regularizacao e deve ser tomado para a identificacao
das divergéncias a fim de se construir os contratermos (em teorias renormalizaveis). Neste

caso podemos obter diretamente da definicao a expressao correspondente

1 1 )\2
Z(00, A2, p%; \3) =~ /0 FdzIn (1 —2) + il In ()é), (3.46)
que nos fornece os resultados particulares:
>\2
Zo(OO, )‘gap2; )‘g) = [ln <>\§> - 1] ) (347)
2
1 A2 9
2 2.4y2y _ |+ Ay Y
Zl(OO, /\27p a/\2) - [2 In <>\%> 4‘| ) (348)
1 A2 11

3.2.3 p?<1em Zy(A% A2 p% \2)

O comportamento das fungoes Z(\2, A3, p?; A\3) préximo ao ponto p? = 0 é sempre um
ponto de interesse fisico. Esta situacao pode corresponder ao comportamento em baixas
energias de uma amplitude fisica. Além disso, o valor limite p? = 0 é também de especial
interesse tanto em situagoes envolvendo limites de simetria (exato) como em procedimen-
tos de renormalizacao.

Neste caso nés podemos escrever:

Z(A2 /\2 2'A2) - 1 )\%_)\% ! kd
E\A1, A2y, D5 Ag = 1 )\% 0 z az

p? /1 dzzFH(1 — 2)
)\2 _ )\2 _

p? 1 dzzk+(2(11 — 51 : A

2002 - )2 /o (z—¢?

—i—/oldzzkln(z—f)—i—

(3.50)

onde )
NN

¢ (3.51)



Das expressoes acima podemos retirar os casos particulares:

Zo(N2, 02, % \2) = 1 )\% | Ag

0(17 27p72)_ __)\%_)\%n)\i% +
S O S v, Ry (3.52)
A=A [2 A=A (AM-A) \A/)]T

Zl()\%a )‘gaPQ; )\3) =

ISP S N P A S GRS
402N 2\ -N A2
IS A B ) S G i
(AT —=23) |6 2(\F = )A3) A — A3
(A1)?A3 A3
N s Vil B P (e .
o —xp ")) (3.5
i = [3-45) -3 he) el )
R 9 6\M-x/) 3\\-x3) 3\-X A
N E D S § (RPN
1276023 2\ N2\
\2 3 A2)3)\2 \2
—( — 2) — (21) 224111(3) . (3.54)
Af — A3 (AT —X3) AT

(AT = A3)
3.3 As Fungoes Z;()\], \3,p?) para \i= )3

Uma situacao de interesse, que encontraremos muito nos capitulos posteriores, é aquela
onde as integrais de Feynman consideradas estao associadas a amplitudes de teorias
com particulas de massas iguais. Neste caso surgirao naturalmente dos calculos fungoes
Zr(A2, 02 p?) para A\2=\3=m? onde m é a massa das particulas. Para esta situagio
definimos: .

Zp(m?,m? p?) = /0 dzz"In (p22(1 —z)— mz)), (3.55)

com a correspondente de argumento adimensional, de escala \?

1 22(1 = z) — m?
Zk(mz,mQ,p2;)\2):/o dzz"In (p ( _/\2) )) (3.56)



A relagao entre fungoes com escalas diferentes é obtida de modo fécil;

1 m?
Ze(m?,m?, p*; 2\ = Zi(m?, m?, p*sm?) + ——In | — |. 3.57
k( ) P ) k( ) P ) k+1 22 ( )
Repetindo o procedimento, ou utilizando as expressoes ja obtidas, na se¢ao anterior,

temos explicitamente:

him2. m2. p2
Zo(m?,m?,p*;m?) = (—){2+ (m 2;; P >}, (3.58)

h(m2, m2, p?
Zl(m2>m27p2; mQ) = (—) {1 + <4p2p)} , (359)

1 2 2 2 2 2
Zy(m?,m?, p*;m?) = (=) {18 L2 3p2m ) | (P 6p4m )h(m2,m2,p2)}, (3.60)
onde h(m? m?, p?) possui trés representacoes:
e i)Para p? < 0.
Neste caso:
IZ = — /=2

h(m?,m? p*) = 24/ —p2y/4m? — p2In v _ 3.61
i) =2 = (G o0

e ii)Para 0 < p? < 4m?.

Nesta regiao:
T Vi
h(m?,m?, p*) 4\/> 4m? —p arctan{ T | (3.62)

e iii)Para p* > 4m?.

5 o Vp? —4m?
h(m?,m?, p*) = 2\/]97\/]9 mzln{\/_—i—\/TmQ}
+2imy\/p?\/p? — 4m?2. (3.63)



Das expressoes obtidas observamos de imediato as relagoes:

ZO(m27 m27p27 m2)
2

Zl<m27m27p27m2> = (364)

1 m? Zo(m?,m?, p*,m?)
- Tz 2 2 .2 2 0 AIRY
18 3p2 0(m T, P, )+ 3

ZZ(m27m2>p27m2) = (365)

Agora consideremos as situagoes ou limites de interesse.

3.3.1 p? < 1em Zy(m? m? p?)

A principal situacao de interesse nas fungoes que estamos considerando é o comportamento

para pequenos valores de p?. Neste caso nds escrevemos:

2 e
Zilm?,m?, psm?) = =2 [z (1)
pt ot
~5 dzz2"2(1 — 2)?
m* Jo
Pt ks 3
“am Jo dzz"T3(1 — 2)?, (3.66)

tal que podemos retirar os casos particulares:

Z( 2m2 2.m2)_ _p2 _ p4 + .. (367)
o\m-, , P = 6m2 60m4 ; .
- 2 4 7
2 2,2 2_|_ P P
Zl(m ,m-,p5;m ) _ 1om? 120m2 + | ) (368)
- 2 4 T
2 2 2. 9ov_ | P P
ZQ(m7m,p7m)__ 503~ 300 T | (3.69)

As funcoes Z,(m?, m?. p?: m?) possuem a propriedade
Y k 3 y D75 p prop

Z(m?,m? 0;m?) = 0. (3.70)



3.3.2  lim m? — 0 em Z,(m? m? p*; m?)

Em integrais de Feynman provenientes de teorias com particulas de massa nula, a massa
m necessita ser removida ao final para que o resultado correto seja obtido. Um exemplo
disto é o setor puramente pionico de uma teoria com simetria quiral em realizagoes nao-
lineares onde o pion, no limite de simetria exata, possui massa nula. A presenca de termos
divergentes neste limite deve-se ao fato de, nestas teorias, as divergéncias infravermelhas
estarem presentes nas amplitudes fisicas.

Neste caso, um modo conveniente de escrever isto é introduzir uma escala arbitraria

Al
1 22(1—2) —m?%\ [ \?
Zp(m?,m?, p*; \?) = /dzzkln Kp ( _/\2) )(mzﬂ
:>/ dzzkln< ) /dzzklnz(l—z)—i—
)\2
—i—/ dzzkln—2
0 m
1 —p? 1 A2
1 In|{—
MRS n</\2>+k+1 n<m2>
1 1
+/ dzzk’lnz—i—/ dzz"In (1 — 2) (3.71)
0 0
ou seja
1 —p? 1 A2
Zi(m?, m?, p N2 1 1—7/d11—
bm”,m”, ):>k+1n<A2>+k:+1n<m2) Ger 1) Sy 7 n(l=z)
(3.72)

Os casos particulares k=0, 1 e 2 ficam, respectivamente:

Zo(m?,m?, p*; N2 W (Z2) 2o s (2 3.73

olm-,m",p; ):> n A2 +n m2 ) ( : )
1 —p? | 1 A2

Zi(m? m? p% \?) = {[2111 </\]Z> —1 +§ln <m2>}’ (3.74)

1 —p? 13 1 A2
Zy(m?,m?, p* \?) = { [3 In (;;) - 181 + 3 In <m2>} : (3.75)




3.4 As Fungoes Y;()\3, )3, p?)

Outro tipo importante e 1util de estrutura que surge em calculos de integrais de Feyn-
man, especialmente quando consideramos integrais divergentes regularizadas no método

de Pauli-Villars sao as func¢oes que nés definimos por:

1 dzzF(1 — 2)
V(A2 22, p? z/ '
KA ) = | a1 (2 = g)s = )]

(3.76)

Considerando, por ora, apenas valores positivos inteiros ou nulo de k. Com esta defini¢ao

noés observamos de imediato a relagao:

aZk<)\%7 )‘ga p2)

apQ = Yk+1 ()‘%7 )‘gapz)' (377)

Do mesmo modo que no caso das fungoes 7, podemos introduzir uma escala na

definicao das funcoes Yj:

1 dzzF(1 — 2)
2 Y2 . 2.y2\ __
Yk()‘h)‘bp a)‘ ) _A [[p2z(1fz)+()\%;)\§)zf)\%)}}’ (378)
-

de tal forma que a relacao entre duas funcoes com escalas diferentes pode ser escrita, por

exemplo, como:
2

A
V088000 = (55 | 0% 7509 (3.79)
2
Ainda que existam relagoes destas com aquelas que acabamos de discutir, é interessante
considerarmos formas explicitas destas fungoes. Assim noés consideramos inicialmente
k=0,
LA2 dz(1—2)
Yo A8 N = [ o , 3.80
0( 15 N2 P 2) 0 pz(Z—Ot)(Z—ﬁ) ( )

onde a e 3 sao as ja conhecidas raizes do polinémio da eq.(3.5). Colocando noutra forma

%(A?,Ag,pz;ﬁ):ﬁaiﬁ{/ol(m—/Old(zz(l__ﬁj)}. (3.81)

Agora utilizando as relacoes:

/01 (z Cfoz) - [ln (a; 1” (3.82)
/01 (Zdiz) _ [1+ln (O‘; 1)] (3.83)




temos:

w0zt = (L (4 (5]

aiﬁlam(o‘;) ﬁln( _lﬂ} (3.84)

Repetindo o procedimento utilizado no caso das fungoes Z;, obtemos

)\2 /\2 g )\2,)\2,]72
V088 = 3 {n (5] + 02 - AL sy

+

De modo semelhante

)\2 ()\2_)\2) /\2
ViAL A, %) = 21+ 2|
1( 1, P35 2) p2 + 2p2 1 )\%

2p? JOL A, p2) [
e também
)\2 1 (pQ + )\2 - )\2)
I e =
[0 )@e- R](
2p? 2p4 2p? A
I EC R e PR Al et )
2p? ! 2p*
2p? FOR, 73, %)

Das formas acima podemos observar caracteristicas importantes para as fungées
2 12 ,.2.12).
Yk()‘la)‘Qap 7)‘2>'

e As fungoes possuem uma parte imaginéaria. Para k = 0, por exemplo

202 (P2 = X3+ X2)0(p? — (A1 + \2)?)
P2 = O+ 2202 = (= A2

cujo coeficiente torna-se um polinomio de ordem crescente com o valor de k.

Im[Yo(A], A5, 0% 03)] = (3.88)

e As fungoes sao continuas no ponto p? = (A\; — A\2)?, mas sdo descontinuas no ponto

= (A1 + X2)% O valor destas fungoes neste 1ltimo ponto nao esté definido.



e A parte imagindria destas funcoes surge no ponto p? = (A; + A\g)? a partir de um

valor infinito (indefindo).

e As funcoes sao bem comportadas em p* = 0, ainda que nio o sejam termo a termo.

A convergéncia torna-se dificultada a medida que k& aumenta.

Das expressoes obtidas podem ser estabelecidas relagoes envolvendo as fungoes Yj, com

outras de valores menores de k. Como tal

2 2 2 2
po+ AT — A A
( o D [vo(02, 42,5 00)] + SAZOL PN (3589)

Yi(A], A5, 0% A%) =

(p* + AT = \3)
2p?
)\2

—sz[Zo()\f, A3 0% A7) = 2200 05, 0% A7) (3.90)

Yo(A2, A2, %02 = [Yi(AL, A3, % A7)

Esta tltima pode ser reescrita pela eliminacao de Y; em favor de Yy (eq.(3.89)) e
pela eliminacdo de Z; em favor de Z (eq.(3.37)). Algumas situagdes particulares destas

funcgoes serao de nosso interesse futuro. Vamos entao consideré-las em separado.

3.4.1 lim A2 = 0 em Y, (A2, )3, p% A\2)

Noés consideramos esta situagao limite escrevendo, a partir da definicao:

A2l A2 L dzzht
V(0,23 0% 03) = (—)*2/ dzz"t <2>/ TR (0 (3.91)
p2 0 p2 0 {Z _ (P p2/\2):|

tal que os casos particulares k = 1 e k = 2, para p? < )3 ficam:

)\2 )\2 /\2_p2
2 . 2.\2\ __ 2 2 2
Vi080%08) = ()3 {1 S (20 592)
€
/\2 1 /\2 /\2 /\2—]?2
Yo(0, 03, p502) = (—) 2= -2 1 -2 2 : 3.93
2(7 2P 2) ( )pg 2 pg pg n )\% ( )

Estas mesmas funcoes para pequenos valores de p? ficam



1 p2
Yi(0 N2 2 \2) = | =+ + .. 3.94
1(7 2>p7 2) [2+3A%+ ‘| ( )
e
Ya(0, 02, g% 22) = | L4 4o (3.95)
25 An P A2) = g T 9Nz '

E interessante notar a indefinigao destas fungoes para o ponto p? = A\3.

3.4.2 lim A2 = oo em Y, (A2, A3, p% \2)

A situagao limite A? — oo pode ser obtida facilmente a partir da definigao:

Yi(00, A2, p?; A2) = )\2/ dz2", (3.96)
portanto
Yi(oo, A2, p2i N2) = <A5> | (3.97)
) ) ) k' + 1 )\%

3.4.3 p?<1em V(A2 A2 p%A2)

O comportamento destas funcoes para p? pequeno pode ser escrito em termos de poténcias

de p?. Tomando-se os primeiros termos apenas, ficamos com

/\2 14 k:l_ 2
Ye(A3, A5, p% \3) =~ (— )\25/ dzz"(1 — 2) — )\2< ) 52/ w+ (3.98)

onde ¢ foi definido como
Al
A2 — N3

Efetuando as integrais da expan¢ao acima obtemos expressoes com bom comporta-

¢ = (3.99)

men r = m i valor unco r = ue n rao utei
ento para p? = 0 e, em especial, o valor destas funcoes para p*> = 0, que nos serao tteis

no futuro.

3.5 As Fungoes Y (m? m?, p?)

A situagao envolvendo A\? = )3, que ocorre naturalmente em teorias com particulas de

massas iguais, é de grande interesse e utilidade. Nos entao definimos



L dzzR(1 - 2)
Yi(m?, m?, %) = [ 3.100
k(m Y Y ) 0 [p2z(1—z)—m2]’ ( )

ou introduzindo uma escala para tornar a funcao adimensional
L dzzF(1 —

Yi(m®,m®, p*, \?) = / {;Z(l()zz)]‘ (3.101)

0 zZ(l—z)—m

a2

Repetindo o procedimento utilizado na secao anterior para explicitarmos as fungoes
Vi (A2, A2, p?; \2) obtemos:

22 2,02 2
%(mQ,mz,pz;)\2) _ {g(m ,m*,p°)

5 } : (3.102)

A g(m?,m? p?)
Yim?,m?, p% A\ = =< —1 2 ! 3.103
1(m*,m, p%; A7) 5 +m F(m2,m2, p?) ( )
e
A1 m?g(m? m? p?)
Yom?,m?, p2 N8 = — < —— + — ! 3.104
2(m”,m* p*; \%) 5 5 + > F(m?,m2, ) ( )

As expressoes para g(m?,m?, p?) e f(m? m?,p?) sao aquelas das defini¢oes eq.(3.61),
eq.(3.62) e eq.(3.63). Dos resultados obtidos podemos notar relagoes entre as fungoes com
diferentes valores de k. Como tal:

Ya(m? m?, p* \?)

Yi(m?,m?, p* \?) = 5

(3.105)

3.5.1 p><1em Yi(m%m? p%A\2)

Sendo o comportamento para pequenos valores de p? de grande interesse nés podemos

obté-lo escrevendo, a partir da definigao:

Y, 2 2 2.)\2 _ )\72 1d kl_ pig 1d k+1 1 — 2
kz(mvmapa 2) - m2 0 ZZ( Z)+ m2 0 Rz ( Z)

+ (:;>2/01 2221 = 2) 4 - } (3.106)

Portanto, para k=0, 1 e 2 ficamos com:

2 (1 2
Yo(m27m2,p2;>\2):)\{+ b +--'}, (3.107)

m2 |2  12m?2



A1 1 p?
le(m2’m2’p2;>\2)2m {+p+} (3108)

216 30m?2
e 22 2
1 1p

Yo (m2. m2. p2: \2) ~ I T 3.109

5(m*, m*, p*; \) " 12+60m2+ ( )

3.6 As Funcoes &,

Quando consideramos integrais de Feynman um “loop” associadas a funcoes de trés pon-
tos, portanto com dois momentos externos e até trés massas diferentes, torna-se bastante
conveniente a introducao de um novo conjunto de fungoes de estrutura, definidas em ter-
mos dos parametros fisicos, dos momentos externos e de dois parametros de Feynman.
Através delas podemos sistematizar as solugoes analiticas, as propriedades fisicas, a veri-
ficacao de ralacoes de simetria e assim por diante. Todas func¢oes poderao, ao final, ser
escritas em termos das funcoes 7. A utilidade desta organizacao podera ser apreciada

no capitulos 11, 12 e 13. Nés as definimos por:

1-2
07700 0) = [ [ DL (3.110)

onde:
Qy:2) = P'y(1 —y) + (A = M)y + ¢*2(1 — 2) + (A = A)z = AT = (2p - q)yz. (3.111)

Na expressao acima i, Ay € A3 sao as massas carregadas pelos propagadores das linhas
internas e p e ¢ sdo dois momentos externos (ou uma combinagao destes).

Antes de explicitar algumas destas fungoes e enfatizar suas propriedades tteis, nés
definiremos outro conjunto de fungoes que aparecem como subestruturas das fungoes &,,,.

Elas sao denominadas por 7,,, e definidas por:

1 1—=z
B V307, 08, %0550 = [dz [ dyzmyin (Q(y’z)> . (3.112)
0 0

_)\2

Aqui A2, que torna o argumento do logaritmo adimensional e funciona como escala para
todas as quantidades fisicas é arbitrario e podera ser escolhido eventualmente como uma
das massas.

Noés entao explicitamos as fungoes &,,,, principiando por aquelas paran +m = 1. A

primeira pode ser &;¢ dada por:



f0 = (Wﬁ fp‘w){(p e D ()23 22, (0 — 0 \?)]
+ 308 [0, .20

(-9

[ZO()‘%ﬂ)é? 2 )‘2)}

2p*¢?
+)\2_)\2 . 2_|_/\2_)\2
N [(q 2;2 5 Q)(p2p2q; 5) » (3.113)
por sua vez &y pode ser colocada na forma:
2
P q qa —Dp-q
o = <p2q2 = (p-q)2> {( 2p%q? ) (200525 (0 = @) A7)
5,8 (Zo(\8, A3, % 0]
2 ) [ZO<A%,A§,p z2)
+ >\2 (P + AN =3

Aqui notemos que, como deveria ser, um pode ser levado ao outro fazendo as trocas
simultaneas:

Ay 5 A
27 A (3.115)
p < g,

o que vale para todas as funcoes &,,. A escala A%, por outro lado, pode ser facilmente
notado é arbitraria.

Para explicitarmos as fungoes correspondentes a n + m = 2 é interessante primeiro
faze-lo com 1. Ela fica:

1 1
Noo = §Zo(A§, >\:2:,7 (p— C_I)2§ )\2) - { + /\2500}

LA =AY

+ A2 —
2 2 501+(q )

) E10. (3.116)

Nesta expressao ¢é possivel perceber o porqué da defini¢ao de 7, em termos de uma escala
A2. As funcoes &,,, sao independentes de A%, mas 1,,, nao




A forma explicita de & pode ser dada por:

i = (b { U oa L (208,62

P*¢* — (p — q)? 2p%q?
P-q 1
— (2]92(]2) [Zl()\ia )\37 q2; )\2)} + TQQ [7700]
[(qz AN 0 ) €10 (3.117)
2q¢? 2022 . .

A fungao &1, por sua vez, pode ser escrita na forma:

b = (ot B (2083 (- 0% )

P’¢* — (p- q)? 2p%¢?
1 .
+2792 {Zl</\%7 Aga ‘12; /\2)] - 2];2;][7700]
2 2 2 2 2 2
p*H A=A p-q)(qg”+ AT — A
+ [( 2;2 2) _ ( )( 2p2q21 3) 510 . (3118)

A expressao correspondente a fungao &y, e outra forma alternativa (equivalente) para

&1 podem ser obtidas pelas trocas indicadas na eq.(3.118).
Prosseguindo podemos explicitar os casos n +m = 3. Para tal é interessante primeiro

estabelecer as fungoes 7,,, para n +m = 1. Assim teremos:

mo = ; 285 (0 — )% )] - ; [é + /\fﬁoo]
O A?)% iy P Vs A; — M) (3.119)
e também:
) . . ) s o 271,
o= g (Zo(A3, 03, (p — @)% %) — Z1(N3 05 (p — )% )| — 3 [6 + Alfm]
L AB% — M),y Aj — e (3.120)

De posse destas subestruturas fica facil escrever &3;



b = ( e q)){@ P9 (1) 2,008, 3, (p — 0)%5 )]

—(p- 2pq
2p QQ) [ 2 e /\2)}
1
+? [110]
2 2 2 ) 2 2 )2
i [(q +2)\ql2 A3)  (p Q)(pzp‘;qj\l )‘2)] 520} (3.121)
e também para &oq:
2 2 2_ 4.
e <p2q2]i(ép q)2> {(q 2p252 2 (205,25, (= 0% 27
[Zz (A3, A3, 4% 02|
_(Z]j qg) [110]
9 ] 2 2 2
[(p + ;pz ) (o q)(qQP—Qqul Az)l 520}. (3.122)

Destas decorrem aquelas &2 € &3 pelas adequadas transformacoes.

E interessante perceber que as funcgoes &,,, para n + m fixo, sao escritas em termos
daquelas n+m — 1. Estas, por sua vez, em termos daquelas n+m — 2 e assim por diante,
de tal forma que, ao final, todas, na pratica, sdo combinagoes de funcoes Z;s (para k
positivo) mais a fungao &y. Esta tltima também pode ser reduzida a uma combinagao
de Zs, porém com valores negativos para k [1]. Podemos ilustrar isto em uma situagao
simplificada, porém imediata: quando A\; = Ay = A3 = m (massas iguais) e ¢ = p? = 0

(particulas externas na camada de massa, com massa nula), teremos:

Z—l(m27 m27 S? m2)

6o = Z

(3.123)

onde S = —2p - q. No caso geral £y serd uma conbinagao das fungoes Z (A%, A3, p%; \?),
Z (N0 %0 e Z_1 (M2, 03, (p—q)?; A\?). Ao longo deste trabalho nio necessitamos da
forma explicita desta combinagao. Neste ponto é interessante destacar algumas proprie-
dades importantes destas fungoes.

e Partes Imaginarias



As fungoes &,,,, € isso pode ser facilmente percebido pela estrutura destas em termos

das ja bem conhecidas Z; s, possuem trés limiares imaginarios, correspondentes aos pontos:

p2 = ()\1 -+ )\2)2
q2 = ()\1 + /\3)2 (3124)
(P —a)® = (A2 +A3)”

Estas partes complexas desenvolvidas estao relacionadas as exigéncias de unitariedade
em funcoes de trés pontos, uma para cada vértice que conecta um momento externo as
linhas internas, e correspondem a relacao de conservacao de energia-momento tal que as
particulas internas passam a estar na camada de massa.

Relacionadas as propriedades acima, existem pontos onde estas fungoes nao estao
definidas. Estes correspondem as situagoes onde as funcoes &,,,,, adquirirao um polo duplo
e, consequentemente, se tornarao derivadas das fungoes bésicas Z.s, ou seja fungoes do
tipo Y. Estas ultimas, como sabemos, nao estao definidas nos pontos onde a parte
imaginaria aparece. Fisicamente, estas situagoes estao relacionadas aos limites “softs”
para as particulas externas em fungoes de trés pontos.

O que acabamos de mencionar pode ser ilustrado, para a mais simples destas funcgoes,

no caso A2 = A2 = \2 = m?2. Neste caso teremos:

i) Para p = 0:
oo = —Yo(m?,m?, ¢%). (3.125)
ii) Para ¢ = 0:
Eoo = —Yo(m?, m?, p?). (3.126)
iii) Para ¢ = —p:
oo = —Yo(m*,m?, (p — q)?). (3.127)

Estas situagoes mostram claramente os trés pontos onde &y nao esté definida.

e Comportamento a momentos nulos

Uma das situacoes de interesse fisico associadas as funcgoes &,,,,, € aquela correspondente
ao comportamento de baixa anergia ou seja p* e ¢> pequenos. Estas expansoes podem ser
feitas com auxilio daquelas correspondentes as fungoes 7} s desenvolvidas na segao (3.2.2).
Aqui, para utilizacao futura ressaltamos apenas os valores a momentos nulos de algumas

delas;

2 2 0 2 0 2.2
m Soo(m U, =, U, merm ) (3128)

|
|
D= D=

m2&0(m?,0,m?,0, m?; m?)



resultado que nos serao tteis nos capitulos 11 e 12.

e Propriedades

A principal utilidade das funcoes &,,, é a sistematizacao simples que elas oferecem
para escrevermos as solucoes anaiticas para funcoes de trés pontos. Estas, por sua vez,
estao relacionadas através de Identidades de Ward. A tarefa de verificacao destas relacoes
entre as amplitudes, apos terem sido calculadas, ficara extremamente facilitada se algumas
propriedades das funcoes ¢'s forem notadas. Estas sao, ao final, relacoes entre funcoes &'s
e Z's. Elas entretanto, tornam a verificacao de Identidades de Ward um procedimento
completamente algébrico (na linguagem matemética que adotamos neste trabalho). Estas
importantes propriedades sao:

i)Para n+m=1

1
P tpab] = F{ =208 N (0 - 0% W)

+ZO(>‘%7 )‘gapz; >‘2)
(@ + AT = X5)oo} (3.129)

1
‘[szm +p-q&o] = 5{ - ZoO\%: >\§7 (p— CZ)Q; )\2)

+2o(M1 A%, 4% A%)
+(p? + A - /\g)ﬁoo} (3.130)
Notemos que, apesar das complicadas expressoes individuais de &9 e &1, estas com-

binagoes apresentam-se bastante simplificadas.

ii)Para n+m=2

1

o[¢*¢0 +p- bl = 5{ — Z1(A3 A5 (0 — )% \?)
+n00 + (¢° + AT — )\g)fw} (3.131)
1

o[¢*6 +p - géos] = §{Zl(A§, A5 (P — @)% %)

—Zo(A3, 03, (p — @)% \?)
+Zl()‘%7>‘§7p2; >‘2)
@+ AT = X))o } (3.132)

1
W +pabn] = S{Z00N - 0%N)



o[p’Si +p - gé) =

+n00 + (p° + A — Ag)ﬁm}

1
5{ - Zl(>\§7>\§7 (p - Q)Qv )‘2)
+Zl()‘%>)‘§>q2;)‘2)

+(p* + A — A%)ﬁlo}'

(3.133)

(3.134)

Notemos que o lado esquerdo destas relacoes envolvem &'s para as quais n +m = 2,

ao passo que o lado direito apresenta no maximo, n +m = 1.

iii)Para n+m=3

o[¢%E0 +p -

0[(]2512 +p-

o[¢*En +p-

'[P2§21 +p-

0[p2£03 +p-

o[p*1n +p-

C]§11]

6]503]

C]fiz]

C]f:ao]

qu]

szﬂ

1
{=32008.25. (0 = )% X?)

+1o + ;(q2 + A = A0
S 2088 (0 - 0% X
+2Z,(05, 3, (0 — 0)%3 \?)
~Zo(N5, A5, (p — @)% \%)
+2Z5(A7, 03, 0% A7)

+(?+ N - /\3)502}

1
§{Z2()‘g> >‘£2’n (p - Q)Q; >‘2)

— 2105 A5 (0 — @)% A)
+nio + (¢° + A7 - )‘5)511}

1
1~ 2805 (0 — )% X)

+Zz(/\%7 /\§7q2§ /\2)
+(p*+ A} — )‘3)520}
1
{=32008.25. (0 = )% X?)
+Z1(>‘§7 )‘37 (p - Q)Q; )‘2)

1
_522()‘37 )‘22%7 (p - Q)Q; >\2)

1
+No1 + §(p2 + A7 — /\3)502}
1

5{220\37)\:2»)7 (p— )%\

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)



_Zl()‘g7 )‘37 (p - q)Z; >‘2)
+on + (07 + A = A3} (3.140)

Para o que necessitamos neste trabalho estas funcoes e suas propriedades serao sufici-

entes.

3.7 As Funcoes &,

Do mesmo modo que o cédlculo explicito de funcoes de trés pontos tem nas funcoes &,
uma sistematizacao util, nés podemos definir um conjunto analogo, as fungoes &,,,;, para
o caso de célculos envolvendo fungoes de quatro pontos [2]. Estas para um valor de
n + m + [ fixo, poderao ser escritas primeiramente em termos de funcoes &,,,,,; para n +
m + 1 — 1, fungoes &'s e Z's. Ao final por sucessivas “redugoes” poderao restar apenas
fungoes basicas Z’s. Deste modo as principais propriedades fisicas das amplitudes de
quatro pontos poderao ser facilmente vizualizadas. Entre estas, suas partes imaginarias,
pontos indefinidos, limites de baixas energias, etc... Além disso propriedades analogas
aquelas para as £’'s com vistas a verificacao de relagoes de simetria podem igulamente
ser estabelecidas. A sistematizagdo oferecida por esta linguagem facilita enormemente
os calculos inclusive computacionais. Nés nao nos deteremos em formas explicitas nem
ao estudo das propriedades destas funcoes por nao ser isto necessario neste trabalho.

Registramos apenas a definicao destas funcoes:

1=z rl-y—2z (
Eumt (VL P2 N3 62, A3 125 03) = / a [ x’z yy x) (3.141)

onde:

Qz.y,2) = Pa(l—2)+ (A - X))z

(1 —y) + (A = Ay
+¢?2(1 = 2) + (A = A))z
—2p-lzy —2p - quz — 2q - loz — A2 (3.142)

Aqui os \? sao as massas carregadas pelos propagadores internos ao “loop” e [, p e ¢ sao
7 bl
momentos externos.
Para finalizar ressaltamos que o conteudo deste capitulo representa a adocao de uma

linguagem matematica para o tratamento de amplitudes fisicas em solugoes perturbativas



de T.Q.C.’s. Estas definigoes, propriedades e etc..., permitem uma completa sistema-
tizacao dos célculos, tornando todos os procedimentos enormemente simplificados. A
motivacao para esta organizagao estda além das necessidades deste trabalho, e deve-se
também a constatacao de que na literatura nao se adota uma linguagem matemaética para
a apresentagao dos resultados [3] o que dificulta enormemente a verificagdo e compreensao
daqueles eventualmente obtidos com os de outros autores previamente realizadas. Outro
aspecto importante refere-se a enfatizacao das propriedades fisicas especialmente aquelas
relativas a unitariedade. Isto porque, nestas amplitudes, somos obrigados a conviver com
polos, limiares complexos, indefini¢coes em certas situagoes cinematicas e etc... Com isso,
muitas vezes, na tarefa simples de fazer um grafico, para o resultado de um célculo rea-
lizado, enfrentamos dificuldades computacionais injustificaveis. A adogao das estruturas
propostas neste capitulo tem se mostrado de enorme utilidade para as mais diversas fi-
nalidades em célculos de amplitudes ao nivel um “loop”. A extensao disto para outros
niveis de aproximacao, por outro lado, mostra-se completamente vidvel. Consideramos,

por isso, esta sistematizacao uma parte importante deste trabalho.
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Capitulo 4

Calculo de Integrais de Feynman

4.1 Introducao

Uma teoria quantica de campos, em solugao perturbativa, pode ser caracterizada ou re-
presentada pelo seu conjunto de regras de Feynman. Noés esperamos entao que todas as
simetrias fundamentais implementadas na lagrangiana, por ocasiao da sua construcao,
bem como os principios gerais da TQC, estejam contidos, automaticamente, nas amplitu-
des correspondentes a processos fisicos especificos de interesse, calculadas através destas
regras. Entretanto, para a determinagao destas amplitudes, perturbativamente, nos de-
paramos, em geral, com o calculo das chamadas “Integrais de Feynman”. Ocorre que
ao construirmos a expressao matematica correspondente aos diagramas de Feynman, que
contribuem para um processo fisico, podemos ter mais momentos associados a linhas in-
ternas do que vértices independentes a estabelecerem vinculos para estes momentos. Isto
permite que existam momentos capazes de satisfazer todas as relagoes de conservacao
de energia-momento assumindo quaisquer valores. Como cada um destes valores repre-
senta uma contribuicao possivel, devemos somé-las todas, ou seja, integrar sobre todos
os valores dos momentos nao restritos. Em muitos casos isto nos fornece uma quantidade
divergente, e é necessario reinterpreta-la adequadamente. Em outros a amplitude obtida
¢ finita e basta efetuarmos as devidas integragoes para obté-la. Do que nao estamos li-
vres, entretanto, a nao ser em casos restritos onde consideramos apenas contribuicoes de
diagramas arvore, isto é, sem “loops” e portanto sem integracoes, é de, para determinar
uma amplitude de transicao, que é o passo inicial para o calculo de observaveis fisicos,

efetuar o célculo de integrais de Feynman. Em virtude disto nés dedicamos este capitulo
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a discussao de estratégias uteis para isto.

Inicialmente apresentamos uma técnica auxiliar importante conhecida como parametri-
zacao de Feynman. Esta tem a virtude de colocar as integrais nos momentos numa
forma genérica possivel de ser tratada de um modo bastante sistematico, quando finitas.
Estamos nos referindo a integracao dimensional com a qual obteremos os resultados que
necessitaremos no futuro.

Em seguida discutiremos os problemas relacionados as manipulagoes e célculos de inte-
grais divergentes (regularizacoes). Isto serd feito dentro do ponto de vista primeiramente
dos métodos convencionais de regularizacao: Regularizacao Covariante de Pauli-Villars e
Regularizagao Dimensional e, posteriormente, segundo uma estratégia que sera deduzida
nos capitulos seguintes. A fim de evidenciar os modos especificos de cada método bem
como as diferencas essenciais existentes entre eles nés consideraremos um exemplo simples

de amplitude contendo divergéncias: a auto-energia do quark por excitacao de um glion.

4.2 Parametrizacao de Feynman

O processo de manipulacao e cédlculo de integrais de Feynman é consideravelmente fa-
cilitado se nos utilizamos do artificio conhecido como parametrizagao de Feynman. O
método consiste em utilizar a expressao [1]:

: —(n=1)! [ do [ daa..... [ d, 00 = Xz ) w4

aiasg..... an [alxl + 2Ty + ..... + a,T,

onde os x; sao os paramétros de Feynman cuja integracao é vinculada pela distribuicao
d(1 =31, x;). Quanto aos af eles sdo, em geral, propagadores de particulas correspon-
dentes as linhas internas do diagrama considerado, ao qual esta associada a integral que
se deseja calcular. Estes a sao, portanto, monoémios quadraticos dos momentos internos
e externos e, eventualmente, envolvem massas. E sempre possivel, e recomendavel, a
utilizacao deste artificio. Quando temos dois ou mais fatores a; iguais basta derivarmos
a expressao acima, nos dois lados, em relagao a um dos a; para se obter a expressao
adequada. Deste modo temos:

L / d, / dzy..... / dz,, SU-Ei,z)n (4.2)

2 n+1-°
aias.....a, l[a121 + agxs + ... + a,x,]

Alguns casos particulares podem ser extraidos, entre eles:

, ot dx
‘) ! (b—a)z +a]’



i) _2/ bi;i+a]
1=z d
i) %:2/0 dz/o [(c—a)z—i—(l?)/—a)y—i-a]?’.

E importante notar que a forma genérica do denominador, apds a parametrizacao de

Feynman, ficara na forma,

+B(p-k)+C]",

o que torna simples a integragao em k. Para finalizar, registramos que esta nao é a tnica

forma de parametrizagao. Nés podemos nos valer também de exponenciais [2].

4.3 Integrais Finitas

O problema geral, no que diz respeito a integrais de Feynman, é aquele relativo a integrais
finitas. Isto porque, mesmo no caso de integrais divergentes, o calculo somente é de fato
efetuado apds tornarmos as mesmas finitas, através de algum procedimento.

Para ilustrar os ingredientes e procedimentos envolvidos no cdlculo de integrais de
Feynman bem como para nos utilizarmos destes na obtencao de resultados gerais, logo a

seguir, consideraremos o calculo explicito de uma tipica integral finita [3];

2 2 _ [ Ak ()PP —2p- k4 AT - A
1880 = | (2m)* (k2 = X2 [(p — k)2 = A3

(4.3)

cujo calculo pode, por isso, ser feito diretamente. Inicialmente nos utilizamos da parame-

1:2/01 f (L=2)dz (4.4)

a’b b—a)z+al

trizagao de Feynman;

Tomando;

a=(k*—\?)
{ b= [ip— k)~ ¥, .

ficamos com:
[(b—a)z+d] = K + H?,

onde:

K =k—pz,



H? = (=) [P2(1 = 2) + (\} = A3z = A
Efetuando o “shift” também no numerador:
(P —2p-k =23+ ) — [pP(1—22) + (A - 23)],
onde ja foi retirado o termo impar. Com isso a integral fica:

d*k 1
Cn) B =17

T2, A2, p%) = —2/01 dz [pP(1 - 22) + (A2 = A2)] (1 - z)/ (4.6)

Temos entao que integrar nos momentos. Para tal lembramos que estamos num espaco
de Minkowski [4];
d*k = dkodk,dkydks
k? = k2 — K (4.7)
k* — H? = k2 — (k> + H?).

Deste modo a integral nos momentos fica:

d'k 1 3 1 3
/ (27)4 (kz — H? —I—ie)S B /d k/dko {k;g — [(k2 + H2)1/2 _ iE]Z} ) (4-8)

Para efetuar a integracao em ky notamos que o integrando possui polos no plano

complexo kg como indicado na fig.4.1.

—x by . -.-\‘-
Ko=—&+1) %1€ L C
¥

L

Re (Kq)

e I
Ky = ('K2+ l'z) i 1€

Figura 4.1: Representacao diagramatica das funcoes de dois pontos.



Pelo teorema de Cauchy [5] temos que:

/ f(ko)dko = zero,
c

para
1

3
(kg — (&2 + H?)2 —ie]*}
Notemos ainda que f(ko) cai rapidamente para kq grande, isto é:

lim f(ko) ~ :

ko—>oo k'g ’

f(/fo) =

Portanto a contribuicao do contorno circular se anula, restando apenas as partes sobre os

eixos. Isto implica que:

“+o00 —+i00
/_OO f(k;o)dko:/ F(ko)dko -

—1%00
Deste modo, podemos efetuar a integragao sobre qualquer um dos eixos. Por con-
veniéncia vamos entao efetuar uma rotagao de m/2 e passar do eixo real para o eixo

imaginario, ou seja, fazemos a mudanca de varidvel (rotacao de Wick):
k‘g — ik4,

com k4 real. Com isso a integral em kg fica:

+ioc0 ) +o0 )

/_, f(ko)dko = i - f(iky)dky
. /+oo dk,
= —i )
—o [k2 4+ K2+ H? —ie]’

Na pratica isto quer dizer que passamos para um espago euclideano;

k:;L - (kla kQa k37 k4)
4 2 | 1.2 2 2 2 (4.9)
A relacao entre as integrais nos dois espacos é a seguinte:
/ d*k 1 , / d*k 1
=—1 :
Mink. (2m)* (k? — H? + i€)3 Bucl. (2m)* (k2 + H? — ie)?
E conveniente usar agora coordenadas polares quadridimensionais;
k1 = ksenasenfseng
ko = ksenasent cos ¢ (4.10)

ks = ksenacos

ks = k cos a,



com as correspondentes relagoes inversas:

=k 4+ k3 +k+k =K +ki
tgp = i
k3
VL
thé — 1k42 57

de modo que:

[e'e) 27 T T
/ 4k = / 1B dle / do / senfdf / senZada .
0 0 0 0

Portanto a integral fica:

d*k 1 k3dk
(_Z)/ Qr)t (2 + H2 —ie)® (_Z)@”Q)/o (2m)4 (k% + H? — ie)?
(=) e K2dR?
B 167r2/0 (k2 + H? —ie)3
Agora se utilizamos a expressao para as Fungoes Beta de Euler [5];
co ¢m~ldt 1 T(m)[(n—m)
/0 (t+a2) o™  T(n) ’

temos que:

(—i) / d*k 1 i (—=1)
—1i - = — .
(2m)* (k2 + H? — ie)3 (4m)2 ) 2(H? — ie)
Voltando com este resultado para a integral original e reintroduzindo a definicao de

H?, teremos:

[()\%7 )\;pz) _ _i2 /01 [[p2(1 —22) + (/\% - /\%)] (1—2)dz (4.12)

(47) p?2(1—2) 4+ (A2 = M)z — M\ +ie]
Podemos escrever este resultado numa forma mais adequada notando que:

21_2Z+>\%_>\3 d 2 2 2 2,
T T O = o [ = )+ 08 = s - X i,

de modo que:

N1l
102,02, p%) = L= 2)in (20— 2) + 03 = )= = 0+ i),

(47)?
1
+ / dzln [pzz(l —2)+ (A2 = Az — A+ 26}} : (4.13)
0
ou seja: .
T2, 08, 9%) = —5 {202, 08, p%02) ) (4.14)

(47)?

onde introduzimos a defini¢do da funcao Zy(A\?, A3, p?; A}) (cap.3).



4.4 Integracao Dimensional

A ultima secao serviu para, através do calculo de uma tipica integral de Feynman finita,
ilustrar um procedimento explicito, suficiente, para o calculo de integrais finitas nos mo-
mentos. Seguindo este procedimento poderiamos calcular qualquer integral na forma geral
fornecida pela parametrizacao de Feynman;
d*k (1, ky, kuko, K2, kuky ke, ...
/ (2m)4 (k2 +2Q - k — H?|"

(4.15)

E possivel entretanto evitar esta multiplicidade de integrais, deduzindo um resultado
geral do qual podem ser extraidos todos os outros necesséarios. O calculo de integrais de
Feynman torna-se enormemente facilitado através desta sistematica. Trata-se da extensao
n = m+ l-dimensional, da forma genérica das integrais nos momentos oferecida pela para-
metrizacao de Feynman. Os passos necessarios sao essencialmente os mesmos delineados
na secao anterior (propositadamente). Este resultado, num contexto um pouco diferente,
serve como base para a construcao do método de regularizacao dimensional. Tratando-se
de um resultado de grande utilidade, justifica-se a discussao com uma certa riqueza de
detalhes.

Nos tomamos como ponto de partida a mais simples das integrais na forma oferecida

pela parametrizagdo de Feynman [6];

Q- [ 2 ! (4.16)
@Ak +2Q k- HYY '
De inicio efetuamos o “shift”:
(K +2Q -k —H?) = |(k+Q)—(Q*+ H?)]
= K?*— M?, (4.17)
onde definimos:
K=k+@Q
M2 — Q2 + H2
Com isso a integral fica:
G m— (1.18)
~J e |

Agora, abandonando a linha em £k, fazemos uma extensao para m + 1 = n dimensoes
do espago dos momentos (tipo Minkowski);

1@ = [ (;z:; = —1M2)°" (4.19)




Entao teremos:
d"k = dkodkqdks...... dk,, = dkod™k

k2 = k2 — K2 (4.20)
K* =k? + k3 + ...+ k2.
Assim I(Q),n) ficara:

1@.n) /dmk/d { k2+1\142>1/2 — ie)? ]a} 42)

A integracao em ky pode ser facilmente efetuada se nés identificamos, no plano com-
plexo kg, os pdlos do integrando 4.1.

Com o contorno C' escolhido, a integral de f(ko);

1
{8 — [(k2+ M2)1/2 — i}

(ko) =

se anula.
Observemos ainda que f (ko) cai abruptamente com ky grande (tanto quanto o > 1).
Isto é:
lim f(ko) =~ :

ko—00 ]{}2a ’

(4.22)

Entao a contribuicao sobre o contorno circular C' se anula e apenas restam as contri-

buigoes sobre os eixos. Fazemos a conveniente mudanga de variavel
ko — ikm+1, (423)
com k1 real. Com isso a integral em k fica:

+i00 ] +o00 ]
[ ko) = i [ dhn f (k)
o i/—&-oo dkm-ﬁ-l
=20 [(hnn)? = (62 M2)12 — )]

—00 [k?n—i,-l + k2 "‘ iG]a

Isto quer dizer que passamos, na pratica, para um espaco euclideano n-dimensional;

kﬂ - (k'l, kg, ..... 5 karl)
k? =k 4+ k3 + ... + k2, (4.24)
d"k = dkydks........ Ak



A relagao entre as integrais nos dois espacos é dada por:

d"k 1 d"k 1
= (~1)7% / . 4.25
/Mmk. (2m)* (k2 — M2 + ie)> (=1 Bucl. (2m)" (k2 4+ M? — ie)> (4.25)
Agora expressamos o espaco euclideano n-dimensional em coordenadas polares;

ki = ksenb,,senf,,_1.....senbysenb;

ko = ksenb,,senb,,_;.....senbycos0;
" " "

" 1 " (4.26)
2 " "
ki1 = kcost,,.
O elemento de volume sera dado por:
e’} 2 ™ ™
/ &'k = / K dk / 6, / senfadfo....... / sen™16,,,d6,,. (4.27)
0 0 0 0
A integral nos momentos fica com isso, na forma:
2m T T 00 kmdk
K@y = (i [0, [ ety [ w0, | |
(Q,n) =(—-1)% ; 0, ; senbydls | sen 0,,d0 0 (T M
(4.28)

O integrando somente depende de k2, de forma que podemos integrar nos angulos.

Para tal tomamos auxilio nas expressoes [6]:

i) /07r sen™0df = - (1 n %) ;
i) r (;) _

Deste modo:

r (%) (1)
= (2m) [ T(1+1)

r(1+3)

[r(;)r(w;) Olr(;)r(lﬂ)

r(1+3)




ou seja, obtivemos:

_2m) e
/ a0 = Zr (4.29)

Voltando com este resultado para a integral:

(=1)~%(m)"s 1 (k2) "z dk?
1(Q.n) = / , 4.30
( ) (27r)m+11—‘ (WT‘FI) 0 (k'Q + M2)a ( )
a qual, usando a expressao para a fun¢ao Beta de Euler [5], fornece:
FQuny - Lm0 T ()T (o (57)) @a1)
S e () (e (5r(a)
Com m + 1 = n, fica:
—1) ' (o — %
[(Q,n) = = ( :) T (4.32)
(2)"T(a) (M)~ ()" 1= (57)
ou ainda: ( )
(1)l (= 5
I = = 4.33
Q) = T @) () 3
A forma da expressao justifica a defini¢ao:
n = 2w,
que entao nos fornecera:
T(o —
1(Qun) = ) (4.3)

()T (a) (- Q2 — 2=

que é o resultado desejado. A presenga da func¢ao I'(—w) nos diz que o resultado obtido é
valido para a > w, ou seja, para integrais finitas. Este resultado geral, como ja dissemos,
se constitui na base para a construcao do método de regularizacao dimensional. Neste
caso a fungdo I'(a — w) é trocada pela sua continuagao analitica I',,(o — w), a fungao I’
na representacao de Weierstrass, quando incluimos o dominio a < w, o que discutiremos
posteriormente. Por enquanto podemos ressaltar a grande utilidade deste resultado no
tratamento de integrais finitas pois as outras formas genéricas podem ser obtidas a partir
desta. Por exemplo, se desejamos calcular:

IM(Qa 2w) = / =k ku )
(2m)% (k2 +2Q - k — H?)~

(4.35)



primeiro derivamos o lado esquerdo (@), 2w) em relagao ao momento externo Q,,;

d Ak 1 A2vk L
dQ, {/ (2m)2 (k2 +2Q - k — H2)a} = —QCY/ 2m)1 (k2 + 2 - lg— H2)ott (4.36)

A seguir derivamos o lado direito,

10\ ()t =) = (o) T e (49

Deste modo, igualando ambos os lados, teremos:

/ d**k ky _ ( i ) (—)l(a —w) (e — w)(Q,)
(27’1’)4 <k2 + 2@ -k — H2>a+1 (477)‘*} OéF(Oé)[—Q2 _ H2}a7w71
B 1 (=) (a+1 —w)QH

A ) o+ 1)[—Q2 — H2o—w+!

Definindo o = a + 1, uma vez que « é arbitrdrio, temos:
b )

d?“ I k# _ ) (—)F(@ — LU)Q#
/ (27r)2w (k2 +2Q -k — H2>a - ((4#)‘“) F(a)[—Q2 — HZ]a—w‘ (4.39)

Repetindo este procedimento podemos obter todas as outras integrais necessarias para

os calculos de amplitudes. Uma vez que estamos tratando aqui de integrais finitas, w pode
ser tomado na dimensao fisica w = 2 nos resultados.
A seguir apresentamos os resultados para integrais comumente encontradas nos

calculos de amplitudes fisicas.

° d*k 1 _ ) Na—w)

/ (27T>2w (kQ + QQ k= H2)o¢ ((47-‘-)0.)) (O[)[ Q2 ] —w (440)
1 Q.
’ﬂ') a—w

“)Pfﬂly—;a- (4.41)
|

./ d*k k, _ <
(2m)* (k24 2Q - k — H?) (4 )

i ) QuQ. T (o —w)
(4m) ) [ T(e)[-Q* — H?]*~
}5 MNa—w-—1) ]
2 " (a)[-Q2? — H2]ow—1

d*k k.k B
./ (2m)2 (k2 4+2Q - k — H2)> +

(4.42)

Pk s i QT(a - w)
| G o (W) [rm)[—@?—mw—w "

wF(a —w — 1)
- ['(a)[—Q? — H2]a—w—1‘| (4.43)




/(d2wk kg _(())[QMQQa(a—) n

2m)% (K2 +2Q -k — H?)>  \(4m)~ ) |T(a)[-Q* — H]>~

1 Na—w-—1
+ 5(5WQQ + 0paQy + 5anu>F<a)[_(oé)2 _wH2]c)yw1] (4.44)
d2wk’ Q2Qa (a B )
'/( )(k:2+2Q k H2)e e T
l(2@) + Q)Qa (04 —w— 1)]
2
" T FaRe - e
4>k Kk ko ks N QuQrQaQsl'(a —w)
| Gy a0 k- T - <<4w>w) [ D()[-Q? — B7)"
+; (dquaQB + 6,anVQB + 6#6@1/@04 + 6anuQ5+
Na—w-—1
+(5uﬁQ,uQa + 5aﬁQuQu> F(a)[—<6632 _WH2]0>¢—UJ—1 +
1 Na—w-—2
+ Z((Sau(sﬁv + 501[35#1/ + 5av55u)r(a)[_(oé2 _sz]c)z—w—J (4‘46)
d*k k*kokgs B QQQQQBF(& W)
./(27r)4(k2—|—2Q-k—H2)0‘ B e
N % 2w + 4>QaQ5 + 5a5Q2) (a—w-1)
Dlo)[-Q? — HEJoeT
(2w 4 2)80sT (@ — w — 2)
L1 0 — ] (4.47)
d*k k4 B 7 QT (a —w)
./ 2m)4 (k2 +2Q -k — H2)>  \(4m)* ) |T(a)[-Q? — H2|o— *
(2w +2)QT (v —w — 1)
Da)[~Q? — HjoeT
ww+ D' —w—2)
SoTar ) )
E interessante notar que decorrem destes resultados as seguintes propriedades:
i) / :l;)’z F(k?)k, = zero (4.49)



dz“’k g dz“’k:
i) | ———k,k, f(K?) = 22~ k2 f (k2 4.
i) [ il 07) = 92 [ s 1) (4.50)
4]{3 1 dzwk
—k kukak kz = 7 N Yo v « v av / k4 kz
m)/(%)4 y 5.f (k) (w1 (9ap9uv + Gan9sy + Gavgpu) 2n> f(E?),

(4.51)
que serao muito 1teis em calculos futuros.
Uma vez que ja dispomos de uma sistematica adequada para o calculo de integrais

finitas, vejamos agora o caso de integrais divergentes.

4.5 Integrais Divergentes; Regularizacao

Os procedimentos estabelecidos nas segoes anteriores, mais aqueles do capitulo 3, nos
garantem os ingredientes necessarios para o calculo de integrais finitas nos momentos.
Entretanto, como sabemos, no célculo de amplitudes fisicas contendo “loops”, temos
também a presenca de integrais divergentes. A questao agora é entao: como proceder
para efetuar os cédlculos necessarios quando as integrais sao divergentes? Para tal nos

dispomos de alguns procedimentos.

4.5.1 Modificacao do Integrando

Neste caso, o procedimento convencional, é o da adocao de algum esquema que modifique a
dependéncia dos momentos na regiao de grandes valores, responsaveis pelas divergéncias,
de modo a tornar a integral finita. Isto normalmente é realizado através da introdugao,
na integral, de uma funcao ou distribuicao, caracterizada por um conjunto de parametros,
que caia para zero em momentos altos mais rapidamente do que a integral original diverge.
A conexao com a integral original se dd através de alguma situacao limite onde a funcao

modificadora se reduz a unidade. Esquematicamente;

[ = [ 0 [ 0], 4

onde:

hmkﬁoo GA(/CQ, A2 =0

)
limy o0 k1 f(K)GA (K2, A%) =0 (4.53)
)

hl’IlA_mO GA(kJZ, A2 = 1.



As divergéncias da integral original, no “limite de conexao”, se manifestarao por
fungoes monotonicas de A? (divergentes). Um dos mais representativos esquemas baseado
nesta filosofia, que sera muito utilizado por nds nas discussoes futuras, é a regularizacao

covariante de Pauli-Villars. Neste caso, podemos identificar, numa das situagoes:

2 2\ ™
W —A

4.5.2 Modificacao dos Limites de Integracao

Este tipo de filosofia fundamenta-se num raciocinio bastante simples; limitar a integragao,
impedindo que ela inclua a regiao de momentos altos, e com isso evitando as divergéencias.

Esquematicamente:
00 A
/ k3dk —» / k3dk. (4.55)
0 0

A conexao entre os resultados é evidentemente feita tomando-se o limite A — oco. Este

esquema pode ser formulado covariantemente:
/d4/<:f(k:) s /d4k®(k2, A2), (4.56)

onde O(k?, A?) é a distribuigao de Heaviside [5] em quatro dimensoes. Visto deste modo
esta filosofia pode ser considerada como um caso particular do anterior. E interessante,
entretanto, caracteriza-los assim devido as profundas diferencas apresentadas, especial-
mente na formulagao de teorias quanticas efetivas (ndo-renormalizéveis). Este método,
denominado regularizagao covariante “sharp cut oft”, é largamente utilizado nestes casos.

E importante registrarmos, neste ponto, que quando tomamos o “limite de conexao”
todos os métodos ou esquemas deste tipo devem concordar entre si. Isto se deve ao fato
de a parte finita destas integrais, que estarao associadas ao conteudo fisico das amplitu-
des, necessitarem ser univocamente definidas para que possamos atribuir algum contetdo
fisico, sem ambiguidades, as amplitudes associadas. A parte divergente por sua vez se
manifestard de acordo com a filosofia de regularizacao, mas no caso de ser caracterizada
por um parametro de regularizacao apenas (“cut off 7 A?) deverd igualmente concordar,

independentemente do método, neste limite.

4.5.3 Modificagcao na dimensao da Integral

A idéia basica desta filosofia esta na constatacao de que algumas integrais que sao diver-

gentes na dimensao fisica, 34+ 1 = 4, nao o seriam em dimensoes inferiores. O espaco dos



momentos, sob o qual é feita a integracao, € inicialmente extendido para uma dimensao n
que é posteriormente, através de continuacao analitica, tomado como n = 2w continuo e
complexo. Ao final dos calculos, o parametro de regularizacao w é tomado, nas expansoes
feitas ao redor de w = 2, como tendendo a w = 2. As partes finitas e divergentes sao
identificadas facilmente; as divergentes serao caracterizadas por pélos em w = 2 e as fi-
nitas por aqueles termos finitos quando w = 2. Esta filosofia se constitui no método da
Regularizagao Dimensional, o mais utilizado dentre todos. Nés o discutiremos brevemente

numa segao posterior.

4.5.4 Manipulagao e Calculo com Regularizacao Implicita

Noés gostariamos de acrescentar, aquelas tradicionais, nossa propria filosofia: manipulagao
e calculo de amplitudes contendo divergéncias utilizando regularizacao implicitamente.
Este método tem seu ponto de partida na idéia de que métodos de regularizagao devem
ser apenas ferramentas matematicas auxiliares e portanto equivalentes. Nenhum contetido
fisico ou identidade, tais como relagoes de simetria entre fungées de Green da teoria (Iden-
tidades de Ward, por exemplo) devem depender, de modo algum, do esquema de mani-
pulagao das integrais divergentes. Buscando realizar esta idéia filoséfica nés chegamos a
importante conclusao de que os métodos de regularizacao sao, na verdade, dispenséaveis.
Isto serd introduzido e largamente discutido nos capitulos posteriores, e desempenhard
um papel importante em todas as nossas discussoes futuras. Nesta filosofia as integrais
divergentes sao manipuladas por identidades até que os objetos divergentes sejam redu-
zidos as divergéncias basicas. Estas entao sao definidas, elas proprias, como os contetidos
divergentes das amplitudes.

Para facilitar as discussoes posteriores e proporcionar um melhor contato com a pro-
blematica relativa as divergéncias tais como: regularizacao, manipulacoes, calculos e ou-
tros aspectos envolvidos, nds consideraremos a seguir uma breve discussao e apresentagao
de resultados uteis nas filosofias: Regularizacao Covariante de Pauli-Villars, Regularizacao

Dimensional e com Regularizagao Implicita.

4.6 Regularizacao Covariante de Pauli-Villars

Um dos principais esquemas de regularizacao, baseados na modificagao da dependéncia

dos momentos do “loop”, é a Regularizacao Covariante de Pauli-Villars [7]. Esta filosofia



de regularizacao pode ser colocada em termos muito simples: um dos propagadores do
“loop” ¢é modificado segundo a relacao:

P R k2_”2+i§::1k2_/\% (4.57)
onde os A? os parametros de regularizagao, sao tais que A? >> p? (condicao de regula-
rizagao). As escolhas dos af sao feitas de tal modo que a funcao resultante, na condigao
mais favoravel, nao contenha poténcias de k% no numerador e assim o propagador mo-
dificado ganhe um nimero suficiente de poténcias dos momentos internos do “loop” no
denominador, tornando as integrais convergentes.

A regularizacao de integrais com graus de divergéncias até lineares pode ser feita com

apenas um coeficiente nao-nulo. Neste caso escolhemos a; = —1, ficando com:

1 1 u? — A2
R <k2 _A2>. (4.58)

Notemos que no limite A> — oo a fungao G, (k?*, A?) obtida torna-se a unidade (limite de

conexao). Por outro lado, quando necessitamos de dois termos nao-nulos na soma que gera,
o propagador modificado (divergéncias até cibicas), a escolha adequada dos coeficientes

ay e a nos fornece:

p— A3
ap = (AQ A2> (4'59)
€ A2
p? —
Az = <A2 A2> (4'60)
Isto nos leva a: 2 _ A2 2 _ A2
1 1 we— A3 we— Ay
. 4.61
kQ—M2—>k2—M2<k2_A%><k2_A% ( 6)

Aqui notemos que o resultado correspondente & integral original é obtido pelo limite
de conexao lim(A%, A3) — oco. Uma vez que a consisténcia do método nos exige apenas
que (A2, A2) >> 1% podemos fazer (A2, A2) ~ A2 e entdo reduzir a apenas um parametro

de regularizacao. Assim

1 1 12— A2\’
e — e <k2 — A2> : (4.62)
Seguindo este raciocinio é facil mostrar que para trés regularizadores as escolhas que

previlegiam a regularizacao sao:



( — A — A2)

U= AT AN A (463)
—(p? A%)(M2 — A2)
“ = RN 1) 464

—(p? = A§)(p* — A9)
R v v 09

Isto nos fornece:

1 1 2 _ A2 2 _ A2 2 _ A2
N A N ) —— A (4.66)
o2 - \R-A2) -3\ A3
Os resultados (4.58), (4.61) e (4.66) nos induzem a generalizagao para n fatores:
1 1 2 _ A2 2 _ A2 _ A2
— A i i (4.67)
K2 — 2 22\ k2= A2 )\ k2= A2 k2 — A2

A forma acima pode ser colocada na forma de expansao em fragoes;

1 G, (K*, \? 1 » 7 — A2 1
2 5y A12< : 2Z) R 2 Z it 2) 2y (4.68)
(k> —p?) (k= p?) k2 —p? o T (A7 — AF) (K2 — A7)
Agora o “limite de conexao” é dado por:
lim Ga, (K% A2) = 1. (4.69)

(A2,A2,....,A2) =00

Uma das importantes caracteristicas deste método é o fato de podermos obter solucoes
analiticas para as integrais regularizadas do modo acima descrito, ainda que na forma ge-
neralizada. As formas integradas podem ser escritas em termos de fungoes Yz (A1, Ao, p?) e
Zr(M1, Ao, p?), com (A2, \2) sendo parametros de regularizacio e/ou massas da teoria. Isto
torna o método bastante 1til em discussoes envolvendo integrais nos momentos; desde
regularizacao propriamente dita com propoésitos de renormalizagao, teorias nao renorma-
lizaveis e até equacoes de onda relativisticas na forma de equagoes integrais.

Para o caso de utilizacao do método em teorias renormalizaveis isto nos fornece uma
prescricao bastante simples, o que pode ser visto na proxima subsecao. Para o caso de
teorias nao renormalizaveis, onde uma vez introduzida a regularizagao nao podera ser
removida, ja que o “limite de conexao” nao podera, a rigor, ser implementado pois os

parametros de regularizacao devem permanecer finitos, é importante notar que, com a



introducao destes fatores, as integrais tornam-se finitas e os célculos podem ser leva-
dos adiante. Entretanto, as amplitudes, apos a regularizagao, serao fungao de todos os
parametros fisicos (massas, normalizagoes dos campos, constantes de acoplamento, etc.)
e também de, pelo menos, um parametro adicional A%2. Consequentemente todos os ob-
servaveis fisicos decorrentes tornar-se-ao, em principio, fungoes destes parametros.
Ainda sobre a regularizagao de Pauli-Villars é importante ressaltar que as escolhas
dos coeficientes a;, feitas nas discussoes acima tém como objetivo unico privilegiar a
regularizacao. Quando se esta interessado em outros aspectos, simultaneamente, tais como
relacoes de simetria, a escolha dos coeficientes a; pode nao corresponder estritamente
aquelas que fizemos aqui. Existe liberdade suficiente no método para satisfazermos ao
mesmo tempo regularizacao e propriedades especificas das amplitudes fisicas envolvidas,

representadas, por exemplo, por Identidades de Ward.

4.6.1 Regularizacao Covariante de Pauli-Villars; Prescrigao

Noés podemos obter a regularizacao desejada, através da filosofia da regularizagao co-
variante de Pauli-Villars, e utilizé-la para fins de renormalizagao, seguindo os seguintes

Passos:

e i) Identificar o grau de divergéncia da integral e introduzir o fator adequado de
regularizacao, tomando o nimero suficiente de termos nao-nulos na soma que gera

o termo modificador;

1 n a;
_— Y (4.70)
R R SN

)

escolhendo os coeficientes a}s tais que a regularizacao se dé com o menor nimero

possivel de a}s nao-nulos e tomando (A ~ A?) >> p2.

Na pratica isto pode ser resumido a escolha do nimero n de regularizadores;

1 1 n? —A%\"
w—u2_+w—u2QW—A%> .

e ii) Efetuar a integragdo nos momentos da integral regularizada e nos parametros de

Feynman (utilizando-se das expressoes das segoes 2 e 3).

e iii) Identificar as partes finita (independente de A?) e divergente (funcoes de A?) e

romover o limite A2 — oo, identificando os termos dominantes.
)



e iv) Introduzir os contratermos adequados, ou efetuar as renormalizagbes dos
parametros fisicos pertinentes, para eliminar os termos dependentes de A? (que

é a forma pela qual se manifestam as divergéncias originais da teoria).

E importante registrar que nds nao estamos livres de uma ambiguidade minima, que é
a escolha de uma constante na definigdo da parte finita, passo #ii), a qual dependera dos

passos intermediarios do calculo.

4.7 Regularizacao Dimensional

O método de Regularizagdo Dimensional [8]é seguramente o mais importante dentre todos.
Isto se deve a sua larga utilizacdo no contexto de teorias quanticas fundamentais de
“gauge”. No que se segue apresentaremos uma discussao minima a respeito das idéias
bésicas e limitacoes deste metodo. A discussdo apresentada aqui baseia-se, em parte, em
um cldssico artigo sobre o assunto [9].
A idéia inicial da regularizacao estd na constatacao de que as divergéncias que ocorrem
na dimensao fisica n = 4 poderiam nao ocorrer se a dimensao fosse reduzida. Como tal a
integral logaritmicamente divergente, em dimensao 3 + 1;
I(p?) — d*k 1
)= | s e R

(4.72)

seria convergente em dimensao 2 + 1;

o[ Ak 1
109 = | (e oo —pr el T

Isto nos inspira a evitar as divergéncias pela modificacao da dimensao do espaco. Para

isto nés devemos primeiro generalizar as integrais nos momentos para uma dimensao
qualquer n = 1,2,3,... e entao estabelecer a validade destes resultados para n = 2w
continuo e complexo. Neste caso w torna-se o parametro de regularizacao. Deste modo
aquelas integrais em quatro dimensoes I(4), que nao existem, podem ser definidas em
2w-dimensoes, como fungoes analiticas de w, e calculadas explicitamente. Uma vez que
tenhamos efetuado todas as manipulagoes convenientes e necessarias tais como: integragao
simétrica, “shifts” na variavel de integracao e integragoes por partes, podemos invocar
o principio da continuacao analitica e retornar a dimensao fisica w = 2. Desta ultima
afirmagao podemos perceber que o principal ingrediente na construcao da técnica de

Regularizacao Dimensional é a continuagao analitica.



Figura 4.2: Tlustracao do teorema da continuacao analitica.

O método da dimensao continua, como também é chamado, oferece simplicidade,
relativamente aos outros métodos, que se baseiam na modificacao da dependéncia dos
momentos internos do “loop”. A interpretacao fisica, dificultada nestes ultimos, é clara,
na dimensao continua, pelo menos para alguns valores de 2w = 1, 2, 3, ... Este método tem
sido aplicado para o tratamento de amplitudes no contexto de teorias de “gauge” abelianas

e nao-abelianas e a preservacao de simetrias de “gauge” é o principal argumento para isto.

4.7.1 Fundamentacao Matematica

Uma vez que no principio da continuagao analitica reside o principal ingrediente ma-
tematico na fundamentacao do método, justifica-se o registro de um teorema devido a
Knopp [10], extraido de Leibrandt [9], que expressa o principio da continuagao analitica,
utilizado na construcao do método.

Teorema. “Seja uma funcao analitica ¢;(z) definida em uma regiao D e seja Dy outra
regiao a qual tem uma subregiao R, mas somente esta, em comum com D;. Entao, se uma
funcdo ¢o(z) existe e é analitica em D, e coincide com ¢;(z) em R, pode existir apenas
uma desta tal fungao (¢é unica). Nés denominamos ¢;(z) e ¢2(2) de continuagao analitica
uma da outra”.

As fungoes ¢1(z) e ¢2(z) s@o iguais na subregiao R. Fora dela ¢; e g2 possuem, natu-
ralmente, representacoes diferentes.

A utilizagao deste teorema, para os propositos de construcao do método, materializa-
se na presenca da funcao I' de Euler, naturalmente, em nossos resultados. Podemos ver
isso retomando o resultado que obtivemos para a extensao 2w -dimensional da integral

nos momentos, se¢ao 3;

B i INa—w)
(2w, ) = ( ) O = B (4.74)




Figura 4.3: Dominio de analiticidade de I'g(z).

Este resultado nao esta definido para a < w pois esta situacao nao esta no dominio

de analiticidade das fungoes I" de Euler, a qual podemos representar por [9]:
= /oo dtt*le™" ; Re(z) >0 (4.75)
0

O dominio de analiticidade esta a parte real de z positiva, 4.3.

Para fazer uso do teorema de Knopp, e estabelecer a validade do resultado acima para
as situagdes nao atendidas, necessitamos de uma representacao para a funcao I'(z) que
tenha em comum um dominio Re(z) < 0. Esta funcao na verdade estd disponivel e é

precisamente a expressao em fungoes parciais de Weierstrass [9]:

o0

=X o n+z o +/ dtte (4.76)

a qual é analitica no plano inteiro exceto nos pontos z = 0,4+1,£2 +3,... (4.3). A
representacao de Weierstrass, como ¢ garantido no teorema, é tinica pois as condi¢oes sao
preenchidas.

A identificagdo da continuagdo analitica de I'g(z), as funcées I',,(z), nos fornece o
ultimo ingrediente necessario para a fundamentagao da Regularizacao Dimensional ou

seja; a validade da relacao:

d*k 1 i INa—w)
I20,0) = e 20 k=  \ @) oo —mee AT

para 2w continuo e complexo. Em outras palavras, para os valores de 2w inteiros o
resultado acima ¢ apenas a extensao 2w-dimensional do resultado para w = 2. Para

valores de w além destes, o lado direito deve ser considerado como uma definicao do lado



Figura 4.4: Dominio de analiticidade de I',(z).

esquerdo, para w continuo e complexo. Com isso todos os outros resultados obtidos a
partir deste, na secao 3, devem ser interpretados do mesmo modo.
Nos entao estamos prontos para resumir tudo numa prescricao para Regularizacao

Dimensional.

4.7.2 Regularizacao Dimensional; Prescricao

A fim de utilizar Regularizacao Dimensional, nés seguimos um conjunto de passos que
caracterizam o procedimento:

Consideremos uma integral definida no espaco quadridimensional de Minkowski;

d'k
(2m)*

a qual pode ser divergente ultravioleta. Entao nos devemos:

1(4,0Q) = / F(R2 k- p, M?), (4.78)

e 1) Extender todos os objetos presentes na integral e as eventuais dlgebras existentes

entre estes em n = 2w dimensoes.

Isto significa definir os momentos, seus produtos escalares etc., em 2w-dimensoes.

Como tal:

By — m2
Pbu=p (4.79)

P9 = Du,

e, em integragao simétrica, substituir:

Puby = G- (4.80)

2w



Em teorias contendo férmions temos que extender as matrizes v, e sua élgebra [10].

Assim teremos
{%e W} =29 1. (4.81)

Por sua vez:
Tr(vuw) = 2°gu- (4.82)

Consequentemente, manipulagoes envolvendo estas matrizes serao dependentes de

w. Como tal temos, por exemplo:

{ Y = 2(1 — w)p

V" = Ap - q + 2(w — 2)p¢. (4.83)

2) Parametrizar, através da parametrizagao de Feynman, todos os propagadores de

particulas internas, para obter a forma geral de integrar nos momentos:

>k (1, ky kuky, ...)
: 4.84
/(27r)2w (k2 4+2Q -k — H?)> (4.84)
3) Integrar no espa¢o dos momentos com o auxilio da expressao:
/ d*k 1 B i [Na—w) (4.85)
(2m)2 (k2 +2Q -k — H?)>  \ (47)~ ) T(a)(—Q? — H2)o—w '

ou daquelas que decorrem dela (segao 3). Que estd definida para w < a.

4) Extender a validade do resultado 3), através da evocagao do principio da conti-

nuacao analitica, para w continuo e complexo (I'g(z) = T'y(2)).

5) Expandir todos os termos ou fungoes obtidas ao redor de w=2 e completar a

integragao nos parametros de Feynman (ou vice-versa), para obter a forma geral:

A(p?)
w—2

I(2w,2) = + B(p?) + (w — 2)C(p?), (4.86)

onde é possivel identificar as partes finitas e divergentes quando o limite w — 27
for tomado.

6) Cancela-se os termos divergentes com apropriados contratermos adicionados a

lagrangiana, ou em renormalizacoes de parametros fisicos.



e 7) Toma-se o limite w — 2 no resultado obtido (ja sem os termos contendo pdlos
em w = 2) e invoca-se o principio da continuagao analitica para reconhecer que o

resultado obtido é valido para a dimensao fisica w = 2.

Do que foi exposto fica claro que este método nao ¢ adequado para teorias nao-
renormalizaveis pois isto exigiria que a dimensao do espaco fosse um parametro ajustavel

ja que este é o parametro de regularizacao do método.

4.7.3 Limitacoes do método de Regularizacao Dimensional

Nos sete passos que usamos para construir uma prescricao para a utilizacao da técnica de
Regularizagao Dimensional temos pelo menos um dos passos que nao pode ser preenchido
em todas as situacoes de interesse. Trata-se do primeiro procedimento. Ocorre que nem
todos os objetos existentes em quatro dimensoes tém sua contrapartida em 2w dimensoes.
Este é o caso da matriz 75 ou do correspondente tensor totalmente antissimétrico eqpp.,
que nao existe fora das quatro dimensoes. Esta limitacao portanto torna-se bastante séria
quando as amplitudes em discussao sao pseudo-quantidades, onde é necessario recorrer a
outros métodos de regularizacao, como é o caso do estudo das anomalias. Existem algumas
sugestoes para evitarmos isso mas nenhuma ¢é completamente satisfatéria [11]. Embora
nao haja duvidas sobre a grande utilidade do método, no contexto convencional, tem-se
nesta limitacao a principal razao para que a utilizacao seja feita com certos cuidados.
E preciso notar ainda que em virtude do modo como sao definidas as partes finita e
divergente, em uma soma de termos, nao estaremos livres de ambiguidades em pelo menos
uma constante. Além disso, na presenca de &dlgebras obedecidas pelos elementos que
compoem a amplitude divergente, o momento em que ¢é introduzido o método pode levar
a resultados diferentes, em outras palavras, o resultado final pode depender dos passos
intermediarios do calculo. Ha ainda um problema na aplicacao deste método em teorias
com particulas sem massa [12].

4.8 Manipulacao e Calculo com Regularizacao Implicita

Nas duas ultimas secoes nés discutimos, brevemente, dois dos mais representativos
métodos de regularizacao. Estes cumprem o principal objetivo de tornar manuseaveis
as integrais divergentes até o ponto de identificarmos as partes finita e divergente da

mesma. Nenhum dos dois pode ser considerado perfeito. Se por um lado o método de



Regularizagao Dimensional nao viola invariancias de “gauge”, contrariamente ao de Pauli-
Villars, por outro lado ele nao é geral, ja que possui limitacoes bastante importantes, que
nao existem no de Pauli-Villars. Existe, entretanto, uma questao de origem filoséfica,
ligada ao fato de diferenciarmos os métodos de regularizacao entre si. Estes nao deve-
riam ser mais do que ferramentas auxiliares tomadas para manipulacoes das expressoes.
Nenhuma dependéncia deveria existir em relagao a estes métodos e todos deveriam gerar
resultados equivalentes. Afinal nao pode haver dois resultados corretos diferentes para o

mesmo calculo. Deveriamos exigir independéncia total dos métodos de regularizacao.

No6s demonstraremos em discussoes futuras detalhadas, que é na verdade possivel
construir uma prescricao para a manipulacoes e calculos de integrais divergentes que

torna desnecessario explicitar, para todo e qualquer proposito, métodos de regularizagao.

4.8.1 Idéia Basica

Quando fazemos uso de alguma técnica de regularizacao, estamos interessados em identifi-
car e separar as partes finita e divergente. O modo pelo qual se manifestam as divergencias,
ao final, depende do método de regularizacao. A parte finita, por sua vez, nao deve de-
pender de método-a-método, ja que estd relacionada ao contetdo fisico da amplitude. A
auséncia total de ambiguidades, como vimos, nao pode ser garantida em nenhum método
de regularizacao, uma vez que estas partes sao identificadas em uma soma de termos. A
adicao e subtracao de uma constante a expressao pode nos levar a identificacao diferente
para a parte finita, pois uma constante sempre é descartada, por comparacao, na parte
divergente. Ocorre que, muitas vezes, as integrais estao multiplicadas por momentos ex-
ternos e a indefinicaio em uma constante na parte finita leva a uma amplitude diferente,
o que pode levar até mesmo a violacoes em relacoes de simetria da teoria, como veremos
posteriormente. Para evitar isto existe um unico caminho: identificar as partes finitas
e divergentes sem o uso de qualquer método de regqularizacao, ou seja, sem o cdlculo de
integrais divergentes. Isto pode ser obtido através do uso de identidades, sem que em
momento algum qualquer modificagao das integrais que compoem a amplitude seja ne-
cessaria e portanto estaremos ainda trabalhando com as decorréncias diretas da aplicacao

das regras de Feynman da teoria.



4.8.2 Prescricao

Para obtermos a forma desejada para as amplitudes divergentes nds devemos proceder da

seguinte forma:

e a) Escrever a amplitude de interesse como uma soma de integrais identificando

aquelas divergentes;

e b) Nas integrais divergentes adota-se implicitamente a presenga de uma regula-
rizagao par no momento do “loop” e com “limite de conexao” bem definido. Estas
entao devem ser manipuladas, através do uso de identidades ao nivel do integrando,
até que obtenhamos uma estrutura tal que as partes dependentes dos momentos

externos ao “loop” sejam finitas;
e ¢) As integrais finitas devem ser integradas sem restrigoes;

e d) As integrais divergentes devem ser reduzidas a objetos bésicos através de consis-

tentes relagoes entre integrais puramente divergentes;

e ¢) Para a eliminagao das divergéncias devem ser construidos adequados contratermos
a lagrangiana com a correspondente renormalizacao dos parametros fisicos. Estes

contratermos serao constituidos pelas préprias integrais divergentes basicas.

Nos capitulos posteriores nés deduziremos, através de discussoes gerais, este procedi-
mento e mostraremos detalhadamente como ele leva a resultados consistentes e em que
sentido ele elimina a necessidade de regularizacao.

Em amplitudes 1-“loop”, com divergéncias no maximo ctibicas, as quantidades basicas

divergentes serao:

o [ A% 1
Luad(A2) = /A B =) (4.87)
Ilog()\Q) = /)\ <;l7'('];4 (kg _1)\2)2‘ (488)

Isto quer dizer que as divergéncias originais das amplitudes serao, ao final das manipu-
lagoes e calculos, expressadas em termos destes objetos. O modo como estas “redugoes”
sao efetuadas consistentemente serd discutido nos capitulos posteriores. A extensao para
mais do que um “loop” sera igualmente considerada. Nosso interesse no momento é apenas

a comparagao com os outros métodos considerados na discussao de uma amplitude simples.
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Figura 4.5: Auto-energia do quark.

4.9 A Auto-Energia do Quark por Excitacao de um

Gluon

Para exemplificar e ilustrar as peculiaridades de cada um dos métodos delineados na secao
anterior vamos considerar uma tipica amplitude divergente: a auto-energia de um quark

por excitacao de um glion, e traté-la nos trés métodos descritos.

4.9.1 A Amplitude

A amplitude correspondente a auto-energia de um quark, por excitacao de um glion,
representada pelo diagrama mostrado na fig. 4.5 pode ser facilmente obtida, pela aplicagao

das regras de Feynman correspondentes [13]:

iX(p) = —¢°Cr / —a)

d'k {w[(ﬁ — k) +mpy"

W0~ ) + kR
et \ Rl — R —mf] ]}

Bllp— R — m?]i?

(4.89)
onde o é o parametro de “gauge” (Feynman =1, Landau =0), g? ¢ a constante de aco-
plamento, C'r s@o fatores de simetria (cor e sabor) e m é a massa do quark. Para evitar
divergéncias infravermelhas nés introduzimos uma massa pu? para o glion que pode ao
final ser removida sem problemas tomando-se o limite x? — 0. Ainda tomamos o “gauge”

de Feynman. Portanto ficamos com a expressao:

d'k { b — §) + mly } (4.90)

=)= ~Cr [ i @ = R o]

a qual trataremos nos tres métodos descritos.



4.9.2 Regularizacao Covariante de Pauli-Villars

Para introduzir a regularizagao covariante, nés tomamos a expressao para a auto-energia:

d 1
2m)* (k2 — p2)[(p — k)? — m?]

d* ket
_'Vu/ 2m)* (k2 — 12)[(p — k)2 — m2]’ } ’ (4.91)

S = -20°Ck {(16— om) | -

onde utilizamos:
u(p = f+m)y| = =2(p = § = 2m),
na eq.(4.90). Podemos escrever isto ainda na forma:

iB(p) = =2¢°Cr {(p — 2m)I — 71"} ;

com as definigoes:

_ d*k 1
{ I=] (27r)4 (k2—p )[(p;“k)z—mﬂ (4.92)
= | Gy =

cujos resultados, em regularizacao covarlante, ficam:

I = (( ) )[Zo(A m ,p m ) ZO(IU’vaQapQ;mQ)] (4 93)
I, = ((477)2)17# [Z0(A?,m?, p*;m?) — Zy(p?,m?, p*;m?)] .
Nés entdo identificamos:
B (p) = 2 [(p — 2m) Zo(4s?, . % m®) — P2y (2, 5 )] (490
X" (p) = *2920” (P — 2m) Zo(A?,m?, p*;m?) — pZ1(A*,m?, p*; m?)] . '

O préximo passo é, na parte finita X/ (p), retirar a massa ficticia para o glion. Isto

é feito trocando as expressoes (cap.3):
Zi(p?,m?, p*m?) — Z,(0,m?, p*; m?). (4.95)

Por sua vez, na parte divergente ¥%(p), devemos tomar o limite A2 — oo. Isto

corresponde a troca (cap.3):

Zr(N*,m? p*sm?) — Zy(co,m?, p*;m?). (4.96)



Explicitamente, para p?> < m? temos as expressoes:

Zo(0,m?, p*; m? ln —2p _2}
{ Z1(0,m?, p*; m? (p m) ) (p2-m?) } (4.97)

2p?

N | =

Por sua vez:

2 i A%\

Zo(00, m?, p*;m?) = ((4@ ) [lln (miz 1}3 (4.98)
Za(oo,m? %5 m?) = (i) [30n (32) = 3]

O procedimento a partir deste ponto é geral e refere-se a definicao das quantidades

renormalizadas. Para tal nés escrevemos a auto-energia na forma geral:

S(p) = A(p*) + pB(p*).

Para facilitar, escolhamos como ponto de renormalizagao, por conveniéncia, p = 0. Deste

modo o propagador do quark pode ser escrito na forma:

, 12y,
iSk(p) = ~ (4.99)
P—M — ZyYin(p)
onde definimos as quantidades: massa fisica;
m + £(0)
M=—"" 4.1
1—2(0) (4.100)
constante de normalizacao do campo do quark
Zy— — v (4.101)
YT 1= 3(0) '
Por sua vez definimos:
Srn(p) = E(p) = X(0) = p¥'(0) = %I"(p). (4.102)

E importante ressaltar que para a obtencao destes resultados dois passos sao cruciais;
o calculo das integrais divergentes (a prescrigao de regularizagao) e a defini¢ao das partes
finita e divergente. Os procedimentos restantes sao automaticos. Em vista disto podemos
tecer alguns comentarios.

A identificacao das partes finita e divergente nao é bem definida. Isto por que ela
depende do estdgio do calculo em que isto é feito. A razao para isto estd no fato de

efetuarmos esta identificacdo em uma soma de termos com limites envolvidos. Assim,



se primeiro efetuarmos os possiveis cancelamentos nas diferengas [Z; (A2, m?, p*; m?) —
Zp(p?,m?, p*; m?)] e depois identificarmos as referidas partes chegarfamos a resultados

diferentes. Como tal, nas fungoes Z; temos termos que evidenciam esta preocupacao:

2 .9 2
B i) = 2 ] = |
P
2 .2 2
_[@ g;f“)—y--] (4.103)

como podemos ver até mesmo a dependéncia com os momentos é modificada. Isto pode
ser evitado tomando-se o limite A2 — oo logo apés a integracao nos momentos, portanto
antes da integracao nos parametros de Feynman. Neste caso terfamos uma constante

ambigua e a amplitude calculada teria uma indefinicao da forma:
a + pb,

onde a e b sao constantes. Esta situacao nao ¢ tao problemadtica pois uma prescrigao
adequada de renormalizacao absorveria esta ambiguidade. O problema se tornaria com-
plicado em integrais divergentes de ordem quadratica ou mais, pois a indefinicao poderia
até mesmo envolver fungoes 7, levando a ambiguidade a ordem da contribuicao calculada.
De qualquer modo a utilizacao do método deve ser cuidadosa pois, em geral, as amplitu-
des fisicas possuem limites cinematicos determinados pelas simetrias envolvidas ou entao
Identidades de Ward e a ambiguidade até mesmo em uma constante pode levar a violagao
destes contetddos destruindo assim aquilo que se pretende investigar, nos processos de
manipulagoes e calculos das divergéncias.

4.9.3 Regularizacao Dimensional

Em Regularizacao Dimensional tomamos como ponto de partida a expressao para a auto-

energia e a extendemos para 2w-dimensoes;

Pk { ullh = 1) + iy }
o) \ (K2 — i) — B2 — ]|

Entao utilizamos a dlgebra 2w-dimensional das matrizes v,, para obter:

iS(p) = —g*Cr / ( (4.104)

u(p = F+m)7"] = 2(1 —w)(p = F) + 2w(m).



Agora, depois da apropriada parametrizacao de Feynman e integracdo nos momentos

ficamos com:

R L

onde:
H? = p2(1 — 2) + (42 — m?)z — i,

Neste ponto, segundo a prescri¢ao, é necessario expandir tudo ao redor de w = 2. Nos
fazemos isto com o auxilio de:

a®*~1+zxlna,

para x pequeno. Também para a fungao I'(z), na representacido de Weierstrass, temos,

parae - 0en=0,1,2,3..., a expressao [14]:

(=" 1 L : 2
['(—n=¢)~ o E+¢(n+1)+§ §+z/z (n+1)—=9Y'(n+1)| +0(€) ¢,
(4.106)
onde:
@ZJ(S) _ dlndF(s)
Yn+1) =143+ +1 -9
7'l'2 n
P'(n+ 1)2: D /%2 (4.107)
v =%
Y(1) = —yp = —0,5772.
Isto nos fornece a forma geral:
rN2—-—w)= B 2 — e 4.1
(2 —w) (2—w)+ +C2—-w)+---, (4.108)
onde, em virtude das expressoes acima, A =1e B = —g.
Por sua vez:
(HH* 2~ 1+ (w—2)In(H?) +--- (4.109)
Deste modo:
—2q%C 1
iS(p) = @f;)f 142 —w)In(4m)] [ d{[(1 = w)p(1 - 2) +mal} x

x {14 (w=2)In(H)} x

X {wa + B+ (w— 2)0} (4.110)



o que fornece:

iX(p) = _(249;§F /01 dz [(1 — w)p(1 — 2) + mw] X

x{wf2+B+(w—2)C+
+An (H?) + (w—2)BIn (H?) + (w — 2)°C'In (H?) +
—Aln (47) 4+ (2 —w)BIn (47) — (w — 2)2C'In (47) +
—(w—2)?Bln (47)In (H?) — (w — 2)Aln (47) In (H?)

~(w = 2)*C'ln (47) In (H?)} . (4.111)

Exceto pelo pdlo simples em w = 2 no primeiro termo podemos tomar w — 27 na

amplitude. Por isso nds o separamos dos demais e escrevemos:

i) =~ (52) ) 10— =) ¢
B A ¢ ] L2
2g2CF 2 2
e sy o)~ 0 )
Ou ainda:
R
2°Cr {(p—2m) 200, pFsm) = pZ (0 m2 pimd) ), (4112)

onde substituimos os valores de A e B e eliminamos nas fungoes Z; a massa ficticia do

glion. Do resultado obtido notamos que:

e i) A fim de que a parte finita possa ser identificada com aquela obtida no método

anterior devemos agregar a parte divergente varias constantes finitas.

e ii) O resultado final obtido é explicitamente dependente do método ja que a cons-

tante yg faz parte deste.



4.9.4 Com Regularizagao Implicita

Neste método nés podemos utilizar os mesmos passos iniciais que aqueles da Regularizacao

Covariante. Partimos entao da expressao:
iX(p) = —2¢°Cp[(p — 2m)I — v, I"].

Entretanto reorganizamos as integrais de acordo com a filosofia adotada. Assim:

d*k 1
=, ) (2 —m2)?
d*k —(m? — p?)
+/@ﬂﬂw—wﬂ%W—u%

_/ 44k (P> —2-k) (4113
( .

2m)1 (12— i) (K2 = m)[(p — k)7 — ]’
O arranjo utilizado é uma identidade ao nivel do integrando. Apenas a primeira
é divergente e nés a definimos como Ij,,(m?). As restantes podem ser integradas sem

problemas, com isso:

1
I = IZOQ(m2) + 2 [_ZO(M27 m2ap2; m2)] (4114)
(4m)
Agora consideramos a integral I*. Repetindo o procedimento, temos:
4 4 4 2p -
I, _Pu [ Ak Rk, (m? — Mz)/ d’k (2p - k)ky
A )t (k2 = ) (20" (K = m?) (k= )
4 9. 212
LPu [ AR (=2p - k+ 7))k . (4.115)

2. @2m)t (K = p2)(k* = m?)*[(p — k)? — pi”]

Resolvendo as integrais e utilizando a relagao de consisténcia entre a integral divergente

obtida e Ij,,(m?) (ver cap.13) ficamos com:
Pu 2 i 2,2 2, 2
1= o) + (g ) 20, 2
Substituindo na expressao para X(p) obtemos:
29°C
:(47)5 {(]5 —2m) Zo(p?, m*, p*;m?) — pZy (1®, m?, p*; m2)}

_2920}7’ _om m2 _é m2
(47)2 {Qb 2m)[Liog(m”)] 2109( )} (4.116)

i¥(p)




Podemos entao definir as partes finita e divergente como:

ifin(p) = Q(ZZSQF{ (P — 2m) Zo(0,m*, p*;m?) — pZ1(0,m*, p*; mz)} (4.117)
i) = -2 [0y ). (1119

De posse destas expressoes o restante do procedimento, a renormalizacao em si, é
idéntica aos considerados anteriormente. Sobre o resultado obtido neste método podemos

tecer os seguintes comentarios:

e i) A parte finita obtida é a mesma que aquela identificada nos métodos Pauli-Villars

e dimensional. Aqui entretanto ela surge de um modo natural e direto.
e ii) Foram utilizadas apenas identidades para a obtengao da forma final.

e iii) As integrais divergentes foram mantidas na forma bésica I,o4(m?). Todo o

conteudo divergente fica mantido neste objeto.

e iv) Nao hé qualquer ambiguidade ou dependéncia com possiveis caminhos para a

efetivacao dos cédlculos na identificagao dos contetudos finito e divergente.
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Capitulo 5

Divergéncias em Teorias

Nao-Renormalizaveis

5.1 Introducao

Teorias efetivas tém indubitavelmente desempenhado um importante papel no entendi-
mento de varios problemas fisicos, em especial a fisica dos processos hadronicos de baixas
energias [1]. Apesar de muitos sucessos colecionados, pelos referidos modelos efetivos, exis-
te uma importante questao tedrica que permanece sem resposta: A convivéncia consistente
com as divergéncias presentes nas amplitudes fisicas em contribuigoes, no cédlculo pertur-
bativo, que envolvam “loops”. Ocorre que, na maioria dos casos, os nimeros quanticos
das particulas envolvidas e as simetrias assumidas como relevantes nao nos permitem a
construcao de lagrangianas renormalizdveis. Tais modelos (nao-renormalizaveis) sofrem
portanto da contaminacao por infinitos ou divergéncias, tipicas de solugoes perturbativas
de Teorias Quanticas de Campos, sem ter entretanto, a possibilidade da eliminacao des-
tes pela aplicacao do programa de renormalizagao, como é usualmente feito nas teorias

fundamentais (renormalizaveis).

O procedimento comum, e a op¢ao mais imediata, para o tratamento deste problema,
¢é a introducao de algum esquema de regularizagao e incorpora-lo como parte da defini¢ao
do modelo, j4 que nao pode mais ser removido. Com este procedimento nds tornamos as
amplitudes finitas, mas as contaminamos irremediavelmente com comportamentos nao-
fisicos, violacoes de relacoes de simetrias, perda da unitariedade, pélos fantasmas e di-

ferentes tipos de ambiguidades. A situacao final obtida nao pode, de modo algum, ser
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considerada satisfatéria, pois os métodos de regularizagao, os quais devem ser (se possivel)
considerados como ferramentas auxiliares, para as manipulacoes e calculos de amplitudes
divergentes, influenciam decisivamente nos resultados obtidos de um mesmo modelo fisico,
ainda que, na mesma aproximacao. Em alguns casos duas diferentes formas da mesma
amplitude (conectadas por uma identidade matemética) produzem resultados diferentes
quando tratadas pela mesma filosofia de regularizacao.

Na discussdo que faremos a seguir (neste capitulo) ndés consideraremos as questoes
dos comportamentos nao-fisicos, violacao de unitariedade e unicidade bem como a de-
pendéncia dos resultados finais com o método especifico de regularizacao.

Para materializar nossas discussoes nos utilizaremos da expressao para uma hipotética
auto-energia, a qual contém os ingredientes que necessitamos: uma estrutura simples
(um momento externo apenas) composta por integrais divegentes de grau logaritmico até
ctiibico. Embora nos utilizemos deste exemplo, a situacao é completamente geral. Apds a
construcao de um modelo qualquer, e da extracao das regras de Feynman, escolhemos um
processo de interesse e montamos a amplitude que, no caso da inclusao de “loops”, pode
conter integrais divergentes. Para transformar a amplitude em questao em predicao de
observaveis fisicos é necessario, neste ponto, a adocao de uma prescricao ou filosofia, de
regularizacao para as manipulacoes e cédlculos destas quantidades divergentes, de modo
a tornar possivel a apreciacao do conteudo do modelo. E neste ponto que, de algum
modo, a amplitude, ditada pelas regras de Feynman da teoria, é modificada segundo
um procedimento especifico. Sao exatamente estas modificagoes, ou procedimentos de
regularizacao, e suas consequéncias o alvo de nossas discussoes.

A fim de investigarmos os aspectos destacados como de nosso interesse, neste capitulo,
evitando superposicoes desnecessarias, ndés tomaremos uma escolha simples para os rétulos
dos momentos das linhas internas, geraremos duas formas equivalentes (separadas por
uma identidade) em duas situagoes distintas: massas iguais e massas diferentes. Entao

orientaremos as discusoes por trés idéias fundamentais. Exigiremos simplesmente que:

e a) Os resultados finais nao contenham comportamentos nao-fisicos tais como limia~
res complexos, anomalos ou nao, dependentes de algum parametro de regularizacao
(“cut off”).Por limiares complexos andémalos nés classificamos aqueles que propor-

cionam violagao de unitariedade.

e b) Os resultados finais devem ser independentes dos passsos intermedidrios dos

célculos (devem ser univocamente determinados).



e ¢) As predigoes fisicas ndo devem depender, de modo algum, da maneira pela qual
as integrais divergentes sdo manipuladas (devem ser independentes do método de

regularizagao).

A primeira exigéncia nos garante a preservacao do conteudo do modelo, dentro do re-
ferencial tedrico da Teoria Quantica de Campos. A segunda materializa-se no fato de que
o resultado final nao dependa das manipulagoes intermediarias utilizadas antes e depois
da introducao da regularizagao. No caso especifico que discutiremos isto significara que
qualquer prescricao aplicada a duas expressoes diferentes, ligadas por uma identidade,
conduzam aos mesmos resultados. A terceira exigéncia impoe que um método de regula-
rizacao seja, de fato, uma ferramenta necessaria, mas nao mais do que isto, no processo
de calculo.

Para propiciar e evidenciar os aspectos que citamos, relacionados aos métodos de regu-
larizacao, adotaremos um método convencional bastante representativo e conveniente para
nossos propésitos; a Regularizacao Covariante de Pauli-Villars (capitulo 4). Apesar desta
escolha particular é facil verificar que as conclusoes qualitativas extraidas sao igualmente
validas para outros esquemas utilizados na literatura, tais como “sharp cut off”.

Na secao 2 consideraremos a amplitude protétipo (auto-energia) utilizada nas dis-
cussoes. Na secao 3 efetuaremos os cédlculos considerando as massas envolvidas como

iguais. O caso de massas diferentes serd considerado na segao 4.

5.2 A Amplitude Protétipo

Consideraremos um exemplo simples de amplitude divergente associada a uma teoria nao-
renormalizdvel: uma hipotética auto-energia de um férmion de massa m e spin 1/2 por
excitacao através de um bodson de massa p e spin zero, com acoplamento pseudo-vetorial
(derivativo) [2], como mostrado na fig. 5.1.

A avaliacao do diagrama nos permite escrever:

o e [ [ G~ =
0= [ e\ g e~ ) o

Aqui G é uma constante que engloba a constante de acoplamento e fatores de simetria

interna. A expressao (5.1) pode ainda ser colocada na forma:

o [ K’
iX(p) = -G {(]54— )/ 2m)E (k2 — p2)[(p — k)% — m?]




A, gYYK'T
-— - p——» . - .
P p-K P
(a) (b)

Figura 5.1: a) Auto-energia fermionica e b) Vértice da interagdo Férmion-Béson.

(0 —m? d'k L
0= | Gy ) O

ou ainda, noutra forma mais reduzida:

. 2 d4k 1
iX(p) = -G {@ +m) [ @) [(p — k)2 — m?]

, [ dk 1
HO | Gy G~

2 _ 2 d*k i
=) | G e ) 69

As expressoes obtidas exibem quatro integrais divergentes com divergéncias quadrati-

cas, lineares e logaritmicas. Nés entao as rotulamos através das definigoes:

Il — f (d4k: 1

2m)* [(p—k)?—m?]

] :f d4k 1

2 @) (=) [(p—k)2—m?] (5.4)
Iy =y, | Lk aZ '
3= Tul @myt =) (p—k)2—m?]

] _f dtk k2

4= ) oot = -m2—m?]

Com isso podemos escrever a expressao (5.2) como:
iX(p) = =GH{(p+m)Ls — (p* —m*) L5}, (5.5)
e a expressao (5.3) como:
iX(p) = =GH{(P+m)L + (p+m)ply — (p° —m?)I3}. (5.6)

As estruturas I; a I sdo as que utilizaremos no que se seguira.



5.3 Massas Iguais

Nesta secao consideraremos a amplitude na situacao onde temos > = m?. Esta escolha
¢ importante para evitarmos a discussao simultanea de um nimero excessivo de aspectos
técnicos, o que poderia tornar a discussao demasiado confusa. Além disto, muitos pro-
blemas de interesse envolvem célculos de “loops” em modelos efetivos com particulas de
massas idénticas, como no caso do modelo NJL [3] ou no setor piénico das realizagoes
nao-lineares da simetria quiral [4]. Vamos entao efetuar os cdlculos dentro das vdrias
possibilidades e extrair dos resultados a orientacao para a busca de uma prescricao ade-
quada. Ressaltamos, mais uma vez, que embora os calculos sejam feitos em Regularizacao
Covariante de Pauli-Villars, por conveniéncia principalmente analitica, nao nos deteremos
em aspectos particulares mas sim em aspectos gerais comuns a outros métodos de regu-
larizacao. Como tal poderiamos ter escolhido regularizagao através da distribuicao ©,
“sharp cut oft”, com conclusoes igualmente vélidas. Além disto, todos os métodos devem

concordar entre si quando A% — oo.

5.3.1 Regularizacao Minima

Vamos entao proceder o calculo da auto-energia, através do calculo das integrais divergen-
tes. Uma das possibilidades de tornarmos a amplitude, como um todo, regularizada é o da
regularizagao, dentro da regularizacao covariante (segao 4.6), de cada uma das integrais
individualmente. Ou seja, dependendo do grau de divergéncia introduzimos um fator mo-
dificador de acordo com a necessidade (regulariza¢ao minima). Assim procedendo, temos

que resolver as integrais:

o d% 1 p2 — A%\’
ohi= | 2m)* [(p— k)2 — m?] <k2 - A2> (5:1)
ak | m? — A2
1= [ Gy i == (=) o
ak k, m? — A2
ol = [ ) (2 — m?)[(p — k)2 —m?] ( A2 ) (5.9)

’Q:/éi@twwﬁ—MLwﬂ<%:é>' (510)



As integrais acima podem ser resolvidas analiticamente. Para facilitar as discussoes
é interessante escrevermos os resultados como: I; = I/ 4+ I% Onde I/™ ¢ a parte que
permanece finita quando A2 — oo e I#% ¢é aquela que diverge neste limite. Resolvendo

encontramos os resultados:

fin __
g (5.11)
° . i |
I{lw —_ (4;)2 [(mQ _ A2>2Y}J(A2,m2,p2)]
[ = s ol ) (5,12
Igw — w [ZO(AQ,m2,p2§ m2)]
 HT = a2 P pm?) (5.13)
I8 = Ghap (20N, m? pm?)]
(S
i = (4£)2 [—=3p%Zy(m?2, m?, p*;m?) + 2p? Z1(m?, m?, p?; m?) — 2m?*Zy(m?, m?, p*; m?)]
I§" = 5 307 Z(A2, m?, p*sm®) — 2p°Z, (A%, m?, p*; m?)
+(m? = A?) — p*(m? — A")Ya(A?, m?, p?) + 2m Zo(A?, m?, p*; m?)] .
(5.14)

Aqui fizemos uso das fungoes Y, (A1, A2, p?; A?) e Zp(A1, Ao, p%; A?) definidas e estudadas no
capitulo 3. A parte finita, como era de se esperar, nao contém o parametro de regularizacao
A2,

Os resultados acima mostram uma dependéncia explicita com os momentos externos
do “loop”. E facil agora perceber que, se queremos manter A? finito, temos sem divida
alguns comportamentos fisicos indesejaveis. Nossa amplitude deve exibir uma parte com-
plexa quando p* > (2m)? uma vez que isto corresponde a situacio onde as particulas
internas podem estar na camada de massa [5]. Este comportamento é garantido pela
presenca das fungoes Zi,(m?, m?, p*; m?). Esta parte complexa cresce suavemente a partir
do limiar. A parte imaginaria é importante para a preservacao da unitariedade na ampli-
tude. Entretanto nds temos também presente em nossos resultados um limiar complexo
nao-fisico em p? = (m + A)? o qual evidentemente contribui para a unitariedade e as-
sim modificando o contetdo fisico do modelo original. Isto nao pode ser adequadamente
interpretado. Em outras palavras o procedimento de regularizacao é responsavel pela in-
troducao de um comportamento nao-fisico na amplitude calculada. Este limiar complexo
ocorre em ambas as fungoes Zi (A%, m?, p?; m?) e Y, (A%, m?, p?). O que é ainda mais grave,

entretanto, é o comportamento das fungoes Y (A2, m?, p?) (capitulo 3). Estas tém suas



partes imaginarias vindas do infinito no limiar, o que nao admite acomodacao razoavel e
é, sem duvidas, inaceitavel.

Nos poderiamos argumentar, neste ponto, que a parte imagindria indesejavel surge em
valores de p? os quais estdo além do limite de validade do modelo. Entretanto, a parte
real das fungoes Yj (A2, m?,p?) (a qual existe em todos os valores de p?) estd intimamente
relacionada a parte complexa e pode inclusive ser construida a partir desta [6]. Significa
que estamos dando contetudo fisico a uma funcao dos momentos, da parte divergente,
em pequenos valores de p?, que ¢ inaceitavel fora desta regido. Isto, sem dividas, nao é
razoavel e nao é o que buscamos como prescricao para teorias nao-renormalizaveis onde
temos que manter A? finito. E necessério entdao descobrir as razoes e eliminar estes
comportamentos nao-fisicos e anomalos e ainda garantir regularizabilidade.

Para completar esta se¢ao, apontamos ainda que a regularizagao minima nao nos ga-
rante unicidade, ou seja, os resultados finais dependem dos passos intermediarios utilizados

no calculo ou do momento em que a regularizacao ¢ introduzida.

5.3.2 Regularizacao Uniforme

Na secao anterior nés regularizamos e calculamos cada uma das integrais separadamente.
Como consequéncia disso nds notamos que nao é possivel garantir unicidade nos resul-
tados. Isto ocorre porque quando nés regularizamos funcoes dependentes dos momentos
externos termo a termo nés estamos modificando a estrutura dos momentos da amplitude
de diferentes modos. Nés entao nos questionamos sobre o que ocorreria se regularizassemos
toda a amplitude (todas as integrais) através do mesmo fator (aquele que regulariza a in-
tegral divergente de maior grau). Isto obviamente garantiria a unicidade dos resultados.
O problema é: o que ocorreria com os limiares nao-fisicos?

Para verificar isto calculamos as integrais:

i = | Gy ==t (=) 1)
ot~ | Gy == (=) 10

'h:%/éi@twﬂéi@%wﬂ<2:$) (547
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As integrais I e I, sao as mesmas da se¢ao anterior e os resultados estao dados nas
egs.(5.11) e (5.14). As outras duas integrais tém partes finitas idénticas aos resultados da
secao anterior. As partes divergentes sao entretanto diferentes;

1

1" = e (B i) + (A7 = ) Yo (A%, m?, ) (5:19)
7

—~

div — i
P (4n)?

No6s podemos ver imediatamente que as partes divergentes de I e I3 produziram,

P20 (A%,m? p%im?) + (A2 — m?) Vi (A%, m?,p?)] . (5.20)

com esta regularizacao, um termo adicional proporcional as fungoes do tipo Yi (A1, A2, p?),
responsaveis por comportamentos nao-fisicos anomalos. Isto significa que quando nos
temos uma amplitude quadraticamente divergente tais fungoes indesejaveis aparecerao
como consequéncia da regularizagao adotada. Nos entao temos uma questao crucial neste
ponto: Como nés podemos eliminar as fungoes Y (A1, A2, p?) e a0 mesmo tempo garantir

unicidade? A préxima secao nos oferece uma possivel solucao.

5.3.3 Regularizagcao Uniforme Multiparamétrica

Nas segoes precedentes nés verificamos a presenca das fungoes Y (intimamente relacio-
nadas com comportamentos nao-fisicos andémalos no limiar). A razao para esta presenga
estd no fato de termos nas integrais um poélo duplo no fator de regularizacao. Existe,
portanto, dentro do método de regularizacao adotado, um modo de evitar isto sem perder

unicidade; nés podemos utilizar (segao 4.6):

1 1 m? —A?\ [m? — A3 m? — A2
....... — 21
k2—m2_>k2—m2<k2—A%><k2—A§ oAz ) (5.21)
onde A? # A2 # ... # A2. No nosso caso temos que calcular (com dois parametros
apenas):

d*k 1 2 A2 2 A2

of, = / S (5.22)
2m)* [(p— k) =m?] \ k* = A} ) \ k? — A3

d*k 1 m2 — A% m2 — Ag
ol = / 2r)4 (2 — m2)[(p — k)2 — m? <k2 Y ) (kg v ) (5.23)



dk k, m? — A2\ (m? — A2
=% | Gyt =y =R =] ( EE ) ( Y ) 524

= [ o () (o) 629

As partes finitas destas integrais, como esperado, nao mudam. As partes divergentes

das primeiras trés sao dadas por:
N IR (e V[t A
' (4m)? (AT —A3)
X | Zo(A3,m?, p*sm®) = Zo(A], m?,p*;m?)|  (5.26)

: i

(47)?
(m* — A})

_m [ZO(A%,mz,stﬂf) — Zo(Ag,mz,pz;mQ)] ]{5.27)

o[d = <(4Zf)2> {Zl(A%,mQ,p2;m2)
(m* — A} 2 2 2. 2 2 2 2. 2

AT A {Zl(Al,m ,poim®) — Z1(A5,m* p*;m )}} (5.28)

Como nés podemos ver, tanto quanto A? # A3, o comportamento anémalo indesejével

no limiar complexo desaparece. Permanece entretanto o problema relacionado as partes
complexas das fungoes Z; envolvendo os parametros de regularizacao. A interpretacao
fisica usualmente adotada ¢ a de que os fatores de regularizacao simulam ou parametrizam
fatores de forma das particulas, as quais participam das interagoes presentes na amplitude.
Os multiplos pélos seriam devido a presenca de particulas com massas correspondentes
aos A?, as quais de fato contribuem para o fator de forma. Portanto as partes imagindrias
estariam associadas a momentos onde estas particulas internas poderiam estar na camada
de massa. Embora esta formulacao apresente alguns atrativos fenomenoldgicos, ela possui
a 6bvia desvantagem da superparametrizagao do problema e a falta de universalidade. Nos

mostraremos nas proximas secoes como evitar estes problemas.



5.3.4 Eliminagao de Comportamentos Nao-Fisicos

Nas secoes anteriores nds identificamos alguns aspectos negativos comuns em métodos
de regularizacao; a introducao de comportamentos nao-fisicos. A questao desta secao é
entdo como evitar estes problemas e ainda garantir unicidade. A fim de conseguir isto,
nos inicialmente chamamos atencao para o fato de que a presenca das partes complexas
associadas ao parametro A? estdo intimamente conectadas ao fato de termos regularizado
uma integral dependente dos momentos externos ao “loop”. Em particular a presenca
das fungoes Y, no primeiro método é devido ao fato de que a integral quadraticamente
divergente, presente na amplitude, ser uma funcao do momento externo. Isto sugere
fortemente que se nds pudéssemos escrever esta integral como uma soma de termos tais
que a parte da integral que permanece com a divergéncia quadratica nao dependa do
momento externo estariamos eliminando a fonte das fungoes Y;. Este é o caso, ja que

podemos escrever, para a integral regularizada:

d'k 1 k1 d'k (2p -k —p?)
/ @2m)t[(p— k)2 —m?] / 2m) (k% — m?) / (2m)* (K = m?)[(p — k)* — mQ(]S )

A primeira integral do lado direito é quadraticamente divergente mas nao depende
do momento externo p. A segunda, sendo divergente nao contera fung¢oes Y; em regu-
larizacao minima. Este resultado mostra que é possivel eliminar os comportamentos
nao-fisicos introduzidos diretamente pelo procedimento de regularizacao. Basta para isso:
Nao regularizar integrais dependentes do momento externo. Vamos entao estabelecer neste
ponto a primeira regra de procedimento para eliminarmos comportamentos nao-fisicos e

violagao de unitariedade:

e Regra 1 “Integrais dependentes dos momentos externos devem ser escritas como uma
soma de integrais divergentes, independentes dos momentos externos, mais integrais
finitas. Estas ultimas nao devem ser regularizadas. Regularizacao uniforme deve

portanto ser descartada como procedimento.”

Vamos entao aplicar esta regra as nossas integrais divergentes. Usando apenas identi-

dades podemos escrever:

I, = /(;lﬁl; (k:2—1m2) +/ (;ZW]; {(1522]?_:32)3 N (ngjr)nQ)Q}

d'k [ (") (p? —2p - k)?
*/ Gy { 7 —m2f (& = m2[p — k)2 — 7] } - B3




Apdés regularizarmos as integrais divergentes, os calculos nos fornecem para os trés termos,

respectivamente:
wa 7 A?
oMt — <(47r)2> [—AQ +m? +m?ln ()] (5.31)

log __ ? 2 n A72 _ 2m2 n A72
ol (MMJ@U{z<mJ Ay @M>

oI/ = zero.

(5.33)
Noés entao podemos aplicar o mesmo procedimento as outras integrais. Assim:
d*k 1 d*k 2 -k — p?
5:/ +/ 2p-k=p) . (5.34)
(2m)* (k* —m?)? (2m)* (k2 —m?)*[(p — k)* — m?]
Temos entao, respectivamente:

log __ i n A72 m2
dZ_(WW>P<mJ+1+M( S (5.35)

—aln (33))
o= () [ttt ).

(5.36)
Para a integral I3, por sua vez:
d*k (2p- k) d*k (p* —2p-k)?
g:/ / (5.37)
(2m)* (k2 —m?)* ) (2m)* (B2 —m?)*[(p — k)? — m?]

Onde, respectivamente, teremos:
i \p A? 3 2m? A?
gl ey 2 2

QMV)Q{”Q#) 2 " e w>”<

T

o]éog



fin _ i 2 2 92 9
o[ = <(47r)2>15 [—Zl(m , M=, pTim )} . (5.39)
Finalmente, a integral I, pode ser escrita como:
I - / d*k k2 +/ d*k [ (2p- k)?K? B (p*k?)
4= (2m)* (k2 — m?)? o) | (B2 —m2)* (k% — m?)3

. /(d4k { ¢k (p* — 2p - k)3K? }

2m) | (k2 —m?)t (k2 —m?)'[(p — k)? —m?]

(5.40)

Calculando obtemos, respectivamente:

= (i) {_W )= amitn (1) - A?Q((m—)”*)m () } o

(o ()
(4m)? b m? 6 A2( _%2) 2A2( _%)
B (m2)22 2 37:%71(%) 3m4ln</\;)2+(m2)31n(1:22) )
a(-g) M0-%) a(-%) (-8
in _ i —m2 7 (m2. m2. p2: m2 _pj _
1 = (i) |- 2o o) ~ (5.43

Nas expressoes acima nés podemos imediatamente notar que o contetdo nao-fisico

indesejavel foi eliminado completamente. Com isso o proximo passo é exigir unicidade.

5.3.5 Unicidade

A eliminacao dos comportamentos nao-fisicos, introduzidos pela regularizagao, de ampli-
tudes que contém divergéncias, pode ser considerado um primeiro e crucial passo para se
poder atribuir um significado fisico as mesmas amplitudes no contexto de Teoria Quantica
de Campos em solucao perturbativa. Entretanto, um procedimento que elimine estes pro-

blemas, para que possa ser utilizado em predicoes de observaveis fisicos, definidos a partir



da amplitude calculada, necessita ainda ser univoco. Ou seja, dois caminhos utilizados
para efetuarmos os calculos devem conduzir ao mesmo resultado.

A fim de estudarmos este aspecto nés comparamos os resultados obtidos, para a auto-
energia considerada, tomando as eqs.(5.5) e (5.6) e aqueles para as integrais respectivas.
E possivel notar a existéncia de pequenas discrepancias tanto nas partes rotuladas como
divergente quanto naquelas finitas. Isto é devido ao fato de, depois da regularizacao,

algumas identidades nao serem mantidas. No nosso caso a relagao crucial é

Iy =m?L, + 1. (5.44)

Os resultados da tabela la mostram que nossas expressoes nao sao consistentes com

a exigéncia de unicidade.

i dk k2 [ d*k 1 I d*k m?

T (2m)t (k2—m?)[(p—k)?—m?] (2m)* [(p—k)?—m?] @2m)* (k2=m?)[(p—k)*—m?]
parte [—A% — m? [—A% + m?

quad. —2m2in(%5))] +m2n(%)]

parte | —p*[In(2;) =3/2] | (=p*)lin(25) - 1] m?(In(25) — 1]

log. | +p*[in(23) —11/6] | +p*[in(23) —3/2]

parte | —m?2Zy(m?,m?, p?; m?) Zero m?2[—Zo(m?, m?, p*;m?)]
finita —p?/6

Tabela 5.1: Resultados correspondentes, depois da imposicao A% > m?, omitindo a cons-
tante (i/(4m)?).

Uma andlise mais cuidadosa poderda nos indicar as possiveis origens destas dis-
crepancias. A regra que adotamos, para eliminar os comportamentos nao-fisicos, diz

que devemos reescrever os integrandos de tal forma que a dependéncia com o momento



externo esteja contido em integrais finitas. Estas nao devem ser regularizadas. As outras
integrais devem entdo ser regularizadas de acordo com o grau de divergéncia (regula-
rizagdo minima). Esta ultima afirmacao pode ser colocada noutras palavras:nao devemos
reqularizar integrais além do necessdrio. Esta regra, a rigor, nao foi completamente se-
guida por nds nas manipulagoes e célculos realizadas até aqui. Isto por que algumas das
integrais que regularizamos possuem bilineares do momento do “loop” no numerador. Isto
quer dizer que podem ainda sofrer uma reducao adicional. Nas integrais logaritmicamente
divergentes a reducao de um bilinear nos permitira escreve-la como uma soma de uma
integral finita mais uma divergente. Naquelas quadraticamente divergentes esta reducao
nos leva a uma soma envolvendo duas integrais com graus de divergéncias diferentes.
Sendo assim a regularizacao que efetuamos regularizou “uniformemente” estas integrais
nao-reduzidas. Para sermos completamente consistentes com a regra que adotamos deve-
mos ainda eliminar estes termos quadraticos dos numeradores das integrais divergentes.
Vamos entao verificar isto integral por integral.
Na integral I; o termo que precisa ser reduzido ¢ a integral:
d*k (2p k 0P 4k kg
/ B — T} = / (5.45)

da qual necessitamos eliminar o termo blhnear do numerador. Para tal notemos que :

e e

m?2 ? A2
—x | In|—
A2 (1-22) <m2>
d4k 1 m2 — A?
=P / —m2)2 \ k2 — A2
d4k: m? m2 — A?
+p2/ g 2—m2)3</€2—/\2>

d4k‘ 2 m2 _ A2
- / _—F <k2 _A2>, (5.46)

o que nos permite identificar a relagao entre os 1ntegrandos:

Bk dkaks kR
= . 4
/A(zwyl (72— m2p g"‘ﬁ/A(zﬂy (2 —m2y (5.47)




Aqui utilizemos o simbolo A nas integrais para lembrar que esta relacao foi deduzida
para integrais regularizadas, ou seja, (tornadas) finitas. O resultado acima é um caso
particular de:

d*k d*k
ik f () = g [ o R OR), 5.48
| Gyt 1 02) = g [ k() (5.48)
demonstravel rigorosamente para integrais finitas. Notemos que a eq.(5.47) nao depende
do método especifico de regularizacao, mas apenas do fato de a funcao regularizadora
ser par em k (o momento do “loop”) e obviamente tornar a integral finita. Com isso a

redugao pretendida fica:

oy i =9 |, oy Gy 69

Na segunda integral do lado direito retiramos o subscrito A devido ao fato de a integral
ser finita. Este passo é necessario para tornarmos estas manipulagoes coerentes com a
regra que adotamos para a eliminacao dos comportametos nao-fisicos. Com este resultado

a integral I fica:

k1
n=J (2m) (2 — m?)

d4k m2p2 <p2)2 B (pg N 2p . k’)3
+/ (2m)4 {(k2 —m2)3 + (k2 —m2)3 (k2 —m2)3[(p— k)2 — m?] } (5.50)

Apo6s o célculo das integrais finitas nds obtemos:

{ RO (5.51)
1" = (mw) [F].
onde definimos a quantidade:

[7ad (2) = /A élﬂ"; (k2—1m2)' (5.52)

A integral I5, que nao necessita de reducao adicional, fica:

[éliv — Ilog (m2)
1" = (k) () Zo(m?, m2, p% m?)],

(5.53)




onde definimos a quantidade:

'9(m?) — /A (Zﬁl; 0 _1m2)2. (5.54)

A integral I3, por sua vez, pode ser escrita, com a utilizagao da eq.(5.49), na forma:

b dk 1
Is= 5/ (2m)* (k2 — m2)?

g dk m d'k (P —2p- k)¥
+2 / (2m)4 (k2 —m?2)3 + / (2m)4 (k2 — m2)3[(p — k)2 — m?]’ (5.55)

Portanto teremos:

(5.56)

{ [éiw — éllog(m2)
1" = () P[5 = Zum? w2, p2 )]

Finalmente, a integral I, pode ser colocada na forma:

(5.57)

{ Ile — ]quad(m2) + m2]log(m2)

fn = ((4;)2) [pr? - m2Zo(m2,m2,p2;m2)} .

Esta ultima é o resultado do calculo de:

] in _ m2p2/ d k ]_ +m4p2/ d4]{j ]_
4 (2m)4 (k2 — m?2)3 (2m)4 (k2 — m?2)*

dAk p4k2 (pQ —92p. k:)3k;2
+/ (2m)* {(k2 )t T = ) (p— k)2 — } : (5.58)

Reunindo os resultados para as integrais Iy, I e Iy nés podemos construir outra tabela,
para verificar a identidade (5.44), apés as manipulagoes e célculos realizados nesta segao
(tabela 5.2).

Agora nds observamos que a identidade (5.44) é preservada pela manipulagoes e
célculos realizados. E importante notar que os resultados das integrais agora nao mais
estao comprometidos com o método de Pauli-Villars. A propriedade que utilizamos para
reduzir integrais com bilineares no numerador, integracao simétrica, é satisfeita por qual-
quer regularizacao pois vale irrestritamente para integrais finitas. Ou seja:

d*k

2 2 a2y G d'k
/ e ()G (7, 4%) = 2 [

k2 f(k*)Ga (K, A?), (5.59)



f d*k k2 f k1 f d*k m?
(2m)* (k2 =m?)[(p—k)?—m?] (@2m)* [(p—k)?—m?] (2m)* (k?=m?)[(p—k)*—m?]
parte
quad. Tyuaa(m?) Tyuaa(m?)
div.
parte
log. m21y(m?) Zero m21y(m?)
div.
i 2 i 2 i
parte | il e I R S A NN )
finita —ﬁ[mzZo(mQ,m%pQ;mz)]

Tabela 5.2: Integrais apds completa reducao

qualquer que seja a funcao regularizadora. Com isso a tabela 2 é consequéncia apenas da
regra que adotamos na se¢ao anterior e da validade da integracao simétrica em integrais
originalmente divergentes tornadas finitas por regularizagao. O fato de termos mantido
as integrais divergentes, remanescentes apos estas operagoes, sem explicita-las torna os
resultados obtidos validos qualquer que seja o método de regularizagao.

Nos podemos entao concluir esta secao traduzindo o procedimento adicional adotado
na formulagdo de uma regra, que deve suceder a regra 1 no tratamento de integrais

divergentes:

e Regra 2. “As integrais divergentes (independentes do momento externo; regra 1)
devem ser reduzidas, pela adequada eliminacao de bilineares do momento do “loop”
do numerador, até que o contetido divergente esteja contido apenas nos objetos

7

basicos Iyuaa(m?) e Ijpy(m?)

No enunciado da regra acima, propositadamente, optamos por escrever “pela adequada



eliminacao de bilineares do momento do “loop” do numerador” o invés de “pela utilizagao
de integracao simétrica”. Deste modo ela torna-se mais geral. Isto reflete o fato de esta
propriedade, apesar de valida em qualquer regularizagao, ser, a rigor, uma propriedade de
integrais finitas. A regra 2 seria mantida ainda que isto nao fosse valido e tivesse que ser
substituido por outro procedimento mais adequado. Finalmente, uma tultima observacao
a respeito deste enunciado. A mengao dos objetos basicos I u.a(m?) e I,,(m?) restringe
(por enquanto) a aplicagao a problemas sem a presenca de “divergéncias superpostas” e
com grau maximo de divergéncia ctibico. Uma generalizacao, para incluir outras situacgoes,

obviamente ampliaria o nimero de objetos divergentes basicos.

5.3.6 Independéncia de Método Especifico de Regularizacao

Nas secoes anteriores inferimos que a elimina¢ao de comportamentos nao-fisicos e obtencao
de unicidade, em manipulacoes e calculos envolvendo integrais divergentes, poderia ser
obtido pela adocao de duas regras simples. Com isso resta-nos apenas a exigéncia C,
apresentada na introducao, para ser cumprida: obter independeéncia total em relacao ao
método especifico de regularizagao.

Para chegar a isto nés primeiro notamos que a aplicacao das regras 1 e 2 nos fornece um
resultado nao comprometido com um método especifico de regularizacao. Nés teriamos
que langar mao de um método especifico apenas para calcular as quantidades I ,.q(m?)
e I1,g(m?). Isto significa que nds somente necessitamos regularizagao para parametrizar
estes objetos em termos de algum parametro A? de regularizacao (“cut off”). A questao
é entao: Todos os métodos de regularizacao fornecem a mesma parametrizagao para estes
objetos? Se isto fosse verdade nossa investigacao ja estaria concluida. Entretanto isto
s6 é verdade rigorosamente quando A% é muito maior que m?. Quais métodos fornecem
entao a parametrizagao correta? Para chegar a esta resposta devemos encontrar ou impor
condicoes adicionais sobre estes objetos. Nos entao observamos que, de fato, existem

relagoes a serem satisfeitas por estes objetos;

d'k 1 'k 0 1
Ilog 2 _ _ ( ) |
(m?) /A (2m)4 (k2 — m?2)2 /A 2m)  om? \k2 —m?)’ (5.60)
ou seja:
o 9 uQ
Il g(m2) = qu d(m2). (561)
Ainda;

0 g o [ k2
&ml(m)_/@mqm—mm‘

(5.62)



Nos podemos entao exigir de um eventual método de regularizagao que satisfaga estas
duas relagoes. Qualquer desses métodos que forneca uma parametrizacao compativel com
estas exigéncias serd igualmente bom. Esta observacao serve também para nos revelar que
entao estes métodos sao completamente desnecessarios. Isto por que quando langamos
mao deles, para calcular um objeto divergente bésico, apenas estamos estabelecendo uma
relacdo um-a-um do valor destes objetos com o valor do parametro A%, para cada valor
de m2. A escolha do valor de A? vird invariavelmente de algum ajuste fenomenolégico,
como é usualmente feito em teorias nao-renormalizaveis. Deste ponto de vista, isto torna-
se equivalente a ajustar fenomenologicamente o valor dos proprios objetos divergentes

bésicos, conforme mostra o esquema abaixo:

d*k 1
/ (2m)* (k2 2) Rﬂ fa(m? A%) — ajuste fenomenolégico
A \&T — m*=)®

d*k 1
— valor de A? (m=fixo) — valor para /
( ) P J 2m)t (k2 — m2)e
para os casos a = 1 e 2 representando as divergéncias basicas quadraticas e logaritmicas,

respectivamente. As parametrizagoes f,(m?, A) deverao entao satisfazer:

Ofa(m?A%) _ 2 A2
{ OfmEA?) _ {t(m )’?_)1)‘ (5.63)

om?

4m)2 m2

Parametrizacoes deste tipo podem ser construidas diretamente sem o uso explicito de
qualquer método de regularizagao e servirao, a rigor, apenas como relagoes auxiliares para
facilitar os eventuais cdculos numéricos computacionais, a fim de obter a melhor escolha
dos valores de I,yqq(m?) e [1,y(m?). Uma parametrizacao adequada pode ser obtida pelas

relagoes:

{ el (py, ):( 2) {[ A2 +m2 + m2ln (T/}L—z)} + const.(mQ)}

o) = (i) {[in (45)] + const.). .

Estas relacoes fornecem uma relacio um-a-um entre o parametro A? e os objetos
Tued(m?) e 1'°9(m?), obedecendo as eqs.(5.61) e (5.62) e substituem por completo a
necessidade da adocao de algum método de regularizacao.

Noés poderiamos entao traduzir numa regra também estas conclusoes:

e Regra 3. “As quantidades indefinidas remanescentes, apds a aplicagao das regras

1 e 2, devem ser especificadas diretamente por algum ajuste fenomenoldgico. A



alquad(mg) —

atribuicao de valores para I;oy(m?) e Iuqa(m?) deve obedecer as relagoes =24

Tiog(m?) ¢ 5257 = (i) (72)

E interessante notar que a adocao desta regra implica em propriedades universais para

0s objetos I;oy(m?) e Iuaa(m?), que nao dependerdo da teoria ou amplitude particular em

que ocorrem. Isto pode ser visto definindo a varidvel adimensional X = A?/m?. Entao:

m?2

(47)%i1100(m?) = —In(X) + const. = fo(X)

Esta constatacao deve ter profundas consequéncias em propriedades fisicas de modelos

{ (47T>2ilquL(m2): (X —1—In(X) + const.] = f1(X) (5.65)

nao-renormalizaveis.
Isto completa nossos objetivos no que diz respeito a situagao envolvendo massas iguais

em amplitudes divergentes.

5.4 Massas Diferentes

Na secao anterior nds consideramos alguns problemas associados a amplitudes fisicas,
contendo divergéncias, apos a regularizacao. A fim de eliminarmos os indesejaveis com-
portamentos nao-fisicos, violacao de unitariedade, falta de unicidade e de tornarmos os
resultados finais independentes da regularizagao especifica utilizada, nés culminamos por
adotar tres regras de procedimento. Estas regras sintetizam nossas conclusoes e nos garan-
tem os efeitos desejados; os resultados finais serao livres de comportamentos nao-fisicos,
serao univocos e nao dependerao do método especifico de regularizacao. Isso entretanto
foi obtido para uma situacao simplificada: as massas das particulas envolvidas foram con-
sideradas idénticas. Devido ao fato de a forma final obtida, apds a aplicacao das duas
primeiras regras, nos levar a mantermos todo o conteido divergente nos objetos bésicos
Liog(m?) € Iuqa(m?), que portanto contém a massa das particulas, nés podemos nos ques-
tionar sobre a validade do procedimento delineado naquele caso para o tratamento de
situagoes envolvendo particulas com massas diferentes em amplitudes divergentes.
Especificamente, se tivéssemos mantido a amplitude na forma original (eq.(5.1)) as
integrais a serem consideradas seriam aquelas das eqs.(5.4). No momento de efetuar as
separacoes necessarias qual das massas nés deveriamos escolher para definir os objetos
divergentes basicos? Os resultados dependerao desta escolha? Vamos entao investigar
esta questao calculando a amplitude, seguindo o procedimento da se¢ao anterior, dentro

das duas opgoes. Para tal consideremos integral por integral.



Inicialmente tomemos a integral I;. Nos podemos escreveé-la como:

ar 1
[, =
' /(277)4 (k2 — p?)
d4k 1 ik 1
(m® = 11%) / 1) s+ | 20t (2 — m2)p

(p° m+u) (0> —m? 4 2 — 2p - k)P
+/( 2m) { (k2 — p?)3 (k2—u2)3[(p—k)2—m2]}' (5.66)

O célculo das integrais finitas obtidas nos fornece:

[quad Iquad< )
197 = (m? — u2)1 o 2) 2 (5.67)
1 — () [+ 2 ) i (53]

onde separamos as partes de acordo com o grau de divergéncia. A mesma integral foi

escrita, na secao anterior, como:

h= /<d4l§ )
2m) (k2 — m?
+f (d4k {(k2m2p2 TR o "~ 2p- k) ]},(5.68)

271-)4 _ m2)3 (k2 _ m2)3 (kZ _ m2>3[(p _ k)2 — m?2

que, apos o calculo, escrevemos como:

]i]uad — Iquad(mZ)
19 =0 (5.69)

1" = (@) [F]-

Aplicando o mesmo procedimento & integral I, nds primeiro podemos escrever:

d*k 1
b= | G

(2m)* (k2 — p?)*[(p — k)* = m?] - '
O que nos leva a:
Igiv _ [log(IuQ)
{ Ig = ((4ﬂ.)2) [—ZO(,uQ,mQ,pQ;,uQ)] : (



Ainda, podemos colocé-la na forma:

aE1
f:= /(2@4 (02— m)?

2 2 d4k5 1
+(p*—m )/ (2m)4 (k2 — m2)2(k? — p2)
d'k (—)(¢* —2q - k)
| ot = )~ = (5:72)

com os correspondentes resultados:

9 = 19(?)
wm (5-73)
{@ = (o) 1= 200% m?, % m%)].
Por sua vez, a integral I3 fica:
4
I = 75/ d*k 1
ka — p?)?
1 d4/€ 2 -k 2 2\2
e +/ " =2p ktp”+m )k gy
2 (27T) (K —p2)? ) (2m)* (B — p?)’[(p — k)? — m?]
o que fornece:
log /5 log(,,2
{Im 211'(“)71 2,2 2.2 (5.75)
I3 :((4@2 p[T_Z(N m ap'/i)}‘
Equivalentemente:
75/ ‘K 1
I.— £
’ 2 (2m)* (k? —m?)?
]ép / d4k: 1 N
(02 = m)?
d4k 2 2p-k)?
+ / " = 2p- k) . (5.76)
— p?)(k* —=m?)*[(p — k)? — m?]
Isto nos fornece:
]dz’v — é[log 2
3 =51%(m) (5.77)
H™ = () P |5 — 2, m?, p5m?)]

Finalmente, a integral I, pode primeiro ser escrita na forma:

 pdk 1
L= 5 e




d4k 1 N
| G >2“‘<p+m =) | oy g
+u4p2/ kQ i 31
d'k [ (p* —m® + )’k (PP —2p -k —m® 4 p?)°k?
* r { S e =

Isto nos leva a:

Iquad quad (MZ)
19 = 215 (y2) (5.79)
™ = (he) { =2 [Zo(p?, m?,p% 12)] = (12 = m?) + m2in (2)] = 5}

Equivalentemente:

4
L= kz_mz>
&k 1

+“2/ (2@4 2= m2)2 Hit =) [ 2n)t (12 — 12

d*k 1
2 92/ 9 2
+pp*(p” +p )/ (2m)* (k2 — p2)
d*k 1
22 2 2 2 2
+p=(m ©)(m o+ p )/ (2m)4 (k2 — m2)3[k2 — 12
d*k 1

—p*p(m? — ) (* + pZ)/ 2n)1 (2 — )R — ]
/ d'k (—)®* —2p - k)°K?
(2m)* (k2 = m?)3(k* — p?)[(p — k)? — m?]

(5.80)

Temos assim:
Izuad _ Iquad(mz)
I = @21 (1) (5.81)
= () (ot ) - ),

Antes de proceder a qualquer andlise, nés observamos que quando p? = m? os re-
sultados concordam com aqueles da secao anterior, como esperado. Entretanto quando

comparamos os resultados obtidos pelos dois caminhos, notamos certas discrepancias. As



diferengas essenciais estao evidenciados nas relagoes abaixo:

H(0e2) = 17 %) = () [(m — gi%) 4 (35

Iécf”(ug) - Iécf"(mZ) = ((4ﬂ)) ;” (73” (5.82)
I;{Z.n(,UQ) - Isfn(mz) = ((4;)2> 2 [ln (%)}

) 9002 = ) [ 3 () 0 3]

Aqui I]™(u?) e IJ™(m?) representam as partes finitas das integrais indicadas, com a
correspondente op¢ao feita para os objetos basicos divergentes. Resulta de uma observagao
imediata a dependéncia destes fatores apenas com as massas envolvidas bem como uma
certa regularidade nestes. Neste ponto poderiamos ser inclinados a pensar que a aplicacao
da regra 3, que manda ajustar fenomenologicamente os proprios valores das integrais di-
vergentes basicas, nos levaria a uma ambiguidade, pois as partes definidas como finitas
diferem. E necessdrio observar entretanto que as quantidades (massas) deixadas nos obje-
tos divergentes terminam por desempenhar um papel de escala nas parametrizagoes destas
quantidades. Assim os ajustes nao deveriam, em principio, serem obtidos atribuindo-se
valores idénticos a Iuaa(m?) e Iuea(p?) por exemplo. Os resultados finais devem ser
equivalentes o que implica em relacoes bem estabelecidas entre estas quantidades, ja que
estas aparentes discrepancias resultam de um tratamento diferente dado as massas nos
dois caminhos. De fato é facil verificar que,por manipulacoes algébricas no integrando,

podemos estabelecer relagoes entre os objetos divergentes basicos. Assim:

2

{ 19 (m?) = 170 () — (2 = m?) 1 (1) = (ggiye) (02 = m?) +m?ln (2]
1) = 1) - (g ()

(5.83)

Quando estas identidades sao utilizadas elas produzem uma comunicacao perfeita en-
tre os dois resultados. Devido a observagao de que as quantidades deixadas no interior
dos objetos basicos divergentes desempenham papel de escala, as relagoes acima represen-
tam meras transformacoes de escala. Em outras palavras, quando escolhemos a massa que
definira as quantidades divergentes estamos escolhendo a escala basica para todas as quan-
tidades fisicas presentes na amplitude. Como esta escolha é arbitraria isto significa que os
resultados finais devem ser independentes desta escala. Segundo esta argumentacao a uni-
cidade estara garantida ainda que, no momento da separagao das partes introduzissemos
uma escala arbitrdria A2. Dos resultados assim obtidos poderiamos efetuar escolhas parti-

2

culares entre as quais m? ou u?. Deste modo o procedimento representado pelas regras que



adotamos além de nos fornecer resultados com a mesma consisténcia que haviamos obtido
no caso com massas iguais nos fornece automaticamente invariancia de escala. Vamos

verificar isto a partir dos resultados obtidos efetuando as transformagoes:

(5.84)

{ I(m?) — I(\2)
I(p?) — I(A?)

Como tal, tomando as eqs.(5.69) e (5.67) para a integral I; e utilizando as eqs.(5.83)

seremos levados a:

Li(m?) = IT™(N%) + (m? = N*)["9(\%)
! ((4;)2> [(mQ =A%) +min (:;) - p;] : (5.85)

que é o mesmo resultado obtido a partir do célculo direto com a introducao de A\? a partir

das separacoes. Isso mostra a consisténcia necessaria.
Podemos facilmente testar os resultados correspondentes as outras integrais. Os re-

sultados podem ser vistos nas tabelas 5.3, 5.4, 5.5 e 5.6.



massa > massa m? escala \2
parte
quad' [quad<ﬂ2) [quad(m2) [quad()\Q)
divergente
parte
log. (m? — p?) L1og(1?) Zero (m? — N2)15e(A\?)
divergente
i 2 i 2 i 2
parte | (=5 + (m* — WA | =5l | el + (0 = V)
N ) m2 7 2
finita +armiin(iz) + @ m2in(2;)

Tabela 5.3: Diferentes expressoes para a integral I, conforme a escolha da escala.

Os resultados para o calculo de uma amplitude fisica, com uma escolha especifica
de escala, podem ser convertidos naqueles correspondentes a uma outra sem que todo
o calculo tenha que ser efetuado. Basta para isso utilizar as equagoes de transformagao

(5.90). Esquematicamente:

I3 — I(N5) — I(A3). (5.86)

Obviamente nenhum resultado fisicamente relevante deve depender da escala esco-
lhida. Isto deve ser materializado através dos valores atribufdos as quantidades 1742¢(\?)
e I'°9(\?).0s valores assumidos por estas quantidades devem ser tais que o resultado para
a amplitude considerada nao dependa do valor de A2, Este é provavelmente o ingrediente
fisico mais importante para a definicao das propriedades fisicas razoaveis das quantidades
indefinidas das amplitudes.

Quais devem entao ser os valores assumidos por estas quantidades para cada valor de

A\? (arbitrdrio) para que o contetido fisico ao dependa de A\??



massa > massa m? escala \2

parte

log. T1og (1) T109(m?) Liog(A?)
div.

parte | 52 [Zo(u®, m?, 0% 1?)] | @iz [Zo(k®,m?, p*m?)] | (5s [Zo (k2 m?, p%; 1?)]
finita

Tabela 5.4: Diferentes expressoes para a integral Is.

Em primeiro lugar as parametrizacoes adotadas para 19%%¢(\2) e I'°9(\?) devem ser
compativeis com as equacgoes de transformacoes de escala, além daquelas exigéncias que ja
haviamos feito ao final da se¢ao anterior. E f4cil verificar que as parametrizagoes sugeridas
14:

(5.87)

{ Ljuaa(N?) = (ﬁ) [—AQ + X2+ Xn (%) + const.)\ﬂ
Liog(N?) = ((4;)2> [ln (1)}—;) + const.} ,
preenchem também este requisito. A independéncia em relacao ao valor de A\? pode ser
facilmente verificada integral por integral pela propriedade:
ﬁ
ON?
Para que isto seja verdade basta que a regra 3 seja satisfeita pela parametrizagao utilizada
para Ijo,(A?) e Ijuaa(A?). Ou seja:

0lguad(V?) _ 2
{ afloag?iz’) _ (([lzgo)\ 2_1). (5.89)

N2 A2

— 0. (5.88)

4m)?

Para as parametrizacoes acima elas sao satisfeitas por construcao. As propriedades
que acabamos de discutir servem como critério para a adoc¢ao de métodos de regularizacao
se este for o caso. Entretanto, como vimos, dentro das idéias discutidas aqui, eles sao

completamente dispensaveis.



massa > massa m? escala \2

parte

log. B L (122) (B Ly (m?) (
div.

MRS~

) 10g(X?)

parte | 5 [Z1(p®, m?, 0?5 P | 2o m? 0P m?)] | e (20 (P m?P, % p?)]p
finita — e AP — a3l — @ lal?

Tabela 5.5: Diferentes resultados para a integral I3.

Para concluir esta discussao, poderiamos sintetizar nossas observacoes ao longo desta

se¢ao enunciando uma regra que nos fornece as respostas as questoes levantadas no inicio.

e Regra 4. “Na presenca de massas diferentes, em uma amplitude divergente, qualquer
uma das massas pode ser escolhida para a definicao das quantidades divergentes
bésicas ou ainda pode-se optar por uma quantidade (escala) arbitraria A2. Qualquer

uma das escolhas poderd ser convertida em outra pelas relagoes de transformagcao:

{ uad) = Luad03) = O3 = M) Loy () — (ke ) [ = XD) + Xitm (3]
) 2
Liog(N3) = L1og(N3) + ((4;)2) in (%)

(5.90)

A amplitude fisica nao dependerd da escolha A? se Ijuaa(A]) € Ijog(A?) obedecem a
regra 3. A quantidade \? desempenhars o papel de escala para todas as quantidades

fisicas da amplitude.”

Esta regra garante a consisténcia obtida para o caso de massas iguais agora para
massas diferentes e estabelece a importante propriedade de invariancia de escala automa-
ticamente.

Para finalizar esta discussao acrescentamos um importante comentario. Na pratica

acabamos de construir um procedimento representado pelas quatro regras, que se mos-



massa > massa m? escala \?2
parte
quad. Lyuaa(11?) Lyuaa(m?) Lguad(A?)
div.
parte
log. m2 oy (1?) W2 11og(m?) (1 +m? — A?) 05 (N?)
div.
i m 2 i i m
parte (4ﬂ)2{—m2ln(u—§) — 5 | a1t Zo(p?,m?, p*m?) (4ﬂ)2{_m2ln(722)
— (2 —m?) _% —%+(m2—)\2)
finita | —*Zo(p®, m?, % %)} —HZo(i®,m, % A7)

Tabela 5.6: Diferentes expressoes para a integral 1.

tra capaz de satisfazer as exigéncias a, b e ¢ colocadas na secao 1. Entretanto, existem
exigéncias adicionais a serem feitas (proximos capitulos) a fim de que um eventual pro-
cedimento possa ser considerado completamente satisfatorio. Como tal, as relagoes de
simetria existentes entre fungoes de Green (amplitudes) de uma teoria, consequéncias di-
retas das simetrias implementadas na construcao da lagrangiana, nao podem ser violadas,
a despeito do possivel cardter divergente. Além disso, quando escolhemos os rétulos para
os momentos das linhas internas, de um diagrama contendo “loops”, podemos efetuar
varias escolhas compativeis com as conservagoes de energia-momentum dos vértices en-
volvidos. Uma possivel dependéncia com estas escolhas (arbitrarias) tornaria o resultado
final ambiguo. Nés devemos submeter nosso procedimento frente a estes testes igualmente
decisivos para considera-lo consistente. Nos veremos entao, nos proximos capitulos, que
estas exigéncias imporao uma adicional e importante propriedade, as nossas manipulacgoes,

que nao pode ser percebida na discussao realizada aqui.
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Capitulo 6

Relacoes de Simetria em Amplitudes

Contendo Divergéncias

6.1 Introducao

A teoria quantica de campos é seguramente o melhor referencial tedrico disponivel atu-
almente para o estudo das particulas elementares e suas interagoes. Os principais ingre-
dientes na conexao entre o aparato tedrico e a realidade fenomenoldgica sao as simetrias,
através das quais nos introduzimos nosso conhecimento ou nossas hipoteses fundamen-
tais para serem testadas. Mas as consequéncias da associacao TQC + Simetrias somente
podem ser apreciadas apds uma consistente interpretacao das divergéncias que surgem
nas amplitudes fisicas, na solucao perturbativa da teoria construida; a renormalizacao.
Nos dispomos hoje de uma prescricao razoavelmente consistente, para a verificacao das
consequéncias dinamicas de um conjunto de simetrias, apenas quando a teoria construida
¢é renormalizavel. Por outro lado, a prépria renormalizabilidade depende crucialmente
de que a expansao perturbativa e as manipulacoes das amplitudes contendo divergéncias
sejam capazes de manter valido o contetido de simetria da teoria, materializado através
de relacoes bem definidas ou identidades envolvendo funcoes de Green e relacionando
amplitudes em diferentes ordens de teoria de perturbacoes.

Nao ha duvidas de que as relagoes de simetria, que sao consequéncias diretas do
contetido de simetria da lagrangiana, desempenham um papel decisivo para que possamos
dar sentido as teorias quanticas de campos, na versao perturbativa dentro do conceito de

renormalizabilidade. Isto por que uma completa e total redefinicao da teoria, pela ab-
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sor¢ao das divergéncias, somente pode ser obtida se as relagoes de simetria reproduzirem,
em ordens elevadas da teoria de perturbagoes, apenas um conjunto reduzido e tratavel de

fungoes de Green contendo divergéncias.

A verificacao destas identidades, em amplitudes divergentes, sempre foi uma questao
delicada ja que a utilizacao de esquemas de regularizacao obscurecem alguns aspectos
que podem ser decisivos. Em alguns casos certas violagoes de relagoes de simetria sao
atribuidas a propriedades intrinsecas das integrais divergentes, como indefini¢oes inerentes
ao calculo, ou a impossibilidade de utilizacao de esquemas consistentes de regularizacao.
Em geral, entretanto, atribui-se a manutencao das relagoes de simetria, ou suas violagoes,

aos proprios métodos de regularizagao utilizados nos calculos.

Como podemos ver este é um problema auto-consistente com dois aspectos bastante
negativos: a dependéncia com métodos especificos de regularizacao e a existéncia de

relagoes de simetria violadas durante os céalculos.

Sobre as regularizacoes, permanecem dividas se estas de fato nao alteram ou escondem
aspectos importantes. Existe uma ambiguidade natural na definicao das partes finita e di-
vergentes ja que elas sao identificadas em uma soma de termos e pelo menos uma constante
permanece indefinida. Ocorre que muitas vezes a integral toda pode estar multiplicada
por momentos externos e a ambiguidade na definicao de uma constante pode modificar
a dependéncia nos momentos das amplitudes. Outro ponto importante é o fato de, apds
a regularizacao, as integrais passarem a ser tratadas como finitas e consequentemente
propriedades de integrais finitas serem utilizadas em passos intermediarios que nao se
aplicariam as correspondentes integrais divergentes. Um eventual processo de limite, ao
final, nao remove necessariamente estas diferencas. Existe portanto alguma dependéncia
nos passos intermediarios dos calculos. Nao é, por outro lado, razoavel que a manutengao
ou a verificacao das identidades envolvendo amplitudes divergentes dependam de como
as integrais divergentes sao transformadas em ntumeros, ainda que infinitos a rigor. Nos
poderiamos esperar, em uma prescricao razoavel, que as identidades fossem satisfeitas

pelos coeficientes dos objetos divergentes e nao pelo modo como sao calculados.

A receita para a obtencao das predicoes fisicas da teoria nao pode ser feita caso-a-caso
pois isto ficaria reduzido a uma pura fenomenologia. Aceitar que um procedimento seja
aplicado em certas situagoes e negar suas consequéncias em outras nao ¢ razoavel qualquer
que seja a justificativa.

Parece existir um unico caminho para a solucao deste dilema; a construcao de uma

filosofia consistente para a manipulagao e calculo de amplitudes divergentes que nao en-



volva modificacoes destas em passos intermediarios, ou seja, regularizacao, e que possa
ser aplicada sem restricoes para assim podermos tratar todas as situacoes envolvendo
divergéncias em TQC de um modo tnico.

No capitulo anterior desenvolvemos um estudo geral dos problemas associados a regu-
larizagoes, especialmente voltado para o caso de teorias efetivas nao-renormalizaveis. Fi-

zemos isto guiados por trés exigéncias razoaveis:

e a)Os resultados finais ndo podem adquirir comportamentos nao-fisicos tais como

limiares complexos associados a parametros de regularizacao.

e b)O resultado final deve ser independente dos passos intermedidrios, isto é , deve

ser univoco.

e ¢)As predicoes fisicas da teoria ndo podem , de modo algum, depender de como
as integrais divergentes sdo manipuladas (independentes do método especifico de

regularizagao).

Ao final chegamos a conclusao de que poderiamos satisfazer estas exigéncias adotando

um conjunto de regras sucessivas razoaveis:

e 1)“Integrais divergentes dependentes dos momentos externos devem ser escritas
como uma soma de integrais divergentes independentes dos momentos externos mais

integrais finitas. Estas tltimas nao devem ser afetadas por eventuais regularizagoes”.

e 2)“As integrais divergentes remanescentes (obtidas pela aplicagao da regra 1) devem
ser reduzidas, pela adequada eliminacao de bilineares do momento do “loop” do
numerador, até que o contetido divergente esteja na forma de poucos objetos basicos:

Liog(m?) € Iuea(m?) no caso discutido”.

e 3)“As quantidades indefinidas remanescentes (apds a aplicagdo das regras 1 e 2)
devem ser especificadas diretamente por ajustes fenomenolégicos. A atribuigao de
valores para [ ,.q(m?) e I;,,(m?) devem obedecer relagoes existentes entre eles, como
tal:

8]quad (mQ)

om?2 - [lOg <m2>

m2



e 4)“Na presenca de massas diferentes em uma amplitude divergente qualquer uma
delas pode ser escolhida para a definicao das quantidades divergentes bésicas ou
ainda pode-se optar por uma escala arbitraria A\?. Qualquer escolha poderd ser

convertida em outra por relagoes de transformacao:

d quad()‘%) = Iquad()‘g) - (Ag - A%)[log()\@

() o3

0110, (N]) = L1py(N3) + <(4;)2> In (g) :

A amplitude fisica ndo dependera da escolha A se I uaa(A?) € Lo9(A?) obedecerem

a regra 3. A quantidade \? desempenhard o papel de escala para a amplitude.”

Aparentemente estas regras permitem manipulacoes e cdlculos de amplitudes contendo
divergéncias sem a utilizacao de qualquer método especifico de regularizagao. Os objetos
divergentes, onde reside o conteiido divergente da amplitude original, nao necessitam ser
calculados em momento algum. Embora tenhamos chegado a estas conclusoes tendo como
interesse teorias nao-renormalizaveis, o procedimento pode ser aplicado sem restri¢oes a
teorias renormalizaveis. Isto seria de grande utilidade ja que poderiamos eventualmente
eliminar a necessidade de regularizacoes no programa de renormalizacao. E, entretanto,
muito cedo para que esta possibilidade seja levada a sério, pois existem questoes relaci-
onadas a manipulacao e calculo de amplitudes divergentes que necessitam ser tratadas
consistentemente. Estamos nos referindo as relagoes de simetria (Identidades de Ward)
[1] e as ambiguidades associadas as possiveis escolhas (arbitrarias) para os momentos das
linhas internas dos “loops”. Nao estd necessariamente garantido que as operagoes efetua-
das seguindo as regras 1, 2, 3 e 4 sejam capazes de produzir automaticamente amplitudes
calculadas livres de violacoes de relacoes de simetria e ambiguidades.

Em particular, na regra 2, necessitamos eliminar adequadamente os bilineares nos
momentos do “loop” do numerador. O procedimento que adotamos, suportados por uma
regularizacao, de tomar como valida a operacao de integragao simétrica nao esta livre de
suspeitas, pois é, a rigor, uma operacao demonstravel para integrais finitas.

Neste capitulo nés aplicaremos o procedimento delineado até aqui para a discussao de

Identidades de Ward envolvendo amplitudes divergentes. Para tal seguiremos de perto o



material apresentado no capitulo 6 da ref. [2] ao longo de todo este capitulo, exceto pela
secao 4.

Nos inicialmente consideramos um exemplo simples de Identidade de Ward, aquela
envolvendo uma corrente vetorial e dois campos escalares na teoria para o campo esca-
lar complexo (renormalizavel) com uma simetria U(1) local. Posteriormente (segao 3)
aplicamos nosso procedimento ao tratamento do conhecido problema das anomalias tri-
angulares, e mostramos que os dois problemas podem ser colocados sob o mesmo ponto
de vista. Na secao 4 consideramos o problema da invariancia de “gauge” do tensor de
polarizagao do vacuo na QED sob a mesma 6tica. As conclusoes e discussoes podem ser

encontradas na secao 5.

6.2 Campo Escalar Complexo

Uma das mais simples teorias renormalizaveis é aquela envolvendo um campo escalar,
a teoria A¢*. A fim de construirmos a situacao de interesse nés consideramos o caso
de campos escalares complexos com uma corrente vetorial conservada associada a uma

invariancia por transformacao de fase global.

6.2.1 Ingredientes

A teoria que queremos é representada pela lagrangiana [2]:

£ = (3,6")(0"6) — 1(66") — A(96")". (6.1)

A simplicidade desta teoria renormalizavel justifica sua utilizagdo como protétipo em
muitas discussoes e nds faremos isto.

A lagrangiana dada em (6.1) é invariante por transformagoes do tipo U(1):

¢— ¢ =", (6.2)

onde o # «(x) é um parametro e T o operador, que aqui é um nimero usual. Esta

invariancia da origem a uma corrente vetorial conservada;

J# = Z[(au¢*)¢ - (au¢)¢*] (6‘3)

Os campos complexos por sua vez satisfazem as relacoes canodnicas de comutacao:



D00 (7, 1), p(a' 1)) = —i6*(T — 2, (6.4)

e isto leva aos comutadores envolvendo os campos e as correntes:

-

o[Jo(Z,1), 6(a,1)] = i[doe! (@t
— @ —)o(#,1) (6.5)

o[Jo(Z,1), 61 (', )] = —0°(& — 2)o!(Z,1). (6.6)

Com estes elementos podemos agora considerar o processo envolvendo uma corrente

vetorial e dois campos escalares e a relacao de simetria correspondente.

6.2.2 Identidade de Ward para a Corrente Vetorial

Consideremos agora a funcao de Green correspondente ao processo representado pela

figura abaixo:

p+q_-

w

A PNAN G
W q

-
-

-

Figura 6.1: Corrente vetorial acoplada a dois campos escalares.

Gulp,) = [ diadly e < O[T (7, (2)6(5)6(0))10 > (67)

Para obter uma relacao de simetria, nos utilizamos do fato de a corrente ter uma

quadridivergéncia nula e das manipulagoes usuais da dlgebra de correntes [3];

0} (T(Ju(2)O(y))) = T (9" Ju(x)O(y)) + [Jo(), O()]d(x0 — yo). (6.8)

Assim:



0.G*(p.q) = —i [diady S 9, < OT((x)0(y)e! (0))0 >
= =i [ diadly eI {< 0T, ()0(y)6T (0)]0 >
+ < 0|T([Jo(x), d(1)]6(x0 — 1) (0))]0 >
+ < 0T ([Jo(x), &1 (0)]d(x0) ()]0 >} (6.9)

O primeiro termo se anula . Pelo uso das relagdes de comutagao eqs.(6.5) e (6.6) os

outros dois termos podem ser simplificados:

GG (pa) = —i [diad'y DT < O[T(9(x)0! (0))]0 >

i / d'zd'y e ™ < 0|T(6(0) d(y))]0 > . (6.10)

Os dois termos do lado direito sao agora identificados como os propagadores do campo

escalar [2];

Ap) = [d' e < 0[T(6(x)¢! (0))]0 >, (6.11)

e entao podemos escrever:

—iq,G"(p,q) = A(p + q) — A(p). (6.12)

que ¢ a Identidade de Ward procurada. Ela pode ainda ser reescrita em outra forma:

Rl Tl (6.13)

E importante notar que este resultado foi obtido tendo como ingredientes as relagoes

—iq.G"(p,q) = [(p+q)* — 1*]”

de comutacao canonicas para os campos e o fato da corrente vetorial, que representa o
conteudo de simetria da teoria, ser conservada. A identidade deve portanto ser satisfeita
em qualquer ordem em teoria de perturbacoes. Vejamos isto entao nos niveis arvore e um
“1 2
oop”.
Antes de proceder aos calculos, é conveniente definir , a partir de G,(p,q), outro
objeto;

L.(p.q) = [IA(p+q)] " Gu(p.q) iAW), (6.14)



onde [A(p)]~! é o inverso do propagador e ¢ dado por:

Alp)™ =p" —p’ = S0, (6.15)

Depois de renormalizado, 3(p?) é a parte finita (corre¢io) no nivel considerado. Com
isto a Identidade de Ward toma a forma:

iq. 1" (p.q) =[(p+q)* — 1> = S(p+q)] — p* — 1> — S(p)]. (6.16)

Uma observacao importante é que, no nivel um “loop”, as contribuigoes i(p +q) e

> (p) séo nulas ji que a auto-energia nio depende dos momentos externos [4].

6.2.3 Nivel Arvore

A primeira contribuicao para o processo considerado, na solucao perturbativa, vem do

nivel arvore do acoplamento entre a corrente vetorial com dois campos escalares;

L1 =J, A9, ¢"), (6.17)

ou seja:

L1 = ZJM [(au¢*)¢ + (@ngﬁ)gé*] ) (6'18)

cujo vértice é dado por:

103 L1

57, 56 30 = lilp+q)u +ipy

= —i(2p+q), (6.19)
Entao, a contribuicao do diagrama arvore, fica:

ig"T 2V (p,q) = ig"[—i(2p+ q)u) = 2p.q+ ¢ = (p+ q)* = P°, (6.20)

ou seja:

iqg"T Y (p,q) = [(p+ @) = 1*] = [p* — 1%]. (6.21)
Como estamos interessados no nivel um “loop”, este ja é o resultado correspondente a

Identidade de Ward pois, como ja registramos , nao hé contribuicao para a parte finita da



p+q)/,.

z"
LACAYAS o Fataty o )
p i acs .

Figura 6.2: Contribuicao de nivel arvore.

auto-energia neste nivel de aproximacao. Isto quer dizer que todas as contribuigoes vindas

dos diagramas contendo “loops” devem se cancelar para que a identidade seja mantida.

6.2.4 Nivel Um “loop”

Nos agora consideramos as contribuicoes vindas de diagramas contendo “loops”. Inicial-

mente aqueles contendo “loops” nas linhas dos campos escalares (auto-energias).

Kx ™, . &
I\'\ I.I' .a'r/ ."‘J
— p+ ',,». p+q
e aVal n‘_J,'-\ur'y_:'l "\.-"‘ka-"_'_J‘\.JP"-J"'-'""':::
m q ‘ D 2 q \ p
A P+ 7 PHa
l'l' cl ’,_‘.—‘-a '-1 q : '.
l: - } “ ‘.\p 3 \p
K™ J ’ .

Figura 6.3: Contribui¢oes de nivel um “loop” e seus contratermos [4].

Para os dois primeiros diagramas, da figura acima, nds escrevemos:
1
2 2
[(p+q)* — 7]

0T, q) = ig” {(—z’><2p Y S0+ q) — z<o>]} NS

onde:



A [ dk i
—i% = —ig / 6.23
Y ) (623)
logo temos que:
S(p+q) — 2(0) = X(p+q) = Zero. (6.24)

Como ja haviamos adiantado. Isto implica igualmente na anulacao das contribuicoes
dos outros dois diagramas da fig.(6.3).
Resta-nos, deste modo, apenas a contribuicao do diagrama um “loop” no vértice,

representado na fig. 6.4, que é linearmente divergente.

pP+q,
K-+ q rd
e .
F ‘\\._ -
AT WL Wa Wally | +
\ e
q .
K
p. L]

Figura 6.4: Contribuicoes de nivel um “loop” para o vértice da interacao.

A avaliacao do diagrama nos fornece:

SR L S A i
T ) = i [ G (O D | 629
ou ainda:

. 1 “oop” — d4k (2kq+q2)

T 00 = G gl (6.26)

Temos portanto, a primeira vista, a contribuicao de duas integrais divergentes:uma li-
nearmente divergente e outra logaritimicamente divergente. Em principio as integrais tém
uma parte finita, funcao dos momentos externos, e uma parte divergente que deveria ser
eliminada por alguma renormalizacao. Independentemente destes detalhes, a observagao

importante, que nos interessa diretamente, é o fato de que se a integral:

d'k (2p.q + ¢*)
[= / ( (6.27)

2m)t (k2 = p?)[(k + q)* — 1]



for diferente de zero a relagao de simetria sera violada. Vamos entao calcular a integral
I, a fim de verificar isto.

E interessante notar que a integral acima pode ainda ser escrita como:

d*k 1 Ak 1
= / (2m)* (k% — p?) a / (2m)4[(k +q)2 — p?] (6.28)

Poderfamos entao ser tentados a efetuar um “shift” na segunda integral, para k' = k+q,

o que cancelaria a diferenca. Entretanto o carater divergente da integral nos obrigaria a
compensar o “shift” por um termo de superficie. A diferenca entao, por este raciocinio

simples, seria nao-nula e igual ao termo de superficie.

6.2.5 Manipulagoes e Calculos das Integrais de Feynman Diver-

gentes

O fato da integral eq.(6.27) ser divergente, nos impede de calculd-la diretamente. O modo
convencional, como sabemos, seria lancar mao de algum procedimento de regularizacao.
Nos, entretanto, vamos adotar neste ponto a filosofia introduzida no capitulo anterior:
manipular a expressao utilizando apenas identidades ao nivel do integrando na presenca

implicita de uma eventual regularizacao;

/ d*k (2k.q + ¢?) _ / d*k { 2kq+q*) (2k.q + ¢*)? }

A (2m)* (k2 — p2)[(k + q)? — 1] A 2m)t (B2 —p2)2 (B2 — p?)?[(k +q)? — 1]

/ d*k  (2k.q) N / d*k (¢?)

(2m)* (k2 — p?)*  Ja (2m)* (K2 — p?)?

/ d4k 2k: 9 / d'k (2k.q)¢?
(

p2)? )t (k2 — p2)?
d4/€ q4)
2)3
d4’€ (2k.q + ¢*)°
/ (2m)* (k> = 2)*[(k + q)* — 2] (6.29)

Noés entao observamos que as duas ultimas sao finitas e podem ser integradas direta-

mente. O resultado mostra um cancelamento mutuo;

(4% (4 d'k (2k.q + ¢2)? L
/ 2m)t (k* — p2)? +/ 2m)4 (k2 — 12)3[(k + q)2 — 2] Zero. (6.30)




Por sua vez, das integrais remanescentes duas sao nulas por simetria; a primeira e a

quarta;

dk (k)
2, |/ BT 7 =" (6.31)

, o dE (k)
* =20 | GryiGa

— 0. (6.32)

Isto exige apenas que nossa eventual regularizagao seja par no momento do “loop”.

Com isto restam apenas duas integrais divergentes:

/ d*k (2k.q+ ¢*) B / 'k g _/ d*k  4k,k,
A @R =)k + 2 =]~ P U et R = e R =2
(6.33)
A primeira ja estd reduzida a divergencia logaritmica basica. A segunda possui um

bilinear no momento do “loop” e necessita ser reduzida. Mas o que interessa de fato é

que a Identidade de Ward somente serd mantida se esta reducao for tal que:

/ d*k  (kuk,) _/ d'k Guv (6.34)

A @ (R — 2P Ja )t (R — 2y

Notemos que esta deve ser uma relacao entre integrais divergentes, uma relagao pu-

ramente matematica, ja que até aqui nao foi utilizada nenhuma regularizagao especifica.
Ela deve ser valida em qualquer esquema adequado de regularizagao.

Nos temos dois pontos de vista conflitantes para este resultado:

e Regularizagao Dimensional

Neste caso nés escrevemos a integral em 2w-dimensoes:

d*k (2k.q + ¢%) d*k 1 Ak 1
| Gaemiiror=m ! /

“lemtw =) ) etk e -]
(6.35)

Uma vez que é permitido efetuar “shifts” na integral regularizada (2w é continuo e

complexo), na segunda do lado direito pode ser feita a transformagao: k&' = k + ¢

e esta cancela exatamente a primeira, Isto nao é surpresa ja que a condicao que



obtivemos para a satisfacao da Identidade de Ward é satisfeita em 2w-dimensoes
[5];

/ Pk (kk) @/ (d4’f 1 (6.36)

(27?)4 (kQ _ lu2)a+1 - 20 27)% (k2 _ Iu2)a'

Assim em Regularizacao Dimensional obteriamos que a Identidade de Ward seria
automaticamente mantida. E importante notar que nao é necessario a Regularizacao
Dimensional em si, mas apenas o resultado fornecido pela continuagao analitica em

w para a diferenca das duas integrais acima.

Regularizagoes em Quatro Dimensoes

Neste caso nds escreveriamos:

d'k (kuk,) 2 o [ A% (K2gu) Y
[ i A = [ i Ca A

d*k G
By U

Ak (1guw) )
+/ (2m)* (k2 — u2)3G1\(k ,A%),  (6.37)

onde G (k?*, A?) é uma distribui¢do que torna a integral convergente. Como tal, se
utilizdssemos o método de Pauli-Villars [6],

GA (K2, A?) = (’;z - jg) . (6.38)
Deste modo:
d*k (k‘uky) B I 5 o d*k Mg Y
[ o g~ g G = [ e a0

(6.39)

A integral do lado direito, sendo finita, nao dependerd de A? quando tomarmos
A? >> p? (condigao de regularizacao). Assim em qualquer regularizagao em quatro
dimensoes onde Gy (k?, A?) for normalizada tal que:



GaA(K*,A*) =1 para A*— oo, (6.40)

ficaremos com:

Ak [ (4k,k,) » o d% 2
R e e

_ ((4;)2) [_ﬂ , (6.41)

e obteriamos para a Identidade de Ward:

iqu T oo (P, @) = —iA { ( ( 4;)2> {—;ﬂ } , (6.42)

que seria entao violada. As tnicas operagoes realizadas foram: integracao simétrica
(kuk, — sz% sob o sinal de integracao), e solugdo de uma integral finita; lado
direito da eq.(6.41).

Uma observagao adicional muito importante estd no fato de a integral original
ter grau superficial de divergéncia linear. Assim se decidissemos efetuar “shifts”
serfamos for¢ados a introduzir um termo de superficie compensatério [7]. O valor
deste termo corresponderia exatamente ao termo de violacao obtido acima. Isto

pode ser visto diretamente através da identidade:

d'k_ 0 ke O\ [ d% » (4k, k)
[ o ) = o [~ e g o9

o lado esquerdo pode ser convertido em um termo de superficie pelo teorema de

Gauss;

o d4k g;w o (4kuklf)
350 = [ Gy s~ ] (04

0 que mostra a equivaléncia dos dois argumentos: regularizacao ou termos de su-

perficie.

Deste modo se nés acreditamos que a Teoria Quantica de Campos é capaz de mater
validas as relacoes de simetria, que sao consequéncias diretas das simetrias imple-
mentadas na lagrangiana da teoria, que gera as amplitudes, na expansao perturba-

tiva, devemos acreditar que a relacao (6.34) seja valida, ja que apenas identidades



foram utilizadas para que esta condicao fosse obtida. O resultado necessario é es-
sencialmente matematico e nao pode haver dois resultados corretos. A continuacao
analitica (Regularizacdo Dimensional) nos fornece o resultado consistente. Por ou-
tro lado regularizacoes em quatro dimensoes nos levam a uma violagao da relacao de
simetria cujo valor é igual ao termo de superficie envolvido na integral linearmente

divergente. Como entao podemos entender esta discordancia?

Nao é dificil de entender por que integrais divergentes regularizadas podem discordar
exatamente pelo termo de superficie. Quando tornamos as integrais divergentes fini-
tas, pela regularizacao, tornam-se permitidas operagoes véalidas para integrais finitas
nos passos seguintes, que nao necessariamente seriam validas para a correspondente
nao-regularizada (divergente). Quando ao final tomamos o limite que removeria a
regularizacao (A? — oco) sobram exatamente as diferencas entre as integrais diver-
gentes e regularizadas frente as operagoes efetuadas; os termos de superficie. Assim

ao final o resultado correto é obtido quando retiramos estes termos.

Finalmente, estes resultados nos indicam que a adogao de outros rétulos para os
momentos das linhas internas deve modificar apenas o coeficiente da diferenca das
integrais. Assim se a diferenca das integrais for admitida nao-nula a amplitude
sera adicionalmente ambigua. Este problema serda detalhadamente estudado nos

capitulos posteriores.

6.2.6 Violacao da Relacao de Simetria

Nos construimos, fundamentados nas relagoes canonicas de comutacao para os campos e
no conteudo de simetria da teoria, para campos escalares complexos interagentes, uma
Identidade de Ward. Em seguida calculamos as contribuicoes dos diagramas arvore e
um “loop”. Manipulando algebricamente os integrandos das integrais divergentes, sem a
utilizagao de um método especifico de regularizagao, a condicao da manutencao da Identi-
dade de Ward foi colocada na forma de uma diferenca de duas integrais logaritmicamente
divergentes. A diferenca é automaticamente nula no contexto da integracao dimensio-
nal (continua e complexa), resultados que formam a base do método de Regularizagao
Dimensional. A mesma diferenca é entretanto nao-nula e igual ao termo de superficie
caracteristico do grau de divergéncia (superficial) da amplitude original frente a eventuais
“shifts”.

A apreciacao deste resultado de forma clara e transparente foi possivel somente pela



estratégia utilizada por nds que nao faz uso explicito de regularizacoes.

Caso a Regularizacao Dimensional nao pudesse ser utilizada em um tratamento con-
vencional, serfamos levados a conclusao de que a Identidade de Ward é violada. O valor
da violacao, em uma explicacao tradicional, poderia ser atribuido ao carater ambiguo de
uma amplitude (superficialmente) linearmente divergente. A escolha adequada de um
paramentro arbitrario poderia recuperar a Identidade de Ward através da adogao de um
“termo de anomalia”. O valor deste termo nao depende da massa e estaria presente na
teoria correspondente para campos escalares sem massa. Vamos agora considerar um
problema cuja explicacao tradicional corresponde a discussao acima e trata-lo sem a uti-
lizacao de regularizacoes; as violacoes de relagoes de simetria em amplitudes triangulares

na eletrodinamica quantica quiral.

6.3 QED; Pseudo-amplitudes triangulares

Os problemas envolvendo violagoes de relacoes de simetria em cédlculos perturbativos nao
sao, de modo algum, desconhecidos, ainda que o caso apresentado na se¢ao 1 nao costume
figurar entre estes. Ao menos uma classe bem estabelecida e conhecida tem um lugar
privilegiado nas discussoes envolvendo a associagado entre renormalizagdo (divergéncias
em TQC) e simetrias; s@o as conhecidas violagoes envolvendo amplitudes (superficial-
mente) linearmente divergentes contendo pseudo-quantidades (a matriz s [8]). A im-
portancia destas questoes reside no fato da renormalizabilidade depender crucialmente
das relagoes de simetria entre as fungoes de Green da teoria. A verificagdo destas iden-
tidades, quando estao envolvidas amplitudes divergentes, é feita no contexto de algum
método de regula-rizacao. O mais aceito e utilizado destes, a Regularizacao Dimensional,
fica impossibilitado ja que nao ha como construir um objeto equivalente a matriz s fora
da dimensao fisica n = 4 [9]. As razoes para o surgimento do termo “anémalo” sdo comu-
mente atribuidas ao fato de existirem integrais linearmente divergentes no calculo e que
estas possuem uma indefinigdo inerente [10]. Isto vem da impossibilidade de efetuarmos
“shifts” impunemente em integrais que divergem na dimensao fisica. Para compensar isto
devemos incluir um “termo de superficie” ao final do calculo e é este termo que gera a
anomalia no tratamento convencional. Nos trataremos agora o problema das anomalias
triangulares sem que nenhum destes ingredientes obscuros e complicados seja necessario:
regularizacao, “shifts”, ambiguidades ou termos de superficie. Vamos utilizar, proposi-

tadamente, os mesmos passos da discussao do problema simples considerado na segao



6.3.1 Ingredientes

Consideremos uma teoria contendo um férmion massivo de spin 1/2. Temos entao pre-

sentes as correntes:

Vi) = D)y ()
Ay(x) = D) o) (6.45)
P(z) = D(a)si(x).

onde ¥ (x) é o campo de spin 1/2 massivo. Nés temos entao que :

oMV, (z) =0
{ oM A, (x) = 2imP(z), (6.46)

e ainda o comutador envolvendo as correntes;

[Vo(z), Ao(y)]0(z0 — yo) = 0. (6.47)

Por outro lado com as correntes V,(z), A,(z) e P(z) podemos construir as funcgoes de

Green de trés pontos:

Tk, ks q) = i / diaidicy eMmFikae < O[TV, (21)V, (22) Ar(0)|0 > (6.48)

T, (ki b q) = i / daidiey eMTTiERT < OT(V, (21)V, (22)Po(0))]0 > . (6.49)

Com estes ingredientes e com as técnicas elementares da algebra de correntes, podemos

obter algumas relagoes de simetria (Identidades de Ward).

6.3.2 Identidades de Ward

Através da utilizacao das expressoes para as divergéncias das correntes vetorial e axial-
vetor mais as relagoes de comutagao entre as correntes e da eq.(6.8) para a divergéncia

do produto ordenado, podemos obter as seguintes Identidades de Ward [11][3]:

okl Tyny = K5 Typ, = 0 (6.50)



T, = 2mT),. (6.51)

Estas identidades podem ser utilizadas para o estudo de processos fisicos como tal o
decaimento de uma particula pseudo-vetorial em dois fétons (7,,) ou uma pseudo-escalar
em dois fétons (7). Vamos entao considerar estes processos e calcular as contribuigoes
um “loop” e verificar as Identidades de Ward dentro do nosso tratamento.

Consideremos agora os diagramas um “loop” correspondentes a Th,, e 71),. Inici-
almente aquele conectando a corrente pseudo-escalar a duas correntes vetoriais, como

mostrado na fig. 6.5.

K, LY
AU AR
P i K p{/ S
e QR 2 9 G §
q » q » [
P-4 LRy P-4 UL L
K, K, ‘
(a) (&)

Figura 6.5: Diagramas contribuindo para a amplitude 7},, “direto”, (a) e “cruzado”, (b).

A avaliagao dos diagramas nos fornece [2]:

) d* 7 7 7
T :Z/C;;“D{ﬂwﬁ—m%Kﬁ—@—mﬂﬁ@—kﬁ—mﬂ%

ﬁ—m%w—m—mﬂwwwﬁ_wwu~ (6.52)

Da mesma forma, aqueles conectando a corrente axial-vetor a duas correntes vetoriais,

+ Tr[

como mostrado na fig.6.6, nos fornecem:

T Z/ d4p(1){TT[ i AV i ol i 71
A\uy - A5 v
" (2m)* p—m =) —m] [~ K) —m] "
+ TIr [ Ay Y, %1 } (6.53)
p—m =) —m] (- Ky) —m]
Vamos entao utilizar estas expressoes para 1), e T\, e verificar as Identidades de
Ward pretendidas.




P VAV TLT) 0 Wy
o o«
3‘» -a----/\ pP-K, A o \\{ P-X,
p_ q S PR AR R BT p = q . Fa¥al) F‘l’
K, K,
(a) (b)

Figura 6.6: Diagramas contribuindo para a amplitude T, .

6.3.3 Identidade ¢*T),, = 2mT,,

Verifiquemos inicialmente a identidade que relaciona as duas amplitudes. Tomando a

divergéncia da corrente axial (contraindo com o momento ¢*) obtemos inicialmente:

A _ (i ﬂ . i i i
PTor = O [ AT [ = ==
T e g =T | (05
Uma apropriada e conveniente manipulacao é utilizar a relagao:
s =vs(p— ¢ — m) + (p — m)ys + 2mys, (6.55)

no interior do traco, com o que obtemos:

?

0w = () ] i\ [ =

B (7 (2 Sy ”“]

N PR (7 g

G )~ TG Ry~ g

P T = =l T — ) — mﬂ“]

+Tr

]

I A T = ) =l M= ) — ) ””] } - (650)




Nos dois ultimos termos podemos identificar
2mT,, .

Com isto podemos escrever a relagao:

@ Tow = 2mT,, + I + I8 + I8 + I}, (6.57)

onde nés introduzimos as definigoes:

v 4 [ i (]
L=/ (%’4 {TT ﬁfm%’% (p—Fo)—m] 'Yu]}
s

(2m)*

(6.58)

=/{)7m757u [(’{)7/42)7774 T
Ifw _ d4p4 {T 3 5 i
3 / ) r =’75 [(ﬁ—/])—m}v [(f)—k/l/)—mﬂ“
=y Le {T Z’ ] (-
4 / (2m)7 r _’75 [(,5—/1)—771}7# [(ﬂé—/ég)—m},y
Notemos que Ifw(kl) = 5“(]?2) € ]:/;V(q,/ﬁ) = ZM(Q7 kz)-

Vamos agora considerar cada uma das integrais acima separadamente. Sabemos que

a manutencao da Identidade de Ward depende de a soma das integrais It + I4" + I{" +
I} ser identicamente nula. A situacao aqui é semelhante aquela, ao final da secao 1.4,
que consideramos. Existe um possivel “shift” em I e I} de modo a obtermos um
cancelamento com 11" e I§”. Vamos entretanto manipular e calcular as integrais do modo

que fizemos na secao anterior; sem “shifts” ou regularizacoes.

Manipulagao e célculo de Il e I}

Consideremos inicialmente a integral I}". Primeiro escrevemos:

= / (d b Tr [Z (¥ + m)'75'7u(1§ - k7/1+ m)%i (6.59)

2m) (p? = m?)[(p — k1)* —m?]

O numerador fica entdo [12]:

Tr{(p+m)vsv (P — K +m)v = Trpysv(p— k).t
TPy, + s Yy (kKL ) v 4 masymey,]
= (=)pak1gTT [Va V578 Vu]
= PakigTr [V5Ya Vo V7]
= 4dic apPakip- (6.60)



Com isso a integral I fica:

d'p D
v o_ . aﬂ[/ «
" = —4ie ”km/ B TR (6.61)

A integral é linearmente divergente. Nés podemos reescreve-la como:

/ d'p Pa _ / d'p [ Pa Pa(ki — 2p.ky)
A (2m)* (p* = m?)[(p = k1)? —m?] A2t L(p* =m?)? (pP = m?)?[(p = k1)? — m?]
_ / d'p pa(2p-k1 — k)
A (2m)t (p? = m?)P
/ d'p pa(k —2pk1)*
(2m)* (p* —m?)3[(p — k1) — m?]

(6.62)

A segunda integral pode ser calculada diretamente e fornece:

/ (d P Do (ki — 2p.ky) B (( i

o k] = () e (OBt ] (o5

Isto claramente nos leva a:

d*p p
gie ™y [ - — 0 6.64
R | it B ke ] (6.64)
ja que:
P11 gk = 0. (6.65)
Com 1isso:
I =1 = 0. (6.66)

Este resultado poderia ter sido adiantado por simples inspecao da expressao de I} ou
I} . A presenga da matriz 5 gera o tensor totalmente antissimétrico €,g,, apés a tomada
do traco. Nas integrais existe apenas um quadrivetor disponivel o que torna impossivel

construir um objeto antissimétrico nos indices contraidos a e .

Manipulagao e Célculo de I}” e I}

Agora tomemos a integral I}”. Inicialmente nds a escrevemos como:



w _ [ A [ [P0+ m)ys (= 4+ m)y
= /K%M{T h@—qﬂ—m%mp—hw—nﬂ]}‘ (6:67)
O numerador fica:
Tri(p— K +m)ysyu (P —dg+m)n] = Tri(p— k). — d)rv + B — E)vsvmy
+mys7. (P — 47 + mysym)
= (p—k1)alp — OsTr[VaV57:]
= (=) (—pags — pskia + k1ags)- (6.68)
Portanto ficamos com:
W giwad d'p Ps
B = i b | S =~ R =
_ Z'E.UVaﬁ d4p Pa
! %XQ%ﬂmwnP—mmw—mv—mﬂ
jehvolb d'p !
*4 %“%AQMﬂ@—mﬁwﬂmp—mw—m%
(6.69)

Todas as integrais obtidas sao divergentes. Vamos entao manipuléd-las e calculéd-las
segundo a estratégia que estamos seguindo.

Inicialmente tomamos aquela logaritmicamente divergente, e a colocamos na forma:

/ d4p 1 _ / d4p 1
A (2m)4 [(p— @) — m?][(p — k1)? — m?] A (2m)% (p? — m2)?
d'p (—)(¢* —2¢ - p)
* |\ @G PG g
/ d'p (=) (kf = 2k1 - p)
A (2m)t (p* = m?)*[(p — k1)? — m?]
/ d'p (¢* —2q - p)(k? — 2k, - p) |
A (21 (2 = m2)2[(p — @) — m?|[(p — k1 )% — m?]

(6.70)

A primeira é divergente e sera mantida nesta forma. As restantes podem ser integradas

diretamente fornecendo os resultados:



i d4p (_)(q2 —2q- p) o 1 B m2. m2. a2 m?2
)/(%)4 (p? —m2)2[(p— q)> —m?] ((4@2)“ )Zo(m®,m”, g7 m7)] - (6.71)

i d'p (=) (ki — 2k1 - p) _ i _ 2. 2. k2 m2
)| G G R R ((4@2) (D Zoom? k)| (6:72)

m)/ d’p (ki — 2k - p)(¢* — 2q - p) _
(2m)* (> = m?)[(p — ¢)* — m?][(p — k1)* — m”?]

1

Com isso obtemos:

(6.73)

/ d* 1 B
A 2m)t[(p — )2 = m?][(p — k)2 —m?]

d'p 1 i |
/A (27)4 (p? — m2)? + <(47r)2> {( )Zo(m?,m?, (g — k1)*m )} . (6.74)

Agora repetimos o procedimento para a integral linearmente divergente. Inicialmente

reescrevemos comao:

_ [ 4 Po Palq* — 24.p)
AT (2 —m2)? (p2 —m2)2[(p — q)2 — m?]
Pa(ki — 2p.k1)
(p? —m?)?[(p — k1)? — m?]
N pa(q® — 2q.p)(k} — 2p.k1) }
(p2 —m2)2[(p — k1)2 — m?|[(p — ¢)* — m?]
_ / 2q .p) pa / d'p  (2k1.p)pa
(2m)* (p? — m?2)3
d4 pa(q — 2¢.p)?
+/ (2m)4 (p2 — m2)3[(p — q)? — m?]
/ d'p Pa (ki — 2p.k1)*
(2m)* (p* — m?)*[(p — k1)? — m?]



d'p Pa(q® — 2q.p)(k} — 2p.ky)
+ / ( —m?2)

2m)* (p? ![(p = k)2 = m?][(p — @) = m?]
(6.75)
As trés ultimas integrais sao finitas e a integracao nos fornece os resultados:
o[ 4 Pal(e® —2q - p)* :< i ) NZ (2. o m?
)| G e ap e ~ () A0 ) (679
iy d'p pa(lf% — 2k - p)2 _ i o m2. m2. a2 m2
)/ (27_‘_) (p _mg) [(p kl) mg] ((47_[_)2> {( )Zl( ) yq 3 )kla:| . (677)
i) / d'p Pa(k? — 2k - p)(¢* — 29 - p) _
)t (p? —m2)2[ —q)* = m?|[(p — k1)? — m?]
( ) GaZy(m?,m?, % m?) + k1o Z1(m?, m? kI m?)
(Ga + F1a) Zi(m*,m?, (q = k1)%; m2)] : (6.78)

Quanto aquelas divergentes nds as manteremos intactas. Assim:

I i -

A (2m)* [(p = q)* = m?)[(p — k1)* — m?]
~ fg [ d'p 4pepa kie [ d'p 4Apepa
B { IN A

2 Ja 20) (p2—m2)3 2 Ja (20)% (p? — m2)3

' ((4;)2> (@t F)aZi(m®,m?, (g = k) mz)]} (6.79)

Usando os resultados eq.(6.71) e eq.(6.80), podemos escrever a integral 15 como:

2 A (2m)4 (p?2 — m?)3

v +k d* 4PePa
_giemoly, (g + Fie) / p_Apepa
2 A (2m)* (p* —m?)

+<( i 2) (an;k:m)( ) Zo(m2,m?, (¢ — k1)%:m )]}

4
Iy = (—)4zewaﬂk1a{(qﬁ+klﬁ> / (dp Apeps




*(ugﬁ‘”%mﬂmaw—hﬂmm}, (6.80)

que fica:

TH — 4i6uuo¢6 qﬁkligom + q&klagﬁn / d4p Gen _/ d4p 4p§p7]
3 2 2 A(2m)r (p2—m2)2 A 2m)t (p2—m?)3 ||

(6.81)
Resta-nos agora, para completar os calculos necessarios, o resultado para a integral

I} A partir do resultado acima podemos entao escrever:

T = 42.51/“065 qﬁk2£ga77 + q§k2agﬁ77 / d4p Gen _ / d4p 4p§pn
4 2 2 A (2m) (p2 —m2)2 I 2m)* (p2 —m?)3 |’
(6.82)
Deste modo nés obtemos para a soma das integrais:
(11 + 1+ 1+ 1) =
4l'5uuaﬁ qﬂ(klﬁ — k2€)ga77 + Q§(k106 _ kQQ)g,Bn >
2 2
d* d* 4
x / P e _/ p__dpepy | (6.83)
A 2m)t(p* —m?)? Ja (2m)t (p? — m?)?

que pode ainda ser colocada numa outra forma, com a eliminacao de ¢ em favor de k; e

ko, pela utilizacao da relagao entre os momentos externos;
q= kl + k?a
ou seja:

I+ 1Y 4 1 I
pjevnad [(k‘w + kop) (k1e — Kog)gan N (K1g + kae) (k1o — kQa)an}

2 2

d4p Gen B d4p 4]?5]?77
' VA (2m)* (p* — m?)? /A (2m) (p2 — m2)3] : (6.84)

E importante ressaltar a respeito do resultado acima, que foram utilizados apenas

identidades ao nivel do integrando, para reescrever as integrais, e calculo de integrais

finitas. As integrais divergentes foram mantidas intactas.



Nos agora observamos que a situagao aqui é exatamente aquela da secao anterior onde
consideramos a Identidade de Ward para a teoria A¢*. A satisfacio da identidade de-
pende apenas da mesma relacao entre integrais divergentes. Assim, conforme a discussao

efetuada, temos duas opgoes:

e Integracao Dimensional

Neste caso o resultado adotado deve ser aquele da eq.(6.36). A Identidade de Ward

¢é entao obtida satisfeita;

T = 2mTH . (6.85)

e Regularizacao em quatro dimensoes ou termos de superficie

Neste caso o resultado adotado deve ser aquele da eq.(4.1).

Com isso a Identidade de Ward é obtida:

———kogkia, (6.86)

e é, portanto, violada.

Vamos entao considerar as outras Identidades de Ward envolvidas.

6.3.4 Identidade ki, T = ky, T =0

A fim de verificar as identidades correspondentes a conservacao da corrente vetorial, re-

petimos o mesmo procedimento da subsecao anterior. Inicialmente escrevemos:
ki Dw = (—)i/M {TT l i Vs i gl i K ]
S (2m)* p—m " —g) —m] T[(p— ) —m]"™
g b R | (050

Entao introduzimos no interior do traco a identidade:

by = (p—m)—[(p—F)—m]
= D= F) —m] =[P —4) —m], (6.83)



para ficarmos com:

b = =i [ gjf;zi {TT Lﬁ . m P - ;;) —m] W]
7y [mf = £> “m) 7 [(p— 451) R m]]
S = TR
Ty Lb—im%%[(]b—;) _m]m”. (6.89)

A presenga da matriz 75, como vimos na sec¢ao anterior, faz com que apenas a segunda

contribuicao seja possivelmente nao-nula. Efetuando o calculo do traco, ficamos com:

_ Z'E)‘Vaﬁ d4p Pa
kImTAW = 4 klﬁ/ (27T)4 [(p _ q)Q _ mQ][(p — k1)2 — m2]
. Z'e)\ua,ﬁ d4p P
! qa/ 2m)* [(p — @)* = m?[[(p — k1)? — m?]

1
(p— a2 —m[(p — k1)* —m?]

d*p
4i Avaf . k /
+4dae Ga k1p @)
(6.90)

Introduzindo entao os resultados correspondentes para as integrais divergentes, ex-
pressoes (6.75) e (6.80), obtemos:

by T = gighves | F1skacgen | Kaakiegsy / dp  ga / d'p _ Apepy |
2 2 | h @t @ —m? I @) (- m)p
(6.91)
Por sua vez a identidade correspondente ao indice v ficara:
4 4
o TN — e Faghigan | Fiakaegan / d'p g / dp  Apery |
2 2 | h @t @ —m? I @)t - m)?
(6.92)

Mais uma vez a satisfacao ou nao das identidades depende da mesma relacao entre
integrais divergentes fornecendo os resultados:



e Integracao Dimensional

Neste caso temos:

ke, T = 0,

e também:
ko, TM = (.

As identidades sao satisfeitas assim como nos casos anteriores.

e Regularizagao em quatro dimensoes

Neste caso a diferega entre as duas integrais é igual ao termo de superficie, forne-

cendo:
gkuaﬁ
kl,uT)\uu = (_) ]2 klﬂkZaa (693)
e também:
Apv 6)\#&5
kQVT = <—)Wk1ak25 (694)

6.3.5 Violacao das Relacoes de Simetria

Na tltima secao noés efetuamos as manipulagoes e calculos necessarios a fim de verificar
as Identidades de Ward para a amplitude 7. Nés utilizamos identidades ao nivel do
integrando para reescrever as integrais divergentes e efetuamos as integracoes dos termos
finitos obtidos. As condicoes finais obtidas deste modo dependem exclusivamente da
diferenga das duas integrais divergentes que ja haviamos encontrado no caso da segao 2.

Isto nos permite uma conclusao simples: temos duas possibilidades;

e Integracao Dimensional

Adotando o resultado fornecido pela integracao dimensional para a diferenca de

integrais todas as identidades sao satisfeitas ;

QT = 2mTH
klMTA“” =0 (6.95)
ko T =0,

e nao teremos portanto violacao das relagoes de simetria nas operagoes efetuadas.



e Regularizagao em Quatro Dimensoes

Neste caso a diferenca das duas integrais é obtida nao-nula e as identidades sao
todas violadas:

QTN = 2mTH — £k gk

472
b T = (=) 5 ki ghag (6.96)
ho, TM = (=) S o kg

Estes resultados sao precisamente aqueles obtidos no tratamento convencional das
anomalias triangulares pela consideracao dos termos de superficie explicitamente
[13]. Aqui eles surgem de um modo simples e transparente permitindo uma inter-

pretacao clara da origem destes.

Chegamos entao a uma situacao problemédtica: o tratamento dado aqui é o mesmo
utilizado na segao anterior (apenas identidades até que a condicao final seja obtida). Deste
modo; ou todas sao conservadas, ou todas sao violadas. Qualquer que seja a opcao temos
consequéncias importantes para este problema. Antes de concluirmos vamos considerar

outro problema envolvendo Identidades de Ward em amplitudes divergentes.

6.4 Tensor de Polarizacao do Vacuo na Q.E.D.

Vamos considerar agora aquele que, historicamente, talvez tenha sido o problema mais
importante envolvendo relagoes de simetria em amplitudes fisicas contendo divergéncias:
o tensor de polarizagao do vacuo na Q.E.D. Este é um problema envolvendo divergéncias
mais severas que aquelas consideradas até aqui. Para verificar a Identidade de Ward,
como veremos, teremos que considerar divergéncias de grau cubico. A amplitude, por sua
vez, tem uma contagem de poténcias indicando divergéncia quadréatica. A conservacao da
corrente vetorial (invariancia de “gauge”) impde duas Identidades de Ward que necessi-
tam ser satisfeitas a fim de que a Q.E.D. possa ter uma chance de renormalizabilidade.
Dada a importancia que a Q.E.D. possui para a propria credibilidade da Teoria Quantica
de Campos, qualquer procedimento utilizado para manipular e calcular amplitudes diver-
gentes que nao seja compativel com esta teoria fundamental nao pode, evidentemente,
ser aceito. Uma vez consideradas as nossas analises realizadas até aqui, pela aplicagao de

um procedimento idéntico para ambos os casos, podemos apenas retirar duas conclusoes:



ou todas sao satisfeitas ou todas sao violadas, pelo mesmo mecanismo. Isto, porém, im-
plicaria na necessidade de repensarmos a situagao das anomalias neste contexto. A fim
de acrescentarmos mais elementos nesta discussao trataremos o caso do tensor de pola-
rizagado do vacuo e suas Identidades de Ward. A correspondente funcao de Green pode

ser representada por [14]:

IL,,(q) = i / d*zeit® < O[T (V,(2)V,(0))[0 > . (6.97)
A conservagao da corrente vetorial nos fornece as Identidades de Ward:
@1, (q) = 0.

Podemos representar II,, pelo diagrama de Feynman da fig.6.7, com duas linha

fermionicas e dois acoplamentos vetoriais.

K
P
L FY #: :‘ -
L R BY
q ’ \'\ ~ q
K-q

Figura 6.7: Diagrama representando a fungao de Green da eq.(6.100)
Entao podemos escrever:

M= () [ G { CE ””} ' (6:99)

Para verificar as I[dentidades de Ward, utilizamos os mesmos procedimentos anteriores.

Inicialmente para o indice v;

#T =) [ it it = (6.100)

Entao utilizamos a identidade

q=1[k—m]—[k—q—m], (6.101)



no interior do traco, para obter:

oo d% 1 d'k 1
¢’ =i {/ (27r)4TT [[(k‘ - m]%] — / (2ﬁ)4T7“ l[k - m]wl } . (6.102)
O calculo dos tragos nos leva a [15]:
N K, ok 1
=il [ ==~ Gy O

Assim obtivemos uma condi¢ao semelhante aos casos anteriores: a Identidade de Ward
serda mantida se a diferenca de duas integrais divergentes for nula identicamente. Nova-
mente poderiamos ser tentados a efetuar um “shift” na variavel de integragao (k — k'+q)
o que cancelaria de imediato a diferenca. Entretanto os graus de divergéncia envolvidos
sao diferentes e os termos de superficie compensatérios aos “shifts” forneceriam uma di-
ferenca nao-nula. Vamos entao manipular e calcular as integrais envolvidas segundo a
filosofia que adotamos.

Inicialmente podemos reescrever a integral quadraticamente divergente como:

d*k 1 d*k 1
A @)k —q2—m2 A (2m)* (k2 — m?)
d*k 4k, k d*k o
s {/A B [ T~y i G }
d*k 4
+ {/ (271-)4 (kZ _qm2>3

Pk (Ol 2K
- G ) O

As duas tdltimas sendo finitas podem ser integradas diretamente. O resultado mostra

um cancelamento exato:

d*k ¢ d*k (—)lg® —2q - kJ? _
{/ (2m)* (k2 —m?)? +/ (2m)* (k2 —m?)3[(q — k)? — m?] } =0

(6.105)

Quanto as divergentes nds as manteremos intactas.

Tomando agora a integral cubicamente divergente, podemos escrevé-la como:

d*k k, d*k 2kokp
/ 4 N2 2] qagﬂﬁ/ 1012 _ 2\2
A (2m)* [(k — q)? — m?] A (2m)* (K2 —m?)



Ak —gagk,k Ak 2k kokek
4q, / aphvphvg / phralvehvg
T3l { A o (B2 —m2) s ()t (B2 — m2)

N / d*k 6q*q kuk,
(e~ ey

d4k: )g® —2q - k|*k,
+ | G )M—@Qwﬂ}' (6:109)

Novamente as duas tltimas quando integradas mostram um cancelamento mutuo:

L d% kuky Ak (D) -2 Kk, )|
(oo | G+ | G ) =0 G0

A Identidade de Ward pode entao ser escrita na forma:

o &'k 2kak, d'k  gap
¢ = 4Z{qa V (@m)t (K2 — m?2)? -/ (2m) <k2—m2>]

N /d‘*k dkoks / &'k gas
C) @t 2 = m ) @m) (F —me?

d4k‘ 2]{‘ k k&kﬁ d4l€ gagk k‘g
+4q“qﬂq5/ ) (k2 — m2)t / (2m)* (k2 —212)3 ‘

Nos agora temos, para satisfazer a Identidade de Ward, trés relagoes entre integrais

(6.108)

divergentes sendo que uma delas ¢ aquela surgida nas discussoes anteriores. Vamos coloca-

la sob os dois pontos de vista conflitantes nos casos anteriores:

e Integracao Dimensional

Se adotamos a continuagao analitica para calcular as integrais divergentes, obtere-

mos as relagoes [16]:

. A2k k# k, Gy A2k 1
~ 20 6.109
z)/ (2m)2 (k2 — m2)otl 20 / (2m)2 (k2 — m2)e ( )
lZ) / dz"-’k? kukyk'ak:ﬁ — [guaguﬁ + GuvYap + gﬂﬁgl/oc] / d?wk 1
(27T>2w (]{72 — m2)a+2 40{(0{ + ].) (27’(’)2"" (kQ _ mg)a

(6.110)

e portanto teremos que a Identidade de Ward sera satisfeita :



¢’TL,, = 0. (6.111)

O que nao é surpreendente pois nés sabemos que a Regularizagao Dimensional, a
qual faz uso destes resultados matematicos, é consistente neste caso. E importante
notar mais uma vez que a adogao destes resultados nao significa utilizarmos a regu-
larizagao em si, que implica na extensao 2w-dimensional da amplitude como um
todo.

e Regularizacoes e Termos de Superficie

Agora nés questionamos a respeito do resultado que obteriamos, para as diferencas
de integrais obtidas, pela aplicagao de regularizacoes em quatro dimensoes. Para a

primeira diferenca;

[ G a8 [ s e Gl ) =
[ e 2>QGA(’“2’A2> ~ | Gy g a0
1 d*k Ga k2 A2 d4k‘ m2G k:2 A2)
= (_)iglﬂ/ ( )4 2( 2 4 ]{32 — m2)
B (_);gua]q“ad(m A7)+ ;guam flog(m ,A?). (6.112)

Onde definimos os objetos:

{ [quad(u27A2> f (d4k (k? GA(k2 A2) (6 113)

[log(lﬁaAQ) f (d4k #)G (k27A2>'

2m)% (k2—p2

Para a segunda diferenca, ja obtivemos o resultado:

d*k 4]{/‘#]{3” 9 .o Ak G Y B
{/ (2m)* (k2 — m2)3GA(k A% - / (2m)% (k2 — mg)gGA(k? A )} =

Ak m2g.,
_ / B = ;2)3GA(k2,A2). (6.114)

Para a terceira diferenca:
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Voltando com os resultados na expressao para a Identidade de Ward:

v iq
0Ty = S {2 iog (%, A%)] = Lguaa(m®, A%)}
2

. d*k m
~iGuGaq8Yap /(2@4 ()

4iq0qp9e
15 9on8se + Guabos + Gocou] |Liog(m*, A%)

'k m? 'k m!
+2/ (21)* (k2 — m2)3 +/ (2m)4 (k2 — m2)4] }

m2

—1Gap0e [9os9ue] {Ilog(m27A2)+ / (;lﬂ]; (kQ_mz)g}. (6.116)

+

Isto fornece, apés uma pequena algebra:

T = 18 L2 Tigg (1%, A2)] — Lyuaa(m®, A%)} + ig%q / dh
22 2 g ) q ) K (27T)4 (k? _ m2)4 )

(6.117)
que ¢é entao violada. Como antes é possivel relacionar estes termos de violagao aos

termos de superficie que deveriamos incluir caso resolvéssemos efetuar um “shift”
na eq.(6.108).



6.5 Conclusoes

No capitulo anterior nés construimos uma filosofia para manipular e calcular as integrais
divergentes em amplitudes fisicas capaz de eliminar os inconvenientes comportamentos
nao-fisicos associados a métodos de regularizagao e também de nos garantir independéncia
do resultado final com os passos intermediarios (unicidade). Os passos bésicos desta filoso-
fia consistem em manipular as integrais divergentes por identidades ao nivel do integrando
até que as integrais que contenham a dependéncia com os momentos externos sejam fi-
nitas. Estas devem entao ser integradas diretamente. Nas divergentes remanescentes
devem ser eliminados os bilineares, no momento de integracao, do numerador, através de
relagoes entre as integrais divergentes com o mesmo grau de divergéncia. Depois deste
ultimo passo as divergéncias da amplitude original ficam contidas em objetos béasicos
(Lyuad € I1og) divergentes. Este procedimento nos permite evitar por completo o uso de
métodos de regularizagao nas manipulagoes envolvendo amplitudes divergentes. Em teo-
rias renormalizdveis os préprios objetos bésicos sao absorvidos nas renormalizagoes. Em
teorias nao-renormalizaveis estes devem ser ajustados diretamente aos observaveis fisicos
ao invés de algum parametro de regularizacao (“cut oft”).

Entretanto neste esquema uma pergunta nao foi respondida por completo: Quais sao
as relagoes adequadas entre integrais divergentes que devem ser usadas (para a redugao
dos bilineares do momento de integracao do numerador)? Isto ficou ainda mais evidente
depois de termos considerado relacoes de simetria impostas as amplitudes mesmo estas
contendo divergéncias, que devem ser mantidas qualquer que seja a estratégia de ma-
nipulagoes e calculos. No6s consideramos trés casos, envolvendo Identidades de Ward, e
aplicamos nossa estratégia. O resultado final produzido pelos cédlculos e manipulacoes
nos levam a uma conclusao surpreendente mas transparente; Ou todas as Identidades
de Ward consideradas sao mantidas (incluindo as anomalias e a Q.E.D.) ou todas serao
violadas. Isto por que, apds as manipulagoes iniciais, as condigoes para a manutencao das
identidades consideradas dependem apenas de relacoes entre integrais divergentes com o
mesmo grau de divergéncia. Para estas relagoes existem dois pontos de vista conflitantes.
O primeiro é aquele fornecido pela integracao dimensional, que estabelece a validade da

relagao:

= 1 _ i Ta-w
/ (2m)% (k? +2Q - k — H?)~ o (47)~ T(a)(—Q? — H?)o—’ (6.118)

para 2w continuo e complexo. Este resultado é utilizado pela filosofia da Regularizacao



Dimensional para as integragoes dos momentos. Dele decorre por exemplo, a relagao:

/ d Bk _ Gww / & ! (6.119)
(27T)2w (kQ _ m2>a+1 200 (27-‘-)20.) (k:2 _ m2)a’ ’

a qual contribui para a manutencao das relagoes de simetria. Com isso se consideramos
ainda a relagao (6.111) valida, todas as rela¢oes de simetria sdo satisfeitas. O segundo
ponto de vista é aquele fornecido pela consideracao explicita dos termos de superficie en-
volvidos em possiveis “shifts” nas manipulacoes envolvendo integrais divergentes ou entao
pelo caso de regularizacoes em quatro dimensoes, ja que sao completamente equivalentes.
Neste caso todas as Identidades de Ward consideradas sao violadas, inclusive aquela da
Q.E.D. Os resultados obtidos para as Identidades de Ward associadas as amplitudes tri-
angulares, das famosas anomalias, correspondem precisamente aqueles tradicionalmente
atribuidos pelos tratamentos convencionais. Temos como tal para a relacao entre integrais

divergentes, crucial neste caso:

AS;W = f (d4])C (k;lk#,ig)s f(d4k (kzgmz)z
Sk s Ga(K? A2) = [k e G (K2, A2) — [ B 2 G (R, A?),
(6.120)
Aqui a equivaléncia dos dois resultados vem do fato de que:

A5 = / (;Z:; (k2 = ;2)3 N ((471r)2> <_;> (6-121)

Isto nos leva a conclusao de que, bastaria adotar as relacoes fornecidas pela integracao

dimensional para ter, em principio, todas as relacoes de simetria satisfeitas automatica-
mente. Para manter a possibilidade de consisténcia da Teoria Quantica de Campos na
versao perturbativa devemos descartar procedimentos que nao satisfacam tais condigoes.

Neste ponto uma observacao importante deve ser feita. A afirmacao de que o método
que utilizamos garantia a unicidade dos resultados foi construida com a utilizacao de
propriedades para as integrais regularizadas que nao parecem ser compativeiscom as
exigéncias que encontramos neste capitulo. A questao da unicidade nao estaria com-
pletamente resolvida.

E necessério, por isso, um pouco mais de cautela. Existe ainda uma questao impor-
tante e decisiva associada as amplitudes fisicas contendo divergéncias: a possibilidade da
dependéncia do resultado final em relacao a possiveis escolhas para os rotulos dos momen-

tos das linhas internas (ambiguidades). Uma vez que existe uma certa arbitrariedade na



definicao destes rétulos, de modo compativel com a conservagao de energia e momento.
Evidentemente que nenhuma consequéncia fisica deve depender desta arbitrariedade, a
fim de que a teoria possa ter poder de predigao. Por outro lado para garantirmos que o
procedimento que estamos construindo possa ser completamente consistente é necessario
também que ele nao permita amplitudes ambiguas.

No proximo capitulo nés investigaremos este aspecto para avancar na construcao de
uma prescricao adequada. A discussao terda também a utilidade de acrescentar novos ar-
gumentos para o problema das anomalias, uma vez que o argumento de que as amplitudes

divergentes sao também ambiguas é utilizado decisivamente para justificar a existéncia

delas.
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Capitulo 7

Ambiguidades Associadas as
Possiveis Escolhas para os Roétulos
dos Momentos em Amplitudes

Contendo Divergéncias

7.1 Introducao

Existem muitos problemas asociados a presenca de divergéncias ou infinitos em solugoes
perturbativas de Teorias Quanticas de Campos. Os mais importantes sao aqueles que
dizem respeito a propria possibilidade de a teoria ser levada a sério na determinacao das
consequeéncias de um conjunto de simetrias para um processo fisico especifico: a possibi-
lidade de determind-lo sem ambiguidades [1]. Este é um problema comum a amplitudes
associadas a teorias renormalizaveis e nao-renormalizaveis. Assim se as amplitudes, apds
manipuladas e calculadas segundo alguma prescricao qualquer, nao carregarem mais o
conteudo de simetria da teoria original e/ou contiverem ambiguidades, elas seguramente
nao podem ser levadas a sério [2]. A situacao das teorias renormalizaveis, onde é possivel
a aplicagao da Regularizacao Dimensional, é bastante comoda [3]. As amplitudes produ-
zidas preservam as simetrias e nao contém ambiguidades associadas as possiveis escolhas
para os momentos das linhas internas (“loops”). A razdo para isto é bastante simples e
facil de entender. Se temos varias escolhas possiveis para rotular os momentos nos “lo-

ops”, podemos escrever varias expressoes para a amplitude correspondente. Uma pode
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ser levada a outra por apropriadas redefini¢oes ou “shifts” na variavel de integracao. No
caso da Regularizacao Dimensional, ainda que as amplitudes sejam divergentes na di-
mensao fisica, é possivel efetuar “shifts” impunemente. Sendo assim qualquer escolha
dos rétulos leva ao mesmo resultado final. Fora deste cendrio o problema relacionado
a estas ambiguidades é mais complicado. Em teorias nao-renormalizaveis ou naquelas
renormalizdveis (por contagem de poténcias) onde a matriz 5 é necessaria, nds estamos
impedidos de utilizar este método consistente. Neste caso, pelo mesmo raciocinio seguido
acima, podemos concluir que as amplitudes serao ambiguas. Isto por que para relacionar
duas expressoes correspondentes a mesma amplitude fisica (com rétulos diferentes para os
momentos) devemos efetuar “shitfs” em integrais divergentes. A compensagao para isto,
como sabemos, deve ser a introducao dos termos de superficie correspondentes. Assim,
duas amplitudes fisicas devem diferir, ou seja, sao ambiguas, exatamente pelos termos de
superficie, aqueles mesmos que podem introduzir violagoes nas relagoes de simetria, como
vimos no capitulo anterior. Isto nos leva a crer na possibilidade de reduzir o problema
da existéncia de ambiguidades, dentro da estratégia que estamos utilizando, também a

relagoes entre integrais divergentes.

A discussao que realizaremos neste capitulo pode ter importancia crucial para varios
aspectos de interesse relacionados a presenca de divergéncias em T.Q.C. Se for possivel
encontrar um conjunto consistente de relacoes entre integrais divergentes que simultanea-
mente eliminem as ambiguidades e mantenham as relacoes de simetria a estratégia que
estamos construindo torna-se viavel. Seria entdao possivel eliminar regularizagoes das
discussoes envolvendo as divergéencias em T.Q.C., tanto em teorias renormalizaveis quanto
naquelas nao-renormalizdveis. Adicionalmente poderemos talvez ganhar entendimento a

respeito das anomalias.

A fim de materializar nossas discussoes inicialmente retomamos a auto-energia utili-
zada como protoétipo, no cap.6, para a discussao dos comportamentos nao-fisicos e unici-
dade em teorias nao-renormalizaveis. Nos agora entretanto adotaremos rétulos arbitrarios
para os momentos do “loop”. Entao a trataremos de acordo com nossa prescricao. Em
seguida repetimos o procedimento para o caso das amplitudes triangulares e para o tensor

de polarizacao do vacuo da Q.E.D.



7.2 A Amplitude Protétipo

Nos entao voltamos a considerar a amplitude divergente utilizada como protétipo em
nossas discussoes no capitulo 6, a fim de discutir o importante problema relacionado as
possiveis ambiguidades associadas as escolhas para os rotulos dos momentos das linhas
internas dos “loops”. Para isto ndés consideramos uma escolha arbitraria para rotular os

momentos envolvidos na amplitude em questao, como mostramos na fig.(7.1).

Figura 7.1: Auto-energia fermionica com rétulos arbitrarios.

Nesta figura o parametro « representa a arbitrariedade envolvida na escolha, uma vez
que qualquer valor de « satisfaz as relagoes de conservagao de energia-momento envolvida
nos vértices pertinentes. A possivel dependéncia dos resultados finais, para qualquer
que seja o tratamento das divergéncias em passos intermediarios, tornaria sem sentido a
discussao envolvendo o conteudo fisico da amplitude. Isto por que serfamos forcados a
tomar uma escolha para o valor do parametro . Em amplitudes envolvendo mais do que
um momento externo o nimero de parametros arbitrarios seria ainda maior (nimero de
momentos externos menos um). Neste ponto nés poderiamos argumentar que principios
gerais, tais como relagoes de simetria, poderiam ser usados eventualmente para fixar os
valores para as arbitrariedades. Isto, entretanto, pode ser facilmente verificado, nao nos
permite a consisténcia necessaria ja que as amplitudes em geral podem possuir um niimero
de relacoes de simetria diferente daquele das arbitrariedades, como € o caso das anomalias.
Sendo assim, a tinica possibilidade de obtermos consisténcia é o de produzirmos amplitudes

livres de ambiguidades automaticamente. Vamos entao investigar isto.



A avaliagdo do diagrama nos fornece inicialmente a expressao:

. 2 d'k (%+%1)[%2_k_m](%+k1)
me“;/@m4ﬁ%+mv—um%—bv—wﬂ}' (7:1)

Aqui G engloba a constante de acoplamento e fatores de simetria interna. Por sua vez,

para facilitar as manipulagoes intermediarias, nds introduzimos as defini¢oes auxiliares:

ki = ap
{bz@—am 2

que satisfazem:

]{51 + k‘g =P, (73)

onde p é o momento externo da amplitude. O numerador da amplitude pode ser reorga-

nizado para:

[+ KKy — K= m)(E+ K] = {(m+ K+ K[k + k1)* = 1)
H(m A+ ) (1)
(k= ko) = m®] + fy [m® — (k1 + ks)?)
+ Rk — k2)® = m?] + Km® — (k1 + k2)]} . (7.4)

Com isso podemos colocar a amplitude na forma conveniente e adequada para nossos

propésitos:

: 2 d'k L
iX(p) = -G {(m +]6>/A (2m)* [(k — kg)? — m?]

d*k 1
[ TRy

d*k ¥
+A(%¥Kk+MP—uﬂ

2 2 2 d*k 1
+[(m +15)N + (m —p )kl]//\ (27?)4 [(kf + k1)2 _ uz][(k: _ k2)2 _ mg]
o oy [ d'k J
+ (m p )/A (271')4 [(k + k1)2 _ ,UQ][(/{Z _ ]{22)2 _ m2] } . (75)

Agora, seguindo a prescricao, nos tratamos cada uma das integrais divergentes.
Com o auxilio das eqs.(6.75), (6.80), (6.105) e (6.107) teremos:
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Antes de proceder qualquer analise é importante ressaltar que até aqui todas as pas-

sagens sao identidades. De imediato, pela simples observacao da amplitude obtida, nés
percebemos uma forte dependéncia com o parametro arbitrario o. Entretanto uma analise
mais cuidadosa nos revela que toda a dependéncia em « pode ser removida se as seguintes

relacoes entre integrais divergentes forem satisfeitas:

&k gw [ d'%k Ak,

/A (2m)* (k* — p?)? /A (2m)* (k2 — 12)? (7.7)
&'k gu [ Ak 2k,

/A (271-)4 (k;2 _ M2) - /A (Qﬂ)4 (k‘2 _ #2)2 (7.8)

Ak gaedk ik, Ak 2k, k,keks
= ) 7.9
p”pﬂm//\ (2m)* (k2 — p2)3 pupgpg//\ (2m)* (k%2 — p2)* (7.9)

Isto nos permite uma conclusao importante: As integrais acima sao divergentes. As-

sim, qualquer método de regularizagao ou equivalente que nao mantiver estas relagoes
validas produzira necessariamente amplitudes ambiguas. Outra implicacao desta cons-

tatacao importante é que se isto deve ser valido para qualquer método de regularizagao



entao elas devem ser independentes destes, o que quer dizer que devem ser justificadas di-
retamente; ou seja, devem ser vistas como propriedades necesséria as integrais divergentes
envolvidas.

Neste ponto nos deparamos com a questao crucial: Ou as relagoes acima sao satisfeitas
ou a Teoria Quantica de Campos, na versao perturbativa, € intrinsecamente ambigua. Esta
constatacao nos forca a rever os resultados anteriormente adotados onde encontramos

relacoes deste tipo. Em particular na secao 6.4 utilizamos a relagao:

/ d*k 4kukl, B / d*k 1 +m2/ d*k 1 (7 10)
A QOE (2 — 28 I s @)t (k2 = )2 A 2m)f (B2 — g2y '

que foi obtida apoiada numa regularizacao. As operacoes utilizadas para obté-la foram:

e Regularizacao;

o kyk, = ik2gw (integragao simétrica);

o k% — k% — 1 + p?;
e Remocao da regularizacao.

Assim, quando efetuamos estas operagoes em amplitudes regularizadas estamos
tornando-as ambiguas. E importante notar que as relagoes identificadas aqui sao as mes-
mas necessarias no capitulo anterior para a manutencao das relacoes de simetria.

Com a utilizagao das relagoes eqs.(7.17)-(7.19), ou seja, a amplitude nao-ambigua,

fica:
iX(p) = =G {(p+ m)Lguaa(m?)]

6+ 0 = 57 = )2 )

(4m)?

(4m)?

Onde utilizamos também a relacao entre escalas diferentes para os objetos divergentes:

HO+ ] (i ) (a0, i)

10— (g ) ate t]} (

m2

Tiog (M%) = Ty (12) + ((4;)2) In (”2 ) | (7.12)



A amplitude, assim obtida, estd livre de comportamentos nao-fisicos em especial
aqueles anoémalos (que violam unitariedade). Ela ainda é nao-ambigua. O carédter nao-
renormalizavel manifesta-se pela presenca de divergéncias em ordem p? e ;63. Por outro
lado, para dar sentido fisico & amplitude, basta especificar o valor de I ,qq(m?) e de
I1og(m?), na fixagao da massa fisica e normaliza¢ao do campo fermionico.

Vamos agora considerar um importante caso de amplitude divergente envolvendo si-

multaneamente ambiguidades e relacoes de simetria.

7.3 Tensor de Polarizacao do Vacuo na Q.E.D.

Como na se¢ao anterior vamos reconsiderar os calculos que fizemos no capitulo 6, para o
tensor de polarizacao da Q.E.D. Agora, entretanto, tomando rétulos arbitrarios para as

linhas do “loop”, como na fig.(7.2)

Figura 7.2: Tensor de polarizacao do vacuo da Q.E.D. com rétulos arbitrarios para os

momentos das linhas internas.

Aplicando as regras de Feynman ficamos com:

o dk 1 1
ki e e e e

Aqui, como antes, « é um parametro arbitrario. Todos os possiveis “shifts” estao
incluidos em escolhas para o parametro a. Nesta secao consideraremos apenas as Iden-
tidades de Ward. O célculo completo da amplitude II,, pode ser encontrado na segao
(13.6).

Para obter a Identidade de Ward repetimos o procedimento: primeiro contraimos com

dv:

[ !
T = | Gy {”“ Frod—ml T (a— 1>¢—m1}‘ (7.14)



Agora inserimos a identidade

¢=[f+afg—m]—[f+(a—1)g—m] (7.15)

no interior do trago, e entao obtemos:

) % 1
¢ My = /WW{“[&H(@—M—W}}
d*k 1
Bk s =renit o

Tomando o trago ficamos com a expressao:

o gl [ £, 1y, [ :
q HW—‘“{/ it a— g —m T @ ”"“/ (2m)! [k+<a—1>qP—m2}

. d4/{5 kM d4/{,‘ 1
- {/ (2m)* [k 4 aq]> — m? + aq“/ 2m)iTk + aq® — mg} : (7.17)

Entao introduzimos o tratamento para as integrais divergentes, ja consideradas na

secao anterior, ficaremos com:

Ak 2k,k 'k g
VH , = 4 / uhg _ / 123
7w ! {qf [ A 2T (2 —m2)2 Ja 2n) (B2 — m2)

Ak dkek d'k g
S PP Ly L
+ [ 3a” + 3a } Il l A (2m)4 (K2 —m2)3  Ja (27)% (k2 — m?2)?

a2 43 1l4 / S oy (T
+ { 3a” + 3« } Qeinds [ A (2m) (k2 —m2)3  Ja (2m)1 (k2 — m2)* (7.18)

Notemos que, como deveria ser, este resultado concorda com aquele do capitulo an-
terior (v = 0). Neste resultado é importante notar que as diferengas de integrais sao as
mesmas que ja haviamos encontrado no capitulo anterior quando analisamos relagoes de
simetria e no calculo da amplitude ¥(p) na segdo anterior (amplitude cubicamente diver-
gente). Deste modo nao causa espanto estes dois problemas aparecerem costumeiramente
associados: ambiguidades e violagao de relacoes de simetria. O mesmo agente que permite
a amplitude ser ambigua também viola a relagao de simetria e vice-versa. Por outro lado
as relagoes entre integrais divergentes, fornecida pela integracao dimensional, garantem
simultaneamente a consisténcia destes dois aspectos. A questao entao é: se optassemos
por adotar as relagoes fornecidas por regularizagoes em quatro dimensoes ou pela con-

sideracao dos termos de superficie compensatérios aos “shifts”, seria possivel conseguir



uma prescricao para recuperar as Identidades de Ward violadas através da existéncia
de ambiguidades? Primeiro devemos definir a ambiguidade. Uma maneira seria consi-
derar a diferenca entre a amplitude calculada para um «a qualquer com outro previamente

escolhido. Por exemplo:
[QVHW(Q) - q”HW(a =0)] = Ay

Mas isto corresponde a uma prescricao extremamente complicada e pouco intuitiva para

a interpretacao de amplitudes do calculo perturbativo.

7.4 Pseudo-Amplitudes Triangulares - Identidades
de Ward e Ambiguidades

Noés agora vamos reconsiderar o calculo das Identidades de Ward relativas as amplitudes
T\ e T),. Entretanto adotando agora rétulos arbitrarios para os momentos das linhas in-
ternas. Isto é feito tomando-se combinagoes lineares de dois dos momentos externos. Este
niumero ¢ suficiente ja que temos trés momentos externos e uma relacao de conservacao

de energia-momento. Inicialmente consideremos a amplitude 7, referente ao grafico da
fig.(7.3).

AVAVAV.

k 4+ p3

k]{,‘—1—291

k + ps

AVAVAV.

Figura 7.3: Diagrama “direto” para a amplitude 7),, com rétulos arbitrarios para as

linhas fermionicas do “loop”.

Nés entao escrevemos T}, para o diagrama direto, como:

d __ -1 d4k r ! Z Z
T =) /(27r)4T {[%+pé—m]%[%+ﬂé_m}%[ker/(_m]%}'



A contribuicao correspondente ao diagrama cruzado é obtida trocando-se k; — ko e
U= V.

Por sua vez para a amplitude T},, podemos escrever:

l

4y d*k . i i
o= O f G = e = =) T

E interessante notar, neste ponto, que 7}, e Th,, sao amplitudes diferentes e cor-
respondentes a processos fisicos distintos. Por isso adotamos os parametros das com-
binagoes lineares (arbitrarios) (a,b) e (a/,b"). Fizemos isso por que, na hipétese de haver
dependéncia com estes parametros, nao ha, em principio, razao nenhuma para que o sig-
nificado ( e valor) dos parametros arbitrarios de uma amplitude fisica correponda aquele
de outra. Assim se as amplitudes fisicas sao arbitrarias as relacoes entre elas sao du-
plamente arbitrarias. De qualquer modo, é sempre possivel efetuar um “shift” e passar
de um conjunto de parametros (rétulos) para outro. O prego disto é evidentemente um

termo de superficie. Ou seja, em principio:
T)\#V<CL/, b,) T;th// T)\#V(CL, b) + AS)\/W.

No6s nao nos aprofundaremos neste aspecto do carater ambiguidade ja que estamos
interessados numa condicao mais razoavel, que é a busca de condi¢oes para que as ampli-
tudes fisicas nao sejam ambiguas, em cujo caso problemas como este ficam sem sentido.

Vamos entao considerar as Identidades de Ward de interesse para as amplitudes T),,
e T),,. Por simplicidade tomamos a = a' e b = b’ na discussao.

Para facilitar as manipulagoes intermediarias nds introduzimos as definigoes:

p1 = ako + bk
P2 = ((I - 1)k‘2 + bkl (721)
p3 = aky + (b+ 1)k

que satisfazem as relagdoes como os momentos externos:

p1 — p2 = ko
ps—p1 =k (7.22)
ps—p2=ki+ky=q.



7.4.1 Identidade de Ward ¢'T v = 2mdy,

Para obter a Identidade de Ward que relaciona as duas amplitudes nds contraimos Tj\iw
com ¢, ficando com:
d*k i i i
Ard -
qTV:—z/Tr{ - } 7.23
e = i\ T pd =) Wl e

Entao inserimos a identidade

qvs = [(f + pb) — mys + s [(K + pb) — m] + 2mys, (7.24)

no interior do trago. Com isso identificamos:

)\d_md d4k7~ 1 1
qﬂw-—2T@+/®&T{%WW+M—M%W+M—M}

d*k 1 1
‘/@WT%%%W+M—MWW+W—M}' (725)

Basta entao considerar o célculo das duas integrais envolvidas, denominando-as / ;V e

I? | respectivamente, teremos:

p
74 [P1ePragsn + PipDacgon) / ¢k ge / 'k dkek,
po — TEHval 2 A (2m) (B2 —m2)2  Ja (2m)4 (k2 —m2)3 ]
(7.26)
Substituindo os valores de p; e p, em termos dos momentos externos, ficamos com:
b d*k g d*k  4kek
1L, = —dic s [kicka k:k:a/ & —/ |
= i RrghaaGon + kushacgon) [ A @) (R —m22 a0t (k2 — m2)?
(7.27)
O mesmo procedimento nos leva a:
a d*k g d*k  Akek
12:_4‘ vaf s o o / & —/ £ .
= ~HEwangckandsy K1k l A 2m)t (k2 —m2)? Ja (2m)t (k2 —m?)3
(7.28)

Para concluir o célculo lembramos que a inclusao do diagrama “cruzado” completa a
amplitude T},,. Este contribui com termos idénticos a estes que acabamos de calcular.

Deste modo ficamos com o resultado:

qATMw =2mT,, + 4igap(a — b)[kickaagsy + kipkaegan] X

Ak gey ik dkeh,
X[f;@wvmk2—7n%2‘lﬁ<zﬁﬁ<k2_7n%3‘ .

Antes de analisar o resultado acima, vamos considerar as outras Identidades de Ward.




7.4.2 Identidade de Ward k/|'T),,=0

Para esta identidade primeiro contraimos com £, para obter:

wpd ;[ 4k i i i
KTy, = ( )/(27)471 {%75[56+Pé—m]%[%+p/f—m]k/f[k—i—pé—m]%}' (7.30)

Entao utilizamos a identidade

k= [(k +pf) —m] = [(F + pf) —m] + 2ms, (7.31)

no interior do trago. Para ficar com:

a 'k 1 1
MG = f WTT{W[mpé—mﬂ”[mm—mJ}
d'k 1 L
-/ e {””5 K+ ps—m] "+ pl —m) } | i

As duas integrais obtidas, das quais depende a Identidade de Ward, sao semelhantes

aquelas consideradas anteriormente.Teremos entao:

. 1—a
KTy, = 4’L€AuaﬁT [F1ekoagsn + kiskaeGan) X
4 4
A (2m)4 (K2 —m?2)2  Ja (2m)* (k2 —m?)3

Agora a contribuicao do canal cruzado nos levara:

Ty, = (5)4ieraplb + 1] [kaakiegs, + kipkacgan] X
4 d*k 4k k
x / Ak 9 —/ | (7.34)
AT — 2 Ja @n)t (R — )

Somando as contribuigoes:

) b+ a
R T = (—)4Z€Auaﬁ[2] [k2ak1egpn + K1pkae Gon] X

'k ge Ak Akek,
8 VA 2m)t (B2 —m2)?2 /A (2m)% (k2 — m2)3] ' (7.35)




7.4.3 Identidade de Ward k357),,=0

Repetindo o procedimento anterior obteremos:

. b+1
ok Ty, = (—)42€Auaﬁ[2] [kaakregsy + k1pkaggan] X
4 4
§ / &'k ge _/ Ak dkek, (7,36
A (2m)* (k2 —m?2)2  Ja (2m)* (k2 — m?)3
, a—b—1
oky 1Y, = (—)4Z€Aua6[ 5 . [kaakiegay + KigkacGan] X
4 4
A (2m)* (k2 —m?2)2  Ja (27)* (k2 —m?)3
Somando as contribuigoes;
5 , b+a
ks D = (—)415Am5[2] [F2akicgpn + k1skacgan] X
4 4
A (2m)* (k2 —m?2)2  Ja (2m)* (k2 —m?)3

Completados agora os cdlculos necessarios podemos agora analisa-los.

7.4.4 Ambiguidades e Identidades de Ward

As manipulagoes e célculos que efetuamos nas trés ultimas se¢oes nos permitiram ob-
ter formas claras para as Identidades de Ward consideradas. Os resultados podem ser
ambiguos ou nao de acordo com uma relacao entre duas integrais logaritmicamente diver-
gentes, a mesma que haviamos encontrado no capitulo anterior como condicao necessaria
e suficiente para a manutencao das relagoes de simetria envolvidas. Temos portanto dois

pontos de vista diferentes para os resultados.

e Integracao Dimensional

Neste caso as ambiguidades sao eliminadas e as relacoes de simetria sao satisfeitas.

q’\TAW =2mT,,
k’fT)\W =0 (7.39)
k5T =0



e Regularizagoes quadridimensionais ou termos de superficie

Neste caso obtemos:

qAT)\uV = ZmTuu - Z;gguuaﬁkQakl,B
kiLT)\,uu = §7+2b5)\11a,8k2akl[3 (740)

_ atb
leITAp,V - Zﬂ2 gkuaBkQaklﬁ

Onde podemos notar que os valores a = 0 e b = —1 confirmam os resultados obtidos
no capitulo anterior, como deveria. Estes ainda concordam com os resultados tradicionais

da literatura do assunto [4].

7.5 Conclusoes

Os resultados que obtivemos nos calculos realizados neste capitulo nos permitem impor-
tantes conclusoes no que diz respeito as ambiguidades no método ou estratégia que esta-
mos construindo para manipular e calcular amplitudes contendo divergéncias. Ainda que
tenhamos investigado apenas trés exemplos especificos de amplitudes, eles cobrem uma
classe representativa e variada de problemas; teorias nao-renormalizaveis (cubicamente di-
vergente), Eletrodinamica Quantica (quadraticamente divergente) e Eletrodinamica Qui-
ral (linearmente divergente).

Para a auto-energia fermionica associada a uma teoria nao-renomalizavel a condigao
necessaria e suficiente para a produgao de uma amplitude livre de ambiguidades é a

satisfacao das trés condigoes:

d*k  2k.k, d*k 1
O/A (27m)* (k2 — m2)? = g/w/A 27) (2 —m?) (7.41)

d*k Akuk, B d*k G
./A (2m)* (k2 — m2)? - /A (271)4 (k2 — m2)? (7.42)

1k 24 4 1
/ (d k 24k, k, ko kg d*k (7.43)

A 27‘(‘)4 (k‘Q _ m2)4 = [gaﬁg;w + Gapn9sy + guagﬂu]A (27’(’)4 [(l{}Q — m2)2] .

Por sua vez para a Identidade de Ward relacionada ao tensor de polarizacao na QED,
a eliminacao das ambiguidades pode ser feita pelas duas ultimas apenas. H4 um termo

nao-ambiguo que viola a Identidade de Ward. Isto quer dizer que nao ha escolha possivel



para a arbitrariedade capaz de reestabelecer a identidade. Entretanto a primeira relagao
remove o termo problematico, fornecendo o resultado consistente para a QED.

O fato de as relagoes entre integrais divergentes, obtidas aqui para a eliminagao das
ambiguidades, serem as mesmas que encontramos para a satisfacao de Identidades de
Ward, constitui-se na mais importante e promissora conclusao para nossos objetivos.
Caso estas relagoes nao fossem as mesmas, nao haveria nenhuma chance de consisténcia
para o método que tentamos construir.

As investigacoes do aspecto ambiguidade completa os ingredientes necessarios para a
formulagao de uma estratégia geral, para manipulacoes e calculos envolvendo amplitu-
des divergentes, que dispensa o uso explicito de métodos de regularizacao. Os elementos
que necessitamos sao: manipulagoes algébricas ao nivel do integrando mais “relacoes de
consisténcia” entre integrais divergentes com o mesmo grau de divergéncia. As possiveis
consequencias desta estratégia podem ser consideradas surpreendentes. Esta avaliacao
vem do fato de termos obtido, com estes ingredientes simples, a eliminagao das ambi-
guidades e violagoes das relacoes de simetria, nas Identidades de Ward associadas as
pseudo-amplitudes triangulares, onde tradicionalmente isto nao é possivel de ser obtido
em métodos de regularizacao. Isto nos serve de alerta. Baseados nisto prosseguiremos in-
vestigando tendo na questao da compatibilidade entre as relagoes de consisténcia obtidas
e a unicidade o ponto principal a ser solucionado.

Nossa expectativa é de que seja possivel a construcao de uma estratégia simples, porém
consistente, para as manipulacoes necessarias nas amplitudes divergentes. Devido as
relagoes de consisténcia serem automaticamente satisfeitas em integracao dimensional, in-
grediente que sustenta a Regularizacao Dimensional, nds esperamos a mesma consisténcia
deste método onde ele se aplica, entretanto sem as restrigoes. Por outro lado nés podemos
explicar claramente a origem da consisténcia e das inconsisténcias dos métodos de regu-
larizacoes em geral, ja que podemos passar do resultado a ser obtido na nossa estratégia

para os resultados correspondentes aos métodos tradicionais.
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Capitulo 8

Ambiguidades e Relacoes de
Simetria em um Modelo de férmions

de Spin 1/2 livres e de massas iguais

8.1 Introducao

A presenca de divergéncias nas solucoes perturbativas de Teorias Quanticas de Cam-
pos exige a adogao ou construgao de estratégias que permitam manipular e calcular
as amplitudes decorrentes das regras de Feynman, de modo a tornar possivel o esta-
belecimento do poder de predicao destas. Isto requer uma caracterizagao consistente
das partes finitas e divergentes de modo que tais predigoes possam ser univocas, isto €,

livres de ambiguidades. Além disto os resultados obtidos devem ser identificdveis como

determinacoes das simetrias implementadas na construcao da teoria. Isto quer dizer que
a estratégia utilizada, para as manipulacoes e calculos necesséarios, nao deve permitir ou

promover violagoes de relagoes de simetria. Estes dois aspectos; ambiguidades e relagoes

de simetria, tornam-se cruciais para que possamos dar sentido aos resultados de calculos
perturbativos. Em outras palavras, se nao pudermos determinar as consequéncias fisicas
de um conjunto de simetrias, as quais materializam hipdteses para os principios funda-
mentais da natureza, de um modo univoco, estariamos reduzindo todo o aparato tedrico
da TQC a uma mera fenomenologia onde caso-a-caso deve ser estudado e ajustado se-
paradamente. Para que possamos obter resultados satisfatérios, univocos e preservando

as simetrias, o modo pelo qual manipulamos e calculamos as amplitudes divergentes nao
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pode ser qualquer. Nao basta tornar as amplitudes finitas por alguma filosofia de regu-
larizacao. E necessario que as modificacoes introduzidas, por este eventual método, nao
terminem por conduzir a ambiguidades e/ou promovam violagoes de relagoes de simetria.

Nos capitulos anteriores nds consideramos varios aspectos associados a presenca de
divergéncias nas amplitudes fisicas. Entre estes investigamos, a luz de uma estratégia
capaz de evitar a adocao explicita de métodos de regularizacao, separadamente, os as-
pectos: ambiguidades associadas as possiveis escolhas (arbitrarias!) para os momentos
das linhas internas e a possibilidade de violagoes de relagoes de simetria. Naquelas in-
vestigacoes nos utilizamos de casos particulares, ainda que representativos, e terminamos
por concluir que, aparentemente, é possivel evitar ambiguidades e violagoes de relagoes de
simetria através da imposicao de certas relagoes entre integrais divergentes com o mesmo
grau de divergéncia. O que torna atraente e promissor este procedimento é o fato de
estas “relagoes de consisténcia” obtidas serem as mesmas nos dois aspectos. Em outras

palavras, nas amplitudes investigadas, as condigoes:

d'k 2k, A% g
O/A (2m)% (k2 — p2)? o /A (2m)4 (k2 — p2) (8.1)
Ak Ak, A% g
o/A (27r)4 (k2 _ ,u2)3 o /A (27T>4 (k‘2 _ u2)2 (8.2)

/ d'k 24K,k koks / Ak Agkoks
A (2m)* (k2 — )t A (2m)* (k2 = p?)?
Ak Agaksk,
/A (2m)* (k2 — p2)3
Ak Ag,sk, ke
/A (2m)* (k2 — p2)®’

sao necessarias e suficientes para ao mesmo tempo eliminar ambiguidades e evitar vio-

(8.3)

lagoes de relagoes de simetria. Para chegarmos a estas condigoes exigimos apenas que
a eventual regularizagao seja par no momento de “loop” e possua um limite de conexao
( ndo modifique integrais finitas no limite A*> — 00). As condigoes acima servem como
propriedades definidoras de uma regularizagao consistente. Assim, se elas nao forem sa-
tisfeitas a regularizacao deve ser descartada. Por outro lado se estas forem preenchidas nao
haverd necessidade de explicitd-las em nenhum outro lugar dos resultados. Neste sentido
podemos dizer que, se exigimos consisténcia, podemos dispensar o uso de regularizacao.
Os resultados das investigagoes realizadas nos motivam a promover uma investigacao

simultanea, dos dois aspectos citados, nao mais em amplitudes particulares de diferentes



teorias ou modelos, mas em todas as amplitudes problematicas, sistematicamente, dentro
de um modelo onde estas questoes desempenham um papel importante, até mesmo do
ponto de vista histérico. Estamos nos referindo a um modelo de férmions livres (de spin
1/2), restrito (neste capitulo) ao caso de massas iguais. Com os ingredientes disponiveis
neste modelo podemos construir correntes obedecendo a uma &algebra bem determinada
e entao, através da quadridivergéncia destas, relagoes entre correntes. Estas relacoes se
constituirao em relagoes de simetria quando construimos representagoes integrais para as
transformadas de Fourier do produto ordenado destas correntes; Funcoes de Green de
um numero qualquer de pontos. Nos estaremos interessados naquelas de um, dois e trés
pontos, suas relacoes de simetria e possiveis ambiguidades. A razao para isto estd no grau
de divergéncia envolvido (maior que logaritmico) pois, como sabemos, fungoes de quatro
pontos com linhas fermionicas internas e acoplamentos nao-derivativos sao, no maximo;
logaritmicamente divergentes. Neste caso nao teremos a possibilidade de ambiguidades
relacionadas as possiveis escolhas para os momentos das linhas internas pois é permitido
efetuar “shifts” na variavel de integracao de modo a tornar todas as escolhas equivalentes.
Ressaltamos entretanto que, a rigor, nao podemos afirmar que a auséncia de ambiguidades

garanta a manutencao das relagoes de simetria [1].

A investigacao que efetuaremos neste capitulo segue de perto o trabalho pioneiro de
Gerstein e Jackiw [2] no qual, para um modelo destes, foram estudadas Identidades de
Ward e ambiguidades para funcoes de trés pontos, sem o calculo explicito destas. A fim
de tornar mais completa a discussao permitindo conclusoes mais seguras e abrangentes,
nés incluiremos as fungoes de um e dois pontos, possuidoras dos maiores graus de di-
vergéncia. Para torna-la imediatamente conclusiva, por outro lado, assumiremos simetria
abeliana para os niimeros quanticos internos. Serao consideradas as Identidades de Ward
relacionando todas estas amplitudes bem como as possiveis ambiguidades. Este ultimo
aspecto estara automaticamente incluido pois executaremos os calculos tomando sempre

escolhas arbitrarias para os momentos das linhas internas.

Na segao 2 apresentaremos o modelo, as correntes e as Identidades de Ward associa-
das. Na se¢ao 3 resumiremos as conclusoes dos capitulos 5,6 e 7 e caracterizaremos uma
estratégia para manipulacoes e calculos de amplitudes divergentes. Na secao 4 conside-
raremos a questoes das ambiguidades para as fun¢oes de um, dois e trés pontos. Na secao

5 verificaremos as Identidades de Ward para entao concluir na segao 6.



8.2 O Modelo, Correntes e Identidades de Ward

Para as investigacoes que pretendemos efetuar, nds entao consideramos um modelo com
férmion de spin 1/2 livre e de massa m. Com isso, tudo o que temos disponivel é um

campo massivo obedecendo a equacao de Dirac. Com este podemos construir correntes

[2]:

ji(x) = ()T (). (8.4)

Os operadores I'; sao matrizes, I'; = (1,75, 7, 97,75), caracterizando as densidades:

e Escalar
S(z) = ¥(x)1v(x) (8.5)
e Pseudo-escalar
P(z) = ¢(x)ys9(x) (8.6)
e Vetorial
Vi(z) = ¥(@)y.¢(x) (8.7)
e Axial
Au(@) = (@)y0590(2). (8.8)

Além destas teriamos ainda as densidades tensoriais mas nds nao as consideraremos

aqui [3]. Uma propriedade importante, para nossos propdsitos, é o valor da quadridi-

Com as expressoes para as correntes, mais o propagador fermionico:

vergéncia destas correntes:

1
p—m’
é possivel construir fungoes de n-pontos. Como tal definimos aquelas de um ponto
(fig.(8.1)) como:

iSp(p) = (8.10)

iy = [ e L
it = | G = &1



Figura 8.1: Fungoes de Green de um ponto. O operador I' = (1,73, V4, Vu75) define
as fungoes T°(I,m), T (I, m), TX(l,m) e Tlf‘(l,m) respectivamente. O momento [ é

arbitrario.

K+ K,
- —
|'lllf.
L r‘l iI | r L »-—n
q J q
g - -
K+K,

Figura 8.2: Funcoes de Green de dois pontos com rétulos arbitrarios para os momento
internos. Com os vértices (I';, T';) = (1,75, Yy, 7u7Y5) definimos as fungoes T (k1, m; k2, m)

de interesse. A diferenca k1 — ko é 0 momento externo gq.

As fungoes de dois pontos (fig.(8.2)), por sua vez:

4] m: m) = iﬁﬁ,r . 1 . 1
it = | Gy RO

As fungoes de trés pontos (fig.(8.3)), definimos por:

d*k 1 1 1

@mﬂwﬁﬂw+¢o—mfﬂw+%g—mfwk+%wwm
(8.13)

e assim por diante. Chamamos atencao neste ponto para a notacao adotada, que sera

Tlij(kla m; k?) m; k37 m) = /

muito utilizada daqui para diante.
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Figura 8.3: Fungoes de Green de trés pontos. Os momento ki, ks e k3 s@o arbitrarios. As

diferencas destes estao relacionados aos momentos externos ks — ki = p, k1 — ks =p' e
]{Zg - ]{ZQ = (.

e O vértice a esquerda foi convencionado como “estado inicial” com momento ( “che-

gando”) externo ¢ e operador de vértice ;.

Os dois outros vértices sao “estados finais”, com momentos externos p e p’, e ope-

radores de vértice I'; e I';, respectivamente.

Os indices superiores sao associados ao diagrama na ordem que aparecem com res-
pectivos indices inferiores de Lorentz na mesma ordem (quando for o caso). Por
exemplo: se Iy = yx; I'; = 7,75 e v = 75 representarfamos por
VAP ) .

T)\,u, (klamv k?g,m, k37m>‘ (814)
A notacao enfatiza os momentos e as massas carregadas pelas linhas internas e
¢ uma denominacao para cada diagrama. Isto quer dizer que para o caso de um
processo fisico envolvendo uma particula inicial e duas finais, onde devemos construir
a amplitude adequadamente simetrizada nos estados finais, serda necessario somar
diagramas permutados nos estados finais (momentos e vértices). Por exemplo, para

o processo S — V'V, definimos a amplitude por:
Til/ﬁvv = Tiuvv(kla m; k27 m, k3a m) + Tlitvv(lh m; l2a m; l37 m) (815)

O primeiro termo representa o “canal direto” (fig.(8.3)) e o segundo o “canal cru-

zado” (fig.(8.4)). Note que denominamos de k’s os momentos arbitrarios para o



diagrama direto e por I's aqueles para o diagrama cruzado (veja discussao na segao
(8.5)). A notacgao utilizada tem por objetivo enfatizar o aspecto ambiguidade, que

desempenhard um papel crucial em nossas discussoes.

. e 1_:‘," Y K+¢ 1
q
AN
K+¢ 3 \ r .

Figura 8.4: Fungao de Green de trés pontos correspondente ao “canal cruzado” do dia-

grama representado na fig.(8.3).

As funcgoes de n-pontos, que acabamos de definir, podem ser identificadas como repre-
sentagoes integrais para as transformadas de Fourier das correntes (8.5) - (8.8), definidas
por:

< 31(@ia(—q) >= [ e 'z < 0T (a(@)2(0)]0 >, (8.16)

e também:

< 1(p)j2(p')js(q) >= /e_ipze_iplyd%&y < O[T (j1(x)72(y)J3(0))[0 > . (8.17)

Com estes elementos mais os métodos padroes da algebra de correntes [4] podemos es-
tabelecer relagoes entre as fungdes de n-pontos construidas, ou seja, Identidades de Ward.
Para o modelo simples que estamos considerando, tais relacoes de simetria resumem-se em
consequéncias diretas da conservacao da corrente vetorial e da proporcionalidade correta
entre o divergente da corrente axial. Isto implica que cada vez que calculamos uma fungao
de n-pontos, onde temos indices de Lorentz associados a vértices vetoriais, a contracao
com o respectivo momento externo devera produzir um resultado identicamente nulo para
o correspondente processo fisico (simetrizacao nos estados finais). Por sua vez, quando
o indice de Lorentz estiver associado a um vértice axial, a contracao com o respectivo
momento externo, devera produzir uma relacao de proporcionalidade entre as duas am-

plitudes fisicas idénticas entre si exceto pela troca do vértice axial por um pseudo-escalar.



E importante perceber, e este é 0 nosso interesse central, que estas relagoes sao exatas e
devem ser satisfeitas apesar do evidente carater divergente das fungoes até quatro pontos.
Quando calculamos tais fungoes, lancando mao de algum procedimento especifico para
conviver com tais infinitos, as propriedades acima citadas devem ainda estar presentes nas
expressoes obtidas. As contragbes com os momentos externos devem oferecer expressoes
identificdveis com outras previamente calculadas dentro da mesma filosofia (divergentes
ou nao).

Esta breve discussao resume o grande dilema associado a amplitudes contendo di-
vergéncias; manter todas as propriedades destas apds terem sido calculadas.

Neste capitulo nés faremos uso daquilo que concluimos nos capitulos anteriores para
verificar sob que condicoes é possivel efetuarmos os calculos das funcoes de n-pontos
(divergentes) e obter resultados consistentes no que diz respeito a ambiguidades e relagdes
de simetria.

As Identidades de Ward que buscamos verificar sao:

e Funcoes de um ponto:

Ty (1,m) = 0. (8.18)
e Funcoes de dois pontos:
(kv — k)" T ® (ky,m; ko, m) = 0 (8.19)
(kv — k)" T}, (kv m; ko, m) = 0 (8.20)
(ky — ko))" Ty (ky,ms ko, m) = 0 (8.21)
(ky — kg)“T/fP(kl,m; ko, m) = 2mT T (ky, m; ko, m) (8.22)
(ky — k’g)“Tﬁ,v(kl, m; ky,m) = 2mTEY (k1 m; ky, m) (8.23)

ki — k)" TAY (ky,m; ky,m) = 0 8.24
17



(ky — k’g)“TﬁA(kl, m; kg, m) = 2mTEA(ky, m; ko, m) (8.25)

(ky — ko) (ky — ko) T (ki mi ko, m) = (2m)* T 7 (ky, ms ko, m). (8.26)
e Funcgoes de trés pontos:

QT 759 =0 (8.27)

QT PP =0 (8.28)

QTP = —omTP 5P (8.29)

TV =0 (8.30)

T A = 2mT) A (8.31)

P A = 2mTy A (8.32)

T A = omT PV (8.33)

T =0 (8.34)

PV =0 (8.35)

prTL YV =0 (8.36)

T = 2mTy Y (8.37)



p/VTi;,_}AV =0

umP—AA __ P—PA
T L =2mT,

lwmP—AA P—AP
prTE A = omT!

AT A=VV P—=VV
q'T i = QmTW

umpA—-VV
p T)\uu =0
v A—-VV
p T)‘HV - 0
AA—AA P—AA
q'T = 2mTW

umA—AA __ A—PA
p T)\,uz/ - ZmT)\V

lwmA—AA _ A—PA
P T/\W = 2mT/\M

q)\T)‘\L;ﬂ/V =0

puT)‘\Lj\/V =0
prX;VV -0

AA
q’\TX; =0

(8.38)

(8.39)

(8.40)

(8.41)

(8.42)

(8.43)

(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)

(8.48)

(8.49)

(8.50)



p“T)‘\f;AA = 2mTy, P4 (8.51)

prTN M = 2mTy A (8.52)

Poderiamos igualmente obter um conjunto de relagoes deste tipo para funcgoes de
quatro pontos [5]. Entretanto, devido ao carater logaritmico das divergéncias nao terfamos
a associacao “ambiguidades e relacoes de simetria” como temos nas de um, dois e trés
pontos, ainda que, por sucessivas contracgoes, aquelas de quatro pontos associam-se até

mesmo com aquelas de um ponto.

8.3 Estratégia para Manipulacao e Calculo de Am-

plitudes Divergentes

Nas secoes seguintes efetuaremos manipulagoes e calculos em amplitudes divergentes. O

procedimento que utilizaremos serd bastante simples (induzido pelos capitulos anteriores):

e Escrever a amplitude, tomar o traco de Dirac e, ao introduzir o sinal de integracao,

identificar, dentro do conjunto de integrais obtidas, aquelas divergentes.

e Nas integrais divergentes, assumir a presenca implicita de uma distribuicao regula-
rizadora com as propriedades gerais: par no momento do “loop” e possuindo um

limite de conexao (nao modificar integrais finitas!).

e Manipular algebricamente os integrandos das integrais divergentes até que a de-

pendéncia com os momentos externos esteja contida apenas em termos finitos.

e Tomar o limite de conexao nas integrais finitas e proceder a integracao, mantendo

as integrais divergentes obtidas sem qualquer modificacao adicional.

Com este procedimento nds obtemos resultados nao comprometidos com regularizagoes
especificas e ainda compativeis com quaisquer regularizagoes razoaveis (compativeis com

o segundo item do procedimento acima).



8.4 Ambiguidades

Nesta secao estaremos interessados em investigar o aspecto ambiguidades associadas as
possiveis (arbitrarias) escolhas para os rotulos dos momentos das linhas internas dos
“loops”. Este aspecto, como ja mencionamos, é crucial para a determinacao univoca das
amplitudes contendo divergéncias. Isto se deve ao fato de as relagdes de conservagao
de energia-momento nao fixarem completamente os momentos das linhas internas. Em
cada vértice conectado com um momento externo, tudo o que podemos dizer é que ele
¢é a diferenca dos momentos das linhas internas que chegam e saem do referido vértice.
Deste modo é possivel acrescentar uma quantidade constante, em todas as linhas internas,
sem violar qualquer relacao de conservagao. Uma possivel dependéncia dos resultados
finais com esta quantidade arbitraria tornaria as amplitudes fisicas igualmente arbitrarias.
Além disso, isto implicaria que ao nivel da lagrangiana (espaco das coordenadas) estaria
sendo destruida a invariancia frente as translacoes no espacgo-tempo. Ou seja, estariamos
abrindo mao da homogeneidade do espago-tempo e, por exemplo, para cada processo fisico
poderiamos definir uma origem privilegiada para descrever o referido processo. Seria entao
desejavel que um eventual método construido para manipular as amplitudes divergentes

pudesse evitar estas ambiguidades consistentemente.

8.4.1 Funcoes de Green de um Ponto

No6s consideramos inicialmente as fungoes de Green de um ponto, indicadas pela fig.(8.1).
Comecamos por calcular a fungao de um ponto vetorial T’ /y , que é muito importante e
apropriada para ilustrar nosso procedimento. Ela é aquela com maior grau de divergéncia
do modelo: cubico.

O primeiro passo é escreve-la em termos do propagador fermionico e do operador de

vértice;

TV = /(g:fler {”‘(;H/l)—m}’ (8.53)

em seguida tomamos o traco de Dirac para obter:

vV _ d'k k, d*k 1
Tp=4 {/ Gyl —m ' o or) (k12— mz} ‘ (8:54)

Com isso obtivemos duas integrais divergentes com graus cubico e quadratico. Agora

devemos tratar cada uma de acordo com nossa estratégia. Primeiro admitimos a pre-

senca de uma funcao regularizadora implicitamente, adotando um subscrito A nas in-



tegrais divergentes. Com isso podemos efetuar manipulagoes algébricas no integrando
reescrevendo-o em uma forma mais adequada para nossos propésitos. Este passo é perfei-
tamente compativel com qualquer regularizacao. A integral cubicamente divergente pode

ser colocada na forma:

/ d'k k, _ {/ d‘k 2kuk, }
AT (k+D2—m2 7 Ja (2n)4 (k2 — m?)?

L / 'k Agashuk, / Ak 8koksk,k,
O @o) (k2 —m2)3 T Ja (2m) (k2 — m2)?

B d*k 61, k,k, Ak (12 + 21 k),
{/ (2m)4 (k2 — m?2)* +/ 2m)% (k2 — m2)*[(k + 1)2 — m? } . (8.55)

Para obter esta expressao utilizamos apenas identidades ao nivel do integrando e o
fato de integrandos impares no momento do “loop” se anularem. Para este passo qualquer
regularizacao que seja par em k forneceria resultado idéntico. Por fim retiramos o subscrito
A das duas ultimas integrais por serem estas finitas. Nelas removemos a presenca da
funcao regularizadora implicita pela utilizacao do “limite de conexao” desta. Isto quer
dizer que no limite do parametro de regularizacao, em que a funcao regularizadora vai
para a unidade, integrais finitas nao sao modificadas pela presenca da regularizacao. A
integragao e a tomada deste limite podem perfeitamente ser trocadas de ordem. Com isso
né6s podemos efetuar a integragao dos termos finitos sem restrigao. O resultado disto é um
cancelamento exato entre as duas integrais. Por sua vez as demais integrais (divergentes)
serao mantidas intactas, isto é, sem modifica¢oes adicionais.

Consideremos entao, para completar o calculo de T/Y , a integral quadraticamente di-

vergente. Primeiro colocamos na forma:

'k ik
/A 2m)* (k + 1)12 —m: /A (2m)* (k2 —1 m?2)
Ak Ak, d'k »
by {/A (2m)4 (k2 — m2)3 N /A (2m)4 (k2 z m2)2}
+ {/ (37:3:4 (k2 —l m?2)3 + / (;iﬁ]; (k2 — n(’LZQ);_[(i:l—i-kl))Q — m? } - (8:56)

Pela repeti¢ao do procedimento utilizado no caso anterior (os mesmos ingredientes,

rigo-rosamente). As duas tultimas integrais assim obtidas (finitas) cancelam-se mutua-

mente.



Reunindo os resultados podemos colocar T’ ;Y na forma:

Iglal,
T, = 4{—l5v5u— 3

aBuv
_ lalglmﬁa l?f Do+ Lol Aa,,}. (8.57)
Aqui introduzimos as definicoes:
. / d'k 24k,k, k kg s / 4/@/@
(2m)* (k* — —m?)?]
4 4

o, Gy [(kf ﬁﬂf@m i g“”/A éw]; e
Vi = /A(;l:;4 (kfliuf;)? _/A(g:; (l{:QQ—Wm2) (8.59)
B = /A(;i:; (k;24 Ijui:?)s _/A(g:;4 (2 i“:n?)?' (8.60)

Por ora, notemos que todos os termos de T;Y dependem do momento arbitrario [ com
coeficientes que sao diferencas de integrais divergentes com o mesmo grau de divergeéncia.

Podemos entdo passar para a préxima funcdo de um ponto: 7. Primeiro escrevemos:

s % 1
1°= | G {@éw—m}’ (8:61)

e entao tomamos o trago de Dirac para obter:

4
_@n/dk

A integral obtida, quadraticamente divergente, ja foi desenvolvida. Deste modo temos:

. 62
(k+1) l —m? (8.62)
T = 4m { Luaa(m?) + lslaDga (8.63)

onde introduzimos a defini¢ao:

o [ A1
Lquaa(m”) = /A 2m)* (k2 —m?)’

(8.64)

Para completar esta secdo nés registramos que as demais funcoes de um ponto T e

T:‘ sao identicamente nulas pelas propriedades dos tragos envolvendo a matriz ~s.



8.4.2 Funcoes de Green de Dois Pontos

Passemos entao ao calculo de fungdes de Green de dois pontos representados pela fig.(8.2).
Comecgemos por considerar aquelas mais simples, sem indices de Lorentz. Nos entao

escrevemos a fungao de Green escalar-escalar como:

o [ d% .
-5 >TT{ TR 1<%+%2)—m}' (869)

O célculo do traco de Dirac nos leva, apos alguma reorganizagao algébrica, a expressao:

&'k 1 d'k !
, ) d4k’ 1
HAm” — (k= ko)) / (2m)* [(k + k1)? — m?][(k + k2)? — m?] } -

Para as duas primeiras integrais nés ja dispomos dos resultados. Quanto a integral

logaritmicamente divergente, nés a reescrevemos como:

/ d*k 1 _ / d*k 1
A (2m) [(k + k1)2 — m2][(k + k2)2 — m?] (27)4 (k2 — m2)?
/ d4k k‘Q + 2k -
—m?)?|[(k + k1)? — m?]

k)
)
/ k; (k2 + 2k, - k)
(2m)* [(k2 — m2)?][(k + k2)? — m?]
/ dik (k2 + 2ky - k) (K2 + 2k - )
(2m)* [(k2 — m2)?][(k + k1)? — m?][(k + k2)? — m?]

Esta identidade, evidentemente, nao é tnica, mas é conveniente porque mantém a

(8.67)

simetria em k; e ko explicita. As integrais finitas obtidas podem ser facilmente resolvidas,

fornecendo:
. d*k (k? + 2k - k) - i B 2. m2. k2 m?
| =i s a = = w) (OBtr o dtim) 59
/ d*k (k2 + 2Ky - k) (k2 + 2ky - k) B
(2m)* [(k* = m?)?][(k + k1)* — m?][(k + k2)? — m?]

((42)2> [Zo(m?, m, ks m?) + Zo(m?,m?, K m?) = Zo(m?, m, (ky — k) m?)]
7

Onde introduzimos as fungoes de estrutura para integrais de Feynman um “loop”:

1 221 —2)+ (N = A2z =\
Zk(/\f,/\g,qQ;/\Q):/o dz=*In (q ( )(_(;2) 2) 1). (8.69)




A integral logaritmicamente divergente fica entao:

d*k 1 2\ 7 2 2 B 2., 2
A(%MKk+mV—nﬂKk+by_4M]:{%ﬂm> (Mmﬁ)z“ ym?, (ky — ko)*;m?)

Aqui foi introduzida a divergéncia basica logaritmica

N
To() = | (2m)f (W2 —m2)?’

A amplitude 7% pode finalmente ser escrita na forma desejada:

Am? — (ky — ky)?
TS5 = 4{[Iqwd(m2)]+ = (21 2)

4m2 — (k’l — k‘2)2 )
T <<4w>

[0 (m?)]

) () Zo(m?, m?, (ks — o))

klaklﬁ
2

+

B + 22210}, 872)

Notemos que apenas os dois ultimos termos sao potencialmente ambiguos pois a diferenca

(k1 — ko), que aparece nos termos restantes, é nao-ambigua e igual a0 momento externo

q (fig.(8.2)).
A préxima amplitude a ser calculada é T

pp_ [ Ak , 1 1
17 = | G {”5<k+k1>—m%<k+k2>—m}’ (873)

que pode ser colocada, apds o célculo do traco, na forma:

_— Ak 1 d*k 1
T = (—)2 {/ 2m)E (k + k1)? — m? +/ (2m)* (k + kg)? —m?

d'k 1
—(ky — ka)? [ . 8.74
O K ey e | BICEE
Nenhum ingrediente novo é necessario. Assim teremos:
(k1 — k»)®
17 = 4ot + B G 1 )

+<k1 _2k2) ((4;)2> (=) Zo(m? m?, (ky — k)?; m?)

k1o k o,k
— = Bagl = 5 %[Apg]}- (8.75)




Passemos agora para o calculo de T ;Y S definida por:

vs_ [ d'% o A
ﬂﬁ‘i/@mﬂj{”w+kn—m?w+kg—m}’ (876)

ou ainda:

'k 2%,
L :4m{/QMH@+mP—mmw+mﬂ—nﬂ

d*k 1
ko), [ @r) [k + 12 — m2[(k + )? — 2] } - (87

A integral linearmente divergente, a primeira na expressao acima, ainda nao foi tra-

tada. Seguindo nossa estratégia, nés primeiro a reorganizamos para:

/ d'k k. NG / Ak Ak,
A (2m)4 [(k + k)2 — m?][(k + k2)? — m?] o 2 (2m)4 (k2 — m?)3
+/ d4k (k2 + 2k, - k)2k,
= 2k + k) =
/ d4k (K2 + 2k - )2k,
(@) [ =m0 + ko) —
d4k (K2 + 2k, - k) (K2 + 2Ky - k),
+ | GG B e R 8T

A obtencao do resultado ﬁnal, neste caso, passa pelo calculo das integrais finitas. Este
calculo nos leva a:
d*k (kT + 2k, - k)%, 1
= ki) [Z0(m?,m?, k2 m? )
| G = i R~ ) Bl Kt (879

/ 4k (k2 4 2k - k) (k2 + 2Ky - K)k, B
(2m)*t [(k2 = m22[(k + k1)? = m2][(k + kp)? —m?] B
B ((47r)2> [(—)kmzl(m s, Ky 7)) = kg Zy(m®, m”, ky;m”)
(k1 + ko) Za(m?, m?, (ky — k)% m?)] (8.80)

A integral linearmente divergente fica entao:

/ dk Ky (Ut R / Bk Akyk,
@m)* [(k + k)2 — m2[(k + k)2 —m?] 2 ) 2m)f (k2 = m2)?

: iy 4 Ko m?,m? k)2 m?2
+<(4W)2> 5 [Zo(m”,m”, (ki — kz)%ym7)], - (8.81)




onde, adicionalmente aos resultados eq.(8.79) e eq.(8.80), utilizamos a propriedade:

Zﬂ(m27 m2a q27 m2>

Zalm? P, i) = ' (8.52)
Os resultados eq.(8.70) e eq.(8.81) nos permitem escrever Ty como:
T, = (—)dm(ky + k2)s[ D). (8.83)

Uma observacao imediata, a respeito da expressao acima, é que, devido ao caréter
ambiguo da soma (k; + k2), T, X S pode, em principio, ser diferente de zero e ambigua.

A préxima funcao de dois pontos a ser calculada é Tlfp definida por:
d*k 1 1
T = / Tr {7 s s } , (8.84)
g (2m)* PR E) -m TR+ E) - m
que fica, apds o célculo dos tracgos envolvidos:

d*k 1

TAP = (—Vdm(ky — k / .

o = B R oyt e R = [k + k) —

A utilizagao do resultado eq.(8.70) nos fornece:

(8.85)

AP i
T = (=)dm(ky — ka), {[Ilog(mz)] - ((47r)2> Zo(m?,m?, (ky — k2)2;m2)} . (8.86)
Fica explicito o carater nao-ambiguo de Tlfp , apesar do grau superficial de divergéncia
ser quadratico.
E interessante notar, a partir das expressoes obtidas para as amplitudes T°°, TFF e

Tfp, a relacao:

2m(k1 - kg)
TSS TPP — (_ MTAP. )
(755 4 7F) = () SRR (8.87)
Prosseguindo, consideramos agora o calculo de T;ﬁ,v, definida por:
d*k 1 1
T = / Tr {’7 Y Yo , } , (8.88)
g (2m)* PR —m () —m
que fica:
d*k k
o = diguas{kas [ o
w *Cuval { %) oy [k + k)2 — m2[(k + ka)? — m?)]
Tk / d*k ks
L @m)E [k A+ )2 = m?[(k + ko)® — m?]

d*k 1
thubss | G R R )



As integrais obtidas ja foram calculadas. A substituicao da eq.(8.70) e eq.(8.81) nos

leva a expressao:

krck kackia
T4 = 42%,,&5{ 1522‘* [Aeo] + 2521 [Aw]}. (8.90)

Fica evidente a possibilidade de Tﬁ,v ser nao-nula e ambigua.
Noés agora nos voltamos para a mais interessante das fungoes de Green de dois pontos
do modelo; TX,V, que nada mais é do que o tensor de polarizacao do vacuo da QED. Nos

a definimos como:

v [ A% 1 1
1 = | T {”‘(m;él)—m””(mky—m}‘ (8:91)

O célculo do traco nos permite identificar:

T;X/V =Tw + 9w [TPP]y (8.92)

onde definimos o tensor:
4/ d4 (k4 Fk1)u(k+ ko) + (k4 k1) (k+ k2),]
MV k —+ kl) 2][(l€ + k2)2 — m2] .

Um longo e tedioso Calculo é necessario para, dentro da estratégia que estamos ado-

(8.93)

tando, obter a expressao para a integral quadraticamente divergente que aparece no tensor

T,.,. O resultado pode ser colocado na forma:

/ d*k kuk _
A m)[(k + k1)? — m?][(k + k2)? — m?]

e )
d*k k,k,

w

O+ [ e

d*k  4kckgk,k,
+(/€1§]€15 + k2§k2ﬁ + klﬁk%) /A (271_)4 [(ké _6 722)4}

+<<>2>{<k1—k2>u<kl—kz> [~ a2, (ks = k)’ )]

47
Zi(m*,m?, (ky — ko) m2)]
4

(8= g | 2o (O~ k) -
(R + ko) u(ky — ko) Zy (m?, m?, (ky — ko)?;m?)
(k1 + ko) (k1 — ko) u Zi(m?,m?, (ky — ko)?;m?)
—(ky + ko) (ks + ko) Zo(m?, m?, (ky — ko) m?)] | (8.94)



A utilizacao deste resultado e da eq.(8.70), eq.(8.81), eq.(8.94) e ainda da propriedade:

1 m2 7 (mQ m2 q2.m2>
_ 72 2 2 2, 2 0 ) ) 3
18 3q2 0<m y T, g5 >+ 3 )

Zy(m®,m?, ¢*;m?) = — (8.95)

nos permite escrever 7}, na forma:

Tw = (/ﬁ k)2 g — (b — ko) p(ky — k), x

- () o (-]

+4[vw/ +4k1ak2ﬁ[aﬁuu guﬁAau guﬁAau]

Guv gv 9
+(k1 — ka)a (k1 — k2) glaguw— S Nap — —5& NBACW]

by — ka)a(kr — K
—4 lklakgng( ) 2< ! 2)5] Nag — [T g, (8.96)

A fungao TX,V, apos alguma reorganizacgao, fica entao:

T, = g[(k’l — k2)?guw — (k1 — k2)u(ky — ka)u] x
At - () [5+ E D ., -~ %)

(47’(’)2 3 (l{?l - k2)2
+4(V ) + 4kiakag lapu — 9usDop — GusLav — Dagl
o Y VAWS
(k1 — ka)a(ki — ko) [aﬁw - %MW _ 97% g“%w — 25] . (8.97)

Finalmente a ultima funcao de Green de dois pontos a ser calculada é Tl‘j},A. Ela é

definida por:

o [ A% 1 |
15 = | G ? {Www—m]”””5[k+k2—mJ}‘ (8.98)

Apo6s o céalculo do traco podemos identificar a relagao:
Tt =T — gu[T57), (8.99)

e consequentemente:
(k1 — k2)a

W[TAP] G- (8.100)

TfA TVV + m



Portanto a forma explicita de T;‘VA fica:

4
T,ﬁ/A = g[(kl - k2)2g,“, - (k‘l - k?2)u(k1 - /fz)y] X
) 1 (2m2 + (]{?1 — k2)2)
X {[[log(mZ)] - ((47’(’)2) |;% + (kl _ k‘2)2 ZO(m27m27 (kl - k2>2)
7
_gul/8m2 {[Ilog(mZ)] — ((471’)2> ZO<m27 m27 (kl — k2)2)}
+4(Vw) + 4kiakos {apw — Goplap — Guslav — Dap}
(k1 — ka)a(ki — ko) {aﬁw _ g%ﬁAW _ %‘mau _ “%ﬁAw _ "J;‘”Aaﬁ} . (8.101)

Isto completa o calculo das fungoes de dois pontos uma vez que as restantes: TX P
TFS e Tfs sao identicamente nulas pelas propriedades dos tracos de Dirac envolvendo a

presenca da matriz vs.

8.4.3 Funcoes de Green de Trés Pontos

A fim de dar prosseguimento a nossa investigacao, passemos a nos ocupar, nesta secao, das
fungoes de Green de trés pontos, representadas na fig.(8.3). Para a andlise que pretende-
mos nao sera necessario o calculo explicito destas fungoes como fizemos para as fungoes de
um e dois pontos. Para o aspecto ambiguidades necessitamos identificar apenas a parte
que dependerd das escolhas arbitrarias dos momentos ki, ke e k3. Para as relagoes de
simetria, como veremos, apenas a forma explicita das funcoes de um e dois pontos serd
necessaria. Ainda, em virtude da complexidade algébrica listaremos apenas os resultados
na forma apropriada para as nossas necessidades imediatas. Nenhum ingediente além da-
queles que introduzimos nas manipulacgoes e célculos envolvendo as integrais divergentes

consideradas sera necessario. Para deixar isto mais claro tomaremos um exemplo mais

detalhadamente. Para tal selecionamos um caso relativamente simples: TV 9. Nés a
definimos por:
d*k 1 - 1 - 1
VoS = Tr {% 1 1 } : (8.102)
’ (2m)* Ky —ml [+ —m] [+ fy —m]

Tomando o trago e promovendo alguma reorganizagao algébrica, obtemos a expressao:

d*k 2k
L = 2{/ @) [k 4 Fa)® — miZ][(k 1 Fa)? — 2]




d*k 1
(2m)* [(k 4 ka2)? — m2][(k + k3)? — m?]

+ (ko + kg,)A/

s 1
RN i m s ey e
' 1

+Hk+ ks @) [(k + )2 — m2|[(k + Fa)? — 22
+(8m?* — (k1 — ko)? — (k1 — k3)? + (k2 — k3)?) X

X/ d*k k‘)\
2m)* (k2 — m2)[(k + ks — k1)2 — m?][(k + ks — k1)? — m2]
+ [[Am® — (ky — k2)) (ks — ka)x + [4m® — (ky — ks)?] (k2 — k1)a] %

d*k 1
X / (2m)4 [k2 — m2)[(k + ko — k)2 — m2][(k + ks — k1)2 — m?] } .(8.103)

Da expressao acima podemos notar que apenas os dois primeiros termos sao poten-
cialmente ambiguos. Os restantes sao integrais logaritmicamente divergentes ou finitas,
ambas com coeficientes nao-ambiguos. Nos podemos resolver todas as integrais e obter
assim uma expressao analitica para T/{/ 55 (ver cap.11). Entretanto, para nossos propdsitos

imediatos basta escrever isto na forma:

TV = —2(kg + k3)e[Dre] + TN A, (8.104)

onde TNA significa termos nao-ambiguos.

Tendo isto em mente nos listamos as outras funcoes de trés pontos. Primeiro;
TYFP = 2(ky + k3)e[Are] + TN A. (8.105)

Ainda, com um indice de Lorentz apenas, temos:

TP = 2(ky + ks )e[Dpe) + TNA. (8.106)
Por sua vez:
Tt = —2eauwe(kr + k2)o(Deo) + TN A, (8.107)
e também:
TinV = —2ezume(ky + k2)o(Deo) + TN A, (8.108)
que mostra uma parte ambigua idéntica aquela de T/Cf,A. Estas, entretanto, diferem nos

termos nao-ambiguos. Por 1ltimo as mais complexas:

2 2 2

TLZV = {(k’l + ko) {—3&%\ - ggEVAp)\ - ggguﬁw\



2
_ggf)\A,uV + QgAuAuf + 29{1/A)\u}
2 2 2

+ (k1 + ks)e {_3511% - ggguAuA - ggf,uAV)\

2
_ggf)\AuV + QQAVA,@ + 29§MA/\V}

2 2 2
bt he)e | =5 = g0l = Sgeulsy
(k2 + ks3)e S 396 5m T 30auln
2
_ggﬁ)\Am/ + 2g;wA>\§ + QQEAA;UJ:| + TNA} , (8109)
Para completar, a amplitude T)‘\LﬁA possui a mesma estrutura da parte possivelmente
ambigua que T A‘ﬁlfv, ou seja:
VAA| VvV

vt =T (8.110)

As outras amplitudes de trés pontos nao citadas sao todas nao-ambiguas, ainda que
divergentes.

Neste ponto poderiamos considerar todos os resultados obtidos até aqui e fazer uma
analise no que diz respeito as ambiguidades. Entretanto, como nos propusemos no inicio
deste estudo, estamos interessados também nas relacoes de simetria e, nesta altura, nada
poderiamos afirmar a respeito das Identidades de Ward pela possivel eliminacao dos ter-
mos ambiguos. Assim, antes de nos dedicarmos a analise dos resultados vamos considerar

as Identidades de Ward associadas as amplitudes do modelo.

8.5 Identidades de Ward

Na secao 2 nos introduzimos as relagoes de simetria a serem satisfeitas entre as amplitudes
do modelo sempre que um indice de Lorentz é contraido com o respectivo momento
externo (quadridivergéncia da corrente associada). Nesta segdo nds verificaremos sob
que condigoes estas relagoes sao satisfeitas para as amplitudes calculadas. Existem duas
maneiras, em principio equivalentes, de verificarmos a validade das Identidades de Ward
para uma certa funcao de Green. Uma delas envolve o calculo explicito apenas de fungoes
de Green com um menor nimero de pontos que aquela que se esta investigando, como
feito por Gerstein e Jackiw [2]. A outra é simplesmente o calculo explicito da funcao de
Green e a contragao com o momento externo que gera a relacao de interesse. Vejamos

para as fungoes de dois pontos, estas duas opgoes.



Primeiro consideramos a funcao de dois pontos le 5 definida na eq.(8.76), contrafda

com o momento externo (k; — kz),:

B vs_ [ d% [ - 1
=)= | T g~ B = S

Agora, antes de calcular o trago, nés utilizamos a identidade

(K, — #y) = [k+k1_m]_[k+k2_m]v (8.112)

entao:

=iy = [ ot i) G e 61

Comparando com a eq.(8.61) nés identificamos duas fungoes de Green de um ponto

escalares. A equacao acima pode ser representada diagramaticamente, como mostrado
na fig.(8.5). E evidente que a corrente vetorial somente serd conservada se nao houver
dependéncia com os momentos k; e ko nas fungdes de um ponto. Entretanto, utilizando
o resultado eq.(8.63) para T ficamos com:

K+K,
P,

K+K;

Figura 8.5: Representacao diagramatica da Identidade de Ward relativa a amplitude TX S,

(kl — kQ)#TXS = 4m(k2ak‘25 - klaklﬁ>[Aa6]' (8114)

Aparentemente, no que diz respeito as possiveis escolhas para os valores de ki e ko,
nao hé como ter (k; — ko) HTX S =0, pois k; ndo pode ser igual a ky e muito menos ambos
nulos.

Podemos verificar a validade da identidade pela contracao de (ky —kz),, com a expressao
obtida para T,"%, eq.(8.83):

(kl — kg) TVS —4m(/€1 kg)#(kl + 1{52)5[&#5]. (8115)



Passemos agora para a amplitude T/f 4. definida na eq.(8.84). Primeiro temos:

pa_ [ A% 1 - 1
(=T = [t g~ g |- G0

Agora introduzimos a identidade:

Ky = K)vs = [+ Ky — m]vs + 5[k + §, — m] + 2moys, (8.117)

no interior do trago, de modo que ficamos com:

PA _ PP d'k 1 !
(k1= ko), T,7 = 2mT" + / (27T)4Tr {1 [k + k, —m] }

) S

Novamente, a identidade, para ser satisfeita, dependera crucialmente dos valores as-
sumidos pelas fungoes de um ponto escalar. Agora é exigido que a soma de ambas nao

dependa de k; e ky. A representacao diagramética neste caso é mostrada na fig.(8.6).

K+ K, K+ K, K+ K, K+K,
- —— il "\_. y '_'\1
Y - | ! b |
=7 + 4 - | -+
(1{]-1{:} Y.{ VY. } =2m{ Vsl Vs * A -
- - _
KK, K+ K, ? 2

Figura 8.6: Representacao diagramatica da Identidade de Ward relativa a amplitude T’ f 4,

Substituindo os valores para as fungoes de um ponto ficamos com:

(k= k) T = 2mT" + 2m {4l guaa(m?) + 2[k1akis + kaakag) Dag} - (8.119)
Se toméssemos a expressio para T, eq.(8.86), contraindo com (ky —kz),,, obterfamos:
(ky — ko) TP = dm(ky — ky)? {[[log(mz)] - ( (4;)2> o(m?, m?, (y — ko) m2)} |

(8.120)




Reorganizando;
(kr = ko), T = 2m { =A[Lpuaa(m®)] + 2(k1 — k2)? Loy (m?)]

_ ((4;)2> (k1 — k2)?2Zo(m?,m?, (k1 — k2)*;m?)

—Q(Ii‘laklg + kgak’g/g)ﬁag}
+2m {4[Lpuaa(m®)] + 2(k1ak1g + kaakas) Dag (8.121)

que concorda com a eq.(8.119). A Identidade de Ward (eq.(8.22)) aparentemente serd
violada pelos termos ambiguos.

A préxima a ser considerada é a amplitude T/ﬁ,‘/. Aqui temos dois indices de Lo-
rentz,um para uma corrente vetorial e um para uma axial. Repetindo o procedimento

anterior obtemos, primeiro para a corrente vetorial:

() — kz)uT,fVV _ /g:fleT {%%m}
el e

Identificamos de imediato as fungoes de um ponto axiais, (fig.(8.1)). Elas sao iden-

ticamente nulas pelas propriedades dos tracos. Portanto a corrente vetorial é obtida

conservada:
(k1 — ko), T = 0. (8.123)
Agora para a corrente axial;
d*k 1
(k’l — k’g) T‘élv = —2m[va] —/*TT {’}/1/}/5}
e (2m)* [+ F, —m]

-] G ) (S120

Novamente temos fungoes de um ponto axiais (identicamente nulas), de modo que:
(ky — ko) T, = —2m[T,)"]. (8.125)

Aparentemente o resultado obtido é o desejado pois isto reflete a proporcionalidade
correta entre o divergente da corrente axial e a pseudo-escalar. Entretanto, como TV ¢

identicamente nula pelas propriedades dos tragos isto exige que também Tlﬁv seja identi-

TAV

camente nula. O célculo direto de Ty,

eq.(8.90), parece permitir, em principio, um valor



nao-nulo para T’ lf‘VV. Ainda, efetuando as contragoes na eq.(8.90) obtemos:
(k1 — k2), T3 = 0. (8.126)

e também:
(kv — ko), T = 0. (8.127)

Realmente a tunica possibilidade consistente para isto é que T;},V seja identicamente
nula. Isto é satisfeito de fato pela eq.(8.90) se para construirmos os momentos arbitrarios
ki e ko considerarmos apenas o momento externo g como ingrediente (ignorando a possi-

bilidade de vetores arbitrarios constantes). Como tal escolhendo:

k1= aq
{ by = (1— a)g. (8.128)

Esta conclusao é ainda mais importante para fungdes com maior nimero de pon-
tos (maior nimero de momentos externos), onde a nao restricao das arbitrariedades a
combinagdes lineares de momentos externos (fisicos) levaria a um nimero maior de pos-
sibilidades e a propriedades nao-fisicas para as amplitudes.

Apos esta breve discussao, nds voltamos para a funcao TXVV. Utilizando a adequada

identidade, eq.(8.112), no interior do trago, apés a contracao, ficamos com:

(k1 — k’2)qu‘b{/V - /(;lwk)‘lTT {%Wll_m]}
_/él?fler {%m}' (8.129)

Substituindo o resultado para a fungao de Green de um ponto vetorial, eq.(8.57),

ficaremos com:

koo kagk
(ky — ko), T = 4 {(—)khvau - %‘””
aBpp
1
3
klaklﬁklp

3 afpp

_kzuk;akzﬁ N

bV -

i kluk;aklﬁ A

af + kgkgpﬂp# + kgukgak2gﬂaﬁ}

1
af + gk%klpApy + kluklaklﬂﬁaﬁ} . (8130)



A conservacao da corrente vetorial exige que o lado direito se anule identicamente.
Aparentemente isto nao pode ser satisfeito com escolhas de valores de k1 e ky. A outra
corrente vetorial, associada ao indice y de TLV leva a conclusoes idénticas.

Passemos entao para T ‘ﬁ,A. Para esta funcao de Green temos duas correntes axiais.
Isto nos permite relaciona-las as amplitudes Tlfp e TPP por contracdes sucessivas com o
momento externo. Assim contraindo com (k; — k), e utilizando a eq.(8.117) no interior
do traco, ficamos com:

(k= ko) T = —2m[T7)+ | (ijyl” {”‘Wll—m]}

+ | G g (130

onde identificamos novamente as fungoes de um ponto vetoriais, fig.(8.78).

-~
Sk

Figura 8.7: Representagao diagramatica da Identidade de Ward (k; — kg)yTﬁA = QmTfP :

Substituindo os resultados para as fungoes TX fica:

(k1 — ko) T = 4{[~kosV s — kaakapkavapuy
 kaukaakas A 1

3 3

[_klaﬁau - klaklﬁklpaﬁpu

kkiok 1
—%WAM + 3k§k1pAWH

+2mT . (8.132)

afs + kng,ﬂApN + kgﬂkgakQﬁAOlﬁ]

A manutencao da Identidade de Ward (eq.(8.25)) depende de condigdes semelhantes

aquelas obtidas para a conservacao da corrente vetorial em T} "



A mesma identificacdo poderia ser feita tomando a forma explicita, eq.(8.101) para

T :},A e entao contraindo com (k; — ks3),. Isto nos forneceria:

(k1 — ko) T = 4{(ky = k2)u [V
+ (k1 — k2)vkiakas lagvn = Guplan — GupLav — GuvLDag]
+(k1 = k2)a (k1 — k2)s(k1 — k2), X
X o = 220, = 221, - f’ZWAaﬁ]}
+2mTF (8.133)
Nés podemos agora impor uma nova contracao, desta vez com (k; — ks), e verificar
a Identidade de Ward da eq.(8.26). fig.(8.8). A utilizagao do resultado eq.(8.121) obtido

para (k; — ko) #T:‘P nos mostra, entretanto, que nenhuma condigao nova surgiria deste

calculo.

K+k, K_}_Fl K'_"_"“
{K]-K:L {:KF‘K:}\, {Tu%': Y. - ] -(2m) IY %q_f' Vs + L‘-._,.'“':I + b -"JI }
K4k, i i

Figura 8.8: Representacao diagramatica para as duas correntes axiais de T;‘VA sucessiva-

mente contraidas com o momento externo.

Passemos agora para as funcgoes de trés pontos. Neste caso as investigacoes nao mais
serao feitas pelas duas possibilidades, como fizemos no caso das funcoes de dois pontos.
Consideraremos apenas aquele caminho que faz uso do calculo explicito de funcoes de dois
pontos, pela contracao desejada ainda no interior do trago, como feito na ref.[1].

Inicialmente tomemos a amplitude para o processo V' — SS. Para este caso, ilustrado
na fig.(8.9), escrevemos na conven¢ao adotada:

TVSS d4k 1 1 L - ;
(k3 — ko)\Ty / { k+k1 ]1[56—1—%2—771](%3 kQ)[%‘i‘k:&_m]},
(8.134)



P
.-’Jf’
R Y Y,L ~\ * K+ K 1
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q N
)8
K+K, ? e o
p\
Figura 8.9: Diagrama para o “canal direto” da amplitude TY* seguindo a convencao

adotada na secao 2.

onde ja efetuamos a contracao com o momento externo g, associado ao vértice com o

operador vetorial. Agora podemos utilizar no interior do traco a identidade:

(ks = Ky) = [+ Ky —m] — [f+ Ky —m], (8.135)
e entao reescrer a a eq.(8.134) na forma:
1 i 1 }
F 4Ky —m] [f+ Ky —m]
d*k - 1 - 1
it et e I

onde podemos identificar os termos com funcoes de dois pontos escalar-escalar, como

4
(k’g — k’Q))\T;/SS(]ﬁ, m; k‘z,m; k’g, m) = / <;ZW];:4T’I“ {i

indicado na fig.(8.10), ou seja:

K+K; ]
ke K+ K-l K+K.1
! oM i ho's
2/, N ot e
K+K /1\ K'i']{.g K+K3
2

Figura 8.10: Representagdo diagramdtica para (ks — ko), Ty 55.

(ks — kg),\T;/SS(k;l,m; ko, m; ks, m) = TSS(kl,m; ko, m) — TSS(kl,m; ks, m).  (8.137)



Uma rdpida comparacdo com a expressdo obtida para T°°, eq.(8.72), nos revela a
presenca de termos nao-ambiguos dependentes das diferengas (k1 — k2)? e (k1 — k3)? que

sdo, no presente caso, os momentos externos p? e p?, respectivamente. Explicitamente:
(ks — ko)A Ty 5% (ky, m; ko, m; kg, m) =
1
=2 (4m? — p'?) | L1pe(m?) — Zo(m?,m?, p%:m?
{2 gt = (1 ) 2t s

- (4m2 - p2) [Ilog(m2) - <(47ZT)2> ZO(m27 m2,p2; mQ)] }
+2(koakos — k3akss)DNag- (8.138)

Para verificar a relacao de simetria envolvida, a conservacao da corrente vetorial,

devemos acrescentar a este resultado aquele correspondente ao “canal cruzado”, ilustrado
na fig.(8.11).

FA
Rty a7 ] ’_'_";'{' ‘
T Y; Y K+¢€,
q e W
‘
K+€, ‘f‘
P

Figura 8.11: Diagrama correspondente ao “canal cruzado” de Ty =59,

Para este podemos escrever:

(l3 - lz),\T;/SS(ll,”% ly,m; I3, m) =

d*k R 1 R 1
-/ <27r>4”{1ué+/1—m]lww—m]“?’ e ]}7 (3139

que fornece;

VSss . . = d4]€ ! 1
(s = L)ATY "7 (I, m; L, mi s, m) - = / (2m)* 2mit" { [% +1 - m] [k +1y —m] }

d*k A 1
-/ >TT{ T ]1[&é+13—m]}' (8.140)




As expressoes eq.(8.136) e eq.(8.140) obtidas para os dois canais, sdo idénticas ex-
ceto por termos rotulado os momentos internos arbitrarios por [y, [y e l3. Fizemos isso
propositalmente para provocar, neste ponto, uma discussao bastante relevante, enquanto
discutimos a respeito das ambiguidades. A questdo é: existe alguma razao para que
os momentos internos sejam tomados iguais em contribuicoes de diagramas diferentes?
Sendo estes momentos arbitrarios tudo o que podemos afirmar a respeito do significado

dos k’s é o valor das diferencas:

(ks — k1) =p
(k1 — ko) =p" . (8.141)
(ks —ka2) = ¢

Sobre os produtos ou soma destes, nada pode ser dito. Os resultados obtidos, eq.(8.72)
para a funcdo T°° exibe produtos de k’s. Quando incluimos o diagrama cruzado as

diferencas relacionadas aos momentos externos, mantidos os momentos k’s seriam entao:

(k3 — k1) =p'
(k1 — ko) =p (8.142)
(k‘g — k‘z) = (.

Tendo em vista a mudanca do significado das diferencas entre os momentos k; e ks e
ki e ks terfamos alguma razao para interpretar os produtos kinkig, kaakas € kzaksg como
tendo significado idéntico para ambos os diagramas? Um vez que nenhum esfor¢o adici-
onal consideravel é necessario para incluir também este aspecto na discussao, tomaremos
os significados dos termos ambiguos, em principio, diferentes. Denominaremos por k's
os momentos arbitrarios para os diagramas diretos e por ['s aqueles correpondentes ao
diagrama cruzado.

Prosseguindo, substituimos os resultados para as fungoes de dois pontos envolvidas na
eq.(8.140), obtendo:

(I3 — L)ATY 55 (I, m; 1y, ms 13, m) =

= a{ant =) [ato) () 2 )|

/. Z /.
a1 |1g) = (1 ) 2t ) |
—|—2(l2al25 — lgalgg)Aag. (8143)



Somando entao as contribuigoes eq.(8.138) e eq.(8.143) obtemos para a Identidade de
Ward em questao:

DTN 755 = 2(kaakas — Ksakas) Dag + 2(laalas — lsalss) Dap- (8.144)

Assim, no nosso tratamento, a conservacao da corrente vetorial envolvida no processo
V — 55 foi reduzida a uma condi¢ao bastante simples completamente ambigua e contendo
a diferenca A, entre integrais logaritmicamente divergentes.

Nos entao passamos para a proxima Identidade de Ward, aquela para a transicao
V — PP. Esta contracao, que envolve funcoes de dois pontos pseudo-escalar-pseudo-
escalar, estd representada na fig.(8.12).

’J_» 'F}‘; K-l'Kj K‘f‘K]
” . £.2T)
(K;-K,) %< * } =Y. V-V Y
£, }u “ g e
& Jl"}/‘ K+K: K4 K_}

Figura 8.12: Representagao diagraméatica para (ks — ko) TV ¥

Substituindo as expressoes para as funcoes de dois pontos envolvidas e somando os

dois diagramas obtemos:
TN 7Y = 2(ksaksp — kaakag) Dag + 2(Izalzs — l2al2g) Dag- (8.145)

Ainda com um indice de Lorentz temos o processo A — SP, em cujo caso escrevemos:

B ASP _ d*k . 1 B 1
(o= 0t = [t g g~ R
(8.146)
Novamente podemos fazer uso de uma identidade no interior do trago:
(Ky = K3)vs = sl + Ky — m] + [F + Ky — mlys + 2mrs (8.147)

Com isso reescrevemos a eq.(8.146) na forma:



(ks — koW T = _Qm{/ (ZZ:;TT liwju;éll—m]%[kJr%i—m]%WﬂLk:ls_m]]}

d*k 1 R 1
/f%vTTPW+kfmek+%_nﬁ
d*k 1 1
] @™ [75[%"’%1_7”]%[%—%%2—771]]' (8.148)

Aqui é possivel identificar a funcdo de trés pontos 7757 e as funcoes de dois pontos 777

e T, como indicado diagramaticamente na fig.(8.13), isto é:

(kg - kz)ATfSP = —2mTPSP(k1, m; kg, m; ]{33, m) — TPP(kl, m; kQ, m)
—T%5(ky, m; ks, m). (8.149)

), [ 4 b= 2m < % }

K+¥K, KA+ K,y
/ 5 A A
~W NI P
R e
K+K; K+K;

Figura 8.13: Representacio diagramatica para (ks — ko) T55F.

Adicionando a contribui¢ao do diagrama cruzado:

T30 = —2m[TP75F) — 2(ksakss — kaakas) Dap — 2(Isalzs — laalog)Nas.  (8.150)

Obtivemos, portanto, a correta proporcionalidade entre as correntes axial e pseudo-
escalar mais termos potencialmente ambiguos.

Passemos a considerar agora casos com dois indices de Lorentz. De inicio tomemos o
processo S — V'V para o qual temos duas correntes vetoriais que devem ser conservadas
simultaneamente. A contracao com o momento externo p, fornece:

svv. . __ d4k !
(hs = M)u T = /( )TT{ [k+k1 ]””[k+k2—m]}

d*k 1 1
-/ Gy >T{ w+m 1%w+kfwm}‘ (8.151)




As funcoes de dois pontos envolvidas agora sao do tipo T7V9, como indicado na
fig.(8.14).

PYFJ, K_*'Kz K+K2
o i — =
5 i A N
o) {1 ¢ L=y
W S ke S
e K*‘K] K+K3

Figura 8.14: Representagao diagramatica para (ks — kq) HTlfVVV.

Utilizando a eq.(8.83) e incluindo o correspondente diagrama cruzado obtemos:

TS—)VV — 4m(k3 _ kfl)aAaV —+ 4m(l3 — ll)aAon
Da mesma forma obtemos:
LTSVY = dm(ky — ka)alap + Am(ly — 1) oDy,
— dm(p+ )l (8.153)

Para estes dois ultimos resultados merece o registro do carater nao-ambiguo. Isto
significa que podemos ter violacao das relacoes de simetria, dependendo do valor de A,
sem que isto esteja associado a ambiguidades.

Tratemos agora do processo S — AA. Primeiramente escrevemos:

_ SAA  _ 9, 1 1 1 1
(ks — k1), TS 2 / {% T f - ]%%[kvag—m]l[%Jr%g—m]}

1 1
TT{””%m%z—m]%[m&l—m1}
1 N 1
+/ {%%+%3—m]1[%+%2—m]}' (8159

Em cujo resultado identificamos as fungoes T4, TSV (ks, m; ko, m) e TAY (ky, m; ki, m),
podendo representd-lo diagramaticamente como na fig.(8.15). Utilizando os resultados
eq.(8.83) e eq.(8.86), ficamos com:




puTo M =2m[T7 P4 — dm(ky + ks)alay — 4m(ly + I3)alay- (8.155)

K+ K K+K,
L —
N ¢ A
+ %Y N
- % 5
K+ K K+ K.]

Figura 8.15: Representacéo diagramatica para (ks — ki), T .
De modo semelhante para a outra corrente axial:
p:ijV_}AA = Qm[Ti_}AP] - 4m(k‘1 + k’g)aAa“ - 4m(l1 + l2)aAocu~ (8156)

Consideremos agora o interessante caso V' — AP. Para o qual obtemos

var [ AR 1 !
(ks — ka)\T0 = /<2W)4T {VMWB[k+%1_m]75[%+k2—m]}

d*k 1 1
+ | G {W ] — } - (8.157)

O que mostra que as funcoes de dois pontos envolvidas sao do tipo Tlfp , como se pode
perceber na representagao diagramatica da fig.(8.16). Apesar do cardter divergente, estas
fungoes sdo nao-ambiguas, como indica a eq.(8.87). A inclusao do diagrama cruzado nos

conduz a identidade:

oIy, 4" =0. (8.158)

Isto mostra que obtemos a corrente vetorial conservada sem nenhuma restricao. Para

agora verificarmos a Identidade de Ward relativa a corrente axial fazemos:

R L 1 ! :
(ks = k)T, o [ et {W+k1—mJ%[ka—mJ”[%%g—ml}



AL K+ K, K+K,

.

Fl ° - . ~
} I T AL

g8 Kr}c_ K+K
I'}’ﬂ 2 1

Figura 8.16: Representagao diagramatica para (ks — ko) T A‘LAP )

d'k 1 !
+/4Tr{’YA’Y5W+k1 _m]75[k+k2—m]}
] ) 1
+ [ oy {%%+%3 ]1w+%—wﬂ} o

Esta nos permite identificar as fungoes de dois e trés pontos envolvidas, como mostrado

diagramaticamente na fig.(8.17). Adicionando o diagrama cruzado obtemos finalmente:

(1<3.1<|)Ll ['}; l ! =2m { %< }

K+K; KK,

— -
+fY;'\,p}/5\\!+ ;y +r}§' o *l

K+K; K+K.;

Figura 8.17: Representacao diagramatica para (ks — ki), Ty,

puTa, 0 = 2m[TY 7PP] — dm(ky + ks)aLaxr — 4m(ly + l3)a Do (8.160)

Resultado novamente expresso em termos das diferencas A,). Consideremos agora a

funcao de Green relativa ao processo P — V'V, que inicialmente escrevemos na forma:

d*k 1 1
(ks — k)T, " = /WTT {75 }



‘/%TT{%[M@—mﬂ”uu%i—m]}‘ (8101

Neste caso verificamos que as fungoes de dois pontos envolvidas sao do tipo Tf V. que
fornece uma representacao diagramdtica mostrada na fig.(8.18). Estas fungoes, como ja
mencionamos, sao identicamente nulas devido as propriedades dos tracos envolvendo a

matriz 5. Com isso obtemos sem restri¢oes a identidade:

puTu " =0, (8.162)
e de modo semelhante:

T =0, (8.163)

'JY“' K+]{! K+1K;

/,e'f e —— : ; J,..—b-—._\\l

(ks-K,) { V< =Y{ Y -Y Y
i'l 5 E '.“ | T el
| K+ K x K+K 1

Figura 8.18: Representagao diagramatica para (ks — kq) MT,ZVV.

De maneira andloga, para o processo V' — AS verificamos inicialmente a identidade

relativa a corrente vetorial;

(ks — ko) T3, = /%TT {%m jan %11 —m] 1 [+ ki —m) }

d*k 1 - 1
- Gt {W [y —— } (8.164)

As funcoes de dois pontos envolvidas sao do tipo T, ;:15 , situagao mostrada na fig.(8.19).

Uma vez que estas sao identicamente nulas, nés temos:
oIy, =0. (8.165)

Agora, tomando a divergéncia da corrente axial com o momento externo py;

B VAS _ oo 'k r L 1 ! A !
(k3 — k1), T, 2 /(27T)4T {%[%_Fkl—m]l[k—kkg—m]y [%+k3_m]}



Vb K+K, K+%,
- y VoA ¢ ”
. "‘\.M ? I{+'|{I K+K,

Figura 8.19: Representagao diagramatica para (ks — ko) T A‘LAS )

s 1 !
+/WTT{”W5W+%I—M W%‘m]}

dA 1 !
+/(27r)4TT {%[k%g—m]%[%%z—m}}' e

Novamente as contribui¢oes das fungoes de dois pontos, indicadas na fig.(8.20), sao
nulas, desta forma, com a inclusao do canal cruzado, ficamos com:

puTy, 4 = 2mTy Fo. (8.167)
’._,,,I’}"H'}"5 K+K, K+K 4
. P —
o~ . ‘|" _ l,( \l L3
(Ki' K 2) ’ fY:l P}/u b \.____-__,.H yr-trYS““ g !
" K+%K, K+K,

Figura 8.20: Representagao diagramatica para (ks — k1) #TKLAS .

Fornecendo assim a proporcionalidade correta entre as correntes axial e pseudo-escalar.

Com caracteristicas idénticas, as correntes axiais envolvidas no processo P — AA
levam imediatamente as relagoes:

TP—>AA =9 TP—>PA
p[/ pnv =z w )

sem quaisquer restrigoes.

Passemos agora a considerar as fungoes de trés pontos com trés indices de Lorentz.
Tomemos inicialmente o processo V' — V'V, para o qual temos:



VvV d4k
(s = kWTLLY = et {% [+ kﬁ —m] "+ %2 —m] }

‘/él?fv”{%w;l—mﬂ”[k%i—m]}' (8.169)

4%
T,

indicado na fig.(8.21). Verificando-se os resultados obtidos para estas (ver eq.(8.97)),

As fungoes de dois pontos presentes na Identidade de Ward sao do tipo como

notamos fungoes potencialmente ambiguas. A inclusdo da contribuicao do canal cruzado

e a substitui¢ao da eq.(8.97) nos leva a:

- — —
YL -%L
Lo I’Y:u } tAGDER AGD.
W v K+, K+K,
N

TVVV

Figura 8.21: Representagao diagramatica para (k3 — ka)x Ty, " -

q/\T)\\LjVV =4 [kloz(kQ - kS)ﬁ + lla(l2 - ZB),B] [aﬁ,uz/ - gzx,BAa,u - guBAaV - g;wAaﬁ] .

(8.170)
De modo analogo, para as outras correntes vetoriais teremos:
puT)‘\;;}VV =4 [k2a<k1 - k3)ﬂ + l3a(12 - ll)ﬁ] [aﬁw\ - gﬁ)\AaV - guBAa)\ - gy)\Aaﬁ] )
(8.171)
e também,;
P TV = 4 lksa(ka = k1)g + loa(h = I3)6] [apun — Guslar — 9rs Lo — GapLal -
(8.172)

Passemos agora a verificacao das Identidades de Ward relativas ao processo V' — AA.

Primeiramente tomemos:

v [ 1 1
(k3 — kATy,." = /(27T>4T {%75[k+k1_m]%%[kJer—m]}

d*k 1 1
_/WTT {vm L ey _m]}. (8.173)




Em cujo caso identificamos as fungoes de dois pontos T lf‘VA, como indicado diagramatica-

mente na fig.(8.22). Substituindo os resultados para estas, temos:

DD = dlkra (ke = k3)s + la(la = I3)s] [agur — 9upLan — GusLav = GuwDas] -

(8.174)
47 Y K+ K, K+ K
,'f g Al o y
(5= %), 1% }m - WY,
: \"--\HI ,Y ,Y I{+t\ 3 h+ K,
v'5
Figura 8.22: Representacao diagramatica para (ks — ka)aT5,,".
Para a corrente axial associada ao indice u, temos:
d4k 1 1 1
(ks — k1), Ty = 2m / {’75 Y Ys a }
w F+ K —m] T E A+ Ky —m] CE Ak —m]

d* k 1 1
v/ e {W ¥ —m] Py — ] }
d*k 1 1
-] Gy {% Bk —m " —m } (8.175)

onde, como indicado na fig.(8.23), as fungoes envolvidas s@o as fungoes T;},A e T,YVV- Substi-

tuindo as expressoes correspondentes e incluindo o diagrama cruzado,obtemos finalmente:

puTan M = 2m[TY, 7P 4 4 [kap(ky — ks)a + lsa(lz — 1) ] X
X [agrw — Guslra — 9nLlva — Grwlag] - (8.176)

De modo idéntico, a corrente axial associada ao indice v fornece:

pLTN A = 2m[TN, ) + Aksa (ke — k1) + log(li — 1)) X

Ay

X laprn = 9uslra — 9280 pa — Graulags) - (8.177)

Para concluir a andlise de todas as Identidades de Ward envolvendo funcgoes de um

dois e trés pontos resta apenas aquelas referentesa A — VV e A — AA. A primeira, que



| } =2m { LS ' % }

K+K; K+K,
e —— e —
r s N
+ le 1/5‘ . \LX,'}: = ’)‘;- ‘\ H+.J_)’}<’.
K"' Kz K‘i‘K 1

TVAA

Figura 8.23: Representagao diagramdtica para (k3 — k1), Ty,.,"

ja foi estudada no capitulo anterior, serd incluida apenas por completeza. Primeiramente

consideremos a corrente axial associada ao indice A:

(ks — k2AT5Y = Qm/ {’y" [+ kll —m] i ¥+ %12 ]75 ¥+ k:ls —m] }

. 1
_/WTT {“ms[kJr% —m] "+ —m]}

/ Ik { ! ! } (8.178)
— | omalr s o :
(2m)* PR —m] T E R -

Da expressao acima podemos identificar agora a fungao de trés pontos Tﬁvv e as de
dois pontos T ;},V, situagao representada pela fig.(8.24). Substituindo os resultados para
as fungoes de dois pontos e incluindo o diagrama cruzado temos:

T)ﬁﬁ;)VV — _Qm[TIZ—)VV]
+2icpas [(Kigkas + ksehi) Dca + (kackia + Fighsa) Aggl

Para a corrente vetorial associada ao indice p, temos:

AVYV d'k
(ks — k1) Ty = /<27T)4T7‘ {%% T+ kll — m]% F+ klg — m]}

d*k 1 1
- et {W Py — }  (8.180)




K+ K, K+K;
{/ B } E +’,-' .-\\._r
R A
K+ Kg K+K i
Figura 8.24: Representagao diagramatica para (ks — k2) AT;\‘L‘;V.

AV
T,

resultados anteriores e a inclusao do diagrama cruzado obtemos:

onde identificamos as funcoes de dois pontos como mostrado na fig.(8.25). Com os

puT,{LLjVV —
2ieraws [kap(k1 — k3)eDea + kag (k1 — ks)aDes]

+2ira0s (e (11 — 12) 5060 + lsa(ly — L) Des) . (8.181)

» "-'YH K+ K, K+K;

‘ £ o o

- / b 'y i

RN S A S A
e, v K+K, K+K,
v
Figura 8.25: Representagao diagramatica para (ks — k1), T5," -

De modo completamente analogo verificamos a identidade associada ao indice v:

nIT" =
2ixapp (ke (k2 — k1)sDes + ksal(kz — k)¢ Deg]
4_2igkau5 UQB(ll —-lg)glﬁga %—l2§(l1——l3)all§5]. (8.182)

Por fim tratemos das Identidades de Ward da amplitude A — AA. Inicialmente



tomemos:

T L ! 1 1
(ks k2)AT/\W 2 /(27r)4T {75[k+k1_m]7u75[k+k2_m]7ﬂ5w+k3_m]}

d*k 1 1
+f o {W Fr by —m] M+ - m]}

d*k 1 1
_/WTT {%’75 y —— oy _m]}. (8.183)

AV
Ty,

na fig.(8.26). Substituindo as expressoes para estas amplitudes e incluindo também o

Identificamos entao a fungao de trés pontos Tlﬁ,AA e as de dois pontos como indicado

diagrama cruzado obtemos:

q/\T)I\tjAA — _QmTMP;—LAA
+2iewap { (Fackis + kiekss) Dea + (Kichoa + ksehia) Nes}
—2ieuvap {(l2ghp + lielsp) Dea + (leloa + lscha) Deg} . (8.184)

De modo semelhante;

p#T)‘ﬁLjAA = 277’LT)€/HPA + 2’i€)\ya5 {(/{3251{315 + k15k35>A5a + (/ﬁékga + kggkla)ﬂgg}

—2i€)\ya,3 {(lggllﬁ + llglgﬁ)Aga + <l15120¢ + lg{lla)Agg} . (8185)
Finalmente:
P Tt = =2mT57 " + 2ieyap { (kaekip + kiekss) Dca + (Kigkaa + ksekia) Des}
—22'8;“,065 {(lgglw + llglg/g)Aga + <11512a + lggha)ﬁgg} s (8186)

o que completa nossos objetivos para este capitulo. Vamos entao analisar e discutir os
resultados obtidos.

8.6 Conclusoes

Para um modelo de férmions de spin 1/2 livres e com massas iguais, definido na se¢éo 2,
nos estabelecemos Identidades de Ward a serem satisfeitas pelas funcoes de Green de um,
dois e trés pontos. Na secao 4 calculamos explicitamente as fungoes de um e dois pontos

e avaliamos os termos ambiguos para aquelas de trés pontos. Na secao 5 consideramos
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Figura 8.26: Representagao diagramatica para (ks — k2) AT;{LﬁA.

as Identidades de Ward que relacionam estas amplitudes cujos graus superficiais de di-
vergéncia sao cibicos, quadréticos e lineares (um, dois e trés pontos, respectivamente) e,
portanto, todas potencialmente ambiguas.

Para efetuar os calculos seguimos uma estratégia simples, no que diz respeito as di-
vergéncias; ao invés de adotar uma regularizacao especifica, utilizamos apenas proprieda-
des gerais de uma eventual distribuicao regularizadora: Ela deve ser par no momento do
“loop” e deve possuir um limite de conexao. Nenhuma distribuicao que, apesar de tornar
finitas as integrais divergentes, deixe de possuir tais propriedades poderia se cons-tituir
numa regularizagao aceitavel. Por isso nos resultados que obtivemos ainda estao conti-
dos aqueles correspondentes a regularizacoes especificas e obté-las é tarefa extremamente
facil. Isto porque foi possivel escrever as partes divergentes, mantidas intactas, em todas

as amplitudes, em termos de apenas trés combinagoes basicas;

o = [ dik 24kk ks [ Ak dkk,
o = A (2m)* (k2 — m?)4 Gop A (2m)4 [(k? — m?)3]
Ak dksk, Ak 4k,
— — 1
o | oy 7w~ 9y i (8187
d*k 2k,k, 'k g
Vi = /A(zwyi (k% — m2)? _/A(zw)ét (k% — m?) (8.188)

d*k  4k,k, d*k y
oA, = / p —/ I (8.189)
A (2m)4 (k2 — m?)3 A (2m)4 (k2 — m?)?
mais aquelas T,uqqa(m?) e Ijp,(m?). Com isso se desejamos passar dos nossos resultados
para aqueles que seriam obtidos se todos os calculos tivessem sido feitos numa certa

regularizacao basta calcular as integrais divergentes citadas acima com este método e



obteriamos a expressao almejada. Em particular para obtermos os resultados de Gerstein

e Jackiw [2] basta calcular os objetos acima fazendo, por exemplo para A, no interior

ws
da integral,

by — K2gu = (K = m) + m]g,, (8.190)

e portanto:

Dy = Guw {@;)2 <—;>} , (8.191)

e assim por diante para os outros objetos. Este passo corresponde ao calculo dos termos
de superficie, tomando os limites de modo simétrico. E facil, assim procedendo, obter
todos os termos [6] das tabelas I e IT da ref.[2].

Por outro lado, para obtermos os resultados correspondentes aqueles da Regularizacao
Dimensional, basta explicitar Ijoy(m?) e I uqaq(m?) na linguagem especifica do método e
tomar Ang, Vag € apuw todos nulos.

A tarefa de analisar os resultados com vistas a ambiguidades e relagoes de simetria é
bastante facil, imediata e completamente transparente. Todas as condic¢oes foram coloca-

das em termos dos objetos Ay, Vag € apuw-

e Ambiguidades

Em todas as amplitudes as dependéncias com as escolhas arbitrarias dos momentos
para as linhas internas aparecem apenas como coeficientes das diferencas entre in-
tegrais com o mesmo grau de divergéncia. Com isto a conclusao é imediata: uma

distribuic¢ao regularizadora (método de regularizagao) que possua as propriedades:

Reg 0
afuv
Reg __
V! =0 (8.192)
N

eliminard todas as ambiguidades possiveis envolvidas nos calculos destas amplitudes,

automaticamente. Notemos que isto é condicao necessaria e suficiente.

De certo modo nao é surpresa que as ambiguidades possam ser eliminadas. Isto
também poderia ser feito se, ao efetuarmos “shifts”, ignorassemos os termos de
superficie correspondentes. Embora isso acabe sendo equivalente, do ponto de vista
de uma filosofia de regularizacao isto é bem mais abrangente. Se afirméssemos
apenas que é permitido efetuar “shifts” desapareceriam todos os termos ambiguos
e isto nao garantiria que todas as Identidades de Ward seriam satisfeitas, como

veremos a seguir.



o Identidades de Ward

Poderiamos afirmar que a presenga de ambiguidades sempre pode levar a violagoes
de simetria. Em alguns casos poderiamos efetuar escolhas convenientes de ambigui-
dades sem exigir que as condigbes eq.(8.192) sejam satisfeitas. Existem entretanto
termos de violagao que nao sao ambiguos. Portanto estariam presentes em qualquer
escolha para os momentos das linhas internas e consequentemente nao seriam elimi-
nados se permitissemos efetuar “shifts” (desprezando termos de superficie). Este
é o caso, por exemplo, de TLV e T:LA onde a diferenca entre integrais quadratica-
mente divergentes V,3 aparece com coeficiente nao-ambiguo. Também as fungoes
de trés pontos T’ }fVVV e TlfVAA envolvem a diferenca 2,5 como condigao para que suas

Identidades de Ward sejam satisfeitas. A diferenca .3 apareceria nao-ambigua na

TVVVV

Ly | em termos de violagao [5].

funcao de quatro pontos

Nos entao poderiamos inverter nossa analise principiando exatamente por estas am-
plitudes extraindo a conclusao de que, sem considerar ambiguidades, para obtermos
tais identidades satisfeitas terfamos como unica possibilidade exigir que as relagoes
na eq.(8.192) fossem validas. Verificarifamos posteriormente que estas condigoes

eliminam simultaneamente as ambiguidades consideradas aqui.

E facil concluir, qualquer que seja a andlise efetuada, que nao havera nenhuma
possibilidade de consisténcia sem que o, Vo € Ay, sejam todos nulos. Estas
condigbes podem ser colocadas na forma de relagdes entre integrais divergentes (com

o mesmo grau de divergéncia):

d*k 24k, k, koks
/A (27_[_)4 (kgu_ m2)4 = [goz,é’g;u/ + gauguﬁ + gowguﬁ] Iquad(m2>

Ak 2k,k, )
./A (2m)4 (k2 — m?2)? = g#l/[quad(m )

'k 4kk, ,
./A (27‘(‘)4 (k;2 — m2)3 = g,uullog(m ) (8193)

Isto reduz, em um método consistente, a variedade de objetos divergentes a apenas
dois: Tjg(m?) e Ijuea(m?), quando as divergéncias nao sao de grau superior a ctibico
(a0 nivel um “loop”). A consisténcia de um eventual método de regularizacao,
segundo nossa analise, vem unicamente das relacoes que estabelece entre integrais

divergentes com o mesmo grau.



Neste ponto nos deparamos com conclusoes importantes e, até certo ponto, surpre-

endentes. Seguindo o método de andlise de Gerstein e Jackiw, historicamente utili-

zado para estabelecer as violagoes de relagoes de simetria, encontramos um conjunto
de condigoes que permitem todas as relagoes, analisadas deste modo, serem satisfei-

tas.

Estas condicoes eliminam a possibilidade de ambiguidades, levam a Identidades de
Ward satisfeitas e permitem conectar os resultados com aqueles da R.D., nos casos
onde este método se aplica. Assim, seguindo a estratégia da ref.[2] para analisar as
relagoes de simetria, porém tratando as divergéncias de acordo com a nossa pres-
cricao, obteremos formas finais onde é possivel um mapeamento com os resultados ou

da R.D. ou de Gerstein e Jackiw, mas nao ambos com a mesma interpretacao. Isto

nos deixa duas opc¢oes profundamente distintas; se adotarmos a interpretacao que
nos da o ponto de vista dos termos de superficie podemos estabelecer as anomalias
como o faz Jackiw, mas contaminamos as amplitudes fisicas com ambiguidades e
estaremos admitindo abrir mao da invariancia translacional, a mais basicas das
simetrias do espaco-tempo. Se, por outro lado, adotamos a interpretacao que nos
fornece os resultados da R.D. [6], para todas as amplitudes, teremos todas as relagoes
de simetria satisfeitas, inclusive aquelas anomalas. Em outras palavras, o método
utilizado por Gerstein e Jackiw, para estabelecer a existéncia das anomalias, pode
ser utilizado para mostrar exatamente o oposto. Visto de outro modo, é necessario
primeiro violar uma simetria fundamental para posteriormente poder “acertar” o

valor das anomalias.

O que buscamos ¢ uma regra Unica para tratar todas as amplitudes divergentes em
TQC. Por isso nao podemos aceitar tratar as amplitudes anomalas de um ponto
de vista que leva a flagrantes inconsisténcias para outras amplitudes que, por isso,
devem ser tratadas pela R.D. Estas constatacoes nao nos permitem afirmar que
as anomalias nao existem. Elas indicam, por outro lado, que o modo tradicional
utilizado para estabelecé-las nao é sustentavel. As anomalias devem emergir com
os valores e interpretagoes corretas em célculos livres de inconsisténcias. Sobre isto
voltaremos a discutir no capitulo 12, apds uma analise mais profunda das relacoes
de comsisténcia, condi¢oes que abriram a possibilidade para este tipo de anélise.
Antes porém vamos ampliar as investigacoes para situacoes mais complexas, como

é o caso onde os férmions internos ao “loop” carregam massas diferentes.
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Capitulo 9

Ambiguidades e relacoes de simetria
em um modelo de Férmions de spin

1/2 livres com massas diferentes

9.1 Introducao

Existe uma variedade razoavel de situacgoes a serem enfrentadas, no que diz respeito a pre-
senca de divergéencias em solugoes perturbativas de Teorias Quanticas de Campos. Cada
uma delas relaciona-se a fenomenologia especifica associada a teoria construida. Como
tal, podemos ter a presenca de particulas todas com massas nao-nulas e iguais ou diferen-
tes. Podemos ainda ter uma ou todas as particulas com massas nulas. Cada uma destas
situagoes possui peculiaridades que implicam em problemas especificos a serem conside-
rados nas manipulacoes e célculos envolvendo divergéncias. Um tratamento que se mostre
consistente para uma situagao especifica nao necessariamente o sera noutra. E necessdrio
que cada caso seja considerado e fique demonstrada a consisténcia em todos eles para que
possamos dar crédito a uma eventual filosofia destinada a permitir manuseabilidade as
amplitudes fisicas contaminadas pelas divergéncias, tipicas do calculo perturbativo.

No capitulo anterior consideramos um modelo com apenas um tipo de férmion de spin
1/2 massivo. La utilizamos uma estratégia para a reorganizagdo do integrando das in-
tegrais divergentes, deixando os termos dependentes dos momentos externos em termos
finitos. Naqueles divergentes obtidos aparece a massa fermionica. A andlise que fizemos

permite a definicao de uma estratégia consistente fundamentada em um pequeno conjunto
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de condicoes envolvendo as integrais divergentes obtidas e portanto a massa do férmion.
O momento é entao de nos questionarmos a respeito da possibilidade de tratar um mo-
delo ou teoria em que ocorre a presenca de massas diferentes nas amplitudes, dentro da
mesma estratégia [1]. Neste caso algumas questoes surgem de imediato: Qual das massas
deve ser escolhida para a definicao das quantidades divergentes? Qual o papel especial de-
sempenhado pela massa eventualmente escolhida para esta funcao? Além disso, podemos
esperar novos tipos de ambiguidades ou condicoes a serem satisfeitas pelas manipulacoes
necessarias a fim de obtermos amplitudes consistentes, nao-ambiguas e satisfazendo as
Identidades de Ward?

Neste capitulo nos deparamos com questoes as quais nao precisamos considerar no
capitulo anterior e veremos que tratar problemas com massas diferentes é muito mais
restritivo.

O principal aspecto novo envolvido esta relacionado ao fato de a quantidade mantida
como definidora das quantidades divergentes desempenhar o papel de escala para todas as
quantidades fisicas envolvidas na amplitude fisica. Como esta escolha é arbitraria surgirao
dois importantes ingredientes: ambiguidades de escala e invariancia de escala.

Seguiremos aqui os mesmos passos do capitulo anterior.

9.2 O modelo, correntes e Identidades de Ward

Consideramos agora um modelo composto por férmions de spin 1/2 porém com massas
diferentes. Os campos obedecerao portanto, individualmente, a equacao de Dirac. Por
sua vez as correntes;

Ji(x) = Ya()Tithe(2), (9.1)
podem envolver campos com massas diferentes. Com isso as modificacoes nas propriedades

do modelo serao na quadridivergéncia das correntes vetorial e axial, agora dadas por:

OuA () = (my +my)P(x),
e nos propagadores fermionicos que carregarao massas diferentes;
. 0
iSp(psma) = P—— (9.3)
Com estes ingredientes nés definimos as funcoes de um ponto;
. d*k 1
T'(l,mq) = /7Tr {FZ} , (9.4)
(2m)* [(F+ 1) — m]



as funcgoes de dois pontos;
d*k 1 1

T (ky,m; kg, ms) :/

as fungoes de trés pontos;

d*k 1 1 1

T (ky, my; ka, ma; ks, ms3) Z/iTT

(2m) {FZ’ G k) —m] [ Fy) ]!

(9.6)
e assim por diante.

Precisamos deixar claro que sao campos fermionicos diferindo entre si apenas pelo
fato de carregarem massas diferentes. Nao ha ntimeros quanticos internos e os operadores
associados & geragao das correntes axial e vetor sdo nidmeros usuais (simetrias Ua(1) e
Uy (1)) que portanto comutam entre si. As situagoes envolvendo simetrias menos triviais
(nao-abelianas) serao consideradas em outra oportunidade [2].

As Identidade de Ward s@o agora um pouco diferentes e por isso vamos expo-las todas

novamente:

e Funcoes de um ponto:

T (ki,my) = 0. (9.7)

e Funcoes de dois pontos:

(kl—kg)“T,YS(kl,ml; ko, ma) = (m1—m2)TSS(/€1,m1; k27m2)+TS(k2,m2)—TS(k1,m1)
(9.8)

(k1 — kz)“T,ﬁV(lﬁa ma; ka,ma) = (my — mz)TyS(lﬁ,ml; ko, my) (9.9)

(k’l — k‘g)yTLV(kl, m; ]{?2, m) == (m1 - mg)TXS(k:l, my; kQ, mg) (910)

(lﬁ—kz)“TfP(kl,ml; ka,ma) = —(my+mo) TP (ky,my; ke, ma) =T (ka, ma) =T (ky,m1)

(9.11)

[(F + K5) —ma]

}



(k1 — kz)“T,ﬁ,V(kl, ma; ko, ma) =

(k1 — ]{72)VT:‘VV<klam1§ ko, ma) =
(kl kQ)MT (klamla k27m2)

(ky — kQ)yTﬁ/A(klaml; ko, ma) =

e Funcoes de trés pontos:

)\TV—>SS

)\TV—>PP

AmA—SP __
q"Tx =

uTS—W’V

/VTSHVV

p

TS—)AA

/VTS—>AA

TP—}AV

/UTP—>AV

(ml +m2)T (k17m17k27m2)
(mq — mz)TfS(kl, my; ka, ma)
(ml +m2)T (klamlakQamQ)

(my + mz)TfP(kl, my; ka, my).

(mg — my) TS5
(mS 2)TP—>PP

(g + my)TT5P
(mg —ma) T~V
(mgy —m )T[?HVS

(ml + ms )Tf_)PA

(my +m )Tlf_)AP

(my +mg) TV

<m2 my )Tf—>AS

(9.12)

(9.13)

(9.14)

(9.15)

(9.16)

(9.17)

(9.18)

(9.19)

(9.20)

(9.21)

(9.22)

(9.23)

(9.24)



upnP—VV
p Ty,y -

wmP—-VV __
p T,uu -

npS—AV
p Tuy -

wrmS—AV
p Tp,l/ -

umP—AA __
p T;u/ -

/vrmP—AA
p'T,,

AA=VVYV
q T/\;U/ -

wmpmA—->VV
p T)\,ull -

wmA—-VV
p T)\MV -

AA—AA
q T/\,uu -

npmA—AA
p T)\,Lw -

lwmA—AA __
p T)\MV -

AV =VV
q T)\,uzz -

(m3 . m1>Tf—>SV

(m2 . ml)TP—>VS

(my +my) TS~V

(m2 o m1>TS—>AS

(ml + mg)TVPHPA

(m1 + mg)Tf_)AP

<m3 + ml)T,Z_H/V

(ml o m3>T)1\4V~>SV

(mg — ml)T/C;’VS
(mg + m3)T£7AA
(my + ma) T, 74
T;}L—WA

(m1 -+ mg)

(m3 o mQ)TfyaVV

(9.25)

(9.26)

(9.27)

(9.28)

(9.29)

(9.30)

(9.31)

(9.32)

(9.33)

(9.34)

(9.35)

(9.36)

(9.37)



P TV VY = (mg —my)TY, Y (9.38)

prThy Y = (my —my)Ty,” V5 (9.39)
MY = (mg — ma) T4 (9.40)
PTY M = (my + ma) Ty, 04 (9.41)
MM = (ma + ma) Ty, A (9.42)

Notemos agora a maior restritividade imposta pelas relacoes acima. Todas as funcoes
relacionam-se através das Identidades de Ward. Vamos entao analisar a questao das

ambiguidades dentro da mesma estratégia adotada anteriormente.

9.3 Ambiguidades

Ao efetuarmos as manipulacoes, dentro da nossa estratégia, encontraremos agora outro
tipo de ambiguidade, que se manifesta naturalmente em problemas com massas diferentes,
mas que, a rigor, estaria presente em todos aqueles envolvendo amplitudes divergentes.
Este tipo de ambiguidade tem origem na arbitrariedade existente na separacao das partes
finitas e divergentes. No nosso tratamento isto se manifestara na escolha das identidades
utilizadas na separagao da parte dependente dos momentos externos. Se podemos esco-
lher qualquer uma das massas para deixar nos termos divergentes podemos utilizar uma
massa arbitraria. A possibilidade da dependéncia com essa massa arbitraria na amplitude
como um todo representa um novo tipo de ambiguidade. Devido ao fato de esta quanti-
dade desempenhar o papel de escala para a amplitude fisica nés denominaremos isso de
“ambiguidade de escala”. A eliminacao deste novo tipo de ambiguidade se dard através
da exigéncia da importante propriedade de invariancia de escala para amplitudes fisicas

que somente serd satisfeita se for obtida valida integral-por-integral.



9.3.1 Funcgoes de um ponto

Iniciemos agora, por conveniéncia, pela funcao escalar;

rtm) = | G =) 4

para o qual o traco de Dirac fornece:

dr
S
T nms) = m; | G R

Até este ponto nao notamos nenhuma diferenca em relacao ao caso de massas iguais No

(9.44)

préximo passo adotamos implicitamente uma distribuicao regularizadora e realizamos as
manipulacoes de modo a obter a expressao na forma desejada: dependéncia no momento
k, apenas em integrais finitas. As integrais divergentes serao escritas em termos da massa
m;. A questao ¢ entao qual das massas escolher para caracterizar os termos divergentes
em um modelo, onde outras amplitudes divergentes possivelmente relacionadas a esta
por Identidades de Ward, podem ter massas diferentes. Neste problema esta escondido
um dos mais importantes ingredientes para amplitudes fisicas divergentes, principalmente
no caso de massas diferentes: a invariancia de escala. Para verificar isto assumimos a
escolha da massa m;, a mesma presente no propagador da fungao de um ponto. Neste

caso ficariamos com o resultado obtido no capitulo anterior:

4k 1 ) ,
/A @) (k+ ki )2 —m2 Lguad(m3) + krgkia e (mj), (9.45)

onde mantivemos a mesma notacao para as quantidades definidas anteriormente. Alter-

nativamente poderiamos reescrever o integrando na forma:

d'k 1 o d% 1
/A(W (k+k)2—m2 /A(2w>4 (k2 — \2)

. . A%k 1
_()\ _mj)//\(27)4 (/{22—)\2)2

ek /d4k ke, / &k g
BRI S 2m)E (k2 = 223 Ja (2m)t (K2 — N2)?

{/ d*k (k%—m?—&—)\Q)Q _/ d*k (k%+2k1-k+)\2—m§)3 }
@2m)t (k2= A2)3 2m)t (k2 — X2P3[(k + k1)2 —m?] |

J

(9.46)

Aqui a quantidade A\? pode ser uma das outras massas da teoria ou mesmo uma

quantidade arbitraria. Evidentemente que, devido a esse carater arbitrario de A2, nenhum



significado razoavel deve ser atribuido a eventuais resultados para as integrais do lado
direito que levem a uma dependéncia com esta quantidade. Ele deve ser ainda idéntico
aquele da eq.(9.45) pois trata-se da mesma integral. Para verificar estas possibilidades

primeiro resolvemos as integrais finitas e reorganizamos. Assim:

d4k: 1 2 2 2 2
/A @m)*(k+k)2—m? Lguaa(A%) + (M =A%) l10g (A7)
i 2 2 2 )\72
() [ =i (5|
+hiak150as(A?). (9.47)

O termo entre chaves nada mais é do que Iquad(m?) em consequéncia da relacao algébrica:

Ljuad(ND) = Lguad(A3) + (AT = A3) T10g(A3)
4 2 2 2 )‘%

E importante notar que esta propriedade, embora seja consequéncia de simples mani-
pulacoes algébricas, significa um exigéncia sobre uma regularizacao com a pretencao de
ser consistente. Portanto ficamos com

4
/A (%4 (k+ kll)z 2 Lyuad(m5) + k1akap Das(A?). (9.49)

Comparando esta expressao com a eq.(9.45) obtida para mesma integral nos damos
conta de outro tipo de ambiguidade existente nestas manipulagoes. Se a diferenca entre
integrais divergentes A, for dependente do parametro A\?, que foi escolhido para caracte-
rizd-las, em uma eventual regularizacao adotada, entao os dois resultados, para a mesma
integral, nao poderao ser iguais. Nos denominamos este tipo de ambiguidade de “ambi-
guidade de escala”, como ficara mais claro a seguir. Nao ha mencao a respeito disto na
literatura. Por ora para a pergunta “qual das massas da teoria manteremos em integrais
divergentes?”, adotaremos a resposta: qualquer uma ou até mesmo uma massa arbitrdria
A2. Nenhuma consequéncia fisica deverd depender desta escolha e uma especifica podera,
a qualquer momento, ser convertida na outra, se necessario ou conveniente. Possiveis
ambiguidades existentes entre os caminhos deverao estar contidas apenas em termos de-
pendentes das diferengas entre integrais divergentes A,5(\?), Vag(A?) € apu(A?), como

veremos nos calculos posteriores.



A funcao de um ponto T;/(kl, m;) serd entao dada por:

klﬁklaklu
3 afuv
kiky,

Ty (ki,m;) = 4{_k1ﬁvﬁu()‘2>_ (A?)

kiok1sk
_ %WA/B&()\Z) +

Nesta expressao fica clara a existéncia de dois tipos de ambiguidades associadas a duas
possiveis escolhas arbitrarias. Admitir qualquer valor para as quantidades A,p()\?),
Vas(A?) € apu(A?) diferente de zero significa contaminar uma amplitude com ambas.

Prosseguiremos as investigagoes em busca de novos elementos.

9.3.2 Funcoes de dois pontos

Consideremos novamente o célculo das fungoes de dois pontos agora com massas diferentes

para os propagadores das linhas internas. Tomemos a amplitude 7 agora dada por:

d*k - 1 - 1
TSS(kl,ml;kg,mg) = /T?”{l 1 } . (951)
(2m)* K+ ) —mi (F+Ky) —ma
E importante notar que rotulamos a massa do propagador com momento k + k; por
m;. Para nao tornar muito densa a notagao, quando nao for relevante ou nao representar

risco de confusdo, simplificaremos a denominacio para, neste caso, apenas T°°. Assim:

Tss_Q/d4k 1 +/ d*k 1
N 2m)4 (k + ky)2 — m? (2m)% (k + ko)? — m3

) L [ Ak 1
o= s =1 e 0

As integrais quadraticamente divergentes ja foram consideradas anteriormente, a integral

logaritmicamente divergente, por sua vez, se apresenta como um exemplo importante para

nos aprofundarmos um pouco mais na discussao sobre a “invariancia de escala”.
Escolhamos inicialmente a massa m; para ser deixada nas integrais divergentes. Uma

identidade conveniente ¢ a seguinte:

/ d*k 1 _ / d*k 1
A (21)1 [(k + k1)? — mi][(k + k2)? — m3] A (2m)* (k% — m7)?
_/ d'k (K2 + 2k, - k)
2m)* [(k2 = m)?|[(k + k1)? — mi]



_/ d'% (k3 + 2k - k +m3 — m3)
2m) [(k2 — m2)?][(k + k2)? — m2]
Y e PR (R R )

(om) [ =P[Ok + k)2 = — 20 + )2 = 03]

(9.53)

A solucao das integrais finitas nos leva ao resultado:

4 .
| oy T B =g~ Pl ((4@) ol (= h)fim)

(9.54)
De onde é importante notar que a massa m;, que aparece no objeto basico divergente,
também aparece como escala na funcao Z; obtida. Uma outra possibilidade de efetuar

este calculo seria adotar uma escala arbitraria A%, ou seja, utilizando a identidade:

/ d*k 1 _ / d*k 1
A 2m)* [(k + k1)? = mi][(k + k2)? — m3] A (2m)* (K2 = A%)?
_/ d*k (k + 2k - k+ A —mi)
(2m)* [(k* = N)?][(K + k1)* — mi]
_/ d'k (k3 +2ky - k4 A2 —m3)
(2m)* [(k2 = N2)?][(K + k2)* — m3]
/ d*k (k3 +2ky -k + X2 —m?)(k3 + 2ky - k + X2 — m3)
(2m)* (B = N)?)[(K + k1)? = mi][(k + k2)? —m3]

(9.55)

As integrais finitas podem ser calculadas e neste caso fornecem:

4 .
[yt mr i ar = w0~ (e At =

(9.56)
Desta vez o parametro arbitrario A2 é que desempenha a funcao de escala na funcao
Zy obtida. O resultado na eq.(9.54) pode ser agora visto como uma escolha particular
A2 = m? na eq.(9.56). Entretanto, se escolhermos na eq.(9.56), A = m2 os resultados
serao idénticos? Para verificar isto basta utilizar o relacao (algébrica) entre objetos bésicos

logaritmicos;
2 2 1 )\%
Ilog(/\1> = Ilog(>\2) + W In )\7% y (957)

e a propriedade de escala das funcoes Zy;

Zr(mi,m3, % N]) = Zy(mi, m3,q% \3) +

1 A2
S (A%> , (9.58)



com isso podemos converter o a eq.(9.54) numa expressao que corresponde a escolha m3
como escala. Explicitamente;

/ d*k 1 _
A (2m)1 [(k + k1)? — mi][(k + k2)? — m%]

= lipg(m?) — ((42)

)
= Lioy(m3) + <(4;)2) " <ﬂm€>
{

- ((4;)2) Zo(mi, m3, (ky — k2)*m3) + In <

)
= tu3) ~ (e ) 2 i o) (959)

de onde fica claro o papel de escala desempenhado pela quantidade mantida como de-
finidora dos objetos basicos divergentes. Isto se repetird em integrais mais complexas
algebricamente. Para todas valera a invariancia de escala representada por;
ol
N2
se 0s objetos Aus(A?), Vag(A?) e apu(A?) forem garantidamente nulos (para a parte

=0, (9.60)

nao-ambigua das integrais). Esta propriedade, invariancia de escala é fundamental para
atribuirmos significado fisico consistente as amplitudes contendo divergéncias. Nao se
trata apenas de mais um tipo de ambiguidade. E importante notar que a eq.(9.60) nao
significa que estamos derivando uma integral divergente, mas sim a solucao destas devi-
damente tornadas finitas pela distribuicao regularizadora, qualquer que seja a forma que
venhamos obter.

Tendo isto em mente, colecionamos os resultados e podemos assim escrever:

7% = 2{Tuaa(m}) + Lyuaa(m3)
£ [(ma & ma)? — (ks — k) [fmm - ((M)) Zo(m 2, (ks — ko)’ A?)]}
F2k10k15[Dap(N?)] + 2kapkae[ D pe (A?)]. (9.61)

Para a amplitude 77", com os mesmos ingredientes, obtemos

TP = =2{Tpuaa(m3) + Ipuad(m3)

Lm0 = (b= ] [ 0%) = (1552 ) 2 (0 = %)}
—2k10k15[Dap(A?)] — 2k ko[ D e (X)) (9.62)




Aqui devemos acrescentar que nao hd nada de especial nas escolhas efetuadas para
escrevermos T°% e TPF. Os termos A,5(A\?) sdo os utlicos que apresentam ambiguidades
de escala e isto nao hé como evitar.

Prosseguindo podemos calcular a funcao TX S que apés o traco de Dirac fica na forma:

d'k ok,
(e 4{(7"2_’””/ (2m)* [k + k)2 = m][(k + ka)? — 3]
d*k 1
b k) [ T =) 0%

para a qual ainda precisamos tratar a integral linearmente divergente. Primeiramente nés
a manipulamos e a reescrevemos como:
d*k k, B (k1 —1— k2)a Ak Akuk,
/ (2m)4 [(k + k1)? = m3][(k + ko)? —m3] / (2m)* (K m?)?’
+/ d4k; (ki + 2ky - k)%k,
mi)*][(k + k1)? — mi]
d4/~c (kz2 + 2ky - k +m? — m3)%k,
/ (2m)* [(k* = m3)*][(k + k2)? — m3]
+/ d4k k2 + 2ky - k) (k3 + 2ko - k + m? —md)k,
mi)?)[(k + k1)? — mi[(k + k2)? — mj]

onde, calculando as integrais ﬁnltas, obtemos:

/ 'k ky (ki h)a / Ak Akyk,
(2m)* [(k + k1)? — mi][(k + k2)? — m3] 2 Ja@2m)t (k2 —mi)?

i ((4@2) (ks = k) Zo(mi,m, (k= k)5 m)

+ ki Zo(mi, m3, (ky — ka)%mi)] . (9.65)

: (9.64)

Este resultado, mais a eq.(9.56) nos permite escrever, depois de algum rearranjo:

TS = k= k) { " g )+
(iam) om0t 1 — b
+ leo(m%, mg, (k1 — k2)*; m%)”
—2(ma + ma) (k1 + ka)s[Dpu ()], (9.66)

E interessante notar que os termos nao-ambiguos desaparecem na situacao m; = msy como

seria exigido pela conservagao da corrente vetorial.



Nenhum ingrediente novo é necessario para o calculo de Tlf 4. Assim:
TP = =l = ) { T g )+
1
+ ((47T)2> {(m1 —ma)Zi(mi, m3, (kr — ka)*;mi)
— my Zo(m3,m3, (ky — k2)2;m%)”

+2(ma — ) (kn + k2)s[ L5, (V)] (9.67)
De onde se verifica o carater nao-ambiguo no caso de massas iguais, como deveria ser.

De modo andlogo a funcao de dois pontos com dois indices de Lorentz T, :},V pode ser

encontrada;

. kiek kagkia
T = —dipmas { D) + 221[&&6()\2)]} , (9.68)

e é completamente ambigua.
A funcao de dois pontos TLV ainda admite, apos a tomada do trago de Dirac a relacao

com TFF;

Ty =T+ gulT""], (9.69)

onde:

T — 4/ (;};4 (k4 k1) u(k+ ko) + (k4 k1) (k+ k2),] | (9.70)

[(k + k1)? = m][(k + k2)* — mj3]

TPP

Uma vez que ja obtivemos a expressao de , resta apenas calcular 7),,. Para isto

precisamos ainda da integral quadraticamente divergente, que escrevemos na forma:

/ d4k kuky _ Iquad+flog +Ifin (9 71)
N @) [0 ) — Gk g =] e

onde representamos:

Ak kk
I = e 9.72
ST o)t (R —m2) (6-72)
ofios — (KA Ry +mi —m3) / d'k  Adk,k,
224 4 A (271')4 (kQ _ m%)?)
kaakag + kraks + kink d*k 24k, k, k. k
+< 20k + KiaR18 + K1 25)/ " . 8 (9.73)
4 A (2m)* (k2 —mi)*

(9.74)



Com este resultado mais eq.(9.56) e eq.(9.65) podemos completar o calculo de T},,. Assim

escrevernos:

T, = (447:)2{ 2 [(ky = k2)?gu — (k1 = ka) (ki — k2) | %
| Za(m?,m3; (ky = ko)%m?) — Zu(md, m3; (k1 — ko)% md)]
+ G [(’fl — ky)? +mi — m%} X
| Zo(m3, m3; (ky — ko) m3) — Zu(m3,m3; (ky — ka)*;m3)] }

(k1 — ka)*  (mi —m3)

+4 {guu [lqwzd(m%)] - [ ] g“”Ilog(m%)

6 2
kb ) o7
onde definimos:
O = Pl ¥ klagkm et {aﬁuv()\Q) + Gas Dy (A7)

+gchBV()‘2) + gchMﬂ()‘Q)}
(k1 + krg)u(kl + ka)q

— 5 Aoy (N?) +
(k1 + ko) (k1 + ko) B
_ 1 2)2( 1 2) A,Bp,()\Q)_F
k? k? 2 2
1V - EEREIZIE ), (9.76)
Utilizando entao a eq.(9.62) e eq.(9.75) nés obtemos para a fungao TLV, depois de

alguma reorganizacao:

4i [ [(k1 — k2)* + m? — m3] m3
vV 1 2l |, 2 2 2 2
T, = Ouw-— (4m)? { 2k — )’ my —my +myln | —3

1

(m1 — ma)?[(k1 — k2)? — (ma + ma)?] 2 2. 2, 2
} s — ha)? ZW%th—@mmﬁ%y

Iua m2 - Iua m2
+4{[ q d( 1)] 5 [ q d( 2)] _ ml(ml — mQ)[Ilog(m%ﬂ}guu + (b,uuv (977)
onde introduzimos a definicao:
4q 9
Ow = 5 {2 {(kl — k2) g — (k1 — ko) u(kr — kQ)”} x



|Za(m?, m3; (k1 — ko)?sm3) — Zu(m3, m3; (ky = ko)%m?) | }

4 [(k’l - kQ)ZQW - (k‘l - k‘2)u(7€1 - k?)l/]

* 3

[Ti0g(m1)], (9.78)

e também:

Cb;w = SOIW — leaklﬁAQB()\Q) — 2k2ak25Aaﬁ()\2). (979)

Para colocar Tl)f/v na forma da eq.(9.77) nés adicionalmente utilizamos a relagao entre as

fungoes Zy:

q° +mj —m3
Aoy i) = Zatmd, o) [
1 m2
+2q2l 2 m2+m2ln<m§>]. (9.80)

Com os mesmos ingredientes podemos determinar a funcao de dois pontos T:},A. Esta

apés o célculo do traco pode ser relacionada a T°% por:
T,Lﬁ/A = T,uV - g,uuTSS; (981)

deste modo com os resultados anteriores obtemos:

TlfVA = Ow
41 (k1 — ko) — (mq — ma)?](my + ma)?)
Ty { 2(ky — ko) Zo(mi, m3; (k1 — k)*;m )} Gy
Ak — ka) — (ma — my)?)(ma + my)?

20kt — ky)? [Li0g (M)
2 _ 2
A0 = ) 1 a(2) = Tyaa(2)] G + Gy 0.82)

Com este calculo completamos as fungoes de dois pontos nao-nulas (pelas propriedades

dos tragos de Dirac).

9.3.3 Funcoes de trés pontos

Os célculos envolvendo funcoes de Green de trés pontos, com os propagadores inter-
nos carregando massas diferentes, seguem rigorosamente os mesmos passos. Neste caso,
entretanto, o papel da escala arbitraria, que pode ser introduzida no momento da reor-

ganizagao dos integrandos, torna-se crucial [2]. Para nossos interesses imediatos, como



fizemos no capitulo anterior, sera suficiente isolarmos os termos possivelmente ambiguos,
isto é, aqueles que apresentam dependéncia com as escolhas para os momentos ki, ks e
ks.

A fim de colocar os resultados na forma adequada, apds o calculo dos tragos, nés
manipulamos as integrais divergentes de modo a deixar as partes independentes dos mo-
mentos externos em termos da escala arbitraria A\?. Separamos entao aqueles termos que
dependem apenas das diferencas dos momentos internos. Uma importante caracteristica,
que nao ficara evidente aqui, é a propriedade dos termos nao-ambiguos obtidos:
0>\2 {TNA} = (9.83)
que expressa a invariancia de escala oferecida pelo nosso tratamento.

A forma dos resultados para a parte ambigua serao essencialmente as mesmas obtidas
para o caso de massas iguais, exceto pela presenca da escala arbitrdria A\2. Nés listamos

aqui, por completeza, as expressoes. Sao elas:

o1V = —2(ky + k3)e[Aac(A)] + TN A, (9.84)
oIV = 2(ky + k3)e[Are(V)] + TN A (9.85)
oI = 2(ky + k3 )e[D e (V)] + TNA (9.86)
oTi it = —2exume(ky + ka)o[Aee (N)] + TN A (9.87)
o750 = —2exue(ky + k2)o[Len (W) + TNA (9.88)
T = (ke [-5  O0) = Z0aBn(Y) - Soaln()
Epv 3 3
396 )+ 200,86 ) + 206, 50,)]
+(k1 + ks)e {_iam(V) - zg@AM(AQ) - ?)QEMAVA()‘Q)
—?)g&ﬁw(v) + 293, D () + 295;1%”()\2)}
it ke [=5 (O¥) = 200 n0%) = Zgauun(¥)
—gg@AW(A )+ 29, D (V) + 2g@AW(A2)} + TNA} . (9.89)
As partes ambiguas de TXﬁA sao idénticas as da funcao T XXV

Antes de proceder qualquer andlise do aspecto ambiguidade, em separado, vamos

considerar as Identidades de Ward.



9.4 Identidades de Ward

A verificacao das relacoes de simetria que envolvem as funcoes de Green de um, dois e
trés pontos, com massas diferentes para os férmions das linhas internas, torna-se menos
trivial. Isto se deve fato de, neste caso, nenhuma das correntes axial e vetorial serem
conservadas. Deste modo os vinculos sobre as amplitudes tornam-se mais restritivos pois
existirao relacoes precisas entre todas as amplitudes do modelo. Uma eventual convivéncia
com algum tipo de ambiguidade fica enormemente dificultada.

Uma vez que dispomos de formas explicitas para as fungoes de um dois e trés pontos,
obtidas na secao anterior, nés podemos verificar as Identidades de Ward contraindo a
expressao com o momento externo e comparando o resultado obtido com aquele ditado
pela algebra de correntes do modelo. Para as fungoes de trés pontos nos utilizaremos de
contragoes ainda no interior do trago, como fizemos no capitulo anterior, mais as formas
explicitas para as fungoes de dois pontos. Apesar de o procedimento ser o mesmo daquele
utilizado para o caso de massas iguais, veremos que o trabalho a ser feito nao representa
uma mera extensao das conclusoes retiradas daquele estudo. Novos ingredientes surgem
associadas a presenca de massas diferentes.

Comecemos por considerar a funcao de dois pontos TX S, Apéds a contracdo como o

momento externo, antes do cédlculo do trago, ficamos com:

vs_ [ A% [ 1 B 1
(= kT = [ T {1[%+%1—m1]% %)[%%z—mﬂ}' (5:90)

Entao introduzimos a identidade :

(K, — Ko) = K+ —mu] — [£+ Ky — mo] + (ma — ma), (9.91)
para ficar com:

_ VS = (my —my Ak red : A 1
(k1 — k2),T, (m ) / (27r)4T {1 [+ K, —m] ! [+ Ky — mo] }
4 d

+/(;i:)4ﬂ{iw} - (2ﬁ)4TT{iM1_ml]}’ (9.92)

onde podemos identificar a relacao :

(k1 — k2)MTXS(k1, my; ko, ma) = (my — mo)T5% (ky, ma; ko, ma) + T (kz, ma) — T° (ky,my),
(9.93)



—>

k+ Ky O O k4 ki
(ko — k)" |, Qi = — + 2m |1 <>

]{3+]€2 k+k2

Figura 9.1: Representacao diagramatica da Identidade de Ward relativa a amplitude T;Y S,

que representamos diagramaticamente na fig.(9.1).

Esta relagao deve ser mantida valida quando efetuamos os célculos das quatro ampli-
tudes envolvidas. Notemos que nao ha outro modo de verificar a identidade senao pelo
calculo das amplitudes. Ainda é interessante notar que a identidade pode ser mantida
admitindo-se a presenca de ambiguidades em ambos os lados. Esta, entretanto, nao é
a Unica onde estas amplitudes aparecem, e as restrigoes sobre as ambiguidades vém do
conjunto total de relacoes de simetria. Em outras palavras, é possivel satisfazer eventu-
almente algumas relagoes de simetria envolvendo certas amplitudes ambiguas mas é uma
tarefa dificil satisfazer todas as relagoes simultaneamente.

Como noés dispomos das expressoes para T X S T5% e T®, vamos substituir todas e
comparar a validade da identidade pra as expressoes calculadas. Contraindo a eq.(9.66)

com (k1 — k), temos

mo — m1)

9 []log (m%)]

(b — ko) T ° = A(ky — ks)? {

+ ( : ) [_<m1 +mg)Zi(mi, my, (k1 — ka)*;mj)

(4m)?
iy Zo(m?, m3, (ky — k)% m3)] }
—2(m1 + mg)(kfl + kQ)V(kl - kQ)HAul,()\Q). (994)

Comparando esta expressao com a que seria obtida pela substituicao das expressoes
correspondentes ao lado direito da eq.(9.93), notemos que, na expressao acima, nao temos
a presenca de divergéncias quadraticas, aparentemente necessarias para a identidade ser
satisfeita. Além disso, em T aparece apenas a funcao Z; ao passo que acima aparecem
Zy e Zy. Na verdade estas duas observacoes estao ligadas de um modo surpreendente.

Uma rapida consulta a eq.(9.80), onde aparece a relacao entre as fungoes Z; e Zy nos



mostra:

2(ky — ka)*Zy(mi, m3, (ky — kao)*;mi)— [(ky — ka)?* +mi — m3] Zo(mi, m3, (k1 — ka)*;mi)

= ((47r)2> lml m3 + maln (m%ﬂ (9.95)

Por outro lado, olhando para a relagao entre divergéncias quadréticas, eq.(9.48), verifica-

mos que

7 m2
[quad(m%) - ]quad(mg) + (m% - m%)llog<m2) = ((4#)2> [m% ml + m2ln <m§>1 . (9.96)
Ambas as relagoes sdo exatas ainda que a eq.(9.96) envolva divergéncias. Notemos que
os termos entre chaves no lado direito das eqs.(9.95) e (9.96) sdo idénticos. Substituindo
entdo a relacdo entre Z; e Zj e utilizando as relagdes de escala eq.(9.96) e eq.(9.57),

podemos escrever a eq.(9.94) para T/Y ¥ na forma:

VS = %—zwzgmﬁp@Mﬁhamm%)
2 lmy - ma)? — (ky — k)] g (m2) — ((M)) Zo(m2, il (ks — ko)’ mm}
—|—m {—4m1_fquad(m§) + 4meol, uad(m2)}
—2(m1 + mz)(k’l + kQ)VAMV()\2>. (997)

Agora se tornou possivel identificar os termos nao-ambiguos de T e T%. Assim,
sem os termos ambiguos a identidade eq.(9.8) seria imediatamente satisfeita. Podemos
nos questionar se ela seria igualmente satisfeita pelas amplitudes calculadas incluindo as
ambiguidades. Para isto nés adicionamos a eq.(9.97) os temos ambiguos necessérios para
obtermos 7% como dado pela eq.(9.61) e do mesmo modo para aquelas de 7°. Entao

teremos:

TVS ((’“];__’“;3)*2 (4 — ma)TSS + TS0k, ma) — T5(k!,my)|
(kl - k2)u)

(k1 = k2)? le +ma)(kiakis — k2ak25)ﬁaﬁ()\2)}
—2(my + ma) (k1 + ka) Dap(N2). 095)



Assim:
(kl — kQ),uT;YS = (m1 — mg)TSS —+ TS<]€2, mg) — Ts(lﬁ, ml)
+2(m1 + mg)(lﬁak‘w — ]{?2&/{}25)&&5()\2). (999)

Mostrando a possibilidade da manutencao de relacoes de simetria entre amplitudes
mesmo estas sendo ambiguas. Para isto basta apenas que A\,5(A\?) seja simétrico em « e
B.

A identidade analisada serd entao satisfeita pelo nosso calculo. Este fato é con-
sequéncia de relagoes, até certo ponto, surpreendentes. Um termo finito que envolve ape-
nas massas de particulas vindo da reducao de Z; para Z, relaciona-se de modo “magico”
a diferenca de integrais divergentes béasicas quadraticas mais uma divergéncia logaritmica.
Esta relacao é exata e crucial para obtermos valida a Identidade de Ward. Isto mostra
de maneira inequivoca que uma filosofia de regularizacao consistente deve acrecentar em
suas propriedades as relagoes de escala entre integrais bésicas divergentes. Se tivéssemos
utilizado uma forma explicita de regularizacao a observacao feita acima seria praticamente
impossivel de ser percebida. A violacao destas relagoes é, em geral, a causa do fracasso
de métodos tradicionais no tratamento de problemas com massas diferentes.

Prosseguindo tomamos a funcao de Green T, Neste caso a contracio com o momento

externo fornece:
(ky — ko), TAY (K1, my; ko, ma) = —(my+mo) TP (ky, my; kg, ma) —T° (ky, ma) — T (ky, my),

(9.100)
Aqui utilizamos no interior do traco a identidade:

(Ko = K )vs = K+ Ky — ma]ys + 5[+ Ky — ma] + (ma + ma)vs. (9.101)

Uma inspegao nas expressoes por nés obtidas para TAY | (eq.(9.67)), TFF, (eq.(9.62))
e T%, parece, de novo, negar esta possibilidade. Entretanto, como acabamos de fazer,

reduzindo Z; para Z; e utilizando as relagdes de escala eq.(9.96) e eq.(9.57), podemos

colocar T2 na forma:
key — ko)
T il Y Lyua Ama I g
; oy hp L 4malmoa(m3) = dmalpuaa(m)}
(kl - k2)l/

oy hy)e ™) 2L uaa(m3) — 2L uaa(m3)
7

2l = = (s~ 0] B0) — 1155 ) 2o s — ) |
+2(k1akis + koakas) Nap(A?). (9.102)



Nesta expressao é imediato verificar a validade da relagao correta, eq.(9.11), entre as
amplitudes envolvidas, no que diz respeito a parte nao-ambigua destas.
Agora consideremos o caso de Tlf},v. Para esta primeiro tomemos o divergente da
corrente axial:
d*k
(kl — kz) TAV = / TT'{
e (2m)* [k + %2

utilizando a identidade (9.101), fica:

1
=) ]%}. (9.103)

£+ K —

4

1 1
@ {7” kb —m] P+ — m2]}
d*k 1 'k 1
o mma | ™ e g 0109

Na expressao identificamos as funcoes 77V, TA(ki,my) e T2 (ky,ms) indicadas na

(ki = k)T = =(my +ma) |

fig.(9.3), todas identicamente nulas. Deste modo:
(kl — kg)yTﬁv(kl, maq; kg, mg) = O, (9105)

de modo inequivoco. Por sua vez, para a corrente vetorial, manipulacoes analogas nos

levarao a relacao:

(kl — kQ)VTIfVV(kl, ml) = (mg — ml)TfS + Tf(kl, ml) + T;A(kg, mg). (9106)
kE+ ki kE+ ko
k+ ki O O k+ ki
(ky — ko )* %ﬁz@% = - + (m1+m2) |y <:>%
YuY3 YuY3
k + ko k + ko

Figura 9.2: Representagao diagramdtica da Identidade de Ward (k; — ko)*T ;f}/v.
Novamente todas as func¢oes envolvidas sao identicamente nulas, resultando em:
(k1 — k2)' T3 = 0. (9.107)

Deste modo temos, aparentemente, duas correntes conservadas. Isto pode ser confir-

mado pela utilizagao da expressao (9.68) obtida para T:},V. As contragoes resultam nulas



em virtude da presenca do tensor €,,,45 jad contraido com k; e ky. Assim se esta funcao de
dois pontos for diferente de zero ela possuira duas correntes conservadas, contrariando o
modelo que estamos utilizando para estabelecé-la. Nao ha opgao razoavel exceto T /ﬁjv =0,
o que é automaticamente satisfeito se A,g(A\?) for obtido nulo.

Prosseguindo tomemos a fungao T,YVV- Para esta temos:
(k1 — k)" Ty (K1, ma) = (mq — mo) Ty % + T, (k1,ma) + T, (kz, ma). (9.108)

Desta expressao é possivel extrair as condi¢oes para que esta identidade seja satisfeita.
Séo as mesmas necessdrias para que T\ (I,m) = 0. Por outro lado se utilizamos a forma
explicita obtida eq.(9.77), que apds a utilizacao das relagoes de escala (9.57) e (9.96), bem

como algumas reorganizagoes, pode ser colocada na forma:

TV = @+ (mi — mg)(lﬁn"_@m — ) {2l guaa(m3) + 2 uaa(m3)
+2 [(m1 — m2)2 — (k1 — k2)2] lIlog(m%) - (M;)Q> Zo(m%,mg; (k1 — k2)23 m%)}}
+(my — m2)(klg_lw]€2)2 {4m2 [Tquaa(m3)] — 4[[quad(m%)]} + b (9.109)

poderemos notar que a Identidade de Ward serd satisfeita na auséncia de ¢,,. E bom
chamar a atencao para o fato de que nem todos os termos que aparecem em ¢, sao
ambiguos. Portanto eventuais escolhas para k; e k nao sao capazes de remover todos os
termos de violacao.

Finalmente, a ultima funcao de dois pontos que resta a ser analisada. Trata-se de

T;},A, para a qual a contracdo com (k; — kz), nos permite escrever:
(kl — kQ)VT:}IA = (m1 + mg)TfP + Ty(kg, m2> — Ty(k’l, m1>. (9110)

Como no caso anterior a relagao correta para o divergente da corrente axial dependera
das condicoes necessarias para que TV (I, m) seja obtida identicamente nula. Por outro lado
a forma explicita por nés obtida, eq.(9.82), nos mostra que, mais uma vez, as Identidades
de Ward dependerao dos valores das quantidades A,5(A?), Vag(A?) € 0 (A?).

Como uma ultima observacao, a respeito destas fungoes de dois pontos, nés registramos

ainda que existem relacoes algébricas entre elas, tais como:
Ty — Tt = gu|T% + T (9.111)

que também devem ser satisfeitas pelas expressoes calculadas por um eventual método.

As condigoes para isto devem ser obviamente as mesmas.



Nos entao nos voltamos para as fungoes de trés pontos. Para este caso faremos a veri-
ficacao das Identidades de Ward apenas com o calculo explicito de fungoes de dois pontos
como feito por Gerstein e Jackiw [3] e seguido por nés no capitulo anterior. Principiemos
por considerar o processo V' — SS. Utilizando a definigao (6) e contraindo com (ks — k2)y

ficamos com:

B VSS (. —m ﬁ rdi 1 1 ! 1 !
(k3 — k2)AT (ms3 2)/(27T)4T {1[¢+k3—m3]1[k+k2—m2]1[k+k1_ml}}

d*k - 1 . 1
+/(27T)4TT{1[%+561 —ml]l[%+kz—m2]}
}, (9.112)

d*k N 1 A 1
‘/wTr{l[w%l—mﬂl[%%g—ms]

onde utilizamos, no interior do traco, a identidade:

(Ky = Ky) = (K + Ky —ms) — (F + £y — ma) + (ms — mo) (9.113)

Na expressao obtida ¢ facil identificar as funcdes de trés e dois pontos T (ky, my; ko, ma; ks, m
T5%(ky,my; ke, ma) e T95(ky, my; ks, m3), indicadas na fig.(9.4). Substituindo entao os re-
sultados para as fungdes de dois pontos, eq.(9.61), e incluindo a contribui¢ao do diagrama,

cruzado, ficamos com:

)\T)E/ASS — (m3 _ m2)[TSﬁSS] —+ Q(k‘zakzﬂ — k3ak36)[Aa5<)‘2)]

+2(laalop — I3al3s)[Dap(A2)]. (9.114)

q

Tomemos agora a amplitude V' — PP. Repetindo o procedimento anterior, teremos:

(ks — ko 2T PP = (mg — ma)[T57FF] + 2(ksakss — kaakap)[Dap(A?)]
+2(I3al3s — laalop)[Das(M?)], (9.115)

com representagao diagramatica dada na fig.(9.5).

Prosseguindo consideramos agora a amplitude T{*F. Entao;

_ ASP (o 4m ﬁ r ! I 1 1
(ks — ko)A T (ma+ma) | T {W%—mgﬁk%—mﬂ%[w«ég—mz}}
d4k’ 1 1

‘/WTT{W%—md%[%%—mz}}
d*k . 1 - 1
_/WTT{l[kJrkl—ml]l[k+%3—m3]}’ (410
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Figura 9.3: Representacio diagramdtica de (ks — ko) Ty 55,

.
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k+ ko

k+ ks

= <>’Y5 — 5 <:>’Y5

i

k+ kK

.
kot ks °

kot ke
b+ ke

k4 ky

Figura 9.4: Representacio diagramdtica de (ks — ko) Ty P2

onde utilizamos, no interior do tracgo, a identidade:

(Ko = K3)vs = (K + Ky — ma)ys + s (K + Ky — ma) + (ma + m3)7s.

(9.117)

Na expressao obtida identificamos TF5F (ky, my; ko, mo; ks, ms3), TEF (ky,my; ky,my) e



T5%(ky,my; k3, ms3). Substituindo os resultados para as fungoes de dois pontos e incluindo

o diagrama cruzado ficamos com:

QT35 = (=) (ma + ma)[TF75F] = 2(ksakss — kaakas)[Das(A?)]
—2(I3al3s — loalap)[DNap(A?)] (9.118)

Neste ponto poderiamos nos ocupar da analise de todas as outras fungoes de trés pontos
para o modelo e de suas correspondentes Identidades de Ward, (listadas na se¢ao 2 deste
capitulo) como fizemos no capitulo anterior. Uma vez que, do ponto de vista da andlise
que estamos utilizando [3], apenas o calculo de fungoes de dois pontos torna-se necessario,
e todas ja foram apresentadas com suas respectivas Identidades de Ward, o estudo das
relagoes de simetria para as fungoes de trés pontos restantes nenhuma condi¢cao nova
revelara. Ao final teremos a mesma conclusao ja retirada no capitulo anterior. Exigidas
as condigoes de consisténcia todos os termos ambiguos serao eliminados e todas as relagoes

de simetria podem ser satisfeitas para as funcoes de trés pontos.

9.5 Conclusoes

Utilizamos a estratégia de Gerstein e Jackiw [3], para investigar a associa¢ao entre am-
biguidades decorrentes da arbitrariedade existente na rotulagao dos momentos das linhas
internas do “loop” e possiveis violagoes de relacoes de simetria, agora para o caso de
massas diferentes. A maior restritividade imposta pelas Identidades de Ward, serve como
um teste mais rigoroso para a estratégia adotada no capitulo 9, onde tratamos o mesmo
modelo porém restrito ao caso de massas iguais. Todas as amplitudes agora estarao rela-
cionadas entre si por Identidades de Ward, diferentemente do caso anterior onde algumas
nao sofrem destas restrigoes. Isto nos permitiu identificar um outro tipo de ambiguidade
a qual denominamos “ambiguidade de escala”. A origem deste tipo de ambigui-dade
esta na arbitrariedade existente na escolha das identidades utilizadas para a separacgao
das partes dependentes dos momentos externos (finitas) e aquelas potencialmente diver-
gentes. Foi possivel perceber claramente que a quantidade mantida nos objetos bésicos
divergentes Ijog € 14404 desempenha o papel de escala para todas as quantidades fisicas da
amplitude correspondente. Deste modo podemos estabelecer claramente condicoes para
a elimininacao dos termos ambiguos de escala pela exigéncia de que as amplitudes cor-

respondentes sejam invariantes de escala. Isto implicard que uma eventual regularizagao



consistente possua as propriedades:

agw (A2 = Do (N) = D5 (V) =0, (9.119)

afuv

e ainda mantenha validas as relagoes de escala;

* Tpuaa(N3) = Lpuad(N3) + (AF = M) 1og(0) + (g2 ) [(A2 = A3+ Al (

L4 Ilog()‘%) = IlOg(A%) + (w) [ln <%)}

As relagoes acima, que nao passam de meras relagoes algébricas, sao cruciais para que

(V)

A
A

)

|

possamos dar significado fisico as amplitudes contendo divergéncias, especialmente no caso
de existirem massas diferentes. Quanto as condigoes (9.120), que eliminam as ambiguida-
des de escala, nada mais sao do que uma reafirmacgao das relagoes de consisténcia, ja bem
discutidas por nds anteriormente. Isto serve para estabelecer, de modo definitivo, que a
convivéncia com as ambiguidades associadas as escolhas para os rotulos das linhas internas
isto é, sem exigir (9.120), é insustentavel ja que por sucessivas aplicagdes de identidades
poderiamos tornar as amplitudes dependentes de um ntmero arbitrario de parametros
cujos coeficientes estariam ainda contaminados por tais ambiguidades. FEventuais esco-
lhas para os momentos arbitrarios nao tornariam a amplitude univocamente definida. A
partir deste ponto entao nds assumimos definitivamente como inaceitaveis métodos ou
estratégias de analises aplicados a qualquer problema fisico envolvendo amplitudes diver-
gentes, que nao incorporem as condigoes (9.120), ou seja, que admitam a possibilidade de
ambiguidades. A exigéncia de (9.120) simultaneamente evita a sobrevivéncia de termos
ambiguos de escala e por escolhas dos momentos das linha internas do “loop”.

Quanto as Identidades de Ward, temos as condic¢oes (9.120) como necessarias pois
ainda que os termos de violagoes possam ser livres de ambiguidades associadas aos mo-
mentos das linhas internas eles nao o serao de ambiguidades de escala. Em outras palavras,
nas analises que fizemos no capitulo anterior encontramos amplitudes onde podiamos ter
violacoes de relagoes de simetria através de termos que envolviam apenas momentos ex-
ternos. Dissemos na ocasiao que estes termos eram nao ambiguos. Segundo nossa analise
atual, entretanto, eles ainda podem ser ambiguos de escala. Portanto todos os termos de
violagoes sao, em tultima andlise, ambiguos, por um motivo, por outro ou por ambos.

A mais importante e surpreendente conclusao deste capitulo, que adiciona uma nova
condicao as condigoes de consisténcia, é a “comunicacao” que deve ser estabelecida entre
as partes finitas representadas pelas fun¢oes Z; e aquelas divergentes representadas pelos

objetos Ijog € Iguqq, materializada pelas relagoes:



o [2¢°Zi(m},m3, q*m?) — (¢ + mi —m3) Zo(mi, m3, ¢*m?)]

B ((4;)2> lm% ~ms+myln (;né)] (9.120)

o [rnaa(m2) = Laa(m3) + (m3 = ) iy (m3)] = (<4f}>2) [mg it sl @ﬂ

i
(9.121)
envolvendo divergéncias quadraticas, e ainda as relagoes:
2 \2 2.2 2 2 242 i
2

0l1,,(A]) — L1py(N3) = <(4;)2> In (ig) (9.123)

envolvendo divergéncias logaritmicas.

A equagao (9.122) é uma propriedade simples das fungoes Z} s que se fazem presentes
em amplitudes vindas de termos finitos. A expressao eq.(9.123) é uma relagao de escala
para objetos basicos quadraticamente divergentes e vem de termos divergentes. A ne-
cessaria e precisa (exata) comunicagao entre eles, para que as Identidade de Ward sejam
satisfeitas, nos mostra que o conceito usual de partes finitas e divergentes precisa ser re-
visto. Certas operagoes, sempre presentes em tratamentos convencionais que fazem uso
de formas explicitas de regularizacoes, tais como expansao e limites, tornam inviavel a
observag¢ao ou a manutencao das propriedades eqs.(9.122) - (9.125). De algum modo as
divergencias, representadas aqui por I;,g € I4uqq guardam propriedades algébricas tipicas
de objetos finitos. Isto termina por conferir aos termos divergentes propriedades bem
definidas e essenciais as amplitudes fisicas. Termos finitos, que podem a primeira vista
ser desprezados em uma eventual comparacao com outros divergentes, fazem parte do
contetdo fisico das amplitudes e nao podem ser descartados neste contexto. Tais proce-
dimentos sao praticamente impossiveis de serem vislumbrados no contexto de métodos de
regularizacao onde o significado dos termos divergentes e finitos é completamente estan-
que. Mais uma vez nossas conclusoes favorecem um melhor entendimento das razoes do
sucesso da R.D.; o unico dos métodos de regularizacao onde esta conceituagao ¢ um pouco

flexivel. Segundo nossa analise nao ha qualquer liberdade na construgao de esquemas de



renormalizacao que nao esteja restrita aquelas permitidas pela escolha da escala que ca-
racterizard os objetos basicos divergentes. Em tultima instancia, isto implica que nao
pode haver qualquer dependéncia com o método de regularizacao no esquema de renor-
malizacao pois toda e qualquer que houver tera origem em ambiguidades ou na violacao
de propriedades essenciais aos objetos divergentes com vistas a manutencao do contetido
fisico das amplitudes. O que acabamos de estabelecer tem impacto direto e imediato na
definigao dos coeficientes das equagdes do Grupo de Renormalizagao [4]. O calculo através
da nossa estratégia é exa-to e, satisfeitas as propriedades gerais que estabelecemos, serd
independente do método especifico de regularizagao.

Pode, a primeira vista, parecer surpreendente que tenhamos que exigir propriedades
algébricas das quantidades divergentes basicas. Entretanto se lembrarmos que no processo
de renormalizacao estas quantidades terminam definindo quantidades fisicas poderiamos
chegar a conclusao de que nao poderia ser diferente.

Por fim, além destas novas e importantes conclusoes permanece valida aquela principal
retirada do capitulo anterior: o método de anédlise da ref.[3] para as relagoes de simetria,
nao é sustentavel pois permite identificarmos um conjunto de condi¢oes que levam exa-
tamente a conclusao oposta daquelas estabelecidas pelos autores: todas as relagoes de
simetria podem ser satisfeitas, e as anomalias nao podem ser justificadas naquele trata-
mento.

Depois destas importantes conclusoes resta-nos apenas a questao da compatibilidade
das relagoes de consisténcia com a unicidade dos calculos. E desta discussao, que nos
ocuparemos nos proximos capitulos, que entenderemos como é possivel acomodar as ano-

malias consistentemente em nosso esquema.
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Capitulo 10

Relacoes entre Integrais Divergentes

10.1 Introducao

Nos capitulos precedentes nés desenvolvemos investigacoes envolvendo amplitudes diver-
gentes, sem entretanto explicitar um método de regularizacdao. Ao invés disto admitimos
a presenca implicita de uma distribuicao regularizadora com propriedades bastante gerais,
essenciais para uma tal fungao. A vantagem desta estratégia foi permitir a identificacao
de certas relacoes entre integrais divergentes que terminam por desempenhar um papel
crucial no que diz respeito ao possivel carater ambiguo das amplitudes bem como na
preservacao das simetrias da teoria.

Tendo em vistas a importancia que as “relagoes de consisténcia” adquiriram, neste
capitulo, nés nos dedicaremos a um estudo mais detalhado destas e consideraremos o
ponto de vista dos principais métodos de regularizagao a respeito [1].

Ao final das discussoes retiraremos importantes conclusoes que se tornarao cruciais
para nossas pretensoes. Isto porque, neste ponto, viabilizar qualquer procedimento con-
sistente, para manipulagoes e calculos de amplitudes divergentes, passa necessariamente
pelo entendimento das relagoes entre integrais divergentes que denominamos “relagoes de

consisténcia’.

10.2 Relacoes entre integrais de Feynman.

A fim de tentarmos entender os resultados obtidos, torna-se crucial estudarmos as relagoes

entre integrais de Feynman, principalmente entre aquelas divergentes, em termos das quais
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escrevemos nossas “relacoes de consisténcia”. FEstas, necessarias e suficientes, até aqui,
para eliminar ambiguidades e evitar violagoes de relagoes de simetria.

No6s comecamos por retomar os resultados principais do capitulo 4 onde discutimos o
calculo de integrais de Feynman. Naquela oportunidade argumentamos que seria suficiente

estabelecer o resultado para a forma geral:

d*k 1
(2 :/
( LU,OC;Q> (271_)20.) [1{32 + 2q . k‘ o H2]a

onde 2w é a dimensao do espaco dos momentos, inteiro e real assim como a. Por sua

(10.1)

vez q é o momento externo (ou uma combinacao destes) e H? é a parte independente dos
momentos de integragao que conterd formas invariantes dos momentos externos bem como
eventualmente massas. A partir do resultado obtido para a eq.(10.1) os outros resultados
necessarios para integrais de Feynman, que ocorrem em céalculos de amplitudes fisicas
envolvendo “loops”, podem ser obtidos por derivagoes em ambos os lados em relagao ao
momento ¢, como foi mostrado no capitulo 4.

O primeiro passo, que efetuamos, foi um “shift” na variavel de integracao:
E=k+gq
Com isso o denominador adquire a forma:
K42k -q—H = k* = (¢ + H?),
entao apds alguns passos intermediarios teremos

i ) IN'a—w) .
(4m)*) T (o) (=¢* — H?)*™

I (2w, a,q) = ( (10.2)

De posse deste resultado estabelecemos outras formas de interesse eqs.(4.41) - (4.49). Nés

as reescrevemos para a discussao que faremos, no ponto q=0. Teremos entao:

d*k 1 _ [ I'(a—w)
/(27r)2“ (k2 —p2)* ((4@“) T (@) (—2)* (10.3)

Ak kuk, B i 1 a—w-1)
/ 2n) (7 —2)" ((4ﬂ)“> 29 (a) (=)™ (10-4)

>k 2 B ; ol (a o 1)
/ (271')2w (kQ — ILLQ)O‘ T ((471')w> T (CY) (_IUQ)a—w—l (105)

Ak Kk keks < i > 1 I(a—w-—2)
a — w - v + 1% + v —— {106
/ ) (k2 — 2~ \{amp? ) 3 o + Guague + 9uelusl 50 o )




d*k  k*kekg _ 7 (w+1) I'(a—w-—2)

/ (277)2w (kQ _ Iu2>01 - ((47_[_)w> 9 gﬁ§F (Oé) (_MQ)ogfw72 (107)
2ok k4 B i " I'(a—w-—2)

/ (27T>2w (k2 — ) ((4%)2> (w+1) I () (—,MQ)O‘_W_Q' (10.8)

As integrais (10.4) - (10.8) foram obtidas a partir da primeira e, por isso, a comparagao
dos resultados nos permite identificar relacoes destas integrais com aquela. Como tal,
consideremos a integral (10.4). Nds a reescrevemos com auxilio das propriedades da

funcao I' (x);

/ @lw)k = ()

Fazendo o = o — 1 obtemos:

d*k kuk, G [ d*k 1
/ 2w (1.2 _M a1 QM// 2w 19 o\ (1010)
(2m)™ (k* — ) o' ] (2m)% (k2 — p2)

Seguindo o mesmo procedimento identificamos outras relagoes:

1 T(a-1) TIa-w-1)
2% (@) Tla—1) ()=

(10.9)

d*°k k? k1
/ 2w (1.2 notl <w>/ 2w (1.2 2\« (1011)
(2m)™ (k2 — p?) a/ ) (2m)™ (K = p?)
Pk kukkeks  [9uw9se + GusGve + Guegus] [ Ak 1
2w (1.2 2yat+2 20 (1.2 na (10.12)
(2m)™ (k% — p?) da(a+1) (2m)™ (k2 — p?)
d2wk’ ]{?2]{35/{,‘5 w + 1 / dek 1
- a 10.13
/ (2m)* (k2 — p2)*+? 20 (a + 1) ) 20y (12 = 122) (10.13)
d*k k! ww+1) [ d*k 1
/ 2w (1.2 2\ +2 - / 2w (12 _ ,2\¢" (1014)
(2m)™ (k% — p?) ala+1)/) ©27)* (k2 — u?)

E importante notar que os resultados (10.10) - (10.14) representam relacoes entre os
resultados das integrais. Ou seja, para observa-las foi necessario primeiro calculd-las. Em
situagoes onde estes resultados nao podem ser estabelecidos, em principio, nada podemos
afirmar nem extender, por inducao, para valores de 2w e a nao contemplados pela validade
do célculo efetuado para I (2w, o, q) .

Observagoes adicionais revelam ainda propriedades gerais das integrais consideradas.

Como tal integragao simétrica com dois indices:

/ (;iww)lsw (kfzkiklzz)a B (?::) / ((217:)]22 (k? ]j 72 (10.15)




Por sua vez, com quatro indices:

2w 2w 4

2m)* (k2 — p2)" dw (w +1) 2m)* (k2 — p2)*
Estas propriedades sao bastante gerais e podem ser estabelecidas por consideracoes
diretas sobre os indices de Lorentz e dimensionalidade ao invés da comparagao entre os
resultados das integrais.
Outros resultados interessantes, para nossos propositos, surgem quando eliminamos fa-
tores quadraticos, no momento de integracao, do numerador por manipulacoes algébricas.
Como tal;

/ d2wk k2 / d2wk k)Z +M2 _MZ
(2m)* (k2 — p2)™ ! (2m)™ (k2 — )™
2

_ AR 1 2k p
- / (2m)* (k* — p2)* +/ 20)% (k2 — p2)° T (10.17)

A validade das operacoes acima pode ser testada pela substituicao dos resultados para

as integrais. O lado direito, respectivamente, fica:

(o) roer (o) res s} o

Reorganizando e definindo o/ = « — 1 fica:

[1 - (Qa_w)] {((42)2) pég?_;;’;ﬁw} : (10.19)

O termo entre chaves pode ser identificado com a integral correspondente. Assim isto

pode ser escrito como:

w Ak 1
— 10.2
7] G (10.20)

que por sua vez, eq.(10.11), é igual a:

dek, /{52
/ 2w a+1" (1021)
(2m)™ (K — p?)

Neste calculo simples podemos ver a consisténcia das operagoes de integracao dimensional
e manipulagoes algébricas no integrando. Estas operacoes, por outro lado podem ser
usadas para gerar uma aparente inconsisténcia: Se ambas sao validas temos, por exemplo,

o quadro abaixo:



/ d*k kK,
(2m)™ (12 — )"
Integracao dimensional Integracao simétrica+manip. algébricas
v o[ _d®*k 1 w [ _d?*k 1 v [ _d®k 2
e S e TS G G
Comparando os dois resultados somos levados a:
(w—a) / d*k 1 1 / d*k i
20&&) (27T)2w (k‘2 . /Jg)oz - 2w (27T)2w (k’2 . ,u2>a+1 .

Assim, olhando para esta expressao, podemos ser tentados a caracterizar uma incon-

2

(10.22)

sisténcia. Isto porque tomando o = w o lado esquerdo pode se anular (a menos que a
integral tenha um pélo em o = w ) ao passo que o lado direito é claramente diferente
de zero. Isto sugere que as duas operagoes efetuadas para construir relagoes entre as
integrais, nao podem ser simultaneamente validas.

Na verdade esta “inconsisténcia” é ainda duvidosa pois os resultados nao valem para a
situagdo a < w. A presenga das fungoes I'g (z), a fungdo gama de Euler, limita a validade
dos resultados para o > w. Esta constatacao é importante pois as relagoes entre integrais
que necesitamos estao exatamente na condicao a < w ou seja; integrais divergentes. De
certa forma toda a problematica relacionada as manipulagoes e calculos de amplitudes
fisicas contendo divergéncias reside na solucao deste dilema. Vejamos isto com detalhes.

Para obtermos relacoes entre integrais divergentes devemos antes torna-las finitas para
depois calculd-las. Assim, das investigagoes que realizamos, a consisténcia desejada exi-

giria que as integrais regularizadas mantivessem valido o lado esquerdo da tabela:

d*?k k. k., y >k 1
/ 2w : 3 = Iraw 2w 2" (1023)
A (2m)™ (k2 — p?) 4 Ja (2m)™ (K2 — p?)
Por sua vez o lado direito nos levaria a:
/ >k k., Y Ak 1
N e T N TR e (e
2w 2
I (10.24)

4 a2 — )
Ambos os resultados defeririam por uma constante. Se a relagao (10.23) puder ser man-

tida por alguma regularizagao teriamos amplitudes sem ambiguidades e relagoes de sime-

tria satisfeitas. A expressao (10.24) uma vez vélida negaria isto. As duas aparentemente



nao podem ser vélidas simultaneamente no contexto de regularizagoes quadridimensio-
nais. Outro aspecto importante que deve ser notado é que ambas levam a valores dife-
rentes para o valor a momento externo nulo das integrais correspondentes. Em suma, se
exigimos valida a relagao (10.23) que nos leva a consisténcia almejada, entao as operagoes:

kukof (K2) = 94ﬂ/¥ 1 (#2)

e 12 ) £ (). 102

nao devem ser feitas impunemente em integrais divergentes, sob pena de introduzirmos
termos geradores de ambiguidades e violacoes de relagoes de simetria bem como modifi-
carmos o valor a momento nulo das amplitudes.

Este tipo de situagao se repetird cada vez que tivermos bilineares no numerador de
uma integral divergente. Como tal com o produto de quatro momentos de integragao
serfamos levados aos seguintes resultados para a integral:

/ d*k  k,k,kske
(2m)™ (k2 — p2)™*

e Integracao dimensional;

(9,095¢ + Gusdve + Guegus) / >r 1
da(a+1) (2m)% (k2 — p2)*

e Integracao simétrica + manipulagoes algébricas;

(9986 + GupGve + Guegus) / Ak 1
dw(w+1) (2m)* (k2 — p2)*

+/ d?wk 2M2 +/ d2wk M4
(27r)2w (k?2 . ”2)a+1 (271‘)20') (]CQ _ ”2)a+2 .

Quando tratadas por alguma regularizacao as duas expressoes, validas simultanea-

mente em integrais para o > w, levarao a resultados conflitantes para a < w. Mais uma
vez, exigir a validade do lado esquerdo da tabela, no contexto de regularizacoes, implica
em nao permitir validas as operagoes que levam ao lado direito.

De um modo ou de outro todos os métodos de regularizacao ou prescri¢oes para ma-
nipulagoes a calculos de integrais divergentes tém seus defeitos e virtudes decididos pela
maneira com que convivem com este problema. Nenhum estara livre de inconvenien-
tes. Na possibilidade de dar uma interpretacao consistente para os calculos, apesar deste

pro-blema, reside a utilidade da expansao perturbativa diagramatica.
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A questao neste ponto é entao; se decidirmos por manter validas as “ relagoes de
consisténcia” qual deve ser o procedimento a ser seguido nos calculos de modo a mantermos
coeréncia com esta opcao? Em outras palavras, como caracterizar e avaliar corretamente
as redugoes de bilineares do momento do “loop” no numerador?

Na préxima secao nés daremos uma caracterizacao para estes termos, no contexto de

regularizacoes quadridimensionais.

10.3 Regularizacoes e Termos de superficie

Na segao anterior nés retomamos resultados da integracdo dimensional(w inteiro e real).
Estes foram utilizados para produzir relagoes entre integrais de Feynman. Isto foi feito
pela comparacao dos resultados obtidos para as integrais apos estas terem sido calculadas
explicitamente. Além disto foram verificadas propriedades gerais deste tipo de integrais
como tal, integracao simétrica e manipulagoes algébricas no integrando. Todos os re-
sultados obtidos sao consistentes entre si. Entretanto tais resultados produzidos estao
limitados a valores de « e w tais que a > w. A extensao da validade dos resultados para
a < w no contexto de regularizagoes quadridimensionais, aponta para a inconsisténcia [2].

A razao imediata para esta inconsisténcia vem do fato de, no primeiro passo ter sido
efetuado, em busca da solugdo para a integral bésica eq.(10.1), um “shift” no momento
de integracao. Deste modo para extendermos a validade para a < w devemos incluir
compensacoes a esta operacao que, como sabemos, nao pode ser feita impunemente em
integrais divergentes. Uma vez que fagamos esta compensacao esperamos obter as relacoes
corretas entre as integrais, removendo as aparentes inconsisténcias.

No6s podemos avaliar estes termos, no contexto da discussao que efetuamos na secao

anterior, de um modo bastante simples. Comecamos por considerar a identidade:

/%%(m (k)) Z/(;l?:;l;ﬂwf (k;)+/ (jﬁ“;’;fwku (8;{(5))‘ (10.26)

O termo do lado esquerdo, através do teorema de Gauss, pode ser convertido num
“termo de superficie”. Evidentemente que seu valor dependera do comportamento as-
sint6tico de f (k). Se f (k) cai rapidamente para grandes valores de k entao ele é nulo.
Este é o caso quando as integrais do lado direito forem convergentes mas nao o serd para
o caso de as integrais divergirem. Noés podemos utilizar a idéia acima como um modo

simples para gerar relagoes entre integrais de nosso interesse.



Assim, inicialmente tomamos:

/ >k 0 k, B Zw/ d*k 1 B 2a/ d*k k?
(27_‘_)20.1 ak,u (k2 _ MZ)O‘ - (27T)2w <k2 _ ,LLZ)O‘ (27_‘_)20.1 (k2 . ﬂg)a-i-l’

(10.27)

a qual colocamos na forma:

2w 2 2w 1
a/ d ];J K P + AS = Qw/ d ]sw 5 o (10.28)
(2m)™ (k2 — p?) (2m)™ (k* — p?)

A relacao acima é uma identidade valida, em principio, para quaisquer valores de «
e w. Neste ponto se queremos prosseguir e produzir relacoes entre integrais divergentes
devemos tomar auxilio de alguma distribuicao regularizadora, no mesmo espirito que
fizemos até aqui. Neste caso fazemos k? = k? — p? + p? no numerador para obter:

2

k1 d¥k -
=) | o mE - e E T @9 (1029)

Na expressao acima temos trés situacoes distintas:

1. a>w.
Neste caso as integrais serao finitas e nés retiramos o subscrito A e AS sera nulo.
O resultado é aquele da integracao dimensional.

2. a=w.

Neste caso a integral (regularizada) estara multiplicada por (o« —w). Por ndo possuir
pélo em o = w, o lado esquerdo da eq.(10.29) se anulard. O termo de superficie nao

podera ser nulo e devera valer:

dek 2
= — . 10.30
/ 27‘(‘ Zw — )a+1 ( )

3. o< w.

Para este caso teremos AS nao-nulo e valendo:

(AS)a (@ —w) [ d*k A2k 2
20 - { «a /A (271_)2w (k2 _1M2)oz + /A (27T)2w (k2 _ﬂuz)a+1 } . (10.31)

Antes de prosseguir e obter novos resultados podemos nos questionar da utilidade

destes que obtivemos. Eles servem para auxiliar a “reduzir” um fator £ no numerdor

de uma integral relacionando integrais divergentes.



Noés entao escrevemos:

/ d*k k2 _ / d*k 1
O T LGP L (SRR

d*k T AS
+/ + () . 10.32
e et T \2a )y 109

Se queremos a situagao a = w substituimos o valor do termo de superficie corespon-

dente para obter:

d*k k? d*k 1
/ - - :/ A — (10.33)
N R G N T (e
de onde retiramos o caso particular & = w = 2 (dimensao fisica):
d*k k? d*k 1
/ 2w 3 :/ 2w 2" (10.34)
A (2m)7 (K2 = p?)™ A (2m)7 (K2 = p?)

A relacao obtida é aquela que nos leva a resultados consistentes. A redugao ao objeto
basico g (1%) é agora correta, concordando com o correspondente resultado da integragao
dimensional.

Se por outro lado queremos a situacao « + 1 = w substituimos o valor do termo de

superficie eq.(10.31) na expressao eq.(10.32) para obter:

d*k k? w d*k 1
— = 10.35
/A (2m)* (k2 — p?) (w —~ 1) /A (2m)* (k2 — p2)*! (1035)
de onde retiramos o caso particular ;
d*k k2 d*k 1
| == =2 (10.36)
A (2m)™ (B2 — p?) A (2m)™ (K2 = p?)

reduzindo entao a integral corretamente ao objeto basico Iyyq4 (u?).
Este procedimento pode ser utilizado para obter os termos de superficie para outras

relagoes entre integrais. Como tal ;

Ak 0 k, kg, 2k kyk
_ v ) it , (10.37
[ e <<k2—u2>a> [ =i 2 e 4050

ou seja:

d*k k.k, d*k v
(2m)™ (k2 — p?) (2m)™ (k2 — p?)



O préximo passo é tomar auxilio numa distribuicao regularizadora e entao utilizar

integracao simétrica e manipulacoes algébricas no integrando;

1, 1 2 2 2
bk = 5 Ko = 5= (K = %+ 42%) g (10.39)
Assim ficamos com:

(a — w) d*k 1 o« d*k p?
[ 2w gHV [\ (27T)2w (kQ o ILLQ)a + (ASHV)A - ngV/A ( T 2w (kz - ILLQ)OH_]' . (1040)

Temos entao as trés situagoes:

1. a > w.

Eliminamos o subscrito A, tendo AS,,, = 0.

d*k k. k, Guw [ d*k 1
/ 2w 1.9 - natl — L/ W (1.2 _ 2\ (10.41)
(2m)™ (K — p?) 2a ) (2m)™ (k* — p?)

para qualquer a e w.

2. o = w.
Neste caso: P )
v P
AS,, = — V/ . 10.42
12 g,“t A (27T)2w (kf2 i #2)w+1 ( )
3. a+1=uw.

Para esta situacao tem-se:

AS - (w—l)/ d*k u? _1/ d*k 1
puy guu w A (27T)2w (kg _ IUQ)L«J w JA (27T)2w (]{32 o ,UZ)W71 .

(10.43)

Isto entao nos conduzira para o caso de redugoes de bilineares por este caminho;

o o> W.

2w 2w
/d ko kuk, _g#,,/ k1 (1040

2m)* (k2 — )™ 200 ) (2m)* (B2 — 12)°

&k kb, g [ ek 1
_ = Iw _ 10.45
| e = 2 h e =) (1049



e a+l=w

/ Pk kb, G / ek 1
A (2m)% (K2 = p2)”  2(w—1) Ja (2m)% (k2 — p2)*"

Para o caso particular w = 2, ficamos com;

/ d'k ke gw [ d'E 1
A Em)t (k2 =)’ 4 e 2n)t (R = )

/d4k kb g [ d'% 1
A R ) T 2 et k=)

(10.46)

(10.47)

(10.48)

Elas s@o agora consistentes com aqueles eq.(10.34) e eq.(10.36) pela contragdo g,, —

9uu = 4, e compativeis com os resultados da integracao dimensional.

Finalmente para completar as relagoes que necessitamos, consideremos a integral qua-

drilinear em k. Para esta temos:
/ d2wk 8 ( k‘uk‘ﬁkg > — g / d2wk kﬁkﬁg
(27?)2” ok, (k2 — pu?)” H (277)2w (k2 — pu?)”

. / Pk kek,
g#ﬁ (27T)2w (]CQ . uQ)a

. / Pk kgk,
guf (27T)2w (kg . //JZ)Q
Con / Pk kk kﬁkg

27T 20.) )a+1 ’

tomando auxilio numa distribui¢ao fazemos:

k ]{? ]{? ]f N k4 [glﬂ/gﬁf + gﬂﬁgi + gu{guﬂ]
vEpR dw (w+1) ’

e entao:
B = (K = i+ 1?) 1,

para ficar com:

) e+ g+ e | i L
2(,0 (CU + 1) gMVgB£ gﬂﬁgi gﬂg‘gljﬁ A (27T)2w (kQ _ IUQ)Ol
—20 d*k p2k?

= o 1 e St + G

A (27T)2w (kQ o MQ)OHrl :

(10.49)

(10.50)

+ (ASMVEB)A

(10.51)



Portanto para o = w 4+ 1 o termo de superficie deve valer:

9w 98¢ + Gusgue + GueGup) [ Ak PR
ASes), = — e b b / . 10.52
( 1% 5/8>A 20 A (27_(_)2w (]{]2 o M2)a+1 ( )
Com isso a reducao de um bilinear por integracao simétrica e manipulacoes algébricas
nos leva a:
/ Pk kkdske g / Pk kgke
(27r)2w (kz . luz)w+2 9 (w + 1) (27r)2w (kQ _ MQ)UJ+1

i 9uB / d*k ek,
2 (w + 1) (27T>2w (k2 o qu)w—‘rl

Gue / d*k ksk,
n . 10.53
2w+1) ) (20)* (k2 — p2)“ ™ ( )
Particularmente para w = 2 podemos escrever as expressoes:
[ Bk khkdgke g [ dk keke
A (2m)" (k2 — )" 6 Ja(2m)" (k2 — p2)°
g [ Ak ek,
6 Jr 2n)' (52— 1)
d*k kgk,
9ue =t (10.54)
6 ) @™ (2 — )
ou ainda:
/ d*k kykukske  [9u9s¢ + Gusdve T uedus] / d'k ¥ (10.55)
A ) (2 — ) 132 A ) (B — )" '
ou entao :
A (2m)" (k2 — p2)* 4.3.2 A (2n)t (k2 — p2)?

Temos portanto a confirmacao das relagoes de consisténcia obtidas nas investigacoes
realizadas.

Neste ponto é importante que acrescentemos alguns comentarios sobre o que fizemos
nesta secao.

Uma vez que percebemos, na secao anterior, que nem todas as propriedades validas
para integrais finitas poderiam ser extendidas para aquelas divergentes, sob pena de in-

consisténcia, nds avaliamos quais as corregoes que deveriam ser feitas nas relacoes entre



integrais divergentes, no contexto de regularizacoes quadridimensionais. Fizemos isto
considerando relagoes gerais entre as integrais de nosso interesse envolvendo “termos de
superficie”. Apds o tratamento adequado percebemos que as “relacoes de consisténcia”
emergem naturalmente , ou seja, os termos que resultam em violagoes de relagoes de sime-
tria e/ou ambiguidades sao eliminados. Segundo esta andlise, qualquer método de regu-
larizacao pode levar aos resultados corretos, contrariando as consequéncias usuais destes
métodos. Isto porque remove-se assim o principal erro cometido no processo de regula-
rizagao. Nos podemos entender isto de um modo bastante simples. Ocorre que, quando a
integral divergente é modificada pela introducao da regularizacao, basicamente introdu-
zimos um fator na integral para o qual existe um “limite de conexao”, isto é, um limite
onde este fator torna-se a unidade. A partir deste ponto, trocamos a ordem deste limite
com a integracao e passamos a efetuar operacoes validas estritamente para integrais fini-
tas. Estas, como vimos, nao sao todas simultaneamente validas para as corres-pondentes
divergentes. Nés poderiamos imaginar que, ao final, ao tomarmos o “limite de conexao”,
estas diferencas fossem removidas. E exatamente este ponto que termina por comprome-
ter os resultados pois isto nao é necessariamente verdade. Ocorre que entre estes termos
existem sempre integrais que sao finitas e independem da regularizacao utilizada e por-
tanto do limite tomado. A rigor podemos garantir apenas a saturagao, ou seja, o termo
dominante. A funcao dos momentos externos, por outro lado, que é separada de inicio no
nosso procedimento, é também bem definida (até por razoes de unitariedade). Entre estes
dois termos podemos ter uma série de poténcias nos momentos externos com coeficientes
finitos ou divergentes (com grau menor que o dominante). Estes podem depender do modo
especifico como os calculos foram feitos. E entretanto necessario, em muitos problemas,
tais como ambiguidades e relagoes de simetria, que estes sejam univocamente definidos,
ainda que nao o necessitem ser em todos, como por exemplo em renormalizacao de certas
teorias simples. Com esta discussao nés respondemos uma questao crucial que é o da
validade das relagoes de consisténcia, independente do método especifico de regularizagao
desde que com a apropriada interpretagao. Em seguida consideramos outros pontos de

vista para as mesmas relacoes entre integrais divergentes.

10.4 O Método de Pauli-Villars

E bastante oportuno, neste ponto, questionarmos a respeito do sucesso do método de

Pauli-Villars na QED [2]. Como vimos, estudando o tensor de polariza¢gao do véacuo,



é necessario para um tal método que este satisfaca as relagoes de consisténcia. Entao
podemos ter alguma semelhanca entre este método e o que fizemos na secao anterior.

A fim de verificar isto notemos que a forma geral das integrais que necessitamos discutir

sao:
(I I 1 ) = / d*k (1, kuky, kykykoks - - ) (10.57)
y Lpvs LpvaB - (271')4 (k,2 _m2)a :
Neste caso é imediato utilizar o método de Pauli-Villars. Basta fazer:
i=0

onde ap = 1 e Ay = m. Os restantes A; sdo parametros de regularizacdo e os a;s sao
coeficientes escolhidos de modo a obtermos uma superposicao tal que o resultado desejado
torna-se possivel. O limite de conexao é alcancado fazendo limA; — oco. A consisténcia
vird na forma de condigbes a serem impostas sobre os a;s e As.

Consideremos isto na primeira relacao de consisténcia. Ela fica:

{ / 'k Ak, / d4k G }:
A 2m) (k2 —m2)?® o @2m)t (B2 — m2)?

'k Ak, dk g }
= {/A B - AT h (o =

=2 a {/A (5:;4 (k2 /—\?A?)?’}

=% () () o5

Para satisfazer a relacdo é necessério escolher os ajs tais que:

Zai =0. (10.60)
i=0
Uma destas escolhas possiveis poderia ser ag =1, a1 =1 e ay = —2.

Quanto aquela envolvendo divergéncias quadraticas:

{ / 'k 2k, / 'k g } _
A @2m)t (k2 =m2)” a 2m) (B2 = m?)
. 'k 590 =N +AD)  r d'% g
N ; " {/A (2m)" (k2 A /A (2m)" (k2 = A?) }

v d*k 1 v 9 d*k 1
— (I, I 5= A . (10.61
5T | G s SN e 100D




Agora, além da condigao eq.(10.60) encontramos também:

> a7 =0. (10.62)
i=0
Para a tultima obtemos:
d*k 24k, ksk,k, d*k 1
{/A (2ﬂ)4 (k2 — m2)4 — 9w 90p + Gap9up + Jor9sy] /A (27r)4 (k2 — m2)2} =

= [9w908 + GouGvs + Garv9s,] ; a; { <(47ZT)2 <—2>> } . (10.63)

E novamente apenas a condi¢ao eq.(10.60) é necesséria.

Como podemos ver, ao invés de gerar apenas um termo indesejavel, geramos uma
soma destes de modo a cancelar o resultado. Na pratica isto é muito semelhante aquilo
que fizemos na secao anterior.

Uma questao oportuna é obter uma forma explicita para uma regularizacao de Pauli-
Villars satisfazendo as condigdes eq.(10.60) e eq.(10.62). Poderemos assim entender as
implicagoes destas condicoes. Para tal tomemos a integral quadraticamente divergente,

com trés termos na soma (2 regularizadores):

d*k 1 B d*k 1
/A @r) (2 —m2) ;“/ (2m)* (k2 — A2)
d*k ao aq a9
- /1\(27T)4 {kz—Ag AT k?-Ag}
4
= / (;54 {k4(ao +a; + az)
—k?[aog(AT + A3) + a1 (A§ + A3) + aa(A§ + AT)]
+aoATAS + arAGA3 + apATAG ) %
1

AR~ A A7) Hoen

A condicao Y a; = 0 aparece a fim de zerar o termo k* ao passo que aquela }°; a;A? = 0
é necessaria para zerar o coeficiente de k?. Se isto nao fosse verdade a integral nao estaria

regularizada. A solugao (dnica) para os a’s é entao:

e qp=1



—(n?=A3)

® 9 = Az A2y -
TR

Com isso teriamos a expressao:

/A (d‘*k‘ 1 / (d4kr 1 (=AY (1 - A)) (10.65)

oy =) ) (2m) (R —m?) (k] — A3) (k3 — A3)

E interessante perceber que as condicoes impostas, eq.(10.60) e eq.(10.62) sao ne-
cessarias para garantir regularizabilidade qualquer que seja o nimero de termos as. O
menor nimero de termos para regularizar uma integral logaritmicamente divergente ¢é 1,
por isso apenas a condicao eq.(10.60) aparece. Para aquelas quadréticas, por outro lado,
este nimero é 2, resultando nas condigoes eq.(10.60) e eq.(10.62). Uma vez garantida a
regularizabilidade um nimero maior de termos permitira cancelar os fatores indesejaveis

gerando outros semelhantes. Passemos entao para o ponto de vista da R.D.

10.5 Dimensao Continua e Complexa (Regularizagao

Dimensional)

As bases matematicas para a construcao do método da dimensao continua e complexa, que
foram discutidas brevemente no capitulo 3, residem no conceito de continuacao analitica.

O passo inicial consiste em estabelecer a validade do resultado:

[ d*k 1 K ['(a—w)
[0, a,9) = / QO +2q-k— H)® ((4@2) T (a)(—q — H2)*™ (10.66)

para as situacoes onde se encontram as integrais que seriam divergentes na dimensao fisica
(v < w). Isto é feito admitindo-se que I (2w, o, q) é uma fungao analitica da varidvel w,
continua e complexa. No lado direito a funcao 'y de Euler é entao substituida pela sua
continuagao analitica ( em o < w) a fungao 'y, de Weierstrass. As eventuais divergéncias
aparecerao como poélos em valores especificos de w. O aspecto importante é que uma vez
estabelecido o resultado eq.(10.66) acima podemos utilizé-lo para produzir relagoes entre
integrais sem nenhuma preocupagao com a divergéncia das integrais. Em outras pala-
vras, todas as operacoes de integracao dimensional, integracao simétrica e manipulagoes
algébricas no integrando deverao ser validas simultaneamente. Nao fara sentido falar em

termos de superfiicie. Com isso as relagoes entre integrais

d*k k,k G d*k 1
/ 2w 1.9 5 atl — L/ W (1.2 _ 2\ (10.67)
(2m)™ (k% — p?) 200 Ja (27)* (K% — p?)




&k k,k, kgk .y ” L d*“k 1
/( pkeke  Guw9pe + Gup9ve + Gue9us | (10.68)

2 (2= dafa+) (2m) (= 2]
sao imediatas.

E importante notar que estas relagoes nao representam uma simples inducao da va-
lidade dos resultados para a > w. Com a continuacao analitica nés estabelecemos a vali-
dade do resultado eq.(10.66). Com este calculamos outras integrais e entdo comparando
os resultados observamos as relagoes entre elas através do resultado calculado destas. A

partir das expressoes eq.(10.67) e eq.(10.68) acima podemos extrair os casos particulares

a=w=2;
/ d*k kok, G d*k 1 (10.69)
@m)' (k2 —p2)® 4 (@2r)* (k2 - p2)” '
/ d*k kyk,kgke _ 9w d*k kgke
(2m)" (k2 — p2)" 6 Ja (2m)* (k2 — p2)°

gﬂ d2wk kgklj
6 Ja (2m)* (k2 — p2)®
gué / d*k kgk,
(2m) 2w (k% — u2)3
) ) ol oAk 1
_ [gu 98¢ + GusGve + Inegus] / i S, (10.70)
4.3.2 (2m)" (k2 — p?)

ou ainda para a + 1 = w = 2;

&k kk LAk 1
/ : b I (10.71)

271')4 (]{72 . M2)2 2 (27’(’)4 <k2 _ /1“2) .

As relagoes eq.(10.69), eq.(10.70) e eq.(10.71) acima devem ser encaradas como re-
presentacoes para as respectivas expancgoes ao redor de w = 2. Assim as relagoes de
consisténcia sao, de certa forma, muito diretas no método da dimensao continua.

Isto termina por justificar a consisténcia do método, tanto na preservacao de simetrias
quanto na eliminagao de ambiguidades, nas situacoes onde se aplica.

E ainda interessante considerar a questao da consisténcia entre as operagoes de inte-
gracao dimensional, integracao simétrica e manipulagoes algébricas no integrando quando
a < w. Uma vez que nao dispomos dos termos de superficie a consisténcia deve se dar de

outro modo.



Para verificar isto retomamos a relacao :

d*k 0 k, Ak 1 2%k 2
*/<2w>%’@hi<<k2—-u%a> “ﬁ/<2wf“<k2—-u%“ OC/(zwf“<k2-u%“*1

= AS. (10.72)

Assim tomando AS = 0 e fazendo k% — p? + p? = k? no integrando ficamos com:
2

d*k 1 d*k 1

a—w - = ) 10.73

@) | e = = | = e e

Como w é uma variavel continua a complexa podemos escrever a relacao acima na forma:
2

d*“k 1 o Qa A2k 1
/ (27?)2w (k2 — p2)® - (a —w) / (27T)2w (k2 — MZ)OC'H’ (10.74)

Notemos que nao ha nada de inconsistente pois agora as integrais poderao ter poélos.

Em particular a relagao acima para a = w indica que a integral da esquerda posui um
polo simples em o = w. A multiplicacao da integral da esquerda pelo fator a — w agora
nao produz um zero como no caso das integrais regularizadas no espago dos momentos. O
lado direito de eq.(10.74) representa a continuagao analitica do lado esquerdo em situagoes
onde este nao possa ser definido pela simples escolha do valor para w (w = 2 por exemplo).
Notemos que estas manipulacoes sempre podem ser utilizadas para produzir relacoes
entre integrais divergentes na dimensao de interesse com outras finitas nesta. O lado
direito possui uma contagem de poténcia mais favoravel do que o lado esquerdo em duas
unidades. Este jd seria o caso da integral eq.(10.74) para a = 2 (divergéncia logaritmica)
pois a do lado direito é convergente. O carater divergente estd presente no fator (w — 2)_1 .
Para o caso de divergéncias quadraticas podemos repetir a operacao acima para produzir:
/ d*k 1 _ o { (a+ 1) p? / d*k % } (10.75)
e =i (a-w) |- (a+ 1)) @n 2= ) |

Notemos entao a presenca de polos para a = w e para a + 1 = w, como deveria ser.

Isto significa que a integral a esquerda diverge em dimensoes 2w = (4,2) para o = 1.
A consisténcia necessaria é fornecida pela interpretacao destas relagbes no contexto da
continuagao analitica. O procedimento pode ser utilizado para construir relagoes entre
integrais quaisquer, divergentes ou nao.

Uma observagao importante deve ainda ser feita. Trata-se das integrais que desem-
penham papel de “termos de superficie” nas relagoes entre integrais que divergem na
dimensao fisica. Neste contexto todas elas se anulam. Portanto é possivel produzir resul-
tados diferindo por tais termos dependendo da ordem das operagoes para o limite w = 2[3].

Na secao seguinte voltaremos a este problema com exemplos especificos.



10.6 Regras de Feynman e divergéncias

Nas secoes anteriores pudemos perceber que, na busca por uma estratégia consistente
para manipulagoes e céalculos de amplitudes divergentes, somos levados a reavaliar al-
guns procedimentos utilizados até aqui. Isto porque se desejamos impor, como parte da
estratégia, as relacoes de consisténcia, devemos ser coerentes com estas. Entao, como
acabamos de ver, certas operacoes algébricas envolvendo integrais divergentes devem ser
efetuadas cuidadosamente. A questao do momento é entao saber se sera possivel manter
as relacoes de simetria satisfeitas quando reavaliamos os calculos levando em conta estas
incompatibilidades. A razao para esta preocupacao se deve ao fato de, nas investigacoes
realizadas, das quais brotaram as relacoes entre integrais divergentes como necessérias e
suficientes, em alguns célculos eliminamos fatores quadraticos no momento de integracao
com a utilizacao de manipulagoes algébricas envolvendo integrais com diferentes graus de
divergéncia. Estas, as mesmas que agora concluimos nao devem ser feitas inpunemente.
Vamos entao nesta secao tentar elucidar esta questao retomando alguns calculo efetu-

TPP

ados nos capitulos 9 e 10. Comecgamos pela amplitude , onde encontramos apos o

calculo dos tragos de Dirac:

TPP—4/ d4]€ k2+k-k1+k-k2+k1~k2—m2 (1076)
@m)" | [0+ k)* = m2] [(k+ ko)* —m2] | '

Sem nenhuma manipulacao algébrica deveriamos entao escrever:

TPP

d*k k2
= {/ (2m)* {(k k) — mQ} [(k + kp)? — mz}

d*k k.,
+ (k1 + k?2)oc/ (Qﬂ) {(1{;4_ k‘l) _ mz} [ k+k‘2 _ mQ}

» [ d'E 1
(b oo =) / (2m)" [(k + k1)* = m2] [(k + ka)® — m?] } - (070

Apenas a primeira das integrais é motivo para nossas preocupagoes. Nos podemos

resolve-la de dois modos distintos. Primeiramente consideremos a solucao via operacoes
algébricas envolvendo relacoes entre integrais com diferentes graus de divergéncia. Assim

nos fazemos a substituicao:

= S [+ )= ]+ g [ ) — ]+
+; {2m _<k2+k2>}—[(k1+k2)~k]-



Isto nos leva a relagao:

/ d*k 2 B /
@) [(k+ k)? —m2] [k + ko) —m2] 2 [k + /<I1) — ]
2 / k + k2) _ mﬂ
2m? — k2 — k2] [ d*k 1
" 2 / (2m)" [(k + k1)* = m2] [k + ka)® — m?]

d*k ko
(2m)" [(k + k1)* = m2] [(k + ko)® = m?2]

— (ky + kQ)a/ (10.78)

E importante observar que estas operacoes sao validas tanto no contexto de regulari-
zacoes quadridimensionais quanto em 2w—dimensoes. O proximo passo é a solucao das
integrais. Estas ja foram consideradas ( ver eqs.(8.56), (8.70) e (8.81) capitulo 8) e nds

entao ficamos com :

2 2 ‘ )
I—Iuad( )—i—[kl-k:g—i-m}{[log(m)—((zm))Zo(m m (k1+l€2) ,ym )}
(10.79)
Por outro lado poderiamos ter reescrito o integrando para ficar com :

/ d*k k2 _ / d*k k2
A (2m)" [(k + ) - mﬂ [(k’ + ko) — mQ} A (2m) [k2 — m2)?

N
+{‘<’“1+k2)/A<2w>4[k2—m213

Ak Ak2kek
4 (kaekas + krcks + kock / =0
( 16rR28 1£h1p 2¢ 26) A (27r)4 [kQ—m2]4

{6+ )] [, g
+ (k%%) /A (;Zﬂl;l (k2 fm2]4

_/ d4k: k2 (k2 + 2k - ky)?
m2)* [(k + k) — mﬂ
_/ d4k; k2 (k2 + 2k - ky)®

m?]* |(k + k) — m?]
_/ d4k k? k:2 + 2k - ko)® [K2 4 2k - k]
m?]t [(k + k) — m?]




_/ d4k; K2 [k2 + 2k - ko) [k2 + 2k - ky]?
—m

. 10.80
2]3 {(/{; + k2)2 B mﬂ {(k 4 k1)2 _ mﬂ } ( )

Resolvendo as integrais finitas, utilizando as relagoes de consisténcia e propriedades

das funcgoes Z’s envolvidas, escrevemos isto na forma:
I = 2[ uad( ) Uﬁ . kg] Ilog(mQ)

! ((4;)2> l_(kl_6k2)2 = (4 b e) Zo (i, (k- kz)Q;m2)] - (10.81)

Devemos acrescentar que o resultado acima vale para 2w dimensoes pois apenas
operacoes algébricas foram efetuadas mais integracao de termos finitos.

E f4cil perceber que existem discrepancias nos resultados eq.(10.79) e eq.(10.81). A
questao parece ser definitiva para regularizacoes quadridimensionais mas nao o seria para
2w dimensoes. Isto porque estando em 2w dimensoes poderiamos utilizar algumas iden-
tidades entre integrais e converter um dos resultados noutro. Trata-se daquelas integrais
que sao “termos de superficie” em 4 dimensoes. Como tal poderiamos, antes de voltar

para 2w = 4, fazer:

d*k 2
21, uad( ) = / (27T)2w [k}2 — mg]

B /dQWk K
S0 R - m?

B / Pk K —m® +m?
A

o) (k2 — m2]?

_ / d*k 1 N mz/ d*k 1
= (27T)2w [1{32 . mg] (27T)2w [k2 o m2]2

Iquad(m2) + mQIIOg(mZ)- (1082)

Do mesmo modo temos:

((4;)2> <_;) - lii%/ (;l;;];w 7 i%mz]g' (10.83)

kR k1
/(27T)2w k2 —m?* /(27T)2w [k — m2]2

2w
+/ ok m (10.84)

27_(_ 20.; m2]3

Por outro lado:




portanto:

i 1 . P2k 1 2k 12
o) ) -l | 09

Entretanto, substituindo o resultado para as integrais, o lado direito se cancela iden-

ticamente.

De modo completamente semelhante :

- 2w 4
S (—1>::hn1/ A (10.86)
(47)? 6/ ws2) (2m)* [k2 — m?*
Por outro lado:

/ dek m4 B / d2wk k4 B 2/ dek k2
@m)* k2 —m?* ) (2m)* [k - m?)! (2m)* [k? — m?)’

d*k 1
) i o

mas novamente ao substituirmos os resultados para as integrais do lado direito encontra-
mos um cancelamento total. E entdo possivel passar do resultado eq.(10.79) para aquele
eq.(10.81).

Neste ponto temos aparentemente dois resultados para a mesma integral, dependendo
do caminho utilizado para calcula-la. Como ja haviamos notado nas segoes anteriores eles
diferirao por integrais que podem ser interpretadas como termos de superficie em relagoes
entre integrais divergentes.

Se estamos buscando um procedimento que nos leve a resultados consistentes temos
que utilizar argumentos fisicos para decidir o que deve ser feito.

No caso especifico que estamos considerando, sabemos que a amplitude esta relaci-
onada aquela 7T, lf‘P por uma Identidade de Ward. Esta ultima amplitude nao sofre dos
problemas que T*F pois nao h4 bilineares do momento do “loop” no numerador. O célculo

dos tragos nos fornecerd assim;

AP ik 1
T = dm (ks kl)“/ (2m)* { (e + k1)* = m2] [(k + ko)” — m?] } ' (1088)

Resolvendo, escrevemos de um modo conveniente para enfatizar a Identidade de Ward
(eq. 9.102):

ki — ko)

(=), = 2 i) - C 1



(kv — ko) (i 2 2 2.
+ 5 ((47)2> Zo(m,m,(kl—kg) ,m)}}
+4mIguaa(m?) + 4mIea(m?) (10.89)

Portanto apenas o resultado eq.(10.79) para a integral quadraticamente divergente leva
ao resultado correto; aquele que envolve manipulagoes algébricas no integrando.

Outra funcao de dois pontos onde ocorre a presenca de um fator k? no célculo dos
tracos é aquela 7°°. Com massas iguais ndo podemos relacioné-la a outras amplitudes
de dois pontos. Tomemos entao o caso de massas diferentes. Apds o calculo dos tracos
temos:

e (AR + k- , _
TSs(kl,ml;k2,m2):/<dk { (k* 4+ k-ki+k-ko+ky- ky+mymsg)

om) [(k ki) — mﬂ {(k + ) — m%} } - (10.90)

A integral quadraticamente divergente pode agora ser reescrita como:

/ d*k k? 7/ 1
A (27)* [(k‘+k’1)2—mﬂ {(k+k2)2—m§} 24 2774 k:+k‘1)2—m%]

1
2 / k: +ko)? — m%]
&k ka
(bt ), [ (2m)" [(k + k2)” = m2] [(k + k) — 3]
) s o dAk 1 )
(K ke 2)/(%)4 [+ k2)? — 2] [k + Je)? — i3] (10.91)

ou também na forma anéloga a expresscao (10.80), por separacao direta.

Podemos entao resolver as integrais finitas, utilizar as relagoes de consisténcia naquelas
divergentes e propriedades das fungoes Z’s para ter or resultados desejados .

Como no caso anteriormente considerado, notamos discrepancias na comparagao dos
resultados. A fim de decidir pelo caminho correto, invocamos a Identidade de Ward que

relaciona T com aquela T /Y S, Esta ap6s o célculo dos tracos fica:

d*k k,
(2m)" [(k + k1)* = m3] [(k + k2)® — m3]

T;/S(klaml;k27m2> = 4{(m2—m1)/

d*k 1
+ (maoky,, + miks,) / @) [<k TR ml] [(k TR mg} } . (10.92)



Portanto, as dividas encontradas no calculo de T nao afetam a T;Y . A solucdo das

integrais nos leva a:

(mg —my)

2 IIOg (m%)

T, = 4(k — kQ)u{

+ ((427'(')2) [_ (mQ + ml) Z (mf, mg) (kl _ k2>2 : m%)
b Zy (i i, (k= k) i) (10.93)

Apenas a substitui¢ao do resultado eq.(10.91) para a integral quadraticamente diver-
gente leva a satisfagao da Identidade de Ward obtida pela contragao (ki — k2) s X 9,

Dos dois casos considerados, no contexto de regularizacoes quadridimensionais, nao
dispomos de nenhum argumento para modificar T/Y S ou Tlf‘P . Entao a decisao recai sobre
as expressoes de T°% e TPP que levam ao resultado consistente. Antes, entretanto, de
tornar definitivas estas conclusoes devemos considerar outro tipo de bilineares do momento
do “loop”, aqueles na forma tensorial k,k,. Eles surgem, como vimos, nas fugoes TX,V ou

T7*. Primeiro retomamos a expressao para T}, imediatamente apds o calculo dos tragos:

dk [+ k), (k+ ko), + (k+ ko), (k+ k), g [177]
2m)" [k + k) = m3] [(k + ko)® — m3] I '
(10.94)

T;X/V (klaml; k27m2> =4 {/

A integral “problematica” é entao:

d*k ko
T = / (2m)" [(k + k1)* = m3] [(k + ka)® —m3] (10.95)

Uma das maneiras de expressa-la é através do calculo direto, como fizemos na secao 3 do
capitulo 9, ou seja, por separacao direta seguida da utilizacao das relagoes de consisténcia
e de propriedades das funcoes Z’s .

Outra maneira ¢ a de considerar a estrutura de Lorentz e escrever a estrutura geral:
];w = guwa + klukjyb + k’gukgyc + (klukg,/ + kguk’l,/) d (1096)

e entao gerar um conjunto de equacoes por contragoes com vetores k; e ko bem como com

guv- O que nos interessa diretamente ¢ a integral obtida pela contracao com g,,;

Gurdw = 40+ k2b + K2c + (2ky - ko) d, (10.97)



ou seja:

d*k 2
G = / o) TG R — ] [(o 7 R — ] (10.98)

E entao surge a pergunta: Como resolver a integral acima? Devemos optar pela expressao
eq.(10.91) ou por aquela correspondente a separagao direta? O surpreendente é que, neste
caso, se procedermos como fizemos para obter a eq.(10.91), para reescrever esta integral
em termos de outras, com a prévia identificacdo dos termos proporcinais a g,,, com 77
serfamos levados a violar a invariancia de “gauge” (conservacao da corrente vetorial). Por
outro lado se utilizarmos o tratamento direto da integral, teremos o resultado desejado;
Invariancia de “gauge” e valor correto a momento nulo ( ver capitulo 13). Situagao
semelhante ocorre com a amplitude TﬁjA e suas Identidades de Ward.

Resumindo nossas constatacoes; fatores k% devem ser eliminados por manipulacoes
algébricas que cancelam denominadores. Fatores k,k, devem ser tratadas diretamente
na solucao das integrais correspondentes com a utilizacao das relacoes de consisténcia.
Como acomodar estas duas situacoes aparentemente conflitantes? Devemos entender estes
resultados de modo a ser possivel enunciar uma regra Unica e obter a partir dela todos
os resultados de modo consistente. Poderiamos, neste ponto, prosseguir investigando,
na mesma linha de raciocinio, e incluir outras amplitudes sem entretanto alterar nosso
quadro.

O que se observa é que parecem existir dois momentos diferentes no que diz respeito
as propriedades matematicas das amplitudes divergentes no cédlculo perturbativo. Um
primeiro onde devemos efetuar manipulagoes algébricas de modo a, por cancelamento de
propagadores, eliminar fatores k% do numerador. Outro que envolve bilineares na forma
k,k, onde as operacoes k,k, = kg, = (k* — u® + p?) g, nao deve ser o procedimento.
Como interpretar isto é o nosso problema no momento.

Uma possivel solucao esta na reinterpretacao das regras de Feynman para amplitudes
envolvendo “loops”. Estas devem ser encaradas como uma sequéncia de passos numa
ordem bem definida, quando se trata de amplitudes divergentes. A 1ltima destas é a
introducao do sinal de integracao. Sendo assim uma vez identificado o diagrama, es-
crevemos a expressao, com vértices e propagadores, calculamos os tragos necessarios e
efetuamos operacoes algébricas possiveis, inclusive com cancelamento de denominadores,
obtendo entdo uma combinacao de termos “irredutiveis” onde todos os fatores k? estejam
ausentes. Neste ponto introduzimos o sinal de integragao e fazemos valer as propriedades

das integrais divergentes e as relagoes de consisténcia.



E ainda interessante notar que, segundo esta interpretacao, nds necessitamos intro-
duzir regularizagoes apenas posteriormente ao sinal de integragao. Com isso as nossas
manipulacoes, feitas para separar a parte dependente dos momentos externos, podem ser
encaradas como operacoes perfeitamente licitas. Em outras palavras equivale a adotar

para os propagadores uma representagao adequada para propésitos posteriores:

! — 1 _(p2—2p-l€+,u2—m2)+(p2_2p.k+1u2_m2)2
[(p — k)’ - mz] L [k2 — p2)? (k2 — 2
= S p —2p-k+ Iu — m2)
B [ z:: [k — ]J-H

<—1>N<p —2p k4 p? —m?)""!
k2 — 2™ (= k)* = m?]

(10.99)

Noés entao nao estariamos efetuando operagoes em integrais divergentes uma vez que
o sinal de integracao nao teria ainda sido introduzido.

Esta interpretacao relaciona-se diretamente a origem das indefinicoes matematicas
associadas aos infinitos que é o produto de distribui¢oes tomadas no mesmo ponto.

Poderiamos encarar os diagramas “loops” como diagramas arvores em que alguns
momentos sao tomados iguais ao final da avaliacao do diagrama pela aplicagao das regras
de Feynman. Uma parte das operagoes estaria livre dos problemas relacionados com
integrais divergentes.

Esta interpretacao é bastante atraente porque acomodaria todos os resultados que ob-
tivemos para as func¢oes de dois pontos. Além disto abre a possibilidade de obtermos uma
explicacao razoavel para o fato de todas as fungoes de trés pontos terem suas Identidades
de Ward satisfeitas, inclusive as anomalas. E bom lembrar que para verificar estas identi-
dades, efetuamos contragoes no interior do trago e introduzimos manipulacgoes algébricas
para cancelar propagadores. Segundo esta interpretacao, que acabamos de propor, estas
operagoes podem nao ser compativeis com a sequéncia de passos corretos. Em outras pala-
vras para verificar Identidades de Ward em fungoes de trés pontos é necessario calculé-las
primeiro para entao efetuar as contracoes com os momentos externos especialmente aque-
las que possuem integrais do tipo tensorial k,k, e k,k,ky. Nao é por coincidéncia que as
amplitudes anomalas encontram-se entre estas situagoes. Nos proximos capitulos vamos

nos dedicar a verificacao destas especulagoes.
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Capitulo 11

Férmions de spin 1/2 livres de massa

iguais: Funcoes de trés pontos e suas
Identidades de Ward-I.

11.1 Introducao

Um dos modelos mais ricos e interessantes, no que diz respeito a presenca de divergencias
nas amplitudes fisicas, é aquele que envolve nas linhas intermediarias apenas férmions.
Nos discutimos, no capitulo 8, dentro de uma estratégia que evita uso explicito de regu-
larizacao, os aspectos: ambiguidades associadas as escolhas para as denominagoes dos
momentos das linhas internas e possibilidade de violagoes das relagoes de simetria para
este modelo. Naquela ocasiao calculamos explicitamente apenas funcoes de Green de um
e dois pontos. A verificacao das Identidades de Ward para as fungoes de trés pontos foi
feita de modo indireto; efetuamos contragoes com os momentos externos, ainda no inte-
rior do traco, e com o uso de identidades convenientes, reduzimos o problema ao calculo
explicito de funcoes de dois pontos. Desta analise emergiram as relagoes de consisténcia
como necessarias e suficientes para que todas as ambiguidades fossem eliminadas, o que
nao se constitui numa completa surpresa. A mais surpreendente conclusao retirada destas
investigacoes refere-se a possibilidade de satisfazer todas as relagoes de simetria inclusive
aquelas das amplitudes anomalas [1]. Este fato,confirmado e extendido no capitulo 9
para o caso de massas diferentes [2], nos motivou a estudar, no capitulo 10, as relagoes

entre integrais divergentes que denominamos: “relagoes de consisténcia ” [3]. Apds isto,
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terminamos por concluir que se desejamos impor validas estas relagoes deveriamos rever
alguns procedimentos que haviamos utilizado no calculo de fungoes de dois pontos. Esta
revisao nos ofereceu a possibilidade de acomodar as constatacoes feitas até aqui, numa
interpretacao bastante interessante da aplicacao das regras de Feynman, quando as ampli-
tudes corres-pondentes tornam-se divergentes. Dentro desta interpretagao as funcoes de
um e dois pontos tém as propriedades desejadas, sao livres de ambiguidades e satisfazem
as relacoes de simetria. Entretanto as conclusoes que haviamos retirado para as funcoes
de trés pontos perdem, em parte, a validade pois as identidades utilizadas naquele método
de analise podem ser conflitantes com as condigoes de consisténcia que devemos impor.
Visto isto torna-se necessario refazermos esta analise agora, entretanto, incorporando nos-
sas ultimas conclusoes. Para tal é preciso calcularmos explicitamente as funcgoes de trés
pontos e entao efetuar as contragoes com os momentos externos para verificar a validade
das Identidades de Ward pertinentes [4].

Neste capitulo nés nos dedicamos ao calculo explicito das fungoes de trés pontos e a
verificacao das correspondentes relagoes de simetria para o modelo considerado no capitulo
8: Férmions de spin 1/2 livres e de massas iguais. Ao mesmo tempo que nos ocuparemos
destes objetivos chamamos a atencao para a sistematizacao adotada para expressar as
amplitudes bem como para a estrutura matematica que introduziremos. Esta linguagem
permitird uma andlise bastante simplificada e parece ser a mais natural e adequada para
este tipo de problema. Sem esta organizagao seria extremamente tedioso, e talvez nao

conclusivo, estudar os aspectos que nos propomos aqui.

11.2 Funcoes de um e dois pontos.

Muito embora neste capitulo estejamos interessados na verificacao das identidades perti-
nentes as funcoes de trés pontos, a partir calculo explicito destas, ¢é interessante iniciarmos
passando a limpo as expressoes para as funcoes de um e dois pontos, obtidas no capitulo
8, condicionadas entretanto as conclusoes do capitulo 10.

Isto quer dizer que adotaremos daqui para diante, como expressoes para funcoes de dois
pontos, aquelas nao-ambiguas e satisfazendo todas as relagoes de simetria que sao obtidas
pela adogao do procedimento especifico contido nas conclusoes do capitulo 10. A adogao
deste ponto de vista é necessario porque ao verificarmos as relagoes de simetria, amplitude-
por-amplitude, sera bastante 1til e elucidativo identificarmos certas estruturas surgidas,

apos as contragoes, com funcoes de dois pontos e eventualmente de um ponto quando



efetuarmos mais que uma destas contracoes numa mesma amplitude de trés pontos. Sendo
assim escrevemos, primeiro para as func¢oes de um ponto, nao-nulas pelas propriedades

dos tracos:

o) = 0 (11.1)
TS = 4m [Iquad(mQ)}. (11.2)

Agora, para as fung¢oes de dois pontos, ficaremos com as expressoes,

o755 — 4{[Iqmd(m2)] +[4m22_q2] [ Tiog(m?)]

A () Caranen)
o7 = 4{[—Iqwd<m2)}+q;[Ilog(mz)}

() (o o)) (1.4
o)/ = 0 (11.5)
T" = —dmy, { [ og(m®)] ( ( 4;)2) 2o (m*,m?. ¢* mQ)}} (11.6)
T — g (11.7)
TV = ;l[ngW—ququ [ Tiog(m?)]

()l (e s
T = ;l{nguu_qit%/}{[]log<m2)} _

- <(4;)2> _1/3+ <2m2qz+q2> Z (mZ,m2,q2;m2)_}

+(2m) g { —4m | Liog(m?) — % Zy (mQ,mQ, q2;m2> . (11.9)
(4m)

As definicoes e convencoes utilizadas para estabelecer estas expressoes sao aquelas do

capitulo 8. Pode ser verificado facilmente que as funcgoes acima explicitadas obedecem as

Identidades de Ward pertinentes a elas. As condigoes de consisténcia foram utilizadas.



11.3 Funcoes de trés pontos

Nesta se¢ao nos ocuparemos do célculo explicito das funcoes de trés pontos. Faremos isto
utilizando as mesmas convencgoes e defini¢coes do capitulo 8. Principiamos pelo célculo

daquelas mais simples, isto é, sem indices de Lorentz.

11.3.1 Célculo de 7555

Deste modo inicialmente definimos o “niicleo ”da amplitude 7% como:

1 1 1
959 :tr{ } (11.10)

Ry Ry S R S

O célculo do traco de Dirac nos proporciona a expressao:

t535:4m{(k+k1)-(k+k2)+(k+k2).(k:+k:3)+(k;+k1).(k+k3)+m2}
[(k + ky)® = m2] [(k + ka)® — m2] [(k + ks)® — m?] '
(11.11)

Agora, no espirito da interpretacao que adotamos, devemos utilizar a identidade:

0 82 =]

b [2m® = (b= )] (11.12)

(k+k)-(k+k) = ;[(k+kl-)2—m2}+

Apos efetuar as simplicagoes possiveis introduzimos o sinal de integracao. Entao fica-

remos com a expressao:

SSS _ Am d'k 1
o {/@ﬂﬂ%+hf—ﬁﬂhk+@f—mﬂ
+/ d*k 1
(2m)" [(k + k1)? —m2] [(k + ks)? —m?]

+/ d*k 1
(27)" [k + k)? — m2] [(k + ks)? — m?]

+; [87712 — (k1 — ka)® = (ky — k3)* — (ky — k3)2} x

d*k 1
X / (27r>4 {(k n k1)2 _ mg} [(/{: N /{:2)2 _ mﬂ [(k: n k3)2 B mQ} } (11.13)



Neste ponto tratamos cada uma das integrais de acordo com nossa estratégia. A

integral logaritmicamente divergente, tratada na se¢ao (4) do capitulo (8), fornecera:

d'k 1 ,
J, @m)" [k + ki) —m2] [(k+ k)° —m2| [foe(r7)]

i 2, 2 2, 2
_<(47T)2> [ZO (m ,m ,(k‘l—k’]) ,m)}
Aquela finita, por sua vez, identificamos, apds a parametrizacao de Feynman e inte-

gracao no momento k, com a funcao &y introduzida no capitulo 3;

d'k ) i
/ (27T)4 [(k‘ -+ kl)z N mQ} [(k + /{,‘2)2 B mz} [(k + k3)2 B mﬂ - <<4ﬂ_)2> 600 (1114)

Substituindo entdo as expressdes para as integrais, podemos colocar 7% na forma:

7995 = 4m {3 {]Iog(m2)} — ((4;)2> [(Zo (mQ,mQ, (ky — k2)2;m2>
+Z, (mQ, m?, (k1 — k3)2 : m2>
+7Z (mQ, m?, (ky — k3)2 : m2)
+ [8m? = (ky — ka)? — (ks — ks)? — (k2 — ks)?] ((4;)2> 500} . (11.15)

T5595 estd inteiramente escrita em termos das estruturas

A expressao obtida para

adotadas na nossa sistematizacao.

11.3.2 Célculo de 7577,

Para o célculo de 757" primeiro definimos:

(SPP

=tr<l ! 1 1 11.16
- r{ /f+/c3—m75/~c+/c1—m%/<+/cg—m}' (11.16)

Entao, calculando o trago teremos:

tSPP:4m{—(k+k1)-(k+k2)+(k+k2)~(k+k3)—(k+k1)-(k+k3)+m2}
[(k + ky)® = m2] [(k + k2)® — m2] [(k + ks)® — m?] '
(11.17)



Em seguida, utilizamos as identidades (8), introduzimos o sinal de integragao e su-

bstituimos os resultados (10) e (11) para as integrais. Ficamos entao com:

SPP _ _4m{[10g(m2) ((4;)2> Zo (m?,m?, (ks — ka)* ;m?)
() b o)

Com estes mesmos vértices como ingredientes temos as permutacoes: 7757 e TPPS,

Para estas obteremos:

oTPSP — _4m {[log(mz) - ((4;)2> Zy (m?m?, (ks — kr)? ;m?)
oTPPS — _4m {Ilog(mz) - ((4;)2> Zy (m?,m?, (ky — ky)*;m?)

Estas formas serao bastante uteis em calculos futuros, em virtude da sistematizagao
que adotamos.As restantes combinacoes possiveis dos vértices S e P, que geram funcoes

de trés pontos sem indices de Lorentz, TF5% e TPPP

, envolvem numero impar de matrizes
5 as quais trataremos no proximo capitulo. Estas, adiantamos, sao identicamente nulas

pelas propriedades dos tracos de Dirac.

11.3.3 Célculo de TV55.

Vss
T)\

Para o cédlculo da amplitude de primeiro definimos:

ves 1 1 1
t —tr{llﬁ_ T T e ﬁg_m}. (11.21)

O célculo do trago nos fornece:



tVss :zQ@+kak+ka+@h
+ (k+ k1) - (k4 k3) (kK + k2),
— (k+ ko) - (k4 k3) (k+ k1),

+m? [(k + ks)y + (K + ko), + (k + k1), ]}
1
- [(k + ky)® = m2] [(k + ka)® = m2] [(k + ks)® = m?]

(11.22)

Inserindo adequadamente as identidades (8) e introduzindo o sinal de integragao, te-

remos a expresséo:

TVSS _ 9 / d'k 2k,
' )" [k + ko) — 2] [ 4 ho)? — m?)
/ d'k (ko + k3),
(27T)4 [(k + k2)2 — m2] [(/{: + k3)2 — mQ}
d'k (ks — k1),
+/ 2m)" [(k + k1)® = m?] [(k + ks)® — m?]
d'k (ko — k1),
+/ (2m)" [(k + k1)* = m2] [(k + k2)® — m?]
/ d*k (ks — ko)? (k + k1),
(2m)" (k +h)? - mQ: (/f + ky)? — m2: [(k + k3)? — mﬂ
+/ d*k [4m? — (ks — k1)*] (k + k),
()" [(k 4 k1 = 7] [ + ha)? = 2] [ + ko) = m?]
d'k [4m® — (ky — k2)°] (K + ks),
ey O+ ) = ][O+ ko) — ][O+ ) — ] } (11.23)

Na expressao obtida aparecem duas novas integrais. Primeiro consideramos a integral
linearmente divergente. Ela foi tratada na segao (4) do capitulo 8 e com a utilizacao
da relagao de consisténcia adequada mais a relagiao entre as fungoes Z; (m?, m?, p*; m?) e

Zo (m?,m?, p*; m?) (capitulo 3) ficard:

- i BRI N
/ @m)" [(k+k)* —m2| [(k + &) —m2| 5 { [ Tiog (m?)]



_ ((4;)2> (2o (m?,m?, (k; — kj)Z;mQ)]}. (11.24)

Por sua vez, para a integral finita obteremos:

/ d*k k,
(2m)* {(k} k) — mﬂ [(k + ky)? — mz} [(k + ks)® — mﬂ

= ((4271-)2> [_ (ko — /ﬂ)M o1 — (ks — /{71)“ §10 — kmfoo} . (11.25)

onde introduzimos as fungoes &,,, (m?, p*, m?; ¢*; m?) (capitulo 3):

oy = { P2 )2}{(q2—2p2-q) (2 (2,2, (p — q)? s %)]

P*¢*—(p-q 2p%q
—1—212 [ZO (m m?, ¢*;m )]
- 2];252 (—Zo (m?,m?, p*m?)| + + ;pg g [500]} (11.26)

. _ ¢ (@ =P D (20 2
oo = e { o L2 0t moron)
[ <m27m2,p2;m2)]
q

T
+2p2 2 [ Zo (m m?, % m )} + (@ ;pp 2 [500]} (11.27)

Com isso expressamos Ty °* na forma:

1% = 20—y { o] - (15

’ ((4)) [4m° = (ks = k2)?] € |
+ [87”2 + (ky = ks)® = (k1 — ko) — (kn — kSﬂ < : 2) (—510)}

) A (mQ, m?2, (ks — k1)*; m2)

1

+2(k2—k1)A{[Ilog(m2)]_(W) oo ks k)
(i) B s

+ [8m® + (ks — ks)® — (k1 — k2)® — (k1 — ks3)”] (

(4)?



eldentidade de Ward

O indice vetorial carregado pela amplitude que acabamos de calcular nos permite ve-
T)\\/SS

rificar a primeira Identidade de Ward, para tal contraimos com o momento corres-

pondente qy = (ks — k2), = (k3 — k1), + (k1 — k2),. Entao, num primeiro passo teremos:

(ks — ka), TV = 2[(ky — ks)® + (k1 — ko) - (ks — k1) { [Tiog(m?)]

ZO m m (kg—k1)2;m2)

)
) 4’ — (k1 — k2)?] foo}
>
)|

— ka)? = (ki = k2) - (ks — k)] {[Tiog(m?)]

4m — (k1 — )2} foo}

) 8m” + (ks — ks)® — (k1 — k2)” = (ks — k1)°] %

— ko) - (k1 — ks)| (=)
[ k2> (;ﬁ k2> (ks = k)] (é01) } - (11.29)

No ultimo termo podemos fazer uso das propriedades das fungoes &1 e &o1 (capitulo

3):
o (ks — k1)2€10 + (k2 — k1) - (ks — k1) § = ; { Zy (m m? , (ko — k3)2)
+2Z (m m?, (ky — k1)2>
+ (ks — k) 500} ) (11.30)
o (ky — /fl)zfol + (kg — k1) - (ks — k1) &0 = ; { Zo (m m2 (ke — ]{:3)2)
+2Zy (mQ, m?, (ks — k1)2)
+ (K — k1)® €0} (11.31)

Depois de algumas manipulagoes algébricas e introduzindo alguns termos convenien-

temente podemos escrever tudo na forma:



(ks — ]fg))\T;\/SS _ 4{ {(kl — k;3; — 4m2]

(kl—k3)2—4m2 7
D J((M)Z)[zo(m i, (hy — o )}}

]{71 — k2 2_ 4m2
—4{ [( ; } []log(m2>} - Iquad(m2)

(ki — kg)? — 4m? i s
| - ]<<47T> ) |Zo (m?,m?, (ks — k) m)}} (11.32)

ou seja, identificando os termos obtidos com fungoes de dois pontos, eq (1 ), obtivemos:

[Dog(m®)] = Tpuaa(m?)

(ks — ko), TV 55 (m, ky;m, koym, k) = T5% (m, kyym, ky) — T (my, ky;my ks) . (11.33)

relagao esta representada diagramaticamente na fig.(8.11).

O resultado obtido é aquele desejado pois a inclusao do diagrama cruzado nos leva a:

Iy 7% =0, (11.34)

exibindo assim a propriedade correta, consequéncia da conservagao da corrente vetorial.

Nossa prescricao mostrou-se, deste modo, bem sucedida no primeiro teste.

Para facilitar calculos futuros ¢ também importante explicitarmos as permutacgoes

obtidas, dentro da nossa convengao, com os mesmos vértices. Assim temos;

725 = 200 10, { [ali®)] = (552) 20 (= ) s)
+< ( 4;)2) [4m? — (k1 — £2)?] o
s b = ? = = k= (0 = 1] (115 ) (600
200 =k, {2 )] = 5 ) 2 (i 1 = B )

(i) 2 =)




— ((47?)2> (k1 — k3)” &oo
+ [8m2 + (ka + ka)® = (b + ks)” = (K1 + ho)’] ((4;)2> gm} . (11.35)

Ainda que esta expressdo seja apenas uma mera permutaciao de TV %% é interessante
verificarmos a contragio com (k3 — k1),. Com a utilizacdo das identidades (29) e (30)

envolvendo as fungoes &,,, ficamos com a expressao:

(k’3 - ]{32)” vas = {[(kg - ]{32)2 - (kl - kg)ﬂ I]Og(m2)
i 2 2. 2
+ ((47{_)2> {4m — (k’g — ]{?2) } ZO (m m (k’g k’g) ym )
i 2 2. 2
Reorganizando e observando a expressao (1) para a funcao de dois pontos T%° veremos
que acabamos de obter a relagao:

ks — k1), TSV (m, ky;m, ko;m, ks) = T (m, kyym, ko) — T°°% (m, kosm, ks) . (11.37
7

Prosseguindo temos ainda outra permutacao:

TSV = 2(ky —ks), {QIlog(mQ) - ((4;)2> \Zo (m?,m?, (ks — k1)* ;m?)

+2 (ky — k), {Ilog(mQ) = ((4;)2> Zo (m2,m?, (ky — ks)* ;m?)

(o) o 1 ]

- [8m2 + (k= k2)” = (ks — ky)® — (k1 + k3)2} (

?

(4m)

,) (e pranss

A contragao com o momento (k; — ko), fornecera:



(kl — k2)y T,,SSV = 2 { [(kl - k3)2 _ <k3 . k2)2:| Ilog(mQ)
. ' <(4Z7T)2> [4m2 = (ks = klﬂ Zo (m2,m2, (ks — k1) m2)

- ((47r)2> [4m? = (ks — k2)*] Zo (m?, m?, (ks — k2)* m2>} (11.39)

Novamente, apds uma rapida observacao, identificamos a relacgao:

(kl — kQ)V TVSSV (m, k,‘l; m, k’g; m, kg) = TSS (m, k’g; m, kg) — TSS (m, ]{?1; m, k‘g) . (1140)
Deste resultado e daquele (36) é imediato verificar que:

p, T = p I35 =0, (11.41)

como deveria ser.

11.3.4 Célculo de TV T,

Com os mesmos ingredientes utilizados na segio anterior podemos determinar 7Y ©'. Para

isto primeiro definimos:

n =t {% fit /Cll —m Pkt /412 —m "kt /{13 - m} 7 2
que nos leva a:
87 = —a{(k+ k) (k+ ko) (k+ k3),
+ (k4 k1) - (k+ks) (k4 ko),
—(k+ ko) - (k+ k) (k+ k1),
—m?[(k + ks), + (k+ k2), — (k+ k1), }
! (11.43)

- [(k + ky)® = m2] [(k + k2)® = m2] [(k + ks)® = m?]

Entao, utilizando as identidades (8), introduzindo o sinal de integragao e substituindo

os resultados para as integrais obtidas teremos a expressao:



+ ((4;)2) [— (k1 — k2)2} €00

[l = = = = b = "] 5 ) (-6

T)YPP = —2(ks—Fk1), {[log<m2) N ( > Z (mQ’ m’, (ks — kl)Q ;m2)

=2 (ko — k1), {flog(m2) - (@) Zo (m27 m?, (ky — ky)° ;m2)
- <<4;>Q> (kr — k3)* oo

t+ [(ka = ks)® — (k1 — ks) — (k1 — ko)’ ((4;)2> (_501)} (11.44)

e Identidade de Ward.

Ao indice vetorial carregado pela amplitude

TYVPP esta associada uma Identidade de

Ward. Para verificd-la contraimos com (k3 — k2), a expressao acima. Apés a utilizacdo

das propriedades (29) e (30) das fungoes &, ficaremos com:

(ks — ko), TN P = —4 {]quad(mQ) - Wllog(m2) +
i A —
+4 {]quad<m2) - wllog(mQ)
i) (5 rf

onde acrescentamos alguns termos convenientemente para poder identificar as respectivas

fungdes de dois pontos, expressao (2). Assim obtivemos :

(k’g — kg))\ T;/PP (m, ]{]1, m, kg, m, k’3) = TPP (m, kl, m, ]{32) - TPP (TTL, kl, m, k’g) . (1146)

representada diagramaticamente na fig.(8.13).
Do resultado acima torna-se evidente que teremos para a amplitude correspondente
ao processo V. — PP:



Ty 7P =0, (11.47)

como deveria ser.
E interessante também registramos as formas explicitas para as permutagoes possiveis
envolvendo estes mesmos vértices, ja que faremos uso destas em sistematizacoes futuras.

Primeiro:

TPV = —2(ky — k3), {2110g(m2) — (

[y = k) = (ke — k)? = (hy — ky)?] ((4;)2> 510}

—2(ky — ky), {[log(mz) - <(47T)

- ! kl_k?)2 00
(i) = e

+ [(kl — k)® — (kg — k3) — (b1 — k:g)ﬂ ((4;)2) (_&ﬂ)} (11.48)

)Zo (m m?, (ky — k1)2;m2)

que, contraindo com (k; — k), fornecera:

ou seja:

(k1 — ko), TEPV = TPP (m, ko;m, kz) — TTY (m, ky;m, k) . (11.50)

Por sua vez teremos:

TV = =2(k — ko), {2110g(m2) - ((



+Zo (m? m?, (ks — ka)® ;m?)]
+ <(47ZT)2> {— (k1 — kS)Q} €00
[y = k) = (b = R)? = (ks — k)’] ((4;)2> gm}

_(M;J(h_kﬂ%m

+ [(ky = ks)® = (ko — ks) — (k1 — ko)’ ((4;)2> (-510)} , (11.51)

que, contraindo com (ks — kq) ,» bermite identificar a relacao:

(k?g — kl)# TfVP = TPP (m, ]{31, m, k’g) - TPP (m, ]CQ, m, kg) . (1152)

Torna-se imediato observar, dos resultados (49) e (51) que:

p TV =pl, TV =0, (11.53)

como deveria ser.

11.3.5 Célculo de T{*57.

Com um indice de Lorentz, e um numero par de matrizes 75, temos ainda a combinagao
de vértices ASP.

Para explicitar estas formas comecamos por definir:

(ASP _ tr{ (11.54)

1 1 1
1 g TNV } :
ft d—m Pk k= m T ke ey —m
O célculo deste traco nos leva a expressao:

t3957 = 4{(k+ k) - (k+ ko) (k +ks),
+ (k4 k1) - (k+ks) (k+ ko),
— (k= ko) - (k — k3) (k — k1),
+m? [(k+ ka)y — (k + kr)y — (K + ks),] b x



1
[(k + ky)® = m2] [(k + ka)® = m2] [(k + ks)® = m?]

X (11.55)

Neste ponto devemos utilizar as identidades (8) e ent@o, apds a reorganizagao possivel,
introduzir o sinal de integracao e os correspondentes valores para as integrais obtidas, para

ficar com a expressao:

TP = 2(ky — k),

+2 (ka — k1), {Ilog(m2) - (@) Zo (m m?, (ky — kl)Q;mz)

*Q;f{%—%f—%—%><h )](mﬁ (11.56)

e Identidade de Ward

Ao indice A associado a corrente axial, temos uma Identidade de Ward, consequéncia da

proporcionalidade existente entre o divergente desta corrente com aquela pseudo-escalar
no modelo. Para verificad-la contraimos a forma acima com o momento externo relativo

ao vértice onde se encontra o operador axial-vetor. Entao teremos:

(ks = ko), T = [(ks — & 2 = k1)°] 2L0g(m”)

< ) (ks — k1)*] Zo (m? m?, (ks — k1) ;m?)
- <4W ) ((ky = k1)%] Zo (m?, m?, (ky — ka)*;m?)

-2 <(47Zr)2> {4m2 [(/{52 - kfl)z + (kﬁl - ]{32) . (kg — kl)] 500} . (11.57)

Isto pode ser reoganizado para:



(s — ko), THSP = 4{W[ﬁog( 2) _ ((4 ° )Zo(m m?, (ks — kl)g;mQ)]}

_4{[<k1 2k2) [log () )ZO m?, m? <k2—k1)2;m2)]}

+2m (4m) {]10g - (

+<m;>ﬂb et S b”&*

—8m2{110g(m2)—<(4;)> Zo (m2,m?, (ks — k;l)?)}, (11.58)

que observando a expressao (18) bem como aquelas (1) e (2) permite-nos identificar isto

ZO m ,m? kl)Q;mQ)

com a relagao entre amplitudes:

(ks — ko), TSP = = (2m) [TPSP] = TPF (m, ks m, ko) = T%5 (m, kysm, ks) - (11.59)

Agora, para a permutacio dos vértices do “estado final”, T{® teremos a expressao:

T;‘PS = -2 (kg - kl))\ {]log(mQ) - <(47ZT)2> [ZO (m m? <k3 - kl) » T )

(o) -ne
n ((2)2> (ks = ks)? = (ks — ks)? = (k. — k2)?] (—10) + }

47
)

—2 (ky — k1), {Ilog(m2> - ((4702
+ <(4:T)2> [ (k1 — k3)°] &oo
(g ) [ = = 1 = = =]} (11.0)

e [dentidade de Ward
A contracao com (ks — k), permite-nos identificar a relacao entre fungoes de trés e

)Zo (m m?, (ky — k1)2;m2)

dois pontos:



(ks — ko), TS = — (2m) [TPPS] = TPP (m, kyym, ks) — T%5 (m, kysm, ky), - (11.61)
Dos resultados (60) e (62), é agora facil perceber que obtivemos:

TP = = (2m) [TP=P9] (11.62)

que ¢é a proporcionalidade correta entre o divergente da corrente axial e a corrente pseudo-
escalar.
Antes de encerrar esta se¢ao € interessante listarmos as formas explicitas para as outras

permutacoes envolvendo os mesmos vértices. Assim temos:

THAS = 2(ks — k), {Ilog(m2) — (M;)g> [Zo (m27 m?, (ks — ka)* 37"2)
() o -
4 ((4;)2> [(ky — ks)? = (ka — ks)® — (k1 — ka)?] (— flo)}

+2 (k1 — ko), {2]1Og(m2) - ((47’2> (2o (m?,m?, (ks — ks)*;m?)

)
+ Zy (m m?, (ky — kl)z;m2>}

(il
+ <(4;>2> [(’fl — k3)® — (ks — k3)* — (ky — k2)2} 501} : (11.63)

Desta expressao extraimos a propriedade:

(ks — kn), TEAS = (2m) [TPPS] + TP (m, kyym, ks) + T (m, kyymoky) . (11.64)

Por sua vez:

(4m)

TPSA = —2(ky — k3), {QIlog(mQ) N ( 2) %0 (mz’mz’ (ks = k1) m2)



(e ) = ) = = 1 = G = ) 0}
(= b L ) = (755 ) 2 (. 0 = )
() o

da qual decorre:

(ky — ko), TV = (2m) [TPSP] + 777 (m, gy, ks) + T55 (m, kyym, ks) . (11.66)

Temos ainda:

T = <200~ ), { D) — (3 ) 20 (2, s = )

+ ((4;)2> [— (k1 = k2)*] &oo

(ky — {2110g ( ) Zo m?,m?, (ky — ko) )
+ Zy ( m?, (ks — k2 2
+<Jﬁ>wn‘wl >km
! ((4;)2> [t = K)? = (ks = ka)” = (ko = ho)’] (&n)} , (11.67)

do que verificamos:

(ks — kv), TSP = (2m) [T5FF] + TP (m, kyym, ko) + T (m, kyymo k). (11.68)



Finalmente, a iltima das permutagoes:

7

TP = 200 k), {2 >—<(47T)2) 2o (m 2. (ks — ko)1) +(11.69)
(=
(@
[

20k, - >{110g< ) - ((

47)?

+<¢&N—“—@ﬂm

" ((4;)2> [k = k2)” = (1 = ks)” = (k2 — ka)?] (= 601)} (11.70)

)Zo Ifl k3)2;m2>
) 4m - k‘1 2)2} oo

bf—%—%ﬁ—%—%ﬂ&*

_|_

(47)°

?

) ZO (mz, m2, (kg — k3)2 ) m2)

a qual tem a propriedade:

(ky = ko), TSP = (2m) [T5PP] 4+ TP (m, kym, ks) + T (m, ky;m, k). (11.71)

Com isso completamos o calculo e a verificagao das Identidades de Ward para as
fungoes de trés pontos com apenas um indice de Lorentz (e um nuimero par de matrizes
v5). Toda as Identidades verificadas, dentro da interpretagao e prescricdo que estamos
seguindo, foram obtidas, sem duividas, satisfeitas. Vamos entao para os casos mais interes-

santes, aquelas com mais do que um indice de Lorentz.

11.3.6 Calculo de T/fyvv.

O calculo explicito da amplitude TfVV V' [5] é uma excelente opurtunidade para introdu-
zirmos a linguagem adequada para tratar aquelas com dois indices de Lorentz bem como
para discutirmos o principal aspecto envolvido na discussao deste e do préximo capitulo.
Isto se deve ao fato de que, neste caso, a integral logaritmicamente divergente com um
fator bilinear tensorial k,k, se fazer presente. Vamos verificar as implicagoes disto com
detalhes.



Comecamos pela definicao:

1 1 1
VYV = tr{ y 1 } : 11.72
w R R m Rt k= m ket ks —m (11.72)
O simples calculo do trago nos leva a escrever:
ti‘yvv = Am{(k + k1), (k + ko), + (k + k1), (k + k2),,
+(k+ k1), (k+ks), — (k+ k), (k+ks),
+(k+ ko), (k+k3), — (k+ ko), (k+k3),} ¥
1
X
[(k + y)® = m2] [(k + ka)® = m2] [(k + ks)® — m?]
+gut™r. (11.73)

Aqui identificamos os termos proporcionais a g,,, com aqueles da fungao de trés pontos
t5PP  Automaticamente assumimos para estes termos os procedimentos utilizados na
ocasiao onde realizamos estes calculos. Para os termos restantes notamos o surgimento
de certas estruturas que tornam justificavel as defini¢oes, apds a introducao do sinal de

integracao;

- _/ s ((k+ ki), (b + k), % (k + ki), (k+ k)|
L @m) [ k) — 2] [k ko) — 2] [k 4 k) —m2]

(11.74)

Na ocorréncia do sinal positivo, na definicao acima, como € o caso da amplitude TEVV v,

temos que calcular a integral na forma genérica:

d*k k,k,
L= [, (2m)* (k2 = m2) [(k +p)* = m?] [(k + q)? — m?] (1L75)

Para prosseguir os célculos das amplitudes precisamos desta solucao. Por isso facamos

uma pausa para uma discussao detalhada deste problema.

e A Integral /,,

Para chegarmos a solucao de I, em termos das estruturas que adotamos, temos dois
caminhos possiveis.

O primeiro é aquele que envolve a solucao pela separacao, dentro da nossa estratégia,
diretamente efetuada na integral I, acima. Neste caso o primeiro passo ¢é escrever I, na

forma:



&k kok,
[l“’ = / 4 2 213
A 2n) (2 — i)

_/ d'k (¢% + 2k - q) bk,
(2m)" (k2 = m?)* ((k + q)* = m?)
B d*k (pz + 2k - p) Kok,
/ (271')4 <k2 - m2)3 ((]{7 +p)2 - mQ) ((k‘ N q>2 _ mz)- (11.76)

Na primeira fazemos entao uso da relagao de consisténcia adequada. As outras duas

(finitas) integramos, para obter entdo:

)

+(47i')2 {_ggy [TZOO] + Pubv [502] + quq [520}

_'_puqu [511] + Q,upu [511] }7 (1177)

onde aparecem as fungoes:

1 ¢’ p?
®No0 = 520 <m2, m?, (p — Q)2 ,m2) - (1/2 + m2§00> + 5510 + 5501
2 2
P q p-q 2,2 2. 9 2,2 2. 2
.520 = { Zom,m,(p—Q) ;ym _Z0m>m7q;m
[pzqz —(p- q)ﬂ 422 [ ( ) ( )]
(¢>—p-q) Lt
+T (&10) — 2712 [2 +m 500}
1
i ¢ (§10) + P* (&)] }; (11.78)
2 2
p q p-q 2 2 2 2 2 2 2
{2 = { Zo (m*,m*, (p—q)";m”) — Zo (m*,m°, p
®»* —p-q Loy
+ 2p? (o1) — sz {m foo] (11.79)
Para as fungoes ;7 temos duas representagoes, primeiro:
2 2
ooy = —FL {—12 [0 (2,2, (p— 0)? ) — Zo (P, %, 2]
PP — (-9 | 44



(*—p-q) p-q
+2q2(§o1)+2qu2{

- 4];52 [QQ (510) —|—p2 (501)}} ) (11-80)

1
5 + m%oo}

e também:

P

11 = [quQ " (- q)ﬂ {_4;? [Zo (m27m2’ (p— q)2 ; m2> — 7 (77127 m?, ¢*; m2>}

(p*—p-q)
2p?

P-q 79 2
- 12 [q (§10) +p (501)}}- (11.81)

p-q [l 2 }
+ (&10) + BNere {2 +m“&oo

Para a verificacao das Identidades de Ward é extremamente 1til utilizarmos as pro-

priedades (cap.3):

1 (—=Zy(m? m?, (p—q)*m?
oq2§11 +p-qSo2 = 2{ o 2(p 9 )+
7 2 .2 9. . 9
L Zolm ”; P +q2§01} (11.82)
2 1 1 2
o0 +p-qlnn = 2{— [2+m foo}
2 3 2
+ pffm + i510 (11.83)
2 2
2 1 1 2
o2 +p-qbn = 3 {— [2 +m 500}
2 3 2
+ qfﬁlo—i- i&n (11.84)
2 2
o2 1 —}Z 2 .2 (N2, 2
P +p-qén = 5 5 0<m,ma(P Q),m)
1
+ 570 (P m?, g% m?) +p2§10}. (11.85)

Com o resultado para a integral [,,,, mais as propriedades listadas acima, poderiamos

nvs
completar a cédlculo de TIfVVV e verificar a validade das Identidades de Ward correspon-
dentes. Entretanto ¢ interessante considerar antes disto outra forma de resolver a integral

L.



A segunda forma de resolver a integral I, é primeiro considerar a estrutura de Lorentz

da eventual solucao, que, neste caso, pode ser escrita na forma geral:

-[ul/ = g,uuBO + pupuBl + q,quBQ + quVB3 + QupVB4- (1186)

Entao, a fim de obter os valores para os invariantes B’s efetuamos contragoes em

ambos os lados gerando um conjunto de equagoes. A primeira pode ser:

9l = 4By +p*B1 + ¢*Ba+ (p-q) Bs + (p - q) Ba. (11.87)

Depois podemos fazer:

Gl = (p-q) Bo+ 0> (p-q) B+ (p-q) ¢*Ba + (p- q)° Bs + p*¢*By. (11.88)
Também:
Pudoly = (- qQ)Bo+p* (p-q) Bi+ (p-q) ¢*Ba + (p- q)° By + p*¢*Bs. (11.89)

Por sua vez:

2
pupvluw = P*Bo+ (p°) Bi+ (p-9)* Bo+p* (p-q) Bs + 1 (p- ) Bu. (11.90)

E, finalmente:

2
Gl = ¢ Bo+ (0-0) Bi+ (¢°) Ba+ (0 0)¢*Bs+ (0 0) ¢°Ba. (11.91)

O sistema de equacoes assim obtido pode ser resolvido de modo a fornecer os invari-

antes B’s em termos das integrais do lado esquerdo. Como tal teremos:

G Ly p-q
BO = + (Q,upu[,uy> + (p,uQVI,uu)
4 2)p— (p-q)?] {
2 2
p q
- — () — — Pupvlw } 11.92
p - q( F f ) p-q ( I 1 ) ( )

e combinagoes analogas para os outros B'’s.



O que nos interessa diretamente, no momento, é o modo pelo qual resolvemos as

integrais obtidas. Tomando por exemplo a integral g,,1,,, poderfamos fazer:

d*k k%2 4+ m? —m?
g,w/[,uu /A (

2m)" (2 — ) ((k + p)” — m2) ((k + 0)° = )

_ / d*k 1
A (2m)* [(k +p)? - mﬂ [(k +q)° - mﬂ

, [ Ak )
+m / (27.[.)4 [k’2 . mg) ((k +p)2 B mﬂ [(k i q)2 B mﬂ s (1193)

e entao resolver de acordo com nossa estratégia. Deste modo obteriamos:

Gl = [log(m2> - (4;)2 {Zo <m2, m?, (p — q)Z) — m2§00} ) (11.94)

Seguindo este raciocinio a integral p,q, I, poderia ser reescrita na forma:

1 d*k q-k
p,uql/],uz/ T 9 / (271')4 (k‘2 . m2) ((k‘ + Q)2 . mz)

1 dk (q¢-k)p°
20 2m)" (k2 = m2) (k + )" = m?) ((k + )" = m?)

1 d*k q-k
2J) (2m)! ((k +p)? — m2) (k+q)* — m2) (11.95)

onde utilizamos a identidade:
q-k= ; [((k+p)2—m2) — (kQ—m2) —pz} : (11.96)

Entéao, tratamos as integrais obtidas no lado direito de (96) utilizando as relagoes de

consisténcia. O resultado pode ser facilmente colocado em termos das funcoes Z's e £'s;

Pudul = Z%[IIOg(Wﬂﬂ

+q4220 (mQ,mQ,qQ;m2>



P+ +p-q)
4

+ 1 ()} (1.97)

Zo (m*,m*, (p = )*;m’)

e assim por diante para todas as outras integrais. Apds um longo e tedioso calculo e

sucessivas reorganizacoes podemos colocar os B’s nas formas:

1 9 1 1\ (1 9 9 2 9
By, = 1 [Ilog(m )} + (47r)2 <—2> {ZZO (m ,m”, (p—q)";m )
_ [m2€00} + q22 (510) % (&)1)} (11.98)
oB, = P’q° {p~q Zo mz m2 ;m2 — 7 mz,mQ, 2;m2
P20® — (p-9)*] |4P°¢° e (p=a)*im’) ( i)
2 . 1
—I-(qu];(J) (10) + 2 {m foo}
- o [ )+ )] (11.99)
By = ¢ P 4q Zo (m?,m?, (p — 2 :m?) — Zy (m?, m?, p*; m?
[p2q2 —(p- q)2] Ap2q? [ ( (p=a) ) ( p ”
— 1
+(]92pp(]) (§o1) — 22 {m 500}
+ 4]192 [qz (€10) +p° (501)}} (11.100)
B3 = re {—1 Zoy (m?,m?, (p — 2;m2 — Zy (m?,m?, p*;m?
[p2q2 —(p- q)Q] 4q? [ ( (»—a) ) ( p )}
(¢*—=p-q) 4T
+T (€o1) + 2 22 [ foo]
- 4[];;]2 [q2 (€10) +p° (fm)}} (11.101)
B, = P {—1 Zo (m?,m?, (p — 2;m2 — Zo (m?, m?, ¢*;m?
p2¢> — (- )] | 44° 70 (v =) m?) = 2o 7))

"‘W (&10) + % qu [m2500}

pP-q 79 2
—%%Jq@@+p@w}. (11102



Para verificacao das Identidades de Ward, com esta solugao para a integral I, ¢ muito

util conhecermos algumas propriedades dos B’s tais como:

2 1 2 p2 392
o¢"By+p-qBy = 31 ™ oo + 5501 + 7510 (11.103)
1
@*Bs +paBi = S {~Z (m*,m*, (0 —0)°) + Zo (m*,m*, %) + ¢’ J(11.104)
1
p’Bs +p-qBy = 1 {—ZO (m2,m2, (p— q)2> + Z (mQ,m2, q2) + 2p2§10}(11.105)
1 2 3p?
.p2Bl —|—qu3 = 2{—m2§00+q2_|_]2)€01} (11106)

Assim como no caso da primeira solugao, basta estes ingredientes para explicitar a
solugio de T35 e verificar a validade das Identidades de Ward.

Antes de partir para as verificagoes em separado para as duas soluc¢oes, nés observamos
as expressoes obtidas e ao compara-las notamos pequenas , mas significativas discrepancias
nos termos que compoem a solugao para I,,. O aspecto interessante desta comparagao
é que podemos tratar os dois casos simultaneamente, definindo um novo conjunto de

invariantes:

wo = {termo g,,;Bo}
Y1 = {502; Bl}

o = {&0; B2}

w3 = {&u; Bs}

w1 = {&u; Ba},

onde, por exemplo, o termo ¢, pode ser escrito, ja na linguagem especifica dos nossos

momentos internos, como:

1 ' 171
po = hog(m®) + (Mfr)z) {—2 {QZO (m?,m?, (ks — ks)*; m?)
— 2 _ 2
—(Ap +m*&) + (F, 2k2> §o1 + (h, 2k3) 510] } . (11.107)

As propriedades destes objetos, com vistas a Identidades de Ward, ficam:

1
o (/f3 - k1)2 P3 + (/f2 - /ﬁ) : (ks - kl) Y1 = Z {—Zo (mQ, m2, (kQ - k3)2 ;m2)



+20 (m?,m?, (ks — k1)* s m?)
+2 (ks — k1)* éon } (11.108)

o (ks — k1)’ o+ (ke — k1) - (ks — k1) oa = L {— [ASO + m2§00}

2
(ko — k1)

3 (ks — ky)?

5 o1 +

5 510} (11.109)

o (ky— k1) or 4 (ke — k1) - (ks — k1) 3 = ! {— [ASO + meoo}

2
(ks — ky)?

3(ky — ky)?

+ 5 &0 +

5 501} (11.110)

1 1
o (ky— k1)2 O1+ (ko — k1) - (ks — k1) pa = = {—Zo (m27m27 (ko — k3)2>

2 2

+;Zo (m? m?, (ks — k1)°)
+ (k2—k1)2§10}' (11.111)

Notemos que tomando:
i) Ap = 0, temos a solu¢ao em termos dos B’s;

ii)Ap = 1/2 teremos a solugao em termos das fungoes £’s.

E importante, neste ponto, que percebamos o fato de nenhuma das duas solugoes,

apesar de levarem a formas diferentes para a integral, e portanto para as amplitudes cor-

respondentes, poderem ser consideradas incorretas. Somente a analise das consequéncias

destas escolhas é que revelara qual delas nos fornecera resultados consistentes, e nos es-

peramos poder decidir qual dos procedimentos deve ser adotado.

E hora entdo de voltar para o calculo da amplitude T/fyvv. Para tal o primeiro passo

¢ calcular os objetos T};}, que introduzimos para tornar sistematizado os cdlculos poste-

riores, em termos dos objetos ¢'s. Isto é feito de modo bastante direto com a utilizagao

da solugao obtida para a integral I,,. Assim temos:

oly. = [(ks — k), (ks = k), — (ks — k), (ha — k),

oIty = [(ks— k), (ks — k1), — (ks — k1), (ko — k),

oy = [(hs— k1), (ks — k1), — (ks — kn), (ko — k1), |

(@) €00 — €10 — éon

(
(

(47_r)2
(4m)?

) [—&o1] (11.112)

) [—&10] (11.113)

(11.114)



oliy, = ((4%)2> { Guv [200]
k

+ (ks — k1), (ks — k1), [202 — 210]

+ (k2 — k1), (k2 — k1), [2¢01]

+ (ks — k1), (k2 — k1), [2¢03 — &o1

+ (ks — k1), (k2 — k1), 2004 — €] } (11.115)
olfy, = <<4;)2> { v [2600]

+ (k2 — k1), (k2 — k1), [2¢01 — 2801}

+ (ks — k1), (ks — k1), [2¢02]

+ (ks — k1), (k2 — k1), [203 — &10]

+ (ks — k1), (k2 — k1), [204 — &1o] } (11.116)
olfy, = <<4l)2>{guu[ ©o]

ko — /ﬁ)u (k2 — k1), [2¢01 — 2601]

(k2 ki), |

+ ) (ks = k1), (202 — 2610]

+ (ks — k1), (k2 — k1) , [2¢03 + €00 — &10 — o1

+( ), (k2 — kl)u 2004 + &o0 — &10 — o1 } (11.117)

Com estas expressoes estamos prontos para explicitar nao apenas T’ IfVVV mas todas as
fungdes de trés pontos com dois indices de Lorentz (e um nimero par de matrizes 7s),
como veremos posteriormente.

Voltando para a expressao (74) para 1)V e inserindo os valores de Ity , 11, I3y,

fica:

o= ( ){ — k1), [4p1 — 2601]
+ (ks — /fl ) (ks — k1), [4<P2 — 2&10]
(kS - kl) (k2 /ﬁ) [4903 - 500]
(ks — k1), (k2 — k1), [4ps + Eoo — 260 — 210) }
+4mg,u, (4ol + g [T77] . (11.118)

e Identidades de Ward




Verifiquemos primeiro a identidade relativa ao indice v. Contraindo com (k; — k), e
reorganizando:

(ki — ko), T = (if;; (ks — kn#{ — 4 [k = k1)* pa+ (hs = ) - (ks — k1) ]

+2 {(/fz — k)" &1 + (k2 — k) - (ks — k) 510}
+ (ko — k1)2 (2610 — &00) }
(Z:)g (k2 — k1), { —4 [(kz — k)2 o1+ (ks — k) - (ks — Kq) 903}
+ (k2 — k1) - (k3 — k1) (€o0)
+ (ks = k1)? (2601) }
+4m (k1 — k), [440]
+ (k1 — ka),, [T5PF] (11.119)

O proximo passo, e a reorganizacao acima foi proposital, é a utilizacao das propriedades

(109) e (112). Apds este procedimento e alguma élgebra, ficamos com a expressao:

v Ama B _ m?
=B T2V = 0, = fol?)
+<47’-T)220 (m?,m?, (ks — ka)?5m?)
‘ ko — ki) - (ks — k1) (Soo
g (ke =) (s = ko) (&) |
(11.120)
— (k= k), [T5PF] (11.121)

Uma réapida consulta no valor de 797 expressao (17), nos revela que obtivemos;

(k2 — k1), T3 Y = 0. (11.122)

Cabe, de imediato, mencionar que este resultado nao depende da escolha para A,
ou seja, ambas as solugoes para a integral I, levam ao mesmo valor para a contragao
com o momento (k; — ky),. Outro aspecto importante é que isto reforca a interpretagao

que levou a forma (17) para T°FF de tal modo que o resultado nulo obtido, crucial para



a Identidade de Ward ser obtida satisfeita, poderia nao ocorrer fosse outra a prescricao
adotada.
Para verificar a outra propriedade da amplitude TfVV V' contraimos com o momento

(k3 — k1), . Entdo temos:

(ks = k1), T = (Z:;ZQ (ks — kl)y{ 4 [(k??» — k1) o + (k2 — k1) - (ks — k1) 904}

+ (ks — k1)2 (—2&10)

+ (k= k1) - (ks — k1) (—&oo) }
+(i:1;2 (ks — ki), {4 [(]fz — k1)® o3 + (ka — ka) - (ks — kn) 901}
-2 [(/{;3 — k1)2§10 + (ko — k1) - (ks — k1) 501}

+ (ks — k1)* (€00 — 2601) }

+4m (ks — k1), [40]

+ (ks — k), [T°77] (11.123)

Utilizando as propriedades (109) e (112) a forma explicita de T5FF ficamos com:
(ks — k1), T Y = 0. (11.124)
Deste modo as duas correntes vetoriais sao obtidas conservadas em cada diagrama,
individualmente, que contribui para o processo S— V'V. Isto serve para mostrar que as
Identidades de Ward nao fixam completamente as amplitudes fisicas. As duas expressoes
obtidas para Ap = 0 e Ap = 1/2.diferirdo em seu comportamento a momentos exter-
nos nulos mas ambas satisfazem as relagoes de simetria. Sobre isto voltaremos a falar
posteriormente.

E também interessante considerar as outras combinagoes dos vértices SVV. Como tal

TA‘;VS - 4m/((;:f{[(k+k1)u(k:+k:2)k—(k+k:1)k(k:+k;2)u}

+ [(k + k), (k + Ks)y + (k + ko), (6 + k),
[k + ko), (k + ks)y + (k + ko), (k+Ks), | %
1

) ((k+ k1)? = m2| [(k + k2)® = m2| [(k + ks)® — m?]




+gu [TFP5] (11.125)

, S . At A
Para colocéd-la na forma resolvida, inserimos os valores de Tj4- ,Tlg’i,T 54 Isto nos

fornece:

" = 4m ( >2>{ — k1), [4e1 — 2801]
+ (ks — k1), (ks — k1), [4902 — 2&40]
+ (ks — k1), (k2 — k1), [43 — 2801 + &oo)
+ (ks — k1), (k2 — k1), [4pa + Eoo — 2§01 — 2610 }
)

+4mg, [4o] + g [T77] (11.126)
A contracao com (ks — k) ,» com os mesmos procedimentos seguidos no cason,Y v
fornecera:
(ks — k1), Tx, ™ =0, (11.127)
e por sua vez:
(ks — k2), Ty, ® = 0. (11.128)

A outra permutacao possivel serda dada por:

TXJSV = 4m/g;l;4{ [(k+k1)y (l{?+k}2)>\+(k’+k1)/\ (k+k}2)y]

(k4 k), (B4 k), — (k4 k) (b + ks), ]

+[(k + k2), (k + ks)y + (k + ko), (k + ks), ) } x
1

. [(k + kp)® = m2] [(k + ka)® = m2] [(k + ks)® — m?]
+on [T7F]. (11.129)

Substituindo os valores para os termos Ty, , T{5_, T4, , obtemos a expressao final para

a amplitude considerada, a qual possui as propriedades:

(ky — ko), T2V = (k1 — k), Tv.7V = 0. (11.130)

Os resultados (130) mais aqueles (187) e (128) nos permitem verificar que:



op Ty, " =0 (11.131)
o, TV 75V = 0 (11.132)
TV VS = TV, 7Y =0. (11.133)

E assim possuindo as propriedades corretas, exigidas pela conservacao da corrente

vetorial.

11.3.7 Calculo de T/fVAA

Agora procedemos de modo a investigar a amplitude TlfVAA. Apébs os primeiros passos

teremos:

TSAA = 477?/5:“)4{ ((k+ k1), (k + ko), + (k + k), (k + k),
+ |(k + k1)
+ [k + ko)

(k+ k3), + (k + k1)

(k+ks), — (k+ k2)
1

(k4 k1)? = m2] [(k + ko)® — m2] [(k + ks)® — m?]
— g [T, (11.134)

(k + ks),|

I

(k +ks),| }

m v

m v

X

onde identificamos os termos proporcionais a g,,, com aqueles obtido por acasiao do calculo
de TS5

Substituindo os resultados para 17y, Tis, e T5s  ficamos com:

T,f,,AA = 4m (@;)2> { (kg — kl)# (ky — kl),, [4p1 — 2&01]
+ (ks = k1), (ks — k1), [4p2 — 2&10]
+ (ks — k1), (ko — kl)# [4ps — 2601 — 2&10 + ool
(ks — k1), (k2 — k1), [4p4 + ool }
+4mg,, [4p0] — g |T95] . (11.135)

e Identidades de Ward




Primeiro verificamos a contragao com (k3 — k1) ,:

(ks — k1), TffA = (Z:)Zg (ks — /ﬁ)y{ 4 [(k:s —k1)? o+ (ky — K1) - (ks — K1) 904}

—2 [(k’:a — k1)? &0+ (k2 — k1) - (ks — K1) 501}

+ (ko — k1) - (ks — k1) §oo — 2 (k2 — k1) - (ks — k) 510}
+ (‘Z‘; (ks — kl)y{ 4 [(ks = k1)* 03 + (ks — k1) - (ks — k) 01
—2 (ks — k1)* €10 — 2 (ko — k1) - (ks — k1) 501}

+4m (ks — k1), [4o] — (ks — kv), [T°5°]. (11.136)

Entdo utilizamos as propriedades (109) e (112) e subtituimos a expressao para T°% |
eq(14), e teremos:

i

(47T)2> [Zo (m m?, (ks — k2)2;m2)

((4;) ) Zo (m2,m?, (ky — ky)* sm?)

4_<m;>>[“”2‘(h*‘kﬂﬂfm

(ks — k), TSM = (b — k), {2flog<m2> - (

+<¢&>Mrwﬁ—%rwﬁ—%r%ﬁkﬁ

1

+4m (kg — k1), {Ilog(m2) B ((471')

+ <<47r>> [~ by~ ) o
+ < > (k= ks)* + (ky = hs)? — (k1 — ko)’ 501}

)Zo (m m?, (ks — ks)Q;WQ)

47r)
—4m (kg — ky) {Ilog (m?) — ( )ZO (m m?, (ky — k:l)z;mQ)} (11.137)

Isto nada mais ¢ do que:

(ks — kv), TS = (2m) [T574] + T (m, kaym, ky) + TSV (m, kaym, ks) . (11.138)

n



onde foram consideradas as expressoes (3), (4) e (71) para esta identificacdo. A relagdo
estd representada diagramaticamente na fig.(8.16).

A outra propriedade de T é verificada contraindo (135) com (k1 — k), . Isto nos

fornecerd, apos algumas mampulagoes:

(ks — k), TS :kaﬂ@_hm{mwﬁ%<(
+<i )[( k2)?] oo

i

+2m [ 2 (k1 — ko) } {2]10g( 2 — ((2)2> Zy (mQ,m27 (ko — k3)2;m2>

) (k= Ks)® + (ks — @f—%—mﬂ&*
(

Zo k?3)2 ;m2>

/\/\/\

)

) [4m” = (k1 — ks)?| &oo
) — (ky = k2)* = (ka — ks)’] 501}

+am (ks — ky), {Ilog(m) (( ))ZO (m? m?, (ks — k1)*;m )} (11.139)

Com o auxilio das expressoes (3), (4) e (68) isto pode ser identificado com a relagao:

(ky = ko), TEM = (2m) [TEAP] 4 TP (m, by, k) + T35 (my kyymy k). (11.140)

Dos resultados (138) e (140) podemos facilmente inferir que:

.pMTS—mA - 9m {TE—WA}

o T M = 2m [T (11.141)

Os resultados acima fornecem as relagoes esperadas entra as divergéncias das correntes

axiais e aquelas pseudo-escalares.



Mais uma vez notemos que as Identidades de Ward sao satisfeitas pelas duas formas
possiveis para amplitude Tf,f‘A correspondente as duas solucoes de I,,. Ainda, as identi-
dades verificadas servem igualmente como testes para a prescricao adotada para o célculo
das amplitudes 7595 T5AF ¢ T5P4,

Antes de encerrar esta se¢ao registramos ainda as outras permutagoes envolvendo as

mesmos vértices. Entao:

T{AS = 4m/(;i:)4{ [(lg+k;2)u (k:+k3)k+(k+k2)k(k+k3)u]

+ [k + k) (k4 k2), = (k + k), (k + k2),|

[ B, (B4 Ry + (B4 Ry (R Fs), ] ) x
1

|(k+ k1)? = m2| [(k + k2)® = m?| [(k + ks)® — m?]
— g [ T°59]. (11.142)

X

o A A A
Substituindo os valores para os termos T5/", T14,, T54" , ficamos com:

TEAS = 4m <(4;)2> { (ks — k1), (ks — k1), [4p1 — 2601]
+ (k3 = k1), (ks — k1), [4p2 — 4&10]
+ (ks — k1), (k2 — k1), [4p3 — 2801 — 2&10 + oo
+ (ks — kl)u (kg — k1), [4pa + oo — 2&01] }
+4m (g [4ip0]) = g [T55°] (11.143)

Os procedimentos que seguimos nos casos anteriores nos levam a relacao:

(ks — k1), T3, = (2m) [T;‘PS} + T3 (my ks m, ko) + TV (my kyymy k). (11.144)

De modo analogo também temos :

(ks — ko), TS = (=2m) [TPA] 4 T (m, kgsm, k) + TS (m, kysm, k) (11.145)

A outra permutacio a ser considerada é a funcao T{}%4. Ela é dada inicialmente por:



R Y = (R SNCET M RS SRR

+[(k+F1), (k+ ko), + (E+ ki), (k+k2),]

+ [k + ko) (k + ks), — (k + k), (k + ks),] | x
1

Xﬂk+mf—mﬂRk+@f—mﬂﬁk+@f—mﬂ
— 0w {TSSS} )

(11.146)

Os valores das estruturas T, , T e T3, . quando substituidos na expressao acima
1245 113 2349 )

nos levarao a:

Tt = 4m ( >2> (ko = k1)) (k2 — k1), [4p1 — 4€01]
+ k kl ,\ (k:a kl v [4902 - 2510]
+ (k3 — k1), (k2 — k1), [4p3 — 2§10 + oo

+ (ks — k1) (k2 — k1), [4pa + Eoo — 2§01 — 2610 }
+4m (g [420]) = gy [T°°°].

Da expressao acima, é entao facil verificar que:

(ky — ko), TS = 2m [TP] 4+ TP (m, bg;m, ko) + TYS (m, ks m, k)

e também:

(ks — ko), THH = (=2m) [T)S4] + T (m, ks, ko) + TS (m, ks m, ks)

Dos resultados (144), (145), (148) e (149) decorrem as propriedades :

A—AS A—SA

TA=AS _ ypA=SA _ )

(11.147)

(11.148)

(11.149)

(11.150)
(11.151)

fornecendo portanto as corretas identidades de Ward para as respectivas amplitudes

fisicas.



11.3.8 Calculo de T;f/AP.

Passemos entao para um tipo também interessante de amplitude de trés pontos e dois
indices de Lorentz, aquela TIYVAP . Isto porque temos nesta amplitude duas Identidades
de Ward a serem satisfeitas, uma associada a corrente vetorial e outra a corrente axial.

Comecamos pela expressao decorrente do calculo do traco:

TVAP = _4m/g:f)4{ [(/-c+k:1)“ (k+ko)y — (k+k1)x(k:+k2)u}

+ [k + k), (k4 ks)y + (K + k) (K + ks), |

_ [(k + ko), (k4 ks)y + (K + ko), (k + k3)u] } %
1
0+ k)P ] [k k2 — 2] [(k+ a)? — ]
o [1757] (11.152)

O préximo passo é utilizar as expressoes (114), (115) e (118) para os objetos "

A A <
Tif, e T54f, . Entao obtemos:

B = Am <(4jr)2) { (ke = ), (k2 = k), [~ 260n]

+ (ko — kl) (ks — k1), [£oo — 2&10)
+ (ks = k1), (k2 — K1), [6oo]
+g [T77] (11.153)

A amplitude nao é portanto afetada pela presenca da integral I, motivo das

T)\\/AP
n
nossas duvidas imediatas. A verificagdo das Identidades de Ward envolvera apenas pro-

priedades das funcoes &1g e &or.
e Identidades de Ward
Para o indice associado & corrente vetorial, contraimos com (ks — k2), e apés a uti-

lizagao das propriedades (29) e (30) teremos:

(ks — ko), TV = —4m (ks — k1), {Ilog(mz) - ((4;)2> Zo (m?,m?, (ks — k1)* m )}

l

e 4m (k’g — kl)# {I]Og(mQ) — < 2) Z() (m m (kQ k1)2,m2)}(11154)

47r)



ou seja:

(k3 — ko) T 0 =T (m, ksim, ko) + T (my ks;m, k) (11.155)

Relagao representada diagramaticamente na fig.(8.17). Para o indice associado a corrente

axial é possivel identificar:

(ks — kv), T = 2m [TVPP] 4+ T (m, ki, ko) + TV (m, kgym, ks), - (11.156)

relacdo esta representada diagramaticamente na figura (8.18).

Explicitamos também Ty, 4| para a qual inicialmente temos:

TYPA = 4m/(ijyl{[(k+k1)y(k+k2)k+(k+k1)k(k+k2)y]

+[(k+ k1), (k+ks)y — (k+ K1)y (k+k3),]

—[(k + k), (k + ks)y + (k + ko), (k + ks),] } x
1

. [(k + ky)® = m2] [(k + k2)® = m2] [( + ks)® — m?]
—g [T779]. (11.157)

Substituindo T3y, , T7y e Ty, , teremos:

TV = ((4@){ (ks — o)y (ks — ), (2610

+ (ks — k1), (ks — k1), [—oo — 2&01]
— k)

k
+ (ks \ (K

2 = kl)y [_500] }
—gn [T779]. (11.158)
A contragao da expressao acima com (ks — kg), fornecera a relacao:
(]{33 — ]{32))\ T;\{/PA = —T;‘P (m, kl; m, k’g) — TVAP (m, k’g; m, k,’l) . (11159)

Por sua vez:

(ky = ko), TNAY = 2m [TV PP] = T (m, kgym, ky) = TS (o kgymuks) - (11.160)



Entao das relagoes (155), (156), (159) e (160) podemos facilmente perceber que:

oIy, = 0 (11.161)
o, I = om [TV FF]. (11.162)

As amplitudes calculadas possuem assim as propriedades corretas. Prosseguindo, ex-

plicitamos, para utilizagcao futura,

T = _4m/((5:)4{[(k’+k‘1)u(/€+k2)y+(k:+k:1)y(k+k2)u}

— [k + k), (k4 ks), + (k+ k), (k + ks),, |

[kt ko), (k4 ka), = (k4 ko), (k+ Es), ] | x
1

. ((k+ k1)? = m2| [(k + k2)® = m2| [(k + ks)® — m?]
— g [TT5F]. (11.163)

v

Os correspondentes valores dos objetos Tiy, , Ti5, eT4, , substituidos nos levam a:

PAV Z
ThAY = —4m ((47T)2>{ (ks — k1), (ks — k1), [2&10]
+ (kg — /ﬁ)# (ko — k1), [—2&01]
+ (kQ - kl)# (k:s - kl),, [500 - 2510]
— (ky — k1), (ks — kl)u (€00 + 2&11] }
— g [T7]. (11.164)
Dai temos a relacao:
(]fl — ]{?Q)VTMP;AV = T:‘P (m, ]{?3; m, k’l) - T;P (m, k’g, m, k’g) . (11165)

Por sua vez:

(kg — kl)” TlZAV =2m {TfPV} + T:‘P (m, kl, m, kQ) -+ TfP (m, ]{]3, m, kl) . (11166)

A préxima funcao, construida com os mesmos vértices é:



TRVA = _4m/(g47:;4{[(k+k1)u(k+k2),,+<k+k1)y<k+k2)#}

— [k + k), (k + ks), + (k + k)

(K + k3) ]

(k + ka), (k+ ks), — (k + ko), (k + ks),] } x
1
(k + k)’ - mQ} [(k‘ + ky)® — mQ} [(k + k3)® — mz]
+gu [T7P5] (11.167)

v

X

Em termos das estruturas que adotamos:

T = —dm ((4)2>{ (ks = k), (ks — k), [2610]
+ (ky = k1), (k2 — ka),, [—2601]

+ (k2 — k1), (ks — k1), [=&o0 + 2601
ks — ko —

+ (ks — k1), (k2 — k1), [§o0 — 2&10] }
g [TPP9]. (11.168)
Dai temos a relacao:
(k’g - kl)u TlfDVVA = TVAP (m, k’l, m, ]{32) + T;‘P (m, k?g, m, k’g) . (11169)

e também:
(k= ko), T4 = 2m [TVP] + T (m kay m ks) + TS (m, ks, ks) . (11.170)

Também temos:

T = [ ] 1y Gt )+ ), b )

(k4 Ka)y (k4 k), = (k4 k1), (K k3),

— [k + ko) (k + k), + (k + k), (k + ks),] } %
1

- [(k + ky)® = m2] [(k + ka)® = m2] [(k + ks)® — m?]
+g [T57F]. (11.171)




Em termos das estruturas que adotamos:

TV = ((4@){ (ks — o)y (ks — ), (2610

+ (k3 — k1) (k2 — k1), [=Eoo + 2601]
+ (ke = k) (ks = K1), [=€oo] |
+on [T (11.172)

Esta possui a propriedade:

(ky — ko) TEEY = TR (m, kgym, ko) + T3 (m, kyym, ks) (11.173)

Por sua vez:

(ks — ko), TV = =2m [TLPV] + T (m, by bs) + T (my ks my ks) . (11.174)

Finalmente temos a permutacao AVP:

T,C}/P — 4m/(;i47rk)4{ |:(k'+l€1)u(k’+k’2))\—(k?—i‘k'l)/\(k’—Fk'g)#}

— [k k), (b )y + (ko k) (K + ),

( + Ko),, ( + Ky)y + (b o ko), (s + Ks), | f
1
(k4 k)2 = m2] [(k + k2)* = m2] [(k + ks)* — m?]
—gn [T577] (11.175)

_|_

X =

com a forma explicita:

TP = 4m <(47r)2> { (k2 — k1), (k2 — K1)y [—2801]
+ (k2 — k1), (ks — k1) [€ool
+ (ks — k1), (k2 — k1) [So0 — 2&10] }
—gn [ T7F] (11.176)



€ com a propriedade:
(k’g — kl)u T;LVP = T;‘P (m, k’l; m, ]{?2) — T;\4P (m, ]{33; m, kg) . (11177)

Por sua vez:

At

(ks — k), T * = =2m [TEVE] + T2 (m, by, o) + T35 (my ks ks) . (11.178)

Das relagoes obtidas é facil ver que todas as Identidades de Ward pertinentes sao
satisfeitas.

Nesta secao o trabalho foi facilitado pelo cancelamento da integral I, onde reside nossa
duvida atual. Entretanto a investigagao foi preveitosa porque pode confirmar a prescricao
utilizada para calcularmos aquelas amplitudes com bilineares escalares no numerador.
Como pudemos ver pela sistematizacao adotada, as amplitudes se relacionam de varias
maneiras fazendo com que restrigoes impostas nos garantam, cada vez mais, confianca
nas escolhas até agora feitas.

Sobre as duas solugoes para a integral I, nao foi ainda possivel concluir qual des-
tas corresponde a opgao consistente. Antes de nos aprofundarmos neste aspecto vamos
concluir nossa anélise através do estudo das funcoes de trés pontos com trés indices de
Lorentz.

11.3.9 Calculo de TA‘L‘;V.

Nos agora passamos a considerar o calculo de fungoes de trés pontos com trés indices
de Lorentz e um nimero par de matrizes s [6].Os célculos passam a ser de uma consi-

deravel complexidade algébrica. Chamamos a atengao entretanto para a sistematizacao

que introduzimos, sem a qual a tarefa que nos propomos seria praticamente inviavel. Nés

comecgamos por expressar, apos o caculo dos tracos, T’ XXV na forma:
TvnY = AT, + g [TV 4 g [T07V] + g0 [T0VF] (11.179)

onde introduzimos a definicao:

T = o Gt b ) Gt )+ 6 oy 65 ) G ),

27)
+ (k+ks), (k+ k1), (k+k2)y + (k+ k3),, (k+ k1), (k+ k),
(k + ko), (K + k), |

+ (b + ks), (k+ k1), (k+ ko)) — (K + k3)

I

v



1
[k + ky)® = m2] [(k + ka)® = m2] [(k + ks)® — m?]

x (11.180)

Na expressao (179) aparecem trés fungoes de trés pontos com um indice de Lorentz,
previamente calculadas. A identificacao foi feita apds o calculo dos tragos e absorve aqui
o procedimento utilizado para explicita-las por ocasiao dos calculos.

Para completar o calculo de TA‘;‘;V
discutir um novo e importante problema: O cédlculo da integral com o termo tensorial

e verificar suas Identidades de Ward necessitamos

k,k,kyx no numerador da integral linearmente divergente com trés denominadores. Na
expressao para 1), esta integral aparece em termos dos momentos ki, ks e k3. Uma
discussao direta desta, portanto, seria demasiado longa. O ponto principal envolvido
neste calculo pode, por outro lado, ser esclarecido numa discussao bem mais simples.

o A Integral Iy,,.

Nosso problema é entao calcular a integral, na forma genérica,

d*k kyk,kx
Dy = /A (2m)" (k2 = m?) ((k +p)* = m?) ((k+q)* — m2) (1L.181)

A primeira possibilidade ¢, como fizemos no caso da integral ,,, a de resolver di-

retamente a integral acima, separando as partes divergentes de modo a esta nao mais
depender dos momentos externos. Entao utilizar as relagoes de consisténcia, nas integrais
divergentes obtidas, e proceder a integracao daquelas finitas. Para fazer isto, um primeiro

passo conveniente é escrever [, na forma:

Ak Eyky ke
Dy = 2P+ Q)’»‘/A 2m)" (k2 — m2)?

d'k (¢ 2k - ) kb
< @m)" (k2 —m?)" ((k+q)° —m?)
/ d'k (p® + 2k - p) (¢ + 2k - q) kK ke
(2" (k2 = m2)* ((k + )" = m?)
+./ d4k:4 : (p2+212.p)2/<;yk#m : |
(2m)" (k2 = m2)* (k +p)° = m2) (b + 0)” = m?)

(11.182)

A expressao acima nao é a inica que serve aos nossos propositos mas €, provavelmente,
a de maior simplicidade algébrica. Com a solugao das integrais finitas e a utilizacao da

adequada relagao de consisténcia teremos:



1
I/\;w = _E [pug)\u + PrGvp + pl/g,uA] Ilog<m2)
1

1 (0950 + Do + G Gu] Tiog(m?)

i\ 1
+ <(47T)2> 5{ [Pugrw + PAGup + Pugual o1

+ [Q,ugku + AGvp + qug,u)\] 7710}

—< : >{Pupupx[503]

(4m)?
—HZMQVQ/\ [630]
+[Pupo @y + Pubrqs + PAPL][E12]

Hau@pr + Dy + araupul[€21] -
(11.183)

As fungoes que aparecem acima tém as seguintes formas explicitas (capitulo 3):

701 = —112 |:]10g(m2):|
! 1\ [1 2,2 1 9
(47)° (3 ZZO (m ,m”, (p = q) )_ [6"‘7"501]
+q; SO p22 (60n) } (11.184)
®70 = —112 [Ih)g(mQ)}

q2 2
t3 (€20) + > (511)} (11.185)
2 92 2.
.€30 == [p2q2 P ?p q)2:| { (p 2])2];2 q) |:_Z2 (m27m 7<p - q>27m2):|
1 .
+67(]2 {ZO (m ,,(p_Q)2,m2)] + 2];2q2 [ ZQ (m , o, q ’mQ)}
2 f— .
—i—(q 2;2) 2 [€20) — 322 {é + m2§10}



+3i]2 [(]2 (é20) + 17 (511)} } (11.186)
2 92 ( 2 )
ooz = [p2q2 }i C-(’p . q)Q] q 2p2,’!;2 4 [_Zz (m27m2, (p— q)2 ; m2>}
vz [0 (s (0= )+ 5 (=2 (s, )
2 _p- 2 1
+7(p 2;29 ) [€02] — 37292 [6 + m%m}
s [P () + ¢ €] ) (11.187)
2 2 2
" P2 ]ic(]p -9)%| ‘ 2p2];2 : 22 (%, (0 = )i
P [ i = )]+ g 2 )
2_p. 2(p - 1
S D ) 1 2P [C i
s [P (6n) + ¢ (En)] } (11.188)
2 2 2 ..
12 = [p2q2p— 5) e {(p 219222 ) [—ZQ(m2, m?, (p — q)% m2)}
+21q2 | Zo(m? m?, p*sm?)| — 6];532 |Zo(m*,m?, (p = @) m?)]
2_p. 2p - 1
HEo R D i)+ 209 [ g
(11.189)

A S [PQfOQ + qun} } .

3p?q>

Estas funcoes possuem importantes propriedades que sao bastante tuteis para a veri-

ficacao das Identidades de Ward. Elas sao:

**L30 + - géan

**Cin + - qéos

1
5 {_ZZ(m27 TTL2, (p - Q)Qv m2)

+ 2110 + szzo}

1
5 {221(m27m27 (p - q)Z; m2)

(11.190)



°*Co1 +p-

o’ +p-

p°los +p-

op’¢n+p-

q&12

q&30

q€12

qé21

—Zo(m27m2’ (p - q)27 m2)

—Zo(m?,m?, (p — )% m?) + ¢*0a } (11.191)
1

2 {Za(m? m?, (p — )% m?)

_Zl(m27 m2a (p - Q)Qa m2)

101 +q2£11} (11.192)

1
5 |~ Ze(m?® m? ¢ m?)

~Zo(m*,m*, ¢*m*) + 6 (11.193)
1
3 {22:(m*,m?, (p — )% m?)

_Zo(mQ, m2’ (p o q)2; m2)

—Zo(m?,m?, (p — @)% m?) + 2n01 + P&z} (11.194)
1
5 {ZQ(m27m27q2;m2)

_Zl(mzamQa (p - q)27 m2)

—Zy(m?,m?, (p— @)% m?) + mo+p*6n ). (11.195)

Nestas expressoes e naquelas (184) - (189), é interessante perceber que todos os resul-

tados podem ser reduzidos a funcoes Z’s e &y por sucessivas utilizagoes das relagoes entre

as funcoes ¢’s.

A segunda maneira de resolver a integral I,,, é comegar por considerar a forma geral

da solugao;

I)\;w = [p,ugAu + PrxGvu + pzxg,u)\] C’0

+[qu9r + Gop + Q9] Ch

[pupvpA] Ca + [4uGu92] Cs

+ [Puprax + Puprqu + PAPLu] Ca

+ 400090 + Gy + 000Dy) Cs. (11.196)

Para determinar os invariantes C', procedemos do mesmo modo como fizemos no

tratamento da integral

1

Qv

; contraimos com os momentos p'*, ¢* e com matrizes ¢"* até

gerar um conjunto de seis equacoes. Os C’ serao escritos como combinacoes de seis

integrais. Estas possuirao uma estrutura trilinear no momento do “loop” no numerador.

Algumas identidades podem ser utilizadas para manipular tais integrais. Um exemplo



disto pode ser a contragao g,, Iy, que nos forneceré;

Ly = / dk Kok (11.197)
G = |\ @m) (k2 —m2)[(p + k)2 — m2[(k + @) — m?]’ |
Entao escrevemos no numerador k% = k2 — m? + m? e teremos:
- dk Iy
Joefwr = Jy o) [k + p)? — m2[(k + q)° — m?]
d*k k
2 A
. 11.198
| G A g (1199

A seguir procedemos, a fim de resolver integrais obtidas, com a prescricao que ado-
tamos. Ao completarmos os calculos, apds algumas manipulacoes, podemos colocar a

solugao numa forma bastante elucidativa. Por exemplo:

1
.OO = —EIlog(m2)
+ 1 1 Zo<m2 m2 (p_q)Q,mQ)
(47’(’)2 3 ) ’ )
—Zy(m*,m*, (p — q)*;m?)
¢ P’ 2
- - - = 11.199
Tyt 3502 M 501} ( )
1
.Cl = —EIlog(mQ)
7 111
— | X =7 2 2 N2, .2
+<(4ﬂ_)2>3{3 1(m7m7(p Q>7m)
2 2 2
—§m2§10 + (13 T20 + gfu} : (11.200)

e expressoes apropriadas para os outros invariantes C’*. O que nos interessa é identificar
eventuais diferencas entre os dois procedimentos. Uma vez obtidas formas como aquelas
acima ¢é muito facil comparar as duas solugoes e escrever uma forma 1nica que contenha
ambas, tal como foi feito no caso I,,,.

O resultado final pode ser colocado numa forma, voltando para os momentos ki, ks e
kgi

])\;w — [(kQ - kl),ug)\l/ + (k2 - kl))\gl/,u, + (k2 - kl)uguk] QO



+ [(k3 kl)ugx\v ( kl))\guu + (k3 - kl)ugu)\} Ql
A+ (k2 — k1) u(ho — 1)y (k2 — k1)a] Q2 + [(ks — k1) u(ks — k1) (ks — k1)a] Qs
+[( ki)u(ko — k1)u (ks — ki)x + (ko — K1) (k2 — ki)a(ks — k1)

(kg — k1)a(ka — k1) (ks — k1)) Q4
+ (ks — k1) u(ks — k1) (k2 — k1)a + (ks — k1) u(ks — k1)a(ka — k1),
+(ks — k1)a(ks — k1) (k2 — k1)) Qs. (11.201)

As duas formas explicitas dos Q"° poderao ser escritas de um modo simplificado com

o auxilio das definigoes:

Qy = i1)> [Zo(mZ,mz, (ko — k3)*;m?) — Zy(m?,m?, (ko — /{;3)2;m2)}
12

+(k33k1)§11 + Mém 2 [AQ +m 501} (11.202)

Qi = Zi(m* m? (ky — k3)*;m?) + <k3_3kl)§20
+7(k2 ;kl) §i1 — g {AQ + melo} . (11.203)

Entao teremos, por exemplo:

_ i Qo1
)y = 121109( m?) + <W> [2} (11.204)

B 1 [ Q1o
oy = 121109( )+ <(4ﬂ)2> [2} : (11.205)

Como podemos notar, isto significa trocar 79 e 701 na solugdo em termos dos £* pelos
objetos Q19 e Qo1 respectivamente. As propriedades necessarias para a verificagdo das

Identidades de Ward, nosso interesse mais imediato, ficarao:

o(ks — k1)*Qs + (ks — k1) - (ks — k1)Qs = ; {=Zo(m? m?, (ky — ks)%m?)
+2Q10 + (k3 — k1)2§20} (11.206)

(ks — kPQu+ (ks — k) - (ks — k)Qs = 5 {2Zu(m i, (ks — k) m?)
—Z()(m m (]{?2 — ]{?3) .m )
—Zg(m m (kQ — k3) ym )



o (ks — k1)2Q5 + (ko — k1) - (k3 — k1)Qq4

o(ky — k1)?Qs + (ko — k1) - (ks — k1)Qs

o(ky — k1)2Q2 + (ko — k1) - (ks — k1)Qq

o(ky — k1)?Qa + (k2 — k1) - (ks — k1)Qs

+(ks — k1)*6on | (11.207)

1
S{Za(m? m?, (ky — ks)* m?)

2

_Zl(m m (kg—ks) ;M )

+Qo1 + (ks — k1) 511} (11.208)
1 2. 2

3 {Zz(m m?, (ks — ki)%m?)
—Zy(m?,m?, (ks — ka)*; m?)

+(ka — k1) 520} (11.209)
1

3 {QZl(m m?, (ky — k3)? m?)
—Zg(m m (k2 - k3) ym )
—Zy(m?,m?, (ky — k3)?;m?)

+2Q01 + (k3 — k‘1)2§oz} (11.210)

1
5 {ZQ(m27m27 (k?) - kl)Z; m2>

_Zl(m27 m27 (kQ - kS)Q; m2)
+Qo0 + (ks — k1)%€u1 } - (11.211)

Nas propriedades acima e em todas as expressoes correspondentes aos (Q° teremos as

associacoes:

{ AQ =0, solucao em termos dos C'*,

AQ = é, solucao em termos dos £'%,

(11.212)

Com isso completamos a solugao da integral Iy, e entao podemos explicitar o resultado

para o termo T),, da amplitude 7V”". Podemos escrevé-lo como:

Apv

T)\/u/ = 4[)\uu

N ((Z> Llks = k)ugrw + (k2 — k1)agy

477)?

+ (k2 — k1)ugun + (k3 — k1)agpw] 2000

(k2 — k1) (ks — k1)

( Ju ( [
( Ju )u( Dl
+(ko — k1) (ko — k1) (ks — k1)A[2(¢1 + 03 — &o01)]
( Jul A vl
( Ju Ju( Dl



+(kg — k1) (ko — k1)u (ks — k1)A[2¢03 + 202 + 204 — 2650
+(ks — k1) (ks — k1) u (ko2 — k1) a[4ps + 201 — 2&10]
+(ks — k1) (ko — k1)u (ko — k1) a[4ps + 201 — 2501]}; (11.213)

Da expressao acima podemos perceber que os dois caminhos possiveis para a solugao

TVVV

das integrais I, e Iy, nos deixam com diferentes expressoes para a amplitude Ty, " .

As diferencas se materializam na presenca de AQ) e Ap. Entretanto para verificarmos
as Identidades de Ward efetuamos contragdes com os momentos (ks — kz)», (ks — k1),
e (k1 — k2),. Ao fazermos isto podemos utilizar as propriedades (206) - (211) no termo
vindo de Iy,,. E f4cil perceber que o resultado disto nao dependera de AQ. Além disto,
nos outros termos, aqueles contendo os ¢'*, podemos utilizar as propriedades (109) -
(112) e mais uma vez o resultado serd independente de Ag. Finalmente, a utiliza¢ao
das propriedades (29) - (30) mais as duas formas explicitas das fungées de trés pontos
TVPP TPPV o Tf VP nos mostrard um cancelamento total das funcoes £’* restando apenas

funcoes Z’*. Uma breve reorganizacao nos permitird identificar funcoes de dois pontos

T ;Y,;V, T;&V e TY'V de acordo com a contragao efetuada. Desta forma teremos, por exemplo:
(k’g — kQ)MT)‘\;‘;V = TZ,V(/Q, m; k’Q, m) - T/Z,V(kl, m; k’g, m), (11214)

e expressoes analogas para as outras contracoes.

Em suma, apesar de podermos gerar diferentes expressoes para Ty, , de acordo com
as solucoes das integrais, o que discutimos detalhadamente, as Identidades de Ward cor-
respondentes estarao todas satisfeitas. Mais uma vez percebemos que as relacoes de sime-
tria nao fixam completamente as amplitudes. E entretanto interessante o modo simples

que fomos capazes de equacionar isto em amplitudes divergentes.
11.3.10 Cdlculo de Ty 7"

Apo6s o esforco feito na secao anterior seremos compensados nesta ao calcular TXﬁA. Isto

pode ser visto, apds o calculo dos tracos, onde podemos identificar estruturas conhecidas:
Ton = 4T = 9T + gl 1)) = gual T, (11.215)

Nenhum célculo novo é necessario para determinarmos esta amplitude. Quanto as
Identidades de Ward, um longo calculo utilizando os mesmos procedimentos, nos revelarao

que os resultados nao dependerao de AQ ou Ap. O mesmo valerd para as permutacoes



envolvendo os vétices VAA, como tal:

T = AT\ + g T35 + gualT3 5] = gl 1774, (11.216)
e também:
T)éfzv = 4T)\,uz/ — Guv [T/{LXSP} — Gux [TI;S'SV] + Gux [TEAP]- (11'217)

As expressoes obtidas envolvem funcoes de trés pontos previamente calculadas. Isto
serve como justificativa para termos apresentado todas as permutagoes envolvendo cada
conjunto de operadores de vértices, nas secoes anteriores.

Com isto completamos o que haviamos delimitado como objetivo para este capitulo.
Passemos entao para as amplitudes com nimero impar de matrizes 75, apds o que pode-

remos analisar os resultados de um modo bastante abrangente.
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Capitulo 12

Férmions de Spin 1/2 livres e de
massas iguais: Funcoes de treés
pontos e suas Identidades de Ward
IT - Pseudo-Amplitudes (Anomalias).

12.1 Introducao

No capitulo anterior investigamos as fungoes de trés pontos e suas Identidades de Ward
para aqueles casos com um nimero par de matrizes v5. Nos agora faremos o mesmo tipo
de investigacoes porém com as pseudo-amplitudes triangulares. Estas ultimas possuem
associadas a elas aspectos importantes e especificos. Ao passo que aqueles que investi-
gamos no capitulo 11 devem obrigatoriamente ter suas relagoes de simetria satisfeitas,
aqueles que investigaremos neste sao tidas como impossibilitadas de terem as suas Identi-
dades de Ward simultaneamente satisfeitas. No capitulo 8 fizemos uma analise, baseada
apenas no conhecimento de funcoes de dois pontos e utilizacao de identidades no interior
do traco, que nos levou a concluir pela possibilidade de satisfazer todas as relagoes de
simetria inclusive as anomalas. A discussao feita no capitulo 10, por outro lado, nos obri-
gou a reconsiderar estes procedimentos exigindo o calculo explicito das fungoes de trés
pontos. Nosso principal objeto de investigacao passa a ser entao o tratamento de integrais
divergentes com bilineares na forma tensorial. Isto porque dentro do procedimento que

estamos tentando construir, aparentemente, existem dois caminhos possiveis para que a
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solugao possa ser obtida.

Torna-se necessario entao decidir qual das duas solucoes leva a resultados consistentes.
As consequencias destas formas diferentes para as propriedades das amplitudes fisicas é
que devem nos orientar nesta escolha. Uma analise detalhada das relagoes de simetria
daquelas amplitudes de trés pontos com um nimero par de matrizes 5 revelou-se insufici-
ente ja que nos mostrou todas as Identidades de Ward sarisfeitas para ambas as solucoes.
Ainda que seja um fato sabido que as relacoes de simetria nao fixam completamente a
forma das amplitudes, o modo simples pelo qual equacionamos este aspecto para as am-
plitudes tratadas é bastante elucidativo. Isto porque a duvida que ainda persiste nas
nossas investigagoes, a rigor, estaria presente num tratamento com base na Regularizacao
Dimensional, ja que todas as passagens efetuadas para obtermos nossos resultados seriam
igualmente vélidas neste método. Esta divida deve ser removida com base na inclusao
de novos elementos nessa discussao. A discussao das pseudo-amplitudes de trés pontos,
em separado, € conveniente porque pode servir para esta finalidade. Nossa expectativa é
poder retirar da analise das pseudo-amplitudes os elementos necessarios para decidir por
um dos caminhos e possivelmente usar isto para enunciar uma regra geral.

Uma das solugoes podera satisfazer as Identidades de Ward mas dificilmente as duas
o farao. Por outro lado se uma das solugoes satisfizer as relagoes de simetria ela podera

comprometer o comportamento de baixa energia das amplitudes fisicas e vice-versa.

12.2 Funcoes de um e dois pontos.

Noés comecamos por registrar que devido as propriedades dos tracos de Dirac as fungoes
de um ponto Tlf‘ e TP sao identicamente nulas. Aquelas de dois pontos, por sua vez, T°F
e TY" também o sdo por razoes idénticas. 77" entretanto, é nula em consequéncia de

uma relacao de consisténcia entre integrais logaritmicamente divergentes.

12.3 Funcoes de trés pontos.

No que diz respeito as pseudo-amplitudes de trés pontos, aquelas sem indices de Lorentz
e com um indice serao todas nulas devido as propriedades dos tracos de Dirac. As pri-
meiras nao-nulas serao aquelas com dois indices de Lorentz. Vamos entao calcula-las

explicitamente.



12.3.1 Célculo de T;j,VV.

Para esta amplitude, dentro das convencoes e procedimentos que estamos seguindo, pri-

meiro escrevemos:

, d*k
TEY = dimen | gt L) 064 R2)y = (b ), (54 Ry
(k4 k) (K + ks)g b x
X ! (12.1)
[(k+ kp)® = m2] [(k + ka)® = m?] [(k + ks)® = m?] '
A antissimetria total de €4, nos deixa apenas com:
. i
Tlf,'/VV = 47’m€IJCW>\ (kQ — kl)a (kg — kl)g [((4ﬂ>2> 500] . (122)
Disto ¢é evidente que:
pu T =p, TV = 0. (12.3)
Por sua vez a permutacao TXAVP fica:
T/{LVP = 4zmaua5,\ (k’g — ]{71)5 (k‘z - kl)a 3 500 . (12.4)
[\ (47) ]
A outra terd a forma:
TX,PV = 4zm5m,5)\ (]{33 — kl)ﬁ (]{32 — kl)a 3 600 . (125)
[\ (47) ]
Passemos entao para outra combinacgao de vértices.
12.3.2 Calculo de Ty*°.
Para este caso apds os primeiros passos teremos:
VAS : d'k
TVAS = —Mm%M@/@m4~—%+kﬁ“k+@h+{k+hh@H¢@ﬂ
+ (k + ko), (k + k‘g)ﬂ} X
« ! (12.6)

[(k+ k) = m2| [(k + k2)® = m?| [(k + ks)® = m?|



Considerando as propriedades de €4, ficaremos com:
VAS ; ?
Ty, = —dimegang (ka — k1), (ks — k1) g [(W) [£00 — 2610 — 2&)1]1 . (12.7)
A contragdo da expressdo acima com os momentos externos (k3 — ki), e (k3 — k2), nos
oferece um resultado identicamente nulo, refletindo a conservagao da corrente vetorial e
o fato de 79 ser igual a zero.

De modo semelhante podemos estabelecer que :

l

T)E/VSA = —4Z'm€ay/3)\ (k’g — kl)a (k‘g — k’l)ﬁ [( ) [500 - 2510]‘| 5 (12.8)

(47)*
e também:
T)I\L}LLVS — 4@'77’1,5“1/6)\ (1{22 — kl)a (k?g - kl)ﬁ l<<4;>2> [500 - 2&)1]‘| . (129)
Ainda:
T/{,‘/SV = dimeaupr (k2 — k1), (ks — kl)ﬁ [((4;)2> [{00]] , (12.10)
e:
T = —4ime s (ks — k), (ks — k) g l<(4i)2>[£m)—-2£oﬂ]. (12.11)
Por fim;
TI‘EVAV = 4im5uau,3 (k‘z - kl)a (k’B - ]{71)/3 [<(4;)2> [600 - 2510]] . (1212)

Podemos entao nos ocupar de outro caso.

12.3.3 Calculo de TfVAA.

Apés calcular o traco podemos escrever:

. d*k
T/ZAA = 4Zm<€#aljﬁ/(2ﬂ_)4{(k+k1)a (k+k2>ﬁ_(k+k1)a (k+k3)ﬁ

— (ki + ka), (k + ks) 5} %
1

((k+ k1) = m2| [(k + k2)® = m2| [(k + ks)® = m?|

x (12.13)



Em seguida;
T;iAA = —dimeavp (ks — k1) (k2 — k1), [(@) (€00 — 2&10 — 2501}] . (12.14)

Novamente as contragoes com os momentos externos fornecem resultados nulos, refle-
tindo o fato de Ty 4Pe T,SF4 serem iguais a zero.

A permutacao THF4, por sua vez, é igual a:
. 7
T)‘\?,PA = 4dimeaup (ks — kl)ﬂ (ko — k1)a [(W) (00 — 2501]] . (12.15)
De modo idéntico teremos:
. 7
T;\LLAP = 42m€uaﬁ)\ (k}g - kl)g (l{?g - kl)a l(W) [500 - 2510]‘| . (1216)
Com esta concluimos aquelas amplitudes de trés pontos com dois indices de Lorentz.

Vamos entao agora tratar dos casos mais interessantes.
12.3.4 Calculo de T3)".

Para esta amplitude o cédlculo do trago nos permite escrever:

Tﬁt‘iv = —4i{€yﬁ,\§ (k+ k1), (k+ ko) g (K + k3),

+eupre (k+ ki), (k+ka) g (k + k),
+enavp (K + k1), (k + ko) g (k + k3),
+Epave (k + kl)a (k + k3)g (k' + k’2))\
—Guapre (k + k1), (kb + k3)e (b + ka) g
—Epawr (k4 k1), (K +k3) - (k+ kg)
—m2e e (k + ka), — M€ o (k + k1),

+m2e e (k + k3), } X
1

- [(k + k1)® = m2] [(k + ka)® = m2] [(k + ks)® = m?]

(12.17)

Neste ponto é conveniente a introdugao das defini¢oes gerais:

d*k
*Fyw = /W{Eums (k+ k1), (k+ka)g (k+ k3),



+eupre (k + k1), (k + k2)5 (k+ kg,)5

+5p,owﬂ (k + kl)a (k? + kg)ﬁ (k’ + ]C3)>\

Feuave (k+ k1) o (k + ks)e (k + ka), } x
1

X [(k: h )= mQ} [(k; ) — mz] [(k k) — mQ] (12.18)

v

d*k (b +k1)a(k + k2)p(k + k3)e
P = <o | o T b1 Rk Ry ] (121
. L fuam d*k (k + k1)a
fow =75 {/ (2m)" [(k + k2)> = m?] [(k + k1)* — m?]

d4k (k: + K1)a
+/ [k + k)2 — 2] [(k + ks)? — m]

+[2m — (kg — k3)?] x

[ L (k + k) %
(2m)* [(k + k1)? — m?] [(k + k2)? — m?] [(k + ks)? — ]

Neste ultimo eliminamos o fator quadratico do numerador. O termo restante, especifico

desta amplitude, denominamos:

AVV 2 d4k {(k + k2)o¢ — (k + kl)a + (k; + k3)a}
.M)\yy = —-m 5uua>\/ 1 2 B 5 .
@m)" [k + k1)* = m2] [k + ka)® — m2] [(k + ks)* — m2]
(12.21)
Em termos destes, a amplitude que estamos calculando fica:
Ton! =4 {=Fyu + Ny + MY + P} (12.22)

#‘I/,V, bem como estudar as suas Identidades de Ward,

devemos entao calcular e escrever, em termos das estruturas que adotamos, os objetos da

Afim de explicitar a amplitude T}

expressao acima.
Primeiro nés consideremos o termo Pj,,. Notemos de inicio que a antissimetria total

de €,8)¢ nos deixa o integrando reduzido a poucos termos;



apre (K + ki), (k+ka)g (k+ks3)e = caprelkakoghse + kpkighse + kekagkia
+k1ak25k3£]. (1223)

Entao:

P = Guvapne] krakas [Te] + Fahse [1a] + ksekia [Ts] + krakaghse [1] - (12.24)

Substituindo os resultados para as integrais, ou seja:

o/, = M—WZ)Q{ (ke — k1), o1 + (ks — k1), &0 + k1a§00}

of = — ¢, (12.25)

2
(4m)
obtemos um cancelamento exato entre os termos. Assim:

Pyw =0. (12.26)

Para o préximo termo, Ny, basta substituirmos as expressoes (11.10) e (11.23) para as

integrais. Com isso:

€ nav 1
N)\uu - N4 A (kl - k2)a {[log <m2) - WZO (m27m27 (kl - k?)z ) m2>

b o iy 1 2|

(4m)*

+(4;)2 [2m? — (ks — ky)?] (2510)} (12.27)

Para estudarmos as Identidades de Ward é importante estabelecermos as contragoes com

20 (mz, m?, (k; — k3)2 : m2)

0s momentos externos. Deste modo teremos:

€ av.
(ks = k2)y Naw = u4 : (k1 — k), (ks — kl)/\{ 210 (mQ)

_W {ZO (mQ’mZ’ (kl _ k2)2 ;mz) + 7, (m27m2’ (kl B k3)2 ;m2>]

(4;)2 [2m? — (ks — k2)*] (2601 + 2510)} : (12.28)

_|_



Por sua vez:

3 v
(kg — kl)# N)\/“/ _ “4 A (kl — k2)a (kg — kl)#{ Ilog <m2>

i [0 () o]

t [2m? = (ks — ko)’ (2501)} , (12.29)

e também:

E pw
(k1 — ko), Naw = “TA (k1 — ka),, (ks — /ﬁ)a{ Tiog (m2)

_(4;) {ZO (m m?, (k; — k3)2;m2)}

2m? = (ks — ko)’ (zgw)} . (12.30)

1,,. Ap6s um longo

e
2

(4m)

Agora, para o termo F),,, serd necessaria a expressao para a integral

e tedioso célculo poderemos escrevé-lo na forma:

Py = (4;)2 (ks — k1) (k2 — kl)ﬁ{ evprel (k2 — k1), (1 + 03 — &o1) +
+ (ks — k1), (92 + ¢4 — &10)]
+euprel (k2 — k1), (01 + @3 — &)
+ (k3 = k1), (02 + 1 — &1o0)]
+eupve|(ks — K1)y (03 — 2 + &io)
+ (k2 — K1)y (91 — 1 — 501)]}

— 28 { (ks = k) + (k2 — 1)) o) - (12.31)

Fazendo uso das propriedades dos termos ¢'s, estabelecidos no capitulo 11, teremos os

resultados uteis:

Ey
o (ks = k), P = =2 (ks = ) (k= ) of Do ()

Z) [ZO <m2,m2, (/{31 — k?g) ) — 2Z(] (m m (kQ — k’3) )

(4

—4 (k1 = k3)" 10 — 2 (k1 — k2)” on
—2 (ky — k3)* €o1 + 2 (k1 — k3)* oo
4(

A +m*w) |- (12.32)



o (k= Ja), o = 28 (ks = ko) (b = ko)) { T ()
< ) Zo (m?,m?, (ky — ks)*) = 22 (m?,m?, (kz — ks)”)

+2 (k1 — ) §10 — 4 (ks k2)2§01
~2(ky — k3)? €10 + 2 (k1 — ka)* &no

+4 (Ap+m6) }- (12.33)
(ks — o)y P = =22 ((hy — ) (ks — k:l)ﬂ){ 2y (m?)
_(4;)[20 (m? m?, (k1 = k2)?) + Zo (m?,m?, (ky — ks)?)
+2 (ky — ks)” (€01 + €0) }- (12.34)

Estas propriedades mais aquelas para o objeto N,,, podem ainda ser combinados para

simplificar ainda mais as manipulagoes futuras. Primeiro:

(ks — k1), (Fyuw — Naw) = (@) eume (ks — k1) (k2 — k1) s {m? (Go1)— (Ao + m?&o) |,
(12.35)
depois:

(k1 = k2), (Faay — Naw) = (@) epone (ks — k1) (k2 — k1) {—m7 (€10)+(Ap + m*6e0) |,
(12.36)

e ainda:

(ks = k2)y (Faw — Naw) = (@) Epve (ks — k) (k= k) g {m? (€10 + &o1) }. (12.37)

MAVV

\uv - Substituindo os resulta-

Para completar os calculos necessarios resta o objeto

dos para as integrais, teremos:

Mﬁ}l[,‘/ = <(47Zr)2> 5uavAm2{ (k2 — k1), [€oo — &or] + (k3 — k1), (00 — &10) } (12.38)

As contracoes com os momentos externos sao facilmente obtidas. Assim;

(ks — ko), MLV — ((4@) ot (h — k), (ks — 1), (6o 4 €10). (12.30)



também:

(k’g - ]{71)“ MSLCV = — <<4;)2> SM(M,)\’ITLQ (k’g — kl)a (k’g — kl)# [&)0 — 501] s (1240)

e por fim:
(ks — k), M3, = — <(4:T)2> Epanat” (kg — k1) o (ks — K1)y (2600 — €10 — E01) - (12.41)

Para termos uma forma explicita para a amplitude T/{‘)X,V basta somarmos os termos

eq.(12.26), eq.(12.27), eq.(12.31) e eq.(12.38).Quanto as Identidades de Ward, combinando
eq.(12.35) e eq.(12.40) temos:

(ks — kv), TowY = —4i { (ks — k1), (Fouw — Naw)
— (ks — k), M3 Y (12.42)
ou seja:
2'2
(ks — k1), T;;KV = 4m? <<47T)2> evpne (k2 — k1) g (k3 — k1) [Ay]. (12.43)
Por sua vez:
Z'Z
(kl — kg)y T)"\LLZV — —4m2 ((47T)2> 6#/8)‘5 (kg — kl)ﬁ (l{}g — k1)£ [AQO] y (1244)
e, finalmente :
Z'2
(ks — k2), T{L‘ZV = —8m? { ((47r)2> Enpue (ko — k1) (ks — k), [foo]} . (12.45)
Comparando com a expressao eq.(11.2):
(ks — ko), T5pY = —2m TV}, (12.46)

As Identidades de Ward sao obtidas quando acrescentamos o resultado correspondente ao

“canal cruzado 7. Assim temos

,L'Q
Z‘2
op, T,V = —8m’ <(47T)2> EuprePale [Ay)] (12.48)

o Ty = —2m{TiVV} (12.49)



As trés ultimas expressoes nos revelam, pela primeira vez, que duas delas dependem
crucialmente do modo pela qual a integral I, € calculada. E bom lembrar que ambas
as escolhas para Ay conduzem a amplitudes nao-ambiguas. Entretanto apenas a escolha
Ay = 0 leva a satisfacao de todas as relagoes de simetria.

Antes de procedermos para analises mais detalhadas consideremos as outras amplitu-

des de nosso interesse.

TVAV

N Primeiro nos mostra a relagao:

O calculo da amplitude

T = 4i {=Fyu + Naw + MUY + Py}, (12.50)

VAV 4 .
onde My 2" ¢é dado por:

d*k {(k+ko)y — (k+ k1), — (k+Ks), }
2m)" [k + k1)® = m2] [(k + ko)* = m2] [(k + ks)® — m?]

MYAY = —m2,0, / : . (12.51)

Substituindo os resultados para as integrais fica:

M,{/,ﬁv = <(4;)2> 8uau)\m2{ (k2 — k1), [€o0 + &o1]) + (ks — k1), (=00 + &10) } (12.52)

As contracoes com os momentos externos podem ser facilmente estabelecidas. Primeiro:
7
(ks — kl)/l M;/ﬁv = m? ((47r)2> Epavy (k1 — ko), (ks — kl)u (€00 + Eo1] (12.53)
também:

(ks — o), MYAY = m? () o (k1 — o), (ks — k), (=G0 + €0). (1254)

(4m)”

e por fim:
1
(ks = k2), My, = m? ((47T)2> Enava (k1 — ka)y (ks — k1), (§10 + o) - (12.55)

A outra permutacao, com estes mesmos operadores de vértices, é a amplitude T /{LZA. Esta,

de inicio, pode ser colocada na forma:

TXL‘Z//'A =4i {_F)\,uz/ + N)\;w + MXL“‘/;A + P)\,u,y} . (1256)



Nesta expressao M XXA é dado por:
d*k k+ks), — (k+k), —(k+k
M = | Uk o) — ()= (o), - (12.57)
@) [k + k1)? = m2] [k + ko)® — m2] [(k + ks)? —m?]

Explicitando isto teremos:

M/{/;XA =m’ <(47Zr)2> Euaw\{ (ko — k1), [—&o0 + &o1] + (k3 — k1), (oo + &10) } (12.58)

As contragbes com os momentos externos é facilmente obtida. Primeiro;

(= ) ML = (s ) s (i = ), (s =), [0 Gl (1259)
também:

(k1 — ko), My w4 =m? <(4;)2> Epon (k2 — k1), (ks — k1), (o0 + &10) 5 (12.60)
¢ por fim:

(k3 — ko)) Myt =m” ((4;)2> Enave (k1 — ko) (ks — k1), (S10 + o) - (12.61)

Agora, com vistas a verificagao de Identidades de Ward, podemos estabelecer algu-

mas relagoes importantes. Primeiro, utilizando eq.(12.35) e eq.(12.59) teremos para a

TVVA .

amplitude Ty,

(ks — k1), Ty = 4m? ((4;)2> evpre (k1 — k2) 5 (ks — k1) [Ap] . (12.62)

Depois, a partir de eq.(12.39) e eq.(12.60):

(k= ko), Thw ™ = —4m®epue (ka — k1) g (ks — k1) [2m°&o + Ay, (12.63)
que nada mais é do que:

(k1 — ko), Tuw = 2m [T0)"]

Ay
+4e60e (ko — kl)g (ks — ]ﬁ)g [Ayp]. (12.64)
Por fim a propriedade:
(ks — kz), T, " = 0. (12.65)



VAV

Para a amplitude TY,," teremos:
(kg — kl)u T;\;ﬁv = 4€VB>\§ (k’g — kl)ﬁ (k’g — k’l)§ [2m2£00 + ASD} ) (1266)

ou seja, comparando com a expressao eq.(12.5):

(ks — k1), Ths” = 2m |0V

Apv
FAcuprg (ko — k1) g (ks — k1) [Ag]. (12.67)
Ainda;
(k1 — k), TN = deppue (ke — kn) g (ks — k) [A] (12.68)
e por fim:
(ks — kz), Th" = 0. (12.69)

As Identidades de Ward ficarao entao:

i
op Iy, 4 =8 (2) EvpaelsPe [A]

(4m)
.p/VT)\J;\/A — 9m [TA\;—WP}
i
-8 <W> EnprePPe [Ap)
oIy, ' = 0. (12.70)

Novamente obtivemos uma dependéncia com o caminho de calculo representado pelo fator
Ayp. E importante notar que agora existe a possibilidade da violacao de uma relacao de
simetria relacionada a corrente vetorial e de uma relagao com a corrente axial. Podemos

agora, considerar a amplitude 7344

PR unica que ainda resta para ser investigada.

12.3.5 Calculo de Tﬁ;ﬁA.

Para completarmos o calculo de todas as funcoes de trés pontos resta aquela para a
amplitude TfﬁA- Repetindo os primeiros passos utilizados na segao anterior, podemos
escrever a relacao:

T)I\L}uj?/A =4 {_F)\,uz/ + N)\;w + M}iﬁA + P)\p,y} ) (1271)



onde:

AAAA o /d‘*k (k4 Fo)y + (K + F1)o + (K + Ka)o )

Ay M€ pav (271')4 [(k‘ + k1)2 . TI’LQ} [(k) + ]{?2)2 B mg} [(k‘ + k3)2 B mQ} s (1272)

cujo calculo nos leva a expressao:

Mt = <(4:T)2> Epanxm® { (k2 — k1), [€oo — 3&o1] + (ks — k1), (Goo — 3&10)} . (12.73)

As propriedades do objeto acima podem ser facilmente estabelecidas. Como tal:

(kS - kl)u M)j\tAyA = ((4277‘)2) EMOW)\ (k’g - kl)a (]{33 - ]{31)5 {mQ (5()0 — 3501):| s (1274)

também:
(kl - k2)y Mj:l(;?/A - (@;.{72) Epave (]{71 — k’g)g (1{53 — kl)a [m2 (&)0 — 3510)} , (1275)

e por fim:

0
(ks — ko) M:\%A - ((471)2> Epawe (k2 — kl)g (ks — k1), {mg (&0 — 3¢01) +m? (§o0 — 3510)} .
(12.76)
Entao utilizando eq.(12.35) e eq.(12.74) obteremos:

(3 — kl)u TﬂﬁA = <(4;)2> deypre (ko — k?1)5 (ks — lﬁ)g [m2 (2800 — 4&01) + ASO} )
(12.77)

ou seja, comparando com eq.(12.15), obtivemos:
Z'2
(kg . kl)u T/{iﬁA = 2m {T)éjPA} + <(47‘(>2> 45,/5)\5 (kz — kl)g (k‘3 — kl)g [A(p] . (1278)

Por sua vez, a partir de eq.(12.36) e eq.(12.75) ficamos com:

Z‘2
(kl - k2)yT)€£A =4 <(47T)2> EupArE (k‘g - kl)ﬁ (kg - kl)g [mQ (—2600 + 4510) — Ag@] ,
(12.79)
que comparando com eq.(12.16) nos revela a relagao:

(k’l — k’g)y TAAA = 2m {T)ﬁLAP}

Ay
—4 <(4i)2> Eupe (k2 — k1) g (ks — k1) [Ag] (12.80)



Aquela contracdo com (ks — k2),, utilizando eq.(12.37) e eq.(12.76), ficara:

472
(k3 — k2))\ T)A\AMéA = () 8#51,5 (kg — kl)ﬁ (k’g — ]{71)5 [27712500 — 4m2§10 — 4m2£01} s

(4r)?
(12.81)
ou seja, comparando com eq.(12.14), obtivemos
(ks — ko), Tt = 2m [TM] (12.82)

Para completar nossa tarefa, colocamos os ultimos resultados na forma de identidades
de Ward. Assim:

o, T = 2m T3] + (12.83)
,l'2
+8 EusaeDape [A
.p/VT/C;AA — o [T/CﬁAP}
7:2
8|l — ¢ e [A
o Ty = 2m |15 (12.84)

Isto conclui os calculos das fungoes de trés pontos e suas Identidade de Ward. Resta-

nos agora a tarefa de analisar os resultados aqui obtidos.

12.4 Conclusoes e Discussoes

A associacao entre ambiguidades e violagoes de relagoes de simetria tem nas pseudo-
amplitudes triangulares uma importancia destacada. O fendmeno das anomalias repre-
senta um topico importante em T.Q.C. Para estas amplitudes é um fato sabido e aceito
que todas as Identidades de Ward nao podem ser satisfeitas simultaneamente. O modo
tradicional de estabelecer e justificar as violagoes de relagoes de simetria nestas amplitudes
passa pela argumentacao do carater ambiguo devido a contagem de poténcias apresentar
um grau superficial de divergéncia linear [1]. Deste modo, na impossibilidade de efe-
tuarmos “shifts” no momento de integracao, na presenca de tais divergéncias, estas sao
admitidas ambiguas, que implica aceitarmos a perda da homogeneidade do espago-tempo.
No capitulo 8 nds refizemos uma investigacao a respeito deste problema, seguindo uma

das mais tradicionais referéncias da literatura deste assunto, porém tratando as integrais



divergentes de um modo alternativo, que contém aqueles resultados como uma inter-
pretacao particular. Naquela ocasiao terminamos por concluir exatamente o contrario, ou
seja, pela possibilidade de, ao exigir certas propriedades para uma eventual regularizacao,
as relacoes de consisténcia, satisfazer todas as relagoes de simetria e simultaneamente evi-
tarmos a presenca de ambiguidades [2]. Do ponto de vista da investigacao de Gerstein e
Jackiw [3] tais concluses poderiam indicar que nosso procedimento teria a propriedade de
evitar as anomalias. Do nosso, entretanto, isso poderia indicar incompatibilidades entre
as operagoes utilizadas no modo de andlise da ref.[3] e as relagoes de consisténcia. Este
tipo de preocupagao foi confirmada nos estudos do capitulo 10 onde verificamos que al-
gumas propriedades algébricas de integrais divergentes nao podem valer simultaneamente
as relacoes de consisténcia. Isto nos forcou a rever nossos procedimentos de calculos em
amplitudes com termos bilineares, do momento do “loop”, no numerador. Para os termos
escalares induzimos a eliminagao antes da introducao do sinal de integracao. Para aque-
las tensoriais as operacoes realizadas estarao necessariamente sob o sinal de integracao e
isto nos recomenda cuidados. Como parte disto mostramos no capitulo 11 que é possivel
gerarmos duas formas de solucao. Estas corresponderao a expressoes diferentes para as
amplitudes mas nao necessariamente levarao a violagoes das relagoes de simetria corres-
pondentes como verificamos em todas as amplitudes investigadas no capitulo 11. Neste
capitulo, entretanto, foi possivel obter relacoes de simetria que dependem crucialmente do
modo como estas integrais sao calculadas. Uma das solucoes leva a todas as Identidades
de Ward satisfeitas, aquelas correspondentes a Ay = 0, ao passo que outra leva a violacoes

[4]. Chegamos entao ao problema do momento: como interpretar estes resultados?

Primeiro é preciso ressaltar que ambas as solucoes estao livres de ambiguidades as-
sociadas as escolhas dos momentos das linhas internas. A segunda observacao importante
é que tomando a solucao para a qual Ap = 1/2 obteremos exatamente os valores aceitos
como corretos para os termos de violagoes nas amplitudes anomalas [5]. Isto nos mostra,
de modo inequivoco, que a origem das anomalias nao esta associada ao carater ambiguo.
No6s nao necessitamos de interpretacoes particulares para estabelecermos estes valores.
Ao adotarmos a solucao correspondente a Ap = 1/2; em todos os lugares onde a integral
I, se fizer presente, teremos nao apenas o valor desejado para os termos de violacao
mas todas as relagoes de simetria satisfeitas nas outras amplitudes dentro de um tinico
tratamento que, é bom lembrar, é perfeitamente mapeavel nos resultados da R.D. onde
eles estao disponiveis. Assim se tomamos as anomalias, como um compromisso de alguma

prescrig¢ao consistente, o que acabamos de obter deve ser considerado um incrivel sucesso:



elas emergem naturalmente do nosso tratamento sem que tenhamos que, para obté-las,
violar uma simetria ainda mais basica: a homogeneidade dop espacgo-tempo.

Por outro lado dispomos da solugao correspondente ao valor Ap = 0 que nos permite
satisfazer todas as Identidades de Ward. Estariamos entao eliminando as violagoes de
relagoes de simetria da T.Q.C. e poderiamos ser tentados a ver isto como um fato extre-
mamente positivo. Esta solugao nos mostra que é possivel construir amplitudes AVV e
AAA satisfazendo todas as Identidade de Ward, o que aparentemente contraria uma con-
cepcao muito frequente de que a natureza das anomalias estd na impossibilidade de ter isto
realizado. Neste ponto de vista enquadra-se a andlise de Gerstein e Jackiw e quase toda a
literatura posterior. Como tal, praticamente a totalidade dos livros de T.Q.C. fazem uso
deste tipo de abordagem para estabelecer o fenomeno das anomalias. A afirmacao de que
nao ¢é possivel evitar as violacoes constitui-se erro absolutamente grosseiro. Para perceber
a natureza correta das anomalias [6] é necessdrio considerar a forma explicita das fungoes

de trés pontos AVV e AAA ou em ultima instancia a solucao da integral I,
d*k kK,
L= [ £ » S— (12.85)
(2m)" (k2 —m2) [(k — q)* — m?] [(k — p)* m?]
O valor desta integral, a momentos externos nulos, é dado por:

I,W:/ d4k2 Fuky =, (12.86)
(2m)7 (k? — m?)

que, de acordo com a apropriada relagao de consisténcia, deve ser igual a:

L = %” [1og (m?)]. (12.87)

A solucao desta integral, por outro lado, foi escrita, no capitulo 11 como:

L = G o]
i
<( 4W)2> [Pupv1 + Qudvp2 + DuGups + qupupa) - (12.88)

O valor disto a momento externo nulo fica:

b = 5 1 ()]

((4;)2> {Agp _ ;] , (12.89)



Da expressao acima podemos ver claramente que o valor Ay = 0, que nos forneceria
todas as Identidades de Ward satisfeitas, introduziria um erro no valor da integral a
momento nulo. O valor 1/2, por outro lado, leva a violacao das relagoes de simetria nas
amplitudes anémalas, mas fornece o comportamento de baixas energias esperado [4]. Mais
uma vez ressaltamos que as amplitudes nao mais podem ser ambiguas pois exigimos as
relacoes de consisténcia. O valor do termo de violagao obtido ¢ aquele bem conhecido [3].
Para o tratamento convencional ele é o termo de superficie e vem da integral divergente.
No nosso tratamento ele é o valor em zero da integral e vem da parte finita.

A interpretacao obtida em nosso tratamento fornece um ponto de vista claro e di-
reto para o paradoxo de Sutherland [7], cuja esséncia estd em afirmar a impossibilidade
de, simultaneamente, ter as relacoes de simetria satisfeitas bem como o comportamento
esperado em baixas energias.

Para finalizar, ressaltamos que o ponto de vista estabelecido, para a natureza das
anomalias triangulares, surgiu de um tratamento universal, ou seja, de um procedimento
aplicavel a todos os tipos de amplitudes, com um unico conjunto de regras, sem restrigoes
de qualquer natureza. A ultima questao que buscavamos esclarecer para a definigao deste
procedimento univoco, que inclui as relagoes de consisténcia, pode ser considerada satis-
fatoriamente esclarecida; Os estudos das fungoes de trés pontos confirma a interpretagao
construida no capitulo 10. Assim teremos: Identidades de Ward satisfeitas, amplitudes
livres de ambiguidades, unicidade e adequada descricao das anomalias. Nos proximos
capitulos nos aplicaremos este procedimento no tratamento de duas novas situagoes; na

presenca de particula de massa nula (QED) e ao nivel dois “loops 7 (A¢?).
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Capitulo 13

A Eletrodinamica Quantica;

Divergéncias Infravermelhas

13.1 Introducao

Nos estudos realizados até aqui, investigamos o aspecto divergéncia em amplitudes fisicas
vindas de solugoes perturbativas de TQC. Isto foi feito de modo a buscar construir um
procedimento consistente para as manipulagoes e cédlculos envolvendo tais divergéncias.
As regras para uma possivel estratégia foram construidas de acordo com a necessidade
de evitar comportamentos nao-fisicos, violacoes de unitariedade, ambiguidades e, por fim,
garantir que as relagoes de simetria fossem preservadas. Qualquer um destes aspectos
compromete decisivamente a possibilidade de utilizacao deste tipo de solugao para TQC™
na predicao de observaveis fisicos. Os testes efetuados em variadas situagoes nos dao con-
fianca suficiente de que as regras estabelecidas constituem um procedimento consistente.
A vantagem sobre aqueles tradicionais, reside no fato de nao ser necessario explicitar (cal-
cular) as integrais divergentes. Estamos livres de limites e expansoes, operagoes sobre as
quais nao temos usualmente total controle.

A necessidade da adocao de alguma forma explicita de regularizacao foi completamente
eliminada. As propriedades, que identificamos como essenciais as integrais divergentes,
servem como critério para a caracterizacdo de procedimentos de regularizagao [1]. Por
outro lado, o que brota simultaneamente é que se alguma regularizacao satisfizer tais

critérios ela se tornard desnecessaria.

Neste capitulo nés faremos uma discussao dos aspectos relacionados as divergéncias na
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QED, sob o ponto de vista da estratégia induzida nas investigacgoes realizadas. Nossa mo-
tivacao é dupla: Primeiramente devido a importancia da QED para a credibilidade deste
tipo de teoria e solucao, ou seja, no contexto da renormalizagao, nenhum procedimento
que deixe de exibir completa consisténcia no tratamento da QED tem chance de ser aceito
ou aplicado em qualquer outra teoria ou modelo. Neste sentido esta primeira motivagao
deve ser encarada como um teste. Por outro lado, é bom lembrar, na QED temos a pre-
senca de uma particula de massa zero. Isto remete-nos a cena questoes especificas que,
a rigor, nao discutimos ainda; a possivel presenca de divergéncias infravermelhas simul-
taneamente as ultravioletas. Para cumprir estes dois objetivos, faremos uma discussao
completa e detalhada ressaltando sempre que oportuno os aspectos relacionados a cada
um deles.

Nos entao comecaremos por retomar brevemente a teoria em si e as propriedades de
simetria das amplitudes ao nivel um “loop”. Em seguida resumiremos o procedimento
incluindo as conclusoes retiradas nos capitulos anteriores, e entao efetuaremos os calculos
amplitude por amplitude. A renormalizacao e o resumo das principais conclusoes fecham

este capitulo.

13.2 A teoria

A Eletrodinamica Quantica, uma teoria de “gauge” abeliana com simetria U(1), é repre-

sentada pela lagrangiana [2]:
1

1
4 2
—eV (y,A,) ¥ (13.1)

L = (9,4, —9,A,)° (0, AR + T (iy,0" — m) ¥ +

O primeiro termo representa a parte livre de um campo vetorial sem massa; o segundo

é o termo de fixacao de “gauge”, exigido pela quantizacao; o terceiro é a parte livre

do campo de spin 1/2 de massa m e o dltimo é o termo de acoplamento entre campo do

foton e o campo do elétron, compativel com a invariancia de “gauge” e renormalizabilidade
Y

simultaneamente. As regras de Feynman sao compostas pelos seguintes ingredientes:

1. Propagador do elétron

iS5 1)y = ()B , (132)

p—m+ic



2. Propagador do foton;

B —1
k2 4de

D () (0460 257), (133)

3. Vértice da interacao;
(=€) s - (13.4)

A teoria possui entao cinco parametros:
1. A massa do elétron;

2. A constante de acoplamento;

3. A normalizacao do campo do foton;
4. A normalizacao do campo do elétron;
5. O parametro de fixacao de “gauge” &.

Obviamente nenhuma consequéncia dinamica deve estar associada ao parametro £.
Também as normalizagoes dos campos nao sao relevantes na determinacao de observaveis
fisicos, pois quando eles sao definidos, a partir das amplitudes, existem envolvidas normali-
zagoes especificas. Os primeiros dois, a massa do elétron e a constante de acoplamento,
por sua vez, correspondem a parametros fisicos de fato, desde que eles determinam outros
observaveis fisicos.

Nos agora podemos considerar a construcao das amplitudes a partir das regras de

Feynman, identificando aquelas divergentes.

13.3 Amplitudes divergentes basicas e relagoes de si-

metria.

A aplicacao das regras de Feynman para a Q.E.D, permite-nos a construcao das amplitudes
correspondentes aos processos fisicos pertinentes (capitulo 2). Isto nos leva a imediata
identificacao dos diagramas para os quais a contagem das poténcias revela a possibilidade
de divergéncias. O conteido de simetria da teoria estabelece relagoes entre diagramas
as quais devem ser satisfeitas qualquer que seja o método utilizado nas manipulagoes e

calculos. As amplitudes relevantes sao:



. Diagrama “tadpole”

A amplitude fermionica de um ponto deve ser identicamente nula pois possui um
ntimero impar de indices vetoriais (acoplamento com um nimero impar de fétons
externos). Isto é ditado pelo teorema de Furry [3]. Por outro lado a conservacao da
corrente vetorial (invariancia de “gauge”) exige que a contragdo com o momento do

féton externo também se anule; uma Identidade de Ward:

¢"T, = 0. (13.5)

. A auto-energia do Féton.
A excitagdo de um par elétron-pésitron, I1,, (¢) deve satisfazer as Identidades de
Ward:

¢ (q) = ¢"1,w () = 0, (13.6)

como exigido pela invariancia de “gauge”.

. A auto-Energia do elétron.

Esta amplitude esta relacionada a corregao de vértice pela Identidade de Ward:
¢"“Ay (p, v
2 P) ) ). (137)

onde A, (p,p') é a correcdo de vértice e X (p) a auto-energia do elétron.

. Processo de trés fotons.
O processo correspondente ao diagrama triangular deve se anular identicamente,
isto é:

Y (p.0) + oy (. p) = 0. (13.8)

Além disto ele deve satisfazer as Identidades de Ward:

7 [T)X\L\;V + Tvvv} -0

Avp
P Ty + Ty | =0 (13.9)
p [Ty + 78] =0

onde T},,\ é a amplitude correspondente ao diagrama e ¢, p e p’ sdo os momentos

externos, sendo ¢ o inicial e p e p’ os finais.

. Processo de quatro fétons.
As possiveis divergéncias do diagrama correspondente ao espalhamento féton-féton



devem se cancelar, desde que é impossivel construir um apropriado contratermo na
lagrangiana original, sem destruir a renormalizabilidade. Além disto temos Identi-

dades de Ward tais como:

A vvvv Vvvv Vvvv Vvvv Vvvv Vvvv
P T)\,UJ/W + T)\ﬁ“?l/ + T)‘l’/»”] + T/\I/nu + T/\WW + TAWVH :| - 0, (1310)

e assim por diante. Aqui TVXVV

o | (Ps7'54,q') é a amplitude correspondente ao dia-

grama e ¢, ¢, p e p’ sdo 0s momentos externos.

Nos consideraremos cada uma das amplitudes e suas correspondentes Identidades

de Ward para ilustrar a aplicagao do método proposto.

13.4 O método de manipulacoes e calculo de ampli-

tudes contendo divergéncias.

O procedimento ou estratégia que adotaremos para as manipulagoes necessarias envol-
vendo as amplitudes divergentes, pode-se dizer, estd fundamentado numa filosofia muito
simples; nao modificar as amplitudes, fornecidas diretamente pelas regras de Feynman,
em nenhum passo intermediario como é usualmente feito em métodos de regularizacao
tradicionais. Dito de outro modo, nao assumir consequéncias especificas de métodos de
regularizacao na determinacao de uma amplitude fisica. Para tal, assumimos apenas a
presenca implicita de uma distribuicao regularizadora da qual exigimos propriedades bas-
tante gerais. A partir disto nos utilizamos de identidades, ao nivel do integrando, para
obter uma expressao adequada onde a parte dependente dos momentos externos esteja
contida apenas em integrais finitas. Estas identidades poderiam ser expansoes em Taylor
como na teoria BPHZ [4]. Nés entretanto utilizamos momentos arbitrarios na rotulacao
das linhas internas. Estes nao possuem significado fisico algum isoladamente e isto difi-
culta a interpretacao por este ponto de vista.

A implementacao matematica da prescricao que adotaremos, no que diz respeito a

QED, pode ser colocada na forma de alguns passos a serem seguidos:

1. Depois de construir a amplitude, como ditada pelas regras de Feynman, tomar os
tracos de Dirac necessarios e efetuar as operagoes envolvendo as matrizes . Entao,
por manipulagoes algébricas eliminar todos os fatores quadraticos no momento do
“loop” via cancelamento de denominadores. Introduzir o sinal de integracao e iden-

tificar as integrais divergentes obtidas .



2. Tomar cada uma das integrais divergentes individualmente e manipula-las através
de identidades ao nivel do integrando a fim de obter uma soma de termos tais
que as partes que dependem dos momentos externos sejam finitas. As outras serao
integrais puramente divergentes. Estas manipulagoes sao autorizadas pela adogao da
distribuicao regularizadora de modo implicito ou por, antes da introducao do sinal
de integracao, termos adotado uma representacao adequada para os propagadores
(eq.(10.103)).

3. As integrais finitas devem ser integradas sem restri¢oes (limite de conexao).

4. As integrais divergentes remanescentes devem ser reduzidas as duas formas diver-

gentes basicas:

, k1
®Lquad (/\ ) - / (271_)4 (kz — )\2) (13.11)
N [ A% 1

com a utilizacao de relagoes apropriadas entre integrais divergentes com o mesmo
grau de divergéncia: as relacoes de consisténcia. E importante notar que apenas
relagoes entre integrais divergentes sao necesséarias, nao sendo o calculo em si destas.
Estas relagoes podem ser facilmente obtidas no contexto de integracao dimensional
(capitulo 10). Neste ponto o método difere do BPHZ.

A presenca de duas massas diferentes na amplitude divergente nos oferece opgoes de
escolha para manter nos objetos basicos divergentes; qualquer uma das massas ou uma

escala arbitrdria \2. Estes objetos sdo entretanto relacionados através das relacoes:

s (1) = Tya (V) = (¥ =) i () = 155 [v b <T5>](13.13)

oli, (m2> = Loy ()\2> _ (4;)2 In (Tj) : (13.14)

onde m é uma das massas e A\? é um parametro arbitrdrio. Ele representard a escala de

renormalizacao quando for o caso, ou uma massa da teoria se conveniente.
Expressando o conteudo divergente nestas formas basicas temos a vantagem imediata
de evitar expansoes, limites ou outras operagoes duvidosas. As operacoes envolvidas sao

apenas manipulagoes algébricas, removendo assim qualquer ambiguidade do resultado



final. Estas manipulagoes sao ainda especialmente tteis na verificagao de Identidades de
Ward ou limites de simetria, desde que sao exatas.

No resultado final obtido pela presente prescricao é possivel estabelecer uma conexao
com outros procedimentos tais como Regularizacao Dimensional. A vantagem basica
reside em uma formulagao muito mais simples e intuitiva a qual nao recorre a elementos
estranhos tais como parametros de expansao artificiais. Isto seguramente constitui-se no

maior apelo conceitual.

13.5 O Diagrama “Tadpole”

E muito instrutivo para os nossos propositos, considerar inicialmente a funcao de um
ponto fermionica. Além de ser a mais simples é aquela com maior grau de divergéncia:
ctibica. Com isso os ingredientes necessarios para o tratamento, em termos de integrais

divergentes, formam um conjunto amplo.

Figura 13.1: Funcao de Green de um ponto fermionica.

Aplicando as regras de Feynman nés escrevemos:

1
ty=(—e)Tr {%[(k—l—&d) —m]}' (13.15)

Aqui o é um parametro arbitrario e ¢ é o momento externo (do féton que se acopla a

T,). Reorganizando a eq.(13.15), teremos:

[ wlEagem
t, = —el {[(k+aq)2_m2]}. (13.16)

Tomando o traco fica:



k. X 1
= e { [t aqf —mf] Uk T ag)t ) } | (13.17)

Para completar as operagoes estabelecidas, no passo ntimero 1 da prescricao que esta-

mos seguindo, basta introduzir o sinal de integracao:

'k
T, = /Wtu, (13.18)

e em seguida tratar cada uma das integrais divergentes, por identidades, de modo a
escreve-las como uma soma de termos tais que aqueles que dependem do momento externo

sejam finitos. A integral cubicamente divergente pode entao ser escrita como:

ik k, o Ak 2k,k,
/A eriktagr—myg ~ q”/A (2m)* (k2 — m?)?

d*k  gegk,k d*k 2k,k, kek
10%q, / ¢pRuhy _/ phviehp
+4a”q qedp { A (271')4 (/{72 _ mg)g A (271.)4 (k2 _ m2>4

5 4 d*k kK,
—6a°q (IV/A (2m)4 (k2 — m?2)*
'k (2)(eq)? +20q - k',
/A 2m)* (k2 — m2)4(k + aq)? —m?]’ (13.19)

Da expressao acima retiramos apenas os termos fmpares. O subscrito A pode ser
retirado devido ao caréter finito das duas ultimas integrais (limite de conexao).

O préximo passo é entao proceder a integracao das integrais finitas obtidas. Ao fa-
zermos isto percebemos um cancelamento exato entre as duas ltimas integrais.

Em seguida, devemos reduzir as integrais tensoriais obtidas aos objetos bésicos através

das relagoes de consisténcia. Isto significa utilizarmos as relagoes:

4 4
1
PRy 13.20)
A (2m)4 (k2 — m?2)? 2 Ja (2m)* (k% — m?)
4 4
LR U S 132
AR -2 4 a 2a) (R — R
&k kkkoke 1 k1
- g, ) ) (13.22
S Gy e ~ malwse s+ 00 [, Gy e d132)

com isto, as duas integrais logaritimicamente divergentes também se cancelam, restando,

pela utilizagao da eq.(13.20):



/A (;ZW];‘l [(k+ al;§2 — m?] = (—)apullguaa(m?)], (13.23)

que assim assumiu a forma desejada.
Agora consideremos a integral quadraticamente divergente. Inicialmente ela pode ser

escrita como:

/ d*k 1 _ / d*k 1
A (2m)* [(k + agq)? —m?] A (2m)* (k2 —m?)

) d4k 4kuk” d*k Juv

+4.q,a {/A (27?)4 [(kz _ m2)3 - /A (27T)4 (].{;2 — m2)2}
'k (ag)!

+/ (2m)" (k2 = m2)?

B (O(0q)? + 200 AT
—f-/ 2m)* (k2 — m2B3[(k + aq)? — m2]’ (13.24)

Devemos entao proceder a integracao dos termos finitos. Novamente é obtido um cance-
lamento mutuo das duas integrais. As integrais logaritmicamente divergentes, em con-
sequéncia da eq.(13.21), também se cancelam. Restando entdo, o resultado na forma

desejada:

d'k 1 ,
/A (2m)4 [(k + aq)? — m?] = guaa(m”)] (13.25)

De posse destes resultados, eq.(13.23) e eq.(13.25), ndés os substituimos na expressao
para T, eq.(13.18):

T, = —4e {(=)aqullguaa(m®)]} + 40, { Tpuaa(m?)} . (13.26)

Portanto:
T, = zero! (13.27)

Como deveria ser. A outra propriedade necesséria da amplitude 7}, a Identidade de Ward
correspondente a conservacao da corrente vetorial, ¢*7,, = 0, decorre de imediato da

eq.(13.27), ou seja:

M — _4e d*k q-k e Ak 1
T, = —4 {/ 2m)4 [(k + aq)? — m?] + aq /(%)4 [(kJraq)Q_mQ]}, (13.28)

sera evidentemente nula.



Para que estes resultados tenham sido obtidos desempenham um papel crucial as
relagoes de consisténcia. Os outros passos; operagoes algébricas ao nivel do integrando
e retirada dos termos impares sao bastante gerais e validas em qualquer regularizagao
razoavel. I importante que notemos que, sem as relagoes de consisténcia, o resultado po-
deria, para 7}, ser ambiguo e nao-nulo e a invariancia de “gauge” seria consequentemente
violada. Por fim nada mencionamos a respeito do papel da escala arbitraria nas operagoes
realizadas. Se tivessemos, nas identidades utilizadas para a separacao de termos, introdu-
zido uma escala arbitraria A\? o resultado identicamente nulo dependeria ainda da validade
das relagoes de escala; eq.(13.13) e eq.(13.14) .

13.6 A Auto-Energia do Féton (Tensor de Pola-
rizagao)

Vamos agora considerar a contribuicao de um “loop” para a auto-energia do féton, o

diagrama denominado tensor de polarizacao, fig.13.2.

Figura 13.2: Funcao de Green fermionica de dois pontos.

Aplicando as regras de Feynman a amplitude ficamos entao com:

o, 1 1
P = =T {”“wmg—mﬁ”wm—1>¢f—m]}‘ (13.29)

A fim de explicita-la, primeiro reescrevemos isto como:

P, = —eTr { ulf + P+ k£ P+ ] } ; (13.30)

[(k +p)? — m?|[(k + p)? — m?]

onde introduzimos as defini¢oes

{ b= (13.31)



tal que a tnica combinacao com significado fisico é p — p’ = ¢. O célculo do traco nos

fornece:

Triv(f+p+m)nf+p +m)] = 42k, + k. (0, +p,)
+ky, (P, + D) + Pupy, + P00}
—4gW{k2+p-k+p'-k:—l—p-p'—m2}. (13.32)

No termo proprocional a g,, identificamos um fator quadratico escalar no momento
de integracao. A fim de elimind-lo reescrevemos aquele termo pela combinacao dos deno-

minadores envolvidos, ou seja:

1
k2+p-k;+p'-k—|—p-p'—m2] = i{k—i—p —mﬂ

1

2+ g )

_lp 2” i (13.33)

Com isso podemos introduzir o sinal de integragao e assim escrever a fungao de dois pontos

em termos de integrais de Feynman, neste caso, todas divergentes. Isto nos fornecera:

) d'k 2k, k,
Mo = (=€) {/ (2m)* [(k + p)* — m?][(k + p')* — m”?]

, dk k,

ol +m) [ @m)* [(k+p)? — m2)[(k + p)? — m?)
, d'k k,

+(Py + pu) / A [k +p)2 — m2[(k + p)% — m?]

/ / d4k 1
+(Pupy + DiPu) / Cm)A [k + p)2 — m2[(k + p')? — m2] }

d*k 1
‘%W{/f%%uk+m2—mﬂ

d*k 1
]
[ dE 1
0= | Gy )

O préximo passo entao é tratar cada uma das integrais divergentes obtidas de acordo

com a prescri¢ao. Inicialmente tomemos aquela logaritmicamente divergente. Ela fica:



dk 2 ¢ 2,2 2
| et o= = {0+ () [t ]
(13.35)

onde utilizamos o resultado eq.(8.70). Por sua vez a integral linearmente divergente fica:

/ d'k k,
A 2m)*[(k + p)* = m?[(k +p/)* — m?]
(P, + )

= 7{1109( ) - <(4;)2> Zo(mz, m2, (p— p/)2 ;mQ)}7 (13.36)

onde utilizamos a eq.(11.24).
Agora devemos considerar a integral quadraticamente divergente. O passo inicial é
reescreve-la de tal modo que a parte dependente dos momentos esteja em integrais finitas.

Esquematizado isto na forma:

d*k kK, div . .
/A 2m)4[(k + p)2 — m2][(k +p/)2 —m?] (I;w )QWd + (IW >10g + (IL{,, ) , (13.37)

onde:

quad _/ d% m2)2 (13.38)
iv 'k kuk,
-(ﬂ )y = () +57) /AW s

d*k 4k, k, kek
/! / puhvhvghpg
+ (pﬁpﬁ + PePg +ng6) /A 21) (i2 — m?)! (13.39)

o (1) = '+ +p2p’2)/(dl; (kzk_“ll”ﬂ)él
d“k )%+ 2p - k)Pk,ky
* | Gy @ = )
/ d4k ( )(p'2 + 20 - k)Pkyk,
(27T) (k - mg) [(k+p')? —m?]
p + 2p - k)?(p'? +2p - k)k,k,
“/ )k + p)? — ]
+/ d4’<? ( )(p +2p - k)(p% + 20 )k K,
(2m)* (k2 —m2)4[(k + p')* — m?]
d'k (p® +2p - k)2 (0% + 20 - k)?ky
+/ m2) (k+ p)2 — m2[(p) + k) — m?]’ (13.40)




Nas integrais divergentes, utilizamos as relagdes de consisténcia eq.(13.20), eq.(13.21)
e eq.(13.22), para ficarmos com:

'([33”)qmd = ;gw/ Lguaa(m?)] (13.41)
o (5a)y = {—gguﬁa(a—l)quwrq“;”}hog (m?) (13.42)

Quanto as integrais finitas, resolvidas sem problemas, nos levarao a expressao:

P() = ((4;)2> {~1Za(m* m*, g% m*)]g,q,

7 (m2.m2. a2 m2
B l o(m »771 ,q7;m?) —Zg(mQ,m2,q2;m2)] q29ul/

+aqu (g, Z1(m?,m?, ¢*m?)| + ag, [g,20(m*, m?, ¢ m?)]
+ &*quq, [(—)Zo(m2,m2, 7 mZ)]} (13.43)

Reunindo entao os resultados eq.(13.35), eq.(13.36), eq.(13.41), eq.(13.42) e eq.(13.43),
substituindo-os na expressao para I, eq.(13.34), ficamos com:

2

Zo(m?, m?, ¢* m?
- [Zz(mz,mQ,qQ;mQ)— of 0 ) @G

L, = Sii;e? (—)Zz(m27m2>q2;m2)+ZO(mQ’mQ’QQ;mQ) Gl
(4)

q 4uq
+4gul/[lquad(m2)] —4 [69;”/ + %1 Iloy(m2)
7 2
—20, {QIqmd(mQ) + PL1og(m?)] + Mjr)gzo(m?, m?, % m?) . (13.44)
A forma acima, mantida de propdsito para este fim, mostra a composicao dos termos
de modo a produzir um cancelamento para a parte quadraticamente divergente e uma
forma invariante de “gauge” para a parte logaritmicamente divergente. Para simplificar

ainda mais, consideramos a rela¢ao entre fungoes Z;%;

1 2 Z 2 2 2. 2
Zafm? i, gtem?) =~ = (gt 4 LR T g g
q




Entao finalmente podemos escrever 11, na forma:

Mo = 500 — qutnl] Togn?)

Este é um resultado muito importante para a Q.E.D. Nele podemos verificar de ime-
diato as Identidades de Ward:

q"U, = ¢"I,, = 0, (13.47)

que representam a invariancia de “gauge” do tensor de polarizagao apds os célculos e
manipulacdes. A divergéncia quadratica cancelou-se automaticamente. Além disto, ao

expandirmos Zy(m? m?, ¢*; m?), para pequenos valores de ¢*:

Zolun?, i ) = () {é (i) () *} A

teremos para a parte finita:

1 (2m*+¢%) 5 5 o5 o 2m?+¢®) [ ¢ qt 1
St Td ) S : ~ |(— -
3+ q> olm”,m”, ¢ m”) (=) q2 677124—607724jL +3

- ] lﬂ | (13.49)

5 | m2

O tensor de polarizacao, neste regime, torna-se:

: 2

M = ;l(—ff?)[ngw — qugy] {[log<m2) + <(4;)2> 513 [gﬁ] } > (13.50)
de onde podemos ver que a parte finita tem o comportamento correto para a correcao
ao propagador de uma particula sem massa; ela se anula para ¢> = 0. Além disto o
coeficiente do termos ¢? corresponde aquele de Uehling [5]. Historicamente a obtencao do
tensor de polarizacao invariante de “gauge” e nao-ambiguo sempre foi um dos problemas
mais cruciais envolvendo regularizacoes. A estratégia utilizada é capaz de fornecer todas
as caracteristicas desejadas automaticamente.

Antes de passarmos para outra amplitude divergente é interessante considerarmos a
verificacao das Identidades de Ward relativas ao tensor de polarizacdo do modo indi-

reto, aquele que envolve apenas o cdlculo da funcao de um ponto 7),. Para isto primeiro
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depois inserimos no interior do traco a identidade:

d=MH+af—m|—[F+ (a—1)—m]. (13.52)

Isto nos levara entao a expressao:
v _ o [ d'k 1
q H,u/ = (—6 )/ (27T)4T7"{'7u[k+ (a_ 1)4—771]}
9 d*k 1
—(—e )/WTT {%Wfé—m]}' (13.53)

As duas integrais correspondem exatamente a fungdes de um ponto com momentos

p = (a—1)q e p' = aq, carregados pelos propagadores fermionicos (ver fig.13.3). Nés
ja efetuamos o cdlculo destas amplitudes e as obtivemos identicamente nulas. Portanto
as manipulagoes e relagoes utilizadas naqueles calculos sao as mesmas que terminam por

garantir as propriedades desejadas do cédlculo de II,,, .

k+ k1
(k2 — k)" | | =0

k + ko

Figura 13.3: Funcao de Green fermionica de dois pontos.

13.7 Auto-Energia do Elétron

O diagrama de auto-energia do elétron, por excitacao de um féton, nos permite discutir
um aspecto importante relacionado a divergéncias em amplitudes fisicas, que sao aquelas
infravermelhas, associadas a presenca de particulas de massa zero. Para fazer isto partimos

da expressao fornecida pela aplicacao das regras de Feynman;

EE LI e (135)

2 1 124 _
o<p>:<—e>{w[ﬁ,_k_m]%}{g we- O, L



Figura 13.4: A auto-energia do elétron por excitacao de um féton

onde introduzimos os momentos auxiliares:

p=aq
{ o = (1 g, (13.55)

tal que a tnica combinagao com significado fisico, o momento do elétron, é dada por:
p+p =q (13.56)

Para evoluir tomamos auxilio na relacao:

(@ — K+ m)y] = {(=)2(d — 2m) + 2§ + 204}, (13.57)

e também em:

F+PW —F+mlE+p) = m|(k+p)* = (k+p)| (~F+§)
+20' = k) - (p+ Rk + ). (13.58)

O termo acima mostra a presenca de um fator quadratico no momento a ser integrado.

Para elimind-lo fazemos uso da identidade:

20 = k) - (p+ k)] ={lp+0)? —m* = [(p+ k)] = [(k—p)*=m*}  (13.59)

O resultado eq.(13.58) pode entdo ser reorganizado para:

{F+DIF —F+mlE+p)} = (m—¢) [p+8)*] + (@ —m*)(}+p)
—(F+ Pk =) —m?]. (13.60)
A substituigao da eq.(13.57) e eq.(13.60) na expressao para a auto-energia fica, apés
a introducao do sinal de integracao:
d*k 1
@2m)* [(k +p)* — w2][(p' — k)? — m?]

= ()20 —2m) [
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Nas integrais acima, como ¢é feito convencionalmente, onde aparece o propagador do
féton, introduzimos uma massa ficticia 2. Isto é feito para evitar a discussiao simultanea
de divergéncias ultravioletas e infravermelhas, que é uma questao problematica para todos
os métodos convencionais de regularizacao, inclusive Regularizagdo Dimensional [6]. Ao
final devemos tomar p? — 0. Eventuais divergéncias infravermelhas poderao se manifestar
em formas divergentes neste limite como por exemplo In(p?). No método que estamos
utilizando este problema ¢é evitado automaticamente e naturalmente, pois as integrais
contendo divergéncias ultravioletas nao conterao divergéncias infravermelhas e vice-versa
como veremos adiante.

A expressiao eq.(13.61 ) para a auto-energia corresponde ao primeiro passo; escrever a
amplitude como uma soma de integrais divergentes (ou nao). O préximo passo é tratar
cada uma delas de acordo com a prescricao. No caso atual temos, em relagao aos calculos
ja efetuados, a situacao nova de massas diferentes presentes nas integrais divergentes. E
preciso entao escolher, nas separagoes, uma escala para caracterizar as divergéncias bésicas
( e consequentemente as partes finitas). Uma solugao, algebricamente simplificadora, é
escolher a massa do elétron como escala ja que a do féton terd que ser eliminada ao final e
adotar uma escala arbitrdria A\? tornaria os cdlculos desnecessariamente complicados. De
qualquer modo, para passos intermediarios, qualquer escolha ¢é igualmente boa.

No6s iniciamos com a integral logaritimicamente divergente do primeiro termo;

/ d*k 1 _ / d*k 1
A (2m)* [(k + p)? — p2)[(k — p')? — m?] A (2m)* [(k —m?)?



/ d'k (=)@ +2p-k—p® +m?)
2m)* (k2 — m2)?[(k + p)? — 2]

d'k (—)(?—2p - k)
+/ (2m)4 (k2 — m2)[(k + p)? — p2][(k — p/)%2 — m?] (13.62)

Notemos na expressao acima a separacao das divergéncias ultravioletas e infraverme-

lhas. Procedendo a integracao dos termos finitos obtemos:

A«;;Kk+m2—mﬂk—ww—mﬂ:{hﬂm%+<@%9“‘”“fﬂ*ﬂ%mm}'
(13.63)

Prosseguindo, aplicamos o mesmo procedimento para a integral linearmente diver-

gente:
/ d*k K, B / d*k (2p - k)k, _ / d*k (2p - k)k,
A @m)t(k+p? =2k —p)? =m? A @o)t (R —m?)P Ja (2m) (K2 —m?)

/ d*k (p*+2p -k — p? +m*)?k,

(2m)* (B =m?)*[(p+ k)* — p?]
Bk b,

* | Coryt = it + 1

+/ dk (p? =20 - k)p*+2p-k—p®+m?)k,

(2m)* (k2 —m?)[(p+ k)* — p?][(p" — k)? — m?]

As duas primeiras podem ser reduzidas a [j,,(m?) com a utilizagao da relacao de

(13.64)

consisténcia eq.(13.21):

v _2% A (%4 (k24 ﬁaifk)s = (_g)q“ (200 = 1) 1og (). (13.65)

As integrais finitas, por sua vez, podem ser integradas sem problemas. Com isso a

integral linearmente divergente pode ser escrita na forma desejada:

/ 44k k. (1-20)
@2m)* [(p+ k)2 — p2[(p — k)2 —m?] 2

Au [Ilog(mz)]
+ <(47ZT)2> g Zo(u*, m?, ¢* )] +

+<MﬂJKﬂ%&W%ﬁﬂ%ﬁﬂ (13.66)

Passemos para as integrais do segundo termo da auto-energia, aquele dependente do

parametro de “gauge”. Primeiro consideramos:

/ d*k 1 _ / d*k 1
A 2m)*[(p+ k)2 — w22 A (2m)* (k2 —m?)?
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O resultado acima poderia ser facilmente antecipado. E interessante obté-lo resolvendo

as integrais finitas. Assim:

[ ] d4k (p2+2pk—,u2—|—m2)_ i m2 2 2.m2
/ (2m)* (k2 — m?)?((p + k) — /ﬂ]_<(47r)2> [Zo(m” 7, py ) (13.68)

2m)1 (k2 — 22 [(p + k)2 — 2]\ (47)?

A substituicao destes resultados nos levara a:

e = U=+ (@) (7))

= [log(1)]. (13.70)

Visto isoladamente, teriamos neste termo uma divergéncia infravermelha.

Agora, a integral linearmente divergente, pode ser escrita como:

d*k k, o d'k  Akak,
heroim = = O i

/ d'k 2(p* +2p -k — p® +m?)?k,

(2m)* (/lCZ —m?)*[(p+ k)* —m?]

+/ d4k (p* +2p - k—u2+m2)2ku.
T2+ R

(13.71)

O célculo das integrais finitas nos fornecera:

/ d*k (p* +2p -k — p* +m?)%k,
(2m)* (k2 —m?)3[(p + k)? — pi?]
/ d*k (p* +2p -k — p? +m?)%k,

(2" (7 — P+ R —

<l> l<_>2puzl<m2,u2,p2;m )+ In (“Z)] , (13.73)

— <(4;)2> [pHZl(mQ,uQ,pQ;mQ)] (13.72)

(47)? m

Com a relagao de consisténcia eq.(13.21), ficaremos com:



d*k k,, i T
= — I1p0(m? In £
L = (O o)+ () o (5
= (=)Pulliog (167)): (13.74)
E, novamente, como era esperado, teriamos divergéncia infravermelha.

Para completar basta agora considerarmos as duas tultimas integrais de eq.(13.61 ),

ambas finitas. A primeira fica:

. d*k 1 - i Yo (P, m? g% m?)
[ = () [ os
A | N
) [+ P — Pl b7 ] @)\ 0
+ Py [%(”’Z;q;m)”. (13.76)

Reunindo eq.(13.63), eq.(13.66), eq.(13.70), eq.(13.74), eq.(13.75) e eq.(13.76) e subs-
tituindo em eq.(13.61), teremos:

x(p) = l —2m 2 2 g2 2
(ie)? - ((471_)2) {(ﬂj 2m) Zo(n*, m?, ¢%;m?)

—41Z: (12, m?, % mP)] |
— (¢ — 4m) { Liog(m*) }
+(& = 1) {(m = ) Liog(m?)
) (o ) 2ot s
2 2 i }/1(#2»7”27(]2;7”2)
- 0=t () M

Finalmente, para obter o resultado desejado, nds necessitamos eliminar a massa ficticia

(13.77)

introduzida, no inicio dos céalculos, para o foton. Isto é feito, na linguagem que adotamos,
tomando as expressoes correspondentes para as fungoes Z (A2, A2, g% \3), desenvolvidas

na capitulo 3 para estes propositos. Ou seja, basta trocar:

2 Y2 2.)2 2 2.2
{ Zk(>\17)‘27q P A ) - Zk(o’ >\2’q P A ) (1378)

Yk(>\%7 A%a q2? >\2) — Yk(07 )‘%7 q27 )‘2>



As fungoes correspondentes sao bem comportadas nesta situacao (cap. 3) e isto quer
dizer que, pelo menos para esta amplitude, as divergéncias infravermelhas nao afetam a
Q.E.D.

Um aspecto adicional interessante é a presenca do termo:

{(q2 . m2)¢jY1(M2’ m?, ¢*; m?) } ' (13.79)

m2

Como sabemos a funcéo Y; (p2, m?, g% m?) nao estd definida no ponto ¢* = (m + p)>. O
coeficiente se anula para ¢> = m?. Assim qualquer valor de ;2 diferente de zero promovers
um comportamento nao-fisico com violacao de unitariedade ( parte imaginéria infinita).
A amplitude é consistente com a teoria original, onde o féton tem massa nula. Um
tratamento de amplitudes contendo divergéncias nao tem apenas o aspecto divergéncia

ultravioleta como preocupacao.

13.8 Correcao de Vértice.

Prosseguindo o tratamento das amplitudes basicas divergentes, nds tomamos a correcao
de vértice, fig.(13.5).

Figura 13.5: A corregao de vértice.

A aplicacao das regras de Feynman nos leva a escrever: Aqui, como fizemos nos casos

anteriores, podemos utilizar momentos arbitrarios:

b o (i 1 1
v 0) = ) g



[riad (k—{_kl)u (k—i_’%l)y
X{h%+mﬂ*”§'” -+ ) }' (15:50)

ki =ap+ By’

ky=(1—a)p—Bp (13.81)

ks =—ap+(1—0)p.

Estes satisfazem as relagoes:

ki +ko=p
ki+ks=17p (13.82)
ks — k2 = q.

Os parametros « e  representam as arbitrariedades envolvidas nas escolhas dos mo-
mentos das linhas internas.

A amplitude M\ (p,p’) tem contagem de poténcias, para o momento a ser integrado,
que indica a presenca de divergéncias no maximo logaritmicas. Sendo assim justifica-
se um “shift” impune de modo a eliminar o e 3. Com isto teremos uma simplificacao

imediata e podemos reorganizar para:

Mo(p,p') =M (p,p) + (€= 1)A5 (0, 7'), (13.83)

onde definimos:

P 5 1 VB — ¥+ mlvlp — Kk +m]y”
Pilpr) = “e%ﬂ”ﬁw—wy—mmw—pv—mﬂ}

1 TT{ KIP — F + m]yu[k —p+ mlk
k2" Uk = p)? = m?[(k = p)* = m?]

Progrediremos nos nossos cdlculos primeiro considerado Ay'. Nés comegamos por re-

(13.84)

N (pp) = (=€)

} . (13.85)

escreve-lo, de um modo mais conveniente, fazendo:

{/VVM/ - k + m]%[ﬁ - ’% + mh/y} = {2k27u - 2m27u - 4%’%"‘
—4m (2]{“ — pL — pu>

+2 [l + Pk — Bb]} . (13.86)
Nestes termos identificamos um fator quadratico, que devemos eliminar, para entao
obter:

A (p,p) d'k 1
(—ie?) {2%/ (2m)4 [(p — k)2 — m?][(p/ — k)? — m?]




d*k kS kH
0 | Gy W= 1~y = 7 =

d*k ke

2m)* 2] [(p — k)? = m?|[(p' — k)* — m?]

_ [2]b7“]§/ + 2m27up/ _ 4m (p+p/) } / d4k‘ 1 {1}3.87)
WL m)r K2 [(p — k)2 — m?][(p — k)2 — m?)

Uma rapida inspe¢ao nos revela que apenas as duas primeiras possuem divergéncias

+ {2'70/7#]6/ + 2167;/7@ - 8mguo¢} /

e necessitam ser tratadas sob o ponto de vista da nossa estratégia. As outras podem ser
integradas sem restricoes. Nos entdo introduzimos, como antes, uma massa u? para o
féton a fim de evitar as divergéncias infravermelhas e providenciamos as solucoes.

A primeira integral que consideramos é a tltima de eq.(13.87), a qual fica:

d*k 1 ;
/ 2m)4 (k2 — 1) [(p — k)2 — m?][(p/ — k)2 —m?] <(4ﬂ)2> [€oo] - (13.88)

A notagao introduzida, muito conveniente para integrais com trés propagadores, vem da

fnm(MQ,p'Q;m2;p2;m / / (13.89)

definicao geral:

co1ml:

Qy,2) = p*y(l—y)+p°2(1—2)—2p-py>
+ (12 = m?)y + (u* —m?) 2 — 2. (13.90)
As fungoes &,,, podem ser reduzidas a funcoes Zy, (u?, m?, p?;m?), Zy (u?, m?, p’*;m?) ,
Zy, (m2,m2, (p—1p )2 ;m2> e o por adequadas manipulagoes. Ainda que &y possa ser
escrita em termos de fungoes 7, com valores negativos para o indice k, nds a manteremos
como estrutura basica no que se seguira para evitar complexidade algébrica desnecessaria.

A outra integral finita fica:

d*k ke ; /
/ CmA k2 — 2 [(p— k)2 —m?[(p — k)2 —m?] <(4W)2> P10 + Poéor],  (13.91)

onde temos as formas explicitas:

2,2 2 ..
oo = [p2p/2p_p(/p.p,)2} {(p 2p21;/2p/) (=2 (mQ,mQ,(P—p/P;mQ)]
1
o [Zo(u m*, p*; m)} Ql;p,g [Zo(u m?,p/ m)}

(13.92)

(2 +p>—m?)  (p-p) (P> 4 p* —m?)
+[ 2p” - H



LSt

p*pr? {(p/2 —p-p) —Z, (mz,mQ,(p—p/)z;m2>]

22— (p-pr)?] L 2077

_,_L [Zo (u2,m2,p/2;m2ﬂ p-p [Zo (u2,m2,p2;m2)}

2p? B 2p2p/r?
| =) () (0 = m) (13.93
2]?2 2p2p/2 ’ )

Esta decomposicao é importante pois torna imediata a retirada da massa p? ao final
dos céalculos, permite uma sistematizacao total dos resultados e ainda facilita enormemente
a verificacao das eventuais Identidades de Ward.

Agora consideramos a integral divergente com trés propagadores. Nos a colocamos na

forma:
/ d*k k. k, B
A (2m)* (k2 — 1) [(k — p)? = m?][(k — p')? — m?]

:/ d*k .k,

A (2m)t (K2 = p?)?

_/ d*k (p* —2p -k + p* — m?)k,k,
(2m)* (k2 = p2)*[(p — k)? — m?]

_/ d*k (p* = 2p" - k + i + m?)?k,k,
@) (% — 2P — kP —me(p — kP
(13.9

A parte divergente pode ser colocada na forma:

d*k kK, Y . L N LQ
//\(27r)4 2 — 27 4 {Ilog( ) + <(4W)2>1 (m2>}, (13.95)

onde utilizamos a adequada relacao de consisténcia e em seguida a relagao de escala

eq.(13.14) para evitarmos problemas no limite u* — 0. A primeira das integrais finitas de

eq.(13.94), pode ser colocada na forma:

&k (—)p? = 2p-k+ 02— mDhkh, i Guv 2 2 2oy L w
/@w4 =Pk -2 QMV>{2lZ(“’ Vi) 21<m31
_% lZO (/f,m2,p2;m2) —1In (%)]
DuDs lYQ(uz,mQ?pz;mQ)H
p2 m2 :

Na expressao acima os fatores logaritmicos apareceram como consequéncia da mudanga

_|_

(13.96)

de escala de u? para m? pois a escolha feita na separacao eq.(13.94) faz com que a mesma



escala adotada para a parte divergente surja naturalmente na parte finita. Isso se repetira
na outra integral finita de eq.(13.94):

/ d4]€ (_)(p/2 _ 2p/ k+ M2 _ mQ)kuk,,
@)t (k2 = p?)?[(p" = k)? = m?][(p — ) — p?]

~ 2
_ ¢ Y 2 .2 2 92\ L
(7o) {5 [ 02 ) = ()
v 2 2 .22 1 1
Ty lzl (M T, P ) - 5111 <mQ>]

_ Pubv [Yz(xﬂ,m%p?;mﬂ”

2 m2
+ <(4;)2> {P’up/u [02] + Dupw [€20]
+ (bt + pu) [61] = 22 o]} (13.97)

Em termos das estruturas basicas adotadas,

(a4 (mrm -, 1,
N0 = 5 15 + 1700
2 2 2 ” 2 2
+pt—m +put—m

2 2

Para &;; temos duas expressoes;

2,72 2 /
_ p°p (p>—p-p) 5 9 2. 2
.511 - [p2p12 _ (p 'p/)Q] { 2p2p/2 |:_Z1(m 7m 7<p _p/) 7m ):|
1 / p-v
+2p2 |:Zl<:u27 m27p 2; mQ):| - p2p/2 [7]00]
2 2 2 I\ (/2 2 2
pT+pt—m p-p)p”+p—m
+ [( o ) _{ ) 22?2 )1 501} (13.99)
2,72 2 /
_ p°p (p* —p-p) 5 9 2. 2
.511 - [p2p/2 o (p .p/>2] { 2p2p/2 |:_Zl<m ?m 7(p _p,) 7m ):|
1 2 2 2. 2 p-r
‘f‘w {Zl(ﬂ ;M7 prm )} 2 [700]
2 2 2 I\ (2 2 2
+pT—m : +pT—m
+ l(p 2‘;,2 ) _@ p)(];p%,’; )] élo}. (13.100)



Agora, para a fungao &y, teremos:

2,92 2
p*p! {(p/ —p-pl) 2 o N2, o
o{y = —Zi(m*,m*, (p—p')";m?)
22— (p-pr)?| L 20%p7 | |
p-p 2 9 9 9 1
_2p2p’2 [Zl (ILL T, P )} + 2p2 [7700]
(P> +p2—m?)  (p-p) P+ p? —m?)
+[ 3 . St €10 b, (13.101)
e finalmente:
2,92 2
p*p! yp—pWO 2 2 N2 o
2 = —7Z m,m,(p—p) ;ym
22— (p-p)?| U 20%p7 -4l )

+(p-p/) [—Zl (,u2,m2,p/2;m2)} + . [7700]

2p/2p2 2p/2

(P%+p2—m?)  p-p (P + u?—m?)

+ l 2p/2 o 2p2p/2 (510) . (13.102)
Reunindo os resultados eq.(13.95), eq.(13.96) e eq.(13.97) teremos:
d*k kK, G ,
frnd = IO
N et s Bl W L)
1
+ (47T)2{ pubv [§20] + Plupty [So2]

+ (Pupty + Blupy) [§11] — QQK [7700]} . (13.103)

O resultado desejado, uma expressao para Af(p,p’), é entdo obtido substituindo:
eq.(13.88), eq.(13.35), eq.(13.91), e eq.(13.103) na eq.(13.87):

A (p,p")

(_6)3 = {]I‘Jg (m ﬂ +

+ <U427:)2> {00 =920 (m*,m*, (0 = p')*;m”) +
—2ppuao — 28D, Eo2 — 2P, 601 — 2 puénn +
+ (ﬁ%p + b — 4mpu) €10 +
+ (B + by — 4mp,) éor +
+ (2m(p+p), — Prd —m* ) &of (13.104)



Agora nos voltamos para o termo de gauge A (p,p’). O primeiro passo é reorganizar

o numerador para a forma:

(k@ = k+m)nlb—k+mlk} = {|p—k)?—m?|[(k—p)* = m,
(k= p1)? = m?] [y (p — m))
+ [0 = k) = m?] [ = m)F]

(

(' = k)? = m?] [ = m*)y,]

(p—k)* = m?| [0 = m*)y,]

W —m*) [~ (F = m) ]

+(p? = m®) [=k(p — m)]

+(p? = m?)(p* — m®)y,

+2k, (' —m)  (p—m)

~[[(F —m)-m)] ). (13.105)

Esta reorganizagao, ao voltar para eq.(13.85), feitos os devidos cancelamentos,
permite-nos, ao colocar o sinal de integracao, ter o termo A5 em termos de integrais.

Explicitamente:

Aé‘(p,gp’) _ {7 /(d4/<>2

B
1
Vol | Gyt
1
V2l | st
, d4k k
| =m) m“}/ ()t P — k)7 = m?

d*k k
+ ['7u’7a (]6 - m)]/ (27T)4 [kQ 2[(p _ ]{)2 _ mZ]

|
/ d*k 1

[ -m) -] | GG =

— [0 =m*) (F = m) Yo + (0 = m*) 770 (p — m)| X

d*k ke
%/ o P [(p— k)2 = m?][(p = k) —m?



d*k kkH
+[2 (1?/ —m) Yo (P — m)] / (2m) [k:2]2 [(p— k)2 — m2[(p — k)2 — m?]

2 2 12 2 d4k 1 (19 1
6= =) | e S

Para solucionar as integrais, introduzimos, como de costume, uma massa ficticia para

o féton. Apenas a primeira serd divergente e nds a escrevemos como:

/A (;ij):‘l (k2 —1M2)2 = liog(m*) + (@) In (:;) ; (13.107)

onde introduzimos a relagao de escala eq.(13.14).

Agora as integrais finitas. A primeira que aparece na expressao para Ab, ao ser inte-

grada, admite a forma:

o= o= =]~ (mp) [FH5 aoan

O segundo tipo de integral, por sua vez, fica:

4 : V(12 m2. 02 m2
/ d k ka — [/ 1(/’1’ 7m 7p ?m )pa . (13109)
(2m)* (k2 = p2)*[(p — k)? —m?]  \(47)? m?
A terceira forma que, apareceu no calculo de Af (p,p’), pode ser identificada com

600 (N27p/27 m27p27 m2) :

As trés tultimas restantes sao integrais com quatro denominadores. Sao casos parti-

culares das funcoes &,,,; definidas no capitulo 3. Elas podem facilmente ser escritas em

termos de derivadas das funcoes &,,,,. Como tal, a mais simples delas fica:

d*k 1 7
| Gyt el i " ((47)) 7]

= ((4;)2> aa,ﬂ&”' (13.110)

Aqui, introduzimos as estruturas [7]:

oty (A -y - 2)dy
anm—/o dz/o IO (13.111)

que podem ser relacionados as &, por:



O = G (Eam) - (13.112)

Entao, dando o mesmo tratamento as outras duas integrais teremos:

. ul = ! o o
* | R R <<4w>2> e loun] + 2 ol}
(13.113)

d*k k.k i
| G = = == = (i) @l + v

, [0
+ (pupty + plupy) [o11] — g; laﬁ”]}. (13.114)

E interessante notar que, para uma forma explicita das fungoes o, basta considerar
as relagoes entre as fungoes Y’® e as derivadas de fungoes Z’*. Deste modo todas estas

serdo escritas em termos de funcoes Z’%, Y'®, £y € 0g9. De posse destes resultados podemos
explicitar A% (p,p’). Ela fica:

= llbg(m)*((;) )1“<5;>]+
( ) ) 2 (5 — ) (—€oo)] +

(i) o L0* = m?) 9 [ Zo (2, m?, p?m?)] +
+ (% = m?) 3 [Zo (*, m?, % m?)] +
+ (B = m) Py [~ 20 (2, m?, % m?)] +
b (P — m) [=Z1 (12, m?, p*; m?)] +
— (> = m?) (F —m) Py €] +
— (0 = m?) ) (p—m) [€on] +

+ (p* —m?) (p* — m?) vy [€oo] +
+2(p = m)p (b — m) p,, (€] +

+2(g —m) p(p—m) p, [Ea0] +
+2 (¢ —m) p(p—m) o, [Eu] +
+2 (¢ —m) ¢ (p—m) pu €] +



— (¥ = m) 7 (p— m) [nool } .(13.115)

A forma acima é bastante conveniente por ser compacta e permitir a utilizacao de
estruturas bem conhecidas. Entretanto, esta, assim como aquela (13.104) para AY (p,p’),
nao ¢é a forma final pois é necessdrio tomar o limite u? — 0. Este limite é um aspecto
bastante interessante da expressao para a func¢ao de vértice. Na expresao para A} (p,p’)
nao aparece explicitamente nenhuma divergéncia infravermelha. As func¢oes basicas sao
bem comportadas neste limite. J& o caso de Aj (p,p’) é mais complicado. Na expressao
(13.115) aparece o termo In(p?) vindo da mudanga de escala para a divergéncia ultravi-
oleta. Assim, a menos que os outros termos, no processo de lim u? — 0, apresentem
infinitos deste tipo teremos a contaminagao da QED por divergéncias infravermelhas [8].
Relacionado a este limite temos ainda importantes observacoes a serem feitas.

Por razoes de unitariedade nés devemos ter partes imaginérias para:

PP = (m+p)’
p? = (m+ p)? (13.116)
¢* = (2m)*.

Estas situacoes referem-se a momentos da particula externa que chega ao vértice ser
tal que as duas linhas internas conectadas correspondem a particulas na camada de massa
(particulas reais!).

Estas partes imagindrias estdo, de fato, presentes nas fungoes Zj (u*, m?, p*; m?),
Zi (12, m2, prt;m?) e Z, <m2,m2, (pr —p)? ;m2). Tais funcoes, como sabemos, sao
continuas em todos os pontos, sao bem comportadas para o limite u?> — 0 e possuem
valor bem definido para momento nulo. Entretanto a derivada destas fungoes nao esta
definida nos pontos onde surgem as partes imaginérias.

A expressao para A possui fungoes Yy, (12, m?, p?;m?), Y. (u?, m?, pr*; m?) e
Y (mQ, m?2, (p/ — p)2 ; m2). Estas também possuem partes imagindrias a partir dos pon-
tos indicados na eq.(13.116). Entretanto por serem estas derivadas das fungoes Z’s elas
nao estarao definidas nestes pontos. A simples presenca destas fungoes comprometeria a
unitariedade. Uma observagao cuidadosa nos mostra que os coeficientes destas funcoes,
em todos os casos, se anulard nestes pontos problemdticos, quando fizermos p? — 0.
Isto quer dizer que regularizadores infravermelhos, quaisquer que sejam, devem ser reti-
rados. Além disto regularizacoes ultravioletas, nao podem, de modo algum comprometer
o comportamentos das amplitudes nestes pontos.

Outra situagao fisica muito importante diz respeito aos limites “softs”, ou seja, mo-



mentos externos nulos. Nestas situagoes, quando um dos momentos é nulo, dois dos
propagadores tornam-se idénticos e estas integrais com trés propagadores adquirem poélos
duplos. A consequéncia disto é o surgimento de fungoes do tipo Y. Este fato presente na

estrutura bésica &yo:

eParap = 0 (p=q)
_Yb(ﬂ27m2ap/2)

Soo = 2

ePara p' = 0 (p=q)
—Yo(u?, m?, p?)

§oo = 2

ePara ¢ = 0 (p'=q)

_YEJ(/L27 m27p/2)
foo = u .
%

Estas fungoes sao probleméticas nos pontos correspondentes ao limiar complexo. O
mesmo vale para ogy. No termo A4 (p, p') os coeficientes das integrais se anulam nas si-
tuagoes probleméticas quando py? — 0. No termo AY (p,p’) isto ocorre pela combinacio
de varios termos, garantindo também o comportamento fisicamente razoavel para a am-
plitude fisica no contexto da expansao perturbativa.

Nos agora podemos nos dedicar a outro aspecto crucial associado a A* (p,p’) que é a
Identidade de Ward [9]. Ela diz respeito a contragdo do momento carregado pelo féton
externo com A (p,p’). A propriedade exigida entao para a corre¢ao de vértice pode ser

estabelecida fazendo inicialmente:

u N 3 1 1
WX 0H) = e )
et R Rt R, 13.117
[(+ )’ Hey (K + ky)?] ( )

Entao utilizamos a identidade:

¢=(k+k3—M)—(%+k2—m), (13.118)

para assim obter:

J N = _—e3 9/\’/ _ (k+k1)A(k+k1)u
g\ (p,p) {% Ty —— '“} [(k+ k1)) T [k + )"




1 A k+k), (k+Fk
+é* {% w} - 1)( Dal ; 21)V (13.119)
s =m] S [k + k)] [k + k1)?]
A introducao do sinal de integracao nos leva a identificar de imediato:
g\ (p,p') = e[S (p) = 2 ()], (13.120)
B kE+ ky
(ks — ko))" S\/\:\/i
k+ ks

Figura 13.6: Representagao diagramatica para a eq.(13.120).

Notemos a adocao de momentos arbitrarios para a correcao de vértice apesar do grau
de divergéencia logaritmica. Ocorre que as auto-energias associadas tem contagem de
poténcias linearmente divergentes, portanto, nao livres de ambiguidades associadas aos
rotulos das linhas internas.

A manutengao da Identidade de Ward eq.(13.120) é importante para as propriedades
da interacao elétron-foton e é necesséaria para que o conteido de simetria esteja presente
nas correcoes um “loop”.

A questao que emerge de imediato é se, de fato, a forma explicita determinada para
AH (p,p') satisfaz esta relagao de simetria. A resposta para esta pergunta nao é ébvia e
somente podera ser respondida com base na verificagao direta.

A fim de verificar isto primeiro tomamos a forma explicita de AY |, eq. (13.104) e
contraimos com (p — p’) e Apoés alguma reorganizacao inicial podemos escrever o resultado
disto na forma:

AY (p,p)
(—e)’

+ ( = ) <)b —16/> [7700 —m*&o0 — Zo (mQ’mQ’ (p—7) ;mQ)} +

(47‘)2
21 2 2 2 /2 /
<(4 )2>{<p - P )]bflo-i‘(p -p )]5501}+

(p—1),

= (P =) fog (m?) +




+ <<42;)2> {0 =pp+2mp+p)- (0—p)] o} +

4i / /2
+ ((47T)2> {(27”—15) {(p'p)élo +p 501} +

— (2m =) [P0 + - 1) 0]} +
- <(447:)2> {Iﬁ [P2§20 + (- fn} —p {(p ') €20 +p'2§11} +
+7 {p2§11 +(p-p) 502} —y [(p ) én +p/2§02” (13.121)

Nos dois ultimos organizamos os termos a fim de poder utilizar as propriedades das

funcoes ¢'s, introduzidas no capitulo3. para o caso que estamos tratando elas ficam:

o [(p-P) &0+ %0 = ; (=20 (m*,m*, (p—p);m?) + Zo (n*,m?, p*sm?) +
+ (7 + 1* = m?) oo} (13.122)

o [PGo+ 1) bn| = ; (=20 (m*m? (0= 1);m%) + Zo (12, m*, p*m?) +
+ (0 + 1* = m*) o} (13.123)

. {pzfzo + (-7 511} = ; {— (1/2 + szoo) + v+ M; — m2)€01 +

+ 2 (p2 + p? — m2) flo} (13.124)

o {paﬁn +(@-p) 520} = ; {_Zl (mz,mQ, (p—p) ;m2) + Z (,u2,m2,p2; m2) +
+ (7 + 1 —m?) &} (13.125)

o [P+ P = ; (=20 (m*m® (p—p);m?) + 2y (u*,m?, % m?) +
+ (P + 1 = m?) o } (13.126)

P+ p? —m?)
2

° [p/2§02 + (p .p’) 511} — 1{_ (1/2 +N2500) + (

9 &0 +

3
+3 (p’2 + p® - m2> gm} (13.127)



A substituicao destes resultados nos oferece um cancelamento total das funcoes £'s
(livres de coeficientes 1?). O resultado final pode ser escrito:

A (p,p")

0= S = () D () +
+ (57:)2> {(Zm —p) {Zo (O,mz,pz;m2>] +
— (Qm — ﬂ) {ZO (O, mQ,p’2;m2)] +
+p [Zl (O,mQ,pQ; m2>} +
— |20 (0,m% 0% m?) |} (13.128)

E f4cil entdo, consultando a expressio (13.77) para a auto-energia, ver que Af (p,p’)
contribui corretamente para a satisfacao da Identidade de Ward. Basta para tal acres-
centar e subtrair o termo 4mlj,, (m?).

Quanto ao termo A4 (p,p’) a utilizagdo, apds a contragao com (p — p') ,.» das proprie-
dades (13.122)-(13.127), nos mostrard igualmente a relagao desejada [7]. Esta verificacao
explicita somente pode ser feita de um modo relativamente simples devido a utilizagao
das funcoes £ e suas propriedades. Sem esta sistematizacao perceber as simplificagoes

envolvidas seria um tanto complicado.

13.9 Interacao de trés fétons.

Noés agora consideramos o diagrama com trés fétons externos. Ele parece introduzir, via
expansao perturbativa, a interagao de trés fétons, o que sabemos, nao permitida pela
teoria, representada pela lagrangiana da Q.E.D. E crucial portanto obter um resultado
final nulo para um eventual “decaimento” envolvendo trés fétons. A simetrizagao, devido
a particulas externas idénticas, nos da um total de seis diagramas sendo trés pares onde
um ¢ fixo e outros trocados entre si. Basta portanto considerar, para nossos propésitos,
apenas um destes pares, ja que os outros podem ser obtidos por simples permutagoes de
momentos e indices.

Para obtermos resultados consistentes devemos mostrar que a soma dos diagramas
par-a-par se cancelam identicamente, como determinado pelo teorema de Furry. Entao

deveremos ter:
(T (0. p) + T (0. 0) ) =0 (13.129)



Nos entao devemos calcular explicitamente os diagramas. O célculo do traco para o

diagrama “direto” nos fornece:

B = A{ (k+ks)y (k+ k), (k+ ko), + (k + ks)y (k + kr), (k+ k),
+(k+k3), (k+ ki), (k+ k) + (k+ks), (k+ k) (k+ ko),
— (k4 ks), (k + k), (k + ko), + (K + ks),, (k + ky),, (K + k2), }
g {— [k + k1) - (B + k) — m?] (k + Ks),

— [k + k) - (K + ks) —m?| (k + ka),
+ [+ Ka) - (B + ks) — m?| (k + k), }
g {[(k+ k1) - (b + ko) — m?] (k + k),
— [k + k) - (b + ks) = m?) (k + ko),
— [k + ko) - (k + ks) —m?| (k + k), }
+aga, { = [(k + ko) - (k + k) —m?] (k + k),
+ (k4 k) - (k + ks) = m?] (k + k),
[(k:Jrkrz) (k + ks) — 2} (k+k1)u} (13.130)

Esta expressao nés escrevemos como:

Y =y, + g [177] + g [1577] + g [t57] (13.131)

A notacao adotada indica que os termos que compom Ty VY podem ser identificadas
com outras fungoes de trés pontos. Esta nao fazem parte da Q.E.D e aqui nada represen-
tam além de um agrupamento conveniente de termos. Seguindo nossa filosofia podemos
explicitar cada uma delas (capitulo 11). Para a verificacdo que desejamos, entretanto,

basta perceber que;

TYPP (gip,p) = —TVPP (g, p) (13.132)
T @) = =T (@pp) (13.133)
TPV (gip,p)) = =TV (:0,p) - (13.134)

O que pode ser percebido dos termos explicitos (11.44), (11.48) e (11.51). A consulta a

forma explicita de T),, fornecida no capitulo 11 também nos revela que

oY (ap0) = =100 (a:p,p) - (13.135)



Todos estes resultados juntos nos fornecem aquele desejado, eq.(11.213), pois o lado
direito das ultimas quatro equagoes correspondem ao diagrama “cruzado” do processo
V — VV, diagrama 13.8(b). Aqui é importante ressaltar que tais verificagoes foram
obtidas a apartir das respectivas formas explicitas. Estas determinadas segundo o proce-

dimento delineado na segao 4.

Identidades de Ward

: \aa%
O diagrama Ty ,,

servadas no processo V. — VV [9]. O cancelamento obtido para a soma dos diagramas

carrega trés indices de Lorentz associados a correntes vetoriais con-

“direto” e “cruzado”, torna a verificacao das Identidades de Ward uma tarefa dbvia uma

vez que devemos ter, por exemplo:
o [T (g0 0) + T (a:0,p)] = 0. (13.136)

E interessante, entretanto, a verificacao desta propriedade pela contracao de cada um
dos diagramas, separadamente [10]. O resultado pode ser decomposto convenientemente

em termos de funcoes de dois pontos; O tensor de polarizacao do vacuo. Teremos por

exemplo:

oI (@p,0) = W () = T (p), (13.137)
para o diagrama direto, e

oo (40 0') = T (p) — T (P) (13.138)

para o cruzado.

Os relacoes acima podem ser obtidas a partir de formas explicitas para os diagramas.
Elas envolvem as fungoes &,,,,, para m+n=3, e suas respectivas propriedades, (capitulo 11),
introduzidas no capitulo 3. A obtencao destes resultados, deste modo é, por isso, longo
e tedioso, mas serve para demonstrar a consisténcia da prescri¢ao utilizada como proce-
dimento em situagoes mais complicadas. Tais relagoes, neste contexto, parecem triviais.
Entretanto, estas mesmas envolvendo simetrias nao-abelianas passam a ter importancia

crucial.

13.9.1 Processo de quatro fétons.

Para completar o tratamento das amplitudes divergentes, ao nivel um “loop”, da QED,

é ainda necessario considerar o processo envolvendo quatro fétons externos. O cardter



divergente de grau logaritmico elimina automaticamente da discussao a questao das am-
biguidades. Um calculo explicito destes diagramas envolve as fungoes &,;,, definidas no
capitulo 3, para n+l4+m=3,2,1 e 0. Ainda assim a verificacao das Identidades de Ward,
tais como a equagao (13.10), depende crucialmente da satisfagao da relagao de consisténcia
(13.22). Outro aspecto importante refere-se a um possivel cancelamento das divergéncias
permitindo assim a renormalizabilidade da teoria a nivel “loop” de aproximacao. Nos
nao nos dedicaremos aqui a termos explicitos deste calculo pela complexidade algébrica.
Este estudo serd apresentado noutro local [11]. Registramos estes comentérios apenas por

completeza.

13.9.2 Renormalizagao

Nas se¢oes anteriores consideraremos os diagramas, ao nivel um “loop”, divergentes para
a QED. Daquelas potencialmente divergentes restam , de fato, trés apenas; o tensor de
polarizacao, a auto-energia do elétron e a correcao de vértice. Com os resultados obtidos
podemos agora proceder a renormalizagao da QED ao nivel um “loop” [12]. Para tal é

interesante comecarmos reescrevendo os resultados obtidos numa forma conveniente.

Tensor de Polarizacgao.

Para esta amplitude, a partir da equagao (13.46), escrevemos a forma:

M () = (49 — 9u0,) T (4*) (13.139)
onde:

11 (¢?) = — 562 [Fog (m?)] + 1 (7). (13.140)

A parte finita definida acima, é bom lembrar, possui a propriedade:

' (¢*) = 0. (13.141)

Auto-energia do elétron.

Primeiro reorganizamos convenientemente a expressao obtida para X (p), eq (13.77);

X (p)
(—e?)

= [(m =) + (€ 1) (m — P Log (m?) +



) (p—2m) Zo 0, m* UWL) ]bZo(O,mQ,O;m2>}+

() {2 (0mt ) p (pp) BRI
(

_|_

( 2{15 2m) ZoOmpm) Zg(Om Om)}ju
}6[21(0m,p m) Zl(O,m,O;m)”+
47?)2> {(]5 —m) {Zo (O,mz,pz;mQ) — 7y (O,mQ,O;m2)} +

b () [Yl (0,m?, p%im?) i <o,m2,o;m2>” (13.142)

m2 m?

+(E—-1)

Agora colocamos isto na forma:

E_@) = A(p?) +#B (p*), (13.143)
onde entdio identificamos:
AP?) = B+Hm lllog (m?) - ((4;)2) Z (O,mQ,O;m2)] +
— B+ m|Z (0,m* p*im?) = Zo (0,m*,0;m)] . (13.144)

O primeiro termo contém a divergéncia ultravioleta. O segundo, que é finito, possui a
propriedade A (p? = 0) = 0.

Por sua vez:

(€020 (0 ) = 2 (0 0in)

2 (0 o) - 2 (0 i) +
Yy (0,m2 p%im?) Y1 (0,m?,0; m2>] } (13.145)

m2

O termo entre chaves (finito!) tem a propriedade B (p? = 0) = 0.



Com a organizacao efetuada, a parte finita adquire a propriedade:

(13.146)

Corregao de vértice

Seguindo o mesmo precedimento escrevemos a expressao para a funcao de vértice na

forma:

A,(p,p) = & {]bg (mQ)} + A{f" (0,0) +
+ [AL™ (p,p) = AL (0,0)] (13.147)

onde A/Jim (0,0) é o valor de A, (p,p’) tomado a momentos p = p’ = 0, excluidos os termos
1 log (TTL2)

O proximo passo € a construcao dos contratermos necesséarios para que os termos di-
vergentes sejam removidos na parametrizagao da teoria. E facil perceber que precisaremos
de quatro destes termos.

Para que possamos eliminar a divergencia e obter o comportamento correto para o
propagador do féton corrigido ao nivel um “loop” temos que obter uma contribuicao de
ordem perturbativa e? porém de topologia drvore. O resultado disto deverd dar uma

contribuicao adicional ao tensor de polarizacao de valor:
4
ATl (9) = (40w — quav) [362 [T (mQ)H . (13.148)

E fécil perceber que isto implica em acrescentar o contratermo

1 4
Ay == (Oudy — 0,4,)° [362 [T (m2>H (13.149)
a lagrangiana da QED.
As divergencias da auto-energia do elétron necessitam de dois contratermos para serem

removidos. O resultado destes termos, de ordem e? porém de topologia drvore, deve dar

uma contribuicao adicional,

l

AA(P*) = - B+Hm lflog (m?) - ( 2) Zy (0,m?,0; m2)] ., (13.150)

47r)



para A (p?). E facil perceber que ele tem a estrutura funcional do termo de massa. Assim

para obter esta contribuicao devemos acrescentar o contratermo:

ALy = (TT)m {e2 (3+¢) l]log (m?) - <<4;)2> Zy (0,m?, O;mQ)] } . (13.151)

a lagrangiana. Por outro lado afim de obtermos um cancelamento dos termos incomodos

de B (p?) devemos gerar uma contribuigao adicional

AB (pQ) =—¢ {f [Ilog (m2)} + (M;)Q> [(f +1) 2 (O,mz, 0;m2) — 7 (O,mZ,O;mQH} ,
(13.152)

a série perturbativa em ordem e?. Isto pode ser obtido pela adicio do contratermo:

e%i

Aig::—(@%@@)[ﬁgh%(nf)—-<0hﬂ2

> {(f +1) Zy (O,mQ, 0; m2) — 27 (0, m?, 0:; m2>w

(13.153)

a lagrangiana.
Por fim, necessitamos remover a divergéncia da correcao de vértice. Serd necessario

gerar uma contribuicao adicional de ordem e3 e de nivel arvore, igual a:

AN, (p,p)) = ey, [—f]log <m2) + Afim (0, 0)} :
(13.154)

Isto sera obtido adicao do contratermo
ALy = (Tin,WA,) [ [hog (m?)] = AL (0,0)]

(13.155)

a lagrangiana.

Com a lagrangiana formada pelos termos (13.1) mais os quatro contratermos que
acabamos de construir a teoria fornecera amplitudes ao nivel “loop” finitas e com as
propriedades desejadas.

E importante perceber que, ao acrescentarmos os contratermos, nao estamos fazendo

nada além de utilizar a liberdade de escolhermos livremente os coeficientes dos termos da



lagrangiana, de modo a conecta-las com observaveis fisicos, a cada ordem perturbativa
calculada.

Isto pode ser visto de um modo transparente se nés partimos da Lagrangiana:

0

0. A,
€0

2
1 2 1 — _
£= _1 <8#A2 - azxAg) — 5 ( > — o (Z@ — m) \Ifo — € (\IIOVH\IIO) A?u

e entao fazemos a substituicao:

Ag =VZ4A,
U0 = /Zy U
eo = Zee (13.156)
mo = Lypm
() =2,¢7

As quantidades A, W°, eq, my, (£9)7" sdo aquelas denominadas nuas. As outras

(A, U, e,m,(€)"") sdo as renormalizadas em alguma ordem perturbativa. E evidente que
na ordem mais baixa Z, = Z, = Z, = Z,, = Z) = 1 e assim nao ha distincao entre estes
objetos.

As substituigoes acima nos leva a reescrever a lagrangiana na forma:

1 » 10,4\ — =
£ = ~2 (0,A, —0,A,) — 3\ "¢ — V(i —m) ¥ —ie (AN\I/%\II) +
1 1 9,A,)°
—1 (Za=1) (9,4, - 0,A,)° — 3 (2324 -1) (N@M) +
— (Za = V)V (i) U+ m (ZZo — 1) WY —ie (Z.Ze 2% — 1) A, T, V.

(13.157)

A lagrangiana original reapareceu juntamente com outros termos. Estes ultimos sao,

2 0 que justifica, ao nivel arvore, serem desconsiderados. Eles

pelo menos, de ordem e
entretanto podem desempenhar o papel dos contratermos que descobrimos necessarios no
calculo perturbativo. Estas redefinicoes por outro lado descrevem de um modo simples
como € possivel eliminar os infinitos no contexto do calculo perturbativo na definicao ade-
quada dos parametros fisicos, ou seja na reparametrizacao, em cada ordem perturbativa.
Uma observacao nos calculos que realizamos nos permite determinar os valores para os
parametros 7Z’s.

Podemos ver que as partes que divergem nao sao os unicos fatores envolvidos nesta re-

parametrizacao. fatores finitos também eventualmente necesitam fazer parte da definicao



dos paramentros de renormalizacao a fim de que as quantidades fisicas sejam identifica-
das a apartir de propriedades das amplitudes perturbativas. A escolha que fizemos foi
baseada numa defini¢ao dos parametros fisicos, um para cada termo na lagrangiana, feita
a momentos nulos. Notemos que nao ha ambiguidades provenientes do método de céalculo
utilizado para a determinagao das amplitudes. As arbitrariedades envolvidas em métodos
que fazem uso de limites, expancoes, etc.., estao todas contidas na escala utilizada para
caracterizar os objetos divergentes. O resultado, dentro das regras que caracterizam o pro-
cedimento, é univoco. Outro aspecto que deve ser ressaltado ¢ a imediata conexao com
os resultados de outros métodos (consistentes). Por exemplo para termos os resultados

da Regularizacao Dimensional basta fazermos:

Tiog (m?)] = [hog (\*)] + (4i w2

(13.158)

e explicitarmos a integral logaritmica basica. A forma com que os resultados foram obti-
dos, por outro lado, sao mais imediatos e transparentes. Em nenhum momento tivemos
que descartar quaiquer termos em processos de limite como usualmente é feito em outro

métodos, o que leva necessariamente a ambiguidades como vimos.

13.9.3 Conclusao

O conjunto de regras que adotamos como procedimento para manipulacoes e calculos
envolvendo amplitudes divergentes induzidos nas investigacoes realizadas nos capitulos
anteriores, foi aplicado na discussao da QED ao nivel um “loop”. Duas razoes nos servem
de motivagao: A importancia da QED como TQC em solucao perturbativa, pelo seu
sucesso na descricao de observaveis e a presenca de uma particula de massa nula o que
nos permite discutir a questao das divergéncias infravermelhas simultaneamente aquelas
ultravioletas. As amplitudes obtidas tém automaticamente as propriedades desejadas ,
isto é, livres das ambiguidades usuais e satisfazem as Identidades de Ward pernitentes a
elas. A presenca de divergéncias infravermelhas pode ser discutida adequadamente com
a utilizacao das propriedades de escala dos objetos divergentes basicos. O “ limite de
conexao” do infravermelho, ou seja, a retirada da massa do béson de “gauge”, termina
sendo uma propriedade das fungoes basicas Z;s e suas derivadas Y/s . Os limites de

conexao ultravioleta e infravermelho nao ocorre simultaneamente, nao havendo objetos



indefinidos no limite infravermelho como é o caso de I uqq (#%) no limite p? — 0, na RD
6].

Um aspecto nao menos importante esta na sistematizacao que construimos para estes
tipos de célculos, representados pelas funcoes definidas no capitulo 3 e suas propriedades.

E possivel explicitar e verificar as propriedades das amplitudes, incluindo Identida-
des de Ward de modo simples. Isto permite que estas operacoes possam ser feitas sem
qualquer simplificacdo cinemética tal como colocar as particulas externas na camada de
massa. Nossos resultados sao absolutamente gerais e permitem a apreciacao de pro-
priedades relativas as partes imaginarias de modo bastante direto, tudo em termos de
propriedades pertinentes estudas das fungoes Z;s. Nao ha resultados disponiveis com

tais caracteristicas na literatura consultada.
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Capitulo 14

A Teoria \¢* ao Nivel Dois “loops” e
o Problema das Divergéencias

Superpostas

14.1 Introducao

Nas discussoes realizadas até aqui nés consideramos muitos aspectos relacionados as con-
tribuicoes envolvendo “loops” no calculo perturbativo. A necessidade da reinterpretagao
dos parametros presentes na lagrangiana, em cada ordem perturbativa, foi marcantemente
destacada. Esta reparametrizacao tem como fator complicador a presenca de divergéncias
nas amplitudes fisicas. Isto nos obriga a adogao de procedimentos intermedidrios de ma-
nipulagoes e célculos das amplitudes contendo divergéncias com vistas aos propositos da
reparametrizacao. Tais procedimentos, os métodos de regularizacao, foram o principal
alvo de nossas discussoes e nds concluimos pela possibilidade de manipular e calcular
amplitudes contendo divergéncias de um modo consistente sem a utilizacao explicita de
métodos de regularizacao, ou seja, sem que integrais divergentes sejam efetivamente cal-
culadas. Segundo esta analise é possivel substituir o uso de regularizagoes adotando um
procedimento especifico que fundamenta-se no uso de identidades ao nivel dos integrandos
a fim de se obter uma soma de termos, divergentes e finitos, onde a parte que depende dos
momentos externos esteja contida naqueles finitos. Estes nao devem ser afetados pelas
eventuais regularizagoes, ou seja, devem ser calculadas sem restricoes. Naqueles termos

divergentes obtidos, a fim de se obter resultados aceitaveis, deve ser exigido que sejam
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satisfeitas relacoes tais como:

&k Ak, [ A% g
/A (27{)4 (kQ _ ,U2)2 - /A (27T)4 (kz - Hz)’ (141)

/d“k Ak, / &k g (14
A @)t (k2 =) Ja (2m)t (R = p2)> '

d'k 24k, k kaks Ak 4k,
/A<2w>4 (2 — 2t /A<27r>4 (k2 — p2)3 9
Ak dk,kg
A @) [(k2 — 1277

Ak Akgk,
+/A (2m)4 [(k2 — 12)?] Yoy (14.3)

Estas “relacoes de consisténcia” entre integrais divergentes se mostram suficientes para,
ao mesmo tempo, eliminar ambiguidades associadas as arbitrariedades envolvidas nas
escolhas dos momentos das linhas internas dos “loops”, ambiguidades de escala, bem
como evitar violagoes de relacoes de simetria. A imposigao das relagoes acima tem como
consequencia a eliminagao da necessidade da adogao explicita de um método de regula-
rizagao. Isto se deve ao fato de, apds utiliza-las, todo o contetido divergente das amplitudes
apresentar-se na forma de objetos basicos, que para as divergéncias consideradas até aqui,

no maximo cuibicas ao nivel 1“loop”, ficam:

4
{ Ljuad(N?) =[x G ooy

( (14.4)
Ilog()‘2) =Ja %m‘

O parametro A2, mantido no interior dos objetos divergentes bdsicos, desempenha um
papel de escala para todas as quantidades fisicas presentes nas amplitudes (massas e
momentos externos). A escolha do parametro A% é arbitrdria e isto “absorve” toda a
indefinicao envolvida na especificacao das partes finita e divergente. Esta liberdade im-
plica na necessidade de independéncia das amplitudes fisicas em relacao ao parametro
A? (invariancia de escala). Assim uma escolha de A% pode ser convertida em outra pelas

relagoes de escala:

{ Iquad(y?) _ ]quad()\Q) B ()\2 _ qu log()\2) - ((4;)2) {()\2 . 'u2) —I—,u2ln (;}%)]
1109 (%) = Il°9()\2) — ((4;)2> In (;/\ﬁ) ‘

(14.5)




Estas propriedades sao necessarias para que as amplitudes fisicas possuam a propriedade
de invariancia de escala. A independéncia em relacao a A\? pode ser verificada para cada

integral divergente:

ol
ON?
A validade disto implica (ou exige) a manutencao das propriedades:
Ol yyuaa(N?
{ a1 :A%))iiQ( = .]log (*°)
w = () ()

As consequéncias destas conclusdes podem servir a dois propositos diferentes no que diz

= 0. (14.6)

(14.7)

respeito aos métodos de regularizacao. A primeira delas é a imposicao de condigdes ou
testes de consisténcia para estes métodos. Em outras palavras, se quisermos ter uma
chance de que o método forneca resultados satisfatorios, quando aplicado no tratamento
de amplitudes fisicas, ele deve satisfazer as exigéncias (14.1), (14.2) e (14.3). Por outro
lado estes critérios servem para classificar os métodos existentes e explicar as eventuais
razoes dos sucessos ou insucessos destes. A segunda consequéncia é a prépria elimi-
nacao dos métodos de regularizacao das discussoes envolvendo amplitudes divergentes,
uma vez que apenas estas propriedades gerais sao necessarias e a forma explicita para as
quantidades divergentes presentes nas amplitudes nao tem nenhuma implicacao adicional.
Em teorias renormalizaveis os proprios objetos béasicos divergentes podem ser usados nas
reparametrizacoes. Nos casos de teorias nao-renormalizaveis os ajustes fenomenolégicos
necessdrios podem se feitos diretamente por valores atribuidos as quantidades Ij,5(A\?) e
Tuaa(A?). Este processo pode ser facilitado pela adogao de parametrizagoes gerais em
termos de um parametro \? que, a rigor, poderia ser considerada a tnica utilidade de um
eventual método de regulariza¢do. Uma parametrizacao aceitdvel (talvez tnica) poderia

ser.

(14.8)

{ [med(\2) = (b ) [=A2 + X2+ 22 (57) + BoA? + 6o
190%) = (qazge) [ () + ol
ja que satisfazem as condigoes (14.1), (14.2), (14.3) e (14.7).

Apoés os testes ja efetuados podemos concluir pela ampla consisténcia do procedi-
mento. Isso, entretanto, dentro das limitagoes das investigacoes realizadas: divergéncias
no maximo cubicas e ao nivel um “loop”. Ainda que nao exista nenhum argumento razoavel
para se acreditar na inaplicabilidade desta filosofia fora deste contexto, ingredientes novos

devem aparecer e se somar aqueles que ja surgiram. Como tal, para grau de divergéncia



superior a cubico novas relagoes entre integrais divergentes (relagoes de consisténcia) de-
vem se tornar necessarias. Por outro lado, ao nivel dois “loops”, ndés podemos esperar o
surgimento de novos objetos béasicos divergentes relacionados a presenca de divergéncias
superpostas. Esta possibilidade vem do fato de, neste caso, ser necessario efetuar duas
integracoes nos momentos que nem sempre se apresentam em produto de integragoes en-
volvendo ambos os momentos separadamente. O grau de divergéncia esta associado as
duas integragoes coletivamente.

A questao a ser discutida neste capitulo diz respeito a possibilidade de extender a
filosofia construida para o tratamento de problemas envolvendo dois “loops” com a pre-
senca de divergéncias superpostas. A fim de verificar alguns aspectos de interesse faremos
uso da teoria A\¢* ao nivel 2“loops” a qual serd tratada dentro da filosofia construida nos
capitulos anteriores.

Nos restringiremos a busca dos objetos basicos divergentes, suas relacoes e possiveis
relagoes de escala. Questoes como ambiguidades essociadas as escolhas para os momentos
das linhas internas, ambiguidades de escala e relagoes de simetria serao deixadas para
discussoes posteriores devido a complexidade algébrica envolvida nos calculos. A resposta
para as questoes de interesse mantidas é de grande utilidade para discussoes mais amplas
envolvendo, por exemplo, férmions com massas diferentes.

Na secao 2 consideraremos a teoria em si, representada pela lagrangiana e suas regras
de Feynman e faremos uma anélise elementar das relagoes de contagem de poténcias para
os diagramas da teoria em solucao perturbativa. Na secao 3 consideraremos a teoria em
nivel arvore e a interpretagao dos parametros fisicos da teoria. Na secao 4 tomaremos
contribuigoes ao nivel 1“loop” e discutiremos a reparametrizacao da teoria. Na secao 5
evoluimos para o nivel 2“loops” identificando entao o surgimento das divergéncias super-
postas que serao tratadas em separado na secao 6. De posse destes estudos nos discuti-
mos a reparametrizacao ao nivel 2“loops”, secao 7, na secao 8 discutimos parametrizagoes
gerais para as divergéncias superpostas basicas, na secao 9 consideramos brevemente o

aspecto ambiguidade e, finalmente, na secao 10 concluimos.

14.2 A Teoria \¢*! em Nivel Arvore de Aproximagio

Uma vez obtidas as regras de Feynman para a teoria A¢* (capitulo 2), nés podemos uti-
liza-las para a determinacao dos processos fisicos de interesse, pertinentes a teoria, dentro

de um nivel de aproximacao previamente determinado. O caminho natural é tomar inici-



almente a menor ordem possivel e estudar as consequéncias da solucao perturbativa para
estes processos fisicos. Neste caso os dois processos fisicos de interesse sao a propagacao
da particula escalar interagente (auto-energia), caracterizado por dois escalares exter-
nos, e o espalhamento elastico de dois escalares, caracterizado por 4 escalares externos,
e nos tomamos o nivel arvore. Com isso temos apenas uma contribuicao possivel para o

espalhamento eldstico e uma para o propagador, como indicado na figs.14.1 e 14.2.

PP

Figura 14.1: Representacao da solucao perturbativa em ordem mais baixa para o espa-
lhamento elastico de dois escalares.

Figura 14.2: Representacao da solucao perturbativa em ordem mais baixa para a auto-

energia do escalar.

A amplitude para o espalhamento, resultado da avaliagdo do diagrama (fig.(14.2)),

fica:

T979T(py, o, P3, Pa) = —iAo. (14.9)

A inexisténcia de fatores de simetria ¢ justificada pela presenca do fator (4!)~! no termo
de interacao.

A contribuicao calculada, tunica nesta ordem, possui a importante caracteristica de
ser independente dos momentos externos. Deste modo é possivel a utilizacao de qualquer
ponto cinematico neste espalhamento para a definicao da constante de acoplamento A, o
que é necessaria para o poder de predicao da teoria. Uma escolha bastante conveniente,

para particulas de massas iguais, é aquela correspondente a todos os invariantes externos



do espalhamento de dois corpos tomados nulos (ver préxima segao):
Fdrvore(pl’pz’ D3, p4) — Fdrvore(s, u, t), (1410)

e entao definimos:
(s, u,t)|y_yeyeo = 11(0,0,0) = —iA. (14.11)

Isto nos obriga a identificar o parametro \g da lagrangiana como sendo o parametro fisico
constante de acoplamento, no nivel arvore de aproximacao da solucao perturbativa da
teoria:

Ao = A = constantedeacoplamento. (14.12)
Por sua vez a propagacao da particula escalar, nesta ordem de aproximacao, leva ao
propagador: ‘
i
iSp(p?) = —5——,

que coincide com o propagador livre da particula. Neste caso somos obrigados a identificar

(14.13)

a parametro po da lagrangiana como sendo a massa da particula:
to = i = massadaparticula.(14.14)

Ainda deve ser notado que o coeficiente da p?, a unidade, implica na manutencao da
normalizacao correspondente no espaco de configuracao.

Esta discussao simples serve para nos mostrar a esséncia do céalculo perturbativo. A
expansao é feita no parametro \g, mas os observaveis fisicos sao coeficientes dos termos da
lagrangiana, ou seja, coeficientes de poténcias dos momentos. Devemos entao identificar
o coeficiente de p?, no propagador corrigido perturbativamente, como sendo a massa da
particula e o valor da amplitude I'(s,u,t) em s = u = t = 0 como sendo a constante
de acoplamento fisica entre as particulas. Este trabalho, de identificacao dos parametros
fisicos, terd que ser feito a cada ordem de aproximacao ja que, em principio, cada diagrama
novo incluido podera ter uma estrutura nos momentos contendo todas as poténcias. Esta
observacao é a esséncia da reparametrizacao ou renormalizacao que da sentido fisico a
solucoes perturbativas de teorias quanticas de campos. Vamos ver isto para os niveis um
“loop” e dois “loops”.

14.3 Nivel um “loop” de Aproximacgao

Se nos agora especificamos como nivel de aproximagao, para os processos de interesse,

aquele que inclui a contribuicao de diagramas contendo um “loop”, nés temos outras



contribui¢oes para ambos os processos; como mostrado na figs.14.3 e 14.4.

P

Figura 14.3: Contribuic¢oes até um “loop” para o espalhamento eléstico, (a).

n @ - O

Figura 14.4: Contribuigoes até um “loop” para a auto-energia (b).

Vamos entao avaliar estas contribuicoes e entao interpretar os resultados, no que diz

respeito aos parametros fisicos.

14.3.1 Auto-Energia ao Nivel um “loop”

A contribuicao para a auto-energia ao nivel um “loop” vem do diagrama “tadpole”, re-

presentado na fig.14.5.

k+ Kk

p p

—> >

Figura 14.5: Diagrama “tadpole” para a auto-energia do escalar.

Fazendo uso das regras de Feynman podemos escrever:

=00 = () | e (19




Na expressao acima k' representa a arbitrariedade envolvida na escolha para o rétulo do
momento da linha interna. Um fator de simetria 1/2 foi incluido. O préximo passo é
manipular e calcular a integral obtida a fim de colocé-la na forma de integrais divergen-
tes, conforme a estratégia que estamos adotando. Isto j& foi feito secao (9.3.1) e nds

simplesmente transcrevemos o resultado:

/A (;er];‘i [(k + k;’1)2 —u7 Luad(N?) = (A% = 11%) L1y (N?)
+ <(4;)2> [Az — pi* 4 p*ln (&Lz)] . (14.16)

O resultado acima exibe a importante propriedade de nao depender do momento ar-

bitrario k. Ele estd escrito em termos da escala arbitrdria A\?> e é possivel com isso
apreciar a liberdade existente na caracterizacao do conteido de uma integral divergente.
Podemos escolher A\? de modo a obtermos uma parte finita. Entretanto, qualquer método
consistente utilizado para eventualmente expressar Ij,.a(A?) e [1,4(A\?) deve fornecer um
resultado independente de A\2. Isto é garantido, na nossa linguagem, pela relacao de escala

entre divergéncias bésicas quadraticas:

‘ 2
i u
Fi0) = Iyt = 02 = 121y 02) + (1552 ) |32 =i ()| aam)
ou seja, calcular o lado direito ou o esquerdo da equacao acima deve levar ao mesmo
resultado se o método for consistente. Poderfamos parametrizar I u.a(A?) e I55(A?) da
forma:
Ipuad (N, %) = (752 ) [=A2 + 2%+ X2n (47) + BoA? + 6o
iog (02, 8%) = () [1n (52) + o]

(14.18)

A substitucao destas expressoes em (14.17) nos revelard a alegada consisténcia. Ficamos

entao com:

=i510) = (3 ) U4, (14.19)

14.3.2 Espalhamento Elastico ao Nivel um “loop”

Nos agora consideramos a contribuicao de segunda ordem para o espalhamento elstico de

dois escalares, que vem do diagrama “peixe”, mostrado na fig.14.6.



k+ ky

k + ko

Figura 14.6: Diagrama “peixe” para o espalhamento de escalares.

P2 k D3

Figura 14.7: Diagrama “peixe” para o espalhamento de escalares.

As escolhas arbitréarias k; e ks nada possuem de relevante neste caso, devido ao carater
logaritmico da divergéncia. Além disto nés temos trés permutacoes diferentes envolvendo
as linhas internas e externas; os canais s, u e t, indicados na fig.14.7.

Utilizando as regras de Feynman obtemos:

L(p) = <(_M°)2> / (d4k ; (14.20)

2 2m)*t (k2 — p2)[(p — k)? — p?]’
para p? = s,u,t. O cdlculo da integral nos fornece secao (8.4.2):
d*k 1 i
= Log(N) = | =5 | [Zo(1, 1%, 0% 03)] ¢ . (14.21
I ey el G R () IR | RS
Com isso a contribuicao para os trés canais somados fica:

P-loop (g 4 f) = Aj{[mﬂﬁ)]—(@) [Zo(1?, 1%, 53 A7)

+m¢%n—Q;y)%mm&wﬁn

(47r)2> [Zo (™, 17, A3)]}. (14.22)
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Mais uma vez notemos a arbitrariedade existente em cada integral divergente, na definicao
das partes divergente e finita. Notemos entretanto que:

2
Zo(p®, 112, 0; %) = In <§2> : (14.23)
1

Por isso ¢é interessante reorganizar a expressao para:

Plloon(s g 1) — );2) {l[zog(/\f)] - <<47i)2> In (i;)]

. l[“’m () ()]

- <(47Zr)2> lZO(,tf, P2t N2 —In (l/gﬂ } . (14.24)

Com esta reorganizacao poderiamos definir as partes finita e divergente convenientemente
para que a parte finita seja nula em s = u = t = 0. Noés entretanto notamos que, das
propriedades das fungoes Zp(u?, u?, p*; A\?), temos que:

)\2
Zo(1®, 1%, % X?) + In <u“’> = Zo(p®, 1i?, % %), (14.25)

e das relagoes de escala:

: 2
[ H
Liog(AY) — ((47T)Z> In (Az) = Liog (11%)- (14.26)
1
Entao podemos escrever a forma simples:

)\g 2 i 2 2 ..,2
? {3[log<lu ) - ((471')2> ZO(/JJ s, S )

I-mm“loop”(s7 u, t) —

) Zo(1?, p?, u; 1)

7

(4@2) ZO(NQMQJ;MQ)} S (14.27)
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De onde temos: 2
rumieor”(0,0,0) = 50[3509@2)]. (14.28)

Esta discussao serve para mostrar os modos diferentes de expressar os resultados rela-
tivos ao calculo de integrais divergentes. A existéncia de uma ambiguidade na definicao
das partes finita e divergente é apenas aparente. Em nosso tratamento estas escolhas
sao todas equivalentes e representam apenas a liberdade de adotar uma escala de modo
arbitrario. Nenhuma consequéncia fisica decorre destas diferentes escolhas possiveis pois
nossos resultados exibem explicitamente invariancia de escala e unicidade. E importante
notar que isto é consequéncia das relacoes de consisténcia entre integrais divergentes sem

o que haveria, claramente, ambiguidades presentes nos resultados.

14.3.3 Renormalizacao ao Nivel um “loop”

Reunindo os resultados arvore e um “loop” para o espalhamento de dois escalares, obte-

remos para o ponto cinematico s =u =1t = 0:

1'(0,0,0) = TI'*(0,0,0) +I'*""r(0,0,0)

3iN2 (Lo (112
= i+ 208 (Il (14.29)
2 7
ou seja:
3iXoL1oq (142
1'(0,0,0) = —i)g {1 + “”29(’“‘)} (14.30)

Uma vez que definimos a constante de acoplamento fisica pela relagao:

F<0’ O’ O> - _i/\fisica,(14.31)
devemos identificar:
)\fisica:)\o{l+w}.(14.32)

A dificuldade em aceitar esta identificagdo estd no fato de, a rigor, I,y (p*) ser uma quan-
tidade divergente. Um modo de acomodar isto esta na introducao de um “contratermo”
na lagrangiana de modo a cancelar o termo incomodo obtido. Assim no coeficiente de ¢*,

que é em principio arbitrario, introduzimos a modificagao :

3iN3 100 (1?)

/\0§b4 — <)\0 — 5

) ¢4 — /\7":3er.¢47 (1433)



que equivale a acrescentar na expansao perturbativa a contribuicao de outro diagrama de
ordem A2, porém de nivel drvore, com valor igual a:
= — M . (14.34)
2
O fator 3/2 deve ser entendido como sendo um fator 1/2 para cada uma das fungdes de
Green de dois pontos caracterizando os canais s, u e t.

E importante perceber que o diagrama de contratermo é topologicamente de nivel
drvore porém perturbativamente é de ordem A\2. Por isso quando calculamos até ordem
Ao (nivel arvore apenas) esta contribuigao, no espirito perturbativo, nao foi incluida. As
contribuicoes de ordem superior ao calculo um “loop”, entretanto, nao podem dispensar
este termo. Ao proceder deste modo estamos fazendo apenas uso da liberdade disponivel
de escolher livremente o coeficiente de ¢* na lagrangiana. Isto se deve ao fato de, ao cons-
truirmos a lagrangiana, na implementacao das simetrias consideradas relevantes, apenas
fica definida a forma funcional do termo, ¢* neste caso, e nao o coeficiente, que ¢ uma
constante qualquer, cuja identificacao devera ser feita fenomenologicamente. Em resumo
a reparametrizacao ao nivel um “loop” implica em acrescentarmos um diagrama arvore
na mesma ordem que aqueles de um “loop”, como mostrado na fig.14.8.

Segundo esta reinterpretacao da expansao perturbativa, em ordens superiores a esta,
cada vez que um diagrama contiver uma subestrutura topologicamente equivalente a estas,
deve ser adicionado o seu correspondente diagrama de contratermo. Este procedimento
deve “remover” os termos divergentes da expressao final para a amplitude. Na pos-
sibilidade de “reduzir” diagramas de ordem superior, progressivamente, em topologias
divergentes de ordem inferior reside a idéia da renormalizacao.

Noés agora nos voltamos para a propagacao da particula escalar interagente. A inclusao
de contribuicoes de auto-energia nos permite somar a série, no espirito perturbativo, e
colocar o propagador corrigido na forma:

i
p* — g — X(p)

iSr(p?) = , (14.35)

onde ¥(p) é a auto-energia na aproximacao considerada. No nosso caso obtivemos:

~i2(0) = 2 1), (14.36)

Do que podemos ver que o coeficiente de (p*)° foi modificado pela correcao perturbativa.

Por sua vez aquele de (p?)! nao o foi. Seguindo o raciocinio perturbativo, a massa fisica
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Figura 14.8: Diagramas Contribuindo para a amplitude de espalhamento de duas

particulas esclares em ordem A2, incluindo os diagramas de contratermos.

da particula deve ser identificada, neste nivel de aproximacao, com:

iAo
His = 1o+ = Louaa(115)- (14.37)
Novamente isto envolve uma quantidade divergente. Nés por outro lado podemos fazer
uso da liberdade de redefinir os coeficientes dos termos da lagrangiana. Fazendo entao :

i\
i — 15— 5 Lauaa(15). (14.38)

estaremos incluindo um diagrama arvore na série perturbativa que define o propagador
(inverso) da particula interagente; o contratermo de massa, mostrado na fig.(14.8). Este
¢ da mesma ordem que aquele de um “loop” e a escolha adequada do seu valor, a escolha
acima, elimina a incomoda divergéncia.

Esta redefinicao implica na inclusao obrigatoria, em diagramas de ordem superior,
do contratermo toda vez que a topologia do diagrama “tadpole” estiver presente. Vamos

verificar isto ao considerar, a seguir, o nivel dois “loops”.
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Figura 14.9: Diagramas Contribuindo para a propagacao da particula escalar interagente,

incluindo aquele de contratermo de massa.

14.4 Nivel dois “loops” de Aproximacao

Consideremos agora as contribuigoes, para os processos que estamos considerando, in-
cluindo diagramas de dois “loops”, como nas figs.14.10 e 14.11, e posteriormente a andlise
da reparametrizagao.

Vamos entao considerar cada um dos diagramas individualmente no que diz respeito
ao calculo e a identificacao dos diagramas de contratermos. Posteriormente reuniremos

os resultados para a reparametrizagao em si.

Figura 14.10: Representacao diagramatica da expansao perturbativa ao nivel dois “loops”

para a propagacao da particula interagente.

14.4.1 Auto Energia ao Nivel dois “loops”

Inicialmente consideremos a diagrama “double scoop”!, mostrado na fig.14.12.

A utilizacao das regras de Feynman nos fornece:

| L (=iN)? A d %
~iEn(p) ="y / (2@4/ @m)* [k + *)? = 2[4+ 1) = 2]

2

(14.39)

L«double scoop”.....
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Figura 14.11: Representacao diagramatica da expansao perturbativa ao nivel dois “loops”

(b)

para o espalhamento elastico.

k+ K

l+l’; ;l+l’

Figura 14.12: Diagrama “double scoop”de dois “loops” para a auto-energia.

Apdbs as manipulagoes e calculos necessarios podemos escrever isto como:

=i51(p) = 5 g () ) (1440)

Nos agora nos questionamos a respeito das consequéncias da renormalizagao efetuada no
nivel um “loop” sobre o diagrama “double scoop”. Em outras palavras quais as subestru-
turas um “loop” que possui o diagrama de dois “loops” considerado, e consequentemente
quais os diagramas de contratermos associados. A fig.(14.11) mostra a existéncia de
subestruturas de um e dois pontos do nivel um “loop” que foram redefinidos na repa-
rametrizagao. Com isso devemos incluir os correspondentes diagramas de contratermos
mostrados na fig.14.13.

Notemos que o diagrama da fig.14.12b adquire topologia “tadpole” e isto induz um

novo diagrama de contratermo, tipicamente de dois “loops”, como na fig.14.13. Aplicando



i

Figura 14.13: Subestruturas de um “loop” no diagrama “double scoop” indicando a pre-

senca de contratermos.

k— K

I4+1 I4+1 Q

(a) (b)

Figura 14.14: Diagramas de contratermos um “loop” induzidos pela identificagao de res-

pectivas subestruturas na fig.(14.11).

as regras de Feynman obtemos, para o diagrama da fig.14.12a:

i) = { 5 U]} S5 [ (14.41)
que fica entao: .
~iS(0) = 2 a1 g (1) (14.42)

Por sua vez o diagrama da fig.(14.11.b) nos fornece:

—i93(p) = {_Z;O [Izog(;f)]} (_;) / (;lﬂl; an kf)z —a (14.43)
ou entao: "
~iS3(p) =~ Lpuaa (1)) Liog (1)) (14.44)

A inclusao da contribuigao do diagrama de contratermo de nivel drvore (em ordem A3),

fig.(14.13.b), gera um fator adicional, cuja avaliacao fornece:



k+ K

A
A

> x >
(@) (0)

Figura 14.15: Diagrama de contratermo com topologia um “loop”, (a), e seu correspon-
dente contratermo, (b).

i) = { 01} 5 1)) (1445
ou seja:
50(0) = 2 g () s 4] (14.40)

Uma anélise imediata nos revela o importante resultado:
—1 [ + Yoo + Bz + Xoy] = 0. (14.47)

Isto nao é em todo surpreendente uma vez que a contribuicao, do diagrama “double
scoop”, nao depende do momento externo e gera um fator puramente divergente. A
propria definicao de contratermo implica no cancelamento total desta contribuicao. Resta-

nos entao o diagrama de dois “loops” da fig.(14.14), denominado “setting sun”.

k+ K

p

AW
NI

I+

Figura 14.16: Diagrama “setting sun”, com rétulos arbitrarios para as linhas internas.



Utilizando as regras de Feynman podemos escrever:

, (—iXo)? [ d*k [ dM i3
_2225(27) = 6 /(271’)4/ (14 48)

De imediato podemos observar que as duas integragoes nao podem ser escritas, de modo
algum, como o produto de duas integrais que envolvam separadamente os momentos k e
[ de integracao. Nos entao nos deparamos com um problema ainda nao tratado a luz da
prescrigao que estamos adotando. Esta integral discutiremos em detalhes na segao (14.5)
e depois retomaremos os resultados para a andlise de reparametrizacao na se¢ao (14.6).
Por ora podemos nos questionar a respeito dos diagramas de contratermos induzidos pela
possiveis subestruturas de topologia um “loop” divergente. E facilmente identificivel a
existéncia de duas destas estruturas superpostas. Por sua vez os respectivos contratermos
possuem topologia “tadpole” induzindo novos contratermos, estes tipicamente de dois
“loops” (4rvores de ordem A3), fig.(14.15). A soma das contribuigoes dos diagramas das
figs.(14.15.b) e (14.15.c), os quais ja consideramos, oferecem um cancelamento mituo.
Assim as divergéncias do diagrama “setting sun” caracterizarao contratermos de dois

“loops”.

(a) (b) (c)

Figura 14.17: Subestrutura com topologia um “loop” divergente e correspondentes contra-
termos um “loop” (b) e drvore (¢) no diagrama “setting sun” . Outro conjunto equivalente

pode ser obtido por reflexao no eixo horizontal.

Passemos agora para o espalhamento elastico onde identificaremos outra estrutura

semelhante & integral (14.48) porém com grau logaritmico de divergéncia.

@r)? [k + R = 2+ T — 2k K+ p— [+ 02 = ]



14.4.2 Espalhamento Elastico ao Nivel Dois “loops”

Consideremos entao as contribuigoes de diagramas de ordem A3, que incluem aqueles de
dois “loops”. Primeiro tomemos o diagrama da fig.(14.16).

Aplicando as regras de Feynman podemos escrever:

Ta(q®) = (_ii”) / (gﬂl; / (%4 (14.49)

Z’4

(k+ &) = p?{lg — (k + &> = 2} + 1) = p2{lg — L+ 1)) — 2}

De onde podemos ver que as integrais podem ser escritas como o produto de duas inte-

1

gragoes envolvendo os momentos k e [ separadamente. Além disso as duas integrais sao
logaritmicamente divergentes o que nos permite efetuar “shifts” e eliminar os momentos

arbitrarios k' e I’. Assim teremos:

o (—idg)? d*k 1 ?
Pald’) =" {/ (2 <k2—u2>[<q—k>2—u21} | (14.50)

Logo, podemos escrever:

le(q2) _ (_Z:\O) {][09()\2) _ <<471T)2> [ZO(,U27,U2,(]2; )\2)]} ’ (14.51)

para ¢ = s,u,t. N6s entao nos questionamos a respeito das subestruturas um “loop”

e seus correspondentes diagramas de contratermos. E facil perceber estas fungoes de dois
pontos, com topologia um “loop” divergente, como mostrado na fig.(14.17). Por sua vez
os diagramas de contratermos também se reduzem a topologia um “loop” divergentes e
tém seus préprios contratermos, como mostrados na fig.(14.18).

Notemos novamente a necessidade da inclusao dos contratermos arvore aos diagramas
um “loop” que sao contratermos daqueles de dois “loops”. Isto é necessirio para que
nenhum diagrama, com topologia de uma ordem onde ja foi feita a renormalizacao, in-
troduza novas divergencias. Novos contratermos devem ser introduzidos a cada ordem
perturbativa mas estes nao podem ter origem em diagramas cuja topologia ja sofreu re-
normalizacao.

O célculo dos diagramas da fig.(14.18) somados fornecem:

Cate) = T (o 00 (b et} . as)




D2 b3

P1 P4
P3
b1 0 D4
P2 Pa
P1 >
p3

Figura 14.18: Diagramas contribuindo para o espalhamento elastico de dois escalares em

ordem A} nos canais s (a); u (b) e t (c).

Figura 14.19: Subestruturas um “loop” no diagrama de dois “loops”.

(R X om (e o)

()

Figura 14.20: Diagramas de contratermos respectivos as subestruturas identificadas nos

diagramas da fig.(14.17) e seus correspondentes contratermos.

tal que a soma das contribuicoes I'9; e I'9o nos canais s, u,t fornecem:

(Fo1 + Tyo)sur = (=) {[[log(AQ)]2+<<4;_)2> [Zg(/f,,uz’s;)?)]}

4



< {mogw +

(=iXo)’ 2412 L
e {mogu P+ (e

Nesta expressao observamos o cancelamento dos termos com divergéncias dependentes

) (A A2>J}

) 23 (2, i v)]} (14.53)

dos momentos externos. Consideremos agora a contribuicao do diagrama com corre¢ao
de auto-energia nas linhas internas, com mostrado na fig.(14.19). Aplicando as regras de

Feynman obtemos:

—iXg)? d*k 1 d*l i3
F23(Q2) _ ( 0) / /

4 @m)* [(k+ &) = p2] ) QCm)t [+ 1) = 2 H{lg — A+ )P = 2}
(14.54)
O que escrevernos como:
Ta3(q”) = (_ii())[lquad(ﬁ)] [((4;)2> Yolp e 2 )1 . (14.55)

O proximo passo ¢ identificar os diagramas de contratermos através das subestruturas um
“loop” divergentes contidas no diagrama.

E facil identificar o diagrama “tadpole” na fig.(14.20) e avaliar a contribuicdo do
diagrama de contratermo. Esta proporciona um cancelamento exato entre o diagrama

dois “loops”:

>

Figura 14.21: Diagrama dois “loops” contribuindo para o espalhamento elastico com

correcao de auto-energia em linha interna.

Tou(q®) = —Ta3(q?). (14.56)



(&)
Figura 14.22: Subestruturas um “loop” e diagrama de contratermo associado.

Deste modo todos os canais (s,u,t), mais o diagrama obtido deste pela reflexdo no eixo
horizontal, nao oferecem contribuicoes ao espalhamento elastico pois sao eliminados pela
renormalizacao efetuada no nivel 1 “loop”. Este cancelamento total é de grande im-
portancia pois a dependéncia deste nos momentos externos é representada pela fungao
Yo(u?, 12, ¢*; A?) que, como sabemos, possui um comportamento indesejével em ¢* = (4u?)
comprometendo a unitariedade. Em teorias nao-renormalizédveis onde as divergéncias nao
podem ser eliminadas, em principio, isto oferece uma situagao problematica. Adotar um
valor para I ,.q(A\?) diferente de zero implica na manutengiao deste comportamento nas
amplitudes fisicas.

Consideremos entao a tultima das topologias de dois “loops” no espalhamento elastico,

indicado na fig.(14.21). A utilizagao das regras de Feynman nos permite escrever:

ps3

P2 k
> k41— ps

P1 p1+p2—k yZ

Figura 14.23: Diagrama contribuindo para o espalhamento elastico de dois escalares con-

tendo divergéncias nao separaveis em produto.

o (=iXo)® p d'k odl i
Coe) =5 | Gy | o (6 = a7 =PI = @+ L= )~ gl



onde ja levamos em conta o grau de divergéncia envolvido eliminando a necessidade de
adocao de rétulos arbitrarios para os momentos das linhas internas.

A integral em I'y;(¢?) nao pode ser escrita como o produto de integrais nos momentos k
e [ separadamente. N6s a estudaremos na se¢ao 14.6. Por ora consideremos a possibilidade
de diagramas de contratermos. A identificacao de uma estrutura um “loop” divergente
induz a presenca do correspondente contratermo, que, por sua vez, também se apresenta
como uma topologia um “loop” divergente trazendo consigo o préprio contratermo, como
mostrado na fig.(14.22).

,,,,,,,,,,,,,,

Figura 14.24: Subestrutura um “loop” no diagrama de dois “loops”, a) e diagrama de

contratermo associado e seu préprio contratermo, b).

O calculo das contribuigoes dos diagrama da fig.(14.22.b) nos fornece para a soma dos
dois: ( )
2 —1Ao 2 1 2 2 2 2

Cants?) = 5 {00 (e ) a2} a9

A fim de completar a andlise ao nivel dois “loops” vamos entao estudar as integrais

associadas aos diagramas com divergéncias superpostas.

14.5 Divergéncias Superpostas

Ao estudarmos diagramas com dois “loops”, portanto duas integrais,nos deparamos com
integrais divergentes que nao podem ser escritas como o produto de integragoes envol-
vendo apenas um dos momentos separadamente . Sendo assim, dentro da estratégia que
adotamos, o contetido divergente nao pode ser colocado apenas em termos dos objetos
L1og(N?) € Iuaa(A?). Devemos entdo investigar a possibilidade de aplicar o procedimento

nesta situacao e buscar os novos objetos basicos divergentes que representarao este tipo



de divergéncia, as relagoes entre eles e suas relagoes de escala. Principiemos por aquela

de menor grau de divergéncia.

14.5.1 Divergéncia Logaritmica

Consideremos entao a integral:

ik /(d4l 1 (14.50)

160 = | Gyt | oyt = = 1 = 8~ 0+ = =]
que € a forma geral obtida por ocasiao do calculo do diagrama da secao anterior. Para
trata-la, dentro da filosofia introduzida nos capitulos anteriores, nds inicialmente ad-
mitimos a presenga implicita de uma distribuicao regularizadora e entao manipulamos
algebricamente o integrando até que as integrais dependentes dos momentos externos p
e ¢ sejam finitas, podendo assim dispensar a presenga da regularizacao. As demais (di-
vergentes) permanecerao sem alteragoes exceto pela redugao de bilineares nos momentos
dos “loops” do numerador, através das relagoes de consisténcia identificadas nos estudos
anteriores.

A integral possui uma divergéncia de grau logaritmico e nds inicialmente a reorgani-

zamos para:

/ d*k / d*l 1
A (2m)t Ja 2m)t (B2 — p?)[(q — k)2 — p2](12 — p2)[(k + 1 = p)? — p?]

_ / d*k / d*l 1
A (2m)t a (2m)* (B2 — p?)2[(k + 1)? — p2](12 — p?)

_/ d*k / d4l (4> —2q - k)
A 2m)tJa 2m)t (B2 = ) (2 = p?)[(k + 1) — 2][(q — k) — p?]

_/ dk / di [p* —2p- (k+1)]
@2m)t S (2m) (k2 — p?)2 (12 — p2)[(k + )% — p2)[(k + 1 — p)? — p?]
/ d'k / d*l (¢ —2q-k)[p*—2p- (k+1)]
@m)t ) 2m)t (k2 — p?)2(12 — p?)[(q — k)? — p2)[(k +1)? — p2][(k + 1 — p)? — p?]

Na reorganizacao acima ja retiramos o indice A das tltimas integrais devido a cons-tatacgao
de que as integrais obtidas sao finitas em ambas as integracoes k e [. A primeira das
integrais, obtidas nessa manipulacgao, nao possui dependéncia nos momentos externos e nés

a definimos como o objeto basico divergente para divergéncias logaritmicas superpostas:

ov _

, &k 1
504 = | o s o = oy o0




A segunda das integrais ainda possui uma integracao divergente e pode ser reorganizada:

/ d'k / d'l (—)(¢* —2q - k)
A (2m)* Ja (2m)* (B2 — p2)2(12 — p?)[(k +1)? = 12][(q — k)? — 7]

_ / dil 1 / dik (=)(¢* —2q - k)
2m)t (k2 — p2)2 ) (2m)* (k2 — p?)?[(q — k)? — 1]
d*l d'k (¢ —2q - k)(k* = 2k - 1)
+/ / (B2 = ) [(k +1)2 — p2) (12 — p)?[(q — k)% — p?]

Apenas a primeira contém divergéncia e se apresenta de uma forma bastante conveniente

(14.61)

pois o contetido divergente estd apenas na primeira integracao (momento [) e na forma

de um objeto divergente conhecido. Reunindo os resultados escrevemos:

/ d4k:/ d*l 1
\ 21 s @) (2 = )la = R = @ =k + =) —
125022) — [iog (V)] ((4;)) Zo(1s%, 12, % %)

N / / d'l (Dp* —2p- (k+1)]
(2 — 22 = ) O+ 2 = ][k + 1= p)? = 1]
+/ d'k / d4l (? —2q - k)[k* — 2k - 1]
(27r) (2m)* (B2 — p?) (1 — p?)?[(q = k)? = p2][(k +1)? — p?]

d'l (¢* —2q-k)[p* = 2p- (k +1)]
| o | Gl R T AT

As integrais finitas obtidas possuem a importante propriedade de se anularem quanto
¢> = p*> = 0. A primeira integral obtida é tipica da correcao ao nivel dois “loops” e se
constituira num novo contratermo, necessario para a renormalizacao ao nivel dois “lo-
ops”. A segunda correspondera ao contratermo devido a topologia um “loop” divergente
contida no diagrama de dois “loops”. Antes de discutir possiveis propriedades do objeto
bésico divergente identificado, I7;, (i %), vamos considerar aquela integral quadraticamente
divergente com estrutura similar a esta, de divergéncias superpostas.

14.5.2 Divergéncia Quadratica

Consideremos agora a integral:

d*k d*l 1
/ (2m)4 / 2m) (k2 — 1) (12 = D) [(p+ 1 — k)2 — 2]’ (14.62)



que foi obtida por ocasiao do calculo do diagrama “setting sun”. Aqui fizemos k' e [’
nulos o que representa uma escolha especifica para os rotulos dos momentos das linhas
internas. Fazemos isso para evitar, por ora, complicagoes desnecesséarias. Posteriormente
argumentaremos que, de fato, as dependéncias com os momentos arbitrarios &’ e [’ sao
removidas pelas relacoes de consisténcia entre integrais divergentes, do mesmo modo que
nos problemas anteriormente tratados.

A integral acima é divergente e nds, no primeiro passo, assumiremos a presenga
implicita de uma distribuicao regularizadora. Em seguida efetuaremos as manipulacoes
algébricas ao nivel do integrando para colocar a integral na forma desejada.

Apoés algumas manipulagoes podemos escrever:

/ d*k / d*l 1
A (2m)t Ia 2m)t (B2 — p2) (12 — p?)[(p + 1 — k)? — p?]

_ dik / a1 |
A 0 s R 0 A — i ]
o e g
f oy h = A=
+, (;i:;zl/A (26121)4 "= )(EQU—;?{ zp]Qk;gZ 2P

(
dkodY [p +A(l—k) - plp
+f <27r>4/ @m)t (K2 — p2)(E — )L — k)% — 1
dk d4 (=) [p*+2(1—k) - p]3
+f (2m)1 / @m)t (K2 — i) — ud)[( — k)% — 12P[(p + L — k)2 — ]

(14.63)

As integrais foram colocadas em ordem decrescente no grau de divergéncia. As ultimas
sao finitas e por isso nao carregam mais o indice A no sinal de integracao, indicando a
remogao da regularizacao implicita.

Nos agora analisamos os resultados obtidos. Primeiro identificamos a presenca da
integral quadraticamente divergente independente do momento externo. Nos a definimos

como o objeto basico divergente:

e[ d% 1
i) = [ Gyt om0 = (14.64)

A segunda observacao é que a integral de grau linear de divergéncia se anula por ser impar



tanto em k quanto em [:

' dl (-)20—K)-p _
/A (2m)* /A @ (12— ) E— B - k2] (14.65)

Neste passo exigimos apenas da possivel regularizacao, que a distribuicao seja par nos

momentos dos “loops”. Se isto nao fosse verdade nao haveria nenhuma chance de con-
sisténcia. No presente caso o propagador da particula escalar ganharia um termo impar
no momento p, contrariando todos os principios de invariancia associados a equacao de
onda relativistica da particula escalar.

A proxima observacao revela a presenca de duas integrais logaritmicamente diver-
gentes. Uma delas possui bilineares dos momentos dos “loops” e necessitarda de uma
“reducao”. Assim primeiro notamos que a mais simples delas é idéntica aquela que defi-

nimos na se¢ao anterior como [, log( ),

d'k_r dl (-)p? L,
/A (2m)4 / 2m)4 (k2 — 12) (12 = 1) [(1 — k)2 — 22 ()P Iy (1) (14.66)

Por sua vez, considerando a segunda das integrais logaritmicamente divergentes obteremos

o resultado, apos algumas manipulagoes:

/ dik / dil (1= k) (I — k),
A 2m)t S (2m)t (B2 — p2) (12 — p2)[( = k) — p2]?

gNV ov i g/ﬂ’ 2
= 2000 - (1) ?mogm )

i ((42)2) % {—+/ B -/ dz[zlg[z_g)—_@l]P}, (14.67)

Para obté-lo utilizamos apenas a presenga implicita da distribuigao regularizadora (par

nos momentos do “loop”), integragoes em integrais finitas e a relagao de consisténcia entre
integrais divergentes:

Ak Ak, [ d'%R g
/A 2m)t (k2 — 23 / 2n) (12 — 127 (14.68)

Notemos com isso o cancelamento da divergéncia logaritmica superposta restando apenas
uma divergéncia do tipo I, (u?) proporcional a p?. Teremos portanto contribui¢io para
a renormalizagao da constante do campo devido ao diagrama “setting sun”. Reunindo

estes resultados todos podemos escrever a integral eq.(14.64) na forma:

/ d*k / d*l 1
v @n)t ) G 0 = ) = @)+ 1= = 4]



= Igna(p?) — % l(@) Tiog (%) + m] + I1in(p?). (14.69)

Aqui definimos:

n= (o) B L st Lo )

e também:
o dk o d (p?)?
i#") = Gyt | s gy ya
/ d*k / d*l (=) p*+20—k)-p)?
@)t | Gyt (= @) — @A~ R — P+ 1= R — ]

E importante que notemos as propriedades:

{ Ol 5in(p?) (14.71)
Op?

p?=0 ’
bastante 1teis para a definicao das quantidades fisicas associadas ao propagador da
particula escalar, na aproximagao perturbativa incluindo contribuicoes de diagramas com
dois “loops”.

De posse destas informagoes nés retornaremos a discussao da renormalizacao ao nivel
dois “loops” para posteriormente estudar as propriedades dos objetos basicos I°°, ,(1?) e

quad

I (14%) definidos nesta segao.

14.6 Renormalizacao ao Nivel dois “loops”

Nos agora colecionamos todos os resultados obtidos a fim de discutir a reparametrizacao da
teoria ao nivel dois “loops”. Primeiro tomamos as correcoes ao propagador da particula
escalar. Os diagramas “double sloop” e “setting sun” foram considerados sendo que
o primeiro acabou cancelado pelos contratermos como esperado. Assim as contribuicoes

vém de fato do diagrama “setting sun”. O termo proporcional a (p?)° foi obtido divergente

ov
quad

A manutencao da identificacio do termo proporcional a (p?)

e proporcional a (u?) ao passo que aquele proporcional a (p?)! é da forma aI?® (u?)+b.

log
0 d fisi
COIMO sendo a massa Iisica

da particula exige a introducao de um novo contratermo de massa de valor:

)| o (1472



Por sua vez o coeficiente de p?, a constante de normalizacao do campo escalar (uma

distribuicao no espago das cooordenadas) exige o contratermo:

)

A representacao das contribuicoes e seus contratermos estd mostrada diagramaticamente
na fig.(14.23).

Por sua vez as contribuicoes de dois “loops” para o espalhamento elastico modificam o
valor em s = u =t = 0 da amplitude, levando a uma nova parametrizacao. O carater di-
vergente destas contribuig¢oes pode ser removido com a introdugao de novos contratermos.

Como tal os diagramas da fig.(14.18) induzem contratermos da forma:

i 12 O
1 [Ilog(ru )] i (14.74)
Aquele da fig.(14.22), por sua vez, induz:
Z)\g ov 2 ¢4
o 4 {Ilog(ﬂ’ )} T (1475)

A representacao diagramatica completa estd mostrada na fig.(14.24). Os resultados obti-
dos com o tratamento através da estratégia que estamos utilizando, no que diz res-peito
a renormalizagao, mostra-se consistente. E possivel identificarmos os contratermos cor-
respondentes as partes divergentes e expressa-las em termos de quantidades béasicas di-
vergentes sem que estas tenham sido, de fato, calculadas. Conseguimos com isso evitar
métodos de regularizagao especificos.

Podemos colocar nossas conclusoes na linguagem da lagrangiana da teoria. Apds as

manipulagoes e calculos podemos escrever:
L = Lo+ LT, (14.76)

onde Ly ¢ a lagrangiana original;

1 1 1
Lo = 50.000"do — 5#?@2 - Ekocﬁé, (14.77)

e a lagrangiana dos contratermos é dados por:

1 1 1
ret 5 A0 600" 60 §u33¢2 — I)\OC%. (14.78)
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Figura 14.25: Todos os diagramas contribuindo para a auto-energia do escalar até dois

“loops”. Os diagramas e seus respectivos contratermos foram agrupados entre chaves e

colchetes para ressaltar as suas origens.

A lagrangiana renormalizada é entao obtida em termos de novos parametros e campos:

1 1 1
Eren — 58ﬂ¢8#¢ _ §/L2¢2 . I 4’ (1479)
onde:
6= (14 4) 60 = 7,60, (14.80)
1+ B _
b= e = e nz, (1481)
e
1+C _
A2 = ((1+A))2 = N1+0)Z;7 (14.82)

Nossos cdlculos forneceram:

A K( i ) g (115) +771] al (14.83)
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Figura 14.26: Todos os diagramas contribuindo para o espalhamento elastico de dois
escalares até dois “loops”. Os diagramas e seus respectivos contratermos foram agrupados

para ressaltar as suas origens.



B =~ lpuad 42)] — 0554 (1454)
€ = =220, 8]~ 2011, 21— 202 (14.85)

Com este procedimento é possivel absorver as divergéncias surgidas no calculo perturba-
tivo até esta ordem [1]. No6s podemos estabelecer contato com aqueles métodos de re-
gularizacao expressando as quantidades divergentes remanescentes no método especifico.
Entretanto isto implicaria apenas em substituir as formas basicas divergentes por outras
parametriza¢oes sem nenhuma implicagao adicional [2]. Tendo em vista o sucesso ob-
tido na renormalizacao da teoria A¢*, na presenca deste tipo de divergéncia, nés entao
estudaremos detalhadamente estes objetos.

14.7 Relacoes Entre Divergéncias Basicas Superpos-

tas

Nos célculos efetuados com vistas a renormalizacao da teoria A¢* ao nivel dois “loops” nés
identificamos dois novos objetos bésicos divergentes: I20,,(1%) e I7% (11*). Nesta seao nés
estudaremos mais detalhadamente estes objetos investigando relagoes entre eles, relagoes
de escala e parametrizacoes gerais para estes objetos, do mesmo modo que fizemos para
aqueles objetos 10%,,(11*) e If (1*) surgidos nos diagramas um “loop”.

2).
Inicialmente consideramos a derivada em relagao a escala pu* de e (11°):

A%, (1) dk o di 1
iz /A (2m)* /A (2m)* (k2 — p2)2 (12 — )l = k) — p?]

'k dl 1
+/A (2m) /A (2m)* (B2 — p?) (12 — p?)?[(1 = k)* — 1]

d*k d?l 1
/A (2m)* /A @r)d (k2 — 1) (2 — 1) — k)2 — 2 (14.86)

As trés integrais obtidas, logaritmicamente divergentes, podem ser identificadas como
iguais apos a parametrizacao de Feynman no momento de integracao da integral conver-
gente. Isto mostra a existéncia de trés variedades de integrais [ log(p,2). Assim a relacao

procurada é:

d quad( ) _
= 3122 (112). (14.87)



Por sua vez a derivada de I}, (%), fica:

djloovg( ) - d*k d*l 1
A A R e
d*k d*l 1
+ | Gyt | o G = e = == e
d*k d?l 9
/ (2m)4 / 2m)* (k2 — 12)(12 = 1) [(1 — k)2 — 2 (14.88)

Nas integrais obtidas retiramos o indice A das integrais devido ao carater finito destas.

Cada uma das integrais finitas obtidas pode ser calculada diretamente. Apds algumas

manipulagoes obtemos para a soma do lado direito a relagao:

Al (p?) 1
= 14.
d,u Mg [772]7 ( 89)

onde definimos:

e = <(47ir)2>2 {/01 [2(1 — S][_z(zl)izz) — 1]

_/1 2(1 — z)dz
o [2(1=2)][z(1 - 2) —1]
_/ l—zlnz 1—2)]dz

z2(1—2z)—1)?
(1 — 2)In[z(1 — z)]d=
" /0 (12 1 } | (14.90)

As relagdes obtidas sao semelhantes em estrutura aquelas para Ipqq(p?) € Liog(p?), como
era esperado.
Consideremos agora as relagoes de escala, isto ¢, as relacoes entre 100, (1%) e I7% (1)

com objetos 19%,,(A*) e If2 (X?). Apds algumas manipulacoes somos levados a:

I20,a02) = T30a02) + (i = NI 0%) + (12 = X212, 2), (14.91)

quad quad log

onde fi(p?, A\?) é uma soma de integrais finitas dada por:

N 1
Sl A0 = /@m./@m<k—A%w—w%w—kv—VPw—kP—m1

d*l 1
+/ / YR = N2 — N[ — ({1 — k)2 — A2



d*k d*l 1
'ﬁ/@ﬂl/@ﬂ T2 =02 (k2 — 22 (k2 = N[l — k)E — A2
1

d*l
| oy | oA A
1

d4k d4l
+/ (2m)? / (2m)* (12 = A2) (k2 = N2) (K2 — p?)[(I — k)? — p2][(1 — k)? — A?]
d4

N / d*k / I 1
(R = )R — ) = N — [T = R = 3]
A solucao das integrais pode ser colocada na forma:

; 2 A2 2 2l /;72
fl(u2,A2)=<(4W)2> {3772[( M)ju ( )]} (14.92)

Aqui ¢ interessante notar que fi(u?, A\?), devido a necessidade de independéncia em A\? de
eq.(14.91), deve satisfazer:

_ /\2) afl (,LLQ, >‘2)

3
S~ 2R N) + _ (14.93)

(1° Sz

que é satisfeita, como deveria, pela expressio eq.(14.92) acima obtida para fi(u?, \?).
Agora consideremos a relagao de escala entre integrais logaritmicamente divergentes. Apods

algumas manipulacoes podemos escrever:

Ty (12%) = Tigg(N) + (1 = X*) fopi?, X), (14.94)

onde fy(u?, \?) é uma soma de integrais finitas dada por:

2 o [ d% o odl 1
B I T T Ty o s

d*k d*l 1
WA e e e T e T

d4/<; d4l 1
+/ (2m)* / (2m)* (12 = M) (k? = M) [(k = 1)> = N][(k = 1)* = p*]?
d4

d*k [ 1
[ Gy | = e e

A solucao destas integrais pode ser colocada na forma:

fo(p®, N?) = ((4;)2)2 (;ﬂn—QV)ln (‘;i) . (14.95)




Notemos que a independéncia em relagao a A% de eq.(14.94) leva fo(u?, A\?) a satisfazer a
equacao:
T2

2 2
(it =y PRy 4 (14.96)

que ¢ satisfeita pela relagao eq.(14.95) acima para fo(u?, A\?).

14.8 Parametrizacoes para Divergéncias Basicas Su-

perpostas

Nas secoes anteriores nds conseguimos identificar dois objetos basicos que caracterizam o
contetido divergente, em integrais vindas de diagramas de dois “loops”, que nao podem
ser escritas como o produto de integrais em cada momento de integragao separadamente.
Estas integrais sao, a rigor, nimeros. A estrutura obtida em termos de objetos basicos
divergentes e integrais finitas é suficiente para considerarmos a renormalizc¢ao da teoria ao
nivel dois “loops”. Entretanto se quizéssemos estabelecer contato entre nossos resultados e
um método consistente de regularizacao ou parametrizar estes objetos em termos de algum
A, como fizemos no caso das divergéncias bésicas Ipuaa(p?) € Iiog(p?), quais deveriam ser
as expressoes correspondentes?

Para responder esta pergunta notemos que, do ponto de vista de um método de regu-
larizagao consistente (que satisfaga as relagoes de consisténcia) as unicas integrais ainda
necessdrias de serem calculadas apds as manipulagoes efetuadas sao 129, ,(1?) e 120 (u?).

quad log
Isto significa obter:

G(K*,1*,A?).  (14.97)

4 4
mjd(lfAQ):/dk/dl 1
et 2m)* ) 2m)* (1P — p?) (K — p?)[(k = 1)* — p?]
Aqui G(k?,1?, A?) é uma distribuicao que caracteriza o método especifico de regularizacao
e substitui o indice A utilizado nas integrais divergentes até aqui. De modo equivalente
também devemos calcular:
4 4
lov(,u2A2):/dk/dl 1
L @2m)* S 2m)* (P — p?) (k2 — p?)[(k = 1)? — p?]

Os resultados somente serao consistentes se as expressoes para estas integrais satisfi-zerem

SG(R? 12, A%). (14.98)

as relagoes entre elas;

a ggad<uzv AQ)

0, =3I (1, A?) (14.99)



[72], (14.100)

Ol (1*, %) 1
o2 2

e também as relacoes de escala:

It 40 = 10t + () i (1)

(14.

i ) = TR0% %) 43002 < 0% )+ () {amb = i (3

Em principio, quaisquer formas atribuidas para I, (14*) e If (p?), obtidas a partir de
um método de regularizagao ou nao, que satisfacam estas exigéncias, serao igualmente
satisfatorias. Por outro lado nao satisfazé-las implica em algum tipo de ambiguidade nos
resultados.

Do mesmo modo que fizemos quando consideramos os objetos Iuaa(?) € Iiog(1?)
podemos investigar e construir uma parametrizacao geral sem recorrer a um método de

regularizacao. O resultado disto pode ser escrito na forma:

Tog (12, A?) = (@)2 {n21n (“2> + 6} (14.103)

2

Lyuad(p*, A?) - = <(4;)2> {iA2 +3(8 — m)p® + npp’ln <A2> + 6} - (14.104)

Aqui 8 e § sao constantes (independentes de p? e A?). Notemos que as constantes livres
S e d nao sao coeficientes de quantidades divergentes (A2 — 00). 79, por sua vez, é bom
lembrar, é um nimero bem determinado; eq.(14.90). E f4cil verificar que as relagoes acima
satisfazem as condigoes eq.(14.99) e eq.(14.100).

E ainda interessante notar que, levando em consideracao as parametrizagoes estabele-
cidas para I.a(p?) e L,g(1?), é possivel estabelecer relagoes entre os objetos parametri-
zados o que poderia facilitar enormemente eventuais ajustes fenomenolégicos em teorias

efetivas nao-renormalizédveis.

14.9 Ambiguidades e relacoes de simetria

Nas discussoes promovidas até aqui, uma importante questao ainda nao foi considera-
da. Estamos nos referindo as ambiguidades associadas as possiveis escolhas (arbitrarias)

para os rotulos dos momentos das linhas internas dos “loops”. No caso de divergéncias

101)
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logaritmicas onde é possivel efetuar “shifts”, também no caso de divergéncias superpos-
tas, qualquer escolha leva ao mesmo resultado. Nos podemos verificar isto diretamente
na integral eq.(14.57), vinda do diagrama da fig.(14.21),porém escrevendo com rétulos
arbitrarios; k — k+ k' e [ — [ +1’. Serdo obtidas trés integrais finitas e duas contendo
divergéncias. Entretanto o grau de divergéncia envolvido nas subintegracoes nao supera o
logaritmo permitindo os “shifts” e assim eliminando a presenga dos momentos arbitrarios

Kel.

A mesma questao relativa a divergéncia quadratica nao é tao imediata. Nos necessi-
tamos mostrar que apenas como consequéncia das relagoes de consisténcia entre integrais
divergentes com o mesmo grau de divergéncia, as possiveis dependéncias com 0s mo-
mentos arbitrarios sao automaticamente eliminadas. A fim de investigar isto devemos
entdo reconsiderar a integral associada ao diagrama “setting sun”, fig.(14.14). agora com
a adocao de rétulos gerais. A repeticao das operacoes nos leva a um conjunto de seis
integrais andlogas aquelas da eq.(14.63), sendo: duas finitas, duas logaritmicamente di-
vergentes, uma linearmente divergente e uma quadraticamente divergente. Apenas para
estas duas ultimas nao podemos eliminar de imediato os momentos k' e I’. Entretanto
cada uma delas poderda ser tratada, com o uso de apropriadas identidades, até que te-
nhamos: as duas integracoes finitas, uma finita e uma divergente fatorizadas em produto
ou duas integracoes divergentes. E f4cil perceber que eventuais multilinearidades em qual-
quer dos momentos de integracao aparecerao nas mesmas formas que as bem conhecidas
relacoes de consisténcia, quer em produto com outra finita ou com outra divergente. A
utilizagao das relagoes de consisténcia servira para reduzir todas as formas divergentes aos
objetos IV, (N*), 17 (N?), Tquad(A?) € Tiog(N?). Estas redugoes eliminarao as possiveis de-
pendéncias com os momentos arbitrarios k' e I’ como ocorre com as amplitudes um “loop”.
Assim nao necessitamos, como se poderia pensar, de relagoes de consisténcia associadas
a duas integracoes coletivamente, mas apenas (as mesmas) para cada subintegracao sepa-
rademente. Dito de outro modo, as relagoes entre integrais divergentes, materializadas
pelas relacoes de consisténcia, se aplicam a cada integragao separadamente qualquer que
seja o numero destas (“n-loops”) e sdo suficientes para eliminar as possiveis ambiguidades
decorrentes das arbitrariedades envolvidas nas escolhas dos momentos das linhas internas
dos diagramas, e igualmente para aquelas de escala. Quanto as relagoes de simetria, en-
volvendo amplitudes ao nivel 2“loop”, trata-se de uma questao menos trivial ja que nao
envolverao apenas as relacoes de consisténcia mas também as comunicacoes existentes

entre as funcoes de estrutura para partes finitas, tipicas de dois “loops”, com objetos



bésicos divergentes Io0,4(A*), 172 (N), Tquad(A*) € liog(A?). Definir e estudar tais fungoes,
estabelecer suas propriedades de escala para entao conecta-las com tais partes divergentes
é um problema de interesse imediato. Os elementos que dispomos apontam para uma
extensdo completamente andloga aquelas relacoes que construimos entre as funcoes Z'¢ e
as divergéncias basicas Iyyaa € Loy (capitulo 9).

Com isto completamos os objetivos estabelecidos para este capitulo: verificar a apli-
cabilidade do procedimento ao nivel dois “loops”. Vamos entao ao resumo e principais

conclusoes obtidas.

14.10 Conclusoes

Neste capitulo nos propomos a responder sobre a aplicabilidade do procedimento para
manipulagoes e cédlculos envolvendo amplitudes divergentes, induzido nas investigagoes
anteriores, para o nivel de aproximacao de solugoes perturbativas que incluam diagramas
com dois “loops”. Como “pano de fundo” utilizamos a renormalizacdo da teoria A¢* neste
nivel, o que fizemos com detalhes.

Como era esperado, surgiram dois novos objetos divergentes bésicos 10p,,(A\?) e I7% (M%)
que sao divergéncias que associam os dois momentos de integracao de modo nao redutivel
a um produto de duas separadamente.

A renormalizacao é feita de um modo claro e transparente sem as imprecistes dos
limites e expansoes caracteristicas dos tratamentos tradicionais [3]. Como acontecia ao
nivel um “loop”, nao é necessario, neste processo, a calculo explicito de nenhuma inte-
gral divergente. Igualmente, parametrizacoes gerais em termos de um parametro A% sao
possiveis. Estas sao tteis em tratamentos de amplitudes de teorias nao-renormalizaveis,
onde algum ajuste fenomenolégico é necessario. A construcao destas parametrizacoes tem
como guia as propriedades de escala destes objetos, tal como para aquelas do caso um
“loop”.

Quanto as relagoes de consisténcia apenas aquelas surgidas nos estudos anteriores
sao necessarias, uma vez que o grau de divergéncia envolvido nao supera o cibico e as
particulas externas sao escalares, para evitar ambiguidades associadas as arbitrariedades
existentes na escolha dos momentos das linhas internas dos diagramas, bem como aquelas
de escala. Por fim, para as Identidades de Ward, o que nao foi necessario considerar para
a renormalizacao da teoria A¢*, ndés esperamos ter que acrescentar outros ingredientes

aqueles introduzidos aqui. Trata-se das fungoes de estrutura, andlogas as Z,°, tipicas de



diagramas dois “loops”, suas propriedades de escala e relacoes de recorréncia. Isto porque

) )

como aconteceu no caso um “loop”, devem existir relagoes bem determinadas vindas destas

propriedades que estabelecem comunicacao com os objetos basicos divergentes, através

das relacoes de escala destas quantidades. Nada, entretanto, indica que estes passos nao
s ) )

possam ser efetuados para que o tratamento de problemas ao nivel dois “loops”, em

qualquer teoria ou modelo, possa ser completado com o éxito desejado.
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Capitulo 15

Consideracoes Finais

Ao longo de todo o trabalho, fizemos investigacoes detalhadas a respeito da presenca de
divergencias em solugoes perturbativas de TQC’® e dos problemas a isso relacionados. A
cada incoveniente surgido tentamos encontrar um procedimento capaz de evita-lo. Nossa
esperanca sempre foi vislumbrar um conjunto de regras para transformar as indefini¢oes
matematicas, devidas as integrais divergentes, em quantidades manuseaveis de tal modo
que o conteudo fisico das teorias e modelos pudesse ser apreciado consistentemente, na
solugao perturbativa, apesar dos infinitos. Nossa preocupagao inicial era dar sentido as
amplitudes fisicas associadas a teorias nao-renormalizdveis. Entao comeg¢amos nossos estu-
dos exatamente tomando uma amplitude destas e exigindo inicialmente: a eliminacao dos
tipicos comportamentos nao-fisicos introduzidos por regularizacoes, unicidade nos calculos
e independéncia do método especifico de regularizagao (cap.5). Em seguida exigimos que
as relagdes de simetria nao fossem violadas (cap.6) e que nao hovessem ambiguidades asso-
ciadas as arbitrariedades existentes nas escolhas para os rétulos dos momentos das linhas
internas dos “loops” (cap.7). Um conjunto de procedimentos aliados a certas relagoes
entre integrais divergentes se mostraram capazes de equacionar os problemas discutidos
de modo adequado. A partir dai as “relacoes de consisténcia’ dominaram a cena e nos
nos ocupamos, basicamente, do entendimento destas propriedades, das consequéncias da
imposicao destas relacoes e da adequacao de um conjunto de regras a estas exigencias.
Ao final de quase todos os capitulos podem ser encontradas conclusoes e discussoes e nés
nao vamos transporta-las para este. E interessante entretanto resumir nossas conclusdes
formulando um conjunto de regras ou passos a serem seguidos para as manipulacoes e
calculos em amplitudes contendo divergéncias, que forneceram resultados consistentes em

todas as situagoes investigadas.
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1. Construir a amplitude, como ditado pelas regras de Feynman, tomando tracos de
Dirac e operagoes com matrizes 7, se for o caso. Entao por manipulacoes algébricas
eliminar todos os fatores quadréticos, nos momentos nao restritos pelas relagoes de

conservacao de momento e energia dos vértices, por cancelamento de denominadores.

2. Introduzir os sinais de integracao correspondentes a cada momento nao restrito e

identificar as integrais divergentes.

A definicao destes passos, nesta sequéncia, é necessaria devido a incompatibilidade
existente entre as operacoes do passo 1, se feitas sob o sinal de integracao, e as

relagdes de consisténcia (cap.10).

3. Tomar cada uma das integrais divergentes, individualmente, e manipula-las através
de identidades ao nivel do integrando a fim de obter uma soma de termos tais que as
partes que dependem dos momentos externos estejam em integrais finitas. As res-
tantes (divergentes) terao eventualmente como coeficientes poténcias dos momentos

externos.

Estas manipulagoes podem ser justificadas de dois modos distintos porém equiva-
lentes. O primeiro é a adogao de uma distribuicao regularizadora, implicitamente,
par em todos os momentos de integragao e possuindo um limite de conexao definido;

lim Gu(k?---,A%) =1.

A3—o00

(15.1)

O segundo modo é adotar, ja no passo 1, a representagao para os propagadores:

(1) (= 2 b+ 2 = Y
(k2 = 2™
N+1

1 1 N
(MR RS
(DY (* = 2p-k+ p? — m?)

(k2 — )N (p — k)2 — m?]

+

(15.2)

escolhendo N de modo a ter a forma exigida pelo passo 3. A vantagem desta
opcao é que necessitariamos de propriedades especificas para integrais divergentes,

ou regularizacao, apenas no passo 5.

4. As integrais finitas, identificadas no passo 3, devem ser resolvidas sem restrigoes.



Esta operacao, se feita sob a adocao de regularizacao implicita, implica em tomar o

limite de conexao.

Em teorias nao renormalizaveis, onde os parametros de regularizacao sao em ge-
ral interpretados como “cut oftf”, esta regra implica em estabelecer um conceito
adequado para que tais parametros possam ser identificados como tal. Os valores
atribuidos a eles devem ser tais que o efeito da regularizagao sobre a parte finita

deva ser desprezivel.

. As integrais divergentes remanescentes devem ser reduzidas as formas basicas com
a utilizagao das apropriadas relagoes entre integrais divergentes com o mesmo grau

de divergéncia (as relagbes de consisténcia).

As relagoes de consisténcia sao aquelas entre integrais divergentes obtidas direta-
mente a partir de integragao dimensional (cap.10). Para teorias fundamentais, onde

as divergéncias sao no maximo cubicas, elas se resumem as relacoes:

Y &k Ak, g [ A% 1
\ 27)1 (2 = 22)2 2 Ja @) (2 = N)°
&k Kk, g [ d% 1
/A(2W)4(k2—A2)3 = 4 eoiE = ey
Ak kokkaks 1 aE 1
/A<27r)4 2—)i ﬂ[gaﬂgﬂﬁgaﬂg”ﬁgwgﬂﬁ]/A 21 (12 — N2

(15.3)

Quanto aos objetos divergentes bdsicos, a variedade dependerda do nivel de apro-
ximacao. Ao nivel “loop”, com divergéncias no maximo ctubicas, tudo se reduzira

a:

o[ %1
Sl N) = /A(zﬁ)4(k2—A2)

o [ A1
*les(X) = /A(2W)4 ZESSE

(15.4)

comos mostram as relagoes de consisténcia acima. Ao incluirmos contribuicoes ao

nivel “loop” aparecerao mais dois destes objetos:

o o A% g dY 1
.IQuad()‘ ) - /A (271.)4 /A (27T)4 (k}2 _ >\2)<12 _ )\2) [((k? _ l>2 _ )\2)}



ooy [ Ak od 1
) = | i e e e [ 07
(15.5)

conforme pudemmos verificar no capitulo 14.

As quantidades divergentes basicas devem obedecer a precisas relagoes de escala. Para

aqueles que acabamos de citar sao:

® . quad (m2) = ]quad()‘2> - <)‘2 - m2> Ilog()‘Q) - <(4;)2> [)‘2 —m’+m?’In <T22>]

oliog(m?) = Ilog(Az)—<(4jr)2>1n (Zf)
oI (m?) = I ()\2) (m? = X?) 3Ia (M) +

quad quad log

) o ()

O] = 00+ ((4@2) o (5

log log
(15.6)
onde 77 ¢ uma constante bem determinada (eq. 14.93).
As propriedades acima estabelecem relagoes adicionais:
Ol yuaa(N?)
.an I]Og<)\2)
OL10g(N?) i -1
- — 15.
o (4m)? < 2 > (15.7)
01510a(X) o0
.% = 3]log(>‘2)
8[1‘2)%()\2) 1
*— 7 ON2 = E [772]
(15.8)

Para efeito de renormalizacao apenas a reducao aos objetos bésicos e as proprieda-
des de escala sao necessarias. Para teorias nao renormalizaveis, entretanto, as ultimas

propriedades servem para fixar de modo unico as formas gerais para paramatrizagoes dos



objetos:

l A?
®lquad (A2a )‘2) = <(47T)2> [—AQ + A 1n <)\2> + 60)\2 + 50]

ol (V2. ) = (1) i (32) + 4

liny (WX = () [ (52) + 8]

oI, (A2 )\2) = ((4;)2) [—A2+3(8 = m) X\ = 3\ In (43) + 4]
(15.9)

Aqui Sy, do, S e 6 sdao constantes. Estas parametrizacGes substituem por completo a ne-
cessidade de alguma forma explicita de regularizacoes. O valor ajustado fenomenologica-
mente de A2, das expressoes acima, poderd eventualmente ser interpretado como o usual
“cut off”.”

E importante ressaltar que as propriedades de escala nao sao apenas relagoes algébricas
entre as quantidades envolvidas. Elas estabelecem de modo exato a comunicagao entre as
partes divergentes e finitas, essenciais para as propriedades fisicas das amplitudes. Como
tal, para divergéncias logaritmicas:

o/ ()\%, )\g,qQ; )\%) — Zy ()\%7 )\qu2§ )\g) = In (ii)

oliog (M) = Tog (A3) = ((4;) )1 (;i)

(15.10)

Por sua vez, para divergéncias quadraticas:

o 2027 (N0, 2 02) — (2 2 = X2) Zu (M2 2, 2 02)] = ( "2> [Af_gﬂgln

2

)

lllog()\) Jlog(v)—(ﬁ—Ag)ln(im - ((4;)2) l)\ — A2+ M\2In Gzﬂ

Disto podemos ver que nao resta qualquer liberdade na definicao de uma amplitude
fisica ainda que contendo divergéncias, e nao ha possibilidade nenhuma de dependéncia
com o método especifico de regularizagao desde que ele seja consistente, ou seja, permita

satisfazer as propriedades exigidas para as integrais divergentes neste passo.

(15.11



Em vista do sucesso obtido na construcao desta técnica, manifestado pelos testes até
aqui realizados, torna-se possivel estudar uma grande variedade de problemas. Alguns
destes, cujos resultados estao disponiveis por outros métodos, podem ser tratados com
vantagens qualitativas importantes. Outros podem ser estudados a fim de se obter resulta-
dos quantitativos consistentes nao vislumbrados até entao pelo tratamentos usuais. Uma
parte disto vem sendo realizada através de colaboragoes com o grupo de fisica de particulas
e Campos da UFMG e outros. Em alguns casos os resultados ja estao disponiveis de um
modo total ou parcial, em processo de publicacao ou em fase de preparagao. Muitos
ainda em andamento. Grande parte destes possiveis trabalhos foram citados, sempre que
a opurtunidade permitiu, ao longo do trabalho. A observagao mais importante e alen-
tadora, entretanto, é que, até o momento, nenhum problema estudado revelou qualquer
inconsisténcia que torne o procedimento inv dlido ou fornega resultados piores qaqueles
usualmente utilizados. Em outras palavras, qualquer limitacao que eventualmente ainda

resta afeta igualmente os melhores métodos disponiveis na literatura.



