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Resumo

Apresentamos investigações relacionadas ao processo de medição em Mecânica Quântica.

Estudamos um modelo teórico de detecções atômicas em montagens experimentais de

cavidades de microondas. Tal modelo permite a introdução de imperfeições emṕıricas na

análise de experimentos neste sistema. Duas investigações no contexto de fundamentos do

efeito Zenão Quântico são apresentadas. A primeira consiste em propostas experimentais

para a observação do efeito em um sistema bipartite. Limites experimentais são explicita-

dos. Na segunda investigação, mostramos que o efeito Zenão Quântico prevalece mesmo

quando medições incompletas são consideradas. Por fim, apresentamos, através de dois

exemplos, um protocolo para manipulação da evolução temporal em sistemas quânticos

com um único subsistema auxiliar.
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Abstract

We investigate some effects related to quantum measurement process. We study a theo-

retical model for atomic detections in microwave cavity experiments. The model allows

for the introduction of empirical imperfections in the analysis of experiments in this sys-

tem. Two investigations on foundations of Quantum Zeno effect are presented. The

first one consists in experimental proposals for the effect observation in a bipartite sys-

tem. Empirical limitations are made explicit. In the second investigation, we show that

the Quantum Zeno effect prevails even if the measurements are not complete. Finally,

we present a protocol which allows for the quantum evolution control through a single

auxiliary system.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Em uma correspondência endereçada ao f́ısico americano R. W. Wood, em 1931, Max

Planck, um dos fundadores da teoria quântica, refere-se à sua maior contribuição para a

ciência, a hipótese da quantização da energia como “um ato de desespero”[1].

A hipótese de M. Planck permitiu a construção de um modelo teórico em concordância

com os dados emṕıricos conhecidos para a radiação de um corpo negro. A celebre frase

ilustra, de maneira enfática, a busca por teorias cient́ıficas empiricamente adequadas. Di-

versos fatores influenciam na aceitação de teorias. Fatores pragmáticos como autoridade

dos autores, estéticos como simplicidade ou preservação de simetrias, são alguns exemp-

los. Entretanto, o pilar de sustentação das teorias cient́ıficas é certamente o critério de

adequação emṕırica [2].

Um importante e recente exemplo, na história da ciência, que corrobora com tal con-

cepção epistemológica é o desenvolvimento da teoria quântica. Sustentada por rigorosa

adequação emṕırica, a Mecânica Quântica prevaleceu mesmo diante de intensos ataques

[3, 4, 5] muitas vezes conduzidos por seus próprios fundadores. As cŕıticas à Mecânica

Quântica explicitam o desconforto provocado por previsões que contradizem os prinćıpios

mais básicos de nossa formação como observadores de fenômenos naturais ordinários.

Muitos conflitos entre o senso comum e as previsões da Mecânica Quântica são provoca-

dos pelas interpretações da teoria. Diversas são as interpretações para a teoria quântica

[6, 7, 8, 9, 10, 11, 12, 13] e de forma geral elas podem ser caracterizadas pelo estatuto

atribúıdo à ferramenta matemática que descreve o estado quântico.

Dentre elas, a de maior relevância é a Interpretação de Copenhague. Desconsiderando

sutis divergências entre a posição filosófica de N. Bohr e W. Heisenberg, podemos consid-

erar que o conjunto de suas observações a respeito da teoria (a Interpretação de Copenh-

ague) blindaram a teoria quântica, dissolvendo conflitos e paradoxos.

A interpretação de Copenhague está fundada no prinćıpio da complementaridade.

Tal prinćıpio enuncia que nossa descrição de fenômenos naturais é dual e complementar,
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composta pela descrição clássica (corpuscular) e pela descrição quântica (ondulatória).

Deve-se ressaltar que o prinćıpio complementaridade é um prinćıpio epistemológico (pois

versa sobre nossa forma de conhecer a os fenômenos) e não ontológico.

Um experimento projetado para a observação de fenômenos quânticos possui 2 estágios,

segundo a Interpretação de Copenhague [14]. No primeiro estágio a entidade matemática

que representa o estado do sistema quântico de interesse evolui de acordo com a equação

de movimento da Mecânica Quântica. Tal evolução é cont́ınua e determińıstica. Entre-

tanto, no segundo estágio uma alteração descont́ınua, que se refere ao ato de observação,

se faz presente. A teoria quântica possibilita previsões (probabiĺısticas) para a obtenção de

resultados emṕıricos, mas não pretende apresentar um descrição “real”para a dinâmica do

sistema antes da observação. Nas palavras de W. Heisenberg : “a transição do “posśıvel”ao

“real”ocorre durante o ato de observação. Se quisermos descrever o que ocorre em um

evento atômico, deveremos compreender que o termo ocorre pode somente ser aplicado à

observação, e não ao estado de coisas entre duas observações consecutivas.”

Por reiteradas vezes os autores da Interpretação de Copenhague argumentaram que

na comunicação de resultados experimentais a linguagem clássica deve ser empregada

[14, 15, 16, 17], pois dados emṕıricos são manifestações “macroscópicas”em aparatos de

medida que possuem complexidade estrutural caracteŕıstica de objetos pertencentes à

descrição clássica. Bohr e Heisenberg também advertiram que o emprego de conceitos

clássicos (como órbitas eletrônicas e ondas de matéria) na descrição quântica, apesar de

satisfatório em alguns casos, deve ser restrito e quando o emprego vago desta linguagem

conduzir a dificuldades, devemos considerar o esquema matemático.

Em sua leitura a respeito da Interpretação de Copenhague, J. von Neumann reconhece

um problema relacionado à descrição do processo de medição em Mecânica Quântica.

Segundo von Neumann, a Interpretação de Copenhague afirma que existe uma fronteira

intranspońıvel entre os componentes deste processo, o aparato (pertencente ao campo da

descrição clássica) e o sistema (que obedece a descrição quântica).

Em 1932, seu famoso tratado sobre os fundamentos da Mecânica Quântica [18] apre-

senta uma critica à posição adotada pela Interpretação de Copenhague diante dos proces-

sos de medição. Segundo von Neumann a fronteira imposta pela Interpretação de Copen-

hague viola um prinćıpio cient́ıfico básico, prinćıpio de ”paralelismo psico-f́ısico”(psycho-
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physical parallelism), o qual garante a possibilidade de se descrever a parte objetiva do

processo de medição com detalhamento satisfatório, pois este também é um processo

f́ısico. Este é o problema da medição para von Neumann. A solução proposta pelo autor

é recuar a fronteira e tratar o aparato, o sistema e as interações entre eles através da

descrição quântica.

J. von Neumann mostra que é posśıvel uma descrição quântica da evolução unitária

do sistema bipartite S + A, onde S é o sistema de interesse e A o aparato a ser usado

no processo de medição, equivalente à evolução unitária do sistema sem o aparato. Onde

entendemos por descrições equivalentes aquelas que apresentam as mesmas previsões para

os resultados de medições no subsistema de interesse. A corrente de von Neumann nos

permite descrever o primeiro estágio da medição (pré-medição) como um processo f́ısico,

entretanto, o caráter subjetivo desse processo ainda se faz presente (o processo de uma

medição é essencialmente subjetivo) e o elemento de descontinuidade deve ser posicionado

em algum ponto da corrente (Fig.2). A ferramenta matemática que representa a alteração

descont́ınua durante o processo de medição é a projeção no subsistema do último compo-

nente pertencente à descrição quântica (objetiva) do processo.

O problema e a solução propostos por von Neumann de forma alguma esgotam os

pontos problemáticos sobre a descrição do processo de medição em Mecânica Quântica.

Novas questões, posśıveis soluções e outras abordagens foram apresentadas e atualmente

não se pode apontar um posição consensual da comunidade cient́ıfica a respeito do tema.

Diferentes abordagens e interpretações da teoria quântica apresentam diferentes de-

scrições para o processo de medição. No programa da decoerência [19], a inevitável in-

teração entre o sistema quântico a ser medido com o aparato de medição (e conseqüen-

temente com o ambiente) é um fator essencial para a descrição do processo de medição.

Devido à esta interação o estado global do sistema torna-se emaranhado, portanto o es-

tado reduzido no sistema de interesse assume a forma de mistura estat́ıstica completa

(clássica). O processo de decoerência induzido pelo ambiente é irreverśıvel e possibilita a

transição entre a desconfortável descrição do subsistema, composto pelo sistema quântico

e o aparato, como um estado puro emaranhado (pre-medição) para um estado de mistura

estat́ıstica completa. Entretanto, o programa da decoerência não é capaz de descrever a

obtenção de um resultado espećıfico no processo de medição individual.
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Outra posśıvel abordagem (modelos estocásticos para o colapso [20] consiste em mod-

ificações fundamentais na evolução temporal prevista pela teoria quântica canônica, tor-

nando esta não unitária. Tal abordagem pretende descrever a emergência de resultados

definidos em um processo de medição. As duas abordagens citadas são apenas exemplos

dentre muitas outras [12, 10, 11, 13, 21].

Apresentamos neste trabalho contribuições relacionadas ao estudo de processos de

medição em Mecânica Quântica. No caṕıtulo 2 ferramentas teóricas são apresentadas.

No caṕıtulo 3 um modelo para a medição em montagens experimentais em sistemas de

cavidades de microondas. Este sistema é de extrema importância para a f́ısica contem-

porânea pois permite o controle e a investigação de fenômenos quânticos fundamentais

[22, 23, 24, 25]. Nossa modelo para o processo de medição neste sistema permite a in-

trodução de imperfeições do aparato de medida na descrição teórica. Investigamos as

alterações provocadas por sinais clássicos gerados a partir de detectores imperfeitos em

sistemas quânticos, assim como as conseqüências de tais imperfeições em posśıveis real-

izações experimentais.

Nos caṕıtulos 4 e 5 duas investigações fundamentais relacionadas ao Efeito Zenão

Quântico são apresentadas. O Efeito Zenão Quântico, como será explicitado posteri-

ormente, tem sua origem relacionada ao processo de medição em Mecânica Quântica.

Primeiramente, apresentamos uma proposta experimental envolvendo um sistema bipar-

tite, onde a inibição de uma transição quântica é alcançada através de interações inter-

mitentes entre uma das partes do sistema bipartite e outro sistema quântico externo.

Posteriormente, discutimos a relação entre a eficiência do processo de medição e o Efeito

Zenão Quântico.

No caṕıtulo 6 concentramos propostas para aplicação do Efeito Zenão Quântico (e

efeito similar) no controle e na manipulação de sistemas quânticos. Interações com um

único subsistema auxiliar são capazes de promover o controle na evolução temporal de

um sistema quântico.



Caṕıtulo 2

Ferramentas

Neste caṕıtulo introdutório apresentamos modelos teóricos que serão aplicados no de-

senvolvimento de caṕıtulos posteriores. Primeiramente o modelo Jaynes-Cummings, que

descreve a interação quântica entre modos de campo eletromagnético e átomos, será apre-

sentado. Um forma relativamente simples para o hamiltoniano que governa tal dinâmica

é obtida a partir do hamiltoniano fundamental que descreve a interação entre radiação e

matéria.

Na seção seguinte, apresentamos a dinâmica dissipativa de um sistema composto por

dois osciladores acoplados entre si e a um único reservatório com temperatura não nula.

Deduzimos a equação mestra que governa tal dinâmica.

2.1 O modelo Jaynes-Cummings

O Hamiltoniano que modela o sistema composto por um campo eletromagnético (descrito

pelo vetor ~E) e um átomo de um elétron tem a forma:

H = Ha + Hc + e~r · ~E, (2.1)

onde Ha e Hc representam a energia do átomo e do campo, respectivamente, e o termo

e~r · ~E é responsável pela interação entre campo e átomo. O vetor ~r marca a posição do

elétron e e é a carga do elétron. O campo ~E é considerado uniforme sobre todo o átomo.

Consideramos a aproximação de dipólo para descrever a interação átomo e campo.

A partir da quantização do campo eletromagnético (descrita em diversos livros de

Óptica Quântica [26, 27]) e considerando que o átomo está na origem do sistema de

coordenadas podemos escrever:
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2.1. O modelo Jaynes-Cummings 12

Hc =
∑

k

~νk

(
a†kak +

1

2

)
, (2.2)

~E =
∑

k

ε̂kεk

(
ak + a†k

)
, (2.3)

onde νk é a freqüência do modo k, ε̂k é um vetor unitário responsável pela polarização do

campo e εk = (~νk/2ε0V )1/2.

Os vetores {|i〉} formam uma base no subespaço do átomo, e são autovetores de Ha

como autovalor Ei. Assim podemos escrever:

Ha =
∑

i

Ei|i〉〈i| (2.4)

e~r =
∑

i

|i〉〈i|~r
∑

j

|j〉〈j|, (2.5)

Deslocando o ponto zero de energia, definido o operador de transição atômica

σij = |i〉〈j|, (2.6)

e o elemento de matriz:

ξij = e〈i|~r|j〉, (2.7)

podemos escrever H como:

H =
∑

i

Eiσii +
∑

k

~νka
†
kak + ~

∑
i,j

∑

k

Gij
k σij

(
ak + a†k

)
, (2.8)

onde:

Gij
k = − ξij·

ε̂kεk~
. (2.9)

O último termo no lado direito da equação (2.8) representa a interação entre um

átomo de diversos ńıveis e modos do campo eletromagnético. As interações entre átomo

e campo que serão tratadas a seguir, são interações entre átomos de dois ńıveis com um

modo de campo. Para tratar desses sistemas espećıficos, podemos simplificar a forma do

hamiltoniano.

Considerando ξij real em um átomo de ńıveis |g〉 (estado fundamental) e |e〉 (estado

excitado), podemos escrever:

Gk = Gge
k = Geg

k . (2.10)
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Definindo as matrizes:

σz = |e〉〈e| − |g〉〈g|, (2.11)

σ+ = |e〉〈g|, (2.12)

σ− = |g〉〈e|, (2.13)

que satisfazem a algebra de spin 1/2 das matrizes de Pauli, ou seja:

[σ−, σ+] = −σz, (2.14)

[σ−, σz] = 2σ−, (2.15)

(2.16)

Assim, na base dos autovetores de σz, as matrizes tem a forma:

σ− =

(
0 0

1 0

)
, σ+ =

(
0 1

0 0

)
, σz =

(
1 0

0 −1

)
. (2.17)

Os vetores |g〉 e |e〉 são autovetores de σz,

σz|e〉 = |e〉, (2.18)

σz|g〉 = −|g〉. (2.19)

A aplicação da matriz σ+ no estado |g〉 o transforma em |e〉 e a aplicação da matriz

σ− no estado |e〉 o transforma em |g〉.
Usando estas definições e deslocando o ńıvel mı́nimo de energia, podemos escrever o

hamiltoniano que modela a interação entre um átomo de dois ńıveis e vários modos de

campo eletromagnético como:

H = H0 + HI , (2.20)

H0 =
∑

k

~νka
†
kak +

1

2
~νσz, (2.21)

HI = ~
∑

k

Gk (σ+ + σ−)
(
ak + a†k

)
. (2.22)

Para mostrar de forma explicita a consagrada aproximação de ondas girantes (RWA,

sigla em inglês para “Rotating Wave Approximation”), consideremos o hamiltoniano na

representação de interação:
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H̃I = eiH0t/~HIe
−iH0t/~, (2.23)

usando

exABe−xA = B + x[A,B] +
x2

2!
[A, [A,B]] + ..., (2.24)

obtemos:

H̃I = ~
∑

k

Gk

(
σ+ake

i(ω−νk)t + σ−a†ke
−i(ω−νk)t + σ+a†ke

i(ω+νk)t + σ−ake
−i(ω+νk)t

)
. (2.25)

As exponenciais que acompanham os termos σ+a†k e σ−ak (e±i(ω+νk)) em H̃I variam

mais rapidamente no tempo do que as exponenciais que acompanham os termos σ−a†k e

σ+ak (e±i(ω−νk)), portanto, o efeito médio no tempo dos termos σ+a†k e σ−ak pode ser de-

sprezado. Esta é a aproximação de ondas girantes, um procedimento usual no tratamento

da dinâmica aqui estudada. Assim, na representação de Schrödinger o hamiltoniano terá

a forma:

H =
∑

k

~νka
†
kak +

1

2
~ωσz + ~

∑

k

Gk

(
σ+ak + σ−a†k

)
, (2.26)

Este é o modelo de Jaynes-Cummings (MJC), que nos permite escrever uma forma

simples para a interação entre radiação e matéria. Considerando a interação entre um

átomo e apenas um modo do campo, o hamiltoniano assume a forma

H = H0 + HI , (2.27)

H0 = ~νa†a +
1

2
~ωσz, (2.28)

HI = ~G
(
σ+a + σ−a†

)
. (2.29)

Para calcular a evolução temporal de um vetor de estado pertencente ao sistema com-

posto pelos subsistemas do átomo e do modo de campo, utilizaremos a técnica conhecida

como derivação de parâmetros. Para atingir tal objetivo, consideremos novamente o

hamiltoniano na representação de interação:

H̃I = eiH0t/~HIe
−iH0t/~, (2.30)

H̃I = ~G
(
σ+aei∆t + σ−a†e−i∆t

)
, (2.31)

onde ∆ = ω − ν.

A equação que descreve a evolução temporal do sistema na representação de interação

tem a forma:
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i~
∂|ψ(t)〉I

∂t
= H̃I |ψ(t)〉I . (2.32)

Podemos escrever o vetor |ψ(t)〉 com uma combinação linear de elementos da base

formada pelos autovetores de H0: |e〉 ⊗ |n〉 = |e, n〉 e |g〉 ⊗ |n〉 = |g, n〉.

|ψ(t)〉I =
∑

n

(ce,n(t)|e, n〉+ cg,n(t)|g, n〉) . (2.33)

Aplicando o operador H̃1 nos autovetores de H0

H̃I |e, n〉 = ~G
√

n + 1e−i∆t|g, n + 1〉, (2.34)

H̃I |g, n〉 = ~G
√

nei∆t|e, n− 1〉, (2.35)

percebemos que H̃I só provoca transições entre os estados |e, n〉 e |g, n + 1〉 ou entre os

estados |g, n〉 e |e, n − 1〉. Assim podemos trabalhar em cada subespaço bidimensional

definido pela base {|e, n〉, |g, n + 1〉}, e escrever equações diferenciais envolvendo os coefi-

cientes ce,n e cg,n+1, projetando a equação (2.32) em 〈e, n| e 〈g, n + 1|.

ċe,n(t) = −iG
√

n + 1ei∆tcg,n+1(t), (2.36)

ċg,n+1(t) = −iG
√

n + 1e−i∆tce,n(t). (2.37)

As soluções das equações diferenciais acima são:

ce,n(t) =

{
ce,n(0)

[
cos

(
Ωnt

2

)
− iδ

Ωn

sin

(
Ωnt

2

)]
− 2iG

√
n + 1

Ωn

cg,n+1(0) sin

(
Ωnt

2

)}
e

i∆t
2 ,

cg,n+1(t) =

{
cg,n+1(0)

[
cos

(
Ωnt

2

)
+

iδ

Ωn

sin

(
Ωnt

2

)]
− 2iG

√
n + 1

Ωn

ce,n(0) sin

(
Ωnt

2

)}
e
−i∆t

2 ,

onde:

Ωn = ∆2 + 4G(n + 1).

Portanto, se conhecermos a expansão de um estado |ψ(0)〉 na base dos autovetores de

H0, podemos conhecer a evolução temporal deste vetor através das expressões de cg,n+1(t)

e ce,n(t). É interessante destacar que o estado |g, 0〉 é um autovetor de H (H = H0 +HI),

e portanto é um estado estacionário deste sistema.
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2.2 Dedução da Equação Mestra para Dois Osciladores

com Temperatura não Nula

2.2.1 O Hamiltoniano

O hamiltoniano que descreve a dinâmica de dois modos de campo eletromagnético, Ma e

Mb, acoplados linearmente, na presença de um reservatório em comum tem a forma

H = H0 + Hint, (2.38)

onde

H0 = HS + HR, (2.39)

HS = ~ωaa
†a + ~ωbb

†b + ~g
(
a†b + b†a

)
,

HR = ~
∑

k

ωkc
†
kck,

Hint = ~
∑

k

(
αkc

†
ka + α∗kcka

†
)

+ ~
∑

k

(
βkc

†
kb + β∗kckb

†
)

.

Os operadores a (a†) e b (b†) são operadores bosônicos de aniquilação (criação) nos

modos Ma e Mb respectivamente, ck e c†k são operadores de criação e aniquilação perten-

centes ao conjunto de osciladores que modelam o ambiente. O parâmetro g é a constante

de acoplamento, real e positiva, entre Ma e Mb (se tal acoplamento for descrito por um

parâmetro complexo, ~g
(
e−iφa†b + eiφb†a

)
, podemos definir o operador d = aeiφ e seguir

com o cálculo). Os coeficientes αk e βk são constantes de acoplamento complexas de cada

modo Ma e Mb com o ambiente. Notemos que Ma e Mb estão sujeitos a interação com o

mesmo reservatório.

No hamiltoniano (2.39) consideramos o sistema de interesse composto por modos com

freqüências, ωa e ωb, bem definidas. Este sistema pode ser empiricamente constrúıdo

devido ao desenvolvimento tecnológico no campo de eletrodinâmica quântica de cavidades.

Os modos podem possuir freqüências, polarização e localização espacial distintas.

Os osciladores harmônicos que modelam o ambiente estão acoplados linearmente ao

sistema. O efeito ĺıquido desta interação pode ser relacionado a processos que envolvem

a aniquilação de um fóton em um modo do sistema e a criação de um fóton em um modo

do ambiente e vice-versa. Em cavidades constrúıdas em semicondutores a proximidade

entre os modos induz o acoplamento entre eles.

O modelo para dois modos na presença de um reservatório, modelo Caldeira-Leggett

estendido, pode ser tratado analiticamente. A adequação emṕırica deste modelo pode

ser observada na comparação entre os resultados teóricos descritos em [28] e os dados

experimentais reportados em [29].
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2.2.2 A Equação Mestra

Com o objetivo de facilitar o tratamento matemático, faremos uma transformação para

os modos normais de HS. Tal transformação fica mais evidente se HS é escrito em sua

forma matricial:

HS = ~
(

a† b†
) (

ωa g

g ωb

)(
a

b

)
, (2.40)

= ~
(

a† b†
)
MT M

(
ωa g

g ωb

)
MT M

(
a

b

)
,

= ~
(

a†1 a†2
) (

ω1 0

0 ω2

)(
a1

a2

)
,

= ~ω1a
†
1a1 + ~ω2a

†
2a2.

Onde, M é a matriz de rotação,

M =

(
cos θ sin θ

− sin θ cos θ

)
, (2.41)

sin θ =

√√√√√1

2


1− ωa − ωb√

(ωa − ωb)
2 + 4g2


,

cos θ =

√√√√√1

2


1 +

ωa − ωb√
(ωa − ωb)

2 + 4g2


,

a1 e a2 são os operadores bosônicos dos modos normais com freqüências ω1 e ω2:
(

a1

a2

)
= M

(
a

b

)
, (2.42)

(
ω1 0

0 ω2

)
= M

(
ωa g

g ωb

)
MT ,

ω1 =
(ωa + ωb) +

√
(ωa − ωb)

2 + 4g2

2
,

ω2 =
(ωa + ωb)−

√
(ωa − ωb)

2 + 4g2

2
.

Definindo (
α1k

α2k

)
= M

(
αk

βk

)
, (2.43)
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Hint pode ser escrito como

Hint = ~
∑

k

(
α1kc

†
ka1 + α∗1ka

†
1ck

)
+ ~

∑

k

(
α2kc

†
ka2 + α∗2ka

†
2ck

)
. (2.44)

A evolução temporal do operador de estado na representação de interação é dada pela

equação
d

dt
ρ̃ (t) = − i

~
[H̃int (t) , ρ̃ (t)], (2.45)

onde

ρ̃ (t) = eiH0t/~ρ (t) e−iH0t/~, H̃int (t) = eiH0t/~Hint (t) e−iH0t/~. (2.46)

Integrando a equação (2.45) e iterando por duas vezes obtemos

ρ̃ (t)− ρ̃ (0) = − i

~

t∫

0

dt′[H̃int (t′) , ρ̃ (0)] (2.47)

− 1

~2

t∫

0

dt′
t′∫

0

dt′′[H̃int (t′) , [H̃int (t′′) ,ρ̃ (0)]] +O3
(
H̃int

)
.

Podemos desconsiderar os termos de interação de terceira ordem, O3
(
H̃int

)
, devido ao

alto fator de qualidade das cavidades.

Se em t = 0 o sistema for preparado no estado ρS (0) e o ambiente estiver em equiĺıbrio

térmico, teremos

ρ (0) = ρS (0)⊗ ρR (0) , (2.48)

onde

ρR (0) =
1

Z

∏

k

exp
(
−β~ωkc

†
kck

)
, (2.49)

Z =
∏

k

∞∑
n=0

exp (−β~ωkn) , β = (kBT )−1 ,

kB é a constante de Boltzmann, T é a temperatura, Z a função de partição, e n̄k o número

médio de excitações de freqüência ωk:

n̄k =
1

exp (β~ωk)− 1
. (2.50)

Substituindo a equação (2.48) em (2.47) e tomando o traço parcial nos graus de liber-

dade do ambiente obtemos
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ρ̃S (t)− ρ̃S (0) =

t∫

0

dt′
t′∫

0

dτ

2∑
i,j=1





−
(
γij (τ) ei(ωj−ωi)t

′
aia

†
j ρ̃S (0)

)

+
(
γij (τ) ei(ωj−ωi)t

′
a†j ρ̃S (0) ai

)

−
(
Γij (τ) ei(ωj−ωi)t

′
ρ̃S (0) a†jai

)

+
(
Γij (τ) ei(ωj−ωi)t

′
aiρ̃S (0) a†j

)





+ HC, (2.51)

onde

γij (τ) = e−iωjτ
∑

k

αikα
∗
jkn̄ke

iωkτ , (2.52)

Γij (τ) = e−iωjτ
∑

k

αikα
∗
jk (n̄k + 1) eiωkτ .

Utilizamos os estado de Fock no traço e definimos τ = t′ − t′′. Os coeficientes γij (τ) e

Γij (τ) decaem rapidamente com o aumento de τ , portanto podemos mudar os limites de

interação sem provocar grandes alterações no resultado final:

ρ̃S (t)− ρ̃S (0) =
2∑

i,j=1






 +Zij

(
aiρ̃S (0) a†j − ρ̃S (0) a†jai

)

+zij

(
a†j ρ̃S (0) ai − aia

†
j ρ̃S (0)

)



(
t∫
0

dt′ei(ωj−ωi)t
′
) 


 + HC,

(2.53)

onde

zij =
∑

k

αikα
∗
jkn̄k

τc∫

0

dτei(ωk−ωj)τ , (2.54)

Zij =
∑

k

αikα
∗
jk (n̄k + 1)

τc∫

0

dτei(ωk−ωj)τ ,

e τc é o tempo no qual γij (τ) e Γij (τ) possuem valores relevantes [30].

Diferenciando os dois lados da equação (2.53) e iterando obtemos

d

dt
ρ̃S (t) =

2∑
i,j=1

{(
Zijaiρ̃S (t) a†j − Zij ρ̃S (t) a†jai

+zija
†
j ρ̃S (t) ai − zijaia

†
j ρ̃S (t)

)
ei(ωj−ωi)t

}
+ HC, (2.55)

desconsideramos os termos de segunda ordem em Zij e zij, pois são termos de quarta

ordem em H̃int (termos de terceira ordem em H̃int foram desconsiderados anteriormente

na equação (2.47)).
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Através da relação,

d

dt
ρ̃S (t) = e

i
~HSt

{
i

~
[HS, ρS (t)] +

d

dt
ρS (t)

}
e−

i
~HSt, (2.56)

podemos escrever a equação mestra na representação de Schrödinger:

d

dt
ρS (t) =

2∑
i,j=1

{ (
ZijaiρS (t) a†j − ZijρS (t) a†jai

+zija
†
jρS (t) ai − zijaia

†
jρS (t)

)
+ HC

}
− i

~
[HS, ρS (t)] . (2.57)

Definindo

z =

(
z11 z12

z21 z22

)
, (2.58)

Z =

(
Z11 Z12

Z21 Z22

)
,

podemos escrever (2.57) na forma matricial,

d

dt
ρS (t) =





(
a1 a2

)
ρS (t)Z

(
a†1
a†2

)
− ρS (t)

(
a†1 a†2

)
ZT

(
a1

a2

)

+
(

a†1 a†2
)

ρS (t) zT

(
a1

a2

)
− (

a1 a2

)
z

(
a†1
a†2

)
ρS (t)

+ HC





− i

~
[HS, ρS (t)] .

Utilizando as equações (2.41) e (2.42) podemos retornar aos modos originais Ma e Mb:

d

dt
ρS (t) =





(
a b

)
ρS (t)S

(
a†

b†

)
− ρS (t)

(
a† b†

)
ST

(
a

b

)

+
(

a† b†
)
ρS (t) sT

(
a

b

)
− (

a b
)
s

(
a†

b†

)
ρS (t)

+ HC





− i

~
[HS, ρS (t)] , (2.59)

onde

s = MTzM =

(
zaa zab

zba zbb

)
, (2.60)

S = MTZM =

(
Zaa Zab

Zba Zbb

)
.



2.2. Dedução da Equação Mestra para Dois Osciladores com Temperatura não Nula 21

As constantes zaa, zab, zba, zbb, Zaa, Zab, Zba e Zbb são os parâmetros relevantes para a

descrição macroscópica da ação do ambiente sobre o sistema de interesse e tem a forma:

zaa =
∑

k

n̄k (αkα
∗
kηk + αkβ

∗
kνk) , zab =

∑

k

n̄k (αkα
∗
kνk + αkβ

∗
kµk) , (2.61)

zba =
∑

k

n̄k (βkα
∗
kηk + βkβ

∗
kνk) , zbb =

∑

k

n̄k (βkα
∗
kνk + βkβ

∗
kµk) ,

Zaa =
∑

k

(n̄k + 1) (αkα
∗
kηk + αkβ

∗
kνk) , Zab =

∑

k

(n̄k + 1) (αkα
∗
kνk + αkβ

∗
kµk) ,

Zba =
∑

k

(n̄k + 1) (βkα
∗
kηk + βkβ

∗
kνk) , Zbb =

∑

k

(n̄k + 1) (βkα
∗
kνk + βkβ

∗
kµk) ,

onde

ηk = ξk1 cos2 θ + ξk2 sin2 θ, (2.62)

µk = ξk2 cos2 θ + ξk1 sin2 θ,

νk = (ξk1 − ξk2) sin θ cos θ,

ξki =

τc∫

0

dτei(ωk−ωi)τ .

Devido a forma de ξki, os modos do ambiente que contribuem efetivamente para o acopla-

mento são aqueles que possuem freqüências próximas de ω1 e ω2.

O papel dos coeficientes macroscópicos se torna mais evidente se escrevermos (2.59)

na forma
d

dt
ρS (t) = LρS (t) , (2.63)
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onde

L = Kaa

(
2a • a† − •a†a− a†a•) + Kbb

(
2b • b† − •b†b− b†b•) (2.64)

+Kab

(
a • b† + b • a† − •b†a− a†b•) + Kba

(
b • a† + a • b† − •a†b− b†a•)

+kaa

(
2a† • a− aa† • − • aa†

)
+ kbb

(
2b† • b− bb† • − • bb†

)

+kab

(
b† • a + a† • b− ab†• − •ba†

)
+ kba

(
a† • b + b† • a− ba†• − •ab†)

+i

(
Wab −Wba

2

) (
a • b† − b • a† − •b†a + a†b•)

+i

(
Wba −Wab

2

) (
b • a† − a • b† − •a†b + b†a•)

+i

(
wab − wba

2

) (
b† • a− a† • b− ab†•+ •ba†

)

+i

(
wba − wab

2

) (
a† • b− b† • a− ba†•+ •ab†)

− i

~
[H′

S, •] ,

H′
S = ~Ωaa

†a + ~Ωbb
†b + ~G

(
a†b + b†a

)
(2.65)

Ωx = ωx + wxx −Wxx,

G = g +
(wab + wba)

2
− (Wab + Wba)

2
,

kxy = Re{zxy}, wxy = Im{zxy},
Kxy = Re{Zxy}, Wxy = Im{Zxy},

(x e y = a ou b). L é o Liouviliano. Os parâmetros Kaa e Kbb são as constantes de

dissipação dos modos Ma e Mb; os coeficientes kaa e kbb são as constantes de difusão

para estes modos. Os parâmetros Kab, Kba, kab, kba, i (Wab −Wba) /2 e i (wab − wba) /2

podem ser relacionados com um canal de comunicação entre os modos Ma e Mb. Waa,

Wbb, waa e wbb são responsáveis por alterações nas freqüências dos modos; os parâmetros

(Wab + Wba) /2 e (wab + wba) /2 alteram o acoplamento unitário entre Ma e Mb.



Caṕıtulo 3

Processo de medição em sistemas de

cavidades de microondas

Interações entre átomos de dois ńıveis e modos de campo em cavidades com alto fa-

tor de qualidade, são usadas na observação experimental de fenômenos fundamentais em

mecânica quântica. Em experimentos deste tipo, átomos de Rydberg atravessam monta-

gens constitúıdas por zonas de Ramsey e cavidades supercondutoras com o objetivo de

preparar estados de campo nas cavidades, bem como de investigar suas caracteŕısticas.

Para atingir tais objetivos os átomos de Rydberg são analisados, ao final de sua trajetória,

por detectores de ionização projetados para discriminar ńıveis atômicos de energia.

Em tais detectores, a presença de um campo elétrico que varia espacialmente per-

mite a identificação de zonas de ionização, que são utilizadas na discriminação dos ńıveis

atômicos de energia. Na primeira zona de ionização o campo estático tem baixa intensi-

dade, portanto átomos ionizados nesta região são identificados com ńıvel de energia mais

excitado e. Entretanto, na segunda zona de ionização o campo estático tem maior inten-

sidade, portanto átomos ionizados nesta região são identificados com ńıvel de energia g.

Devido ao fato de que as zonas de ionização são bem definidas espacialmente, podemos

trata-las como detectores De e Dg posicionados como na figura 3.1.

A informação de que a ionização aconteceu em um dos detectores é fornecida pelas

eletro-multiplicadoras, que registram a presença do elétron livre gerado durante o pro-

cesso de ionização. Entretanto, no modelo apresentando nesta seção, consideramos que a

ionização do átomo dentro dos detectores desencadeia um processo que gera inevitavel-

mente um sinal clássico. Portanto, através deste modelo, concentramos nossa atenção nas

imperfeições do processo de medição relacionadas com a descrição quântica da interação

entre campo estático e átomos.

A descrição do processo de medição pode ser dividida em duas etapas. Inicialmente

uma evolução temporal unitária representando a interação entre o campo estático nos

23



3.1. Detectores Ineficientes 24

Figura 3.1: Montagem padrão em experimentos de Eletrodinâmica Quântica de Cavi-
dades, onde os átomos preparados em O cruzam as zonas de Ramsey R1 e R2 (alimentadas
pela fonte S

′
), a cavidade de alto fator de qualidade C (alimentada pela fonte S) e são

analisados pelos detectores De e Dg

detectores e o átomo de dois ńıveis. Tal evolução acontece até o momento em que um

sinal clássico é gerado. Um clique no detector anuncia que a ionização aconteceu, con-

seqüentemente, a ausência de clique indica que o estado de energia atômico ainda pertence

ao subespaço de ńıveis discretos. O sinal clássico gerado dá ińıcio à segunda etapa da

evolução do sistema.

Neste trabalho 1 modelamos dois tipos de detectores: detectores ineficientes e detec-

tores que fazem contagens erradas. A forma do hamiltoniano que modela a interação

do campo estático com o átomo de dois ńıveis é espećıfica para cada tipo de detector.

Separamos o trabalho em duas seções onde serão discutidos os modelos para cada tipo de

detector e exemplos de aplicação. Comecemos pelos detectores ineficientes.

3.1 Detectores Ineficientes

O hamiltoniano que descreve a interação entre o átomo de dois ńıveis e o campo eletro-

magnético no detector ineficiente De tem a forma:

H1e = εe|e〉〈e|+ εg|g〉〈g|+
∫

dkεk|k〉〈k|+ ve

∫
dk(|e〉〈k|+ |k〉〈e|). (3.1)

O primeiro e o segundo termo no hamiltoniano representam os dois ńıveis discretos |e〉
e |g〉, com energias εe e εg (onde εe > εg). O terceiro termo simboliza o espectro continuum

e o último o acoplamento entre o ńıvel discreto |e〉 com o continuum. A intensidade deste

1Publicado em [31]
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acoplamento é dada pela constante ve (que consideramos independente de k). O termo de

acoplamento é responsável pela ionização do átomo e está intimamente ligado à presença

do campo estático no detector.

Podemos definir a eficiência de De como a probabilidade de clique devido a interação

do detector com um átomo preparado em |e〉. O cálculo desta probabilidade segue por

uma evolução unitária, governada por H1e

|ψ(t)〉 = e−iH1et/~|e〉 =

∫
dµ〈ψe

µ|e〉e−iεe
µt/~|ψe

µ〉 (3.2)

onde {|ψe
µ〉} é o conjunto de autovetores de H1e e εe

µ são os autovalores correspondentes.

Os coeficientes 〈ψe
µ|e〉 e 〈ψe

µ|k〉 tem a forma [30]:

〈ψe
µ|e〉 =

1[
1 +

∑
k′

(
ve

εe
µ−ε

k
′

)2
]1/2

(3.3)

〈ψe
µ|k〉 =

ve/(ε
e
µ − εk)[

1 +
∑

k
′

(
ve

εe
µ−ε

k
′

)2
]1/2

. (3.4)

Calculando a probabilidade de ionização através da regra de Born obtemos:

pe =

∫
dk|〈k|ψ(t)〉|2

=

∫
dk

∣∣∣∣
∫

dµ〈ψe
µ|e〉|〈k|ψe

µ〉e−iεe
µt/~

∣∣∣∣
2

. (3.5)

O detector De possui eficiência limitada se pe < 1. Em tais detectores, a probabilidade

de que um átomo preparado em e não ser detectado por De pode ser calculada

〈e|ψ(t)〉|2 + |〈g|ψ(t)〉|2 =

∣∣∣∣∣
∑

µ

e−iεµt/~|〈ψe
µ|e〉|2

∣∣∣∣∣

2

= 1− pe, (3.6)

desenvolvendo esta expressão podemos escrever a probabilidade de falha de De como

1− pi = e−Γ|t| (3.7)

onde Γ é a taxa de transição entre ńıvel discreto e o continuum, calculada a partir da

regra áurea. Esta expressão indica que quanto maior é o intervalo de tempo de interação

entre átomo e campo estático menor é a probabilidade de falha do detector.

Através do mesmo procedimento utilizado para a definição de pe podemos definir pg

(eficiência de Dg).
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3.1.1 Aplicação em Eletrodinâmica quântica de cavidades

Como exemplo de aplicação do modelo, estudaremos as interações entre átomo e detectores

em um contexto de eletrodinâmica quântica de cavidades. Suponhamos que no instante

imediatamente anterior à interação do átomo com os detectores, o operador de estado do

sistema composto por um átomo de dois ńıveis e um modo de campo em uma cavidade

tenha a forma:

ρAC(0) = ρee|e〉〈e|+ ρeg|e〉〈g|+ ρge|g〉〈e|+ ρgg|g〉〈g| . (3.8)

Os śımbolos ρee, ρeg, ρge e ρgg são operadores no subsistema do campo nas cavidades.

A interação entre átomo e o primeiro detector (De) pode ser dividida em duas etapas.

Primeiramente, uma evolução unitária governada pelo hamiltoniano H1e, mostrado na

equação (3.1), durante o intervalo de tempo t1. O operador de estado do sistema átomo-

campo na cavidade, após esta etapa, tem a forma

ρAC(t1) = e−iH1et1/~ρAC(0)eiH1et1/~. (3.9)

A segunda etapa tem ińıcio com a geração de um sinal clássico no tempo t1. Se este

sinal for um clique em De, saberemos que o átomo foi ionizado neste detector, portanto

ρAC(t1) deve ser projetado no subespaço {|k〉}. Entretanto, se De não clicar saberemos

que o átomo não foi ionizado, assim a projeção deve ser feita no subespaço de ńıveis

discretos {|e〉, |g〉}. O valor máximo que t1 pode assumir é t′1 que representa o tempo

necessário para que o átomo atravesse completamente o detector De. Conseqüentemente,

até o instante de tempo t′1, um sinal clássico será gerado. Tal informação representa um

papel importante na evolução de ρAC . Sabemos que antes da interação do átomo com Dg,

o operador de estado ρAC(t1) deverá ser projetado em um subespaço apropriado.

Podemos calcular a probabilidade de clique em De

pclickDe =

∫
dkTr (|k〉〈k|ρAC(t1)) =

∫
dkTr

(|k〉〈k|ρeee
−iH1et1/~|e〉〈e|eiH1et1/~) . (3.10)

utilizando a definição (3.5), podemos escrever

pclickDe = peTrC(ρee) , (3.11)

onde TrC é o traço parcial no subespaço do campo na cavidade. A expressão (3.10) pode

ser interpretada como o produto entre a eficiência de De (pe) e a probabilidade de clique

em um detector perfeito durante investigação do estado ρAC(0) (TrC(ρee)).

A probabilidade de De não clicar é:

pnon−clickDe = Tr [(|e〉〈e|+ |g〉〈g|) ρAC(t1)] = TrC(ρee) + TrC(ρgg)− peTrC(ρee) . (3.12)
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A partir da normalização de ρAC(0), TrC(ρee) + TrC(ρgg) = 1, podemos escrever

pnon−clickDe = 1− peTrC(ρee) . (3.13)

Após o não clique em De o estado do sistema átomo-modo de campo na cavidade tem

a forma:

ρnon−click(t1) =
(|e〉〈e|+ |g〉〈g|) ρAC(t1) (|e〉〈e|+ |g〉〈g|)

N
(3.14)

=
ρgg|g〉〈g|+ ρee(1− pe)|e〉〈e|+ (ρege

iεgt1/~ ∫
dµe−iεµt1/~|〈ψµ|e〉|2|e〉〈g|+ h.c.)

N
,

onde N = 1 − peTrcρee. Notemos que em detectores perfeitos (pe = 1), o operador de

estado reduzido do átomo pode ser escrito como ρgg|g〉〈g|. Este resultado confirma às

expectativas, pois sabemos que, para detectores perfeitos o não clique em De acarretaria

na projeção |g〉〈g|ρAC(0)|g〉〈g|.
Quando o átomo não é ionizado em De, ele continua sua jornada, sendo submetido à

interação com Dg. Consideremos t2 como o tempo da interação entre o átomo e o campo

eletromagnético em Dg. A evolução temporal que modela tal dinâmica pode ser descrita

por:

ρAC(t2) = e−iH1g(t2−t1)~ρnon−click(t1)e
iH1g(t2−t1)~ . (3.15)

Assim, a probabilidade de clique em Dg é

pclickDg =
pgTrC(ρgg)

1− peTrC(ρee)
, (3.16)

Notemos que esta probabilidade depende da eficiência do primeiro detector (pe). Exam-

inemos alguns limites: Para pe = 0, a situação é equivalente a que o primeiro detector

está ausente, portanto o átomo interage apenas com Dg e a probabilidade de clique é

pgTrC(ρgg), como esperado. Se pe = 1, De é um detector perfeito, sabemos que um átomo

que atravessa De sem ser detectado é preparado em |g〉, e a probabilidade de clique é igual

a eficiência de Dg (pg). Quando ambos são detectores perfeitos (pe = pg = 1), pclickDg = 1

pois o segundo detector não perderia um átomo preparado em |g〉.
Uma análise mais completa de pclickDg para diferentes ρAC(0) pode ser seita através da

Figura 3.2. O comportamento das curvas associadas à TrC(ρgg) = 0.5 e TrC(ρgg) = 0.01

reflete o fato de que o não clique em um um detector De muito eficiente (pe ≈ 1) aumenta a

probabilidade pclickDg , mesmo quando o átomo é praticamente preparado no estado |e〉〈e|
(TrC(ρgg) = 0.01). Entretanto, se o átomo é praticamente preparado no estado |g〉〈g|
(TrC(ρgg) = 0.99), pe não afeta pclickDg .

A probabilidade de Dg não clicar é

1− pclickDg =
1− peTrCρee − pgTrCρgg

1− peTrCρee

(3.17)
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Figura 3.2: Influência da eficiência de De na probabilidade “normalizada”de click em Dg

(pclickDg/pg), para diferentes valores de TrC(ρgg). A eficiência de Dg apenas impõe um
limite para o valor máximo de pclickDg mas não modifica seu comportamento como função
de pe.

Quando o átomo atravessa ambos detectores sem ser ionizado, o estado reduzido do campo

nas cavidades assume a forma:

ρ′C =
TrA [(|e〉〈e|+ |g〉〈g|) ρAC(t2 − t1) (|e〉〈e|+ |g〉〈g|)]
Tr [(|e〉〈e|+ |g〉〈g|) ρAC(t2 − t1) (|e〉〈e|+ |g〉〈g|)] . (3.18)

Onde, TrA é o traço no subsistema de variáveis atômicas. Através da definição (3.5)

podemos escrever:

ρ′C =
(1− pe)ρee + (1− pg)ρgg

1− peTrC(ρee)− pgTrC(ρgg)
. (3.19)

Este resultado esta de acordo com [32], onde os autores fazem uso de argumentos es-

tat́ısticos para escrever a expressão (3.19).

3.2 Detectores que fazem contagens erradas

Apresentaremos nesta seção uma extensão do modelo para detectores ineficientes que

permite a inclusão de falsas contagens. O hamiltoniano que descreve a interação entre
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um átomo de dois ńıveis e o detector De tem a forma (O hamiltoniano relacionado ao

detector Dg pode ser obtido a partir da substituição do ı́ndice e por g):

H2e = εe|e〉〈e|+ εg|g〉〈g|+
∫

dkεk|k〉〈k| (3.20)

+ we

∫
dk(|e〉〈k|+ |k〉〈e|) + wg

∫
dk(|g〉〈k|+ |k〉〈g|) ,

onde we e wg são constantes reais. O segundo termo de interação (o último da equação

3.20) permite o acoplamento entre o ńıvel de energia |g〉 e o continuum, portanto, este é

responsável por detecções erradas. O primeiro termo de acoplamento é responsável por

contagens corretas.

Com o objetivo de simplificar a notação, definimos os coeficientes complexos:

qe
a,b =

∫
dηe−iεe

ηt/~〈φe
η|a〉〈b|φe

η〉 , (3.21)

onde {|φe
η〉} e {εe

η} são, respectivamente, conjuntos de autovalores e autovetores de H2e.

Os ı́ndices a e b representam autovetores de ńıveis discretos e do continuum. As formas

espĺıcitas para os coeficientes do integrando e discussões relativas à eles estão apresentadas

no apêndice A. A notação segue a forma em que: os ı́ndices superiores indicam em qual

zona de detecção o átomo está atravessando. Os dois indices inferiores, a e b, representam,

respectivamente, o estado atômico anterior e posterior à interação com os detectores.

Notemos que
∫

dk|qe
e,k|2 é a probabilidade de que um átomo preparado em |e〉 seja

ionizado no detector De, tal probabilidade pode ser interpretada como a eficiência de De.

A integral
∫

dk|qe
g,k|2 é a probabilidade de um átomo preparado em |g〉 ser ionizado em

De, e portanto a probabilidade de falsa detecção.

Podemos perceber em (3.20), que a evolução unitária do sistema permite um acopla-

mento indireto entre os dois ńıveis discretos. O termo |qe
e,g|2 é a probabilidade de transição

entre os ńıveis discretos mediada pelo continuum. E |qe
e,e|2 (|qe

g,g|2) é a probabilidade de

que um átomo preparado em |e〉 (|g〉) interaja com o campo eletromagnético em De e

permaneça no mesmo ńıvel. Podemos também notar que
∫

dk|qg
e,k|2 (

∫
dk|qg

g,k|2) é a prob-

abilidade de que um átomo preparado em |e〉 (|g〉) ser ionizado em Dg.

3.2.1 Aplicação em Eletrodinâmica Quântica de Cavidades

O processo de interação entre átomo e detectores que fazem contagens erradas, como foi

feito para detectores ineficientes, pode ser dividido em duas etapas: primeiramente, uma

evolução unitária do operador de estado inicial, governada por H2e (H2g) onde H2e (H2g)

tem a forma mostrada na equação (3.20), seguida por uma projeção em um subespaço

adequado, representando a informação clássica, clique ou não clique, dos detectores.
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Partindo do operador de estado mostrado na equação (3.8), e das definições apresen-

tadas em (3.21), a probabilidade de clique em De pode ser calculada:

pclickDe =

∫
dk|qe

e,k|2TrC(ρee) +

∫
dk|qe

g,k|2TrC(ρgg) +

(∫
dkqe∗

e,kq
e
g,kTrC(ρeg) + h.c.

)
.

(3.22)

Esta expressão indica que pclickDe é senśıvel aos termos de interferência (ρeg) e (ρge).

Calculando pclickDe para o estado inicial ρAC(0) = ρee|e〉〈e|+ ρgg|g〉〈g|, obtém-se um valor

diferente daquele apresentado em (3.22). Entretanto, tal fato não ocorre se substituirmos

os detectores que fazem contagens erradas por detectores perfeitos ou ineficientes. O valor

calculado para a probabilidade seria o mesmo para os dois estados iniciais diferentes.

Para comparar as modificações provocadas no estado do campo na cavidade pela

interação com os detectores ineficientes e que fazem contagens erradas, calculamos a

fidelidade em diferentes operadores de estado. A fidelidade entre operadores de estado ρA

e ρB mede o “overlap”entre eles e é dada por

F (ρA, ρB) =

(
Tr

√
ρ

1/2
A ρBρ

1/2
A

)2

. (3.23)

Primeiramente, calculemos a fidelidade entre o operador de estado ρe
A (que descreve o

sistema após a ionização atômica no detector De ineficiente), e ρe
B (que descreve o sistema

após a ionização atômica no detector De que faz contagens erradas). Por simplicidade,

consideremos que o sistema átomo-modo de campo na cavidade tem seu estado inicial

(estado imediatamente anterior à interação com os detectores) dado por:

ρAC(0) =
1

2
(|e, 0〉〈e, 0|+ |e, 0〉〈g, 1|+ |g, 1〉〈e, 0|+ |g, 1〉〈g, 1|) . (3.24)

Após a evolução unitária e a projeção no subespaço continuum, ρe
A e ρe

B tem a forma:

ρe
A =|0〉〈0| , (3.25a)

ρe
B =

∫
dk

(|qe
e,k|2|0〉〈0|+ |qe

g,k|2|1〉〈1|+ qe∗
g,kq

e
e,k|1〉〈0|+ qe∗

e,kq
e
g,k|0〉〈1|

)
∫

dk
(|qe

e,k|2 + |qe
g,k|2

) , (3.25b)

e a fidelidade

F (ρe
A, ρe

B) =

∫
dk|qe

e,k|2∫
dk

(|qe
e,k|2 + |qe

g,k|2
) . (3.26)

Notemos que se a probabilidade de detecções erradas tende a zero, (
∫

dk|qe
g,k|2 → 0), a

fidelidade tende a um, F (ρe
A, ρe

B) → 1, assim ρe
A e ρe

B tornam-se idênticos.

Podemos calcular também a fidelidade entre os operadores de estado ρg
A, que de-

screve o sistema após a ionização atômica no detector Dg, e ρg
B, que descreve o sistema



3.2. Detectores que fazem contagens erradas 31

após a ionização atômica no detector De ineficiente. O calculo segue da seguinte forma.

Primeiramente, uma interação entre átomo e o detector De, modelado por uma evolução

unitária do estado mostrado na equação (3.24) seguida por uma projeção no subespaço

discreto. Finalmente, a interação com o detector Dg, modelada por uma evolução unitária

do operador de estado do sistema após a interação com De, e uma projeção no subespaço

do continuum, o que caracteriza o clique em Dg. Seguindo este procedimento, podemos

calcular a fidelidade

F (ρg
A, ρg

B) =
1

A

∫
dk

(|qe∗
g,g|2|qg∗

g,k|2 + qe∗
g,gq

e
g,eq

g∗
g,kq

g
e,k + qe

g,gq
e∗
g,eq

g
g,kq

g∗
e,k + |qe

g,e|2|qg
e,k|2

)
,

(3.27)

onde

A =

∫
dk

(|qe
g,e|2|qg

g,k|2 + qe∗
g,eq

e
e,eq

g∗
g,kq

g
e,k + qe

g,eq
e∗
e,eq

g
g,kq

g∗
e,k + |qe

e,e|2|qg
e,k|2

)

+

∫
dk

(|qe
g,g|2|qg

g,k|2 + qe∗
g,gq

e
g,eq

g∗
g,kq

g
e,k + qe

g,gq
e∗
g,eq

g
g,kq

g∗
e,k + |qe

g,e|2|qg
e,k|2

)
. (3.28)

Como estamos considerando que qualquer transição dos ńıveis discretos para o contin-

uum gera um sinal clássico, devemos assumir que a probabilidade de acoplamento indireto

entre os ńıveis |e〉 e |g〉 mediado pelo continuum deve ser nula. Portanto, devemos con-

siderar que |qe
g,e|2 = 0 e podemos escrever:

F (ρg
A, ρg

B) =

∫
dk|qe

g,g|2|qg
g,k|2∫

dk
(|qe

g,g|2|qg
g,k|2 + |qe

e,e|2|qg
e,k|2

) . (3.29)

Se a probabilidade de contagens erradas em Dg tender a zero (
∫

dk|qg
e,k|2 → 0) a fidelidade

tenderá a um [F (ρg
A, ρg

B) → 1].

3.2.2 Analise de dados experimentais

Nesta seção utilizaremos o modelo para detectores que fazem contagens erradas na análise

dos dados emṕıricos reportados em [33]. Um estudo mais completo da dinâmica do

sistema, incluindo as interações entre átomos e detectores, permite maior precisão em

previsões de dados emṕıricos. No experimento a ser estudado como modelo [33], o de-

caimento de um único fóton preparado em uma cavidade de microondas foi monitorado.

Neste experimento um par de átomo interage, separadamente, com o modo de campo

eletromagnético armazenado na cavidade. O primeiro átomo é preparado no estado |e〉 e

interage com o modo de campo na cavidade pelo tempo necessário para a realização de

um pulso π, transferindo a excitação para o modo de campo na cavidade. Após o inter-

valo de tempo T , o segundo átomo, preparado em |g〉, interage com o modo de campo
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na cavidade realizando também um pulso π, e portanto absorvendo a excitação emitida

pelo primeiro átomo. Os átomos são submetidos à interação com os detectores de ion-

ização. Os resultados das medições dos ńıveis atômicos de energia, de várias realizações

deste procedimento, são registrados para que seja revelada, em função do tempo T , a

probabilidade condicional Πge = Pge/(Pge + Pgg) de que o segundo átomo seja medido

em e sabendo-se que o primeiro foi medido em g. Nesta expressão, Pge é a probabilidade

de detectar o primeiro átomo em Dg e o segundo em De, e Pgg é a probabilidade de

que ambos sejam detectados em Dg. Sob condições ideais espera-se que a probabilidade

condicional Πge seja igual a um em T = 0. Entretanto, devido a algumas imperfeições

experimentais ressaltadas pelos autores, podemos observar que a curva constrúıda a par-

tir da interpolação de dados emṕıricos, mostrada na Figura 3.3, apresenta um valor de

Πge ≈ 70 quando T = 0.

Figura 3.3: Dados emṕıricos que mostram o decaimento de um fóton armazenado em uma
cavidade de microondas. Figura extráıda de [33]

Aplicaremos o modelo de detectores que fazem contagens erradas para calcular a

probabilidade condicional Πge. Conforme foi destacado em [33], devido a imperfeições

emṕıricas, o estado do sistema átomo-modo de campo na cavidade após a passagem do

primeiro átomo pode ser escrito como:

ρ1 = |α|2|g, 1〉〈g, 1|+ |β|2|e, 0〉〈e, 0|+ (γ|g, 1〉〈e, 0|+ h. c.), (3.30)

onde |α|2 = 0.94 e |β|2 = 0.06.

Seguindo o modelo de detectores que fazem contagens erradas, a probabilidade do
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primeiro átomo ser detectado em Dg é dada por:

p
(1oatom)
clickDg

=

∫
dkTr

(|k〉〈k|e−iH2et2/~ρ′1e
iH2et2/~) , (3.31)

onde

ρ′1 =
1

N

[
(|e〉〈e|+ |g〉〈g|)e−iH2et1/~ρ1e

iH2et1/~(|e〉〈e|+ |g〉〈g|)] . (3.32)

N é a constante de normalização, t1 é o intervalo de tempo em que o átomo interage com

De e t2 é o intervalo de tempo em que o átomo interage com Dg (até ser ionizado).

Desenvolvendo a expressão(3.31), usando as definições (3.21) e assumindo que |qe
e,g|2 =

|qe
g,e|2 = 0 podemos escrever

p
(1o atom)
clickDg

=
|α|2(1− ∫

dk|qe
g,k|2)

∫
dk|qg

g,k|2 + |β|2(1− ∫
dk|qe

e,k|2)
∫

dk|qg
e,k|2

|α|2(1− ∫
dk|qe

g,k|2) + |β|2(1− ∫
dk|qe

e,k|2)
. (3.33)

A detecção do primeiro átomo em Dg reduz o estado do campo eletromagnético na

cavidade para |1〉. Após a passagem do segundo átomo, o estado do sistema átomo-modo

de campo na cavidade tema forma:

ρ2 = |β|2|g, 1〉〈g, 1|+ |α|2|e, 0〉〈e, 0|+ (δ|g, 1〉〈e, 0|+ h. c.). (3.34)

Através de um procedimento similar ao usado na dedução de (3.33), podemos calcular a

probabilidade do segundo átomo ser detectado em Dg (p
(2nd atom)
clickDg

) e em De (p
(2nd atom)
clickDe

):

p
(2o atom)
clickDg

=
|β|2(1− ∫

dk|qe
g,k|2)

∫
dk|qg

g,k|2 + |α|2(1− ∫
dk|qe

e,k|2)
∫

dk|qg
e,k|2

|β|2(1− ∫
dk|qe

g,k|2) + |α|2(1− ∫
dk|qe

e,k|2)
, (3.35)

e

p
(2nd atom)
clickDe

= |β|2
∫

dk|qe
g,k|2 + |α|2

∫
dk|qe

e,k|2. (3.36)

Em [33], os autores informam os valores das eficiências dos detectores (
∫

dk|qe
e,k|2 =∫

dk|qg
g,k|2 = 0.35), da probabilidade de contagens erradas em De (

∫
dk|qe

g,k|2 = 0.13) e

em Dg (
∫

dk|qg
e,k|2 = 0.1). Portanto, o valor calculado para a probabilidade condicional

em T = 0 é

Πge (0) =
Pge

Pge + Pgg

=
p

(1st atom)
clickDg

p
(2nd atom)
clickDe

p
(1st atom)
clickDg

p
(2nd atom)
clickDe

+ p
(1st atom)
clickDg

p
(2nd atom)
clickDg

= 0.738, (3.37)

valor que está razoavelmente proximo ao indicado na curva da figura 3.3.

No caṕıtulo seguinte utilizamos o modelo de detectores ineficientes na análise de uma

proposta experimental para a observação de efeito Zenão Quântico.



Caṕıtulo 4

Efeito Zenão Quântico em sistema de

dois osciladores acoplados

O “Paradoxo Quântico de Zenão”, que foi apresentado (de forma matematicamente rig-

orosa) em 1977 por B. Misra e E. C. G. Sudarshan [34]. Nesta formulação inicial, os

autores mostraram um sistema quântico submetido à uma seqüencia de medições proje-

tivas, tem sua evolução inibida. O caráter paradoxal desta conclusão se torna expĺıcito

quando observamos continuamente o rastro de de uma part́ıcula instável e percebemos seu

decaimento. Nos primórdios de sua formulação o efeito Zenão Quântico foi associado a

dois fatores: decaimento inicialmente quadrático, e postulado de projeção. Posteriormente

tais associações foram desfeitas e o efeito ganhou maior generalidade.

Na década de 90, Itano e colaboradores realizaram a primeira observação emṕırica do

efeito [35]. Neste experimento a inibição de transições entre estados quânticos através

de freqüentes medições foi observada, e o efeito tornou-se tema de fervorosos debates

[36, 37, 38]. O foco principal das discussões era o papel atribúıdo ao postulado de projeção

na descrição do efeito. Novas abordagens foram propostas [36, 37], e a forte associação

entre efeito Zenão e postulado da projeção foi rompida.

Atualmente podemos encontrar na literatura um vasto arranjo temático de publicações

sobre o efeito, que tratam de posśıveis aplicações práticas [39, 40, 41] à discussões teóricas

fundamentais [42, 43, 44, 45]. Recentemente a primeira observação emṕırica de inibição

de decaimento por efeito Zenão Quântico foi reportada em [46].

Apresentamos propostas 1 para observação do Efeito Zenão Quântico em um sistema

bipartite, onde emaranhamento tem um papel essencial para a obtenção do efeito. Con-

sideramos o sistema f́ısico apresentado na montagem experimental proposta em [48], que

consiste em duas cavidades de microondas acopladas por um guia de onda. Duas propostas

conceitualmente diferentes são apresentadas. Na primeira, uma excitação inicialmente na

1Trabalho publicado em [47]

34
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cavidade A pode ser transferida para a cavidade B devido ao acoplamento provocado pelo

guia de onda. Um átomo de dois ńıveis (|e〉, |g〉), ressonante com os modos, que funciona

como ponta-de-prova cruza a cavidade B, por um tempo suficiente para absorver comple-

tamente uma excitação presente, e é detectado por detectores de ionização. Se o ńıvel de

energia atômico detectado for |g〉 a transição quântica entre os modos das cavidades não

ocorreu. A probabilidade de observarmos N eventos com apenas cliques em Dg cresce

com N (para detectores perfeitos).

Na segunda proposta, os átomos ponta-de-prova atravessam a cavidade B mas não

são detectados. A mesma probabilidade final é obtida em ambas no caso ideal. Isso

se deve ao fato de que a átomo é ressonante com os modos de campo, impossibilitando

assim o processo de repopulação,transição de excitação da cavidade B para A, como será

detalhado durante o caṕıtulo.

Investigamos também imperfeições experimentais que podem limitar a realização de

tais propostas. A dissipação do modo de campo eletromagnético nas cavidades provoca o

decaimento exponencial da excitação presente no sistema, apresentamos curvas obtidas a

partir de simulações numéricas que mostram a competição entre o decaimento irreverśıvel

e a manutenção do estado por Efeito Zenão Quântico. O tratamento teórico da dinâmica

dissipativa para o sistema de dois osciladores foi apresentado no caṕıtulo 2.

O aumento do número de medições (interações entre átomos ponta-se-prova e o modo

de campo na cavidade B) N está submetido à diferentes limitações em cada proposta. Na

primeira N é limitado pela ineficiência dos detectores atômicos (a análise de efeitos dissi-

pativos não é necessária nesta proposta pois esta torna-se irrelevante quando comparada

às limitações impostas pelo processo de detecção). Na segunda proposta N é limitado

pela dissipação, pois o tempo total de realização do experimento depende de N .

4.1 Evolução Livre

O hamiltoniano que descreve o sistema de dois modos de campo acoplados tem a forma:

HAB = ωa†a + ωb†b + g(a†b + b†a), (4.1)

onde ω é a freqüência de ressonância dos modos e g a constante de acoplamento entre

eles. Modos de campo eletromagnético podem ser armazenados em cavidades supercon-

dutoras, portanto neste trabalho, trataremos do sistema f́ısico espećıfico formado por

duas cavidades com alto fator de qualidade acopladas. Não discutiremos aqui as dificul-

dades técnicas para a realização do acoplamento entre os modos, propostas experimentais

baseadas em tal arranjo pode ser encontradas em [48].

Consideremos como estado inicial do campo nas cavidades o operador de estado re-

duzido:
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ρC(0) = |1A, 0B〉〈1A, 0B| = |1, 0〉〈1, 0|. (4.2)

A evolução livre de ρC(0) pelo intervalo de tempo T resulta em:

ρC(T ) = |c1(T )|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(T )|2|0, 1〉〈0, 1|+ (c1(T )c∗2(T )|1, 0〉〈0, 1|+ h.c.), (4.3)

onde c1(T ) = cos(gT ) e c2(T ) = sin(gT ). O acoplamento entre as cavidades introduz a

possibilidade de transição do fóton da cavidade A para a B. Notemos que se T = π
2g

o

operador de estado final do campo nas cavidades tem a forma ρC(T ) = |0, 1〉〈0, 1|. Como,

ao longo deste caṕıtulo, estudaremos a possibilidade de inibição da transição do fóton da

cavidade A para a B, a escolha de T = π
2g

é bem adequada e será adotada ao longo do

texto.

Para verificar se tal transição ocorreu durante o intervalo de tempo T , podemos medir

o número de fótons da cavidade B. Se o valor encontrado por esta medição for zero,

sabemos que a transição não ocorreu.

Uma posśıvel estratégia experimental para a realização desta medição é lançar na

cavidade B, no tempo T , um átomo de dois ńıveis (com freqüência de transição ressonante

com a freqüência do modos nas cavidades) preparado no estado |g〉〈g|. Como o objetivo

desta interação é verificar se a transição do fóton da cavidade A para a B aconteceu, o

átomo de dois ńıveis funciona com ponta de prova. A interação entre o átomo e o modo

de campo na cavidade B pode ser descrita pelo modelo Jaynes-Cummings (apresentado

no caṕıtulo 2). Consideraremos inicialmente um acoplamento entre o átomo e o modo de

campo na cavidade B forte o suficiente para que o tempo necessário para a realização de

um pulso π (τπ) seja despreźıvel(posteriormente desconsideraremos tal aproximação). A

interação entre o átomo e o modo de campo na cavidade B resulta em:

ρ
′
(T ) = |c1|2|1, 0, g〉〈1, 0, g|+ |c2|2|0, 0, e〉〈0, 0, e|+ (c1c

∗
2|1, 0, g〉〈0, 0, e|+ h.c.) (4.4)

Portanto, como o estado do sistema átomo-cavidades é um estado completamente

emaranhado, medir o ńıvel atômico de energia corresponde a medir o número de fótons

em cada cavidade.

4.2 Medição de ńıveis atômicos de energia por detec-

tores perfeitos

A medição de ńıveis atômicos de energia é feita por detectores de ionização: De (re-

sponsável por ionizar átomos em |e〉 ) e Dg (responsável por ionizar átomos em |g〉 ).
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Considerando detectores perfeitos, observamos que a probabilidade de que a transição do

fóton de A para B não tenha acontecido é igual à probabilidade de click no detector Dg:

pclickDg = p1,0 = |c1(T )|2, (4.5)

onde p1,0 é a probabilidade de não acontecer a transição do fóton da cavidade A para a

B.

Se lançarmos N átomos separadamente, um a cada intervalo τA,B = T/N , durante o

intervalo de tempo T fixo, podemos monitorar a probabilidade de transição do fóton da

cavidade A para a B. Para descrever a evolução temporal do sistema sob tais condições,

devemos considerar que uma evolução livre (durante o intervalo de tempo τA,B) seguida

por uma interação entre o átomo e o modo de campo na cavidade B acontece por N vezes.

Como foi discutido anteriormente, para detectores de ionização perfeitos a detecção do

estado atômico de energia é equivalente à detecção do número de fótons em cada cavidade.

Em condições idealizadas, podemos imaginar um experimento em que para cada átomo

lançado na cavidade B será registrado posteriormente um click em De ou Dg.

Um click em De confirma que a transição do fóton da cavidade A para a B aconteceu,

e deixa o estado reduzido do campo nas cavidades com a forma |0, 0〉〈0, 0|, como fica claro

no fluxograma 2:

|1, 0〉〈1, 0| (4.6)

⇓ e−iHABτAB

|c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2|0, 1〉〈0, 1|+ (c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0〉〈0, 1|+ h.c.)

⇓ átomo

|c1(τAB)|2|1, 0, g〉〈1, 0, g|+ |c2(τAB)|2|0, 0, e〉〈0, 0, e|+(c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0, g〉〈0, 0, e|+h.c.)

⇓ Declick

|0, 0〉〈0, 0|
Após um click em De as cavidades ficam vazias, assim, nenhum átomo posteriormente

lançado em B apresentará modificações no seu estado de energia. Como os átomos são

2Grande parte das evoluções temporais que serão discutidas ao longo deste caṕıtulo podem ser divi-
didas em N passos, sendo cada um deles composto por várias etapas. Para facilitar a descrição de tais
evoluções utilizaremos fluxogramas, onde as ações que separam as etapas são representadas por sentenças
ou śımbolos matemáticos que caracterizam a ação. Para melhor esclarecer a estrutura dos fluxogramas
explicitaremos cada etapa do fluxograma (4.6). Primeiramente, entre a primeira e a segunda etapa,
e−iHABτAB simboliza a evolução temporal unitária e−iHABτAB |1, 0〉〈1, 0|eiHABτAB . Entre a segunda e a
terceira etapa está representada uma interação entre cavidade B e um átomo de dois ńıveis, como a
descrita pela equação (4.4). Finalmente, entre a terceira e quarta está indicada a informação clássica
gerada pelo detector De. Os próximos fluxogramas seguem a mesma estrutura de (4.6).
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preparados (antes de interagir com a cavidade B) em |g〉 , todos serão detectados por Dg.

Portanto, ao registrar um click em De sabemos que todos os clicks posteriores serão em

Dg.

Podemos selecionar as seqüencias experimentais que não apresentam clicks em De.

Como nesta seção apenas o comportamento de detectores perfeitos é analisado, devemos

ressaltar que as seqüencias experimentais que não apresentam click em De são constitúıdas

por clicks em Dg em todos os passos. O primeiro passo da evolução temporal correspon-

dente a tais seqüencias está representado no fluxograma abaixo:

|1, 0〉〈1, 0| (4.7)

⇓ e−iHABτAB

|c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2|0, 1〉〈0, 1|+ (c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0〉〈0, 1|+ h.c.)

⇓ átomo

|c1(τAB)|2|1, 0, g〉〈1, 0, g|+ |c2(τAB)|2|0, 0, e〉〈0, 0, e|+(c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0, g〉〈0, 0, e|+h.c.)

⇓ Dgclick

|1, 0〉〈1, 0|
A probabilidade de Dg clicar no primeiro passo é igual a |c1(τAB)|2.
Notemos que a última etapa do fluxograma (4.7) mostra que o operador de estado

reduzido do campo nas cavidades foi preparado novamente em |1, 0〉〈1, 0|. Portanto, a

evolução subsequente do sistema será constitúıda por N passos idênticos ao já represen-

tado pelo fluxograma (4.7). Assim, a probabilidade de Dg clicar N vezes é:

p
(N)
clickDg

=
(|c1(τAB)|2)N

. (4.8)

Esta probabilidade é igual à probabilidade (p
(N)
1,0 ) de que não tenha acontecido transição

do fóton da cavidade A para a B após o intervalo de tempo T .

Considerando o limite em que N →∞:

lim
N→∞

p
(N)
1,0 = lim

N→∞
p

(N)
clickDg

= 1. (4.9)

A medição cont́ınua do número de fótons na cavidade B inibe a possibilidade de

transição do fóton da cavidade A para a B. Este é o Efeito Zenão Quântico.
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4.3 Medição de ńıveis atômicos de energia por detec-

tores imperfeitos

Fazendo uso do modelo apresentado no caṕıtulo 3, capaz de descrever a interação entre

campo ionizador e átomos em detectores de ionização, podemos acrescentar os efeitos da

ineficiência intŕınseca dos detectores no sistema estudado na seção anterior.

Consideremos primeiramente uma configuração experimental em que apenas Dg está

presente. Portanto, após a interação com o campo na cavidade B, o átomo será submetido

a uma interação com Dg. Esta interação pode ser descrita pelo hamiltoniano:

Hg = εg|g〉〈g|+ εe|e〉〈e|+
∫

dkεk|k〉〈k|+ v

∫
dk(|g〉〈k|+ |k〉〈g|). (4.10)

A interação entre átomos e Dg acrescenta uma etapa no passo descrito por (4.7), da

evolução temporal. Assim:

|1, 0〉〈1, 0| (4.11)

⇓ e−iHABτAB

|c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2|0, 1〉〈0, 1|+ (c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0〉〈0, 1|+ h.c.)

⇓ átomo

|c1(τAB)|2|1, 0, g〉〈1, 0, g|+ |c2(τAB)|2|0, 0, e〉〈0, 0, e|+(c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0, g〉〈0, 0, e|+h.c.)

⇓ Int.Dg

|c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|
(∫

dµ〈ψµ|g〉e−iεµt|ψµ〉
)(∫

dµ〈g|ψµ〉eiεµt〈ψµ|
)

+|c2(τAB)|2|0, 0, e〉〈0, 0, e|+ (c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0〉
(∫

dµ〈ψµ|g〉e−iεµt|ψµ〉
)
〈0, 0, e|+ h.c.)

⇓ Dgclick

|1, 0〉〈1, 0|
A probabilidade de Dg clicar pode ser calculada:

pclickDg =

∫
dkTr (|k〉〈k|ρg) , (4.12)

onde
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ρg = |c1|2|1, 0〉〈1, 0|
(∫

dµ〈ψµ|g〉e−iεµt|ψµ〉
)(∫

dµ〈g|ψµ〉eiεµt〈ψµ|
)

+ |c2|2|0, 0, e〉〈0, 0, e|+ (c1c
∗
2|1, 0〉

(∫
dµ〈ψµ|g〉e−iεµt|ψµ〉

)
〈0, 0, e|+ h.c.).(4.13)

Através da definição da eficiência de Dg

pg =

∫
dk

∣∣∣∣
∫

dµ〈ψµ|g〉|〈k|ψµ〉e−iεµt/~
∣∣∣∣
2

, (4.14)

podemos escrever a probabilidade de Dg clicar no primeiro passo como:

pclickDg =
(|c1(τAB)|2pg

)
. (4.15)

Podemos notar que, como no fluxograma (4.7), a última etapa de (4.11) mostra que

o operador de estado reduzido do campo nas cavidades foi preparado novamente em

|1, 0〉〈1, 0|. Assim, todos os passos posteriores serão idênticos e a probabilidade de Dg

clicar N vezes é:

p
(N)
clickDg

=
(|c1(τAB)|2pg

)N
. (4.16)

No limite N →∞:

lim
N→∞

p
(N)
clickDg

= 0. (4.17)

A figura 4.1 retrata a probabilidade de clicks consecutivos em Dg em função do número

de interações intermediárias. Cada curva está associada a um valor de eficiência de Dg.

Podemos perceber que para pg = 1 (detector perfeito) o efeito Zenão (inibição da transição

do fóton da cavidade A para a B) pode ser observado. O mesmo não acontece para

eficiências menores do que 1. A completa identificação da probabilidade de clicks em Dg

com a probabilidade de não ocorrer a transição do fóton da cavidade A para a B não é

posśıvel com detectores ineficientes (pg < 1).

Através da figura 4.1, podemos concluir que fazendo uso deste aparato ineficiente é

imposśıvel verificar a permanência do fóton na cavidade A em cada passo, pois a prob-

abilidade de observarmos uma seqüencia de experimentos com N clicks em Dg tende a

zero com o aumento do número de átomos.

É importante destacar que não podemos inferir, a partir da figura 4.1, a ausência do

efeito Zenão na montagem experimental com detectores ineficientes. A retenção do fóton

na cavidade A está relacionada com a interação entre átomos e os modos de campo nas

cavidades (como será discutido em detalhes na seção seguinte) e independe das eficiências



4.3. Medição de ńıveis atômicos de energia por detectores imperfeitos 41

Figura 4.1: As curvas mostram as probabilidades de clicks consecutivos em Dg em função
de N . Em todas as curvas T = π

2g
. Na curva cont́ınua pg = 1, na curva pontilhada

(intermediária) pg = 0, 9 e na curva tracejada (inferior) pg = 0, 5.

dos detectores de ionização, que impõem limites à possibilidade de observação do efeito

com medições intermediárias.

Podemos buscar uma estratégia alternativa para a observação do efeito Zenão com

medições intermediárias, através de uma montagem experimental em que apenas o detec-

tor De está presente.

Como foi observado anteriormente, um click em De provoca a redução do estado do

campo nas cavidades para |0, 0〉〈0, 0|. Portanto, para observar o efeito Zenão devemos

investigar as seqüencias de realizações do experimento que não apresentam clicks em De.

O primeiro passo desta seqüencia pode ser representado por:

|1, 0〉〈1, 0| (4.18)

⇓ e−iHABτAB

|c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2|0, 1〉〈0, 1|+ (c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0〉〈0, 1|+ h.c.)

⇓ átomo

|c1(τAB)|2|1, 0, g〉〈1, 0, g|+ |c2(τAB)|2|0, 0, e〉〈0, 0, e|+(c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0, g〉〈0, 0, e|+h.c.)
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⇓ Int.De

|c2(τAB)|2|0, 0〉〈0, 0|
(∫

dµ〈ψµ|e〉e−iεµt|ψµ〉
)(∫

dµ〈e|ψµ〉eiεµt〈ψµ|
)

+|c1(τAB)|2|1, 0, g〉〈1, 0, g|+ (c2c
∗
1|0, 0〉

(∫
dµ〈ψµ|e〉e−iεµt|ψµ〉

)
〈1, 0, g|+ h.c.)

⇓ Deñclick

|c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2(1− pe)|0, 0〉〈0, 0|
|c1(τAB)|2 + |c2(τAB)|2(1− pe)

Notemos que o estado final do fluxograma (4.18) é um estado de mistura estat́ıstica.

O passo seguinte da evolução terá como estado inicial esta mistura, e como estado final:

(|c1(τAB)|2)2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2(1− pe)(1 + |c1(τAB)|2)|0, 0〉〈0, 0|
(|c1(τAB)|2)2 + |c2(τAB)|2(1− pe)(1 + |c1(τAB)|2) . (4.19)

Podemos perceber que todos os passos da evolução temporal apresentarão estados

finais diferentes, mas todos serão misturas entre |1, 0〉〈1, 0| e |0, 0〉〈0, 0|. Sabemos que a

parte da mistura associada a |0, 0〉〈0, 0| não evolui no tempo, portanto, apenas a parte da

mistura associada a |1, 0〉〈1, 0| é responsável por alterações no estado. As alterações em

|1, 0〉〈1, 0| são iguais em todos os passo, e podem ser resumidas por:

|1, 0〉〈1, 0| −→ |c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2(1− pe)|0, 0〉〈0, 0|. (4.20)

Portanto, para obter o estado reduzido do campo nas cavidades (ρ
(N)
C ) após o N-ésimo

não click em De podemos fazer a substituição (4.20) no estado ρ
(N−1)
C e normalizar. Assim:

ρ
(N)
C =

(|c1(τAB)|2)N |1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2(1− pe)(
∑N

k=1 |c1(τAB)|k−1)|0, 0〉〈0, 0|
(|c1(τAB)|2)N + |c2(τAB)|2(1− pe)(

∑N
k=1 |c1(τAB)|k−1)

. (4.21)

A probabilidade de De não clicar em cada passo pode ser calculada por

p
(N)
ñclickDe

=

∫
dkTr

[
(|g〉〈g|+ |e〉〈e|)ρ(N)

e

]
, (4.22)

onde ρ
(N)
e representa o estado do sistema no N-ésimo passo e na etapa imediatamente

posterior a interação do átomo com De. O operador ρ
(N)
e pode ser calculado a partir de

ρ
(N−1)
C (estado inicial do N -ésimo passo).

A probabilidade de N não clicks consecutivos pode ser escrita como o produto:

P
(N)
ñclickDe

= p
(1)
ñclickDe

.p
(2)
ñclickDe

.p
(3)
ñclickDe

...p
(N)
ñclickDe

=
N∏

k=1

p
(k)
ñclickDe

. (4.23)
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Figura 4.2: As curvas mostram as probabilidades de não clicks consecutivos em De em
função de N . Em todas as curvas T = π

2g
. Na curva cont́ınua pg = 1, na curva pontilhada

(intermediária) pg = 0, 8 e na curva tracejada pg = 0, 5.

Na figura 4.2 podemos observar curvas da probabilidade de não clicks em De. Cada

curva corresponde a um valor de pe. Notemos que todas as curvas tendem a 1 quando N →
∞, e que quanto mais ineficiente é o detector mais rapidamente a curva correspondente

a ele tende a 1.

A constatação emṕırica de que com o aumento do número de átomos, no intervalo

T , aumenta a probabilidade de serem observadas seqüências sem clicks em De, deve ser

considerada como um ind́ıcio de que o efeito de retenção do fóton na cavidade A esta

presente. No entanto o objetivo de verificar, em todos os N passos, se a transição do fóton

da cavidade A para a B ocorreu não pode ser alcançado completamente com detectores

ineficientes.

4.4 Proposta experimental sem medições intermediárias

As propostas experimentais descritas nas seções anteriores, tem como objetivo monitorar,

através de N medições intermediárias, a ocorrência da transição do fóton da cavidade

A para a B. Por isso descrevemos evoluções temporais em seqüencias experimentais se-

lecionadas, que exibiam um determinado padrão de resposta dos detectores. Estudamos

seqüencias experimentais com clicks consecutivos em Dg e também seqüencias experimen-
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tais com não clicks consecutivos em De.

S. Pascazio e M. Namiki em [37] propõem uma abordagem dinâmica do efeito Zenão

e mostram o papel essencial da “decomposição espectral generalizada”. Os autores ar-

gumentam que o efeito Zenão Quântico acontece mesmo na ausência de medições in-

termediárias, o que explica o as observações emṕıricas reportadas em [35]. No sistema

composto por duas cavidades, a decomposição espectral é provocada pela interação entre

o modo de campo eletromagnético na cavidade B e os átomos de dois ńıveis usados como

pontas de prova. Portanto, o sinal clássico gerado pelos detectores de ionização em cada

passo da evolução (medições intermediárias) é um requisito dispensável para a retenção

do fóton na cavidade A.

Nesta seção apresentaremos uma nova proposta experimental, que não envolve medições

intermediárias, para a investigação do efeito Zenão Quântico.

Esta proposta difere das anteriores em apenas dois aspectos. Os átomos de dois

ńıveis que são lançados, um a cada intervalo de tempo τ = T/N , na cavidade B não

serão registrados por detectores de ionização como foi proposto anteriormente. Portanto,

os átomos que eram responsáveis pelas medições intermediárias serão utilizados nesta

montagem apenas para provocar interações periódicas com o modo de campo na cavidade

B. Após N interações um átomo será lançado na cavidade A e analisado pelo detector De.

O primeiro passo da evolução temporal do sistema pode ser representado pelo fluxo-

grama:

|1, 0〉〈1, 0| (4.24)

⇓ e−iHABτAB

|c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2|0, 1〉〈0, 1|+ (c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0〉〈0, 1|+ h.c.)

⇓ átomo

|c1(τAB)|2|1, 0, g〉〈1, 0, g|+ |c2(τAB)|2|0, 0, e〉〈0, 0, e|+(c1(τAB)c∗2(τAB)|1, 0, g〉〈0, 0, e|+h.c.)

⇓ TrA

|c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2|0, 0〉〈0, 0|
Os átomos intermediários não serão analisados por detectores. Assim na ultima etapa

de cada passo intermediário da evolução estará presente o traço no subsistema dos átomos,

representado no fluxograma por TrA. Tal operação modela a falta de informação a respeito

do estado de energia atômico, e corresponde à situação experimental em que os detectores

de ionização estão desligados.

Para calcular os passos subseqüentes da evolução devemos observar que apenas a

parte |1, 0〉〈1, 0| do estado final evolui, que esta evolução é idêntica à evolução descrita no

primeiro passo e pode ser resumida por:
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|1, 0〉〈1, 0| −→ |c1(τAB)|2|1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2|0, 0〉〈0, 0|. (4.25)

Assim, podemos escrever o operador de estado do campo nas cavidades ao final do

N -ésimo passo fazendo a substituição (4.25) no estado final do passo N − 1.

O estado final do campo nas cavidades após a interação com N átomos tem a forma:

(|c1(τAB)|2)N |1, 0〉〈1, 0|+ |c2(τAB)|2
N∑

k=1

(|c1(τAB)|2)k−1|0, 0〉〈0, 0|. (4.26)

A probabilidade da transição do fóton da cavidade A para a B não ter acontecido é,

p
(N)
1,0 = (|c1(τAB)|2)N , (4.27)

e no limite N →∞,

lim
N→∞

p
(N)
1,0 = 1, (4.28)

o que caracteriza o efeito Zenão.

A medição desta probabilidade pode ser feita por um átomo (ponta de prova) preparado

em |g〉 e lançado na cavidade A imediatamente após a interação entre o N -ésimo átomo

e o modo de campo na cavidade B. O ńıvel de energia do átomo lançado na cavidade A

será medido por detectores de ionização.

O operador de estado reduzido do campo nas cavidades após a interação do átomo

ponta de prova com o modo de campo na cavidade A pode ser escrito como:

(|c1(τAB)|2)N |0, 0, e〉〈0, 0, e|+ |c2(τAB)|2
N∑

k=1

(|c1(τAB)|2)k−1|0, 0, g〉〈0, 0, g|. (4.29)

Portanto, um click em De indica que a transição do fóton da cavidade A para a B não

aconteceu.

4.4.1 Limites da proposta experimental

A observação do efeito Zenão, através da proposta experimental descrita na seção anterior,

pode ser feita pela análise da relação entre a probabilidade de clicks em De e o número

de átomos N . A obtenção de dados emṕıricos que permitem o estudo de tal relação

está,contudo, sujeita a inúmeras limitações experimentais. Nesta seção, analisaremos os

efeitos provocados por três posśıveis limitações: eficiência de De, decaimento nas cavidades

e o valor não nulo do tempo de interação entre átomos e modo do campo na cavidade B.
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Os efeitos provocados pela ineficiência dos detectores de ionização foram discutidos

nas propostas experimentais apresentadas em seções anteriores . Como em tais propostas

o número de átomos medidos é relativamente grande, a ineficiência dos detectores impõe

severas limitações experimentais. Entretanto, nas propostas apresentadas nesta seção

apenas o último átomo lançado, que interage com o modo de campo na cavidade A, é

objeto de investigação do detector. Assim, a probabilidade de click em De em função da

eficiência (pe) e do número de átomos N tem a forma:

pDeclick = pe(|c1|2)N . (4.30)

Observemos que a ineficiência de De não provoca danos significativos na obtenção de

dados, mas apenas um desvio em relação à curva p
(N)
1,0 ×N .

Para analisar o impacto provocado pelo decaimento dos modos de campo das cavi-

dades na obtenção de dados emṕıricos, consideremos que as cavidades estão acopladas ao

ambiente durante o tempo total de realização de uma medida. Definiremos o tempo total

de realização de uma medida (T
′
) da seguinte forma:

T
′
= T + Nτπ (4.31)

Podemos perceber que na definição de T
′
estamos desconsiderando a aproximação feita

no ińıcio do caṕıtulo, sobre o tempo relativo ao pulso π(τπ) ser nulo, pois Nτπ representa

a soma dos intervalos de tempo de cada interação.

Para melhor compreender a inadequação do uso de tal aproximação na descrição da

dinâmica dissipativa, notemos primeiramente que o valor da freqüência de Rabi Ω, que

define a duração de um pulso π (τπ), está intimamente ligado a caracteŕısticas intŕınsecas

dos átomos utilizados no experimento. Para átomos de rub́ıdio o pulso π assume aprox-

imadamente o valor de τπ ' 10−5s. O aumento do número de átomos que interagem

com o modo de campo na cavidade B fará com que o tempo Nτπ torne-se significativo,

portanto devemos tratar a interação dos átomos com a cavidade B como não instantânea

e dissipativa.

O objetivo da proposta experimental é verificar a inibição da probabilidade de transição

do fóton da cavidade A para a B provocada por interações intermediárias. Nesta proposta

os átomos são elementos responsáveis por tais interações. Devemos ressaltar que o tempo

T é fixo e igual a π
2g

como foi sugerido no ińıcio deste capitulo. Para restringir o tempo

total de interação entre as cavidades a T , devemos supor que durante a passagem dos

átomos as cavidades estarão desacopladas.

A figura 4.3 ilustra a evolução temporal do sistema dividida em vários passos. O

número de passos é definido pelo número de átomos N que cruzam a cavidade B. Cada

passo é formado por uma evolução livre, em que as cavidades estão acopladas entre si,

durante o intervalo de tempo τAB = T/N (representada na figura pelas faixas claras), e
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Figura 4.3: Representação esquemática da divisão do intervalo de tempo T
′

em cinco
evoluções livres por intervalos de tempo iguais a τAB e cinco interações entre átomos e o
modo na cavidade B durante τπ.

uma interação entre o átomo e a cavidade B durante o intervalo de tempo τπ (representada

pelas faixas escuras) em que as cavidades estão desacopladas. Portanto devemos acrescen-

tar um elemento na montagem experimental que seja capaz de interromper o acoplamento

entre as cavidades durante a passagem dos átomos. Consideremos tal dispositivo eficiente

o bastante para que a interação entre as cavidades seja completamente interrompida por

um intervalo de tempo exatamente igual a τπ. As cavidades estão sujeitas aos efeitos

dissipativos do ambiente durante todo o processo.

Para incluir as limitações experimentais discutidas nesta seção, reformularemos a

evolução temporal composta pelos passos ilustrados no fluxograma (4.24). Com o objetivo

de esclarecer tais alterações, discutiremos em seções separadas as dinâmicas dissipativas

que acontecem durante os intervalos de tempo τAB (evolução livre) e τπ (interação com o

átomo).

Evolução livre

No caṕıtulo 2 apresentamos uma descrição posśıvel para a dinâmica dissipativa de dois mo-

dos de campo eletromagnéticos acoplados. A equação mestra que governa esta dinâmica

foi deduzida em sua forma mais geral. Apresentaremos aqui apenas a evolução temporal

do estado |1, 0〉〈1, 0| submetido a interação com um reservatório de temperatura nula.

eL1t|1, 0〉〈1, 0| = (f1(t)|1, 0〉+ l2(t)|0, 1〉)(h.c.) + (1− |f1(t)|2 − |l2(t)|2)|0, 0〉〈0, 0|, (4.32)

onde o ı́ndice em L1 será utilizado para distinguir entre o Liouvilliano de evolução livre

e o que será apresentado posteriormente. Considerando o caso particular em que os

coeficientes de dissipação cruzada são nulos e as cavidades são idênticas podemos escrever

a probabilidade de um fóton ser encontrado na cavidade A no tempo t como:

|f1(t)|2 = e−2kt cos2(gt). (4.33)
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Interação com o átomo

Durante a passagem do átomo de dois ńıveis pela cavidade B as cavidades estão de-

sacopladas entre si. Portanto, ao longo do intervalo de tempo correspondente à esta

passagem, as evoluções temporais dos modos serão independentes.

O modo de campo na cavidade A evolui sob a ação dissipativa de um reservatório com

temperatura nula. O Liouvilliano que descreve esta evolução tem a forma:

L2A = k
(
2a • a† − •a†a− a†a•) + iω

[
a†a, •] , (4.34)

O subsistema composto pelo modo de campo na cavidade B e um átomo de dois ńıveis

evolui de acordo com o modelo Jaynes-Cummings dissipativo. O Liouvilliano associado à

esta evolução pode ser escrito como:

L2B = −i
Ω

2
[b†σ− + bσ+, •] + k

(
2b • b† − •b†b− b†b•) , (4.35)

onde Ω é a freqüência de Rabi e σ− = σ†+ = |g〉〈e|.
O Liouvilliano que descreve a evolução do sistema total durante a passagem do átomo

de dois ńıveis pela cavidade B tem a forma:

L2 = L2A + L2B (4.36)

A equação (4.32) fornece o operador de estado do subsistema composto pelos modos

nas duas cavidade após a evolução livre por um tempo t. Fixando t = τAB, podemos

escrever o estado inicial do sistema (S) composto pelos modos nas cavidades e o átomo

de dois ńıveis (preparado em g) como:

ρS(τAB) = |f1(τAB)|2|1〉〈1| ⊗ |0, g〉〈0, g|+ |l2(τAB)|2|0〉〈0| ⊗ |1, g〉〈1, g|
+ (1− |f1(τAB)|2 − |l2(τAB)|2)|0〉〈0| ⊗ |0, g〉〈0, g|
+ (f1(τAB)l∗2(τAB)|1〉〈0| ⊗ |0, g〉〈1, g|+ h.c.). (4.37)

Escrevemos cada parcela do operador de estado na forma fatorada para facilitar a aplicação

do super-operador que comanda a evolução temporal independente dos modos. Tal

evolução temporal tem a forma:

ρS(τπ + τAB) = eL2τπρS(τAB) = eL2AτπeL2BτπρS(τAB). (4.38)

= |f1(τAB)|2eL2Aτπ |1〉〈1| ⊗ eL2Bτπ |0, g〉〈0, g|
+ |l2(τAB)|2eL2Aτπ |0〉〈0| ⊗ eL2Bτπ |1, g〉〈1, g|
+ (1− |f1(τAB)|2 − |l2(τAB)|2)eL2Aτπ |0〉〈0| ⊗ eL2Bτπ |0, g〉〈0, g|
+ (f1(τAB)l∗2(τAB)eL2Aτπ |1〉〈0| ⊗ eL2Bτπ |0, g〉〈1, g|+ h.c.).
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Em contexto não dissipativo, o pulso π está associado ao tempo de interação necessário

para que a excitação no campo seja completamente transferida para o átomo. Como esta-

mos estudando a dinâmica dada pelo modelo Jaynes-Cummings dissipativo, tal condição

torna-se inatinǵıvel. Portanto definiremos o tempo τπ como o tempo necessário para que

uma excitação no modo de campo que interage com o átomo seja totalmente transferida

para o átomo ou para o ambiente. Este tempo depende dos valores da constante de

decaimento (k) e da freqüência de Rabi (Ω):

τπ =
1√

Ω2 − k2
arccos

(
2k2 − Ω2

Ω2

)
(4.39)

Fixando o valor de τπ, podemos calcular a evolução de cada parcela em (4.38):

eL2Aτπ |1〉〈1| ⊗ eL2Bτπ |0, g〉〈0, g| = [e−2kτπ |1〉〈1|+ (1− e−2kτπ)|0〉〈0|]⊗ |0, g〉〈0, g|,
eL2Aτπ |0〉〈0| ⊗ eL2Bτπ |1, g〉〈1, g| = |0〉〈0| ⊗ [e−kτπ |0, e〉〈0, e|+ (1− e−kτπ)|0, g〉〈0, g|],
eL2Aτπ |0〉〈0| ⊗ eL2Bτπ |0, g〉〈0, g| = |0〉〈0| ⊗ |0, g〉〈0, g|,
eL2Aτπ |1〉〈0| ⊗ eL2Bτπ |0, g〉〈1, g| = 0, (4.40)

o resultado da aplicação do super-operador eL2Bτπ no subespaço composto por um modo

de campo e um átomo de dois ńıveis, foram obtidos a partir da solução da equação mestra

desenvolvida na referência [49].

O operador de estado do sistema pode ser escrito como:

ρS(τπ + τAB) = |f1(τAB)|2e−2kτπ |1, 0, g〉〈1, 0, g|+ |l2(τAB)|2e−kτπ |0, 0, e〉〈0, 0, e|
+ (1− |f1(τAB)|2e−2kτπ − |l2(τAB)|2e−kτπ+)|0, 0, g〉〈0, 0, g|

A evolução dissipativa

A partir das etapas mostradas nas duas seções anteriores, o primeiro passo da evolução

temporal reformulada pode ser representado pelo fluxograma:

|1, 0〉〈1, 0| (4.41)

⇓ eL1τAB

(f1(τAB)|1, 0〉+ l2(τAB)|0, 1〉)(h.c.) + (1− |f1(τAB)|2 − |l2(τAB)|2)|0, 0〉〈0, 0|
⇓ eL2τπ

|f1(τAB)|2e−2kτπ |1, 0, g〉〈1, 0, g|+ |l2(τAB)|2e−kτπ |0, 0, e〉〈0, 0, e|
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+(1− |f1(τAB)|2e−2kτπ − |l2(τAB)|2e−kτπ+)|0, 0, g〉〈0, 0, g|
⇓ TrA

|f1(τAB)|2e−2kτπ |1, 0〉〈1, 0|+ (1− |f1(τAB)|2e−2kτπ)|0, 0〉〈0, 0|.
Observando o estado final do primeiro passo, podemos notar que a parte da mistura as-

sociada à |0, 0〉〈0, 0| não evolui. Portanto, cada passo será composto apenas pela evolução

de |1, 0〉〈1, 0|. Assim, seguindo a evolução temporal, a probabilidade do fóton permanecer

na cavidade A após N passos tem a forma:

p
(N)
1,0 = (|f1(τAB)|2e−2kτπ)N , (4.42)

a partir da equação (4.33) obtemos

p
(N)
1,0 = e−2kNτAB

(
cos2 (gτAB)

)N
e−2kNτπ , (4.43)

= e−2kT

(
cos2

(
gT

N

))N

e−2kNτπ = e−2kT
′
(

cos2

(
gT

N

))N

.

A equação (4.43) nos permite comparar o efeito provocado pelas N interações inter-

mediárias em dois tipos de dependência temporal da probabilidade de permanência do

estado inicial. A dependência exponencial em t da probabilidade de permanência do

estado inicial não sofre alterações devido a interações intermediárias. Entretanto, uma

dependência do tipo senoidal é senśıvel à interações intermediárias. Na equação (4.43) o

termo e−2kT
′
representa a probabilidade do fóton não decair para o ambiente, enquanto o

termo
(
cos2

(
gT
N

))N
é a probabilidade do fóton não sofrer transição para a cavidade B. O

aumento de N é capaz de suprimir a probabilidade de transição do fóton da cavidade A

para a B, mas não provoca alterações no decaimento exponencial.

Analisemos a equação que representa o valor a ser medido experimentalmente nesta

proposta, a probabilidade de click no detector De (que investiga o estado de energia de

um átomo que cruza a cavidade A no tempo T
′
) submetida às alterações provocadas pelas

limitações emṕıricas aqui discutidas:

p
(N)
Declick = pee

−2kT
′
(

cos2

(
gT

N

))N

. (4.44)

Podemos concluir que a ineficiência do detector e o decaimento dos modos nas cavi-

dades interferem basicamente da mesma forma na observação emṕırica do efeito Zenão.

Ambos são responsáveis pela multiplicação de termos indesejáveis (pe e e−2kT ) que provo-

cam a discrepância entre a curva da probabilidade de click em De e a curva idealizada

para a observação do efeito Zenão.
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Figura 4.4: Simulação numérica de p
(N)
Declick ×N com g = 103s−1 e k = 103s−1.

As figuras 4.4 e 4.5 mostram curvas de p
(N)
Declick ×N constrúıdas a partir de simulações

numéricas com valores diferentes de k. Notemos que na figura 4.4 p
(N)
Declick tende a zero

para pequenos valores de N, entretanto, o mesmo não acontece na figura 4.5.

Os gráficos mostram uma competição entre o efeito zenão quântico e os efeitos dissipa-

tivos do ambiente. O aumento do número de átomos N contribui para a retenção do fóton

na cavidade A (efeito zenão quântico) e portanto para que p
(N)
Declick → 1 quando N →∞.

Entretanto, o aumento do número de átomos também contribui para o aumento no tempo

de exposição dos modos de campo ao ambiente e portanto para que p
(N)
Declick → 0 quando

N →∞. Na figura 4.4 o valor da constante de decaimento das cavidades k = 103s−1 per-

mite que os efeitos dissipativos prevaleçam. Entretanto, na figura 4.5 o valor de k = 10s−1

inibe os efeitos de dissipação, assim podemos observar o efeito Zenão quântico por um

intervalo maior do eixo N . A construção de cavidades com a constante de dissipação

k = 10s−1 foi reportada recentemente em [24, 50].



4.4. Proposta experimental sem medições intermediárias 52

Figura 4.5: Simulação numérica de p
(N)
Declick ×N com g = 103s−1 e k = 10s−1.



Caṕıtulo 5

Medição incompleta: Conseqüências

para O Efeito Zenão Quântico

Neste caṕıtulo apresentamos um estudo 1 sobre alterações na evolução temporal de um

sistema quântico provocadas por interações com subsistemas auxiliares. Investigamos a

possibilidade de ocorrência do Efeito Zenão Quântico em sistemas que interagem, mas

não se correlacionam completamente com os medidores. Vamos nos referir a este pro-

cesso como medição incompleta, pois o estado do medidor após a interação não apresenta

informação conclusiva sobre o estado do sistema.

Apresentamos também a possibilidade de controle da dinâmica de um sistema quântico

através de interações que não correlacionam o subsistema de interesse com os auxiliares,

mas provoca a retenção do estado inicial de forma mais eficiente do que o tradicional

Efeito Zenão Quântico.

Conduzimos nossa análise baseados na abordagem dinâmica do Efeito Zenão Quântico

[37], onde a correlação entre um sistema quântico S e N medidores provocam a inibição

de transições quânticas. Estudos nesta linha consideram correlações perfeitas entre S e

medidores (medição completa), o que pode ser um fator restritivo, experimentalmente,

em alguns sistemas.

Na investigação sobre as modificações no Efeito Zenão Quântico provocadas pela gener-

alização na intensidade das correlações entre sistema e medidores (medições incompletas),

apresentamos avaliações dos efeitos provocados pelas medições incompletas sobre a taxa

de transição quântica, bem como um estudo comparativo de gráficos, que explicitam a de-

pendência da probabilidade de não ocorrer a transição quântica pelo número de medições

intermediárias, obtidos a partir de simulações numéricas com diferentes valores para a

intensidade de correlação entre S e M .

Através de tais análises, conclúımos que o aumento no número de medidas N ofusca

1Publicado em [51]
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o papel da intensidade das correlações entre S e medidores na inibição de transições

quânticas. Portanto, o efeito Zenão Quântico pode ser observado mesmo quando as cor-

relações são muito pequenas.

Para evitar complicações desnecessárias, seguiremos a análise representando S como

um sistema de dois ńıveis. Os N medidores, que provocam as alterações na dinâmica de

S, também serão representados por sistemas de dois ńıveis. Os modelos que descrevem o

sistema S e os medidores são apresentados na seção seguinte.

5.1 O Sistemas S e M

Consideremos o sistema S composto por dois q-bits (Sa e Sb). Os q-bits interagem entre

si, o hamiltoniano que descreve esta interação tem a forma:

HS = εa|1a〉〈1a|+ εb|1b〉〈1b|+ ~G(σa
−σb

+ + σa
+σb

−), (5.1)

onde σ+ = |1〉〈0|, σ− = |0〉〈1|, G é o coeficiente de acoplamento e εa (εb) o autovalor do

hamiltoniano livre de Sa (Sb).

Consideremos como medidores um conjunto de sistemas de dois ńıveis (com estados

representados por |1(k)
M 〉 e |0(k)

M 〉), que interage com Sb identificando se este se encontra no

estado |1b〉 ou |0b〉. Por simplicidade seguiremos a análise supondo que a medição seja

instantânea, portanto o hamiltoniano que descreve tal processo tem a forma:

H
(k)
SM(t) = Ia ⊗ g~δ(t− t(k)

m )(σb
+|0(k)

M 〉〈1(k)
M |+ σb

−|1(k)
M 〉〈0(k)

M |), (5.2)

= Ia ⊗ g~δ(t− t(k)
m )Γ(k). (5.3)

A função delta limita a interação ao instante t
(k)
m , g é o coeficiente de interação, Ia

representa a matriz identidade no subsistema Sa. Concluiremos a seguir que o valor do

coeficiente g está associado à completude da medição.

O hamiltoniano total, que governa a dinâmica do sistema (S + M), pode ser escrito

como

H(t) = HS + HM +
N∑

k=1

H
(k)
SM(t), (5.4)

onde HM é o hamiltoniano livre no subsistema do medidor

HM =
N∑

k=1

(
λ

(k)
1 |1(k)

M 〉〈1(k)
M |+ λ

(k)
0 |0(k)

M 〉〈0(k)
M |

)
, (5.5)
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sendo λ
(k)
1 (λ

(k)
0 ) a energia correspondente ao auto-estado|1(k)

M 〉(|0(k)
M 〉).

A evolução do estado inicial do sistema (S + M) será dividida em N passos, e cada

passo dividido em duas etapas. Na primeira, os modos interagem livres da ação dos

medidores, e o operador que governa esta evolução tem a forma:

US(t) = exp

(−i

~
(HS + HM)t

)
, (5.6)

a primeira etapa da evolução é idêntica em todos os passos.

Na segunda etapa, um medidor interage com Sb, e o operador unitário responsável

pela evolução, no k-ésimo passo, é dado por

U
(k)
M (t(k)

m − ε, t(k)
m + ε) = exp

(
−i

~

∫ t
(k)
m +ε

t
(k)
m −ε

(HS + HM +
N∑

k=1

H
(k)
SM(t))dt

)
, (5.7)

= exp

(−i

~
(HS + HM)2ε− igΓ(k)

)
, (5.8)

no limite ε → 0, temos U
(k)
M (t

(k)
m − ε, t

(k)
m + ε) = exp

(−igΓ(k)
)
.

Observemos que Γ(k) respeita as seguintes propriedades: (Γ(k))n = Γ(k) quando n é um

número ı́mpar, e (Γ(k))n = I quando n é um número par. Portanto, a partir da expansão

de U
(k)
M (t

(k)
m − ε, t

(k)
m + ε) em série podemos escrever o operador unitário de uma forma mais

simples:

U
(k)
M (t(k)

m − ε, t(k)
m + ε) = exp

(−igΓ(k)
)

= I cos(g)− i sin(g)Γ(k) (5.9)

A evolução temporal completa do sistema será composta por uma sucessão de oper-

adores unitários, apresentados nas equações (5.6 e 5.9), dispostos da seguinte forma:

|ψ(T )〉 = (U
(N)
M US)...(U

(k)
M US)(U

(k−1)
M US)...(U

(1)
M US)|ψ(0)〉. (5.10)

5.1.1 Interação com um medidor

Consideremos |ψ(0)〉 = |1, 0〉|0M〉 como estado inicial do sistema (S + M), onde |0M〉 =⊗N
k=1 |0k

M〉. Na primeira etapa o estado evolui da seguinte forma

|ψ(t(1)
m )〉 = US(t(1)

m )|ψ(0)〉 =
(
α(t(1)

m )|1, 0〉 − iβ(t(1)
m )|0, 1〉) |0M〉, (5.11)

onde α(t) = cos(Gt) e β(t) = sin(Gt). Devemos ressaltar que a transição quântica a ser

alterada pela interação com o medidor é a troca de excitações: |1, 0〉 → |0, 1〉.
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Na segunda etapa, o subsistema S interage com um dos medidores (como estamos

analisando apenas um passo da evolução completa, omitimos os estados dos medidores

que não interagem com S neste passo):

U
(1)
M |ψ(t(1)

m )〉 =
(
α(t(1)

m )|1, 0〉 − iβ(t(1)
m ) cos(g)|0, 1〉) |0(1)

M 〉 − β(t(1)
m ) sin(g)|0, 0〉|1(1)

M 〉. (5.12)

Informações sobre a ocorrência da transição quântica (|1, 0〉 → |0, 1〉) é obtida indire-

tamente através da análise do estado final do medidor. Se g = kπ
2

(onde k = 1, 2, 3...), a

medição é completa, o estado do medidor é |1(1)
M 〉 se a transição ocorreu e |0(1)

M 〉 se não.

Entretanto, se g = π, o sistema não se correlaciona com o medidor, portanto este não

carrega informação alguma sobre a ocorrência da transição quântica. Outros valores de g

criam configurações intermediárias (medições incompletas), informações não conclusivas

são obtidas através dos medidores.

Conclúımos que o valor de | cos(g)| quantifica a completude da informação dispońıvel

no estado do medidor. Para | cos(g)| = 0 a informação é completa, quanto maior o valor

de | cos(g)| menor a informação dispońıvel, que atinge um valor nulo quando | cos(g)| = 1.

5.2 Alterações na taxa de transição quântica

Investigaremos nesta seção as alterações na taxa de transição quântica provocadas pela

interação descrita na equação (5.12).

Uma abordagem para o Efeito Zenão Quântico que toma como objeto de investigação

a alteração da taxa de transição quântica de S provocada pela interação com outro subsis-

tema M foi apresentada em [52, 53]. Os autores mostram que no instante imediatamente

posterior a uma medição completa (interação que correlaciona completamente sistema e

medidor), a taxa de transição quântica do sistema se anula. Desta forma uma série de

medições completas impede o crescimento de dPin

dt
, e conseqüentemente, o da probabili-

dade de transição quântica. Investigamos, nesta seção, os efeitos de medições incompletas

e interações que não correlacionam S e M sob a taxa de transição quântica.

Primeiramente calculemos o valor desta taxa em um intervalo onde não acontecem

interações com os medidores

T (0)(t) =
dP1,0

dt
=

d

dt

[
〈ψ(0)|U †

S(t)(|1, 0〉〈1, 0| ⊗ IM)|US(t)|ψ(0)〉
]

(5.13)

= −2Gα(t)β(t), (5.14)

observemos que a taxa possui valor nulo quando t = 0 e que com o tempo seu valor

torna-se não nulo, permitindo que os vetores de estado do sistema S evoluam.
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Calculemos o valor da taxa em um instante imediatamente posterior a uma interação

com o subsistema M . Para este fim, consideremos o vetor de estado no instante t
(1)
m + t,

onde t
(1)
m (como definido anteriormente) é o instante em que ocorre a primeira interação

com M e t um intervalo de tempo posterior a esta interação, em que o sistema evolui

livremente.

|ψ(t(1)
m + t)〉 =

(
US(t)U

(1)
M US(t(1)

m ))
)
|1, 0〉|0M〉

=
(
α(t(1)

m )α(t)− β(t(1)
m )β(t) cos(g)

) |1, 0〉|0(1)
M 〉

−i
(
α(t(1)

m )β(t)− β(t(1)
m )α(t) cos(g)

) |0, 1〉|0(1)
M 〉

−β(t(1)
m ) sin(g)|0, 0〉|1(1)

M 〉. (5.15)

Calculemos a taxa de transição quântica em função da variável t e tomemos o limite

t → 0:

T (1)(t(1)
m ) = lim

t→0

dP1,0

dt
=

d

dt

(〈ψ(t(1)
m + t)|(|1, 0〉〈1, 0| ⊗ IM)|ψ(t(1)

m + t)〉) (5.16)

= −2Gα(t(1)
m )β(t(1)

m ) cos(g). (5.17)

Obtemos assim, o valor da taxa de transição quântica no instante imediatamente posterior

a uma interação entre S e M .

Diferentes alterações na taxa de transição quântica serão obtidas para diferentes val-

ores do coeficiente de acoplamento g. Como a função cos(g) é periódica, vamos nos

restringir a análise da equação (5.17) ao intervalo 0 ≤ g ≤ π.

Quando g = 0 não há interação, podemos observar que T (0)(t) = T (1)(t).

No intervalo de 0 < g < π
2

observamos uma redução no módulo da taxa de transição

|T (0)(t
(1)
m )| > |T (1)(t

(1)
m )|, entretanto a interação com M não provoca inversão de “sinal”na

derivada (taxa de transição quântica).

Quando g = π
2

(medição perfeita) a taxa de transição quântica é nula no instante

imediatamente posterior à interação com M , T (1)(t
(1)
m ) = 0 (efeito Zenão Quântico tradi-

cional).

Se π
2

< g < π, observamos a redução no módulo da taxa de transição |T (0)(t
(1)
m )| >

|T (1)(t
(1)
m )| e a inversão de “sinal”na derivada. Sabemos que o sinal da derivada determina

os intervalos onde a função P1,0(t) é crescente ou decrescente. Portanto, neste inter-

valo, após a interação com M a função P1,0(t) inverte seu comportamento, evoluindo no

“sentido”contrário ao da transição quântica. Notemos que tais interações não emaran-

ham completamente os subsistemas S e M (como em g = π
2
), entretanto, elas inibem a

transição quântica de maneira mais eficiente do que o efeito Zenão tradicional.
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Para g = π, observamos apenas a inversão no “sinal”da derivada, sem alterações em

seu valor absoluto. No jargão de óptica quântica esta interação recebe o nome de pulso

2π.

Na figura 5.1, podemos observar curvas da probabilidade P
(1)
1,0 em função do tempo para

diferentes valores de g. O intervalo de tempo considerado é dividido por uma interação

com M , que acontece no instante t
(1)
m = 0, 5. A curva 1 representa a probabilidade de

permanência no estado inicial sem a intervenção de medidores. Observemos que todas

as curvas se afastam dela, explicitando o fato de que qualquer interação (g 6= 0) provoca

inibição da transição quântica.

Figura 5.1: Curvas da probabilidade P
(1)
1,0 em função do tempo para diferentes valores de

g.

A inibição mais significativa é provocada pela interação com g = π (pulso π), que

inverte o sinal da derivada sem alterar seu valor absoluto. Após algumas manipulações

algébricas, podemos escrever a taxa de transição quântica como:

T (1)(t(1)
m + t, g = π) = sin(2t(1)

m − 2t). (5.18)

A taxa é positiva (T (1)(t
(1)
m + t, g = π) > 0) durante o peŕıodo em que o tempo de

evolução posterior à interação com M é menor do que o tempo de evolução anterior à

interação com M (t
(1)
m > t). Portanto, a probabilidade de permanência no estado inicial é

uma função crescente neste intervalo. Para os valores π
2

< g < π o tempo em que a função
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P1,0(t) é crescente é menor, por isso a inibição da transição quântica é mais acentuada

quando g = π.

5.3 Seqüência de N medições

Voltemos nossa atenção para a investigação dos efeitos provocados por uma seqüência de

N interações entre S e M na evolução temporal de S, para diferentes valores de g.

Dividiremos nossa a análise em duas partes. Primeiramente consideremos as interações

que não correlacionam os subsistemas S e M , mas provocam alterações acentuadas na

evolução de S (g = π). Posteriormente discutiremos a possibilidade de ocorrência do

Efeito Zenão Quântico com medições incompletas. Concluiremos que o aumento no

número de interações (N) contribui para a redução do módulo da taxa de transição

quântica, permitindo que o comportamento da probabilidade de permanência no estado

inicial após N medições incompletas e após N medições completas aproxime-se quando

N cresce, tornado-se idênticos quando N →∞.

5.3.1 Seqüência de pulsos 2π

Uma forma de controle da dinâmica de S arquitetada a partir de uma seqüência de pulsos

2π (interações com g = π). Devemos enfatizar que não seria adequado caracterizar tal tipo

de controle como Efeito Zenão Quântico, pois este tradicionalmente refere-se à inibição de

transições (ou decaimento) provocada por medições. O processo descrito nesta seção não

provoca correlação alguma entre os subsistemas S e M , tão pouco alterações no módulo

da taxa de transição quântica.

As alterações provocadas por uma sequência de N pulsos 2π em um intervalo T = Nτ ,

onde τ é o peŕıodo em que S evolui livre de interações com M , dependem da paridade de

N . Pois, ao fim de cada interação entre S e M uma inversão no “sinal”da derivada dP1,0

dt
é

provocada, alternando o comportamento da função P1,0(t) entre crescente e decrescente.

Se N é um número par:

N∏

k=1

(
Uk

MUS

) |1, 0〉|0M〉 = |1, 0〉|0M〉, (5.19)

e se N é um número ı́mpar

N∏

k=1

(
Uk

MUS

) |1, 0〉|0M〉 = (α(τ)|1, 0〉+ β(τ)|0, 1〉) |0M〉, (5.20)

O controle da dinâmica pode ser arquitetado a partir das equações (5.19) e (5.20).

Observemos que a inibição da transição quântica provocada por uma seqüência de pulsos
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2π é mais eficiente do que o tradicional Efeito Zenão Quântico, como é explicitado na

figura 5.2.

Figura 5.2: Gráfico da probabilidade de P1,0×N para g = π (curva superior), g = π
2
(curva

inferior) e T = π
2g

.

A presença de oscilações na curva superior é devida ao comportamento alternado de

P1,0(t) entre crescente e decrescente após cada interação S − M . Quando N → ∞ as

oscilações se reduzem pois o vetor de estado (5.20) torna-se proximo de (5.19).

5.3.2 Efeito Zenão Quântico com medições incompletas

Com o objetivo de comparar as alterações provocadas na taxa de transição quântica pelo

aumento do número de interações entre S e M em um intervalo de tempo, consideremos

o intervalo T , dividido como na figura 5.3.

Figura 5.3: Representação esquemática da divisão do intervalo de tempo T em t1 intervalo
de evolução livre de S, e t2 intervalo dividido por N interações entre S e M .

No intervalo de tempo t1 o sistema S evolui livre de interações com M , entretanto, no

intervalo t2 uma série de N medições é realizada.
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Quando N → ∞ os intervalos entre as medições tendem a zero. Portanto, esta

dinâmica torna-se semelhante a uma em que N medições consecutivas são realizadas

em t2. A taxa de transição quântica após N medições consecutivas em t2 pode ser escrita

como2:

dP
(N)
1,0

dt
= −2α(t1)β(t1) cosN(g) (5.21)

Quando N → ∞,
dP

(N)
1,0

dt
→ 0. Assim , para um número muito grande de medições, a

incompletude de cada medida é um fator irrelevante na inibição da transição quântica. O

Efeito Zenão Quântico independe da intensidade das correlações entre S e M , a taxa de

transição quântica se anula quando N →∞, contanto que | cos(g)| 6= 1.

Para estender nossa análise sobre o Efeito Zenão Quântico a um número finito de

medições incompletas, consideremos os gráficos obtidos a partir de simulações numéricas

apresentados na figura 5.4. As curvas mostram a probabilidade de permanência no estado

inicial como função de N , para três valores de g.

Em uma sequência de medições incompletas, com o valor do coeficiente g entre π
2

<

g < π, dois fatores contribuem para a manutenção do estado inicial de S: a inversão do

sinal da derivada e a redução de seu valor absoluto.

Analisemos com mais detalhes esta questão. No instante inicial o estado foi preparado

em |1, 0〉, como estamos investigando a possibilidade de inibição da transição |1, 0〉 →
|0, 1〉, no intervalo de tempo de nosso interesse, a probabilidade de permanência no estado

inicial é uma função decrescente no tempo se nenhuma interação entre S e M acontecer.

Após a primeira medida (com π
2

< g < π), a curva P1,0 × t inverte seu comportamento

e torna-se crescente (devido à troca de sinal da derivada), mas com o módulo da taxa

reduzido. Após a segunda medição, a curva P1,0× t volta a ser decrescente com o módulo

da taxa de variação no tempo ainda mais reduzido. A evolução temporal do sistema

continua este comportamento com o aumento do número de medições. A oscilação entre

o comportamento crescente e decrescente da curva P1,0 × t (devido à troca de sinal da

derivada), bem como as reduções sucessivas no módulo da taxa de transição, contribuem

para a inibição da transição quântica.

Em sequências de medições com 0 < g < π
2

apenas a redução do módulo da taxa de

transição quântica contribui para a retenção do estado inicial. Este é o motivo pelo na

figura 5.4, a curva superior (cos(g) = −0, 5) apresenta crescimento mais acentuado do que

as curvas intermediária e inferior. Na curva intermediária a medição é completa (Efeito

Zenão Quântico tradicional) a taxa de transição quântica se anula a cada interação com

2A taxa
dP

(N)
1,0
dt (t = 0) foi calculada a partir da probabilidade P

(N)
1,0 = 〈ψ(t1 + t2 + t)|(|1, 0〉〈1, 0| ⊗

IM )|ψ(t1 + t2 + t)〉.
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M . Na curva inferior (cos(g) = 0, 5) as interações provocam apenas a redução da taxa de

transição quântica. Quando N →∞ as três curvas mostram o mesmo comportamento.

Figura 5.4: Gráfico P1,0 × N para valores de g = 3π
4

(curva superior),g = π
2

(curva
intermediária) e g = π

4
(curva inferior).



Caṕıtulo 6

Controle e Manipulação de Estados

Protocolos para controle e manipulação de estados quânticos são essenciais para o desen-

volvimento da teoria de informação quântica. Investigações desta natureza podem fornecer

ferramentas para evitar processo de decoerência e conduzir evoluções quânticas de forma

desejável. Controle por Efeito Zenão Quântico [54, 40, 55], “Super Zeno Effect”[56],

acoplamento cont́ınuo [39, 57], controle “Bang-Bang”[58, 59] são alguns exemplos de tais

estratégias.

Apresentamos nesta seção uma possibilidade de controle de estados quânticos quânticos

através de interações sucessivas com um único subsistema auxiliar. Tais interações são

descritas por operações unitárias, que ocorrem durante um intervalo de tempo finito e

podem inibir ou paralisar a evolução temporal do sistema de interesse.

Apresentamos a estratégia de controle baseados em dois exemplos. No primeiro, o

sistema de interesse é composto por 2 q-bits (Sb e Sc) acoplados por um hamiltoniano

de troca e que compartilham uma excitação. Um terceiro sistema de dois ńıveis (Sa) é o

subsistema auxiliar responsável pelo controle. Interações entre Sb e Sa são intercaladas

na evolução temporal do sistema de interesse e provocam o controle desta dinâmica. O

número de tais interações, assim como seu tempo de acoplamento são parâmetros que

permitem diferentes formas de controle.

No segundo exemplo mostramos o controle da dinâmica do emaranhamento apre-

sentada em [60] através de interações com um único subsistema auxiliar. Na dinâmica

descrita em [60], dois átomos inicialmente emaranhados são submetidos à evoluções tem-

porais distintas. Um deles interage com um modo de campo eletromagnético aprisionado

em uma cavidade e o outro evolui livre de interações. A dinâmica é não dissipativa e o

emaranhamento inicial sofre oscilações ao longo do tempo. A introdução de um subsis-

tema auxiliar, que interage com o átomo na cavidade, permite o controle da dinâmica

do emaranhamento. Uma implementação emṕırica para este processo pode ser realizada

através da montagem descrita em [29], onde um átomo de dois ńıveis interage com dois

63
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modos de campo eletromagnético abrigados na mesma cavidade de microondas. O átomo

de dois ńıveis e um dos modos abrigados na cavidade (Ma) formam o sistema S. O

segundo modo Sb representa o subsistema auxiliar SA.

6.1 Controle da dinâmica de dois qubits

Consideremos o sistema global composto por 2 sistemas de dois ńıveis (Sb−Sc) acoplados,

que constituem o sistema de interesse, e outro sistema de dois ńıveis (Sa) que representa

o subsistema auxiliar. O hamiltoniano que descreve a evolução temporal livre de Sb − Sc

é dado por:

Hbc = εa|1a〉〈1a|+ εb|1b〉〈1b|+ εc|1c〉〈1c|+ Ia ⊗ ~Gbc(σ
b
−σc

+ + σb
+σc

−), (6.1)

onde σ+ = |1〉〈0|, σ− = |0〉〈1|, Gbc é o coeficiente de acoplamento, Ia é a matrix identidade

do subsistema Sa. Os coeficientes εa, εb e εc são os autovalores do hamiltoniano livre de

Sa, Sb e Sc.

O acoplamento entre subsistema auxiliar (Sa) e Sb é representado pelo hamiltoniano

Hab = εa|1a〉〈1a|+ εb|1b〉〈1b|+ εc|1c〉〈1c|+ ~Gab(σ
a
−σb

+ + σa
+σb

−)⊗ Ic, (6.2)

onde Ic é a matriz identidade do subsistema Sc e Gab o coeficiente de acoplamento entre

Sa e Sb.

Consideremos que Sa − Sb − Sc compartilham uma excitação. Os operadores Hbc e

Hab mantém constante o número de excitações, portanto podemos representar de forma

matricial no subespaço de uma excitação os operadores unitários de evolução temporal.

Ûbc(θ) =




1 0 0

0 cos θ −i sen θ

0 −i sen θ cos θ


 , (6.3)

e

Ûab(φ) =




cos φ −i sen φ 0

−i sen φ cos φ 0

0 0 1


 , (6.4)

Onde θ = Gbctbc e φ = Gabtab, sendo tbc (tab) o tempo de interação entre os subsistema

Sb e Sc (Sa e Sb).

O controle da dinâmica do subsistema de interesse (Sb − Sc) é exercido por evoluções

unitárias (Ûab), intercaladas ao longo do intervalo de evolução livre em Sb−Sc. O número

de intervenções e o peŕıodo de duração de cada uma são parâmetros importantes que
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especificam o controle. A forma geral para o vetor de estado do sistema global submetido

à tal controle é dada por:

|ψN〉 =
(
Ûab(φ)Ûbc(θ)

)N

|ψ(0)〉 , (6.5)

onde a evolução temporal de Sb − Sc foi dividida por N interações com o subsistema

auxiliar. No apêndice B calculamos o vetor de estado |ψN〉 para um estado inicial ar-

bitrário. Consideremos aqui o estado inicial |ψ(0)〉 = |0a〉 |0b, 1c〉 que sofre uma transição

quântica quando submetido à evolução temporal Ûbc(
π
2
) |ψ(0)〉 = |0a〉 |1b, 0c〉. Para inibir

esta transição quântica podemos intercalar interações unitárias com o subsistema auxiliar

ao longo do tempo de evolução livre do sistema Sb − Sc.

Como discutido no apêndice B, tais operações unitárias podem ser mapeadas em R3.

Assim podemos representar a sequência de N interações com o subsistema auxiliar como:

~rN =
[
R3 (φ)R1

(
− π

2N

)]N

~r(0) =




ac (1− cos Nϕ) + b sen Nϕ

bc (1− cos Nϕ)− a sen Nϕ

(1− c2) cos Nϕ + c2


 , (6.6)

onde φ 6= 2π e ~r(0) =




0

0

1




Tomando o limite N →∞ obtemos

lim
N→∞

~rN = ~r(0). (6.7)

pois a → 0, b → 0 e c → 1.

Para introduzir uma interpretação geométrica deste efeito consideremos um vetor ~r

no espaço euclidiano. Na dinâmica estudada, as rotações R1 (−θ) em torno do eixo

Ox acontecem no sentido horário. Portanto quando ~r possui componente y positiva, as

rotações R1 (−θ) reduzem sua projeção em z, entretanto, quando ~r possui componente y

negativa R1 (−θ) farão o oposto, tendendo a compensar a redução anterior. As rotações

R3 (φ) deslocam o vetor entre os subespaços onde a componente y é positiva e onde ela

é negativa. Assim, quando analisamos a dinâmica de ~r intercalada por rotações R3 (φ)

observamos que a redução da componente z, provocado por R1 (−θ) quando y > 0,

é compensado pelo aumento da mesma componente, através de R1 (−θ), quando y < 0.

Escolhendo o ângulo das rotações R3 (φ) e o número de intervenções N é posśıvel conservar

a componente z de ~r ou ate mesmo paralisar o vetor ~r.

Para o vetor de estado inicial |ψ(0)〉 = |0a〉|0b, 1c〉 que corresponde ao vetor ~r(0) =

(0, 0, 1) a probabilidade de permanência no estado inicial é dada por
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P001 = |(~rN)T · ~r(0)|2. (6.8)

A estrutura dos hamiltonianos (Hbc e Hab) permitem a manutenção do vetor de estado

no subespaço {|1a, 0b, 0c〉 ,−i |0a, 1b, 0c〉 , |0a, 0b, 1c〉} e conseqüentemente a interpretação

geométrica apresentada. Entretanto, o controle de estado quântico por interações com

um subsistema auxiliar não é restrito à sistemas que respeitam tais condições.

Em termos gerais, podemos afirmar que tal efeito ocorre quando o acumulo de in-

terações com o mesmo subsistema auxiliar provocam mudança de sinal e redução no

módulo da taxa de transição quântica. Na Fig.2 observamos o comportamento da função
dP001

dt
para o sistema Sa − Sb − Sc. A oscilação da taxa dP001

dt
provoca oscilação no com-

portamento de P001 (crescente-decrescente).

Figura 6.1: Probabilidade P001(t) e taxa de transição quântica dP001

dt
(t) para valores de

φ = π
10

, θ = π
2N

Embora este efeito de retenção do estado inicial provocado pelo limite N → ∞ seja

semelhante ao Efeito Zenão Quântico, não podemos identifica-lo como tal. No Efeito

Zenão Quântico descrito em [37], o sistema de interesse interage com N subsistemas aux-

iliares (ponta de prova) e após cada interação a informação completa sobre a ocorrência

da transição quântica torna-se dispońıvel na ponta de prova. Este fato implica no can-

celamento da taxa de transição quântica após cada interação[52, 53]. As interações com

as pontas de prova são caracterizadas como medições (ou pré-medições). O efeito ĺıquido



6.2. Controle da dinâmica do emaranhamento 67

de N interações entre um sistema auxiliar e o subsistema de interesse não se caracteriza

como processo de medição, conseqüentemente a taxa de transição quântica não é nec-

essariamente nula ao fim de cada interação com o subsistema auxiliar (como pode ser

observado na Fig.6.1).

Outra divergência entre os dois efeitos é o fato de que na dinâmica apresentada nesta

seção as transições do tipo |1a〉|0b, 0c〉 → |0a〉|0b, 1c〉 são intermediárias por Sb, i.e.,como

apenas um subsistema auxiliar (Sa) interage N vezes com o sistema de interesse, a ex-

citação presente em Sa pode retornar ao subsistema Sc fazendo com que a probabilidade

P001 seja maior do que a observada no Efeito Zenão Quântico. Tal comparação é mostrada

na Fig.6.2.

Figura 6.2: φ = π
2
, θ = π

2N
, Z(n) = cosN( π

2N
) efeito Zenão, P (n) = P001

6.2 Controle da dinâmica do emaranhamento

Consideremos o sistema composto por dois átomos separados espacialmente, sendo um de-

les isolado (átomo B) e o outro (átomo A) acoplado à um modo de campo eletromagnético

(M1), como descrito em [60]. Se inicialmente existe emaranhamento entre o átomo B e

o átomo A (ou M1) este varia ao longo do tempo, mesmo que os subsistemas emaran-

hados não estejam acoplados. A dinâmica do emaranhamento deve-se ao acoplamento
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entre átomo A e M1. Nesta seção propomos o controle desta dinâmica de emaranhamento

através de interações sucessivas com um único subsistema auxiliar.

Na apresentação da dinâmica livre de controle consideremos o estado inicial

|ψ(0)〉 = |ga〉 (α|11, gb〉+ β|01, eb〉) , (6.9)

onde o modo M1 e o átomo B estão emaranhados. Os coeficientes α e β definem a

intensidade do emaranhamento presente no sistema.

A dinâmica do emaranhamento ocorre devido ao acoplamento entre o átomo A e o

modo M1, que pode ser descrito pelo modelo Jaynes-Cummings (apresentado no caṕıtulo

2). Após a evolução temporal o vetor de estado do sistema tem a forma

|ψ(t)〉 = α (cos(gt)|ga〉|11, gb〉 − i sin(gt)|ea〉|01, gb〉) + β|01, eb〉, (6.10)

onde g é o coeficiente de acoplamento entre o átomo A e o modo M1. Consideramos

que a freqüência relacionada à transição atômica dos átomos A e B é ressonante com a

freqüência do modo M1. Notemos que em t = π
2

ocorre a inversão de emaranhamento,

o emaranhamento presente inicialmente no subsistema M1-átomo B é completamente

transferido para o subsistema átomo A-átomo B.

Para quantificar o emaranhamento e analisar sua evolução temporal escrevemos a

concorrência, definida em [61],entre o modo M1 e o átomo B

CM1,B(t) = 2|αβ cos(gt)| (6.11)

O cálculo completo da concorrência para dois sistemas de dois ńıveis é mostrado em

[60]. A concorrência oscila ao longo do tempo assumindo valores nulos quando gt = kπ
2

,

onde k é um número ı́mpar.

Podemos controlar a dinâmica do emaranhamento através de N interações com um

subsistema auxiliar. Para isso consideremos que a cavidade que abriga o modo M1 seja

capaz de abrigar dois modos ortogonais (M1 e M2). Uma realização emṕırica que utiliza

cavidade de microondas capaz de abrigar dois modos ortogonais foi reportada em [29].

Os modos possuem freqüências distintas (ω1 − ω2 = δ). A diferença entre os ńıveis

de energia atômico pode ser controlada por efeito Stark . A dessintonia entre os modos

é tal que permite ao átomo A, quando acoplado à M1 (M2), não interagir com M2 (M1).

Portanto é posśıvel controlar o tempo de acoplamento entre o átomo A e os modos M1 e

M2

Uma sequência de interações entre átomo A e M2, intercalada na evolução temporal

representada em (6.9) e (6.10), será responsável pelo controle da dinâmica do emaran-

hamento entre átomo b e M1. A evolução global do sistema será composta de N passos

cada qual com duas etapas. Na primeira etapa o átomo A estará acoplado ao modo
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M1 (cada primeira etapa é uma fração da evolução apresentada em (6.9) e (6.10)) e na

segunda etapa estará acoplado a M2 (a segunda etapa é a responsável pelo controle da

dinâmica).

Na primeira etapa a evolução do sistema é governada pelo hamiltoniano

H1 = ~ω1a
†
1a1 + ~ω2a

†
2a2 + ~ω1|ea〉〈ea|+ ~ω1|eb〉〈eb|+ ~g(σ+

a a1 + σ−a a†1),

= H
′
1 + ~ω1|eb〉〈eb| (6.12)

e na segunda etapa pelo hamiltoniano

H2 = ~ω1a
†
1a1 + ~ω2a

†
2a2 + ~ω2|ea〉〈ea|+ ~ω1|eb〉〈eb|+ ~g(iσ+

a a2 − iσ−a a†2),

= H
′
2 + ~ω1|eb〉〈eb| (6.13)

onde σ+
k = |ek〉〈gk|, σ−k = |gk〉〈ek| (k = a, b). H

′
1 e H

′
2 atuam apenas no subsistema

composto pelo átomo A, modo M1 e modo M2. Notemos que o coeficiente de acoplamento

na segunda etapa (em H2) é um imaginário puro, isso se deve à polarização ortogonal dos

modos.

Os operadores unitários de evolução temporal para a primeira e segunda etapa são:

e−iH1(2)t/~ = e−iH
′
1(2)

t/~e−iω1|eb〉〈eb|t. (6.14)

Escritos na base {|01, ga, 11〉, |01, ea, 01〉, |11, ga, 01〉} os operadores e−iH
′
1t/~ e e−iH

′
2t/~

tem a forma:

e−iH
′
1t1/~ = e−iω1t1




eiδt1 0 0

0 cos(gt1) −i sen(gt1)

0 −i sen(gt1) cos(gt1)


 , (6.15)

e−iH
′
2t2/~ = e−iω2t2




cos(gt2) − sen(gt2) 0

sen(gt2) cos(gt2) 0

0 0 e−iδt2


 , (6.16)

A evolução temporal total é dada por:

|ψN〉 =
(
e−iH

′
2t2/~e−iH

′
1t1/~

)N

|ψ(0)〉, (6.17)

o vetor de estado inicial completo do sistema é dado por

|ψ(0)〉 = |ga〉 (α|11, gb〉+ β|01, eb〉) |02〉, (6.18)

onde o modo M2 (subsistema auxiliar) foi preparado no vácuo.
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Após N passos o tempo de interação entre o átomo A e o modo M1 é T = Nt1.

Suponhamos que T = Nt1 = π
2g

(como foi feito Fig.6.3), quando não há interferência do

subsistema auxiliar na dinâmica a concorrência entre o modo M1 e o átomo B é nula,

pois o emaranhamento é completamente transferido para o subsistema átomoA-átomoB.

Entretanto, com a intervenção do subsistema auxiliar a dinâmica de emaranhamento é

inibida, i.e. o aumento do número de interações intermediárias com o subsistema aux-

iliar permite a manutenção do valor inicial da concorrência, ainda que o tempo total de

interação do sistema (átomo A, átomo B e modo M1) seja T = Nt1 = π
2g

(tempo em que

ocorre a inversão de emaranhamento), como pode ser observado na simulação numérica

apresentada em Fig.6.3.

Figura 6.3: δ = 8× 105, g = 1.5× 104 gt2 = π
2
.



Caṕıtulo 7

Conclusões

Os efeitos provocados pelo processo de medição em Mecânica Quântica interligam os tra-

balho aqui apresentados. As interações entre os sistemas quânticos e os aparatos de medida

são extremamente relevantes para a dinâmica do sistema e responsáveis por inusitados

efeitos, como o efeito Zenão Quântico.

No caṕıtulo 3 apresentamos um modelo dinâmico para o processo de detecção de

ńıveis de energia atômicos por detectores de ionização. No contexto de eletrodinâmica de

cavidades, calculamos o estado reduzido que representa o modo de campo, e analisamos a

influência da geração de sinais clássicos, provocados pelos detectores, na dinâmica destes

estados reduzidos.

A análise do processo de medição nos permite introduzir naturalmente reaĺısticas dos

detectores no estudo de experimentos em cavidades de microondas. Em trabalhos fu-

turos, podemos aplicar este modelo na avaliação de posśıveis implementações emṕıricas em

eletrodinâmica quântica de cavidades, como o esquema de proteção de estados quânticos

em cavidades apresentado em [62]. Neste trabalho os autores apresentam duas propostas.

A primeira para controle em cavidades ópticas, onde o campo eletromagnético na cavi-

dade é monitorado por um fotodetector, assim sempre que a cavidade perde um fóton o

fotodetector inicia um processo de reposição através de um átomo (preparado adequada-

mente) que é injetado na cavidade. O segundo esquema apresentado tem como objetivo a

proteção de estados quânticos em cavidades de microondas. Segundo os autores, não ex-

istem fotodetectores suficientemente eficientes para monitorar continuamente um campo

eletromagnético com freqüência de microondas. Assim, o número de fótons do modo de

campo é indiretamente medido através da interação com um átomo de dois ńıveis que

será analisado por detectores de ionização. Nesta montagem tais detectores estão ligados

a uma fonte de átomos, que serão lançados para suprir as perdas de fótons na cavidade.

Os autores apresentam uma descrição detalhada do esquema de proteção, e fazem con-

siderações a respeito das conseqüências do uso de detectores ineficientes. Entretanto,
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sabemos que a possibilidade de contagens erradas é um fator relevante na análise deste

processo de medição. Portanto, acreditamos que fazendo uso de um modelo capaz de in-

troduzir a possibilidade de contagens erradas (modelo descrito na seção 3.2), poderemos

fazer previsões precisas sobre a eficácia deste esquema de proteção de estados quânticos.

Um segunda posśıvel aplicação direta do modelo pode ser feita no esquema apresen-

tado em [63] foi apresentada uma estratégia para a geração de uma porta C-NOT em

uma montagem de Eletrodinâmica Quântica de Cavidades. Um estado de superposição

par (́ımpar) de estados coerentes criado na cavidade representa o qbit 0 (1). Uma mon-

tagem, semelhante a de [62], é proposta para garantir a escolha exata do qbit criado na

cavidade. Acreditamos que os efeitos provocados pelas imperfeições dos detectores podem

ser explicitados com o uso do modelo descrito na seção 3.

No Caṕıtulo 4 apresentamos um proposta para observação do efeito Zenão Quântico em

um sistema bipartite. O cenário f́ısico para a implementação de tal proposta é o de cavi-

dades de microondas. Nesta proposta o discrepante comportamento das evoluções tem-

porais unitária e dissipativa diante de medições freqüentes torna-se expĺıcito. A evolução

unitária é inibida, enquanto a evolução dissipativa não sofre alterações.

O caṕıtulo 5 é dedicado à uma investigação sobre os fundamentos do efeito Zenão

Quântico. O efeito sempre esteve relacionado de certa forma ao processo de medição, ap-

resentamos neste caṕıtulo um estudo sobre as conseqüências para o efeito Zenão Quântico

de medições incompletas. Conclúımos que o efeito prevalece e curiosamente torna-se ainda

mais evidente em alguns para algumas medições incompletas.

O controle da evolução temporal em um sistema quântico é o tema do caṕıtulo 6.

Apresentamos um protocolo para o controle da dinâmica de um estado através de um

único subsistema auxiliar. As diferenças entre tal protocolo e o efeito Zenão Quântico são

discutidas. Duas propostas para a aplicação do protocolo são investigadas.



Apêndice A

Cálculo dos coeficientes
〈
a|φe

η

〉

Para calcular os coeficientes presentes no integrando da equação (3.21), comecemos com

a equação de autovalores para H2e:

H2e|φe
η〉 =

[
He(0) + H2e(I) + H2e(II)

] |φe
η〉 = εe

η|φe
η〉 , (A.1)

onde |φe
η〉 e εe

η são, respectivamente, autovalores e autovetores do hamiltoniano H2e,

He(0) = εe|e〉〈e| + εg|g〉〈g| +
∫

dkεk|k〉〈k|, H2e(I) = we

∫
dk(|e〉〈k| + |k〉〈e|) e H2e(II) =

wg

∫
dk(|g〉〈k|+ |k〉〈g|).

Projetando a equação (A.1) em |k〉:
〈k|H2e|φe

η〉 = 〈k|He(0)|φe
η〉+ 〈k|H2e(I)|φe

η〉+ 〈k|H2e(II)|φe
η〉

= εk〈k|φe
η〉+ we〈e|φe

η〉+ wg〈g|φe
η〉 = εe

η〈k|φe
η〉 . (A.2)

Fazendo o mesmo com os estados discretos |g〉 e |e〉:
〈g|H2e|φe

η〉 =〈g|He(0)|φe
η〉+ 〈g|H2e(I)|φe

η〉+ 〈g|H2e(II)|φe
η〉

=εg〈g|φe
η〉+ wg

∫
dk〈k|φe

η〉 = εe
η〈g|φe

η〉 , (A.3a)

〈e|H2e|φe
η〉 =〈e|He(0)|φe

η〉+ 〈e|H2e(I)|φe
η〉+ 〈e|H2e(II)|φe

η〉
=εe〈e|φe

η〉+ we

∫
dk〈k|φe

η〉 = εe
η〈e|φe

η〉 . (A.3b)

Da normalização dos autovetores obtemos a expressão

|〈g|φe
η〉|2 + |〈e|φe

η〉|2 +

∫
dk|〈k|φe

η〉|2 = 1 . (A.4)

Definindo como energia fundamental εg = 0, e usando as equações (A.3a) e (A.3b)

podemos escrever

〈e|φe
η〉 =

εe
ηwe

wg(εe
η − εe)

〈g|φe
η〉 . (A.5)

73



74

Através da equação (A.2), obtemos

〈k|φe
η〉 =

1

εe
η − εk

(
wg +

εe
ηw

2
e

wg(εe
η − εe)

)
〈g|φe

η〉 , (A.6)

e finalmente, fazendo uso da condição de normalização, obtemos

〈g|φe
η〉 =





1

1 +
[

εe
ηwe

wg(εe
η−εe)

]2

+
[
wg +

εe
ηw2

e

wg(εe
η−εe)

]2 ∫
dk

(
1

εe
η−εk

)2





1/2

. (A.7)

Portanto, as equações (A.5), (A.6) e(A.7) nos fornecem formas explicitas para os coefi-

cientes da equação (3.21).



Apêndice B

O cálculo de |ψN〉

Com o objetivo de calcular |ψN〉 consideremos a ação das matrizes unitárias Ûab(φ)Ûbc(θ)

em um vetor |ξ〉 escrito na base {|1a, 0b, 0c〉 ,−i |0a, 1b, 0c〉 , |0a, 0b, 1c〉}.

Ûab(φ)Ûbc(θ) |ξ〉 = Ûab(φ)Ûbc(θ)




ξ1

ξ2

ξ3


 =




ξ1 cos φ− (ξ2 cos θ + ξ3 sen θ) cos φ

ξ1 sen φ + (ξ2 cos θ + ξ3 sen θ) cos φ

ξ3 cos θ − ξ2 sen θ


 .

(B.1)

Esta ação pode ser mapeada em uma rotação no espaço euclideano real, escolhendo

convenientemente as matrizes de rotação e exigindo que as componentes ξ1, ξ2 e ξ3 de |ξ〉
sejam reais.

Definindo as matrizes

R1 (ϕ) ≡ R (ê1, ϕ) =




1 0 0

0 cos ϕ − sen ϕ

0 sen ϕ cos ϕ


 , (B.2)

R3 (ϕ) ≡ R (ê3, ϕ) =




cos ϕ − sen ϕ 0

sen ϕ cos ϕ 0

0 0 1


 , (B.3)

e o vetor

~r =




ξ1

ξ2

ξ3


 , (B.4)

podemos notar que ação das matrizes R1 (−θ) e R3 (φ), nesta ordem, sobre ~r produz o

mesmo efeito sobre suas componentes que a ação das matrizes unitárias Ûbc(θ) e Ûab(φ)
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sobre as componentes do vetor |ξ〉, i.e.,

R3 (φ)R1 (−θ)~r =




ξ1 cos φ− (ξ2 cos θ + ξ3 sen θ) sen φ

ξ1 sen φ + (ξ2 cos θ + ξ3 sen θ) cos φ

ξ3 cos θ − ξ2 sen θ


 . (B.5)

A matriz ortogonal R3 (φ)R1 (−θ) pode ser escrita como

R3 (φ)R1 (−θ) = R (n̂, ϕ) = exp
(
ϕn̂ · ~J

)
, (B.6)

onde n̂ · ~J é o gerador de rotações em torno do eixo definido pelo vetor unitário n̂ =

aê1 + bê2 + cê3, ϕ é o ângulo de rotação em torno den̂, ~J = ê1J1 + ê2J2 + ê3J3, sendo

J1, J2 e J3 os geradores de rotações em torno dos eixos coordenados Ox, Oy e Oz,

respectivamente. Estas matrizes são [64]

J1 =




0 0 0

0 0 −1

0 1 0


 , J2 =




0 0 1

0 0 0

−1 0 0


 , J3 =




0 −1 0

1 0 0

0 0 0


 . (B.7)

Para calcular a ação de
(
Ûab(φ)Ûbc(θ)

)N

sobre o vetor de estado |ψ0〉, faremos uso

do mapeamento do operador Ûab(φ)Ûbc(θ) na matriz ortogonal R3 (φ)R1 (−θ) e da iden-

tidade:

[R3 (φ)R1 (−θ)]N =
[
exp

(
ϕn̂~J

)]N

= exp
(
Nϕn̂~J

)
. (B.8)

Determinando o eixo (n̂) e o ângulo (ϕ) encontraremos a matriz [R3 (φ)R1 (−θ)]N .

B.1 Determinando o ângulo e o eixo de rotação

Explicitamente,

ϕn̂ · ~J = ϕ




0 −c b

c 0 −a

−b a 0


 .

Após alguma álgebra, obtemos,

(
ϕn̂ · ~J

)2n

= ϕ2n (−1)n+1
(
n̂ · ~J

)2

,
(
ϕn̂ · ~J

)2n+1

= ϕ2n+1 (−1)n
(
ϕn̂ · ~J

)
, (B.9)

o que nos permite escrever

exp
(
ϕn̂ · ~J

)
= 1 + (1− cos ϕ)

(
n̂ · ~J

)2

+ sen ϕ
(
n̂ · ~J

)
. (B.10)
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Com um pouco mais de álgebra, obtemos a seguinte expressão para
(
n̂ · ~J

)2

:

(
n̂ · ~J

)2

=




a2 − 1 ab ac

ab b2 − 1 bc

ac bc c2 − 1


 .

Reunimos estes resultados na expressão

exp
(
ϕn̂ · ~J

)
=




(1− a2) cos ϕ + a2 ab (1− cos ϕ)− c sen ϕ ac (1− cos ϕ) + b sen ϕ

ab (1− cos ϕ) + c sen ϕ (1− b2) cos ϕ + b2 bc (1− cos ϕ)− a sen ϕ

ac (1− cos ϕ)− b sen ϕ bc (1− cos ϕ) + a sen ϕ (1− c2) cos ϕ + c2


 .

(B.11)

Comparando (B.11) com o produto

R3 (φ)R1 (−θ) =




cos φ − sen φ cos θ − sen φ sen θ

sen φ cos φ cos θ cos φ sen θ

0 − sen θ cos θ


 , (B.12)

obtemos as seguintes expressões para sen ϕ, cos ϕ e as componentes de n̂:

sen ϕ = 2 cos
φ

2
cos

θ

2

√
sen2

φ

2
+ sen2

θ

2
− sen2

θ

2
sen2

φ

2
, (B.13a)

cos ϕ =
cos φ + cos θ + cos φ cos θ − 1

2
(B.13b)

a = − sen θ (cos φ + 1)

4 cos φ
2

cos θ
2

√
sen2 φ

2
+ sen2 θ

2
− sen2 θ

2
sen2 φ

2

(B.14a)

b = − sen φ sen θ

4 cos φ
2

cos θ
2

√
sen2 φ

2
+ sen2 θ

2
− sen2 θ

2
sen2 φ

2

(B.14b)

c =
sen φ (cos θ + 1)

4 cos φ
2

cos θ
2

√
sen2 φ

2
+ sen2 θ

2
− sen2 θ

2
sen2 φ

2

(B.14c)

Este resultado permite o cálculo de [R3 (φ)R1 (−θ)]N . De fato, temos,

[R3 (φ)R1 (−θ)]N =
[
exp

(
ϕn̂ · ~J

)]N

= exp
(
Nϕn̂ · ~J

)
. (B.15)

A exponencial exp
(
Nϕn̂~J

)
terá a forma da matriz na Eq. (B.11), exceto pela substituição

de ϕ por Nϕ. As componentes a, b e c, assim como sen ϕ e cos ϕ) são dados pelas equações

(B.13) e (B.14).
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[47] R. Rossi, A. R. de Magalhães, and M. C. Nemes Phys. Rev. A, vol. 77, p. 012107,

2008.

[48] J. M. Raimond, M. Brune, and S. Haroche Phys. Rev. Lett., vol. 79, p. 1964, 1997.

[49] J. G. P. de Faria, Aspectos do Entrelaçamento em Sistemas Quânticos Abertos. PhD
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