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Resumo

Neste trabalho propomos a construgao de dois modelos para séries temporais, motivados
por aplicagoes do mercado financeiro. A primeira proposta é um processo de Markov
para séries continuas positivas, construido a partir de uma densidade de peso gama, o
processo de Markov ponderado-gama (PG). O processo PG ¢ estaciondrio, reversivel no
tempo e ¢é definido a partir de sua densidade de transicao. Investigamos a classe de dis-
tribuigoes GIG (Generalized Inverse Gaussian) e a distribuicdo gama como potenciais
distribuicoes marginais para o processo, os quais retornaram varios resultados explicitos.
A estimacao dos parametros dos processos PG-GIG e PG-Ga foi realizada via método
de méaxima verossimilhanca. Para avaliar o método inferencial proposto, realizamos um
estudo de simulacao Monte Carlo. Adicionalmente, realizamos um estudo empirico, a res-
peito do ajuste dos processos PG-GIG e PG-Ga aos dados de volatilidade realizada dos
log-retornos das agoes que compoe o indice FTSE 100, da bolsa de valores de Londres.
Implementamos um exercicio de pseudo previsao e avaliamos o desempenho dos processos
através de uma analise de residuos, por meio de envelopes simulados, e verificamos a cali-
bracao do modelo com a construcao de histogramas PIT (Probability Integral Transform).
A segunda proposta é uma classe de modelos para analise de séries temporais inteiras
multivariadas, construidos a partir da combinagao da metodologia INGARCH (INteger
valued Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedastic) com cépulas. O pro-
cesso proposto é denotado por processo copula-INGARCH (CINGARCH). As dinamicas
temporal e contemporanea (dependéncia cruzada das séries ajustadas ao modelo) sdo in-
corporadas ao processo através da metodologia INGARCH. Como potenciais distribuicoes
condicionais, investigamos as distribui¢oes Laplace discreta (LD) e Skellam. A estimagao
dos parametros dos processos LD-CINGARCH e Skellam-CINGARCH foi realizada via
método de méxima verossimilhanca em dois estdgios. Para avaliar o método inferencial
proposto, realizamos um estudo de simulacao Monte Carlo. Ademais, a metodologia pro-
posta foi usada para modelar conjuntamente a variacao dos ticks da taxa de cambio do
euro para a libra esterlina (EUR/GBP) e do euro para o délar americano (EUR/USD).
Avaliamos a bondade de ajuste dos processos LD-CINGARCH e Skellam-CINGARCH
marginalmente através da construcao dos histogramas PIT e de envelopes simulados para

os residuos de Pearson.

Palavras-chave: Autocorrelacao; Cépula; Estimacao em Dois-Estdgios; INGARCH;

Méxima Verossimilhanga; Predi¢ao; Processos de Markov; Séries Temporais Inteiras.



Abstract

In this work we propose two models for time series, motivated by financial market ap-
plications. First, we propose a Markov process for positive continuous series, driven by
a gamma weight density, the weighted-gamma Markov process (PG). The PG process is
stationary, time reversible, and is defined from its transition density. We investigated the
GIG (Generalized Inverse Gaussian) distribution and the gamma distribution as potential
marginal distributions for the process, which returned several explicit results. Parame-
ter estimation of the PG-GIG and PG-Ga processes was performed via the maximum
likelihood method. To evaluate the proposed inferential method, we performed a Monte
Carlo simulation study. Additionally, we conducted an empirical study, regarding the
adjustment of PG-GIG and PG-Ga processes to volatility data from the log-returns of
the stocks that make up the FTSE 100 index, of the London Stock Exchange. We imple-
ment a pseudo prediction exercise and evaluate the performance of the processes through
a residuals analysis, by means of simulated envelopes, and verify the model calibration
with the construction of PIT (Probability Integral Transform) histograms. The second
proposal is a class of models for multivariate whole time series analysis, built by combining
the INGARCH (INteger valued Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedastic)
methodology with copulas. The proposed process is denoted as the copula-INGARCH
(CINGARCH) process. Temporal and contemporaneous dynamics (cross-dependence of
the model-fitted series) are incorporated into the process using the INGARCH metho-
dology. As potential conditional distributions, we investigate the discrete Laplace (LD)
and Skellam distributions. Parameter estimation of the LD-CINGARCH and Skellam-
CINGARCH processes was performed via the two-steps maximum likelihood method.
To evaluate the proposed inferential method, we performed a Monte Carlo simulation
study. In addition, the proposed methodology was used to jointly model the change
in the exchange rate ticks of the Euro to Pound Sterling (EUR/GBP) and the Euro
to US Dollar (EUR/USD). We evaluate the goodness of fit of the LD-CINGARCH and
Skellam-CINGARCH processes marginally by constructing PIT histograms and simulated

envelopes for the Pearson residuals.

Keywords: Autocorrelation; Copula; INGARCH; Integer Time Series; Markov Proces-

ses; Maximum Likelihood; Prediction; Two-Steps Estimation.
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Capitulo 1

Introducao

O estudo de modelos para séries temporais tem sido topico de interesse de muitos pesqui-
sadores nas ultimas décadas, em diversas areas do conhecimento, como ciéncias médicas
(estudo da atividade elétrica cerebral ou batimentos cardiacos por minuto), climatologia
(previsao diaria de precipitagao e temperatura), administragao (avaliacdo do volume de
vendas mensais no varejo), entre outras.

Podemos citar, em especial, o mercado financeiro como uma das areas que motivou
estudos de modelos para séries temporais. Dessa forma, em econometria financeira, a
modelagem e previsao de dados de volatilidade do retorno financeiro agucaram o interesse
e a necessidade de definir modelos que explicassem bem esses dados, como apresentados
nos trabalhos de Engle (1982) e Bollerslev (1986), pioneiros nessa drea e que motivaram,
nas ultimas décadas, vérias extensoes e aplicagoes.

Uma vez que estamos lidando com dados indexados pelo tempo, é natural que con-
sideremos séries temporais para modelé-los. Desse modo, o objetivo geral deste trabalho
é propor e estudar modelos para séries temporais, motivados por aplicagoes do mercado
financeiro. Para os modelos propostos, apresentamos os métodos de estimacgao para in-
feréncia de cada um deles e as medidas de avaliacao de adequacao utilizadas no estudo
empirico.

A primeira parte deste trabalho sera responsavel por introduzir o modelo de Mar-
kov estacionario ponderado-gama (PG), o qual sera induzido pelo ajuste dos dados de
volatilidade realizada dos log-retornos do indice FTSE 100 da bolsa de valores de Lon-
dres, o qual caracteriza o conjunto das cem ag¢oes mais representativas. Por conseguinte,
apresentamos um modelo construido a partir de uma densidade de peso gama e, por
meio dessa densidade de peso, introduzimos o historico da série no modelo e o definimos
segundo sua densidade de transicao. Dessa forma, agregamos valor ao nosso trabalho
ao introduzir uma expressao para a densidade de transicao do modelo, uma vez que em
muitas construcoes de processos de Markov para séries temporais nao é possivel obter
expressoes ou representacoes analiticas para a densidade de transicao. Ademais, conside-
rando a natureza continua e nao-negativa dos dados, investigamos a classe de distribuigoes
Generalized Inverse Gaussian (GIG) e a distribui¢do gama como potenciais distribuicoes

marginais do processo, os quais retornaram varios resultados explicitos.
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Quanto a inferéncia do modelo, a estimacao dos parametros foi realizada via
método de maxima verossimilhanca. Para avaliacao do método inferencial proposto, apre-
sentamos um estudo de simulacao com avaliacao de dois cenarios distintos para os valores
dos parametros em cada marginal considerada, retornando nao somente as estimativas
de maxima verossimilhanca, mas também a raiz quadrada do erro quadratico médio e as
probabilidades de cobertura dos intervalos de confianga.

Adicionalmente, realizamos um estudo empirico a respeito do ajuste do modelo aos
dados de volatilidade realizada dos log-retornos das agoes que compoem o indice FTSE
100. Assim, implementamos um exercicio de pseudo previsao e avaliamos o ajuste do
modelo aos dados através de uma analise de residuos, por meio de envelopes simulados,
bem como verificamos a calibragao do modelo com a construcao de histogramas PIT
(Probability Integral Transform).

Em alguns contextos, os dados de séries temporais necessitam de uma abordagem
multivariada. Nesse sentido, Serban et al. (2007) ilustram como movimentos em um
mercado podem ter um forte impacto em outros mercados, explicando que a dependéncia
entre os mercados pode nao ser constante ao longo do tempo.

Em uma segunda abordagem, propomos uma modelagem para o ajuste de da-
dos inteiros, com dependéncia temporal e que demonstrem a necessidade de modelagem
conjunta, considerando uma dependéncia contemporanea. Construimos uma classe de mo-
delos para andlise de séries temporais multivariadas, para modelagem de dados inteiros,
combinando a metodologia INGARCH (INteger valued Generalized AutoRegressive Con-
ditional Heteroskedastic) com cépulas. A dinamica do modelo é considerada através da
variancia condicional, dadas as observacgoes passadas, e o processo proposto sera denotado
por cépula-INGARCH (CINGARCH).

Motivamos a utilizagao do processo CINGARCH na analise conjunta da variacao
dos ticks das taxas de cambio do euro para libra esterlina (EUR/GBP) e do euro para
délar americano (EUR/USD). Em economia, o tamanho do tick (menor variagao de preco
possivel de um titulo financeiro) tem um grande impacto na estrutura das distribuigoes
de retornos financeiros (Miinnix et al., 2010) e a variagao do tick pode ser tratada como
uma variavel aleatéria que recebe valores em Z (Koopman et al., 2017).

Levando em conta a natureza discreta dos dados, consideramos a Laplace discreta
e a Skellam como opgoes para as distribuicoes condicionais do modelo. A estimacao foi
realizada segundo o método de méaxima verossimilhanca em dois estdgios. Assim como
proposto na primeira abordagem deste trabalho, apresentamos um estudo de simulacao
e um estudo empirico, onde ajustamos o modelo CINGARCH as variacoes dos ticks das
taxas de cambio do EUR/GBP e EUR/USD, avaliando a bondade de ajuste do modelo por
meio de envelopes simulados para os residuos de Pearson e da construgao de histogramas
PIT.

A seguir apresentaremos a estrutura de organizagao desta tese de doutorado e
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faremos uma descrigao prévia sobre os principais pontos discutidos em cada capitulo.

Capitulo 2

Neste capitulo introduzimos o modelo de Markov estacionario ponderado-
gama (PG) para séries temporais continuas positivas. Este capitulo é dividido em seis
secoes e ao longo dele realizamos uma revisao de literatura, destacamos a relevancia do
modelo proposto neste trabalho e apresentamos conceitos importantes. Em seguida defi-
nimos o modelo, apresentamos suas propriedades e um estudo de simulacao para avaliacao
da performance do método de méaxima verossimilhanca é realizado. A metodologia pro-
posta é utilizada para modelar dados de volatilidade realizada de agoes que compoe o
indice FTSE 100. Realizamos um exercicio de pseudo previsao e avaliamos a bondade
de ajuste do modelo através da construcao de envelopes simulados para os residuos de
Pearson e histogramas PIT. Concluimos o capitulo com uma se¢ao de discussao dos re-
sultados, destacando os principais pontos debatidos e as propostas futuras seguindo esta

linha de pesquisa.

Capitulo 3

Neste capitulo apresentamos o modelo c6pula-INGARCH (CINGARCH), para
séries temporais inteiras multivariadas com dinamica temporal e contemporanea. Ao longo
de seis segoes, destacamos as principais referéncias na literatura a respeito da metodo-
logia INGARCH e da construcao de modelos usando copulas. Ademais, apresentamos a
relevancia do modelo que estamos propondo frente a literatura existente. Definimos o
modelo CINGARCH e discutimos sobre as distribuigoes de probabilidade condicional que
serao consideradas. Realizamos um estudo de simulacao e obtivemos as estimativas dos
parametros via método de maxima verossimilhanca em dois estagios. Realizamos um es-
tudo empirico onde o modelo CINGARCH ¢ utilizado na modelagem de dados da variacao
dos ticks das taxas de cambio do EUR/GBP e EUR/USD. Para avaliar marginalmente a
bondade de ajuste do modelo, realizamos a construcao de histogramas PIT e envelopes
simulados para os residuos de Pearson. Concluimos o capitulo destacando os principais

pontos do modelo e pesquisas futuras nesta area.

Capitulo 4

Neste capitulo apresentamos as consideracoes finais da tese, destacando os prin-
cipais pontos discutidos a respeito dos modelos e as propostas de pesquisas futuras. As
Referéncias Bibliogréaficas e o Apéndice, com material complementar, sao disponibilizados

na sequéncia.
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Capitulo 2

Processos de Markov

Ponderado-Gama

2.1 Introducao

Na teoria e aplicacao de processos estocasticos, podemos encontrar uma vasta
literatura sobre construcoes de processos de Markov para séries temporais. E importante
estudar modelos cuja estrutura proporcione facilidade ao realizar inferéncias e satisfacam
importantes propriedades como estacionariedade e reversibilidade no tempo.

Uma forma de fazer construgoes de processos de Markov para séries temporais é
através de modelos autoregressivos de primeira ordem (AR(1)). Um caso particular muito
utilizado, é o AR(1) usual {X;}iez:

Xt = PXt—1+€t, (21)

em que {¢} sdo varidveis aleatdrias independentes e identicamente distribuidas (i.i.d.),
com média zero, variancia 2, independentes de (X1,---,X; 1) e p € R.

A equagao autoregressiva aditiva apresentada em (2.1) motivou diversos trabalhos
na literatura, como o processo autoregressivo exponencial (EAR) (Lawrance e Lewis,
1977; Jacobs e Lewis, 1977), o modelo gama AR(1) (Gaver e Lewis, 1980; Lewis, 1983;
Lewis et al., 1989), o modelo AR(1) Poisson (Mckenzie, 1988) e o modelo AR(1) binomial
negativo (Al-Osh e Aly, 1992). Além disso, a distribuigdo da varidvel resposta X;, pode
pertencer a uma classe infinitamente divisivel fechada por convolugao, como feito em Joe
(1996).

Outra metodologia para a construcao de modelos de Markov é o modelo INAR
(Integer Auto Regressive) de ordem 1. Se a série temporal em estudo sugere uma modela-
gem discreta, é razoavel e mais coerente considerar uma modelagem com marginal discreta
para a analise destes dados. Introduzido por McKenzie (1985) e Al-Osh e Alzaid (1987),
o modelo INAR(1) é um processo estocéstico discreto de valores inteiros nao-negativos.

O modelo INAR foi inicialmente estudado com distribuicao marginal Poisson e

estruturado a partir do operador de redugao binomial “o”, definido em Steutel e van Harn
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(1978). A partir desta proposta outros trabalhos surgiram, como o modelo INAR(1) com
distribuigao marginal geométrica (Risti¢ et al., 2009), Skellam (Freeland, 2010) e Laplace
discreta (Barreto-Souza e Bourguignon, 2015). Ademais, a estrutura do operador “o”
também pode ser modificada, como o operador binomial negativo (Risti¢ et al., 2009;
Barreto-Souza e Bourguignon, 2015).

Neste trabalho, propomos a construcao de um processo de Markov estacionario
para séries temporais continuas positivas, o modelo de Markov estacionario ponderado-
gama (PG). Este modelo ¢ definido a partir de sua densidade de transi¢ao (ou condicional),
com a estrutura de dependéncia introduzida por uma funcao densidade de probabilidade
continua e distribuicao marginal também continua.

A construcao de processos de Markov a partir da especificacao da densidade de
transicao de (X;|X;—1) pode ser encontrada nos trabalhos de Pitt et al. (2002), com a
distribuicao marginal do processo pertencendo a classe infinitamente divisivel fechada por
convolucao de distribui¢oes na familia exponencial. Seguindo esta modelagem, Mena e
Walker (2005) introduzem uma abordagem nao paramétrica para modelar a densidade de
transicao do modelo, mantendo a densidade estacionaria conhecida. Uma generalizacao
do caso nao paramétrico com foco no caso discreto é feita por Contreras-Cristan et al.
(2009).

Anzarut et al. (2018) propéem um método para a construcao de modelos de Mar-
kov estritamente estacionarios. O processo é baseado em uma transformacao do tipo
Poisson, que modula a estrutura de dependéncia do mesmo. A construcao permite que
o modelo seja, reversivel no tempo e estacionario com uma particular distribuicao de
interesse invariante. Além disso, conforme a escolha da densidade invariante, é possivel
obter de forma analitica a densidade de transicao e a correlacao. O modelo é apresen-
tado em tempo discreto e uma extensao em tempo continuo é feita. Particularmente, a
distribuicdo Generalized inverse Gaussian (GIG) é tomada como distribui¢ao invariante
e alguns resultados para este caso particular sao apresentados. Para realizar a inferéncia
do modelo, os autores usam abordagem bayesiana. Mais detalhes sobre este modelo serao
apresentados na Segao 2.2.

Ainda seguindo a construcao de processos de Markov a partir da especificacao da
densidade de transigao, Leisen et al. (2019) apresentam o modelo de Markov em tempo
continuo ponderado-binomial, com distribui¢ao marginal binomial negativa. E Palma e
Mena (2021), por sua vez, propoem um processo de Markov em tempo continuo dual. Em
particular, os autores identificam o dual de alguns modelos nao conjugados, sendo estes o
modelo de fila M/M /oo e um processo simples de nascimento, morte e imigragao. Esses
duais garantem que o calculo dos operadores preditores possa ser feito por meio de somas
finitas.

Como mencionado anteriormente, neste trabalho propomos uma construgao de

processos de Markov com dependéncia temporal introduzida a partir de uma densidade
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de peso gama. A escolha de uma funcao continua para a densidade de peso nos permite
uma vantagem significativa em relacao as construgoes citadas, uma vez que passamos
a lidar com expressoes que envolvem integrais ao invés de séries. Podemos encontrar
diversas metodologias na literatura para obter um valor, mesmo que aproximado, para
as integrais (destacamos neste trabalho a quadratura de Gauss Laguerre). O modelo
apresentado por Anzarut et al. (2018), por exemplo, quando nao é possivel encontrar um
valor exato para a soma da série, tem como solucao realizar o truncamento da mesma,
feito isso, nao conseguimos dimensionar a perda de informacao. Estudamos os casos com
densidade de peso gama e as densidades GIG e gama sao apresentadas como opgoes para
a densidade marginal. Estas escolhas feitas para a marginal levam a expressoes fechadas
para a densidade de peso e correlacdo. A expressao para a densidade de transicao é
simples e de facil implementacao. O modelo é definido em tempo discreto e a estimacao
dos parametros é feita via método de maxima verossimilhanca, usando a teoria cldssica
de inferéncia. E realizado um estudo de simulacao Monte Carlo, onde calculamos as
estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros, o erro quadratico médio e a
probabilidade de cobertura dos intervalos de confianga.

O modelo proposto neste trabalho é motivado pela modelagem de dados de volatili-
dade realizada dos log-retornos do indice FTSE 100 (Financial Times and Stock Exchange
Group), o qual representa as 100 maiores empresas listadas na Bolsa de Londres. Seleci-
onamos os log-retornos computados a cada 10 minutos, coletados entre 31 de outubro de
2003 e 31 de maio de 2007. A modelagem e previsao de dados de volatilidade tém sido
dois dos tépicos mais pesquisados, tanto em aplicagoes praticas quanto na construcao de
metodologias, na drea de econometria financeira (Chen et al., 2018; Engle, 1982; Bol-
lerslev, 1986). Sugerimos nosso modelo como uma metodologia alternativa aos modelos
presentes na literatura (Chen et al., 2018; Takahashi et al., 2021; Chen et al., 2021) para
trabalhar com esse tipo de dado. Desse modo, implementamos um exercicio de pseudo
previsao e avaliamos a bondade de ajuste do modelo aos dados através de uma andlise de
residuos, por meio de envelopes simulados, assim como a construcao de histogramas PIT
(Probability Integral Transform).

A seguir, descrevemos a organizacao deste Capitulo. Na Secao 2.2 apresentamos
uma breve revisao sobre a teoria de processos de Markov, resultados da distribuicao GIG
e discutimos a construcdo do processo de Markov estudado por Anzarut et al. (2018).
Na Secao 2.3 propomos e definimos o modelo de Markov estacionario ponderado-gama
(PG) e estudamos as propriedades do processo para o caso em que a marginal assume as
distribuicoes GIG e gama. Na Secao 2.4 é feita a estimacao dos parametros via método
de maxima verossimilhanga e os resultados de um estudo de simulagao realizado usando
o software R sao apresentados. Na Secao 2.5 o modelo PG ¢ ajustado a um conjunto de
dados da volatilidade realizada diaria, dos log-retornos computados a cada 10 minutos,

das acoes que compoe o indice FTSE 100. Na Secao 2.6 apresentamos as consideragoes
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finais do capitulo e pontuamos algumas questoes a serem estudadas futuramente.

2.2 Preliminares

2.2.1 Distribuicao GIG

Apesar de ter sido introduzida por Good (1953), a distribuigdo Generalized Inverse
Gaussian (GIG) s6 foi explorada e teve suas propriedades estatisticas estudadas alguns
anos depois por Jorgensen (1982).

Uma variavel aleatéria X tem distribuicao GIG, com parametros 5 € R, 6 > 0 e

v > 0, se sua fungao densidade de probabilidade é dada por

_ (7/6)§ -1 —% x4y

em que Kz(v/67) = 5 [° 2P tem VO @t gy 6 a funcao Bessel modificada de terceiro
tipo com indice § (em (Abramowitz e Stegun, 1974, pags. 374-379) podemos encontrar

mais detalhes e outras representacoes para esta fungao).

Propriedade 2.2.1 (r-ésimo momento). Uma varidvel aleatoria X, com fun¢do densi-

dade de probabilidade GIG, dada pela Equagao (2.2), tem o sequinte r-ésimo momento e

r _Kﬂ T(\/ﬁ) 6 '
B = W) ( 5)

Ks(Voy)  K3(Vo)

Propriedade 2.2.2 (Fungao caracteristica). A fun¢do caracteristica de uma varidvel

aleatoria X ~ GIG(B,9,v) € dada por

Var(X) = —

) (Km(m) Kéﬂwm) |
v

@

Xy 0 Kp(/ (6 — 2it)y)

para t € R, onde i denota a unidade imagindria.
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Propriedade 2.2.3 (Parametrizagao alternativa). Tomando 6 = /0y e T = \/g podemos

expressar a distribuicao GIG da sequinte forma

1

— =~ P3G (g :
J0) = s P @ >0, (23)

em que 0 € o parametro de concentracdo e T € o parametro de escala.

Propriedade 2.2.4 (Casos especiais). Casos em que a distribuicao GIG € assumida com
0 = 0 ouy = 0, sao interpretados como casos limites, como pode ser verificado em
Eberlein e Hammerstein (2004). Deste modo, a distribui¢ao GIG apresenta como casos
particulares a distribui¢ao gama (S > 0,0 = 0, > 0), inversa gama (8 > 0,5 > 0,7 = 0)
e inversa Gaussiana (5 = —%,7 > 0,0 > 0).

A Figura 2.1 apresenta graficos da densidade GIG, com § = 1 fixado e diferentes

valores para os parametros J e 7.
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Figura 2.1: Graficos da funcao densidade de probabilidade de distribui¢oes GIG.

Podemos encontrar na literatura trabalhos que aplicam a distribuicao GIG em

situagdes de diferentes dreas. Iyengar e Liao (1997) realizam um ajuste dos intervalos
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interspike para neuronios usando a distribuicao GIG e fazem uma comparacao com o
ajuste log-normal. Chebana et al. (2010) mostram que a classe de distribui¢oes GIG
representa uma alternativa potencial as distribuicoes de valor extremo generalizadas para
modelar eventos hidrolégicos extremos. No contexto de financas e econometria, podemos
citar o trabalho realizado por Barndorff-Nielsen e Shephard (2001), onde a distribuigao
GIG ¢ aplicada na construcao de modelos estocasticos de volatilidade no tempo continuo

para ativos financeiros.

2.2.2 Processos de Markov

Nesta secao apresentaremos algumas defini¢oes e resultados classicos da teoria de
processos de Markov que usaremos neste trabalho. Estes sao retirados principalmente do
livro de (Revuz e Yor, 1999, pags. 79-117).

No contexto de probabilidade, um processo estocastico é uma familia de varidveis
aleatérias indexadas a um conjunto 7', sendo representada por {X;}ier. Considere um
espago mensuravel (£, &), onde E é um conjunto e & uma o-algebra de subconjuntos de

E. A seguir, temos a definicao de espaco de estados.

Defini¢ao 2.2.1. Seja T um conjunto e (E,&) um espago mensurdvel. Um processo
estocdstico { X }ier, tomando valores em (E, &), € uma familia de fungoes mensurdveis
X;, de um espago de probabilidade (2, %, P) para (E,&). O espago (E,&) é chamado

espaco de estados.

O conjunto T pode ser entendido como o “tempo”. Os casos usuais, e que serao
trabalhados aqui, sio T'= N' ¢ T = R,. O conjunto £ normalmente serd R? ou um
subconjunto de Borel de R% e & a o-4lgebra de Borel em E. Um processo de Markov é
um processo estocastico que pode ser entendido como uma versao em tempo continuo da
Cadeia de Markov, definido em um conjunto de espaco de estados também continuo.

Uma importante definicao é a de filtracao.

Definigao 2.2.2. Uma filtragdo no espago mensurdvel (Q,.%) é uma familia crescente
(Z1)i>0, de sub-o-dlgebras de F. Em outras palavras, para cada t temos uma sub-o-
dlgebra F, e F; C Fy se s < t. Um espago mensurdvel (Q,.F) dotado de uma filtrag¢ao

(Z1)i=0, € chamado espago filtrado.

Definicao 2.2.3. Um processo {Xi}er em (2, .F) € adaptado a filtracao (F;) se X; €

F- mensurdvel para cada t.

IN={1,2,-}.
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Seja F. = o(X,,s < t) a filtragdo natural de um processo {X;}ier, temos que
{Xi}ier ¢ adaptado & .72, dizemos ainda que a filtragao natural é a menor filtragao ao
qual o processo é adaptado. Ademais, se {X;}er é adaptado a (.%;), isso significa que
FP C F, para cada t.

De maneira intuitiva, podemos dizer que um processo {X;},er com espaco de
estados (E, &) é um processo de Markov se, para fazer uma previsao no momento s sobre
o que acontecerd no futuro, nao sao necessarias informacoes anteriores a s, somente é
preciso saber sobre o estado atual Xj.

Consideremos a o-dlgebra Z? = o(X,,u < s) o “passado” minimo de X no

tempo s. Para A € &, seja {X;}ier um processo, onde para qualquer s < t existe uma

probabilidade de transicao F;,, tal que,
P(X; € AlZ?Y) = P, (X, A). (2.4)

Deste modo, para qualquer funcao f positiva mensuravel com respeito a &, temos
que E[f(X)|.ZY] = P4[f(X,)]. Este resultado pode ser comprovado pelos argumen-
tos usuais de monotonicidade e linearidade da esperanca matematica. Considerando as

definicoes e os resultados apresentados, para s < t < v, temos que

P(X, € A|FY) = P(X, € A.F), 7?)
= E[P,,(X;, A)|F]

S

= /Ps,t(X57 dy)Pt,v(yv A) (25)

Pela Equacao (2.4), a esperanca condicional também deve ser igual a P (X5, A). A partir

destes resultados, temos a seguinte definicao:

Definicao 2.2.4. Uma funcao de transi¢ao em (E,&) € uma familia Ps;, 0 < s <t de
probabilidades de transicao em (E, &) tal que, para s <t < v:

/P&t(a:,dy)Pt,v(y,A) = P,(z,A),

para todo v € E e A € &. FEsta relagao € conhecida como equacao de Chapman-
Kolmogorov. A fungdo de transicao é dita ser homogénea se Py, depende de s et apenas
através da diferenca t—s. Para simplicidade de notagao, podemos escrever Py para denotar

Py, e lé-se a equacao de Chapman-Kolmogorov:

Po(e. A) — / P,(x, dy)Py(y, A),

para todo s,t > 0.

As definicoes apresentadas motivam a definicao de processo de Markov.
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Defini¢ao 2.2.5. Seja 9, uma filtragao, o espago de probabilidade (2, F,(%;),Q) € cha-
mado espago de probabilidade filtrado. Dizemos que {X;}ier € um processo de Markov com
respeito a ¥;, com funcgdo de transicao P, se para qualquer fungdo [ positiva mensurdvel

com respeito a & e para algum par (s,t) com s < t,

E[f(XtMgs] = Psﬂf[f(Xs)]'

Definido o processo de Markov, seguem as defini¢oes de estacionariedade estrita e

fraca.

Definigao 2.2.6. Um processo estocastico { X, }ier € estritamente estaciondrio se¥ ty,- - ,t,,
teT eV Al €8

P(Xt+t1 S Al,"' ;Xt—i-tn c An> = P(th € Al,"' ,th € An)

Ou seja, a distribuicao conjunta de (Xyi4,,- -, Xiar, ) € tgual a distribuicdo conjunta de

(X4, -, Xy,) para qualquer incremento t.

Definigao 2.2.7. Um processo estocdstico {X;}ier € fracamente estaciondrio se: (i)
E(X;) = p, para todot € T; (i) B(X?)<oo, para todot € T'; (i1) v(t1,t2) = Cov(Xy,, X3,)

¢ uma fungao de |t — to].

2.2.3 Processos de Markov estacionarios ponderado-Poisson

Nesta subsecao apresentaremos a construcao do modelo de Markov estacionario
ponderado-Poisson, proposto por Anzarut et al. (2018).

O processo de Markov estaciondrio ponderado-Poisson é um método para cons-
trucao de processos de Markov baseado em uma transformacao do tipo Poisson que modela
a estrutura de dependéncia do mesmo. O modelo apresentado é estritamente estacionario,
reversivel no tempo e com uma particular densidade marginal de interesse. Conforme a
escolha feita para a densidade marginal, é possivel obter de maneira analitica resulta-
dos do processo de Markov estacionario ponderado-Poisson, como: esperanca, variancia,
correlacao, densidade de transicao, entre outros.

O modelo ¢é definido em tempo discreto e em tempo continuo. Sao apresentados
resultados para os casos particulares com distribuicao marginal GIG, para o modelo em
tempo discreto, e com distribuicao marginal gama, para o modelo em tempo continuo.
Aqui focaremos apenas na construcao do modelo em tempo discreto.

A primeira definicao é a de densidade de peso que estrutura a dependéncia na

construcao do processo de Markov.



2.2. Preliminares 25

Definicao 2.2.8. Seja f uma funcdao de densidade de probabilidade absolutamente continua

com suporte em R,. Para ¢ >0 e Y ~ Poisson (¢x)

€7¢x ¢x Y
y!
onde y € NU{0}. Definimos a densidade ponderada-Poisson
' et f(a)
@y, o) = , 2.6
(:4:9) §(y, ) 20

em que & € a constante de normalizacao, expressa por

E6) = / e (2)de

Com o interesse de estender o conceito de atribuicao de probabilidades proporcio-
nais ao tamanho da amostra, Rao (1965) introduz o conceito de distribuicoes ponderadas,
onde a probabilidade de selecao de uma unidade é em si uma funcao da variavel em es-
tudo. Este conceito sera a base para a construcao do modelo proposto por Anzarut et al.
(2018).

Considere a densidade ponderada-Poisson com Y |X;_y = x;_1 ~ Poisson(¢z;_1).
Um processo de Markov { X, }4en, com densidade marginal f, é definido a partir da seguinte

densidade de transicao

*° —¢Iz—1 T 1)Y
f(ze]ze) Z (x5 y, ¢ ?5? =)

y=0

— exp{ ¢(3§’t+$t 1 }f Ty Z ¢$txt 1

(2.7)
— Y&y, o)

Os autores mostram que, considerando a densidade de transigao em (2.7), a equacao

de balanco ¢ satisfeita

f(%f‘xtfl)f(xtfl) = f(mtfl‘x»f(xt)a

para todo z;_1, z; € R,. Levando a um processo de Markov reversivel no tempo. Ademais,
se f é a densidade marginal do processo de Markov, entao as densidades f(z;) satisfazem

as equagoes de estados estaveis

/Ooof($t|$t1)f($t1)d$t1 = f(x).

Portanto, por este resultado, o processo conduzido por (2.7) é estritamente estaciondrio

e f é sua densidade estacionaria.

Defini¢ao 2.2.9. O processo de Markov, conduzido pela densidade de transi¢ao (2.7) e
com a densidade estaciondria f, € denominado processo de Markov estaciondrio ponderado-

Poisson.
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A seguir, sao apresentados alguns resultados do processo de Markov estacionario

ponderado-Poisson. O r-ésimo momento condicional do processo é dado por

. + 7, —0Tt—1 (o
E(X/ | Xi—1 = 241) Zg Y ¢ v, o)y (ze0)” .
Se f admite o segundo momento, a autocorrelagao pode ser expressa como:
1
COI'I'(Xt, Xt—l) == —]E[(Xt — ]E(Xt))(Xt—l — E(Xt—l))]

= 02(Z§y+1¢ @Y H2>a

em que p e o2 sao, respectivamente, a média e a variancia da densidade marginal do
processo f. De acordo com a escolha da densidade marginal f, é possivel obter de maneira
analitica expressoes para a autocorrelacao, por exemplo, se f é uma densidade gama? com
parametros a > 0 e b > 0, entao a correla¢do se reduz a Corr(X;, X;_1) = ﬁ Dessa
forma, parte da correlacao do modelo é induzida pela escolha da densidade marginal f e
a outra parte pelo parametro ¢.

Como caso particular, Anzarut et al. (2018) consideram a densidade marginal
do processo f pertencendo a classe de distribuicoes GIG, com parametrizacao dada
pela Equagao (2.2). A partir da Definigao 2.2.9, considerando a distribuigdo marginal
GIG(f,0%,7?), os resultados do processo de Markov estacionario ponderado-Poisson po-
dem ser obtidos.

A constante de normalizacao £(y; ¢) é expressa por

892 Ky ( 5\/7 + 2¢)
(42 +20) 3 Ks(67)

A distribui¢ao ponderada-Poisson, gerada por uma densidade marginal GIG, também
serd GIG com parametros b + vy, 6% e (% + 2¢)

(P 420/ % s {

2K 5., (07/72 + 29)

Deste resultado, a densidade de transicao é obtida

(we|wp1) = 3 { (7 +20)/5%) = P+
- 2K5.,(01/7% + 2¢)

xe “"”’*‘wat_l)y}
y!

Ey,0) =

fxiy.9) =

- 5@ 0 2000}

oxp { (et + (2 + 2000,

_ 1 _
— xf Lexp { —o(xy + 1) — 5(52@ Ly 72%)}

Xi 7’ +2¢) /52) > (- 1$t¢)y.
= 2Ky (072 +20)y!

2Consideramos a densidade gama com a seguinte parametrizacio: f(z) =

baxa—le—bz

I'(a)
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A esperanca condicional do processo de Markov estacionario ponderado-Poisson, com

densidade marginal GIG, é dada por:

E(X|Xi-1) Z Ksiys1(0V/72 +29) e (z116)" (2.8)
V2 +20 Kgiy(04/72 +20) y!

Estes resultados também podem ser obtidos para os casos particulares da distribuicao

GIG.

a) Processo de Markov estaciondrio ponderado-Poisson com distribuicao marginal In-
versa Gaussiana: Para 8 = —%, obtemos a distribuicao Inversa Gaussiana, ou seja,
1G(0,7) = GIG(—1/2,6,7). A constante de normaliza¢ao do processo de Markov,

neste caso, é expressa por

2
§:0) = \/:f‘”(5“5(\/’y2 +20)2 VK, 1(5v/4 + 29
T
Este resultado leva a um processo com a seguinte densidade de transicao
- 2
f@i]rvia) = expq — o(@i1 +a4) — 5(5 T+ )

X x_% 0 éi(¢5_lxtlxt\/72+2¢)y
" \VPt2s) &K, 0T 20)

b) Processo de Markov estaciondrio ponderado-Poisson com distribuicao marginal In-

versa gama: Para v = 0 uma variavel aleatoria GIG se reduz a distribui¢ao inversa
gama, isto é, GIG(—23,4%,0) = IGa(a,b) com a = —f, b = %. A constante de

normalizagao é dada por

o) = W K,o(21/59).

A densidade de transicao do processo de Markov, para este caso, tem a seguinte

expressao

)5 o)

f(xt]xt,l) = x;(a+1) exp { — ¢($t + xt,l) — (13_ a y|2K (2\/%> .
t y=0 . y—a

¢) Processo de Markov estaciondrio ponderado-Poisson com distribuicao marginal gama:
Para 6 = 0, a distribuicaio GIG(f,0,7?) é equivalente a distribuicao gama com
parametros a = e b = v?/2, Ga(a,b). A constante de normalizagao do processo

fica expressa por
b T(a+vy)
I'(a) (b+ ¢)rte

£y, 0) =
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A densidade de transicao do processo é dada por

f(ze]xeq) exp{[p(zy + 24—1) + bry]} ( T

a—1
(6 + b)-@FD2p(a—1)/2 tl) o1 (2v/me12:0(9 + b)),

Ti—

2
meiro tipo (mais detalhes sobre esta fungdo podem ser verificados em (Abramowitz
e Stegun, 1974, pags. 374-378)).

> 1 T\ 2ktY N ) .
em que [,(x) = Z R CEEY (—) é a funcao de Bessel modificada do pri-
k=0

2.3 Processos de Markov ponderado-gama

Nesta secao propomos a construcao de um processo de Markov estacionario a partir
de uma densidade de peso gama e o definimos segundo sua densidade de transi¢ao. Consi-
deramos um processo em tempo discreto, além disso investigamos a classe de distribuigoes
GIG e a distribuicao gama como potenciais marginais do processo.

Antes de definir nosso processo, definiremos a densidade de peso gama, conside-
rando X uma varidvel aleatoria nao-negativa, com funcao densidade de probabilidade f
e Y|X =z ~ Ga(¢,x), com ¢ > 0.

Definicao 2.3.1. Seja f uma funcao densidade de probabilidade absolutamente continua,

com suporte em Ry. Para ¢ >0 ey >0, a densidade de peso gama é definida:

o) = LB
ey f()da
_ i) (2.9)
n(y,¢)
em que a constante de normalizacdao, n, é dada por
n(y,¢) = /Oo %™ f(2)dw. (2.10)
0

Propriedade 2.3.1 (r-ésimo momento de um varidvel aleatéria com densidade de peso
gama). Seja X|Y = y uma varidvel aleatoria, com fun¢do densidade de probabilidade dada

pela Equagdo (2.9), seu r-ésimo momento é dado por

00 ¢ o—TY
E(X'|Y =y) = /0 x’"%d@«

ny,r + o)

D) (2.11)
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Propriedade 2.3.2 (Transformada de Laplace de um varidvel aleatéria com densidade de
peso gama). Seja X|Y = y uma varidvel aleatoria, com fungdo densidade de probabilidade

dada pela Equagao (2.9), a transformada de Laplace é dada por

X v _ * erte ™ f(x)

Ny + A, ¢)
n(y, ¢)

A partir da Definigao 2.3.1, podemos construir um processo de Markov {X;}en

com fung¢ao densidade de probabilidade marginal f.

Proposicao 2.3.1. Considere Y|X; 1 = x;_1 com fun¢do densidade de probabilidade
Ga(o,z,1) e X,|Y = y com funcio densidade de probabilidade f. A densidade de

transi¢ao (ou densidade condicional) do processo de Markov { X }en € dada por:

0 ¢ =121y
Falea) = [ flean. o) ™=y

(z12-1)° f (24) /°° eY(@etai-1) -1

Demonstracao. Apéndice A.1. n

dy. (2.12)

O parametro de taxa da distribuicao gama no processo de Markov foi fixado, pois

este apresenta problema de falta de identificabilidade no modelo.

Proposicao 2.3.2. O processo de Markov com densidade de transi¢cao dada na Equagao

(2.12) € estaciondrio, com densidade estaciondria f.

Demonstracao. Esta proposicao pode ser verificada integrando a distribuicao conjunta de

X; e X; 1 em relacao a X;_

/oo ) ($t$t—1)¢f(iﬁt) (/oo ey($t+$t1)y¢1dy) .
0 0

I'(¢) n(y, @)
Teo.deFubini . o (Zlit)d)e*yxtyd)*l o (J;t_l)¢e*yxt—1 ) )
2 g [ ( /o w9y e “j)dy
* (zy b oYt -1 -
= f(mt)/o (=) T'(¢) / dy = f(x). (2.13)

]

Proposicao 2.3.3. O processo de Markov com densidade de transi¢cao dada na Equagao

(2.12) € reversivel no tempo.
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Demonstracao. Podemos verificar que a equacao de balango é satisfeita

($t$t,1)¢f($t) & e_y(wt'i‘ztfl)yd)—l
F(¢) /0 77(?/, ¢) dyf(l"t—ﬁ
_ (xtwt*1)¢f($t,1) o e—y(xt+zt71)y¢_1 )
B (o) /0 70 0) dy f(x:)
= flzeoa|ze) f2r). (2.14)

[ 1) f(aea)

Deste modo, para todo x;_1 e ; € R, o processo de Markov com densidade de transigao

dada pela Equagao (2.12) é reversivel no tempo. O

Definigao 2.3.2. O processo de Markov estaciondrio { X, }en com densidade estaciondria
f e densidade de transicio (2.12) é denominado processo de Markov ponderado-gama.

Denotaremos esse processo pela sigla PG.

Proposigao 2.3.4. A partir dos resultados (2.11) e (2.12) o r-ésimo momento do processo

PG pode ser obtido por

¢ %) ¢—1_,—x¢_ 1y
Ty n(y, ¢ +r)y” e
E(XT|X; 1 = xp1) = “/ dy. 2.15
KilXer =) = 1y ), "y, 9) (249)
Demonstracao. Para r =1,2,---, o momento de ordem 7 do processo PG é dado por

]E(X“Xt—l = xt—l) = / x:f(xt|xt_1)dxt
0

00 ) ¢ o—1,—xt_1y
? Ty 1Y~ €
= T, T, dydx

0o .9 ¢o—1 ,—xt1y S

. Ty 1Y" € d+r ey

- | S ), ot ey
Ty /°° n(y, ¢ +r)y* e

dy. (2.16)

]

Condicionada a existéncia do segundo momento, a correlacao do processo PG pode

ser obtida através da seguinte expressao

L1 [y Py, 04 1)
cont¥Xen) = (g [y ) e

onde y e 02 representam a média e a variancia da distribuicao marginal, respectivamente.

Os detalhes deste resultado podem ser verificados no Apéndice A.2.
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2.3.1 Processos de Markov ponderado-gama GIG

Nesta subsecao, serao apresentados os resultados do processo de Markov ponderado-
gama com a densidade marginal pertencendo a classe de distribuicoes GIG, PG-GIG.

Considere f uma funcao densidade de probabilidade GIG(/3,d,v). A constante
de normalizacao do processo de Markov ponderado-gama pode ser obtida identificando o

nucleo de uma distribuicao GIG

- Oox%_my L 2P ex 1 x ! x) pdx
n(y, ®) /0 e AN p{ 5027+ )}d.

(6/(v +2y)) 7 2K5,4(1/5(7 + 29))
(8/7)72K5(\/57)

ca e { = Lo+ 0+ 20 >}
/0 5/ (v +2y ) 52K \/ ’y+2y

_ (6/(7+2y 2 Kﬁ+¢> \/ (218)
(0/7)% K, (\/ﬁ)

Desse modo, pela Equacdo (2.18), a densidade de peso gama, f , pode ser obtida:

ple W — 1 gf-1 exp{ — L 4z }
flasy6) = (5/2)% Ka(/5) 2 )

(6/(v+20)) T2 Ko 4(1/50r729))
(6/1)% Ka(v/5)

2P L exp { — 30zt + (v + 2y)x)}
= 2 . (2.19)
(0/(y +2)) % K1 6(/6(v + 20)
Note que, a Expressao (2.19) para a densidade de peso é uma fun¢ao densidade de pro-
babilidade GIG(z; ¢ + 5,6,v + 2y). Desta forma, pode-se obter a densidade de transigao

do processo de Markov no tempo ¢

(z1_1)%2P " exp { — 30zt + ’y:ct)}

00 e~ y(zetai— 1)y¢ 1
@z ) = y /
L(¢)(6/7)2 Ka(v/07) 0 (65/(r2) E° Kw(x/amzy)

(5/7)2 Kp(Vév)

1 _
0

['(e) (5¥2Kﬁ+¢( o(v +2y))

Em particular, considerando a distribuicao GIG para a marginal do processo, do
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resultado dado na Equagao (2.15) podemos determinar a esperanca condicional

“n(y, o+ 1)xf71y¢*1e*xt—1y
E(X,|X, |) = ]
) /0 n(y, o)I'(¢) y

T /°° y? e " Ky 1(\/0(7 + 2y))
L) Jo  (v+2y)7 Kpio(\/3(v+2y))

A correlacao do processo é entao dada por

( ~B/2§5+1 /OO K250 (V/o(y +2y))y° "
I( ) Jo o (

6)Ks(/37 v+ 29) T Ky (V6 F 29))

_5K§+1(\/ﬁ))7 [sz(W) KEH(\/H) :

dy. (2.20)

COI'I'(Xt,Xt_l) =

VE3(VOy) )6 | Ks(V&Y)  K3(V6Y)
Y5105 Kg(v/57)
[(¢)(K5(v/37) Kpy2(vV/87) — K2, (+/67))
x /Oo Kﬁwqrﬁ(v o(y + 2y))y*
o (v+2y) 2 TKy(\/0(7 +2y))
- K3,,(V57)
Ks12(V67)Ks(V67) — K2(V/37)

O resultado apresentado na Expressao (2.21) foi interpretado através dos graficos

(2.21)

apresentados nas figuras Figuras 2.2, 2.3, 2.4 e 2.5. Realizamos um estudo de sensibilidade,
para avaliar como a correlagao do processo se comporta em funcao dos diferentes valores
para o parametro ¢, Figura 2.2. Esta andlise ¢ importante pois, o parametro ¢ é oriundo
da distribuicao que introduz o histérico da série no modelo. O gréafico da correlacao do
processo PG com densidade marginal GIG(1,2,3) em func¢do do parametro ¢ € (0,50]
apresentado, indica que conforme o valor de ¢ aumenta, mais forte é a correlagao entre
Xie Xi .

As Figuras 2.3, 2.4 e 2.5, por sua vez, apresentam os graficos da trajetéria, de
autocorrelacao (ACF) e de autocorrelagdo parcial (PACF) de um modelo de Markov
ponderado-gama também com densidade marginal GIG(1,2,3), para os casos ¢ = 2, 5
e 80, respectivamente, em amostras de tamanho 200. Os graficos da ACF sugerem um
decaimento exponencial conforme o valor de ¢ aumenta. Este comportamento fica evidente
em especial para ¢ = 80. Pelos graficos de trajetéria do processo e da ACF, pode-se
considerar que, definida a distribuicao marginal f e seus parametros, a dependéncia no
modelo é dirigida pelo parametro ¢, de modo que, aumentando o valor de ¢, mais uma

vez, mais forte fica a correlacao.
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Figura 2.2: Grafico da correlagao do processo de Markov ponderado-gama com distri-
buigao marginal GIG(1,2,3), em func¢do do parametro ¢ variando de 0 até 50.

5 1.00 1.00
4 0.75 0.75
3 0.50 0.50
2 0.25 | 0.25
1 0.00 I'||“||-“-'III|I|l||I 0.00 '-|||l|-'l |'III'I'-|-I
0 50 100 150 200 6 6 12 18 24 6 6 12 18 24
Tempo lag lag

Figura 2.3: Trajetéria de tamanho 200, ACF e PACF do processo de Markov ponderado-
gama com distribuigado marginal GIG(1,2,3), com ¢ = 2.

5 ACF PACF
1.00 1.00
0.75 0.75
4
0.50 0.50
2 0.25 ‘ 0.25
0.00 illllll.llll_ Illlll_l 0.00 _llllllllnlll_l _-I.II
0 (0] 50 100 150 200 [0} 6 12 18 24 (6] 6 12 18 24
Tempo lag lag

Figura 2.4: Trajetéria de tamanho 200, ACF e PACF do processo de Markov ponderado-
gama com distribuigao marginal GIG(1,2,3), com ¢ = 5.
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Figura 2.5: Trajetéria de tamanho 200, ACF e PACF do processo de Markov ponderado-
gama com distribui¢do marginal GIG(1,2,3), com ¢ = 80.

Como ja citado, a distribuicao GIG tem como casos particulares outras distri-
buicoes conhecidas, obtidas de acordo com a escolha feita para os valores dos parametros.
Destacaremos aqui, quantidades de interesse do processo de Markov ponderado-gama para

os casos particulares da distribuigao GIG.

a) Processo de Markov ponderado-gama com distribui¢cao marginal Inversa Gaussiana
(IG): A constante de normalizagao do processo PG com distribuicao IG(d, v)=GIG(—1/2,6,~),

é expressa por

O/ (3 +2) DK (VO +29)
VK4 (vV57) |

Para a densidade de transicao, temos a seguinte expressao

n(y,¢) =

3

(ryi1)%2, % exp { — 30zt + ’ymt)}

I'(¢)
" / e~ Y(@itzi—1 y¢ 1(7"‘22/)1/2 H
0

VA2, 1 (\/O(v+ 2y))

b) Processo de Markov ponderado-gama com distribui¢ao marginal Inversa gama (1Ga):

f(%‘xt—l) =

dy.

A constante de normalizacao do processo PG com distribui¢ao marginal 1Ga(a, b)=
GIG(—p,0,7), em que a = —f e b = L, é dada por

) ba
n(y7¢) = / I(be_zy—m (‘H‘l) b/xdff
F( )

e~y (a—¢+1) _b/xdilf.

. 2@,
F( )y =
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Para a densidade de transicao, temos o seguinte resultado

_ (ztxt—1)¢f($t)l—‘(a) o0 o—y(
flxilziy) = r(oE /O TORENID dy.

xt+xt71)y¢*1y%

c¢) A distribui¢ao gama é um dos casos particulares da distribui¢ao GIG. Investigaremos

o processo PG com a distribuicao marginal gama na Subsecao 2.3.2.

2.3.2 Processo de Markov ponderado-gama gama

Nesta subsecao, serao apresentados os resultados do processo de Markov ponderado-
gama com a densidade marginal gama, PG-Ga.

Considere f uma fungao densidade de probabilidade gama(a,b). A constante de
normalizacao do processo de Markov ponderado-gama pode ser obtida identificando o

nicleo de uma distribuicao gama

[o.¢] ba
n(y, o) = / xPe ™ —— g ety
Y S T

bT(S +a)
= : 2.22
T+ 5+ 2:22)
Pelo resultado apresentado na Equacdo (2.22), a densidade de peso é dada por
. b pta
faie) = SV ettt (2.23)

L(p+a)
Perceba que, quando a densidade marginal do processo ¢ gama, a densidade de peso
também é gama, neste caso, como verificado na Expressao (2.23), Ga(¢ +a,b+y). Deste

modo, a densidade de transicao é obtida pela seguinte expressao

(fﬂtll?tq)‘bb“x?*le_bxt /OO e—y(xt+act71)y¢—1
H@l(a) 0 (_tret
F(a)(b+y)¢+a
(wpmy_y)Pad om0

= P(¢)F(¢ T a) /O eiy($t+$tfl)y¢*1<b + y)‘““dy. (2.24)

Deste modo, considerando a densidade de peso gama dada pela Expressao (2.23)

J(@e]aiq) dy

e a densidade de transicao dada pela Expressao (2.24), podemos determinar a esperanga

condicional do processo PG-Ga

— > 77(% (b + 1)%?_13/92’_16_3%—13/
i) = 1, ()
x?—lr(gb +a+ 1) /OO y‘z’*le*It—ﬂJ
L(o)'(¢p+a) Jy (b+y)

dy

dy. (2.25)
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A funcao de correlacao do processo PG-Ga apresenta forma fechada e é dada por

_®
d+a+1
Detalhes deste calculo podem ser verificados no Apéndice A.3. A Equagao (2.26) evidencia

Corr( Xy, Xi—q) = (2.26)

que a dependéncia do processo é determinada pelo parametro ¢ e pelo parametro de forma
da distribui¢ao marginal gama. Observe que, fixado o parametro a e tomando ¢ tendendo
a infinito, a correlacao tende a 1.

Realizamos um estudo de sensibilidade para a correlagao do processo PG com den-
sidade marginal Ga(2, 3), em relagao ao parametro ¢. O resultado é apresentado na Figura
2.6 e corrobora o resultado obtido na Equacao (2.26). Avaliamos a correla¢ao do PG-Ga
também através dos graficos da ACF e PACF, apresentados nas Figuras 2.7, 2.8 e 2.9,
que apresentam também a trajetéria do processo. As séries apresentam comportamento
estacionario, com decaimento exponencial na ACF e pico significativo no primeiro lag da
PACF, sugerindo que um modelo autoregressivo de primeira ordem pode ser adequado

para ajusta-las.

1.00

Correlagao
o o
[é)] ~
@] [¢)]

©
N
a

0.00

o 10 20 30 40 50

Figura 2.6: Grafico da correlagao do processo de Markov ponderado-gama com distri-
buigdo marginal Ga(2,3), em funcdo do parametro ¢ variando de 0 até 50.
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Figura 2.7: Trajetéria de tamanho 200, ACF e PACF do processo de Markov ponderado-
gama com distribuigdo marginal Ga(2,3), com ¢ = 2.
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Figura 2.8: Trajetéria de tamanho 200, ACF e PACF do processo de Markov ponderado-
gama com distribui¢cdo marginal Ga(2,3), ¢ = 5.
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Figura 2.9: Trajetoria de tamanho 200, ACF e PACF do processo de Markov ponderado-
gama com distribuigao marginal Ga(2,3), ¢ = 80.

2.4 Estimacao dos parametros

Nesta secao serao apresentados os resultados para a estimacao via método de
maxima verossimilhanga dos parametros do processo de Markov ponderado-gama, para os
casos com densidade marginal GIG(/3,d,7) e densidade marginal Ga(a,b). O cilculo das
funcoes de verossimilhanca foi realizado fazendo-se o produto das densidades condicionais.

Sejam 0; = (¢,[,6,7), 02 = (¢p,a,b) os vetores completos de parametros das

densidades marginais GIG e gama, respectivamente, e x1,--- ,x, a trajetéria observada
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do processo. A fungao de verossimilhanca do PG-GIG e do PG-Ga sao dadas por
(ol Yexp { = LS00 4 9
L) = F"*(é)é(nﬂ)(w)/z

2K445(v/0(7 + 2y))

:L"B ex —1 7t et .
" (6/7)52@(@) 1 p{ 0 )} 220
[T {af ™ af Yexp g — b0 ,(x)
L(0y) = { }

1@ (6 + )

% H/ e—y(wi+$i—1)y¢—1(b+y)¢+ady
i=2 70
ba a—1 _—bxq
X F(a)ml e . (2.28)

As fungdes de log-verossimilhanga sao obtidas aplicando o logaritmo nas Expressoes (2.27)
e (2.28)

n n

1(6) = Z [(qb + 5 —1)log(z;) + gzﬁlog(xi_l)} — 12(6%_1 + yx;) —

=2 2i:2
(n— Dlog(r(e)) - "0 osl9) +

g log(7y) +
Solog [ ) T O togs) — 1og(2) -
0 2K¢+5( o(y +2y)) 2

log(K(v/57) + (8 — 1) log(r) — 3 (0" + 1) (2.29)

16:) = 316 +a—1)log(w;) + dlog(zi )] = b as — (n— 1) log(I(6)) —

i=2 P
(n—1)log(T'(¢ + a)) + Z log/ e_y(l’z"f'ivi—l)yd)_l(b + y)¢>+ady +

=2 0
alog(b) —log(I'(a)) + (a — 1) log x; — bxy. (2.30)

O préximo passo ¢ a maximizacao das funcoes de log-verossimilhanca. Devemos
maximizar a Fungao (2.29) em relagdo aos parametros ¢, 3, d e v e a Fungao (2.30) em
relacao aos parametros ¢, a e b. Métodos iterativos serao necessarios para a maximizacao
destas fungoes e uma quadratura numérica sera utilizada para resolver as seguintes inte-

grais que compoe as fungoes de log—verossimilhan(;a

0 2K445(v/0(7 + 2y))

(2.31)
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/ efy(:vi+$i—1)y¢*1(b + y)¢+ady' (232)
0

Kahaner et al. (1989) fornecem maneiras para se fazer aproximagoes da solugao de
integrais via quadraturas numéricas. Deste modo, devemos buscar uma quadratura que se
proponha a fornecer aproximagcoes para as integrais das fungoes que estamos trabalhando,
no nosso caso seria uma fungao do tipo exp{—=x}f(x). Dentre as quadraturas numéricas
disponiveis, a adequada para este problema ¢é a Quadratura de Gauss Laguerre. Os autores
afirmam que certas fungoes geralmente aparecem como parte do integrando em intervalos
infinitos, e destacam que dois casos comuns sao as fungoes: exp{—z} e exp{—2?}. De-
notando estas fungdes por ¢(x), o método apresentado pelos autores envolve a seguinte

técnica:
d n
/ q(z) f(z)dz = Zwkf(xk) + R,,.
¢ k=1

Os limites ¢, d podem ser finitos ou infinitos. Os pontos x; sao chamados nés da qua-
dratura, enquanto wy sao os pesos da quadratura associados aos nés e R,, denota o resto
(para mais detalhes veja (Kahaner et al., 1989, pag. 166)).

Foi realizada uma mudanca de varidvel nas integrais dadas pelas Expressoes (2.31)

e (2.32), para que pudéssemos usar a Quadratura de Gauss Laguerre

VAN b @02
/oo G_y(ri—’_xi_l)yqb_l('}/ + 2y)(¢+6)/2 . /OO € <l‘i+a:i—1> (IY + Ll7i+$i—1> d>
2K (v +2 B
’ pr(VO0Y+20)) U 24 <\/5 (7 + xfofl)) (i +2i-1)
(§
o0 ( oot 5 00 p ¢—1 2 p+a
e Y@itzi) 6=l 4 Notag,  — / e F [ — 2 b4+ —m dz.
/0 y ( y) y 0 €T; -+ Ti—1 xT; + Ti—1
(2.33)

Deste modo, as aproximacgoes para as integrais podem ser expressas por
.\ 5, )\ (@+8)/2
/oo o % <$i+1'i71> <’Y T $i+$i71) d
0
2K 418 <\/5 <’Y + #jl)) (zi +xi1)

- . e NG

k
k=1 2K¢+5 (\/(5 <’Y + 251-52-?1—1>) (iL’Z + xi—l)
oo -1 p+a
/ e ? (—Z ) (b + _c ) dz
0 Ti+xiq T; + Ti—q

17 o $—1 % é+a 1
wy [ —E2— b+ —F ) —
T + X1 T+ i1 T+ i1

=1

Q

o
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No software R foi usada a fungao gaussLaguerre do pacote pracma para obtermos
os pesos e nos da Quadratura de Gauss Laguerre. A escolha da quantidade de nos e
pesos deve ser feita com cuidado, uma quantidade pequena pode ocasionar a perda de
informagoes e uma quantidade grande pode apresentar nés cujos pesos sao proximos de
zero e que consequentemente, nao agregam informacao ao célculo. Optamos por usar
17 nés e pesos, como sugerido em Kahaner et al. (1989), os quais sdo apresentados nas

Tabelas 2.1 e 2.2 respectivamente.

Tabela 2.1: Nés da Quadratura de Gauss Laguerre (z;).

0,08263821  0,43615032  1,07517658  2,00519353  3,23425612  4,77351351
6,63782921  8,84668551 11,42552932 14,40782304 17,83828473 21,77826826
26,31531781 31,58177168 37,79609384 45,37571653 55,38975179

Tabela 2.2: Pesos da Quadratura de Gauss Laguerre (w;).

1,953322¢ 1 3203754e OF  2,673207e ' 1,451200¢ O1 5,443694e 2 1,435730¢ O
2,6628256~9  3.436797e~%  3,027552e7%  1,768515¢"% 6,576273¢ % 1,469731e %
1,816910e~11  1,095401e™13  2,617374e~ 16  1,672936e1° 1,065626¢23

2.4.1 Estudo de Simulacgao

Para avaliar o método de estimacao proposto para o processo de Markov ponderado-
gama realizamos um estudo de simulagao Monte Carlo. No software R foi gerada em cada
réplica Monte Carlo uma amostra de tamanho n. As fungoes de log-verossimilhanca, da-
das pelas Equagoes (2.29) e (2.30), foram maximizadas através do comando Optim com
o método Nelder-Mead. O comando Optim exige que se fornega valores iniciais para os
parametros, o valor um foi usado como valor inicial para os parametros ¢, a e b, para
os demais parametros, (3,9 e v, oriundos da distribuicao GIG, foram usadas como va-
lores iniciais as estimativas de méxima verossimilhanca obtidas pela fungao gigFit do
pacote GeneralizedHyperbolic. Esta funcao encontra as estimativas de méxima veros-
similhanca para os parametros de uma distribuicao GIG.

Sob as seguintes configuracgoes para os parametros: ¢ =2, ¢ =5be =1, =2
e v = 3 da distribuicao GIG, e a = 2 e b = 3 da distribuicao gama, foram realizadas
simulagoes Monte Carlo com N = 1000 réplicas e amostras de tamanhos n = 500, 1000 e
5000.

Iniciamos a analise do estudo de simulacao pelas Tabelas 2.3 e 2.4, que apresentam

as médias empiricas e a raiz quadrada do Erro Quadrético Médio (REQM) das estimativas
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de méaxima verossimilhanca dos parametros do processo PG-GIG e do processo PG-Ga,
respectivamente.

Os resultados apresentados nas Tabelas 2.3 e 2.4 evidenciam um baixo viés e REQM
em todas as configuragoes de parametros e tamanhos de amostras (n = 500, 1000 e 5000)
consideradas, para o processo PG-GIG e para o processo PG-Ga.

O bom comportamento dos estimadores de maxima verossimilhanca para os para-
metros do processo PG-GIG, (¢, 3,8,7)" = (5,1,2,3)", e do processo PG-Ga, (¢, a,b)" =
(5,2,3) ", respectivamente, é corroborado através das Figuras 2.10, 2.11, 2.12 e 2.13.

As Figuras 2.10 e 2.11 apresentam os boxplots das estimativas de maxima veros-
similhanca dos parametros do processo PG-GIG e do processo PG-Ga, respectivamente,
para os tamanhos de amostras n = 500, 1000 e 5000. Os boxplots para os cenarios consi-
derados indicam baixo viés e baixa dispersao das estimativas de maxima verossimilhanca
para todos os tamanhos de amostras considerados.

Realizamos uma padronizacao das estimativas de maxima verossimilhanca do tipo
média-desvio padrao e construimos os histogramas destas estimativas padronizadas. As
Figuras 2.12 e 2.13 apresentam os histogramas das estimativas padronizadas dos parametros
do processo PG-GIG e do processo PG-Ga, para os tamanhos de amostras n = 500, 1000
e 5000, com a curva da densidade. Esta analise revela uma boa aproximacao normal, em
especial quando o tamanho da amostra aumenta.

Padroes andlogos foram observados para os cendrios (¢, 3,9,v)" = (2,1,2,3)7, do
processo PG-GIG, e (¢,a,b)" = (2,2,3)7, do processo PG-Ga. Disponibilizamos também
os qqg-plots das estimativas padronizadas dos parametros do processo PG-GIG e PG-Ga,
para as duas configuracoes consideradas. Estes resultados estao disponiveis no Apéndice
A 4.

Adicionalmente, analisamos a probabilidade de cobertura dos intervalos de con-
fianca obtidos a partir da hessiana numérica. Realizamos um estudo Monte Carlo com
N = 1000 réplicas e amostras de tamanho n = 500, 1000 e 5000, para as duas configuragoes
de parametros consideradas, para os processos PG-GIG e PG-Ga. As probabilidades de
cobertura dos intervalos de confianca, aos niveis de confianca 90%, 95% e 99%, calcula-
dos via hessiana numérica estao dispostas nas Tabelas 2.5 e 2.6. Os resultados obtidos
evidenciam um bom comportamento do estimador de maxima verossimilhancga, uma vez
que a probabilidade de cobertura dos intervalos de confianca se aproximam dos niveis de
confianca considerados, conforme o tamanho da amostra aumenta. Além disso, o desem-
penho ja se mostra satisfatorio para amostras de tamanho n = 500 para todos os cenarios
estudados.

Para as configuracoes de parametros consideradas, concluimos que o estimador de

méaxima verossimilhancga funcionou bem no estudo de simulagao realizado.
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Tabela 2.3: Médias empiricas e REQM (em parénteses) das estimativas de méxima veros-
similhanca para os parametros ¢ =2, 5e =1, =2 ey = 3 do processo PG-GIG, para
amostras de tamanho n = 500, 1000 e 5000 em um estudo Monte Carlo com N = 1000
réplicas.

Parametros n = 500 n = 1000 n = 5000
o= 1,965 (0,333) 1,974 (0,233) 1,992 (0,102)
b= 0,931 (0,739) 0,993 (0,517) 0,998 (0,226)
0= 2,109 (0,716) 2,032 (0,506) 2,014 (0,220)
v = 2,975 (0,601) 3,013 (0,418) 2,993 (0, 183)
p=5 4,957 (0,504) 4,995 (0,349) 5,003 (0.164)
6=1 0,928 (0,834) 0,974 (0,569) 0,998 (0,257)
0=2 2,145 (0.859) 2,069 (0,569) 2,007 (0,257)
v=3 2,998 (0,659) 3,013 (0,466) 3,002 (0,205)

Tabela 2.4: Médias empiricas e REQM (em parénteses) das estimativas de méxima ve-
rossimilhanca para os parametros ¢ = 2, 5 e a = 2 e b = 3 do processo PG-Ga, para
amostras de tamanho n = 500, 1000 e 5000 em um estudo Monte Carlo com N = 1000
réplicas.

Parametros n = 500 n = 1000 n = 5000
¢ =2 1,981 (0,250) 1,982 (0,173) 1,994 (0,079)
a=2 2,032 (0,200) 2,015 (0,137) 2,002 (0,060)
b=3 3,053 (0,271) 3,023 (0,192) 3,003 (0,081)
p=5 4,980 (0,440) 4,988 (0,306) 5,005 (0,138)

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

a=2 |2,060(0,277) 2,027 (0,192 0,085
b=3 | 3,089

2,002
3,006

0,356) 3,042 (0,249 0,108
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Figura 2.10: Boxplots das estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros do

processo PG-GIG, ¢ = 5,
500, 1000 e 5000.
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Figura 2.11: Boxplots das estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros do
processo PG-Ga, ¢ =5, a = 2 e b = 3, com amostras de tamanho n = 500, 1000 e 5000.
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Figura 2.12: Histogramas das estimativas de méaxima verossimilhanca padronizadas dos
parametros do processo PG-GIG, ¢ =5, § =1,0 =2 e v = 3, com amostras de tamanho
n = 500, 1000 e 5000.
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Figura 2.13: Histogramas das estimativas de maxima verossimilhanca padronizadas dos
parametros do processo PG-Ga, ¢ = 5, a = 2 e b = 3, com amostras de tamanho
n = 500, 1000 e 5000.
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Tabela 2.5: Probabilidade de cobertura dos intervalos de confianga para os parametros do
processo PG-GIG, ¢ =2, 5, =1, 0 = 2 e v = 3, calculadas via hessiana numérica, para
amostras de tamanho n = 500, 1000 e 5000 em um estudo Monte Carlo com N = 1000

réplicas.
IC(-,10%) IC(-,5%) IC(-,1%) | IC(-,10%) IC(-,5%) IC(-,1%)

¢=2 $=5

n = 500 0, 881 0,935 0,978 0,891 0,946 0,984

n = 1000 0,895 0,943 0,977 0,916 0,952 0,992

n = 5000 0, 889 0,938 0,990 0,892 0,940 0,987
B=1 f=1

n = 500 0.889 0,945 0,984 0,902 0,943 0,988

n = 1000 0,904 0,946 0,987 0,914 0,958 0,991

n = 5000 0,905 0,954 0,992 0,916 0,951 0,991
0=2 0=2

n = 500 0,896 0,940 0,985 0,890 0,941 0,987

n = 1000 0,906 0,949 0,987 0,910 0,964 0,993

n = 5000 0,905 0,954 0, 988 0,910 0,956 0,990
vy=3 vy=3

n = 500 0,896 0,937 0,985 0,907 0,949 0,988

n = 1000 0,892 0,954 0, 986 0,907 0,950 0,990

n = 5000 0,908 0,949 0,991 0,915 0,956 0,991

Tabela 2.6: Probabilidade de cobertura dos intervalos de confianca para os parametros
do processo PG-Ga, ¢ = 2, 5, a = 2 e b = 3, calculadas via hessiana numérica, para
amostras de tamanho n = 500, 1000 e 5000 em um estudo Monte Carlo com N = 1000

réplicas.
IC(-,10%) IC(-,5%) IC(-,1%) | IC(-,10%) IC(-,5%) IC(-,1%)

¢ =2 ¢=5

n = 500 0, 888 0,934 0,982 0,898 0,938 0,985

n = 1000 0,889 0,943 0, 986 0,905 0,949 0, 986

n = 5000 0,874 0,939 0,988 0,900 0,953 0,991
a=2 a=2

n = 500 0,901 0,944 0,990 0,891 0,942 0,989

n = 1000 0,908 0, 960 0,993 0,901 0,958 0,993

n = 5000 0,901 0,956 0,991 0,900 0,944 0,988
b=3 b=3

n = 500 0,896 0,948 0, 986 0,898 0,941 0,987

n = 1000 0,893 0.955 0,987 0,910 0,964 0,993

n = 5000 0,911 0,953 0,991 0,895 0,944 0,990
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2.5 Volatilidade realizada do indice FTSE 100

A disponibilidade de dados de alta frequéncia no mercado financeiro motivou, nas
ultimas décadas, o interesse em estudos de modelos estatisticos para o ajuste destes dados
(Engle, 1982; Bollerslev, 1986; Andersen et al., 2003; Corsi et al., 2008; Chen et al., 2018;
Takahashi et al., 2021; Chen et al., 2021). Calculada a partir de retornos de alta frequéncia
de ativos financeiros (computados em periodos de tempo determinados), a volatilidade
realizada mede a dispersao destes retornos e, através dela, é possivel realizar previsoes da
oscilacao futura do ativo financeiro.

Nesta secao, motivamos o processo de Markov ponderado-gama através de uma
aplicacao empirica baseada nos dados da volatilidade realizada dos log-retornos do indice
FTSE 100 (Financial Times and Stock Exchange Group), o qual representa as 100 maiores
empresas listadas na Bolsa de Londres.

Disponiveis em Heber et al. (2020), os dados selecionados consistem em 939 ob-
servacoes da volatilidade realizada diaria, dos log-retornos computados a cada 10 minutos,
do indice FTSE 100. A amostra abrange o periodo de 31 de outubro de 2003 a 31 de maio
de 2007.

Os dados selecionados foram, primeiramente, tratados. Neste conjunto 38 ob-
servagoes sao faltantes e ha um valor discrepante dos demais (este valor é consequéncia de
um fato isolado que aconteceu na Inglaterra). A abordagem escolhida consiste em excluir
os dados faltantes, uma vez que, estas observacoes sao referentes a datas que correspon-
dem a finais de semana ou feriados na Inglaterra. Em seguida, o valor discrepante foi
substituido por um valor faltante (NA) e foi imputado usando o pacote mice do software
R. Culminando em uma série com 901 observacoes. A Tabela 2.7 apresenta as estatisticas

descritivas da série apos o tratamento.

Tabela 2.7: Estatisticas descritivas da volatilidade realizada diéria, dos log-retornos com-
putados a cada 10 minutos, das agdes que compde o indice FTSE 100 (31/10/2003 a
31/05/2007).

n  Minimo Maximo Média  Mediana Desvio padrao
901 3,091e % 2,501le™* 2,598¢~° 2,003e7° 2,397e7°

Os gréficos da trajetéria, autocorrelacao (ACF) e autocorrelagao parcial (PACF)
da volatilidade realizada sao exibidos na Figura 2.14. O grafico da ACF parece apresen-
tar um decaimento exponencial e o grafico da PACF apresenta picos significativos nos
primeiros lags, em particular no primeiro lag. Dado o comportamento estaciondrio e o su-
porte positivo da volatilidade realizada, percebido no gréafico da trajetoria, parece razoavel

considerar os processos PG-GIG ou PG-Ga para realizar o ajuste da série.



2.5. Volatilidade realizada do indice FTSE 100 47

0.00025 PACF

1.00

0.00020

0.75 0.75

0.00015
0.50

0.50
0.00010

ACF
o Ml I
0.00 “ “l 0.00 II-I_Il-Il.l-l
0 6 2 18 A 0 6 12 1

0.00000

N
(331
o

Volatilidade realizada

T
5 &

f=3

2004 2005 2006 2007
Data lag lag

(a) Trajetéria da série. (b) ACF e PACF.

Figura 2.14: Graficos da trajetéria, ACF e PACF da volatilidade realizada diaria, dos
log-retornos computados a cada 10 minutos, das agoes que compoe o indice FTSE 100

(31/10/2003 a 31,/05,/2007).

Os métodos de estimacao propostos para os processos PG-GIG e PG-Ga foram
implementados & volatilidade realizada multiplicada por 10%. As Tabelas 2.8 e 2.9 exibem
as estimativas de maxima verossimilhanca, erro padrao (obtido via hessiana numérica) e
o intervalo de confianca ao nivel de confianca de 95%, para os parametros dos processos
PG-GIG e PG-Ga, respectivamente.

Tabela 2.8: Estimativas de méaxima verossimilhanga, erro padrao (obtido via hessiana
numérica) e limites inferior e superior do intervalo de confianca para a volatilidade rea-
lizada dos log-retornos das agoes que compoe o indice FTSE 100, ajustados ao processo
PG-GIG.

Parametros | Estimativas ep 95% IC

0] 4,082 0,293 (3,507,4,67)

: —2,007 0,366 (—2,725,—1,289)
0,074 0,008  (0,058,0,091)
17,677 10,827 (0,000, 38, 897)

2 S @™

Tabela 2.9: Estimativas de maxima verossimilhanga, erro padrao (obtido via hessiana
numérica) e limites inferior e superior do intervalo de confianca para a volatilidade rea-
lizada dos log-retornos das acgoes que compoe o indice FTSE 100, ajustados ao processo

PG-Ga.

Parametros | Estimativas  ep 95% IC
3 4,920 0,308 (4,325,5,532)
& 1,424 0,177 (1,078,1,771)
b 55,134 5,653 (44,053, 66,214)

Na Subsecao 2.5.1 discutiremos as metodologias adotadas para realizar a analise
de desempenho dos processos PG-GIG e PG-Ga.
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2.5.1 Avaliacao de desempenho dos processos de Markov

ponderado-gama

Nesta subsecao, avaliaremos o desempenho dos processos PG-GIG e PG-Ga, através
de um execicio de pseudo previsao, analise dos residuos de Pearson por meio de envelopes
simulados e construcao de histogramas PIT (Probability Integral Transform).

Inicialmente, realizaremos um exercicio de pseudo previsao, como feito em Agosto
et al. (2016). Este método consiste em dividir a amostra, de tamanho n, em duas partes.
A primeira parte com tamanho ng, {x; 1 : t = 1,--+ ,ng}, é usada para a estimagao
inicial do modelo e as observagoes restantes, de tamanho n —ng, {z;_1 : t =ng+1,...,n}
serao usadas para o exercicio de previsao.

Dado ét, o vetor de estimativas de méaxima verossimilhanca dos parametros do
processo PG, calculamos a previsao um passo a frente correspondente de x;y1, Typ1p =
E(X1]Xs, ét), usando apenas as informagoes até o tempo t. Este exercicio é repetido para
t =np+1,...,n, fornecendo, assim, uma série temporal de estimadores, {ét 1t =ng,...,n},
e as previsoes correspondentes, {Z¢;1¢ : t = ng, ...,n}. Este procedimento imita o que um
previsor obteria ao comecar a fazer as previsoes no tempo ng e atualiza as estimativas de
maxima verossimilhanga e previsoes conforme mais dados chegam.

Dado o caminho de previsao 2,1, avaliamos o desempenho dos processos PG-GIG
e PG-Ga por meio de duas funcoes de perda de previsao padrao. A primeira funcao é o

erro de previsao médio quadrético (MSFE?),

n

1
MSFEt = t—ng Z(xs+1_j7s+1|s)2a t:ng—l—l,...,n, (234)
s=ng

e a segunda funcio é a pontuagio média (logaritmica) da previsao (FS?)

n

1 . .
FS, = t—no Z(strllog(xs—l—l\s) - xs+1\s)7 t=mno+1,..,n. (235)
s=ng

Para o exercicio de pseudo previsao, os dados da volatilidade realizada dos log-
retornos do indice FTSE 100 foram divididos em duas partes. A primeira parte com
tamanho nog = 500, {z;—; : t = 1,--- 500}, que correspondem ao periodo de 31 de
outubro de 2003 a 26 de outubro de 2005, foram usadas para a estimacao inicial do modelo.
As observagoes restantes, de tamanho 401, {x; 1 : ¢ = 501, ...,901}, que correspondem ao
periodo de 27 de outubro de 2005 a 31 de maio de 2007, foram usadas para o exercicio de

previsao.

3Mean-Square Forecasting Error;
4Forecasting Score.
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A Figura 2.15 apresenta os graficos dos valores preditos, para os processos PG-GIG
e PG-Ga, através do exercicio de pseudo previsao e os valores verdadeiros das observagoes.
Nesta figura, nao é possivel realizar uma comparacao entre os dois processos, porém pode-
se perceber que apresentam um comportamento coerente ao longo do exercicio de pseudo
previsao, comparando os valores preditos e os valores observados. Através dos graficos das
funcoes MSFE e FS, Figura 2.16, podemos comparar o desempenho dos processos PG-
GIG e PG-Ga. Em geral, os valores obtidos através das duas fungoes sao proximos a zero,
como esperado. Em particular, o grafico da funcao FS nao capta diferenca significativa
entre o desempenho dos dois processos, por outro lado, grafico da funcao MSFE indica
que o processo PG-GIG apresenta um desempenho superior ao processo PG-Ga no inicio

do exercicio e um desempenho inferior ao processo PG-Ga no final do exercicio.

+ Valores Observados + Valores Preditos + Valores Observados + Valores Preditos
0.25
0.20
0.15
0.10
0.05
0.00 ) 00 '
fev/2006 juli2006 dez/2006 mail2007 fev/2006 juli2006 dez/2006 mail2007
Data Data
(a) Processo PG-GIG. (b) Processo PG-Ga.

Figura 2.15: Pseudo previsao um passo a frente para a volatilidade realizada didria dos
log-retornos das a¢oes que compoe o indice FTSE 100. Anadlise realizada para o periodo
de 27 de setembro de 2005 a 31 de maio de 2007, considerando os processos PG-GIG e
PG-Ga.

Processos — PG-Ga-- PG-GIG Processos — PG-Ga-- PG-GIG
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Figura 2.16: Gréficos das fungoes MSFE e FS para a volatilidade realizada diaria dos
log-retornos das acoes que compoe o indice FTSE 100. Analise realizada para o periodo
de 27 de setembro de 2005 a 31 de maio de 2007, considerando os processos PG-GIG e
PG-Ga.
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O segundo método para a avaliagao do ajuste dos processos PG-GIG e PG-Ga sera
a analise dos residuos de Pearson, por meio de envelopes simulados.

O residuo de Pearson tem a seguinte expressao:

re o= ST, (2.36)

onde T; = ]/E(Xi|Xi_1 =1 1) e s = @(XﬂXt_i = x,_1) representam, respectivamente,
os valores preditos e a variancia condicional do modelo. Estes resultados podem ser
obtidos pelas Expressoes (2.25) e (2.15).

O residuo de Pearson tem distribuicao fortemente assimétrica para modelos nao-
normais e, considerando este fato, devemos usar um procedimento para verificar a ade-
quacao dos processos. Realizaremos a construcao de um envelope simulado a partir de
graficos quantil-quantil normais dos residuos de Pearson, de modo a lidar com esta falta de
normalidade (Barreto-Souza e Simas, 2016). Os residuos fora do envelope podem indicar
que, ou o modelo é inadequado para o conjunto de dados ou sao outliers.

Considerando as estimativas de maxima verossimilhanga para os parametros dos
processos PG-GIG e PG-Ga, 6, = ((;3, 8.9, T e 0 = (gzg, a, ZA))T, apresentadas nas Tabelas
2.8 € 2.9, a construcao dos envelopes simulados para os residuos Pearson é detalhada no
Algoritmo 1.

Para o banco de dados aqui considerado, temos um tamanho de amostra n = 901
e realizamos um estudo Monte Carlo com N = 1000 réplicas. As Figuras 2.17 e 2.18
apresentam o envelope simulado para os residuos de Pearson wversus os quantis tedéricos
da distribuicao normal padrao com bandas construidas usando os percentis 2, 5% e 97, 5%
dos residuos de Pearson, 7;, obtidos em cada réplica Monte Carlo e através dos valores
minimo e maximo de 7;.

Analisando as Figuras 2.17 e 2.18, o ajuste parece ser adequado ao processo PG-
GIG, uma vez que os envelopes acomodam melhor os residuos comparado ao processo com
marginal gama. O processo com marginal GIG apresenta 90% dos residuos de Pearson
verdadeiros dentro do envelope construido usando os percentis 2,5% e 97,5% de 7; e 99%
dos residuos de Pearson verdadeiros dentro do envelope construido usando o minimo e
o maximo de 7;. O modelo com marginal gama apresenta 70% dos residuos de Pearson
verdadeiros dentro do envelope construido usando os percentis 2,5% e 97,5% de 7; e 96%
dos residuos de Pearson verdadeiros dentro do envelope construido usando o minimo e o

maximo de 7;.
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Algoritmo 1: Envelope simulado para os residuos de Pearson:

1) Considerando o banco de dados, de tamanho n, encontre as estimativas de mé-
xima verossimilhanca para os parametros do processo PG. Para cada observa-
¢ao x;, 1 =1,--- ,n, compute %, 82 e o residuo de Pearson r;;

2) Gere n observagoes do processo PG, X;|Y, X;_1, considerando as estimativas de
maxima verossimilhanca para os parametros obtidas no passo anterior.

3) Obtenha as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros do
processo PG, a partir da amostra gerada no passo 2;

4) Compute o residuo de Pearson 7; usando X;|(Y, X;_1) e a Equacdo (2.36);

5) Repita os passos 2 & 4 N vezes ( obtendo N residuos 7;;, parai=1,--- ,ne

6) Para cada j, ordene os n residuos 7;; em ordem nao-decrescente, obtendo os
residuos ordenados 7;;;

7) Usaremos as duas abordagens:

I[) Para i, obtenha o valor maximo e o valor minimo dos residuos ordenados
T(i)j sobre j:

-m e~ ~M ~
T —Hljlﬂ?“(i)jeri —mjaxr(i)j,

IT) Para i, obtenha os percentis 2,5% e 97,5% para os residuos ordenados 7;);

. S25%  ~97,5% .
sobre j, 7" e 7, "°”| respectivamente.

8) Os limites inferior e superior para cada residuo do processo PG original r; sao
dados por:

I) 7™ e #M respectivamente;

i

rier

1) 7#25% o #75%  respectivamente.

40
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=)

Proporcéo de residuos dentro do envelope = 0.90
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Residuos

(22
S

Proporgéo de residuos denro do envelope = 0.99

Quantis tedricos Quantis tedricos

(a) Envelope com bandas construidas usando os
percentis 2,5% e 97,5% de 7.

Figura 2.17: Envelopes simulados para os

(b) Envelope com bandas construidas usando o
minimo e o maximo de 7;.

residuos de Pearson do processo PG-GIG.
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Figura 2.18: Envelopes simulados para os residuos de Pearson do processo PG-Ga.

Por fim, apresentamos a analise de desempenho dos processos PG-GIG e PG-Ga,
realizada através da verificagao da calibracao dos processos por meio da construcao de
histogramas PIT.

O histograma PIT é usado como uma ferramenta de diagnéstico, de modo que,
desvios da uniformidade sugerem motivos para falhas de previsao e deficiéncias do modelo
(Dawid, 1984). Ele avalia o valor que a fungao de distribui¢ao acumulada preditiva atinge
na observacao. Se a distribuicao preditiva for continua, espera-se que o PIT tenha uma

distribuicao uniforme padrao.
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(a) PG-GIG. (b) PG-Ga.

Figura 2.19: Histogramas PIT dos processos PG-GIG e PG-Ga ajustados a volatilidade
realizada diaria dos log-retornos das acoes que compoe o FTSE 100.

Os histogramas PIT para a aplicacao considerada neste trabalho sao apresentados

na Figura 2.19. Podemos observar que o processo de Markov ponderado-gama fornece um
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ajuste apropriado para os dados, tanto para marginal GIG quanto para a marginal gama,
uma vez que os histogramas tem distribui¢ao quase uniforme.

De maneira geral, podemos concluir que o processo de Markov ponderado-gama,
com distribuicoes marginais GIG ou gama, é adequado para realizar o ajuste da volatili-

dade realizada diaria dos log-retornos das agoes que compoe o indice FTSE 100.

2.6 Conclusao

Neste capitulo, apresentamos a construgao de um novo processo de Markov para
séries temporais continuas, positivas e com dependéncia temporal de primeira ordem, o
processo de Markov ponderado-gama.

O processo proposto é reversivel no tempo e tem distribuicao estacionaria f, onde
f ¢ a distribuicao marginal do modelo. Marginais gama ou GIG levaram a um processo
de Markov ponderado-gama com expressoes fechadas para a densidade de peso e o caso
gama retornou expressao fechada para a correlacao. A estimacdao dos parametros foi
realizada via método de maxima verossimilhanca. Para avaliacao do método inferencial
proposto, um estudo de simulagao foi apresentado com avaliagao de dois cendarios distintos
para os valores dos parametros em cada marginal considerada, retornando nao apenas as
estimativas de maxima verossimilhanca, como também a raiz quadrada do erro quadratico
médio e as probabilidades de cobertura dos intervalos de confianca.

Foi realizado um estudo empirico a respeito do ajuste do modelo aos dados de
volatilidade realizada, dos log-retornos das acoes que compoe o indice FTSE 100. Os
processos PG-GIG e PG-Ga foram considerados para o ajuste dos dados. Avaliamos o
ajuste do modelo aos dados através de um exercicio de pseudo previsao, da analise dos
residuos de Pearson, por meio de envelopes simulados, e da calibragao dos modelos através
da construcao de histogramas PIT. As anélises realizadas indicaram que os processos PG-
GIG e PG-Ga tiveram desempenho satisfatorio. Ressaltamos o desempenho superior do
processo PG-GIG indicado pela andlise dos residuos de Pearson.

Para trabalhos futuros, pretendemos estudar a construgao de um processo de Mar-
kov com densidade de peso continua em tempo continuo. A escolha da densidade de peso
é ponto fundamental para o funcionamento do processo. Desse modo, devemos considerar
funcoes de densidade de probabilidade com parametros que possibilitem que a equacao
de Chapman-Komolgorov seja satisfeita. Outro ponto que temos interesse em investigar

é a construcao de modelos multivariados seguindo esta estrutura.
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Capitulo 3

Modelagem de Séries Temporais

Inteiras Multivariadas via Coépulas

3.1 Introducao

Em alguns contextos, os dados de séries temporais necessitam de uma abordagem
multivariada. Por exemplo, a modelagem conjunta para as taxas de cambio em relagao a
uma moeda ou retornos de agoes, a avaliacao de elementos como ponto de condensacao da
agua, velocidade do vento e porcentagem de cobertura das nuvens para realizar a previsao
de temperatura, entre outros.

Na segunda parte deste trabalho, propomos uma modelagem para o ajuste de dados
inteiros, com dependéncia temporal e que demonstram a necessidade de uma modelagem
conjunta com dependéncia contemporanea. A dependéncia contemporanea se refere a
dependéncia de cada série em relacao ao historico das outras séries consideradas na mo-
delagem. Deste modo, para trabalhar com dados que apresentem estas caracteristicas,
realizamos a construcao de uma classe de modelos para analise de séries temporais multi-
variadas, para modelagem de dados inteiros, combinando a metodologia INGARCH (IN-
teger valued Generalized AutoRegressive Conditional Heteroskedastic) com cépulas. A
dinamica do modelo é considerada através da variancia condicional, dadas as observagoes
passadas.

No contexto de estatistica multivariada, a copula é uma forma eficiente de se
realizar a construcao de modelos. A facilidade em se construir modelos multivariados
a partir de cépulas, motivou varios estudos na area de economia. O trabalho realizado
por Patton (2006) foi pioneiro na constru¢do de modelos para séries temporais através de
cépulas com distribuigoes condicionais, dadas as observacoes passadas. Outras propostas
para a construcao de modelos multivariados para séries temporais surgiram na literatura,
como o modelo multivariado para séries temporais com cépula t-Student proposto por

Serban et al. (2007), o modelo para clusters de séries temporais financeiras estudado por
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Onorati e Liseo (2022), o modelo de cépula de videira' para séries temporais construido
por Acar et al. (2019), entre outros.

Construcgoes de modelos multivariados para séries temporais inteiras usando cépulas
sao encontrados em menor nimero na literatura. Destacaremos as construgoes disponiveis
a seguir.

Um modelo de cépula bivariada com marginais discretas é explorado por Smith e
Khaled (2012). Diante da dificuldade em se realizar a maximizagao direta da fungao de

2 com varigveis

log-verossimilhancga, os autores realizam um aumento da verossimilhanca
latentes continuas e realizam a inferéncia usando a posteriori aumentada resultante.

Usando o argumento de extensao continuada proposto por Denuit e Lambert
(2005), Heinen e Rengifo (2007) apresentam um modelo multivariado para séries tem-
porais de contagem através da teoria de cépulas. O modelo com distribui¢oes condici-
onais discretas, dadas as observacoes passadas, proposto por eles é autoregressivo e a
distribuicao condicional é Poisson-dupla.

Koopman et al. (2018) apresentam um modelo multivariado para cépulas com dis-
tribuicoes condicionais discretas e ilustram o caso bivariado com marginais Skellam. A
especificacao da dinamica temporal é realizada considerando a abordagem “score-driven”
(Creal et al., 2011, 2013; Harvey, 2013). Mais detalhes desta construcao serao apresenta-
dos na Subsecao 3.2.1.

A metodologia que propomos neste trabalho acomoda a dinamica de dependéncia
temporal e dependéncia contemporanea na copula, através da metodologia INGARCH.
A metodologia INGARCH surgiu com o objetivo de modelar dados de contagem e é um
andlogo para dados discretos do modelo GARCH(p, ¢) de Bollerslev (1986).

Autores como Heinen (2003), Ferland et al. (2006) e Fokianos et al. (2009) rea-
lizaram estudos pioneiros nesta area explorando o modelo INGARCH com distribuicao
Poisson. Construgoes considerando outras distribuicoes para o modelo INGARCH po-
dem ser encontradas na literatura, como o modelo INGARCH binomial negativo (Zhu,
2010), o modelo INGARCH com a Poisson misturada (Christou e Fokianos, 2015; Silva
e Barreto-Souza, 2019), entre outros. Além disso, Fokianos (2011) introduziu um modelo
INGARCH log-linear e Fokianos e Tjgstheim (2012) introduziram um modelo INGARCH
nao-linear para séries temporais de contagem.

Para as versdes multivariadas da metodologia INGARCH podemos destacar o
trabalho realizado em Liu (2012) que formula um modelo INGARCH bivariado (BIN-
GARCH) Poisson. Lee et al. (2018) focam no modelo BINGARCH proposto por Liu

(2012) para desenvolver o teste CUSUM que detecta a mudanga de pardmetro em mo-

'Uma cépula de videira, também conhecida como cépulas de pares, é uma sequéncia de cépulas
bivariadas.

ZPara X = (X1,..., X,,), com fungao de distribuicio F(x) = C(F1(x1), ..., Fm(xm)), (C é a fungio
de distribuigao da cépula), o aumento da verossimilhanca é realizado considerando a distribuigao conjunta
de (X, U), onde U é um vetor de varidveis latentes uniformemente distribuidas no intervalo [0, 1].
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delos autoregressivos bivariados Poisson. Cui e Zhu (2018) também propoem um modelo
INGARCH bivariado, porém baseado na distribuicao Poisson bivariada de Lakshmina-
rayana et al. (1999). Um novo modelo INGARCH condicional Poisson bivariado é es-
tudado por Piancastelli et al. (2022). O modelo proposto por estes autores é matema-
ticamente tratavel e tem como destaque em relagao aos modelos presentes na literatura
sua capacidade de capturar uma ampla gama de correlacoes contemporaneas negativas e
positivas.

Para a construcao que propomos neste trabalho, consideramos também a metodo-
logia INGARCH para dados inteiros. Como referéncias, tomamos os processos Skellam-
GARCH de primeira ordem estudados por Alomani et al. (2018) e Doukhan et al. (2021).

A principal contribuicao desta pesquisa é o desenvolvimento de um novo modelo
que avalia conjuntamente séries temporais inteiras, através da metodologia INGARCH e
copulas, com a implementacao do modelo e estimacao de seus parametros realizadas de
forma simples. Uma outra contribui¢ao do nosso trabalho é considerar como opcao para a
distribuicao condicional do modelo, além da distribuicao Skellam, a distribuicao Laplace
discreta. Esta trouxe ganhos no que diz respeito a qualidade de ajuste do modelo no
estudo empirico e apresentou ganhos computacionais, quando comparada a distribuicao
Skellam.

No modelo proposto, a estimagcao foi realizada via método de maxima verossimi-
lhanca em dois estagios usando a teoria classica de inferéncia. Foi realizado, também um
estudo empirico, onde modelamos conjuntamente a variagao dos ticks da taxa de cambio
entre o euro e a libra esterlina (EUR/GBP), e entre o euro e o délar (EUR/USD).

A organizagao deste capitulo é descrita a seguir. Na Secao 3.2 apresentamos de-
finicoes basicas da teoria de cépulas e da metodologia INGARCH para a construgao do
modelo proposto neste trabalho. Na Secao 3.3 introduzimos os modelos copula-INGARCH
(CINGARCH), considerando as distribuigoes condicionais Laplace discreta e Skellam. A
Secao 3.4 é voltada a estimagao dos parametros do modelo via método de maxima ve-
rossimilhanca em dois estdgios e a um estudo de simulacao Monte Carlo realizado para
avaliacao do método inferencial proposto. Na Secao 3.5 o modelo CINGARCH é usado
para modelar conjuntamente a variagao dos ticks das taxas de cambio do EUR/GBP e
EUR/USD. A Secao 3.6 é dedicada as conclusoes do capitulo e aos pontos de pesquisas

futuras.
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3.2 Preliminares

Nesta secao apresentaremos as definicoes de cépula e processo INGARCH, que
sao as ferramentas utilizadas na construgao do segundo modelo proposto neste trabalho.
Listaremos algumas copulas e citaremos referéncias importantes no estudo de modelos

para dados inteiros.

3.2.1 Copula - Definicoes basicas

Seja I o intervalo [0,1]. O produto cartesiano de d cépias do intervalo I serd
denotado por I?. A seguir, apresentamos a definicao de cépulas usando como base o livro
de Durante e Sempi (2015).

Definigao 3.2.1. Sejad > 2. Uma cdpula d-dimensional (d-cépula) € uma fungao de dis-
tribuicdo de probabilidade d-dimensional concentrada em I cujas marginais univariadas

sao uniformemente distribuidas no intervalo 1.

Definicao 3.2.2. Considere um retangulo A em R?. Seja H : R? — R, diz-se que
a fun¢ao H € d-crescente se o volume Vi de todo retingulo |a,b] € positivo, ou seja,
Vi (la,b]) > 0.

Essa propriedade d-crescente também é conhecida como propriedade mondtona.
No caso unidimensional, com d = 1, uma func¢ao 1-crescente é uma fungao crescente.
Uma a cépula C' pode ser entendida como a funcao de distribuicao de probabilidade

acumulada de um vetor aleatério uniforme U.

Teorema 3.2.1. Seja C : 1 — 1 uma funcao. Diremos que C' € uma copula d-dimensional

se, e somente se, as condi¢oes a sequir forem satisfeitas:
i) Cluy,--- ,uq) =0 seu; =0 para pelo menos um indice j € {1,---d};
it) Quando todos os argumentos de C' sdo iguais a 1, exceto para o j-ésimo, entao

C(1,1,- upl,-- 1) = uy.

iii) C € d-crescente.

O conceito de processo estocastico foi anteriormente apresentado neste trabalho.

Agora estamos interessados em modelos estocasticos multivariados construidos a partir de
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copulas, com uma estrutura de dependencia temporal, que podem ser descritos a partir de
um vetor aleatério X = (X, -+, Xy), definido em (£2,.#,P) e assumindo valores em R?
(d > 2). O Teorema de Sklar (1959) é peca fundamental na constru¢ao destes modelos,
uma vez que ele permite que conectemos as fungoes de probabilidade de qualquer vetor
aleatério através de uma cépula. Durante e Sempi (2015) comentam que, através do
Teorema de Sklar, as copulas passaram a ocupar uma posi¢cao relevante na Teoria das
Probabilidades e Estatistica.

Sejam Fi,--- | F; fungoes de distribuigoes de probabilidade univariadas. Um mo-

delo multivariado adequado pode ser construido a partir do seguinte resultado.

Proposicao 3.2.1. Considere as funcgoes de distribuicao de probabilidade univariadas

Fi,--,F; e seja C qualquer d-copula. A funcio H : R® — 1 é definida, para todo ponto
x = (21, ,74) € R, como
H(xla"' axd) - C(Fl(xl)a ,Fd(f]fd)), (31)

¢ uma funcao de probabilidade d-dimensional com fungoes de distribuicao de probabilidades

marginais dadas por Fy,--- | Fy.

Esta proposicao garante uma flexibilidade para a construgao da distribuicao con-
junta, podemos escolher cada marginal pertencendo a familias de distribuicoes diferentes
e entao, podemos escolher uma cépula (qualquer cépula) para conectar as marginais em

um modelo comum.

Teorema 3.2.2 (Teorema de Sklar (1959)). Sejam X = (X1, --- , X4) um vetor aleatorio
em um espago de probabilidade (2, #,P), H(x) :=P(X; < x1, -+, Xq < 4) a fungdo de
distribui¢do de probabilidade conjunta de X e Fj(x;) =P(X; < x;), em que j =1,--- ,d,
as funcoes de distribuicao de probabilidade marginais. Entao, existe uma d-copula C =

Cx, tal que, para todo ponto x = (xy,-++ ,14) € R?
H('I.l?'“ 7xd) = C(Fl(ml)a 7Fd($d))'
Se as marginais sao continuas, entao a cépula C € definida de forma tunica.

Algumas copulas se destacam devido a sua importancia em algumas areas e por
serem usadas para construir uma familia de cépulas através da mudanca de variaveis.
Entre elas podemos citar a cépula Gaussiana, a copula t e a cépula Arquimediana, as

quais sao discutidas a seguir.

1) Cépula Normal ou Gaussiana: Através da distribui¢ao normal multivariada,
uma familia de cépulas pode ser obtida. Considere o vetor x. Uma d-cépula Gaus-

siana, ou normal, é expressa por:
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1 ) B (ug) 1
Cy(u) = —d/ / exp {——XTZ_lx} dxy ...dxg,
27 det(X)]2 /o0 — 2
em que
I pi2 P1,d
- P2 1 P2,d
pay paz 1

é a matriz de correlagao que parametriza a cépula, p € (—1,1) e ®~!(-) denota
a inversa da funcao de distribuicao acumulada da normal padrao. Para o caso

bivariado a cépula é dada por

C,(u,v) =

~(v) 2 2_9
exp <_$ a pxy) dydx

il |
2m4/1 — ,02 —00 —00 2(1 - p2)
onde p é o parametro da copula que representa a correlacao.

Cépula t de Student: A copula t de Student é definida a partir da distribuicao ¢

de Student multivariada e é dada por

[(xtd to !t (ur) t5 " (ug) Ty-1,1- %2
Cyp(u) = %) / {1+—X X} dig---day,

INCORVACE 2RI v

em que Y é a matriz de correlagoes, v > 1 representa os graus de liberdade da

o0

distribuicdo t e t;'(z) denota a inversa da funcdo de distribuicio acumulada de
uma distribuicao ¢ de Student com média zero. A cépula t de Student converge

para a céopula Gaussiana quando v — co.

Cépulas Arquimedianas: Uma cépula Arquimediana com funcao geradora ¢(z)

¢ definida por

Clu) = ¢ (u)+-+¢  (u).

Qualquer funcao pode ser a funcao geradora de uma copula Arquimediana, desde

que os seguintes critérios sejam satisfeitos:

v (0) =

1

ii hmcp() 00;

i)

) z—0
iii) 42 < 0;

) &5

v £ > 0.
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A teoria apresentada para a construcao de modelos estocdsticos multivariados
apresentada nesta subsecao, motivou a construcao de modelos multivariados para séries
temporais a partir de cépulas. O modelo estudado por Koopman et al. (2018) é re-
feréncia importante para a construcao que realizaremos neste capitulo. Estes autores
fornecem uma metodologia para modelagem de séries temporais inteiras multivariadas,
onde a dinamica temporal é acomodada através de uma estrutura “score-driven” (Creal
et al., 2011, 2013; Harvey, 2013). Considerando um vetor d-dimensional de valores inteiros
v = (Y, - ,ya) € Z com distribuicoes condicionais Fj(yy|-Z_1,0i) parai=1,--- ,d
et=1,---,T, onde & = {y,yi1-1, - } é a informagao até o tempo ¢ e ;; é um vetor
de parametros variavel no tempo para a i-ésima distribuicao condicional. Koopman et al.
(2018) caracterizam a estrutura de dependéncia em y; por uma funcao cépula condicional

d-dimensional
C[F1<ylt|o%5—17 01t)7 Tt ,Fd(?/dt|$—1, 8dt)§ 9(0)]7

em que 09, a ser definido, é o parametro que define a cépula. Uma distribuicio conveni-

ente para a proposta dos autores é a Skellam com fungao massa de probabilidade

it /2
i+ o \" /
P(Yi = yi; puir, 03y) = exp (—o7;) (02 _ Mz> Iy, ( oy — lu“zzt) )
it i

com y;; € Z, parametro de locagao i, parametro de escala o2, com oj, — u2, > 0e I, (+)
denota a fun¢ao Bessel de primeiro tipo de ordem y;;. Os autores consideram p;; igual a
zero para fins de aplicagdo. Para o parametro o2, é considerada a dinamica score-driven,

com 6;; = log (02) dado por:

O = wi+ Billig—1) + ;Vie—1),

UiQtIyitH (Uzzt)

[yit (02215) ’

em que w, B e «a sao vetores de coeficientes fixados. Os autores assumem ainda uma

Vie-1) = Ui — 0+

copula Gaussiana com matriz de correlagao dada por
R, = pda+ (1 —p)da,

onde I; e J € R™4 denotam a matriz identidade e unitéria, respectivamente. O parametro

de equicorrelacao com dependéncia temporal é dado por

]_ ]_ (C)
— 051 - — 514+ —
Pt 05( 1>+05( + 1>t(mh(9t ),

PRN I LY CINCL I
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1 c
Viey = 025 (14 1 ) 1= tanb @0 et
Vier = R;—llggtflx;—lR;—ll_R;—lp

L1 = [(I)_l(ui(tq))a T 7u:<l(t71))]

Uy = [Fil¥ie—1);Oie-1) + FilYie—1)-1; 0i—1))] /2,

em que tr(-) é o trago da matriz e tanh(-) é a funcdo tangente hiperbdlica.

O modelo proposto por Koopman et al. (2018) apresenta resultados satisfatérios
nos estudos de simulagao e no estudo empirico. O modelo é aplicado a variagoes de prego
das agoes negociadas na bolsa de valores de Nova York (NYSE), porém tem estrutura com-
plicada e nao apresenta dependéncia contemporanea em suas distribuicoes condicionais.

Na Secao 3.3, definimos um modelo que se propoe a cobrir estes pontos.

3.2.2 Modelos INGARCH

A ocorréncia natural de séries temporais de valores inteiros em areas como epi-
demiologia, financas, esportes e outras, motivou o estudo de modelos que lidassem com
estes dados. Autores como Heinen (2003), Ferland et al. (2006) e Fokianos et al. (2009)
realizaram estudos pioneiros dedicados a explorar a modelagem para dados inteiros nao-
negativos. Ferland et al. (2006) apresentam uma definigdo para os processos INGARCH

baseados na distribuicao Poisson.

Defini¢ao 3.2.3. Um processo INGARCH(p, q) € definido como um processo de valores

inteiros nao-negativos { Xy ez, tal que

Xy| %1 ~ Poisson(N), Vt € Z,
M=o+ 0 X+ 23:1 Bidi—j

onde ag > 0, oy > 0, para t = 1,---,p, B; > 0, para j = 1,---,q, p,q € Zf’ e
L1 € a o-dlgebra gerada por {X;_1, Xy_o,- -+ }. Este processo é denotado por { X, ez ~
INGARCH(p, q).

527 = (1,2, ).
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Seguindo esta construcao, a média condicional \;, que também ¢é a variancia condi-
cional, depende dos valores passados da série e também de seus proprios valores passados.

Neste trabalho voltamos nossa atencao a metodologia INGARCH multivariada.
Como citado anteriormente, Liu (2012), Lee et al. (2018), Cui e Zhu (2018) e Piancastelli
et al. (2022) s@o algumas das contribuigoes referentes a extensao multivariada dos pro-
cessos INGARCH. Destacamos as construgoes realizadas por Liu (2012), que define um
processo INGARCH Poisson bivariado (BINGARCH), definido da seguinte forma:

Definigao 3.2.4. Seja Y, = (Yi4, Yar) | observagaes bivariadas no tempo t, onde {Y 14 }i>1
e{Ya}i>1 sdo duas séries temporais inteiras nao-negativas. O modelo INGARCH Poisson
bivariado (BINGARCH) de ordem (1,1) é definido:

Yt|$_1 ~ BP(AU,)\%, ¢)7
A = (A1, /\Qt)T = 0+ AN +BY, 4,

em que L1 =0(Yi1, -, Y1, i, Aat), ¢ > 0,0 = (61,02)" € R2 e A e B sdo matrizes

2 X 2 com entradas/parametros nao-negativas.

A notagao Y|-Z_1 ~ BP (A1, A, ¢) representa a distribuicao Poisson bivariada,

cuja funcao de distribuicao de probabilidade é dada por

(A1e+A2t—9) ()‘175 - ¢)m ()‘Qt - Qb)n

m! n!
<5 (0 ()
=0 8 s) (A — @) (A — @) ,
em que ¢ € [0, min{Ai, Aot }].

Em nossa construcao, combinamos esta metodologia INGARCH multivariada e os

P(Yiy=m,Yy =n|L 1) = e

modelos INGARCH para dados inteiros. Para isso, levamos em conta também a proposta
realizada por Doukhan et al. (2021), que consideram processos com uma estrutura do
tipo GARCH. Em contraste com os artigos mencionados acima, os autores exploram o
caso onde as variaveis de valores inteiros podem atingir valores nao-negativos e negativos.
Em particular, eles consideram as variaveis com distribuicao Skellam e focam principal-
mente em propriedades estocasticas, como existéncia e unicidade de uma distribuicao
estaciondria e a regularidade absoluta de processos GARCH de valor inteiro. A definicao
do modelo INGARCH em Z definido por Doukhan et al. (2021) é apresentada a seguir.

Definicao 3.2.5. Considere {Xt}tGZj_ um processo pertencendo a uma classe de valores
inteiros, definido em um espago de probabilidade (2, £, P). Para todo t € Z, um processo
INGARCH em Z ¢ definido por

Xt'ﬁ—l ~ QVH

(3.2)
V= f(Xt2—1a T 7Xt2—pal/t—17 te )Vt—q)y
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em que p,q € N e &, = o(Xs, v, Xs_1,Vs-1, -+ ) denota a o-dlgebra gerada pelas varidveis
aleatorias até o tempo s. A funcao [ € definida em NP x V9 assumindo valores em algum

conjunto V C [0, 00).

O parametro v; representa o segundo momento condicional de X;. Deste modo, a

familia de distribuicoes (Q,)yey em (Z, P (Z)) é parametrizada como

/$2de($) = v, YWweV.

A préxima secao apresenta o modelo proposto neste trabalho, construido a partir

dos conceitos apresentados até aqui.

3.3 Modelos Cépula-INGARCH (CINGARCH)

Nesta secao apresentaremos a construcao de um modelo multivariado para séries
temporais inteiras combinando a metodologia INGARCH e cépulas.

Para a construcao do modelo tomamos um vetor d-dimensional de valores inteiros
X; = (214, T, -+ ,2q) € 74 e as distribuicdes condicionais em seu histérico e condicio-
nais no histérico das outras séries consideradas, Fj(xi|-Z-1),0i), para i = 1,2,--- . d e
t € N. A componente %, = o(xy,X;_1," -+ ,X1) carrega o histérico da série até o tempo ¢
e o vetor de parametros 0;;, para a i-ésima observacgao, é tempo-variavel.

A partir destes elementos, podemos caracterizar uma funcao cépula condicional

d-dimensional com uma estrutura de dependéncia em X;:

th@ (Xt) = C[F1($1t|y(t—1), 91t), F2(x2t’y(t—1); 621&)7 T 7Fd(xdt‘y(t—1)a 9dt>|y(t—1)a egc)]
(3.3)

em que 9§c) é o vetor de parametros que define a copula C.

Definigao 3.3.1. Seja X; = (Xyy, -+, Xa) ", comt € N e {X;; }en processos estocdsticos
pertencendo a uma classe de valores inteiros, definidos em um espaco de probabilidade
(Q,.7,P). Considere Fy(x;) dada pela Ezpressio (5.3). Para j = 1,---,d ei =
t
1,2,--- ,d, um processo cépula-INGARCH (CINGARCH) é definido assumindo
thf(t_l),eﬁc) ~ Fyo,
O = w;i + Z?Zl Bijlog(| Xje—1)| + 1) + aibii—1y, (3.4)
017 = wo + Y0y Boi Xj—1) + oy,
onde w , B e a € R? sdo vetores de coeficientes com dimensoes apropriadas e F; =

o(x¢, X1, ,X1) denota a o-dlgebra gerada pelas varidveis aleatorias até o tempo t.
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O modelo multivariado log-linear, apresentado na Definicao 3.3.1, conta com o
termo log(|Xj—1)| + 1) para incluir o histérico do vetor X; na equacdo autoregressiva
para 6;;. Assim como considerado em Fokianos (2011), adotamos o termo log(|X;—1)|+1)
para garantir a estabilidade do modelo, evitando um crescimento exponencialmente.

A construcao de modelos multivariados para séries temporais inteiras usando cépulas
é de grande relevancia em situagoes praticas. No entanto, este tipo de construcao enfrenta
limitacoes tedricas. O Teorema de Sklar garante a unicidade da cépula quando as dis-
tribui¢oes marginais sao continuas, quanto ao caso discreto isso ja nao acontece. Neste
caso, a copula é determinada pelo produto cartesiano dos conjuntos Imagem (Im) das
distribui¢oes condicionais F; da cépula, Im(Fy) x --- x Im(Fy). Koopman et al. (2018)
promovem uma discussao acerca deste ponto, destacando que copulas com marginais dis-
cretas sao relevantes em estudos empiricos, apesar de nao apresentarem unicidade. Os
autores justificam ainda que podemos lidar com esta complicacao de forma parcimoniosa,
ao escolher uma cépula paramétrica para a construgao do modelo proposto.

Como explicitado na Defini¢ao 3.3.1, combinamos a teoria de copula e a metodolo-
gia INGARCH, para a construgao de uma classe de modelos multivariados para séries tem-
porais de valores inteiros. Comparado a metodologia proposta por Koopman et al. (2018)
que conta com uma dinamica temporal score-driven, o modelo proposto aqui apresenta
dinamica mais simples e considera nas distribuicoes condicionais além da dependéncia
temporal, a dependéncia contemporanea.

Neste trabalho consideramos dois casos para a distribuicao condicional da copula,
sendo eles a distribuicdo Laplace discreta (LD) e a distribui¢ao Skellam. Uma breve
discussao a respeito destas distribuicoes é apresentada a seguir.

Nossa primeira proposta para as distribuigoes condicionais do processo CINGARCH
é a versao discreta para a distribuicao continua Laplace, proposta por Kozubowski e Inu-
sah (2006). Esta distribuicao apresenta forma fechada para a fungao de probabilidade,
funcao de distribuicao acumulada, média e variancia. Seja Z uma variavel aleatoria dis-
creta seguindo uma distribuicao Laplace discreta com parametros p € (0,1) e ¢ € (0, 1).

Entao Z tem funcgoes de probabilidade e distribuicao dadas por:

(1—p)(1—q> pz7 Z:O71727"')

p(zp,q) = P(Z=2z)= 1 —pg 12 0,—1,—2
d7 2= 0,-1,-2..

1—%, se z > 0,
F(zipq = P(Z<z2)= .
se z < U,

onde [-] representa o maior inteiro.

Propriedade 3.3.1 (Distribuicao Laplace discreta simétrica). Quando p = q = ¢ te-

mos a funcao de distribuicao LD simétrica, que tem funcao de probabilidade e funcao de
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distribuicao de probabilidade dadas por

1 —
pz(Z,¢) = P(Z:,Z’):ﬁngzh ZGZ:{Oailai2a}7 (35)
e
¢[z]+1
7 P < ) — 1—1+¢, se z > 0,
z(2) = P(Z<z)=4 (3.6)
ijd), se z < 0.

Propriedade 3.3.2 (Distribuigao geométrica). Quando p ou q converge para zero, temos
dois casos especiais: Z ~ LD(p,0) com p € (0,1) € uma distribuicio geométrica com a

funcao de probabilidade
p(zvpao) = P(Z = Z) - (]- _p)pza = 07172737"' ’

enquanto Z ~ LD(0,q) com q € (0,1) é uma distribuicao geométrica nos inteiros nao-

positivos com o func¢ao de probabilidade
p(2,0,q) =P(Z=2)=(1—-q)q " 2=0,—-1,-2,-3,---.

Propriedade 3.3.3. Se p e q forem ambos zero, a distribuicao Laplace discreta é dege-
nerada em zero.
Propriedade 3.3.4. No caso simétrico, onde p = q = ¢,

L]

A X1 —Xo

em que as X;’s sao varidveis aleatorias i.i.d. com distribuicao geométrica e funcgao de

probabilidade g(z) = (1 —u)*lu, 2=1,--+, comu=1— ¢.

Propriedade 3.3.5 (r-ésimo momento). O r-ésimo momento de uma varidvel aleatoria
Z ~ LD(p,q) € dado por

onde

¢ o numero de Stirling de sequndo tipo. Para o caso simétrico, E(Z) = 0 e Var(Z) =

E(Z?%) = 26/(1 - ¢)*.

Para mais detalhes sobre a distribuicao Laplace discreta, veja Kozubowski e Inusah
(2006).
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A segunda proposta para as distribuicoes condicionais do processo CINGARCH é
uma distribuicao obtida a partir da diferenca entre duas varidveis aleatorias com distri-
buigao Poisson, a distribui¢ao Skellam (Skellam, 1946; Alzaid e Omair, 2010). Considere
(X,Y) um par de varidveis aleatérias que podem ser escritas como X = W; + W3 e
Y = Wy + W3, em que Wy ~ Poisson(A;) e Wy ~ Poisson(A), Ay > 0 e Ay > 0, sdo
independentes e considere W3 seguindo qualquer distribuicao, a funcao de probabilidade
de K =X —Y sera

P(K=k) = M (%

2

k
) [k(2 )\1)\2), k:O,il,iQ,

em que

332 z
T\Y — (I)
- et
Y 2 ; 2y + k)!
¢ a fungao Bessel modificada de primeiro tipo e denotamos K ~ Skellam(A, \a).

Sejam K ~ Skellam(\i, Ag) e Ky ~ Skellam(\3, \4) varidveis aleatérias indepen-

dentes, a seguir apresentaremos algumas propriedades da distribuicao Skellam.

Propriedade 3.3.6 (Funcao geradora de momentos). A fun¢ao geradora de momentos

de uma varidvel aleatoria com distribuicao Skellam é dada por
MK1 (t) = exp [—(>\1 + )\2) + )\16t + )\26_t].

Deste modo, a esperanca e a variancia de Ky sao: E(K1) = A — Ay e Var(Ky) = A\ + Ao
Em particular, quando A\ = Ao = X\, E(K;) =0 e Var(K;) = 2\.

Propriedade 3.3.7 (Distribuigdo da soma de varidveis aleatérias com distribuicao Skel-
lam). A soma ou diferenca entre varidveis aleatorias Skellam é também Skellam, ou seja

Ky + Ky ~ Skellam(A + A3, Ao + A\y) € K1 — Koy ~ Skellam(A; + Ay, Ao + A3).

Propriedade 3.3.8. Existe uma simetria na distribuicio Skellam, de modo que P(K =
k;91a92) = P(K = _k;92a91>‘

Para mais detalhes sobre a distribui¢ao Skellam, veja Alzaid e Omair (2010).

Apesar do processo CINGARCH apresentar uma estrutura complicada de se obter
quantidades de interesse de forma explicita, como a funcao de autocorrelacao, podemos
facilmente implementar um gerador do processo (Apéndice B.1), em que é possivel avaliar
numericamente tais quantidades.

As Figuras 3.1 e 3.3, apresentam as trajetorias, ACF e PACF de um processo CIN-

GARCH bidimensional com cépula Gaussiana e matriz de correla¢ao dada por (Koopman

et al., 2018):
1
Rt = P )
pr 1
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em que p; = tanh(egc)). Para o processo LD-CINGARCH, Figura 3.1, consideramos
Xit|F-1),0i ~ LD(¢;), em que ¢; = %, para i = 1,2. J4 para o processo
Skellam-CINGARCH, Figura 3.3, consideramos X;|Z#_1), 0 ~ Skellam();), em que
i = exp(fy), para i = 1,2.

Tomamos séries com tamanho n = 500 e com a seguinte configuracao para os
parametros do modelo: w; = 0,5, B11 = 0,2, B0 = —0,3, a1 = 0,1, wy = 0,5, o1 =0, 1,
Pag = —0,4, ag = 0,2, wo = 0,5, fon = 0,1, B2 = 0,2 e a9 = 0,3. Algumas ca-
racteristicas do modelo proposto sao evidenciadas nas Figuras 3.1, 3.2, 3.3 e 3.4, que
apresentam os graficos das trajetérias, ACF e PACF das séries originais e ACF e PACF
da séries ao quadrado dos processos LD-CINGARCH e Skellam-CINGARCH, respectiva-
mente. Perceba que as trajetorias se concentram em torno do valor zero. Além disso, pela
defini¢ao, o processo CINGARCH esta relacionado ao segundo momento, uma vez que
a média das distribuigdes condicionais é zero. Desse modo, os graficos da ACF e PACF
da série original nao apresentam correlagoes significativas, enquanto que, ao tomarmos as

séries ao quadrado pode se perceber o surgimento de autocorrelagoes significantes.
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(a) Trajetéria da série Xq4|.#;_1), 01; de um processo
LD-CINGARCH bivariado com cépula Gaussiana.

ACF PACF ACF PACF
1.00 1.00 1.00 1.00
0.75 0.75 0.75 0.75
0.50 0.50 0.50 0.50
0.25 0.25 0.25 0.25
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(b) Gréficos da ACF e PACF de Xy4|.#(;_1),01: ¢ ACF e PACF de X%t|<93(t,1),01t.

Figura 3.1: Trajetéria, ACF e PACF da série Xy;|#y_1),61; de um processo LD-
CINGARCH bivariado, com cépula Gaussiana.
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(a) Trajetéria da série Xos|.# (1), 02; de um processo
LD-CINGARCH bivariado com cépula Gaussiana.
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(b) Gréficos da ACF e PACF de Xo¢|.#(;_1),02: ¢ ACF e PACF de X§t|§(t,1),02t.

Figura 3.2: Trajetéria, ACF e PACF da série Xy|%y_1),02 de um processo LD-
CINGARCH bivariado, com cépula Gaussiana.
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(a) Trajetéria da série Xq4|.#;_1), 01; de um processo
Skellam-CINGARCH bivariado com cépula Gaussi-

ana.
ACF PACF ACF PACF
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(b) Gréficos da ACF e PACF de X14|.#(;_1),01: ¢ ACF e PACF de X12t|ﬂ(t_1),91t.

Figura 3.3: Trajetéria, ACF e PACF da série X1;|.% 1), 61 de um processo Skellam-
CINGARCH bivariado, com cépula Gaussiana.
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(a) Trajetéria da série Xo|.F(;_1),02; de um pro-
cesso SKELLAM-CINGARCH bivariado com cépula

Gaussiana.
ACF PACF ACF PACF
1.00 1.00 1.00 1.00
0.75 0.75 0.75 0.75
0.50 0.50 0.50 0.50
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(b) Gréficos da ACF e PACF de Xyo¢|-#(;_1),02; ¢ ACF e PACF de X22t|ﬂ(t_1),92t.

Figura 3.4: Trajetéria, ACF e PACF da série Xo;|-%(;_1), 02 de um processo SKELLAM-
CINGARCH bivariado, com cépula Gaussiana.

3.4 Estimacao dos parametros

Para a estimacao dos parametros do processo CINGARCH, serd utilizado o método
de méxima verossimilhanga em dois estagios. Ko e Hjort (2019) elaboraram um trabalho
formalizando o método de estimativa de maxima verossimilhanca em dois estdgios para
realizar inferéncia, em que, tanto as marginais quanto a céopula tém formas paramétricas.
Este método, geralmente chamado de fungao de inferéncia para marginais, é usado como
uma alternativa atraente a estratégia de estimativa de maxima verossimilhanca total. Os

autores mostram que o estimador de maxima verossimilhanca em dois estagios ¢ consis-



3.4. Estimacao dos parametros 72

tente e demonstram a normalidade assintotica do vetor completo de estimadores, com a

matriz de covariancia assintética dada de forma explicita.
O estimador de maxima verossimilhanca em dois estagios funciona como descrito
a seguir.

[ J EStéglO 1: Seja Hit = W + Z;lzl Bij log(]Xj(t_1)| =+ 1) + aiﬁi(t_l), 1 = 1,' .. ,d
e f; a fungao de probabilidade marginal de Xj;, para 7 = 1,---,¢. Obtenha

O0; = (&5, Bit, - -+, Bia, &) T, 0 estimador de maxima verossimilhanca das distribuicoes
- . , . . ~ . T
condicionais, através da maximizagao de [y, com respeito a (w;, Bi1, - - -, fig, ) ', em

que

ly = > log[fi(wjel Fu-n, b)),
t=1
e Estagio 2: Com as estimativas 6, = (LDZ»,BH, oo, Bias &;)" do Estdgio 1, obtenha:

lc(éita 9156)) = Z{log [fl(xl,t‘g(t—l)a 51)] +---+log [fd(Idt|ﬁ(t—1)7 éd)] +
t=1

log [c(Fy (21| F a1y, 01), - - - Falar Fu-1), 0a), 0]},

em que, Qt(C) =wy + Z?Zl BojXjt-1) + aoﬁt(f)l e a funcao de densidade de probabili-
dade da copula é representada por ¢(Fy (21| F(e-1), b1e), - -+ Fa(Tar| F -1y, Oar), ch)).
Entao 0(©) = (@o, Bot, -+, Bod, )" sdo obtidos através da maximizacio de l(éi, Ht(c))

com respeito a (Ldo, BOI? T 760117 aO)T‘

_ . AT
A estimativa de maxima verossimilhanca em dois estagios, (61, s, B, 8(0)) , sa-

(St P 8ot) = 000,
96, a0, " 90

tisfaz:

A funcao de log-verossimilhanca da copula, [., sera calculada considerando a estru-
tura de dependéncia da copula apresentado na Expressao (3.3) e a contribui¢ao de cada
observagao no tempo t. Sejam Xy; = x14, Xoy = X9, € Xg = xq, as observagoes no

tempo t. Segundo Lee (1983) podemos escrever

P(X1y <@y, Xop <@g, -+, Xap < v Fe-n)) =
B[cbil(Fl(xlt’y(t—l)))a ¢71(F2($2t|00z(t—1)>>7 e 7¢71(Fd($dt|g‘\(t—1)>)» Ry,

em que B(-, -, R) é a fungao de distribui¢ao normal acumulada multivariada com vetor de

médias zero e matriz de correlacdo R. A contribuicao de probabilidade da observagao no
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tempo t é:

Xy <ay, -, Xa < xq|Fu-ny) —PXu <oy -1, Xa < v Fu-1)) —

O (P20 Z (), - @7 (Fa(zar| Fi-v))), Re) —

O (Fi(zy — T ), O (Falwa| Fv)), Re) —

O (P21 ) @7 (Falzar — 1 F-))), Re) +

O YRy (1 — 1P ), O (Falwa — 1P 1)), Re). (3.7)

3.4.1 Estudo de simulacao

Para avaliar o método inferencial proposto para o processo CINGARCH, realizamos
um estudo de simulacao Monte Carlo. No estudo de simulagao consideramos a cépula
Gaussiana. Trabalhamos com o algoritmo apresentado em Barbiero e Ferrari (2017) para
gerar um vetor aleatério discreto a partir de uma cépula Gaussiana, o descrevemos a
seguir.

Sejam { Xy, -+, Xa hen, processos estocdsticos cujas fungoes de distribuicao acu-
mulada condicionais sao Fy (X1¢| -1y, 601), -+, Fa(Xat|-F(1-1),ba). Unidos por uma cépula

Gaussiana com matriz de correlacao R, o esquema descrito abaixo pode ser seguido.

Algoritmo 2:

1) Gere uma amostra wy,--- ,wg de W ~ N(0, R), em que W denota a distribuigao
normal padrao d-variada com matriz de correlacao R.

2) Compute u = (uy, - ,uq) = (P(wy), -+, P(wy)), em que () é a funcao de
distribuicao acumulada normal padrao univariada.

3) Entdo, obtenha z = (w1, ,2%) = (F; *(w1), -+, F, '(uy)), uma amostra aleatéria
de uma copula Gaussiana.

Estudaremos dois cenarios no exercicio de simulagao para os parametros do pro-
cesso bivariado CINGARCH com cépula Gaussiana, considerando o caso simétrico para
as distribuicoes condicionais. Para o primeiro cenario, as distribuicoes condicionais serao
Laplace discreta, de modo que Xyu|%;_1),0ix ~ LD(¢;), em que ¢; = %. No
segundo cendrio consideramos as distribuicoes condicionais Skellam, com X |- %1y, 0
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~ Skellam()\;), em que \; = exp(6;), para i = 1,2. Sob estas condigoes, o parametro 0

tera dinamica dada por
O = wi+ Birlog(|Xip—)| + 1) + Bizlog(| Xop—1)| + 1) + aibie—1),

em que w, e a € R2,
Para o modelo bivariado CINGARCH com cépula Gaussiana, como feito em Ko-

opman et al. (2018), a matriz de correlacao é dada por

1
Rt = P )
pr 1
(

em que p; = tcmh(@t(c)), com Htc) dado por
9,50) = wo + BonXi-1) + BoaXar-1) + 0409&)1'

No software R, realizamos a estimacgao dos parametros do processo CINGARCH
através do método de estimacao em dois estagios. No primeiro estagio, calculamos as esti-
mativas para os parametros das distribui¢oes condicionais. No segundo estagio, aplicamos
as estimativas obtidas na fun¢ao de log-verossimilhanca da copula, com a contribuicao de
cada observacao dada pela Equacao (3.7). A maximizagao da fungdes foi realizada através
do comando Optim com o método BFGS. Como valores iniciais para o método, considera-
mos o valor zero para todos os parametros.

Sob a seguinte configuracao para os parametros: w; = 0,5, 811 = 0,2, f12 = —0, 3,
a1 =0,1,wy = 0,5, Bor = 0,1, Bao = —0,4, ap = 0,2, wy = 0,5, Bor = 0,1, B1a=0,2 ¢
ag = 0, 3, foram realizadas simulagoes Monte Carlo com N = 1000 réplicas e amostras de
tamanhos n = 500, 1000 e 5000.

Iniciamos a andlise do estudo de simulacao pelas Tabelas 3.1 e 3.2, que apre-
sentam as médias empiricas e a raiz quadrada do Erro Quadratico Médio (REQM) das
estimativas de maxima verossimilhanca em dois estagios, dos parametros dos processos
LD-CINGARCH e Skellam-CINGARCH, respectivamente.

Os resultados apresentados nas Tabelas 3.1 e 3.2 indicam que as estimativas de
maxima verossimilhanca para os dois modelos sao consistentes e o REQM ¢ baixo para
todos os tamanhos de amostras (n = 500,1000 e 5000) e configuracdo de parametros
considerados, para os processos LD-CINGARCH e Skellam-CINGARCH.

Para avaliar os estimadores de maxima verossimilhanca em dois estagios, para o
processo LD-CINGARCH, analisamos também os boxplots das estimativas, Figura 3.5.
Estes, confirmam os resultados apresentados na Tabela 3.1, ja que indicaram baixo viés e
baixa dispersao das estimativas de méaxima verossimilhanca em dois estagios, para todos
os tamanhos de amostras considerados.

Realizamos uma padronizagao nas estimativas dos parametros do tipo média-

desvio padrao e construimos os histogramas e qq-plots das estimativas padronizadas dos
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parametros do processo LD-CINGARCH, Figuras 3.6 e 3.7. A andlise destes graficos
evidenciou uma boa aproximacao normal, em especial quando o tamanho da amostra
aumenta.

Adicionalmente, disponibilizamos os graficos dos boxplots, histogramas e qqg-plots,
para o processo bivariado Skellam-CINGARCH com cépula Gaussiana no Apéndice B.2.
Os resultados apresentados tem interpretacoes analogas ao caso Laplace discreta.

Para a configuracao de parametros consideradas, concluimos que o estimador de
maxima verossimilhanca em dois estagios funcionou bem no estudo de simulagao realizado
para os processos LD-CINGARCH e Skellam-CINGARCH bidimensionais com cépula

Gaussiana.

Tabela 3.1: Médias empiricas e REQM das estimativas de méxima verossimilhanca do

processo LD-CINGARCH bivariado com copula Gaussiana.

Parametros n = 500 n = 1000 n = 5000
w; =0,5 0,520 (0,737) 0,501 (0,516) 0,499 (0, 216)
B =0,2 0,186 (0,399) 0,199 (0, 280) 0,200 (0, 118)
f12 = —0,3 | —0,297 (0,411) | —0,297 (0,303) | —0,299 (0, 126)
ap =0,1 0,063 (1,455) 0,089 (0,994) 0,101 (0,400)
wy = 0,5 0,503 (0,528) 0,500 (0, 389) 0,499 (0,161)
Bo1 =0,1 0,097 (0,402) 0,098 (0,273) 0,101 (0,117)

Paa = —0,4 | —0,405 (0,420) | —0,404 (0,302) | —0,401 (0, 127)
as =0,2 0,194 (1,164) 0,201 (0,791) 0,203 (0, 309)
wo = 0,5 0,499 (0, 206) 0,498 (0,143) 0,500 (0,061)
Bo1 =0,1 0,098 (0,075) 0,098 (0,050) 0,100 (0,021)
Bo2z = 0,2 0,198 (0,091) 0,197 (0, 066) 0,200 (0, 028)
ag=0,3 0,297 (0,214) 0,301 (0,151) 0,300 (0, 068)

Tabela 3.2: Médias empiricas e REQM das estimativas de méxima verossimilhanca do

processo Skellam-CINGARCH bivariado com cépula Gaussiana.

Parametros n = 500 n = 1000 n = 5000
wp =0,5 0,500 (0,952) 0,539 (0, 788) 0,507 (0,314)
B11=0,2 0,191 (0,611) 0,194 (0,420) 0,198 (0,178)
P12 =—0,3 | —0,295 (0,622) | —0,299 (0,473) | —0,301 (0, 184)
a; =0,1 0,089 (1,763) 0,008 (1,616) 0,088 (0, 560)
wy = 0,5 0,501 (0, 758) 0,503 (0, 546) 0,504 (0,234)
fo1 =0,1 0,104 (0, 588) 0,103 (0,430) 0,100 (0,171)

fag = —0,4 | —0,409 (0,600) | —0,402 (0,444) | —0,402 (0, 183)
as =0,2 0,186 (1,580) 0,172 (1,212) 0,192 (0,464)
wo=0,5 0,503 (0, 281) 0,501 (0,195) 0,499 (0, 085)
Bon=0,1 0,100 (0,117) 0,099 (0,078) 0,100 (0, 035)
Bo2z = 0,2 0,199 (0,127) 0,199 (0,090) 0,199 (0, 038)
ag=0,3 0,298 (0, 332) 0,298 (0,239) 0,300 (0,101)
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Figura 3.5: Boxplots das estimativas dos parametros do processo LD-CINGARCH biva-
riado com cépula Gaussiana em um estudo Monte Carlo com N = 1000 réplicas e com

amostras de tamanhos n = 500, 1000 e 5000.



3.4. Estimacao dos parametros 7

1000 5000 50 1000 5000 1000 00 | 5000 |
04
04
04 o4 04] o4
03
03 03
0 003 03 0.
o T 2
] o] o
v ] 02 o
20, 02 209 02 - g
[ [ 0
a) a] a)

01

04 01 01 04 04
, AL
004 ||||ii.|l 00 00 il b 0.0/ ||In 00 |i|.:. 00/ S h
202442024 202 4202 202 321012 4202 20 2
(a) w1 = O, 5. (C) 612 = —O, 3. (d) a1 = O, 1.
500 1000 5000 50 ] 000 | 5000 |
05 05
04 04 ||
04 04 i
: 03 03
3 3 30 L 03 J |
o] o) o
i 5 0 50 02 o2
a] [a] a)
|
041 01 |
" i |
I 00 )

4-20 2 42024 -4-20 2

4-20 2 2024

(e) Wy = 0, 5 (h) Qg = 0, 2.
500 5000 500 1000 5000 500 1000
05 "
04 i 04
04 o 04 0 o4
04
. 0.3
, 03 0 03 03 = 03
003 3
v v
gm 02 02 02) 02 §0.2 02| 0.2
al a
o 01 01 0 0 01 o il o1
., |
00/4 ||ﬁ!i. 00/ NE. I ! 00 00 00 0.0/=4l b, 00|~ )
20 2 2024 2024 2024 -4-202 2024 -250025 4202 -4-202
(i) Wy = 0, 5. (_]) 601 = 0, 1. (k) 502 = 0, 2. (1) Qo = 0, 3.

Figura 3.6: Histogramas das estimativas padronizadas dos parametros do processo LD-
CINGARCH bivariado com copula Gaussiana em um estudo Monte Carlo com N = 1000
réplicas e com amostras de tamanhos n = 500, 1000 e 5000.
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Figura 3.7: Qg-plots das estimativas padronizadas dos parametros do processo LD-
CINGARCH bivariado com cépula Gaussiana em um estudo Monte Carlo com N = 1000
réplicas e com amostras de tamanhos n = 500, 1000 e 5000.

3.5 Variacao dos ticks das taxas de cambio
EUR/GBP e EUR/USD

A menor variagao de preco possivel de um titulo financeiro, o chamado tick-size
ou tick minimo, desempenha um papel importante nas financas quantitativas e todas as
informagoes de prego bruto sao discretizadas pelo tamanho do tick (Miinnix et al., 2010).

No Brasil, por exemplo, essa variacao é de um centavo. A variacao dos ticks pode ser
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tratada como uma varidvel que assume valores inteiros (Koopman et al., 2017).

Nesta secao, apresentaremos uma aplicacao empirica do modelo bivariado CIN-
GARCH com cépula Gaussiana, considerando as distribui¢oes condicionais Laplace dis-
creta e Skellam.

Considerando a natureza inteira da variagao dos ticks e o fato de mercados finan-
ceiros apresentarem dependéncia entre si, que pode nao ser constante ao longo do tempo
(Serban et al., 2007), o processo CINGARCH pode ser adequado para ajustar este tipo
de dado. Selecionamos duas séries temporais e as ajustamos conjuntamente, em que a
primeira é a varia¢ao dos ticks da taxa de cambio do euro para libra esterlina (EUR/GBP)
e a segunda ¢é a é variagao dos ticks da taxa de cambio do euro para o ddlar americano
(EUR/USD). Os dados foram coletados em 04 de janeiro de 2019, das 9h as 21h. Ire-
mos analisar conjuntamente a variagdo dos ticks das taxas de cambio da EUR/GBP e
EUR/USD.

Os dados consistem em 720 observacoes do preco de fechamento de cada minuto
t para EUR/GBP, ¢1;, e EUR/USD, ¢. Considerando o prego de fechamento, a va-
riacao dos ticks é calculada dividindo a variacao do preco pelo tamanho do tick, 107°.
Mais especificamente, a variacao dos ticks é dada por X1, = (g1 — qie—1)) ¥ 10%, para a
EUR/GBP, e X3 = (g2 — qop-1)) % 10°, para a EUR/USD. Os dados estiao disponiveis
em https://www.histdata.com.

A Tabela 3.3 apresenta as estatisticas descritivas da variacao dos ticks da EUR/GBP
e EUR/USD. As duas séries assumem valores inteiros. Além disso, a mediana das duas
séries é zero e a média é bem proxima de zero. Também podemos observar estes fatos
nos graficos da trajetéria da EUR/GBP, Figura 3.8, e EUR/USD, Figura 3.9. As Figuras
3.8 e 3.9 também apresentam os graficos da ACF e PACF das séries originais e das séries
ao quadrado. Podemos perceber que, para as séries originais os graficos nao retornam
lags com correlacoes relevantes. No entanto, quando analisamos as correlacoes para as
séries ao quadrado o cendrio muda e lags com correlagoes significativas aparecem. Estes
fatos indicam que o modelo CINGARCH com condicionais Laplace discreta simétrica ou
Skellam simétrica podem ser adequados para ajustar os dados considerados. Ja que, além
de serem distribuigoes para dados inteiros, as distribui¢oes condicionais do modelo tém

média zero e o modelo é relacionado ao segundo momento.

Tabela 3.3: Estatisticas descritivas de variagao de ticks da taxa de cambio do EUR/GBP
e EUR/USD (04 de janeiro de 2019, de 9h as 21h).

Minimo Maximo Média Mediana Desvio padrao
EUR/GBP —61 48 —-0,114 0 9,260
EUR/USD -53 70 —0,121 0 12,096
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Figura 3.8: Trajetéria, ACF e PACF da variacao dos ticks por minuto da taxa de cambio
EUR/GBP, em 04 de janeiro de 2019, de 9h as 21h.
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Figura 3.9: Trajetéria, ACF e PACF da variacao dos ticks por minuto da taxa de cambio
EUR/USD, em 04 de janeiro de 2019, de 9h as 21h.

O método de estimacao de méxima verossimilhanca em dois estagios, proposto
para os processos LD-CINGARCH e Skellam-CINGARCH, foi implementado as series
variacao dos ticks da taxa de cambio do EUR/GBP e variagdo dos ticks da taxa de
cambio do EUR/USD (04 de janeiro de 2019, de 9h as 21h), ajustadas conjuntamente.
A maximizagao das fungoes foi realizada através do comando Optim com o método BFGS,
consideramos os valores iniciais zero para todos os parametros. A Tabela 3.4 apresenta
as estimativas de méaxima verossimilhanca em dois estagios dos parametros dos processos
LD-CINGARCH com cépula Gaussiana e Skellam-CINGARCH com cépula Gaussiana,

respectivamente.
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Tabela 3.4: Estimativas de maxima verossimilhanga dos parametros do processo bivariado
CINGARCH com copula Gaussiana e distribuicoes condicionais LD e Skellam, aplicadas
a variagao dos ticks da taxa de cambio do EUR/GBP e EUR/USD (04 de janeiro de 2019,
de 9h as 21h).

w1 B11 B2 a1 wa B21 Ba2 Gio @o Bo1 Bo2 Go
LD 0,176 0,122 0,099 0,680 0,056 0,043 0,191 0,759 0,149 0,686 0,013 —0,007
Skellam | 0,670 0,242 0,192 0,605 0,323 0,099 0,382 0,705 0,656 —0,647 0,006 0,005

Uma forma de se obter o erro padrao para as estimativas de maxima verossimi-
lhanga precisa ser investigada. Koopman et al. (2018) apresentam uma aproximagao
para a densidade da cépula e obtém o erro padrao das estimativas de maxima verossi-
milhanga seguindo esta metodologia. Ko e Hjort (2019) fornecem uma expressao para a
variancia assintética dos estimadores dos parametros das distribuicoes condicionais e para
o parametro de correlacao da copula. Estes sao dois caminhos a serem seguidos, de modo
a combinar estes resultados a metodologia que estamos propondo.

Iremos avaliar marginalmente a bondade de ajuste do modelo as séries inteiras
consideradas, por meio da construgao de histogramas PIT e envelopes simulados para os
residuos de Pearson.

Para os histogramas PIT, consideramos a construcao do PIT para dados discretos
proposta por Czado et al. (2009). Para tanto, o valor do PIT randomizado é substituido
pela sua funcao de distribuicao acumulada condicional dada a contagem observada =z,
dando origem ao PIT nao aleatério. Assim,

.
0, se u < py—1) (@ — 1|z —1);0)
u—py(¢—1) (Tt —1|z(s_1):0)

Pe(t—1) (@21 —1)30) —Pr(e—1) (Tt — 1]z (1-1);0)

se u > pyu—1)(z — 1z (-1);0) €
Fy(ulze) =
U < Pre-1) ($t|$t 1) ;0)

1, se u > pyu—1)(ze — lz(-1);0),

\

para 0 <u < 1ei=1,2, consideramos piy¢—1) (@i — 1|2;¢—1); ) como a distribui¢ao con-
dicional do processo CINGARCH (LD ou Skellam), com dinamica temporal para Xq,|F;_;
e Xo|F;_1. Assim, o PIT é dado por

n

_ 1
Flu) = 5Zz«:-t(u|xﬁ), 0<u<l.

t=2
Segundo Czado et al. (2009), F(-) é a funcao de distribuicdo acumulada de uma
distribuicao uniforme. Para avaliarmos a uniformidade do modelo, vamos plotar um
histograma de frequéncias. Usaremos os histogramas PIT para avaliar marginalmente
o ajuste dos processos LD-CINGARCH e Skellam-CINGARCH a variacao dos ticks por
minuto das taxas de cambio EUR/GBP e EUR/USD.
Os histogramas PIT para a aplicagao considerada neste trabalho sao apresentados

nas Figuras 3.10 e 3.11. Podemos observar que o processo LD-CINGARCH realiza um
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melhor ajuste dos dados, uma vez que os histogramas tem distribui¢ao quase uniforme.
O processo Skellam-CINGARCH, deixa a desejar, ja que os histogramas apresentam uma
distribuicao forma de U, o que indica um ajuste ruim do modelo aos dados.

Adicionalmente, realizamos a avaliacao marginal do desempenho dos processos LD-
CINGARCH e Skellam-CINGARCH através da construcao de envelopes simulados para
os residuos de Pearson, dados pela Equacao (2.36).

Considerando as estimativas dos parametros dos processos LD-CINGARCH e Skellam-
CINGARCH, apresentadas na Tabela 3.4, realizamos a construcao dos envelopes simula-
dos para os residuos Pearson, como detalhado no Algoritmo 1.

Para a variagao dos ticks por minuto das taxas de cambio EUR/GBP e EUR/USD,
temos um tamanho de amostra n = 720 e realizamos um estudo Monte Carlo com
N = 1000 réplicas. As Figuras 3.12 e 3.13 apresentam, respectivamente, os envelo-
pes simulados para os residuos de Pearson dos processos LD-CINGARCH e Skellam-
CINGARCH wersus os quantis tedricos da distribuicao normal padrao. As bandas dos
envelopes sao construidas usando os percentis 2, 5% e 97, 5% de 7; (residuo de Pearson ob-
tido em cada réplica Monte Carlo) e através dos valores minimo e o maximo dos residuos
T

Os envelopes indicam que o processo LD-CINGARCH bivariado com copula Gaus-
siana é adequado para modelar os dados, uma vez que, os envelopes acomodam pratica-
mente todos os residuos de Pearson, indicando um desempenho melhor em comparacao
com o processo Skellam-CINGARCH. Para os envelopes construidos usando os percen-
tis 2,5% e 97,5% de 7;, o processo LD-CINGARCH apresenta uma cobertura para os
residuos de Pearson verdadeiros de 100%, para a variacao dos ticks da taxa de cambio
da EUR/GBP e 95%, para a variacao dos ticks da taxa de cambio da EUR/USD. J4 o
processo Skellam-CINGARCH apresenta uma cobertura para os residuos de Pearson ver-
dadeiros, de 32% para a variagao dos ticks da taxa de cambio da EUR/GBP e 91% para
a variacao dos ticks da taxa de cambio da EUR/USD. Padrao semelhante pode ser obser-
vado para os envelopes construidos usando os valores minimo e o maximo dos residuos ;.
Esta analise corrobora o resultado apresentado na andlise de calibracao realizada através
dos histogramas PIT.

Concluimos que o processo LD-CINGARCH bivariado com cépula Gaussiana é
adequado para realizar o ajuste da variagao dos ticks por minuto das taxas de cambio
EUR/GBP e EUR/USD. Além de apresentar um melhor desempenho, o processo LD-
CINGARCH ainda retornou ganhos computacionais, quando comparado ao processo Skellam-
CINGARCH.
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Figura 3.10: Histogramas PIT para a variagao dos ticks da taxa de cambio da EUR/GBP
e EUR/USD, ajustado ao processo LD-CINGARCH bivariado com cépula Gaussiana.
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Figura 3.11: Histogramas PIT para a variagao dos ticks da taxa de cambio da EUR/GBP
e EUR/USD, ajustado ao processo Skellam-CINGARCH bivariado com cépula Gaussiana.
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Figura 3.13: Envelopes simulados para os residuos de Pearson do processo Skellam-

CINGARCH.

3.6 Conclusao

Neste capitulo realizamos a construcao de uma classe de modelos para analise de

séries temporais multivariadas, para modelagem de dados inteiros, combinando a me-
todologia INGARCH com cépulas, o processo CINGARCH. A dinamica do modelo foi

considerada através da variancia condicional, dadas as observacoes passadas. Considera-

mos as distribuicoes condicionais Skellam e Laplace discreta em uma coépula Gaussiana.

Foi realizado um estudo de simulacao Monte Carlo com N = 1000 réplicas e obtivemos
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as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo. A estimacgao
foi realizada através do método de estimacao em dois estagios. A metodologia proposta
foi utilizada para analisar conjuntamente a variacao dos ticks da taxa de cambio do
EUR/GBP e EUR/USD. A bondade de ajuste do modelo foi avaliada marginalmente por
meio de envelopes simulados para os residuos de Pearson e da construgao de histogramas
PIT. O processo LD-CINGARCH apresentou melhor ajuste aos dados em comparacao
com o processo Skellam-CINGARCH.

Para pesquisa futura pretendemos estudar como realizar a previsao considerando
o segundo momento, uma vez que o modelo que estamos estudando tem médias iguais a
Zero.

Pretendemos explorar alguns resultados assintéticos do processo CINGARCH.
Como ponto de partida, podemos considerar o trabalho realizado por Ko e Hjort (2019).
Eles apresentam uma expressao da variancia assintotica para os estimadores dos parametros
das distribui¢oes condicionais e para o estimador do parametro de correlagao da copula.
Seja # o vetor completo de parametros das distribui¢oes condicionais e da cépula. A
variancia assintdtica dos estimadores de 0 ¢ Vy = I, 1K9(In_ 1)T, em que Iy é uma matriz
de segundas derivadas da log-verossimilhanca da copula em relagao aos parametros e Ky
¢ uma matriz que envolve o cédlculo das derivadas da funcao de log-verossimilhanca da
copula em relagao aos parametros. Um ponto importante seria associar este resultado a
combinacao de cépula e metodologia INGARCH que estamos realizando e formular uma
teoria para o calculo da variancia assintética referente aos processos CINGARCH.

Através da variancia assintotica dos estimadores, poderemos calcular o erro padrao
das estimativas de maxima verossimilhanca e avaliar, via estudo Monte Carlo, a pro-
babilidade de cobertura dos intervalos de confianca. Para obter as derivadas da log-
verossimilhanca da copula em relacao aos parametros, inicialmente podemos considerar
métodos numéricos, como por exemplo as fungoes do software R como a num.Deriv do

pacote Deriv.
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Capitulo 4

Consideracoes Finais

Como discutido ao longo deste trabalho, o estudo de modelos para séries temporais ¢é
topico de interesse em diversas areas. Ressaltamos sua importancia no mercado financeiro,
onde os dados sao geralmente coletados ao longo do tempo e apontam a necessidade de
modelagens que acomodem bem as particularidades das séries. Esta tese apresentou
duas construcoes de modelos para séries temporais motivadas por aplicacoes do mercado
financeiro.

A primeira abordagem foi o processo de Markov ponderado-gama, PG. Apresen-
tamos um modelo de Markov construido a partir de uma densidade de peso gama que
introduziu a estrutura de dependéncia no modelo. Esta construcao foi proposta para
dados nao-negativos e continuos. O modelo foi definido a partir de sua densidade de
transigao. Em particular, as distribuigdes GIG e gama foram consideradas como potenci-
ais distribuicoes para a marginal do processo, as quais retornaram processos com VAarios
resultados explicitos. A estimacao dos parametros foi realizada via método de méxima
verossimilhanca e, adicionalmente, foi realizado um estudo empirico a respeito do ajuste
do modelo aos dados de volatilidade realizada dos log-retornos das acoes que compoe o
indice FTSE 100, para os quais um exercicio de pseudo previsao foi realizado. Para avaliar
a bondade do ajuste, verificamos a calibracao do modelo através de histogramas PIT e
realizamos a construcao de envelopes simulados para os residuos de Pearson. O modelo
PG-GIG apresentou melhor ajuste aos dados quando comparado ao PG-Ga.

Considerando a literatura de modelos de séries temporais para dados continuos
nao-negativos existente, a metodologia proposta ¢ relevante no sentido de apresentar uma
expressao para a densidade de transicao e por trazer uma proposta de densidade de peso
continua, que traz ganhos no que diz respeito ao célculo de quantidades de interesse.

Para trabalhos futuros envolvendo esta metodologia, podemos realizar a construcao
de um processo de Markov com densidade de peso continua em tempo continuo. Outro
ponto importante seria a construcao de modelos multivariados seguindo esta estrutura,
considerando uma funcao de peso discreta ou continua.

A segunda abordagem proposta neste trabalho foi uma classe de modelos para
analise de séries temporais multivariadas, para modelagem de dados inteiros, combinando
a metodologia INGARCH com cépulas, o processo CINGARCH. Consideramos as distri-
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buigoes condicionais Skellam e Laplace discreta em uma cépula Gaussiana. Assim como
na primeira abordagem, um estudo de simulagao Monte Carlo foi realizado e obtivemos
as estimativas de maxima verossimilhanca para os parametros do modelo. A estimacao
foi realizada através do método de estimacao em dois estagios. A utilizacao do processo
CINGARCH foi motivada na analise conjunta da variacao dos ticks da taxa de cambio da
EUR/GBP e EUR/USD. A bondade de ajuste dos modelos foi avaliada marginalmente
por meio de envelopes simulados para os residuos de Pearson e da construcao de histo-
gramas PIT. Um melhor ajuste aos dados foi apresentado pelo processo LD-CINGARCH
em comparacao com o processo Skellam-CINGARCH.

O modelo multivariado para séries temporais inteiras que propomos se destaca em
relacao as metodologias presentes na literatura, como por exemplo o trabalho realizado
por Koopman et al. (2018), no sentido de proporcionar uma dinamica temporal e contem-
poranea simples, introduzida através da metodologia INGARCH. Além disso, trouxemos
a Laplace discreta como uma excelente op¢ao para a distribuicao condicional do modelo.
As construgoes disponiveis na literatura sugerem a Skellam como tnica opg¢ao e mostra-
mos no estudo empirico que o processo LD-CINGARCH apresentou um ajuste melhor
aos dados. Vale ressaltar ainda que a distribuicao Skellam possui a funcao Bessel modifi-
cada de terceiro tipo, isso implica que nos exercicios de simulagao aproximagoes para esta
funcao especial sao feitas e, consequentemente, o tempo computacional aumenta, o que
nao acontece quando consideramos a distribuicao condicional Laplace discreta.

Para esta metodologia, como pesquisas futuras pretendemos estudar como realizar
a previsao considerando o segundo momento, uma vez que o modelo que estamos estu-
dando tem médias iguais a zero. Outro ponto sera estudar alguns resultados assintoticos
do processo CINGARCH como, por exemplo, obter uma expressao para a variancia as-
sintotica para os estimadores dos parametros das distribuicoes condicionais e para o esti-
mador do parametro de correlacao da cépula. Uma solugao seria considerar os resultados
apresentados no trabalho realizado por Ko e Hjort (2019), e utilizar métodos numeéricos
como, por exemplo, as fungoes do software R como a num.Deriv do pacote Deriv para
obter aproximacoes para as derivadas presentes nos resultados apresentados pelos autores.
Um ponto importante seria associar este resultado a combinacao de copula e metodologia

INGARCH que propomos e formular uma teoria para o cédlculo da variancia assintética
referente aos processos CINGARCH.
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Resultados do processo de Markov

ponderado-gama

A.1 Densidade de transicao do modelo de Markov

ponderado-gama

Calculo da densidade de transigdo f(xy, x;—1), do modelo de Markov ponderado-

gama:
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A.2 Correlacao do modelo de Markov

ponderado-gama

Célculo da correlacao do modelo de Markov ponderado-gama :

1

COff(Xt, Xt71> = ;E[(Xt — ]E(Xt))(Xt,1 — E(thl))]
1
= ;[E(XtXt—l) — 1.
Temos que:
E(Xtthl) = xtfﬂt—lf(flft, $t71)d$t71dﬂ3t
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Assim, a correlagao é dada por:

11 [y iy, 0+ 1)
Comr(Xe, Xi) = P(F(as)/o 1(y.9) dy“f)'

dy.

A.3 Correlacao do modelo de Markov

ponderado-gama com marginal gama(a, b)
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faremos duas mudancgas de variavel na integral presente na equacao acima, a primeira sera

k= %, e a segunda sera HL,C = u que resultam:

V(1 ' T*(¢p+a+1) v ot a?
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Perceba que o integrando é o niicleo de uma densidade Beta com parametros a + 2
e ¢ com densidade dada por:

B [(p+a+2)
~ T(p)T(a+2)

desse modo, a correlagao fica expressa por:
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A.4 Boxplots, histogramas e qq-plots das
estimativas de maxima verossimilhanca do

processo de Markov ponderado-gama

A Figura A.1 apresenta os boxplots das estimativas de maxima verossimilhanga
dos parametros do processo PG-GIG, ¢ = 2, =1, 0 = 2 e 7y = 3, com amostras de
tamanho n = 500, 1000 e 5000, em um estudo Monte Carlo de tamanho N = 1000.
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Figura A.1: Boxplots das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do

processo PG-GIG, ¢ = 2, § =1, 6 = 2 e v = 3, com amostras de tamanho n

200,

1000 e 5000.

A Figura A.2 apresenta os boxplots das estimativas de maxima verossimilhanga

dos parametros do processo PG-Ga, ¢ = 2, a = 2, e b = 3, com amostras de tamanho
n = 500, 1000 e 5000, em um estudo Monte Carlo de tamanho N = 1000.
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Figura A.2: Boxplots das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros do
processo PG-Ga, ¢ = 2, a =2 e b = 3, com amostras de tamanho n = 500, 1000 e 5000.

A Figura A.3 apresenta os histogramas das estimativas de maxima verossimilhanga
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padronizadas dos parametros do processo PG-GIG, ¢ = 2, § = 1,0 = 2 e v = 3, com
amostras de tamanho n = 500,1000 e 5000, em um estudo Monte Carlo de tamanho

N =1000.
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Figura A.3: Histogramas das estimativas de maxima verossimilhanga padronizadas dos
parametros do processo PG-GIG, ¢ =2, =1, =2 e v = 3, com amostras de tamanho
n = 500, 1000 e 5000.

A Figura A.4 apresenta os histogramas das estimativas de maxima verossimilhanga
padronizadas dos parametros do processo PG-Ga, ¢ =5, ¢ = 2, a =2 e b = 3, com
amostras de tamanho n = 500,1000 e 5000, em um estudo Monte Carlo de tamanho
N = 1000.
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Figura A.4: Histogramas das estimativas de méxima verossimilhanca padronizadas dos
parametros do processo PG-Ga, ¢ = 2, a = 2 e b = 3, com amostras de tamanho

n = 500, 1000 e 5000.

As Figuras A.5 e A.6, apresentam os qq-plots das estimativas de maxima veros-

similhanca padronizadas dos parametros do processo PG-GIG, ¢ = 2, 5, =1, = 2
e v = 3, e do processo PG-Ga, ¢ = 2, 5, a = 2 e b = 3, com amostras de tamanho

n = 500, 1000 e 5000, em um estudo Monte Carlo de tamanho N = 1000.
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Figura A.5: Qg-plots das estimativas de méaxima verossimilhanca padronizadas dos
parametros do processo PG-GIG, ¢ = 2, 5, 8§ =1, = 2 e v = 3, com amostras de
tamanho n = 500, 1000 e 5000.



A.5. Cédigo da aplicagao proposta, no software R. 103

500 1000 5000 | [ 500 1000 5000 | 500 1000 5000
4 4 4
4
g 25 2.5 § 25 2 25 25
1% 2 %) n 2
o o o
£ IS IS
®© ® ®
T o0 0 0.0 3 0.0 Jo 0.0 0.0
c < <
® 5 ® T
8—2 5 -25 8 -25 8 -25 -25
-4 -4 -4
20 2 20 2 20 2 20 2 20 2 20 2 20 2 20 2 20 2
Quantis tedricos Quantis tedricos Quantis tedricos
(a) ¢ = 2. (b) a=2. (c) b=3.
[ 500 | 1000 | 5000 | [ 500 | 1000 | 5000 | 500 | 1000 | 5000 |
. 4 4 L4 4
]
85 7 25 g 25 g
7] » 2 o 2 2 2
o o o
1S IS IS
®© ®© ©
J oo 0.0 Jo 0.0 Jo 0 0
5 5 5
) -2 -2 -2
525 -25 =) -25 3
a7 ] ]
-4 -4 -4 -4
20 2 20 2 20 2 20 2 20 2 20 2 20 2 20 2 20 2
Quantis tedricos Quantis tedricos Quantis tedricos
(d) ¢ = 5. (e) a=2. (f) b=3.

Figura A.6: Qg-plots Histograma das estimativas de méxima verossimilhanca padroni-
zadas dos parametros do processo PG-Ga, ¢ = 2, 5, a = 2 e b = 3, com amostras de
tamanho n = 500, 1000 e 5000.

A.5 Cddigo da aplicacao proposta, no software R.

A seguir apresentamos o cédigo no software R, para o ajuste da volatilidade reali-
zada didria dos log-retornos do indice FTSE 100 ao processo PG-GIG.

# Biblioteca
require (reshape2)
require(plyr)
require(tidyr)
library(forecast)
require(pracma)
require (GeneralizedHyperbolic)

require(stringr)
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library(magrittr)
library(lubridate)
library(mice)

library(outliers)

# VOLATILIDADE REALIZADA DIARIA DOS LOG-RETORNOS DO INDICE FTSE100

dados<- read.csv("OxfordManRealizedVolatilityIndices.csv", sep=",",header=T,

stringsAsFactors=FALSE)

#SELECIONANDO E TRATANDO A SERIE DE INTERESSE,

ftse<- as.numeric(dados$FTSE.100..Live..4[1000:1938])
periodo<- ymd(dados$X[1000:1938])

serie<- data.frame(periodo,ftse)

# TRATANDO OS DADOS:

# 1) Analisando os dados:
summary (serie) # 38 dados.
outlier(serie$ftse)
#serie$ftse[872]

# 2) Eliminaremos os dados faltantes:

serienoNa<- subset(serie, !is.na(serie$ftse)) #elimino as linhas com NA’s.
summary (serienoNa)

length(serienoNa$ftse)

serienoNa<- data.frame(serienoNa$periodo,serienoNa$ftse)

# 3) Tratando o outlier

outlier(serie$ftse)

serienoNa$serienoNa.ftse[422]<- NA

# 4) Completando o valor faltante:

md . pattern(serienoNa)
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d<- mice(serienoNa,seed=500)

summary (d)

completedData <- complete(d,2) # dados completos
length(completedData$serienoNa.periodo)

summary (completedData) #$ftse)
completedData$serienoNa.ftse[422]
sd(completedData$serienoNa.ftse)

# APLICANDO A SERIE NO MODELO

x<- completedData$serienoNa.ftse*x(1073)
n<-length(x)

auxl<- function(theta, x_1,x_0){
n<- length(x)
x_0<- x[1:n-1]
x_1<- x[2:n]

cc <- gaussLaguerre(17, 0) # Gerando pesos e pontos via gauss Laguerre

integrando<- function( x_0, x_1, theta){
theta<-theta
A<- 1/(x_1+x_0)
return(sum(cc$w *A*x (((ccPx*A)~(thetal[l]-1)) *
( thetal[4] +2% cc$xx*A) " ((thetal[1]+thetal[2])/2))/
(2%besselK((sqrt (theta[3]*(theta[4]+ 2%cc$x*A))), theta[2]+thetal[l],
expon.scaled = FALSE)) ))
}

gauss.lag<- NULL
for(i in 1:(n-1)){gauss.lag[i]l<- integrando(x_1 = x_1[i],x_0=x_0[i],theta)?}

return(gauss.lag)

logverossimilhanca<- function(theta){
x_0<- x[1:n-1]
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x_1<- x[2:n]

vect<- auxl(theta = theta, x_1 = x_1 , x_0 =x_0)

logvero<- ( sum((theta[l]+theta[2]-1)*1log(x_1)+ theta[1l]*log(x_0))-

return(-logvero)

chute <- gigFit(x)

(1/2)*sum(thetal[3]*((x_1)"(-1))+ theta[4]*x_1) -
(n-1)*(((lgamma(theta[1]))))-
((n-1)*(thetal[1]+theta[2])/2)*((log(theta[3])))+
sum(log(vect))) + (theta[2]/2)*log(thetal4])-
(theta[2]/2)*1log(thetal3]) - log(2)-
log(besselK((sqrt(thetal[3]*theta[4])), thetal[2],
expon.scaled = FALSE)) +(thetal[2]-1)*log(x_0[1]) -
(1/2)*(theta[3]1*(x_0[1]1"(-1))+theta[4]*x_0[1])

pl<- c(1, chute$param[3],chute$param(1],chute$param[2])

maximol <- (optim(pl, fn=logverossimilhanca, hessian = TRUE))

ep <- sqrt(diag(solve(maximol$hessian)))

# PSEUDO PREVISAQ

j <=1
mc_it<- 402

matrizprevisao <-

matrix(data = NA,nrow = mc_it, ncol = 1)

colnames (matrizprevisao)<-c("E(X_t[X_(t-1))")

while(j <= mc_it){

# pegando os dados:
x<- completedData$serienoNa.ftse[1:(499+j)] *(1073)

n<-length (x)

# Estimando os parémetros:

logverossimilhanca<- function(theta){
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x_0<- x[1:n-1]
x_1<- x[2:n]

vect<- auxl(theta = theta, x_1 =x_1 , x_0 =x_0)

logvero<- ( sum((thetal[l]+theta[2]-1)*log(x_1)+ theta[l]l*log(x_0))-
(1/2) *sum(theta[3]*((x_1)"(-1))+ theta[4]*x_1) -
(n-1)*(((lgamma (theta[1]))))-
((n-1)*(theta[1]+theta[2])/2)*((log(theta[3])))+
sum(log(vect))) + (thetal[2]/2)*log(thetal4])-
(theta[2]/2)*log(thetal3]) - log(2)-
log(besselK((sqrt(theta[3]*thetal[4])), thetal[2],
expon.scaled = FALSE)) +(thetal[2]-1)*log(x_0[1]) -
(1/2)*(theta[3]*(x_0[1] " (-1))+theta[4]*x_0[1])

return(-logvero)

return(-logvero)

chute <- gigFit(x)
pl<- c(1, chute$param[3],chute$param[1],chute$param(2])

maximo <- optim(pl, fn=logverossimilhanca)

# Cdlculo da esperanga condicional e vari&ncia condicional
alphaprevisao<- maximo$par[1]
betaprevisao<- maximo$par [2]
deltaprevisao<- maximo$par [3]

gamaprevisao<- maximo$par [4]

cc <- gausslaguerre(17, 0) # Gerando pesos e pontos via gauss Laguerre
integrando<- function(xpk){
return(sum(ccwk ( ((cc$x/xpk) ~ (alphaprevisao-1))*
besselK((sqrt(deltaprevisao*(gamaprevisao+ 2*cc$x/xpk))),
betaprevisao+alphaprevisao+1,
expon.scaled = FALSE)) /(xpk*(gamaprevisao+2*cc$x/xpk)~(1/2) *
besselK((sqrt(deltaprevisao*(gamaprevisao + 2*xcc$x/xpk))),

betaprevisao+alphaprevisao, expon.scaled = FALSE) )))
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+
gauss.lag2<- NULL

Esperanca.condicional<- NULL

xp<- completedData$serienoNa.ftse[(499+j)]1*(1073)
gauss.lag2<- integrando(xpk = xp)
Esperanca.condicional<- ((xp~(alphaprevisao))*(deltaprevisao~(1/2))/

gamma (alphaprevisao) ) *gauss.lag2

matrizprevisao[j,] <- Esperanca.condicional
j <= j+1
cat(j , n\rn)

MSFE<- NULL
FS<- NULL

for(i in 1:401){
valoreverdadeiros<- completedData$serienoNa.ftse[501:(501+(i-1))]*(1073)
valoresprevistos<- matrizprevisao[1:i]
MSFE[i]<- (1/(500 +i - 500))*sum(valoreverdadeiros - valoresprevistos) 2
FS[il<- (1/(500 +i - 500))*

sum(valoreverdadeiros*log( valoresprevistos) - valoresprevistos)

#ENVELOPE:

# 0 residuo de Pearson verdadeiro deve ser calculado.

Aqui o denotamos por "pearsonverdadeiro'.

j <=1
mc_it<- 1000
n<- 901

matrizerros <- matrix(data = NA,nrow = mc_it, ncol = n-1)

alpha<- maximol$par[1]
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beta<- maximol$par [2]
delta<- maximol$par[3]

gama<- maximol$par [4]

while(j <= mc_it){

NA, times = n)
y<- rep(x = NA, times = n-1)
x[1]<- rgig(l, delta, gama, beta,param = c(delta, gama, beta))

x<- rep(x

for (i in 2:n) {
y[i-1]<- rgamma(l,alpha,rate = x[i-1])
x[i]l<- rgig(l, delta, gama+ 2xy[i-1], alpha+beta,
param = c(delta, gama+ 2*xy[i-1], alpha+beta))

x_0<- x[1:n-1]
x_1<- x[2:n]
y_0<-y[1:n-1]

logverossimilhanca<- function(theta){
x_0<- x[1:n-1]
x_1<- x[2:n]

vect<- auxl(theta = theta, x_1 = x_1 , x_0 =x_0)

logvero<- ( sum((theta[l]+theta[2]-1)*log(x_1)+ theta[l]l*log(x_0))-
(1/2)*sum(theta[3]*((x_1)"(-1))+ thetal[4]*x_1) -
(n-1)*(((lgamma(thetal[1]))))-
((n-1)*(thetal[1]+theta[2])/2)*((log(theta[3])))+
sum(log(vect))) + (thetal[2]/2)*1log(thetal4])-
(theta[2]/2)*log(thetal[3]) - log(2)-
log(besselK((sqrt(theta[3]*thetal[4])), thetal2],
expon.scaled = FALSE)) +(theta[2]-1)*log(x_0[1]) -
(1/2)*(theta[3]*(x_0[1]~(-1))+theta[4]*x_0[1])

return(-logvero)



A.5. Cédigo da aplicagao proposta, no software R. 110

chute <- gigFit(x)
p<- c(1, chute$param[3],chute$param[1],chute$param[2])

maximo <- optim(p, fn=logverossimilhanca)

Esperanca.condicional.meu<- NULL
variancia.condicional<- NULL
alphaprevisao<- maximo$par[1]
betaprevisao<- maximo$par [2]
deltaprevisao<- maximo$par [3]

gamaprevisao<- maximo$par [4]

for (i in 2:n) {

xp<- x[i-1]
gauss.lag2<- integrando( xpk = xp)
gauss.lag3<- integrando2( xpk = xp)
Esperanca.condicional.meu[i]<- ((xp~(alphaprevisao))x*
(deltaprevisao~(1/2))/gamma(alphaprevisao))*
gauss.lag?2
variancia.condicional[i]<- ((xp~(alphaprevisao))x*
(deltaprevisao)/gamma(alphaprevisao))*gauss.lag3 -

(Esperanca.condicional .meuli]) "2

valoresverdadeiros<-x[2:901]

Esperanca.condicional.meu<- Esperanca.condicional.meu[2:901]

variancia.condicional<- variancia.condicional[2:901]

cont<- c(1:900)

pearson<- NULL

pearson<- (valoresverdadeiros - Esperanca.condicional.meu)/
sqrt(variancia.condicional)

matrizerros[j,]<- pearson

j <= j+1
cat(j , n\rn)

# Ordenando os erros:
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eord <- NULL
for (i in 1:1000){

eord <- rbind(eord , sort(as.numeric(matrizerros[i,])))

# Selecionando os percentis de cada amostra:
perc <- NULL

for (i in 1:900){

perc <- rbind(perc, quantile(eord[,i], probs = c(0.025, 0.975)))
}
dim(perc)

# Selecionando min e max de cada amostra:
minmax <- NULL
for (i in 1:900){
minmax <- rbind(minmax, c(min(eord[,i]), max(eord[,il)))
}

dim(minmax)

el <- percl[,1]
e2 <- percl,2]

el <- minmax[,1]

e2<- minmax[,2]

med <- apply(eord,2,mean) # Essa média é por coluna

faixa <- range(pearsonverdadeiro,el, e2)

#Proporcdo fora do Envelope:
propl <- sort(pearsonverdadeiro) > e2

prop2 <- sort(pearsonverdadeiro) < el

vl <- ifelse(propl == "FALSE", 0, 1)
= "FALSE", 0, 1)

v2 <- ifelse(prop2

table(v1i+v2)
prop.table(table(vi+v2))
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#valores fora do envelope

out <- c(which(sort(pearsonverdadeiro) < el | sort(pearsonverdadeiro) > e2))
how2 <- rep(0,n-1)

how2[out] <- 1 # Aqui associamos 0 e 1 a

quem ta fora e quem ta dentro do envelope, resp.

#Gerando da normal para montar os quantis:

normv <- rnorm(n-1)

how <- c(rep("", 740), "Proporgdo de residuos dentro do envelope = ",
rep("", 159))

pos2 <- c(rep(0, 740), 15, rep(0, 159))

dataE <- data.frame(sort(normv),sort(pearsonverdadeiro), e2, el, med, how2)

names(dataE) <- C("X", "I'i", "e1", ”62", "med", "hOWd")
cor <- ifelse(how2 == 1, "red", "blue")
# Grafico do envelope:

GE <- ggplot(dataE, aes(x=x)) +

geom_point(aes(y = ri), size = 2, alpha = 0.9,

shape = "diamond", color = cor) +
geom_line(aes(y = med), color="gray45", linetype="dotted", size = 0.6) +
geom_line(aes(y = el), color="gray45", size = 0.5, alpha = 0.6) +
geom_line(aes(y = e2), color="gray4b", size = 0.5, alpha = 0.6) +

geom_ribbon(aes(ymin = el, ymax = e2), fill
ylab("Residuos") +

"graybb", alpha = .15)+

xlab("Quantis tedéricos") +

geom_text (aes(label = how, y = pos2), color = "gray2b", cex = 8) +
scale_x_continuous(breaks = scales::breaks_width(1l, offset = 1))+

theme_classic() + theme(legend.position="none") +

theme (axis.title.y = element_text(margin = margin(t = 0, r = 15,
b =0, 1=0), size=25)) +

theme (axis.title.x = element_text(margin = margin(t = 17, r = 0,
b=0,1=0), size=25)) +

theme(strip.text.x = element_text(size=25)) +

theme (axis.text = element_text(size=25)) +

theme (plot.margin = margin(0.2, 0.5, 0.2, 0.3, "cm"))
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Apendice B

Resultados do processo CINGARCH

B.1 Cébdigo para implementar um gerador do
processo CINGARCH no software R

A seguir apresentamos o cédigo para implementar um gerador do processo CIN-
GARCH bivariado, com cépula Gaussiana, no software R. Consideramos as distribuigoes

condicionais Laplace discreta e Skellam.

# Pacotes necessarios

require(DiscretelLaplace)

require(skellam)

require (mvtnorm)
n<-500 # tamanho da amostra
x<- rep(x = NA, times = n)
y<- rep(x = NA, times = n)
u<- rep(x = NA, times = n-1)
z<- c(NA,NA)
thetal<- rep(x = NA, times = n)
theta2<- rep(x = NA, times = n)
thetaC<- rep(x = NA, times = n)

rho<- rep(x = NA, times = n)
R<- matrix(data = NA,nrow = 2, ncol = 2)

# Dimensdes maiores requerem modificagdes na dimensdo desta matriz.

# Configuragdo escolhida para os parametros:
wl<-0.5
betall<- 0.2
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betal2<--0.3
alphal<-0.1

w2<-0.5
beta21<- 0.1
beta22<- -0.4
alpha2<-0.2

w0<- 0.5

betal1<- 0.1
betal02<- 0.2
alpha0O<- 0.3

# Inicializando algumas quantidades:
thetal[1]l<- 0.5
theta2[1]<- 0.5
thetaC[1]<- 1
x[1]<- 0
y[11<- 0

# Gerador do processo LD-CINGARCH

for (i in 2:n) {

# passo 1

thetaC[i]<- wO + betaOl*x[i-1] + beta02*y[i-1] + alphaOx*thetaC[i-1]
rho[i]<- tanh(thetaC[i])

R<- matrix(c(l,rho[i], rho[i], 1), nrow=2, ncol=2,byrow = TRUE)

mu <- c(0,0)

z <- rmvnorm(1,mu,R)

# passo 2

# uli-1]1<- pnorm(z[il])
ul<- pnorm(z[,1])

u2<- pnorm(z[,2])

# passo 3
thetal[i]<- wl + betallx*log(abs(x[i-1])+1) + betal2*log(abs(y[i-1])+1) +
alphal*thetal[i-1]
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theta2[i]<- w2 + beta2l*log(abs(x[i-1])+1) + beta22*log(abs(y[i-1])+1) +
alpha2*theta2[i-1]

pl<- exp(thetal[i])/(1+exp(thetalli]))
p2<- exp(theta2[i])/(1+exp(theta2[i]))

x[i]<- qdlaplace(ul, pi1, pl)
y[i]l<-qdlaplace(u2, p2, p2)
}

# Gerador do processo Skellam-CINGARCH

for (i in 2:n) {

# passo 1

thetaC[i]<- wO + betaOl*x[i-1] + beta02*y[i-1] + alphaOx*thetaC[i-1]
rho[i]<- tanh(thetaC[i])

R<- matrix(c(l,rho[i], rho[i], 1), nrow=2, ncol=2,byrow = TRUE)

mu <- ¢(0,0)

z <- rmvnorm(1,mu,R)

# passo 2

# uli-1]1<- pnorm(z[il])
ul<- pnorm(z[,1])

u2<- pnorm(z[,2])

# passo 3

thetal[i]<- w1l + betallx*log(abs(x[i-1])+1) + betal2*log(abs(y[i-1])+1) +
alphal*thetal[i-1]

theta2[i]<- w2+beta2l*log(abs(x[i-1])+1) + beta22*log(abs(y[i-1])+1) +
alpha2+*theta2[i-1]

pl<- exp(thetall[i])
p2<- exp(theta2[i])

x[i]<- gskellam(ul, pl, pl)
y[i]l<- gskellam(u2, p2, p2)
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B.2 Boxplots, histogramas e qqg-plots do processo
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Figura B.1: Boxplots das estimativas dos parametros do do processo Skellam-CINGARCH
com copula Gaussiana em um estudo Monte Carlo com N = 1000 réplicas e com amostras
de tamanhos n = 500, 1000 e 5000.
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Figura B.2: Histogramas das estimativas padronizadas dos parametros do processo
Skellam-CINGARCH com cépula Gaussiana em um estudo Monte Carlo com N = 1000
réplicas e com amostras de tamanhos n = 500, 1000 e 5000.
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Figura B.3: Qq-plots das estimativas dos parametros do processo Skellam-CINGARCH
com copula Gaussiana em um estudo Monte Carlo com N = 1000 réplicas e com amostras
de tamanhos n = 500, 1000 e 5000.
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