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Resumo

Em um processo de producao é importante manter um controle da média do processo
com objetivo de verificar se o sistema de producao ¢é previsivel. O Grafico de Controle
de X, desenvolvido na década de 1920 por Walter A. Shewhart, continua sendo bastante
utilizado para esse objetivo no ambiente industrial nao somente por ser simples, mas
também por detectar rapidamente desajustes médios ou grandes em relagao a média
populacional. Entretanto, para pequenos deslocamentos da média o seu desempenho
pode ser insuficiente. Outro problema é que a distribuicao da variavel de qualidade de
interesse pode nao possuir uma distribuicao Normal sendo mais adequada, por exemplo,
a distribuicao Weibull. Nesse trabalho discutimos e avaliamos propostas para o grafico
de controle da média em que a caracteristica de qualidade é mais aderente a distribuicao
Weibull. Apresentamos duas alternativas sendo que em uma os limites de controle sao
obtidos por simulacao de Monte Carlo e na outra alternativa os limites de controle sao
obtidos numericamente com uso da distribuicao Gama. Adicionalmente, para diminuir
o valor do ARL (Average Run Length) visando detectar pequenas mudangas na média
considerando a distribuicao Weibull, incorporamos as regras suplementares de Klein e
Khoo no grafico de controle proposto com limites obtidos baseados na distribuigao Gama.

Exemplos numéricos sao apresentados e discutidos.

Palavras-chave: Distribuicao Weibull, graficos de controle, Distribuicao Exponencial,
Distribuicao Gama, ARL, transformacao de variavel, regras suplementares, Cadeia de
Markov.



Abstract

In a production process, it is important to keep the control of the process average in order
to verify if the production system is predictable. The X Control Chart, developed in
the 1920s by Walter A. Shewhart, is still widely used for this purpose in the industrial
environment, not only because it is simple, but because it quickly detects medium or
large shifts relative to the population mean. However, for small shifts from the mean, its
performance may be insufficient. Another problem is that the distribution of the quality
variable of interest may not have a Normal distribution, being more suitable, for example,
the Weibull distribution. In this work we discuss and evaluate proposals for the mean
control chart in which the quality characteristic the quality feature best fits the weibull
distribution. We present two alternatives in which in one the control limits are obtained
by Monte Carlo simulation and in the other alternative the control limits are obtained
numerically using the Gamma distribution. Additionally, to decrease the value of ARL
(Average Run Length) in order to detect small changes in the mean considering the Weibull
distribution, we incorporate the supplementary rules of Klein and Khoo in the graph
of proposed control with limits obtained based on the Gamma distribution. Numerical

examples are presented and discussed.

Keywords: Weibull distribution, control charts, Exponential distribution, Gamma distri-

bution, ARL, variable transformation, supplementary rules, Markov Chain.
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Capitulo 1

Introducao

Uma das vantagens em adotar um procedimento de monitoramento de um processo seria
garantir a qualidade dos produtos produzidos ao longo da sua producao. Além disso, essa
metodologia possibilita uma reducao consideravel nos custos do processo de producao. Ao
longo de muitos estudos ja realizados nesse ambito, Montgomery (2020) observa que as
tradicionais cartas de controle de Shewhart mostraram-se muito apropriadas, tteis e de facil
implementagao. No geral, é muito comum o uso de cartas de controle em processos onde
supomos normalidade dos dados observados da caracteristica de qualidade de interesse.
No caso de processos nao-normais, é comum adotar um procedimento de transformagcao
dos dados de modo a obter uma aproximagao pela distribuicao normal. Contudo, existem
situacoes praticas onde é possivel obter cartas de controle para monitorar os parametros de
interesse de um processo utilizando a distribuigao que melhor se ajusta a caracteristica de
qualidade observada. Nesse sentido, em alguns casos, é possivel, por exemplo, identificar o
uso da distribuicao Weibull como uma alternativa preferivel em se tratando de processos
com auséncia da suposicao de normalidade. Nesse capitulo introdutério, sera apresentada
uma breve revisao sobre o monitoramento de um processo de producgao e conceitos que
envolvem a andlise do desempenho de uma carta de controle na Secao 1.1. Na Secao 1.2
descreveremos sobre a distribuicao Weibull e suas propriedades. Enfim, na Secao 1.3, uma
discussdo e uma avaliacdo sobre o grafico de controle de X sao realizados. A motivacao

desse estudo assim como os objetivos almejados sao expostos na Secao 1.4.
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1.1 Sobre o monitoramento de processos e a
Distribuicao Weibull

1.1.1 Cartas de Controle como ferramenta de qualidade para o

monitoramento de processos

O monitoramento de processos tem por objetivo detectar possiveis aumentos na dispersao do
processo e/ou deslocamento do parametro de interesse de grandeza mensuravel, por exemplo
a média, com relacao ao valor-alvo. Assim, torna-se possivel verificar a estabilidade de um
processo de producao. Dado que qualidade agrega valor, uma vez que o monitoramento
de um processo ¢ realizado de forma eficaz, pode-se afirmar que adotar essa metodologia
implica vantagens como custos mais reduzidos na produgao de um determinado produto.
Logo, considerando ainda ser uma metodologia de facil implementacao, sua aplicacao
em situacgoes praticas tem se apresentado bastante 1util e comum como apontado em
Montgomery (2020).

O processo de monitoramento é realizado através da andlise periddica de amostras,
ou seja, a cada intervalo de tempo retira-se uma amostra independente e identicamente
distribuida (i.i.d.) de n itens produzidos para uma anélise e avaliagdo da caracteristica de
qualidade. O monitoramento da caracteristica de qualidade obtido na amostra ¢ avaliado
por meio das Cartas de Controle, também chamados de Grdficos de Controle. Conforme
Montgomery (2020), os primeiros gréficos de controle foram desenvolvidos e aplicados por
Walter A. Shewhart na década de 1920. Voltados exclusivamente para o monitoramento de
processos industriais, os graficos de controle de Shewhart sao de simples construcao e faceis
de usar (mais detalhes em Shewhart e Deming (1986)). De acordo com Costa et al. (2005),
a preocupacao principal de Shewhart foi apresentar uma ferramenta capaz de monitorar
e identificar graficamente a variabilidade do processo de producao que estd associada as
diferencas entre as unidades produzidas. A caracteristica de interesse contempla uma
variabilidade entre suas observacoes que pode ser representada por uma distribuicao de
probabilidade. Assim sendo, os graficos de controle de Shewhart tem como propésito
sinalizar se os parametros da distribuicao mantém-se estavel ou nao ao longo do tempo em
que os itens sao produzidos.

Uma vez que o processo encontra-se sujeito a presenca ocasional de perturbacoes
(causas especiais) durante o monitoramento, o efeito esperado é que ele esteja ocorrendo
em uma condi¢ao de anormalidade. Essa condicao pode estar associada a um deslocamento

do parametro de interesse (valor-alvo) e/ou aumento na dispersao em torno desse valor.



21

Identificado entao um desajuste dessa natureza, torna-se possivel a busca de solugoes para
o problema influente em operacao que pode demandar corregoes significativas no processo
ou mesmo uma possivel eliminacao da causa especial.

Os graficos de controle comparam resultados amostrais com limites de controle
previamente calculados: Limite Inferior de Controle (LCL) e Limite Superior de Controle
(UCL). Nos gréficos de controle de Shewhart, tradicionalmente um ponto amostral sendo
plotado abaixo do LCL ou acima do UCL indica que o processo estd em um estado fora de
controle sinalizando, assim, a presenca de causas especiais no processo. Em caso contrério,
afirmamos que o processo estd em um estado sob controle que caracteriza um processo
isento de causas especiais onde nenhuma acao corretiva é necessaria. Em resumo, temos
que, enquanto os pontos amostrais nos graficos distribuem-se aleatoriamente em torno da
Linha Média (LM ), nem sempre deve-se intervir no processo.

O uso de graficos de controle auxiliam na compreensao do comportamento do
processo ou sistema de producao ao longo do tempo. Podemos citar situacoes praticas
em que as observacgoes sao coletadas entre intervalos de tempo determinados durante
a ocorréncia de uma pandemia, por exemplo. Recentemente, mais precisamente entre
os anos de 2020 e 2022, alguns estudiosos monitoraram dados relacionados a casos de
infecgao pelo virus da COVID-19 em determinadas regides do mundo. Os graficos de
controle foram largamente usados por pesquisadores para monitorar dados locais que eram
divulgados diariamente. Métodos de construcao de gréaficos de controle foram desenvolvidos
em Perla et al. (2021) e Parry et al. (2021). No caso de Perla et al. (2021), os gréficos de
controle foram construidos para visualizar tempos e fases da pandemia. Outros estudos
interessantes relacionados podem ser vistos também em Inkelas et al. (2021); Bergman
et al. (2020) e Shah et al. (2021).

Parametros como média, mediana, variancia, fracao de itens nao conformes, entre
outros, podem ser monitorados através de graficos de controle. Para utilizar os graficos de
Shewhart é necesséario que os valores observados da variavel monitorada sejam independentes.
Além disso, é possivel fazer uso dos graficos de controle de Shewhart, mesmo quando a

distribuicao ajustada ao processo nao for normal.

1.1.2 Analise de desempenho de uma Carta de Controle

Um processo sob controle é um processo estavel. Sua variabilidade é devida as
causas comuns, naturais do processo. Assim sendo, pode-se entao construir os graficos de
controle com base em amostras coletadas. Para os graficos de Shewhart, é usual distanciar

os limites LCL e UCL, em relagao ao LM, de exatos trés desvios-padrao (+30) da estatistica
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monitorada (mais detalhes em Montgomery (2020) e Costa et al. (2005)). Durante o
periodo de coleta das amostras, uma avaliagao quanto a eficiéncia do grafico de controle é
realizada visando detectar possiveis desajustes no processo de producgao durante todo o
intervalo de tempo em que foram retiradas as amostras.

Em um processo sob controle, espera-se que quase todos os pontos amostrais
(estimativas baseadas nas amostras de tamanho n) sejam plotados entre o LCL e o UCL.
No entanto, por se tratar de um teste estatistico, é preciso considerar os riscos de julgar
erroneamente um processo quanto ao seu estado sob controle (“Hy: hip6tese nula”) ou
estado fora de controle (“Hy: hipétese alternativa”). Se o processo estiver sob controle,
associado ao erro tipo I Costa et al. (2005) definem “a” como sendo a probabilidade de
erroneamente julgar o processo como fora de controle (alarme falso). Por outro lado,
associado ao erro tipo II, “3” corresponde a probabilidade de erroneamente sinalizar que

13

o processo estd sob controle. Consequentemente, “1 — 5” corresponde a probabilidade de
deteccao de desajustes no processo (alarme verdadeiro - poder).

Para avaliar o desempenho do gréfico de controle e detectar possiveis mudangas nos
parametros de interesse calculamos o valor do ARL (Average Run Length) que corresponde
ao numero médio de amostras coletadas até a ocorréncia de um alarme/sinal indicando
um desajuste no processo de producao. Esse valor pode ser obtido a partir da distribuicao
amostral da estatistica monitorada ou mesmo via simulagao no caso dessa distribuicao ser
desconhecida.

Nesse estudo, o niimero médio de amostras coletadas até a ocorréncia de um alarme
falso corresponde ao ARL, e o nimero médio de amostras coletadas até a ocorréncia de
um alarme verdadeiro pelo ARL,. O principal objetivo é minimizar o valor do ARL,
condicionado a um valor de ARL, fixo.

Em processos normais, sendo a variavel aleatéria X a caracteristica de qualidade
de interesse, tradicionalmente emprega-se o Grdfico de Controle de Shewhart da média
amostral (Grdfico de Controle de X) para monitorar a centralidade da distribuicao de X
com relagao ao seu valor-alvo durante o processo de producao. Para fins de determinacao
dos limites de controle para o grafico com o processo isento de causas especiais, interessa,
nesse caso, o valor de u (valor médio sob controle ou média do processo). Supondo
independéncia entre os valores individuais dos elementos da amostra, o valor esperado da
estatistica X coincide com o valor esperado p da varidvel aleatéria X . Assim, para detectar
alteracoes na média, avalia-se o desempenho do Gréfico de X com a regra tradicional de
Shewhart, que aqui denotaremos de Regra 1-de-1, onde apenas um ponto fora dos limites
de controle indica um processo operando fora de controle.

E possivel, contudo, também fazer uso dos Gréficos de Shewhart de X, mesmo em
situacoes em que a distribuicao da variavel aleatéria X nao seja normal. Uma distribuicao

importante e muito utilizada em diversas situacoes praticas é a Distribuicao Weibull.
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1.2 Distribuicao Weibull: uma breve revisao de

literatura

Em se tratando do monitoramento de processos nao normais, a distribuicao Weibull
surge como uma op¢ao em algumas situagoes praticas munidas de informagoes com um
comportamento assimétrico. Consideramos nesse trabalho de tese a distribuicao Weibull
cuja densidade é expressa em termos de dois parametros: o parametro de forma, 9, e o
parametro de escala, 7.

Conforme Bruce ¢ Bruce (2019), em muitos casos a taxa de evento ndo permanece
constante ao longo do tempo. Considerando esse cendrio, as distribui¢oes exponenciais (ou
Poisson) nao sao muito tteis. Pode-se citar o caso de falhas mecéanicas, onde o risco de
falha aumenta com o passar do tempo. A distribuicao Weibull é uma distribuicdo na qual

a taxa de evento pode mudar, conforme especificado pelo parametro de forma §.

— We(l1)
a - We(12)
S We(1,5)

6.4 8.0 9,6 1,2

Figura 1.1: Distribuicao de probabilidade Weibull para diferentes valores de d, com ~ fixo.

A Figura 1.1 ilustra graficamente a distribuicao Weibull considerando alguns pares
de valores para (,9). Em se tratando do monitoramento de um parametro de controle
da distribuicao Weibull, a deteccao de desajustes no processo de producao equivale a
monitorar os parametros de forma e de escala sob controle, isto é, dy e vy respectivamente.

A distribuigao Weibull é assim conhecida em homenagem ao fisico sueco Walodd;i
Weibull (1887-1979). Em Weibull (1939a) e Weibull (1939h) esse modelo foi usado para
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representar a distribuigdo da ruptura na resisténcia de materiais. Em Weibull (1951), a
distribuicao foi descrita de forma mais detalhada, além de apontar possibilidades de uso
da mesma em uma ampla variedade de outras aplicagoes.

Johnson et al. (1994) consideram que a estreita concordancia que W. Weibull
demonstra entre seus dados observados e aqueles previstos com o modelo Weibull ajustado
aos dados foram muito impressionantes. Atualmente, o uso dessa distribuicao é lider
mundial para ajustar e analisar dados de sobrevida, por exemplo, além de ser considerada
um padrao industrial reconhecido.

Frequentemente a distribuicao Weibull é empregada para descrever o tempo de
vida de produtos industriais ou mesmo o tempo de vida de produtos formados de varios
elementos cuja falha ocorre quando o primeiro deles falhar. Trata-se de uma distribuicao
bastante flexivel quanto ao seu uso em situacoes praticas pelo fato de apresentar uma
grande variedade de formas, todas com uma propriedade bésica: a funcao taxa de falha é
monotonica. Nesse sentido, ela descreve adequadamente, por exemplo, a vida de mancais,
componentes eletronicos, ceramicas, capacitores dielétricos, entre outros (Freitas e Colosimo,
1997). Alguns exemplos de problemas de engenharia que sao resolvidos com o uso da

distribuigdo Weibull sdo descritos em Abernethy (2006), como:

- Um engenheiro de projeto relata trés falhas de um componente em operagoes de
servico durante um periodo de trés meses. O Gerente de Programa pergunta:
“Quantas falhas teremos no proximo trimestre, seis meses e ano?”; “Qual sera o

custo?”; “Qual é a melhor acao corretiva para reduzir os riscos e perdas?”;

- Apo6s uma mudanga de engenharia, quantas unidades devem ser testadas ao longo
do tempo, sem falhas, para verificar se o modo de falha antigo foi eliminado ou

melhorado significativamente com 90% de confianca?

De acordo com Abernethy (2006), a principal vantagem apontada quanto ao uso da
distribuicao Weibull nesses casos aplicados é a capacidade de fornecer analises de falhas
razoavelmente precisas e previsoes de falhas com amostras extremamente pequenas. As
solucoes sao possiveis nas primeiras indicagoes de um problema. O grafico da distribuicao
Weibull é simples, informativo e, consequentemente 1til sobre os dados Weibull, como ja
apontava Weibull (1951). Recursos graficos facilitam na interpretacao da distribuicao dos
dados por engenheiro e gerentes de produgao, por exemplo.

Frente a essas pontuacoes, entende-se que a distribuicao Weibull é eficiente por
ser capaz de fazer previsoes de acuracia razoavel mesmo quando a quantidade de dados
disponivel é pequena. O campo de aplicagoes é vasto e modelagens utilizando essa
distribuicao tem se mostrado bem-sucedidas envolvendo dados provenientes de grandes
areas de conhecimento.

Métodos gréficos sao comumente aplicados apara o julgamento de qualidade de

ajuste de dados a distribuigao Weibull (papel de probabilidade de Weibull, graficos do tipo
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percentil-percentil e quantil-quantil) e servem para fins de anéalise de dados (no sentido
de estimar parametros e validar um modelo) e de apresentacao dos dados (sao de fécil
entendimento e sdo 6timos para comunicar resultados). Mais detalhes em Rinne (2008) e
Abernethy (2006).

Como ja mencionado acima, suas aplicagoes no geral visam a determinacao do
tempo de vida média e da taxa de falhas (ou ciclos até a falha ou quilometragem até a falha)
em funcao do tempo. Em confiabilidade, por exemplo, a distribuicao Weibull associa-se a
dados especificos de falha, podendo indicar se a falha é um evento prematuro (falha de
partida), aleatério (vida 1til) ou ocasionada por desgaste (final de vida). Tendo um bom
histérico de manutencao, essa distribuicao permite entao obter parametros significativos
da configuracao das falhas e representacao grafica simples.

Abernethy (2006) cita que em um grafico de dados Weibull que mede a porcentagem
cumulativa do tempo de falha de um componente, os dois parametros definidores da “linha
Weibull” em um papel de probabilidade Weibull sdo a inclinagao da funcao, § > 0, e a
vida caracteristica, v > 0. A inclinacao da linha, d, que indica o comportamento da fungao
taxa de falha, é particularmente significativa e pode fornecer uma pista para indicar qual
das categorias (classes) de falhas mencionadas acima estd presente.

Assim sendo, temos que a distribuicao Weibull se ajusta a uma ampla faixa de
dados e caracteristicas de vida devido a sua capacidade de mudar através da variacao do
parametro de forma, §. A Figura 1.2, por exemplo, ilustra as fases da vida operacional de
um produto (fases da “Curva da Banheira”). As fases de vida do produto nesse modelo
se dividem em trés estagios: (1) de mortalidade infantil (§ < 1): quando ocorrem falhas
precoces; (2) de vida 1til (0 = 1): onde a incidéncia de falhas é relativamente estdavel no
tempo); (3) de envelhecimento (§ > 1): quando o produto passa a apresentar desgaste

acentuado e falhas passam a ocorrer com maior frequéncia.

Taxa de falhas

Tempo de vida

Figura 1.2: Curva da Banheira

Podemos entao modelar as caracteristicas de muitas distribuicoes de vida diferentes
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ajustando o parametro de forma, . Esse parametro indica a forma da curva e as
caracteristicas das falhas, além de também determinar o membro da familia de distribuicao
do tempo de falhas Weibull (Ross, 2020). No geral, observe na Fig. 1.1 que se 6 < 1, a
funcao apresenta a forma de “J-invertido”. Caso § = 1, a distribuigao Weibull é idéntica a
distribuicao Exponencial. Para 1 < § < 3,6, a distribuicao Weibull é assimétrica a direita,
sendo igual a distribuicao normal quando § = 3,6. Caso d > 3,6, a distribuicao Weibull é
assimétrica a esquerda. E possivel entao concluir que, do ponto de vista estatistico, sendo
0 o parametro de forma da distribuicao Weibull, suas variagoes alteram drasticamente o
comportamento da distribuicao.

Como a distribuicao Weibull ¢ utilizada em estudos que envolvem anélises de tempo
até a falha, Bruce e Bruce (2019) apontam que o segundo parametro é expressado em
termos de vida caracteristica. A caracteristica de vida, 7y, trata-se do tempo tipico de falha
na analise Weibull, isto é, estd relacionada ao tempo médio até a falha (Abernethy (2006)
e Rinne (2008)). Do ponto de vista estatistico, vy corresponde ao parametro de escala pois
variacoes no seu valor, quando ¢ é mantido constante, causam a compressao ou expansao
do grafico da funcdo de distribuigdo acumulada (C.D.F) da distribuigao Weibull.

Rinne (2008) ratifica o fato j& aqui mencionado que a distribuigdo Weibull definida
em funcao de 0 e v contribui para que a mesma apresente uma maneira conveniente
de introduzir alguma flexibilidade no modelo através do parametro de forma (§). O
autor cita alguns estudos envolvendo muitas formas diferentes dessa distribuicao usadas
por profissionais e que aponta possiveis confusoes e erros que surgem devido a essa nao-
singularidade. Inclusive Jiang e Murthy (2011) apresentam um estudo sobre o efeito
do parametro de forma na taxa de falha e propoe um esquema de classificacao para a
distribuicao baseado nesse parametro. Portanto, em alguns estudos realizados baseados no
modelo Weibull, é usual assumir um parametro de forma constante.

Considerando entao as vantagens aqui apontadas, o modelo probabilistico Weibull
pode ser considerado como uma alternativa apropriada a situacoes envolvendo variaveis
continuas definidas em um dominio real nao-negativo com distribuicao assimétrica no

monitoramento de processos.

1.2.1 Algumas propriedades da Distribuicao Weibull

Como vimos anteriormente, a distribuicao Weibull é expressa em termos de dois
parametros.
Seja entao X uma variavel aleatoria seguindo uma distribuicao Weibull, X ~

We(y,0). Sua fungao de densidade de probabilidade (fdp) é uma funcdo dos parametros
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d > 0 (parametro forma) e 7 > 0 (parametro escala), e é dada por:

F(zly, ) = % (%)H exp [— (%)6] , 1> 0. (1.1)

A média e a variancia sao dadas como segue:

EX)=p=~0(1/6+1) e Var(X)=~*T(2/6+1)—-T(1/5+1)]. (1.2)

A fdp da distribuicao Weibull assim definida, apresenta sua funcao de distribuicao

acumulada (CDF) como segue:

m) , x>0. (1.3)

A funcao de taxa de falha corresponde a taxa instantanea de falha em um determi-

F(x]p,8) =1 — exp [—(

nado tempo, x. Sua expressao ¢ dada por:

5‘%671

Az) = T,x > 0. (1.4)

1.3 Carta de Controle no monitoramento da média

em um processo ajustado pela Distribuicao
Weibull

Como apresentado anteriormente, em muitas situacoes onde a caracteristica de
qualidade é uma variavel continua, é usual indicar a distribuicao Normal para descrever seu
comportamento. Esse procedimento é adequado e facilita analises como as apresentadas em
Abbas (2018), Abu-Shawiesh e Saeed (2022), Tailor (2017a), Tailor (2017b), entre outros.
Quando a caracteristica de qualidade nao é normalmente distribuida, é natural propor
uma transformacao adequada para os dados observados de modo a obter uma aproximacao
a essa distribuicao, por exemplo a partir de uma aplicacao do Teorema Central do Limite
(TCL), como em Chou et al. (1998) e em Fernandes et al. (2019).

Estudos como os que envolvem tempo de sobrevida, forca, tensao, entre outros,

no geral, nao pressupoem a suposicao de normalidade dos dados. Nesses casos, estudos
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ajustados pela distribuicao exata da caracteristica de interesse fornecem muitas vantagens.
Abernethy (2006) e Rinne (2008) se destacaram ao indicar que a distribuigdo Weibull des-
creve essas situacoes adequadamente, justamente pelo fato de apresentar uma distribuicao
mais flexivel (por contemplar diferentes formas) definida em dominio real positivo, além do
potencial de ajuste a dados assimétricos. E comum identificar aplicagoes da distribuicao
Weibull atualmente em dreas como assisténcia a saide (Suman e Prajapati (2018); Seoh
et al. (2021)), servigo de vigilancia sanitéria (Gomes et al. (2011); Jain et al. (2021)), rede
social (Perry (2020); Salmasnia et al. (2021)), vigilancia financeira (Golosnoy et al. (2010);
Bisiotis et al. (2022)), organizagdes educacionais (Dubinin et al. (2018); Hrynkevych (2017);
Nandedkar e Bhati (2021)), entre outros.

Outras contribuicoes em termos de construcao de cartas de controle em processos
ajustados pela distribuicao Weibull sao apresentadas na literatura como, por exemplo, em
Nelson (1979). Sua proposta engloba um grafico da mediana e amplitude para monitorar
os parametros de um processo Weibull. J4 Ramalhoto e Morais (1999) propuseram cartas
de controle de Shewhart para o parametro de escala com intervalos de amostragem fixos
ou varidveis. Pascual (2010) sugeriu um grafico de controle para a média empregando uma
ponderacao exponencial média mével (EWMA) com base na amplitude de amostragem dos
logaritmos dos dados. Pascual e Zhang (2011) descreveram um gréafico de controle para
monitorar o parametro de forma com base na amplitude de amostras aleatdrias a partir da
distribui¢do do minimo valor extremo. Chen (2014) usou um esquema de controle Shewhart
baseado em dois graficos de controle para monitorar simultaneamente os parametros de
forma e de escala de dados Weibull sem subagrupamento. Dickinson et al. (2014) fizeram
uso de um grafico CUSUM para monitorar tempo de vida médio com dados censurados de
uma distribuigdo Weibull. Faraz et al. (2015) propuseram graficos de controle de Shewhart
para monitorar os parametros de escala e de forma apds transformar uma distribuicao
Weibull controlada em uma distribuicao normal padrao usando uma funcao de erro. Mais
recentemente, um estudo focado no monitoramento do parametro de forma de um processo
Weibull foi sugerido por Zhang, Ye e Xie (2017). Com base em uma nova estatistica
com distribuicao aproximadamente normal, este estudo analisa o desempenho de uma
nova carta de controle do tipo Shewhart, denominada “Beta Chart”. Arif ¢ Aslam (2018)
apresentaram um grafico de controle para dados com distribui¢ao Weibull usando uma
estatistica de média movel ponderada baseada na estatistica minima e maxima. Ho et al.
(2021) introduziram um procedimento simplificado de tamanho de amostra variavel (SVSS),
que consiste em usar alternadamente tamanhos de amostra ny4 e ng com ny > ng, para
melhorar o desempenho do gréfico de controle tradicional X (com um tamanho de amostra
fixo n). Visando obter uma melhoria no monitoramento da média de um processo com
uma varidvel aleatéria seguindo uma distribuigao Weibull, Ho et al. (2022) propuseram a
inclusao de regras suplementares na carta de controle de Shewhart tradicional. Outros

estudos interessantes envolvendo o monitoramento de processos ajustados a distribuicao
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Weibull também sao apresentados em Aslam et al. (2018), Gong e Mukherjee (2019), Khan
et al. (2021) e Huwang e Lin (2020).

Como mencionado anteriormente, para detectar mudancas nos parametros de
interesse de um processo usualmente utilizamos o grafico de Shewhart. Baseado na
reparametrizagado da distribuicao Weibull em (1.1), expressa em termos da média do
processo, i, e do parametro de forma ¢, Fernandes et al. (2019) propuseram um grafico
de controle de X para monitorar o parametro p (média da varidvel aleatoria X) tal que
X ~ We(v,d). Essa carta tem como objetivo monitorar ;4 em um processo ajustado a
distribuicao Weibull. Os autores descrevem diretrizes para os profissionais e pesquisadores
para a obtencao do tamanho minimo de amostra necessario para combinar os valores
obtidos do ARL, com os limites de controle exato e assintético em funcao de § (fixo) via
simulagao.

A contribuicao de Fernandes et al. (2019) vem do fato de que o gréfico de controle
de X proposto foi realizado baseado diretamente na distribuicdo Weibull, ou seja, sem
a necessidade de uma transformacao dos dados para uma aproximacao pela distribuicao
Normal. Os valores obtidos para o ARL; com os limites de controle exatos e assintéticos
foram similares apenas para deslocamentos maiores da média sob controle e grandes valores
de 6. Nos demais cenarios considerados no estudo, os graficos de controle com limites
exatos apresentou melhor desempenho. Os limites de controle assintéticos, obtidos a
partir da aplicagao do TLC, sao mais eficazes para um tamanho de amostra muito grande
associados a deslocamentos moderados ou pequenos da média do processo. Contudo, os
autores apontam que o uso dos limites de controle assintéticos podem conduzir a sérios
erros de decisao por promoverem muitos impactos sobre os valores calculados dos ARL’s.

Assim sendo, Fernandes et al. (2019) mostram que, em casos com auséncia da
suposicao de normalidade dos dados observados, gréaficos de controle com limites exatos
apresentam vantagens bem significativas quanto a sua capacidade de deteccao quando
comparados aos graficos de controle com limites assintoticos. Os resultados obtidos expres-
sam que o uso de limites exatos (limites que consideram a distribuigao da caracteristica da

qualidade) garantem uma maior precisao nos valores obtidos para o ARL.

1.3.1 Carta de Controle de X

Vimos que a carta de controle proposta por Fernandes et al. (2019) é baseada
na distribuicio Weibull. Contudo, a distribuicdo de X é desconhecida. Um estudo
de simulacao de Monte Carlo é entao realizado considerando vinte mil observacoes de

tamanho n. Para a simulagao, foram consideradas as variaveis aleatoérias independentes
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X;, 1 =1,2,3,...,n, definidas em um dominio real positivo tal que X; ~ We(y,d). Fixada

a probabilidade do erro tipo I («), os limites LCL e UCL sao determinados de forma que:

LCL 00
/ F@E 0 00T = [ F(E |0, 00)dT = a/2. (1.6)
0 UCL

onde 7y e Jy sao, respectivamente, os parametros de escala e de forma sob controle do
grafico de controle de X e f(Z|yo,d) ¢ a distribuicdo de X obtida a partir da distribuicao
de X;,i=1,2,...,n, com f.d.p. expressa em (1.1).

Os valores de ARL sao entao calculados, via simulagao, em fungao de v e § (fixo),
bem como em funcao dos tamanhos considerados dos deslocamentos bidirecionais da média.

Considerando o estudo de simulagao realizado por Fernandes et al. (2019), realizamos
um estudo similar de forma a avaliar o desempenho do grafico de controle de X baseado
na distribuicao Weibull a fim de comprovar os resultados obtidos. Basicamente, o intuito
¢ mostrar que, de fato, existem situagoes que podem apresentar problemas que demandam
pesquisas no sentido de propor solucoes. Um extensivo estudo de simulacao de Monte
Carlo foi realizado considerando cinquenta milhoes de observacoes de uma distribuicao
Weibull. Contudo, variando agora os parametros de forma () e de escala (7).

Em um primeiro momento, sob a hipdtese nula, simulamos a funcao empirica sob
controle de (X |ug), onde g é o parametro média sob controle do processo. E objetivo
desse trabalho detectar mudancgas de po para puy (média do processo fora de controle), o
que implica em monitorar os parametros sob controle §y e 7. Para esse estudo proposto,
consideramos amostras de tamanho cinco e, assim como em Fernandes et al. (2019),
adotomos a regra de decisao tradicional de Shewhart de um ponto fora dos limites de
controle para um processo operando fora de controle. Os limites e os valores do ARL foram
obtidos via simulagao de Monte Carlo também considerando deslocamentos bidirecionais
da média.

Para uma melhor compreensio sobre os possiveis problemas que o grafico de X
pode apresentar, vamos considerar alguns exemplo ilustrativos. Considere um cenéario
onde a média sob controle é iy = 1,772, supondo os parametros sob controle (vo; Ag) =
(2;2). Considerando n = 5, obtemos LCL = 0,709 e UCL = 3,153. Se o valor da
média fora de controle reduz para p; = 1,339, considerando parametros fora de controle
(71; A1) = (1,5;3), obtemos ARL; = 900, 365. Esse resultado indica que o grafico de X
pode apresentar dificuldades em detectar mudancas na média de um processo. A Figura
1.3 ilustra uma intersecao entre a distribuicdo sob controle de X e a distribuicio fora de

controle de X que confirma que o grafico de controle de X proposto por Fernandes et al.
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(2019) nao apresenta um bom desempenho para o controle da média uma vez que alteragoes
nesse parametro também alteram a variancia. Esta situagao mostra que seria necessario
utilizarmos tamanhos amostrais muito maiores que aqueles usados na tradicional carta de

controle de X.

5000000 l:l We(2:2)
[ We(1.5:3)

4000000 N
-

> 3000000
=

1]

3
o

[+ 7}

T
e

2000000 M

1000000 M

0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0 3,5 40

Figura 1.3: Distribuicdo de X sob controle e fora de controle (e intersecio dessas distri-
buigoes) obtidas por simulagao considerando 50 milhdes de observagoes de uma distribuigao
Weibull com (79;00) = (2;2) e (71;61) = (1,5;3).

Ja na Figura 1.4, considerando um aumento da média para p; = 1,786, com
(705 00) = (2;2) e (71;01) = (1,5;3), note que o uso da carta de controle X pode simples-
mente nao detectar deslocamentos da média do processo. Para esse cenario, obtemos
ARL; = 40257, 65.

1.3.2 Consideracoes importantes e possiveis problemas

envolvendo o desempenho da Carta de Controle de X

Considerando alguns cenarios envolvendo os parametros de um processo ajustado
pela distribuicao Weibull, o objetivo dessa secao ¢ apontar algumas situacoes particulares
em que o uso do grafico de X proposto por Fernandes et al. (2019) ndo é tao satisfatério
quanto ao seu desempenho. Essa analise é importante pois contribui no sentido de entender
melhor os resultados obtidos e buscar solugoes alternativas que visam aumentar a velocidade

de deteccao de um processo fora de controle.
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Figura 1.4: Distriuicio de X sob controle e fora de controle obtidas por simulacao
considerando 50 milhoes de observagdes de uma distribuicao Weibull com (7o; do) = (2;2)

e (1;01) = (2;3).

Logo, é de interesse desse estudo responder questoes do tipo: Quando o deslocamento
da média aumenta temos uma diminui¢ao do ARL,? Existem casos em que o aumento
no deslocamento da média implicou em um aumento do ARL,? Em busca de responder
tais questionamentos, espera-se com esse estudo ter um maior conhecimento quanto ao
desempenho do gréafico proposto e mostrar que podem existir situagoes que apresentam
problemas quanto a sinalizacao de alertas e que necessitam de pesquisas no sentido de
propor solugoes.

Considere entao os seguintes cendrios para os parametros sob controle: (7yo;dg) =
{(0,5;1),(2;2),(2;3), (3;6), (50; 25)}. Dai, os valores de X sdo calculados para obter sua
distribuigao empirica. Fixado o erro tipo I com o = 0,0027, o LCL e o UCL sao definidos
como sendo os quantis (a/2)" e (1 — a/2)" da distribuicdo empirica de X para obter
um ARLy ~ 370, 4. Adicionalmente, simulamos uma fun¢ao empirica fora de controle de
(X|p1), sendo ju; a média fora de controle da distribuicio Weibull com parametros escala
e forma fora de controle assumindo, respectivamente, v; = {0,1;0,5;1;1,5;2;3;4;5;6}
combinados com os valores de §; = {0, 5;1;1,5;2;3;5;10;20}. Assim, os valores de ARL,
sao obtidos considerando aumentos e redugoes (sentido bidirecional) de p para p;.

Os valores de ARL, sao obtidos considerando cada cenério proposto, de forma
que ARL, calibrado em 370,4. Esse resultados estao disponibilizados na Tabela 1.1 e
nas Tabelas A.1, A2, A3, A4 e A.5, no Apéndice A. O niimero médio de amostras
que sinalizam o desajuste do processo sera denotado aqui por ARL? O tamanho do

deslocamento de py para uq é denotado por d. Esse valor, d, indica o percentual do quanto
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py1 se desloca com relagdo & pg, sendo negativo (redugao com relagao a fi9) ou positivo
(aumento com relagao a fiy).

Considere entao o cenario que corresponde a Tabela 1.1 em que os parametros sob
controle da distribuigao sao tomados como (7o;dg) = (2;2). Para essa situagao, obtemos
o = 1,7724 e os valores obtidos para o LCL e UCL foram, respectivamente, 0,709 e
3,153.

Tabela 1.1: Valores de ARL’s obtidos para anélise de

desempenho do grafico de X: mudanca bidirecional com
(703 00) = (2;2)

Yo 50 ARLO o o) LCL UCL
2 2 370,3978 1,7724 0,9265 0,7087  3,1530
v 01 ARL{( T o] desvio d(%)

0,1 05| 1,0287 0,2000 04472 1,5725  -89%
0,5 05| 1,8363 1,0000 22361 0,7725  -44%
1 0,5 | 1.7725 2,0000 44721 0,2275 13%
4 05| 1,3355 80000 17,8885 6,2275  351%
5 05| 1,2404 10,0000 22,3607 8,2275 = 464%
6 05| 1.1814 12,0000 26,8328 10,2275 577%
0,1 1 1,0000  0,1000  0,1000 1,6725  -94%

0,5 1 1,1978  0,5000  0,5000 1,2725  -72%
1 1 3,5248 11,0000 1,0000 0,7725  -44%
4 1 1,5565  4,0000  4,0000 2.2275 = 126%
5 1 1,2662  5,0000  5,0000 3,2275  182%

6 1 | 1,1442 6,0000 6,0000 4,2275  239%
01 15| 1,0000 0,003 0,0613 1,6822 -95%
05 1,5| 1,0435 04514 03065 1.3211  -75%
1 15| 39293 09027 06129 08697 -49%
4 15| 15726 36110 24517 18385  104%
5 15| 1,809 45137  3,0647 27413  155%
6 15| 10742 54165 3,6776 3,6440  206%
01 2 | 1,0000 0,0886 0,0463 1,6838  -95%

05 2 | 1,0088 04431 02316 1.3293  -75%
1 2 | 49629 08862 04633 08862 -50%
4 2 | 14989 35449 1,8530 1,7725  100%
5 2 | 1,1159 44311 23163 2,6587  150%
6 2 | 1,0320 53174 27795 3,5449  200%
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Note que, para esse cendrio, tanto para redugoes (valores negativos de d) quanto
para aumentos de p (valores positivos de d), combinados a pequenos valores de 4y,
os valores de ARLY tendem a um, conforme também observado por Fernandes et al.
(2019). Por outro lado, nota-se que para pequenos desajustes de pg, considerando valores
intermedidrios de ¢; combinados aos valores de v; = {1, 5;2;2,5; 3}, alguns casos merecem
destaque. Por exemplo: considere a Tabela 1.2, onde estao apresentados os valores ARL?
do grafico de X.

Tabela 1.2: Valores de ARL’s do gréafico de X conside-
rando uma reducgao da média pg na faixa de 20% a 25%:
com (70;90) = (2;2)

Y o ARLy 140 00 LCL UCL
2 2 370,3978 1,7724 0,9265 0,7087 3,1530
" 0 ARLY T o1 desvio  d(%)
15 15| 246255 13541 09194 04183 -24%
1,5 2 70,2499 1,3293 0,6949 0,4431 -25%
1,5 3 900,3655 1,3395 0,4868 0,4330 -24%
1,5 5 387596,9000 1,3773 0,3155 10,3952 -22%

Observe que se migramos da situacao sob controle (7y9;dp) = (2;2) para uma
situagao fora de controle (71;d1) = (1,5;3), entao a média sofre uma redugao de 25%
(consideravelmente alta). No entanto, temos um ARLlY de aproximadamente 900 e
basicamente estamos falando que o grafico de controle de X sozinho nao detecta um
desajuste do processo com n = 5. Por outro lado, se a situagao fora de controle for de
(73;01) = (1,5;2) a redugao na média ainda é em torno de 25%. Porém, agora, o ARLlY
¢ um valor em torno de 70. Usualmente, em cartas de controle aplicadas em processos
normalmente distribuidos, tal situagao nao ocorre pois, nesse caso, a média é independente
da variancia. Ja aqui, detectamos um problema sério pois o responsavel pelo controle
possui uma ferramenta que eventualmente pode ou nao detectar mudancas nas médias
com deslocamentos similares ao que usa rotineiramente em processos normais ou usando
aproximacoes pelo TCL.

Casos semelhantes a esses podem ser observados também nos demais cenarios
considerados nas Tabelas A.1, A.2, A.3, Ad e A5 (no Apéndice A). Alguns exemplos: na
Tabela A.2, uma situagao similar ao anteriormente mencionado em que (7yo; ) = (2;3),
considerando um deslocamento da média na faixa de 1% a 3%, os respectivos valores do
ARL; obtidos quando (v1;01) = (2;1,5) e (71;61) = (2;5) foram aproximadamente 8,97 e
282485,9, respectivamente (sendo um valor razodvel para o primeiro caso e, para o segundo,
um valor muito alto). J& na Tabela A.3, com (vq;do) = (0, 5; 1), para deslocamentos de
po entre 10% e 11%, quando (v1;01) = (0,5;1.5) obtemos ARL; = 27487,63 e quando
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(71;01) = (2;1,5) obtemos ARL; = 1724138 (ambos muito altos). Também enquanto
(705 00) = (3;6), Tabela A.4, para deslocamentos de po de 11%, obtemos ARL; = 96, 2386
quando (v1;01) = (3;5) e ARL; = 396825,4 e quando (71;91) = (3;10).

1.4 Motivacao e Objetivos Propostos

Conforme mencionado anteriormente, o modelo probabilistico Weibull é uma opcao apro-
priada para aplicacao em varias situacoes onde as observacoes podem apresentar um
comportamento assimétrico. Assim sendo, essa distribuicao apresenta-se como uma alter-
nativa a distribuicao Normal no monitoramento de processos cuja a variavel aleatoria é
continua e seu dominio é nao-negativo.

Como a média da distribuicao Weibull é uma funcao dos parametros de forma e de
escala (conforme em (1.2)), um gréfico de controle de Shewhart para monitorar a média
da varidvel aleatoria seguindo essa densidade nao poderia ser proposto diretamente, uma
vez que a distribuicao da média amostral nao é conhecida.

A contribuicao de Fernandes et al. (2019) para situagoes ausentes do pressuposto
de normalidade engloba a proposta de uma carta de controle alternativa cujos limites de
controle baseiam-se em uma aplicagao do TCL para sua construcao. Também discutiram
um grafico de controle sem a necessidade de uma aproximacao pela distribuicao Normal,
utilizando um gréafico construido com base em limites de controle exatos.

Em um estudo posterior, a inclusao de uma regra suplementar proposta por Klein
(2000) pelo grafico de controle de X de Fernandes et al. (2019) é descrita em Ho et al.
(2022) com o intuito de acelerar a detec¢ao de pequenas alteragoes no processo ajustado
pela distribuicao Weibull. Quando da criacao dos graficos de controle de 3o, um ponto
além dos limites de controle significa que o operador deve intervir no processo (regra
padrao de Shewhart). De acordo com Costa et al. (2005), muitas das regras suplementares
tentam formalizar a percepcao intuitiva do operador de que algo no processo pode estar

fora de ordem.

1.4.1 Objetivos Propostos

Esse trabalho de tese propoe uma carta de controle de Shewhart alternativa a

carta de controle baseadas em processos nao-normais como a apresentada em Fernandes
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et al. (2019). Inicialmente, uma carta de controle para monitorar a média de um processo
ajustado pela distribuicao Weibull baseado na distribuicao Gama, denominada Carta de
Controle de Y, é apresentada e seu desempenho é discutido e avaliado.

Adicionalmente, assim como em Ho et al. (2022), a regra suplementar de execugao
proposta em Klein (2000) é incorporada & Carta de Controle de Y. Essa regra é conhecida
como Regra 2-de-2 de Klein e seu impacto quanto aos valores de ARL obtidos é também
discutido. O intuito é avaliar se a inclusao da regra 2-de-2 de Klein torna esse grafico
competitivo em relagio ao Gréfico de Controle de Y tradicional (padrao).

Na sequéncia, uma outra regra proposta por Khoo e Ariffin (2006), conhecida como
regra melhorada 2-de-2 de Khoo, é proposta. Seu desempenho também ¢é analisado, todavia
com o objetivo de avaliar se existe uma melhoria quanto a capacidade de sinalizagao em
relacdo ao grafico de controle de Y com uso da regra padrio (regra I-de-1) e em relacio
ao grafico de Y com uso da regra 2-de-2 de Klein.

Esse trabalho é composto por esse capitulo introdutoério, Cap. 1, seguido de trés
capitulos em estrutura de artigos que descrevem e avaliam o desempenho das cartas de
controle propostas quanto aos valores de ARL obtidos. Cada um dos capitulos ilustram
um exemplo numérico, utilizando o mesmo conjunto de dados reais, visando uma aplicacao
para cada uma das cartas propostas.

No artigo a que se refere o Cap. 2, o Grdfico de Controle de Y é proposto a partir
de uma variavel transformada e expressa em termos dos parametros de forma e de escala
da distribuigao Weibull e é avaliado. Adicionalmente, uma comparagao com o grafico de
X é realizado; o artigo que propde a inclusao da regra de execucao de Klein pelo grafico
de controle de Y corresponde ao Cap. 3. Ja o artigo no Cap. 4, propde a carta de controle
de Y com uso da regra de Khoo. Ao final, algumas consideracoes e sugestoes de trabalhos

futuros sao expostos no Cap. 5.
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Capitulo 2

Carta de Controle para a média de
um processo ajustado pela
distribuicao Weibull baseado na

Distribuicao Gama

2.1 Introducao

O grafico de controle proposto por Fernandes et al. (2019) visa monitorar a média
de um processo ajustado pela distribuicao Weibull, assumindo o parametro de forma fixo.
A grande contribuicao desse estudo segue do fato de nao existir a necessidade de realizar
uma aproximacao de dados pela distribuigao normal para o monitoramento de um processo
de producao. A partir de um estudo exaustivo de simulacao, uma melhoria significativa
quanto a capacidade de detecgao de desajustes no processo é apontada quando comparada
aos resultados obtidos pelo gréfico de controle de X com limites assintéticos.

Motivados pelo estudo realizado em Fernandes et al. (2019), propde-se nesse artigo
uma carta de controle para controlar a média sob controle de um processo ajustado pela
distribuicao Weibull, baseado em uma distribuigao Gama. O monitoramento do parametro
média da caracteristica de qualidade de interesse é realizado a partir de uma variavel
aleatéria transformada de dados oriundos de um processo Weibull. Essa nova variavel,
Y = (X/ fy)é, segue uma distribuicao Exponencial expressa em fungao dos parametros de
forma (0) e de escala () de uma distribuicaio Weibull, X ~ We(d,7v). A essa carta é dada
a denominacao de Grdfico de Controle de Y .

Como Y ~ Exp(1), a soma de n varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas terda uma distribuicao Gama com parametros n e 1. Como para o monitora-
mento da média usamos a distribuicio Gama, podemos afirmar que o Gréfico de Y aqui
proposto tem como vantagem, sobre o Grafico de controle de X proposto por Fernandes

et al. (2019), a dispensa de um estudo de simulagao. Além disso, valores menores de ARL,
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sao obtidos (considerando ARL, fixado em 370,4) para a maioria dos deslocamentos na
média considerados.

O artigo que descreve a carta de controle de Y foi publicado com o titulo “About
Shewhart control charts to monitor the Weibull mean based on a Gamma distribution” pela
Revista Internacional Quality and Reliability Engineering International em Setembro/2022
e pode ser acessado em https://doi.org/10.1002/qre.3200.

Destacaremos aqui alguns pontos desse artigo e que serao importantes para avaliagoes
comparativas com os graficos de controle de Y com uso de regras suplementares que serao

discutidos nos artigos descritos no Cap. 3 e no Cap. 4.

2.2 Carta de Controle de Y

Para o Gréfico de Controle de Y, similarmente considera-se a varidvel aleatéria
X como sendo a caracteristica de qualidade seguindo uma distribuicao Weibull tal que
X ~ Weibull (6,7), em que § > 0 (parametro de forma) e v > 0 (parametro de escala).
A fungao de densidade de probabilidade (fdp) de X é dada como em (1.1). A média e
variancia seguem como em (1.2).

Observe que se o parametro de forma ¢ nao mudar, entao o controle da média é

equivalente a controlar o parametro de escala . Se

x\?
().
Y
entdao Y segue a distribui¢do exponencial com parametro 1, ou seja, Y ~ Exp(1), conforme
detalhado em Johnson et al. (1994).

Esse resultado pode ser obtido observando que a fungao de distribui¢ao cumulativa

(CDF) de Y pode ser escrita como

PY <y)=P (X <y")

e, consequentemente, a fdp de Y é a derivada de seu CDF, que resulta em Y ~ Exp(1).
Logo, a distribui¢cao Weibull pode ser caracterizada como a distribuicao de uma
variavel aleatoria X tal que a varidvel aleatéria Y tem uma distribuicao exponencial com
média igual a 1. Além disso, para uma dada amostra (Y7, Ys,...,Y,) de varidveis aleatdrias
independentes e identicamente distribuidas (i#id) de Y, entao a variavel aleatéria Z =
n

Z Y; tem uma distribuicdo Gama com parametros n e 1. Isto é, Z ~ Gama(n, 1).
i=1
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Note que nenhum resultado (nem mesmo aproximagoes) é conhecido sobre a soma
de varidveis aleatorias Weibull como observado por Nadarajah (2008) e, de acordo com
Fernandes et al. (2019), mesmo o TLC' que assegura que X segue assintoticamente uma
distribui¢ao normal (embora tal convergéncia nao seja confidvel, pois depende do tamanho
da amostra n e da média ). Assim, a distribuicio exata de X, para X; ~ Weibull(d, ), é

desconhecida.

2.3 Obtendo os Limites de Controle e ARL’s para a
Carta de Controle de Y

Considere X7, Xs,...,X,, uma amostra aleatéria de X de tamanho n tal que
X; ~ Weibull(,v). Quando o processo esta sob controle, sua média é denotada por g e,
quando estd fora de controle, por p; = po X (1+d), em que d é o tamanho do deslocamento,
que pode ser positivo (aumento da média) ou negativo (diminui¢ao da média). Suponha
também que o parametro de forma 0 nao se altera, como consideram Ramalhoto e Morais
(1999), Pascual e Park (2018), Fernandes et al. (2019), e Ho et al. (2021). Pascual e
Park (2018) observaram que existem situagoes praticas em que essa suposicao é valida. O
valor de § pode ser uma propriedade inerente ao processo, ou seja, € especificado pelas
propriedades mecanicas e materiais.

Assim como em Fernandes et al. (2019), calcularemos os limites de controle superior
(UCL) e inferior (LCL) usando os quantis (a/2)-th e (1 — «/2)-th de Y, respectivamente,
ist0 €, g2 € qi—a/2 de Z. A escolha de « é tal que um ARLy = 1/a = 370, 4 é alcancado.

Considerando a varidvel transformada Y = (X/7)°, o objetivo entdao é monitorar a
quantidade Y ja que mudancas no parametro de forma, ¢, ou no parametro de escala, -,
irdio alterar a distribuicdo de Y e mudancas serdo sinalizadas em X.

Logo, sendo Y7, Y5, ..., Y, uma amostra aleatéria de Y com distribuicao Exponencial

de média um, o UCL e o LCL sao obtidos de forma que satisfaca:

P (Z = zn:yi > nUCL) =a/2 (2.1)

P (Z = zn:yz < nLCL) = a/2. (2.2)

i=1
Como observado anteriormente, Z = > | y; ¢ tal que Z ~ Gamma(n, 1)), com

CDF dada por Fz(z). Consequentemente, o UCL e o LCL sao numericamente calculados
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pelas seguintes expressoes:

UCL = . (n ~a) (2.3)

Para cada amostra coletada no processo de producéo, Y é calculado e comparado
com UCLe LCL. Se Y > UCL ou Y < LCL, o processo serd considerado fora de controle
e, caso contrario, sob controle.

Embora o cédlculo para a obtenc@o dos limites de controle por (2.3) e por (2.4)
nao seja numericamente simples, ele pode ser feito facilmente com o auxilio de recursos
computacionais comuns. Por exemplo, se n =5 e aw = 0,0027 (para ter um ARLg = 370,4),

entdo, usando o software estatistico R (R Core Team, 2023), verifica-se que:

UCL = ggamma(1 — 0,0027/2,5,1)/5 = 2, 88

LCL = ggamma(0,0027/2,5,1)/5 = 0, 16.

Para calcular os valores de ARL,, deve-se observar que o parametro de forma ¢ nao
muda e considerando a média expressa em (1.2) e u; = po X (1 + d), segue que a mudanga
na média ¢ equivalente a mudar o parametro de escala sob controle 7, para o parametro
de escala fora de controle y; = vy x (1 + d).

O problema no calculo do ARL, é que quando o processo sair de controle, a
variavel X (;ceré parametros de forma J e de escala ;. No entanto, como a transformacao
Y = (—) ¢ mantida, a propriedade de Y ter uma distribuicao Exponencial com média

7o
igual a 1 nao serd mais tao valida. Assim, para continuar usando as propriedades da

distribuicao Exponencial e da distribuicao Gama, algumas manipulagoes algébricas devem

_ xX\?°
ser realizadas de forma que a distribuigao de (nY’) seja obtida com base em Y = (—) .
!

Portanto, a expressao do ARL, pode ser dada por:

1

onde [ pode ser interpretado como sendo a probabilidade do erro tipo II em um teste de

hipdteses. Entao, § é obtido a partir de:

n X, 1)
=P |nULC <Y (ﬂ> < nULC| . (2.6)
=1

Yo
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Xily

5
Um problema com (2.6) é que a distribuigao de ( 1) ¢ desconhecida. No
Yo

s
entanto, os termos em (2.6) forem multiplicados por <E) , a seguinte expressao ¢
M

Xih/l

obtida, em que o termo (
M

) tem uma distribuicao Exponencial com média 1 e,

n é
consequentemente, a soma E (ﬂ) terd uma distribuicao Gama, o que torna entao
. gs!
i=1
possivel o calculo do ARL,. Segue:

o ’ — [ Xi|m ’ o ’
nULC [ — ) < —— ) <aULC|( = . 2.7
(’Vl) _Z< M > B (71) ] 27

i=1

B=P

Observe que o célculo de § depende da razao

Jo _ -1
" (I+d) ", (2.8)

o que significa que valores diferentes de d resultam em diferentes valores de f3.
Assim como no calculo dos limites de controle descritos anteriormente, o valor de

ARL, também pode ser calculado usando recursos computacionais simples. Por exemplo:

n="503=3d=02¢ uy=23,572

=7 =4,00 e 1 = + 7 X d=4,80.

Assim, com o auxilio do software R, obtemos:
B = pgamma(5 * 2,88 * (4,00/4,80),5,1) — pgamma(5 0, 16 * (4,00/4,80),5,1)

= B~0,92

resultando em

1

ARLl == m

~ 12 14.
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2.4 Comparando os valores do ARL, das Cartas de
Controle de X de Y

No sentido de verificar se a carta de controle de Y proposta é competitiva com a
carta de controle de X de Fernandes et al. (2019) quanto ao seu desempenho, apresentamos
um estudo comparativo nessa Se¢ao. Vale lembrar que os limites de controle e ARL, do
grafico de X foram obtidos por simulacoes de Monte Carlo e os limites obtidos pela carta
de controle Y aqui proposta e os valores de ARL, foram obtidos exatamente usando a
distribuicao Gama.

A Tabela 2.1 apresenta os valores de ARL obtidos de um estudo considerando: d =
{-0,4; -0,3; -0.2; -0,1; -0,05; -0,01; 0; 0,01; 0,05; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4}, n = {3, 5,10, 30,100}
e 6 = {0.5,3,5,10,15,20}. Como o parametro de forma § é considerado fixo, entao o
parametro (1 4 d) pode ser interpretado como a mudanga na média quando o processo
sai de controle, isto é, py = o X (1 + d) ou, equivalentemente, alterando o parametro de
escala (ou seja, 1 = v X (1 +d)).

Observando a Tabela 2.1, é possivel verificar alguns resultados. Primeiramente,
vale ressaltar que, na proposta Fernandes et al. (2019), ndo é tao simples calibrar o valor
de ARL, em 370,4, uma vez que os limites de controle sao obtidos por simulacao de
Monte Carlo. Em linhas gerais, considerando apenas os casos em que d # 0, a carta de
controle Y proposta apresenta valores menores de ARL, em aproximadamente 70% dos
casos avaliados.

Na Fig. 1 do artigo de Vasconcelos et al. (2022) em https://doi.org/10.1002/
gre.3200, observa-se que o grafico Y proposto apresentou um percentual médio de casos,
com menores valores de ARL,, maior que os do grafico de X. Ressalta-se que para valores
altos de |d|, o percentual de empates cresce, pois as duas cartas propostas conseguem
detectar facilmente a mudanca na média. Na Fig. 2 desse mesmo artigo, observa-se a
variacao percentual média dos valores de ARL; dos gréficos de controle X e Y, definida
%;Lém x 100%, onde ARLY e ARLY correspondem aos ARL’s
obtidos para os graficos ée X e de Y, respectivamente .

como A%agr1 =

2.5 Consideracoes Importantes

Uma vez que o desempenho do gréfico de controle de Y proposto mostrou-se melhor

que o grafico X em varios cendrios propostos e os limites de controle, bem como os valores
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do ARL,, foram calculados analiticamente, o grafico de Y proposto pode ser considerado
competitivo. De fato, essa proposta pode ser 1til para aplicacdo em casos reais de forma
simples, podendo até mesmo ser implementado utilizando planilhas comuns como o Fxcel
que, no geral, estao amplamente disponiveis no ambiente de negdcios.

A carta de controle de Y envolve uma nova abordagem para controlar a média
de um processo ajustado pela distribuicao Weibull vem como uma alternativa analitica
ao método proposto por Fernandes et al. (2019), onde simulagoes intensivas de Monte
Carlo sao necessarias em todas as etapas. Com base em varias situagoes apresentadas na
Tabela 2.1, conclui-se que a abordagem aqui proposta é competitiva com a abordagem de
Fernandes et al. (2019) com a vantagem de ser analitica e de facil implementagao, mesmo

em planilhas como, por exemplo, Ezcel.
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Capitulo 3

Regra Suplementar 2-de-2 de Klein
aplicada na Carta de Controle de Y

Em um processo de produgao, é sempre interessante buscar melhorias quanto a velocidade
de detecgao de possiveis desajustes ocorrendo no processo. Os graficos de controle estatistico
sao muito utilizados para esse fim. Nesse artigo, uma inclusao de uma regra suplementar
de decisdo na carta de controle de Y é proposta. Essa regra foi proposta por Klein (2000)
e ¢é conhecida como Regra 2-de-2 de Klein. O objetivo ¢é discutir e avaliar o impacto da
inclusao dessa regra suplementar no desempenho de um processo ajustado pela distribuicao
Weibull baseado na distribuicao Gama. Um exemplo numérico para melhor entendimento

sobre o grafico proposto ¢ ilustrado.

3.1 Introducao

As cartas de controle de Shewhart tradicionais é composta basicamente pelo gréfico
de controle para monitorar o parametro de interesse de um processo de producao. Sua
indicagao de uma condicao fora de controle é tradicionalmente sinalizada quando um tinico
ponto amostral ultrapassa os limites de controle de 3o (0: desvio padrdo do processo). Isso
significa que o operador deve entao intervir no processo e promover os ajustes necessarios.
Esse procedimento de simples implementacao junto a sua capacidade em detectar grandes
deslocamentos de uma caracteristica de qualidade de interesse (varidveis ou atributos) em
um processo de producao, faz com que essa ferramenta seja muito atrativa. Logo, o gréfico
de controle de Shewhart, no geral, apresenta bom desempenho para sinalizar grandes
deslocamentos (em processos normais, por exemplo, esse grafico tem alta capacidade de
detecgao considerando limites de controle com desvios iguais ou superiores a 1, 50). Porém,
alguns estudos realizados ao longo do tempo, citados em Montgomery (2020), indicam
dificuldades relativas na deteccao de pequenos deslocamentos da caracteristica alvo.

Novas implementacoes do grafico de controle de Shewhart foram apresentadas
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com metodologias alternativas a esse grafico como, por exemplo, o grafico de controle
CUSUM (soma acumulativa) e o gréfico de controle EWMA (média mével exponencialmente
ponderada). Apesar de Montgomery (2020) indicar que esses graficos apresentam excelente
capacidade de detecgao em pequenos desajustes do processo, [Klein (2000) afirma que até
entao eles parecem nao ter alcangado ampla aplicacao além das industrias de processos
quimicos.

Montgomery (2020) e Costa et al. (2005) sugerem a incorporagao de regras suple-
mentares de execucao pelos graficos de controle tradicionais na tentativa de obter melhorias
na velocidade de deteccao de pequenos desajustes do processo. De acordo com Costa
et al. (2005), muitas das regras suplementares tentam formalizar a percepgao intuitiva do
operador de que algo no processo pode estar fora de ordem.

No sentido de tornar o grafico de controle de Shewhart mais sensivel a pequenas
mudancas na média do processo, testes adicionais na forma de regras suplementares de
decis@o foram sugeridas por Shewhart (1941). Trés desses testes estdo em Small et al.
(1956), Nelson (1984) e Montgomery (2020), mas ainda assim apresentaram um aumento
significativo no niimero médio de alarmes falsos.

No geral, dentre as contribui¢oes com uso de regras suplementares no monitora-
mento de processos modelados com a distribuicao normal, a mais conhecida é a regra
suplementar de decisao de “Western Eletric Company” (mais detalhes em Small et al.
(1956)). Recentemente, Oh e Cho (2022) propuseram um gréfico de controle para monitorar
o vetor de médias e a matriz de covariancia usando as regras de execugao propostas pela
Western Electric Company. Nesse estudo, os valores do ARL fora de controle (ARL;)
obtidos a partir de uma cadeia de Markov finita reduziram, mesmo com um pequeno
deslocamento do vetor médio e da matriz de covariancia. Trata-se de um grafico de controle
mais sensivel a pequenas mudangas. Oh e Cho (2022) observaram entao que o grafico de
controle de Shewhart utilizando regras suplementares ¢é eficaz na deteccao de pequenas
flutuacoes.

Resultados exatos para graficos de controle de Shewhart com regras suplementares
foram apresentados em Champ e Woodall (1987). Eles, além de observarem uma melhora
real na detecgao de pequenas perturbacoes, apontaram também uma deterioracao da taxa
de alarmes falsos. Para tal fim, é necessario alterar os limites de controle para se obter um
ARL, planejado. Zhang e Wu (2005) discutiram alguns projetos de graficos de controle
com regras suplementares e Koutras et al. (2007) apresentaram os principios basicos e
avancos recentes na area de graficos de controle com a incorporacao de regras. Palm
(1990) também se destaca por fornecer ao profissional tabelas dos valores percentuais da
distribuicao do nimero de pontos amostrais do grafico apés a mudanca para o estado fora
de controle e fornece alguns exemplos de seu uso. Uma avaliacao do tamanho do subgrupo
com uma taxa de amostragem fixa e a da taxa de alarmes falsos também é realizada.

Outros estudos relacionados ao uso de regras suplementares estao em Walker et al. (1991),
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Champ (1992) e Shmueli e Cohen (2003).

Montgomery (2020) aponta que, apesar de se observar uma melhora na capacidade
do grafico de controle em detectar deslocamentos menores do parametro do processo, o erro
tipo I pode ser substancialmente aumentado, demandando alterar os limites de controle
para se obter o valor do ARL, desejado.

Essas regras tem sido também utilizadas em outros contextos envolvendo processos
normais, como: para monitorar o controle multivariado de processos (Costa e Machado
(2013), Aparisi et al. (2004)); observagdes autocorrelacionadas (Alwan et al. (1994),
Shongwe e Malela-Majika (2022)); valores discretos autocorrelacionados (Oh e Cho (2022);
perfil linear (Zhang, Shang, Gao e Wang (2017)); em esquemas adaptativos (Costa (2000),
Celano et al. (2006), Yu et al. (2016)).

3.1.1 Carta de Controle de X com uso da Regra 2-de-2 de
Klein

Em Fernandes et al. (2019), uma carta de controle da média amostral (X)) é proposta
para monitorar o parametro média de uma variavel aleatéria com distribuigao Weibull.
Mais detalhes no Cap. 1.

Em um estudo posterior, uma inclusao de regras suplementares no grafico de
controle de X de Fernandes et al. (2019) é proposto em Ho et al. (2022) com um propésito
de acelerar a deteccao de pequenas alteragoes no processo ajustado pela distribuicao
Weibull. Ao incorporar regras suplementares ao grafico de controle de X, Ho et al. (2022)
mostram que existe um ganho consideravel na eficiéncia do grafico em detectar pequenos
deslocamentos da média do processo quando comparado o seu desempenho com o do
grafico de controle de Shewhart tradicional.

Ho et al. (2022) cita que poucos autores contribuiram no sentido de propor mo-
dificagoes para melhorar o desempenho do monitoramento de um processo de producao
na ausencia da suposi¢ao de normalidade dos dados. Dos que consideram as regras
suplementares no monitoramento de parametros de processos nao-normais, destacamos,
por exemplo: Malela-Majika et al. (2018), para monitoramento de processo ajustado a
distribuicao Burr tipo XII e Rocha et al. (2015), sob uma perspectiva econémica, para
monitorar taxas médias para distribuicoes de Poisson.

A inclusao de algumas regras suplementares podem ser operacionalmente complexas
ou até mesmo invidveis em contextos praticos tornando-os dificeis de serem mais utilizados
(Ho et al., 2022). No entanto, Klein (2000) propds um grafico de controle de X para

processos normais incorporando uma regra denominada Regra 2-de-2 de Klein que possui
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facil implementacao e interpretacao. Em resumo, essa regra requer mais de uma observacao
para obter um sinal fora de controle (out-of-control _ 0.0.c). Em outras palavras, para
obter um sinal 0.0.¢, seriam necessarios dois pontos amostrais sucessivos acima do UCL)
ou dois pontos sucessivos abaixo do (LCL). O UCL e LCL sao escolhidos de tal forma a
fornecer um erro Tipo I de nossa escolha. Os resultados obtidos apontaram que os graficos
de controle baseados na Regra 2-de-2 sao mais sensiveis as mudancas da média do processo
do que o gréfico de controle padrao de Shewhart (sem regras suplementares) em uma faixa
importante de tais mudancas.

Motivados pela simplicidade de implementacao da regra 2-de-2 de Klein, Ho et al.
(2022) tiveram como objetivo buscar uma melhoria quanto ao desempenho de detecgao
de desajustes da média no grafico de controle de X, usando uma reparametrizacio da
distribuigao Weibull usada em Fernandes et al. (2019), em (1.1).

Basicamente, Ho et al. (2022) consideram n amostras aleatérias tomadas em

intervalos de tempo igualmente espacados e obtem S = jg 7\‘;%, onde py e oy correspondem

a média e os desvio padrao sob controle, respectivamente, e X ~ We(~,d). Foram
utilizados vinte mil valores simulados de X | sob controle a partir da reparametrizagao
de distribuigdo Weibull em (1.1). A esperanga e variancia sao expressas como em (1.2) e a
CDF como em (1.3).

Assim, considerando dois valores sequenciais de S, no caso S;_1 e .5;, a decisao

quanto ao estado do processo de producao é dada por:

e Processo fora de controle: se dois sucessivos valores de S estiverem do mesmo

lado e acima do UCL ou abaixo do LCL;

e Processo sob controle: caso contrdrio;

Para derivar as propriedades estatisticas das regras suplementares no grafico de
controle de X, Ho et al. (2022) usou uma Cadeia de Markov. O procedimento de
decisdo/inspecao pode ser descrito por seis estados possiveis. Para tanto, supde-se que as
probabilidades p5 (probabilidade de um ponto amostral ser plotado abaixo do LCL), p*
(probabilidade de um ponto amostral ser plotado entre LCL e UCL) e p§, (probabilidade
de um ponto amostral ser plotado acima do UCL) devem satisfazer, respectivamente
P(S < q}) =p; e P(S>q}) =p}, onde ¢} e gj correspondem aos limites de controle e
os quantis de S, restrito a pj +pj, =1 —p°.

Considere p; = g X (1 £ d), onde pg e py equivalem, respectivamente, a média do
processo sob controle e fora de controle e d corresponde ao tamanho do deslocamento da
média. Quando d = 0, o valor do ARL,, (nimero médio de amostras até a ocorréncia de
um alarme falso) é calibrado em 370,4 de forma a obter os limites de controle. Quando
d # 0, as probabilidades p®, p} e pj; sao recalculados via simulacao e, entao, obtém-se

ARL,, que corresponde ao ARL fora de controle.
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Os resultados obtidos por Ho et al. (2022) foram similares aos obtidos por Klein
(2000). Eles indicam que tal procedimento proposto gera redugdo razodvel em termos
de ARL com relacdo a carta de controle de X de Fernandes et al. (2019) para uma
caracteristica de qualidade com distribuicao Weibull. Em outras palavras, a proposta com
da inclusdo da Regra 2-de-2 de Klein em Ho et al. (2022) indica um aumento relevante
da velocidade de sinalizacao de um processo operando fora de controle. Essa melhora
no desempenho da carta de controle de X proposta em Ho et al. (2022) é detectada
principalmente considerando pequenos e moderados deslocamentos da média do processo.
Para deslocamentos maiores, o grafico de X tradicional pode ser usado pois apresenta um
melhor desempenho.

Em Vasconcelos et al. (2022), uma carta de controle para controlar a média de
um processo ajustado a distribuicao Weibull baseado na distribuicao Gama é proposta,
denominada Carta de Controle de Y. Baseado em Ho et al. (2022), é objetivo nesse estudo
incluir a regra 2-de-2 de Klein apresentada por [Klein (2000) no gréfico de controle de Y
de forma que os limites de controle possam ser ajustados para fornecer um valor de ARL,
desejado. Espera-se, com essa inclusao, obter uma melhoria na velocidade de detecgao de
um pequeno desajuste no processo de producio pelo grafico de controle de Y tradicional.

Esse artigo segue estruturado da seguinte forma: essa secao introdutéria, Segao 3.1
que faz uma breve revisao quanto ao uso de regras suplementares de decisao em cartas de
controle de Shewhart, além de descrever o impacto da inclusao da regra 2-de-2 de Klein
na Carta de Controle de X proposta por Ho et al. (2022); a Secdo 3.2 descreve a Carta
de Controle de Y com uso da regra 2-de-2 de Klein; uma andlise quanto ao impacto da
inclusao da regra 2-de-2 de Klein no desempenho do grafico de Y é apresentado na Sec. 3.3;

na Se¢ao 3.4 um exemplo numérico é apresentado e consideragoes finais sao pontuadas na
Secao 3.5.

3.2 Uso da regra 2-de-2 de Klein pela Carta de

controle de Y

Em busca de avaliar o desempenho do grafico de controle de Y, faz-se necessério
obter os limites de controle. O LCL e o UCL devem ser encontrados de forma que o ARL
sob controle esteja calibrado em 370,4, o mesmo valor que o adotado na carta de controle
de Y proposta por Vasconcelos et al. (2022).

Conforme apresentado no Cap. 2, considera-se a variavel aleatéria Y = (X/7)? ~

Exp(1), tal que X ~ We(~, ). Isso implica que, sendo Y7, Ys, ..., Y, uma amostra aleatéria
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n
de Y, temos que Z = ZY; ~ Gama(n, 1).
i=1
Considere que um grafico de controle é composto com uma regiao acima do UCL,

uma abaixo do LCL e uma regiao central entre UCL e o LCL, denota-se:

e py, : a probabilidade de um tnico item amostral ocorrer na regiao abaixo do LCL

=pr=PlY < LCL|X; ~We(uy = po£d,0),i=1,...,n; (3.1)

e p: a probabilidade de um tnico item amostral ocorrer na regiao central (RC'), entre
LCLeo UCL

= p=P[LCLLY <UCL|X; ~We(u, = po £d,8),i=1,...,nl; (3.2)

e py : a probabilidade de um tnico item amostral ocorrer na regiao acima do UCL

= py = PlY >UCL|X; ~ We(u, = po £d,6),i=1,...,n]. (3.3)

Sejam Y;_; e Y; dois valores sequenciais de Y. Assim sendo, similarmente a
Vasconcelos et al. (2022), para cada amostra coletada no processo de producio, Y é
calculado e comparado com o LCL e com o UCL. A decisao quanto ao estado do processo
avaliado baseia-se entdo na sequéncia de dois valores sucessivos de Y. O processo é
declarado fora de controle (0.0.c.) se dois valores consecutivos de Y estiverem abaixo do
LCL ou se ambos estiverem acima do UCL. Computados os valores de Y, o LCL e o UCL

sao calculados correspondendo aos quantis g, e gy, respectivamente, satisfazendo:

PrlY <ql=pr e Pr[Y >q]=npv. (3.4)

Em outras palavras, o processo é declarado como:
e Fora de controle: [?¢—1 <qLeY;< qL} ou [77;_1 SqueY;> qU];
e Sob controle: caso contrdrio.

Considere uma Cadeia de Markov com cinco estados de transicao. O proce-
dimento de decisao ou de inspecao pode ser descrito entao pelo espaco de estados
£ ={C,Uy,Uy, Ly, Ly}. Os Estados C, U; e L; indicam que a sequéncia de Y é de tamanho
um, onde a varidavel C' indica que nenhum ponto amostral ocorre abaixo do LCL ou acima
do UCL, ou seja, Y; € [qr,qu]; Uy indica que Y; € (qy, +00), mas Y;_1 ¢ (qu, +00); e
Ly indica que Y; € (—00,qr), mas Y,;_; ¢ (—o0,qr). Os Estados Uy e Ly indicam que a
sequéncia de Y é de tamanho dois, onde U, indica que dois valores sucessivos de Y sdo
maiores que UCL; e L, indica que dois valores sucessivos de Y sao menores que LCL.

A matriz de transicao P pode ser escrita entdo como em (3.5). Os valores das

probabilidades de transi¢ao dessa matriz sao como em (3.1), (3.2) e (3.3), satisfazendo
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pu + pr, = 1 — p, sob a hipdtese nula Hy, com os cinco estados da cadeia de Markov.
Assim sendo, na matriz P, a probabilidade p, por exemplo, representa a probabilidade
condicional tal que na préxima inspecao (no estado F;) o processo estara no estado (C),
ou seja, q, < Y, < qu, dado que na inspecdo anterior (no estado E;_;) ele estava no
estado (Uy), ou seja, Y;_1 > qu. Em outras palavras, p indica a probabilidade de produzir
um item na RC no tempo (i) dado que um item foi produzido acima do UCL no tempo
imediatamente anterior (i — 1). Vale ressaltar que para a obtencao da matriz de transigao,
é necessario considerar que: quando o processo é declarado fora de controle, o processo é
pausado, ajustado e, na sequéncia, reiniciado.

A matriz de transicdo P pode ser escrita entdo como em (3.5). Os valores das

probabilidades condicional da matriz P sao calculadas utilizando (3.1), (3.2) e (3.3).

C U; U, L; L,
Clp pv 0 po
p_ Ui|lp 0 pu pr (3.5)
Uz|p pv 0 pg
Lilp po 0 O pp
Ly |p pvo 0 pr O

A matriz de transicao P é irredutivel, aperiddica e P' converge para uma matriz na
qual cada linha é uma distribuigao estacionaria IT = [my, w9, 73, 74, 5], quando ¢t — o0,
desde que 7, seja estritamente positivo (7; > 0,Vj € R). Cada elemento 7;, j =1,2,...,5,
esta associado com um tnico estado de P. O vetor IT pode ser obtido a partir da solucao
do sistema linear de equagoes II = II x P, sujeito a restricao de que a soma dos seus
elementos deve ser igual a um. Mais detalhes que envolvem a distribuicao estacionaria
estao descritos no Apéndice B. Resolvendo o sistema, os elementos do vetor IT sao dados

por:

I vy pL pi

= ; M3 = ;o Ty = Ty =
1+pu ST 14y A R

T =P ; T2

Os valores 73 e 75 indicam a probabilidade de longo prazo associada aos estados
que demandam ajustes no processo uma vez que a média do processo foi alterada. Assim,
o numero médio de amostras até que o grafico de controle produza um sinal pode ser
expresso como:

1 1
E(&|d) = = — — = ARL. (3.6)
T3 + 5 Py PL
1+pu 1+pr
Quando d = 0 em (3.6), o valor de ARL, ¢é calibrado em 370, 4 para corresponder

ao ARL sob controle do grafico de controle de Y tradicional (usualmente o = 0,0027 é
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escolhido para garantir o valor ARLy = 370,4). Isto é, devemos procurar valores de UCL
e LCL que gerem um valor de ARL, fixado, usualmente 370,4.

Para obter os limites de controle e os valores de ARL, como em Vasconcelos et al.
(2022), temos py = po X (1+d) e, consequentemente, v; = vo X (14d). Dai, por exemplo, se
n =5 (tamanho da amostra), § = 0,5, d =0,1e py = 3,572, entao o = 1,786 e 3 = 1,965.
Igualando entdo (3.6) ao valor desejado para o ARL, de modo a atingir o nivel de
significancia de o = 0, 0027, obtemos p;, = py = 0.0375. Logo, usando o software estatistico
R (R Core Team, 2023), encontramos UCL = qgamma(1 — 0,037422,5,1)/5 = 1,926 e
LCL = ggamma(0,037422,5,1)/5 = 0, 362.

Quando d # 0 em (3.6), o valor de ARL, é calculado utilizando os valores de UCL e
LCL previamente obtidos para um fixado valor de ARL,. Para tanto, é preciso recalcular
os valores de pr, p e py em (3.1), (3.2) e (3.3) de forma a levar em conta a mudanga na
distribuicdo Weibull em relagao aos limites de controle. Em seguida, (3.6) é utilizada para
determinar os valores de ARL, associados ao deslocamento d.

Assim com o calculo dos limites de controle descritos, o valor de ARL, pode ser
determinado usando procedimentos analiticos e computacionais. As probabilidades p, pr, e
pu sao obtidas e inseridas na matriz de transicao P (uma vez que a distribuigao de Z é
conhecida) e depois usadas analiticamente na distribuigao estaciondria, IT, para determinar
o ARL,.

No caso, se d = 0,1 em (3.6) e considerando (2.7) e (2.8), obtemos: py =
1 — pgamma(5 x 1,926 = ((1,786/1,965)%5),5,1) = 0,049, pr, = pgamma(5 * 0, 362 *
((1,786/1,965)%5),5,1) = 0,031 e p = 1 — py — pr = 0,919. Entao, usando (3.6),
encontramos ARL; = 310, 467.

3.3 Analise do desempenho da carta de controle de

Y com uso da Regra Suplementar de Klein

Nessa Secdo, o desempenho do grafico de controle de Y com uso da regra suplementar
2-de-2 de Klein (procedimento Yy, - Klein’s supplementary run rules) é comparado com
o desempenho do gréafico de controle de Y tradicional proposto por Vasconcelos et al.
(2022) (procedimento Y, - standard Y chart) em termos de ARL. Consideramos os valores
de § ={0,5;3;5;10;15;20}, d = {£0,01; +0, 05; £0, 1; +0, 2; £0, 3; £0, 4; 0, 6; £0, 8} e
n = {3;5;10;30;100}. Os conjuntos d, n e d contém os valores utilizados em Vasconcelos
et al. (2022) para fins comparativos. A escolha para o parametro forma ¢ sao aqueles

descritos em muitos estudos préaticos como em Jiang e Murthy (2011), Rinne (2008) e
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Abbas (2018). Como o parametro de forma ¢ é considerado fixo, entao o parametro
w1/ 1o = (1 +d)~! pode ser interpretado como a mudanga na média quando o processo sai
de controle. O valor de ARL associado a um deslocamento de valor zero corresponde ao
ARL,. As mudancas na média do processo, medidas em d, sao consideradas repentinas
e sustentadas. Todos os parametros dos graficos de controle sao considerados ter ARL,
calibrado em 370,4 para os procedimentos Y e Y.

A Tabela 3.1 compara os valores de ARL dos esquemas Y, e Y, associados aos
valores de ¢ definidos, considerando n = 5. Alguns impactos quanto a incorporacao da
regra 2-de-2 de Klein pelo grafico de controle de Y sao observados e medidos pelo ARL;.
Os resultados em negrito nas Tabelas 3.1 indicam menores valores de ARL, quando
comparamos Y com Y .

A regra de Klein apresenta maior sensibilidade de detecgao do que a regra padrao do
grifico de Y quanto maior for o valor de § e menor for o valor de |d|. Também, para § > 3 e
valores grande de |d|, conforme Tabela 3.1, os valores de ARL, obtidos pelo procedimento
Y, tendem a um e os obtidos pelo esquema Y; tendem a dois. Esses resultados ja
eram esperados uma vez que a regra 2-de-2 de Klein exige dois pontos consecutivos para
sinalizacao de um desajuste no processo. Assim, para grandes deslocamentos com § > 3,
o grafico de controle padrao de Y apresenta melhor desempenho. Quando § = 0,5, no
geral, o procedimento Y; é melhor, para qualquer valor de d. Nessa situacdo, os valores
do ARL, do procedimento Y, que se apresentam menores, sdo muito préximos dos valores
obtidos pelo Y. Logo, ambos podem ser usados.

Assim como em Ho et al. (2022), o procedimento Y}, é mais eficaz considerando
pequenos e moderados deslocamentos da média do processo, em especial na faixa d =
[~0,10;0,10] e grandes valores de § (no caso, § = {15;20}). Nos casos em que o Y, foi
melhor, os ARL, obtidos por Y}, também foram similares (6 = {0,5;3;5} e d = 0,01).

Embora a Tabela 3.1 aponte casos em que o procedimento Y; apresentou ARL,
maior que o ARL, (como para 6 = 0,5 e d € {-0,10;—-0,05;—-0,01}; § = {3;5} e
d = —0,01), ainda nesses casos vale ressaltar que grafico proposto apresentou melhor
desempenho quando comparado ao grafico com procedimento Y. Resultados similares aos
observados na Tabela 3.1 foram também observados nas Tabelas anexas no Apéndice C.
Em resumo, os resultados apontam que o procedimento Y; promove uma reducio de
ARL, em diversos cendrios, principalmente para pequenos e moderados deslocamentos da
média do processo e tamanho de amostras menores.

Podemos destacar em particular, por exemplo, os resultados dos valores de ARL
obtidos considerando § = 5 e um deslocamento bidirecional da média p, conforme Tabela 3.2.
Para desvios da média do processo na faixa de |d| < 0,2, nota-se que os valores de
ARL, para a regra sugerida (destacados em negrito) sdo inferiores aos do esquema Y.
Essa percepcao torna-se mais evidente ainda a medida que aumentamos a variacao de o

juntamente com um aumento de n. Nos casos em que o esquema Y g apresentou um ARL,
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mais reduzido do que o esquema Y, a diferenca entre eles foi pequena. Logo, tanto um
procedimento quanto o outro poderia ser usado (por exemplo, se n < 30 e d = 0,01).

Embora a melhoria obtida em termos de velocidade de deteccao pelo procedimento
Y,; tenha acontecido em um grande percentual dos resultados obtidos pela Tabela 3.2,
para grandes deslocamentos da média (em uma margem na faixa de |d| > 0,2), esquema
Y, apresenta-se melhor. Resultados similares pode ser observados considerando os valores
de 6 = {0,5;3;10;15;20} no Apéndice C.

Assim, os destaques aqui apontados mostram que o procedimento Y, para o grafico
de controle de Y com uso da regra de Klein apresenta-se como uma alternativa mais eficaz
ao procedimento Y, para o grafico de controle Y, principalmente considerando pequenos e

moderados deslocamentos da média.

3.4 Exemplo Numérico

Nessa Secao, ilustraremos o grafico proposto a partir de um exemplo numérico
adaptado a um conjunto de dados utilizado em estudos anteriores como em Pascual
(2010), Nelson (1979), Ramalhoto e Morais (1999), Pascual e Zhang (2011), Faraz et al.
(2015), Arif e Aslam (2018), Fernandes et al. (2019), Ho et al. (2022) e Vasconcelos et al.
(2022). Esse conjunto de dados é reanalisado de modo a verificar se a média do processo
mudou ou nao. Os dados consistem da resisténcia a ruptura (em gigapascais) de fibras
de carbono usadas na fabricacao de materiais compésitos fibrosos. Eles sao derivados de
um estudo feito por pelo Laboratorio de Tecnologia de Materiais do Exército dos EUA
em Watertown, Massachusetts. Todos esses trabalhos assumiram os parametros 0 e
serem ambos conhecidos e respectivamente iguais a 4,8 e 3, 2 resultando em uma média
o = 2,9312.

A Tabela 3.4 reproduz o conjunto de dados. Conforme descrito na Segao 3.3,
obtemos LC'L = 0,363 e UCL = 1,923 a partir de (3.6) calibrada em 370,4 (valor do
ARL, igual a 370,4) e das probabilidade sob controle (3.1), (3.2) e (3.3). Na sequéncia,
comparamos os limites de controle com o valor de Y calculado para cada amostra. O
objetivo aqui € verificar se a média do processo muda em relacao a .

Pela Tabela 3.4, até a 3" amostra, o processo é julgado sob controle ja que os
pontos amostrais consecutivos Y, 1eY, comi= {1,2,3}, ndao ocorreram em torno da
LM, entre o LCL e o UCL. Contudo, Y, ocorreu acima do UCL. Nessa situacio, nao é
possivel ter uma decisao quanto ao estado do processo de producao. Entao, o julgamento
é considerado indefinido para Y, e a linha de producio continua ocorrendo na sequéncia.

Isso porque, pelo procedimento Y, aqui proposto, para decidir se o processo estid sob
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Tabela 3.3: Conjunto de dados para o exemplo numérico e decisao, com y = Z
i=1

n T1 To T3 Ty Ts iy Decisao

1 3,7 2,74 2,73 2,5 3,6 1,003 Sob controle
2 3,11 3,27 2,87 1,47 3,11 0,694 Sob controle
3 4,42 2,41 3,19 3,22 1,69 1,406 Sob controle
4 3,28 3,09 1,87 3,15 4,90 2,141 Indefinido

5 3,75 2,43 2,95 2,97 3,39 1,020 Sob controle
6 2,96 2,53 2,67 2,93 3,22 0,623 Indefinido

7 3,39 2,81 4,2 3,33 2,55 1,418 Sob controle
8 3,31 3,31 2,85 2,56 3,56 0,987 Sob controle
9 3,15 2,35 2,55 2,59 2,38 0,419 Indefinido
10 2,81 2,77 2,17 2,83 1,92 0,366 Fora de controle
11 1,41 3,68 2,97 1,36 0,98 0,539 Indefinido
12 2,76 4,91 3,68 1,84 1,59 2,072 Indefinido
13 3,19 1,57 0,81 5,56 1,73 3,050 Fora de controle
14 1,59 2,00 1,22 1,12 1,71 0,041 Indefinido
15 2,17 1,17 5,08 2,48 1,18 1,932 Indefinido
16 3,51 2,17 1,69 1,25 4,38 1,257 Sob controle
17 1,84 0,39 3,68 2,48 0,85 0,464 Indefinido
18 1,61 2,79 4,70 2,03 1,80 1,412 Sob controle
19 1,57 1,08 2,03 1,61 2,12 0,065 Indefinido
20 1,89 2,88 2,82 2,05 3,65 0,645 Sob controle

753}
7

controle ou fora de controle no tempo vai depender do que ocorreu com a amostra
imediatamente anterior, no tempo “i — 1”. Logo, como Y, = 2,141 > 1,432 = UCL e
Y5 € [LCL,UCL] = [0,640; 1,432], entdo a decisdo para Y4 é indefinida, pois a decisdo
para Y3 foi sob controle). O processo segue entdo sob controle j& que Ys € [LCL,UCL).
Na Figura 3.1 é possivel identificar os pontos amostrais associados a decisao tomada
conforme a regra do procedimento Y. Situacdes similares de julgamentos indefinidos sao
observadas também envolvendo as amostras Y, com i = {6,9,12,15,17,19}.

Conforme Tabela 3.4 e Figura 3.1, note que a decisao é fora de controle para
Y 1o uma vez que trata-se do segundo ponto amostral consecutivo da sequéncia a ocorrer
abaixo do LCL e Yy < LOL. A mesma decisdo fora de controle também ocorre para
Yis (pois Yo > UCL e Y3 > UCL). Em ambos os casos, o processo de produgao é
pausado, ajustado e, entao, reiniciado. Assim sendo, considerando os pontos amostrais
Y11 e Y1ia, o processo é julgado indefinido por serem o primeiro ponto amostral ocorrendo
abaixo e acima dos limites de controle LCL e UCL, respectivamente, apds um reajuste
do processo. Com relacdo aos demais pontos amostrais na sequéncia observada (Y;, com

i ={7,8,16,18,20}, o processo é declarado sob controle.
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Figura 3.1: Exemplo Numérico para a Carta de Controle de Y com uso da Regra 2-de-2
de Klein.

Para fins ilustrativo, caso o tamanho do deslocamento da média do processo seja de
d = —0,05, usando o esquema Yj; obtemos um ARL; = 56, 625 contra um ARL; = 26, 396
caso o procedimento Y, seja utilizado. Portanto, o procedimento Y j; apresentou um melhor
desempenho.

E possivel entao observar, a partir dos resultados obtidos, que um sinal 0.0.c¢ ocorre
com maior velocidade considerando o uso do procedimento Y, proposto por Klein (2000).
Conforme apresentado no exemplo numérico da Se¢ao 5 do artigo de Vasconcelos et al.
(2022), no procedimento Y, quando esse é aplicado ao mesmo conjunto de dados aqui
considerado, o primeiro sinal de desajuste da média do processo ocorre somente na 13"
amostra. Note que, conforme Tabela 3.4 e Fig. 3.1, o primeiro sinal de descontrole ocorre
j4 na 10" amostra, que corresponde ao segundo ponto amostral sequencial ocorrendo apds
a mudanca. Isso indica que o esquema Y; apresenta uma melhoria em comparacao ao
procedimento Y, uma vez que esse tltimo mostra-se com o pior desempenho quando
aplicado ao conjunto de dados Y da Tabela 3.4. Portanto, o procedimento proposto, Y,

apresenta-se como uma boa alternativa para o procedimento Y.
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3.5 Consideracoes Importantes

A contribui¢ao com a proposta da incorporagao da regra 2-de-2 de Klein pelo
grafico de Y proposto por Vasconcelos et al. (2022) é a melhoria quanto ao desempenho
apresentado quando comparado com o desempenho do grafico de controle padrao Y.
Embora para deslocamentos maiores da média do processo o ARL, obtido a partir do
procedimento de Y seja melhor, com a inclusdo da regra proposta por Klein (2000),
o procedimento Y7;) mostrou-se mais eficiente considerando deslocamentos pequenos e

moderados da média.
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Capitulo 4

Sobre o uso das Regra Suplementar
de Khoo pela Carta de Controle de Y

No sentido de aumentar a sensibilidade de um gréafico de controle de Shewhart em detectar
mais rapidamente pequenos deslocamentos da média de um processo de interesse, incorporar
regras suplementares ao monitoramento pode ser uma boa estratégia. E objetivo nesse
capitulo propor a inclusdo da regra 2-de-2 de Khoo, apresentada por [Khoo e Ariffin (20006),
pelo Grafico de Controle de Y proposto por Vasconcelos et al. (2022). Os valores do ARL
sao calculados e uma avaliacao com relagao a grandes e pequenos deslocamentos da média
do processo de interesse é realizada e discutida. Um exemplo numérico do gréfico de

controle de Y com a inclusdo da regra de Khoo é apresentado.

4.1 Introducao

No sentido de contornar problemas envolvendo o impacto submetido ao erro tipo I
com a inclusdo de regras suplementares na tradicional Carta de Controle de X de Shewhart,
Klein (2000) sugere o uso de uma regra conhecida como Regra 2-de-2. A incorporagao
dessa regra pelo grafico de controle de X é possivel por meio de uma cadeia de Markov
finita, em que os limites de controle podem ser ajustados para fornecer um valor de ARL,
desejado. Assim, o valor obtido do ARL para esse esquema é comparado com os obtidos
por um grafico padrao de Shewhart no sentido de verificar se, de fato, trata-se de um
grafico competitivo.

Pela regra Regra 2-de-2 proposta por Klein (2000), para obter um sinal fora
de controle (out-of-control _ 0.0.c) seriam necessarios dois pontos amostrais sucessivos
ocorrendo acima de um limite de controle superior (UCL) ou abaixo de um limite inferior
de controle (LCL). O UCL e LCL sao escolhidos com base em um método apresentado
para fornecer um erro Tipo I de nossa escolha.

Baseado no estudo descrito por Ho et al. (2022), propomos no Cap. 3 a inclusao da
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regra 2-de 2 de Klein na Carta de Controle de Y apresentada por Vasconcelos et al. (2022).
Os resultados obtidos implicaram em uma melhora no seu desempenho quando comparado
com o desempenho do grafico de controle padrao de Y proposto em Vasconcelos et al.
(2022). Contudo, para maiores deslocamentos da média do processo, o grafico de controle
padrao de Y (com uso da regra tradicional de Shewhart que requer somente um ponto
para obter um sinal 0.0.¢) apresenta um melhor desempenho e, logo, pode ser usado. Isso
se deve ao fato da regra 2-de-2 de Klein exigir pelo menos dois pontos antes que uma
decisao sobre o estado de um processo possa ter tomada.

Com o proposito de contornar a dificuldade de deteccao em grandes deslocamentos
da média pelo grafico de controle de X de Shewhart com uso da regra 2-de-2 de Klein
para processos normais apresentada em Klein (2000), Khoo e Ariffin (2006) propuseram
a inclusdo de uma nova regra no grafico de controle de X. Sua proposta envolve uma
combinacio da Regra 1-de-1 do tradicional grafico de controle de X de Shewhart com a
Regra 2-de-2 proposta por Klein (2000). A regra 1-de-1 requer apenas um ponto para
obter um sinal 0.0.c. se o deslocamento da média do processo for grande o suficiente.

Na regra Regra 2-de-2 proposta por Khoo e Ariffin (2006) para processos com o
pressuposto de normalidade dos dados, foi adicionado dois novos limites de controle entre
os limites LCL e UCL denominados LWL (“Lower Warning Limit”) e UWL (“Upper
Warning Limit”). Veja Figura 4.1 para uma ilustracdo. Um desajuste no processo pode
ser sinalizado: (i) quando um ponto amostral ocorre acima do UCL ou abaixo do LCL;
ou (7) quando dois pontos amostrais consecutivos ocorrem entre UWL e UCL; ou (i)
quando dois pontos amostrais consecutivos ocorrem entre LCL e LWL.

Motivados por Khoo ¢ Ariffin (2006), buscando uma melhoria na velocidade de
deteccao de grandes deslocamentos da média, é objetivo nesse capitulo de tese discutir o
uso da Regra 2-de-2 de Khoo pela Carta de Controle de Y proposta em Vasconcelos et al.
(2022).

A organizacao desse capitulo segue estruturado da seguinte forma: essa sec@o
introdutdria, Secao 4.1, que faz uma breve revisao quanto ao uso de regras suplementares
em processos normais e em processos ajustados pela distribuicao Weibull; na Secao 4.2, a
Carta de Controle de Y com uso Regra 2-de-2 de Khoo é descrita; uma andlise quanto ao
impacto da inclusdo da Regra 2-de-2 de Khoo no desempenho do gréfico de Y ¢ discutida
e avaliada na Secao 4.3; A Secao 4.4 apresenta um exemplo numérico e consideracoes finais

sao pontuadas na Segao 4.5.
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4.2 Regra 2-de-2 de Khoo aplicada a Carta de
Controle de Y

Seja uma variavel aleatoria X seguindo uma distribuicao Weibull com parametros
de forma ¢ e de escala v, isto é, X ~ We(v,d). A pdf de X é dado por (1.1). Sua esperanca
e variancia sao também, respectivamente, como em (1.2), assim como a CDF é expressa
por (1.3).

Tomando Y uma varidvel aleatéria positiva tal que Y = (X/7)° ~ Exp(1), com ~ >
0, de forma que X ~ We(v,d). Sendo Y;, i = 1,...,n, varidveis aleatérias i.i.d. tal que
Y; ~ Exp(1), temos entao que Z = ZY; ~ Gama(n, 1), conforme descrito no Cap. 2.

i=1
Dessa forma, diferentemente do estudo realizado em Ho et al. (2022), uma vez conhecida a

distribuicao da variavel aleatoria Z, é possivel obter os limites de controle e os valores de
ARL no caso do gréfico de controle de Y sem a necessidade de um estudo de simulacdo.

Considerando a regra suplementar proposta por Khoo e Ariffin (2006), vimos que um
sinal 0.0.c. ocorre se um ponto amostral for plotado acima ou abaixo dos limites externos
UCL/LCL, isto é, em (—oo, LCL) ou em (UCL,+00). Ou ainda se ocorrerem dois
pontos amostrais sequenciais em (LCL, LW L] ou em [UW L,UCL), tal que UW L/LW L
correspondem aos limites internos. A Figura 4.1 apresenta uma ilustragao grafica desses
limites em uma carta de controle de Y de Shewhart.

Assim sendo, considere um grafico de controle como o representado pela Figura 4.1,

denota-se:
e pX: a probabilidade de um tnico ponto amostral ocorrer entre o LWL e o UW L

= p" =P[LWL LY <SUWL|X; ~We(uy = po+d,8),i=1,...,n]  (4.1)

e pf : a probabilidade de um tnico ponto amostral ocorrer entre o LWL e o LC'L

= ph = P[LOLLY < LWL|X; ~We(uy = po£d,8),i=1,...,n] (4.2)

e py : a probabilidade de um tnico ponto amostral ocorrer entre o UW L e o UCL.

= pb = PlUWL<Y <UCL|X; ~We(uy, = po+d,8),i=1,...,n]  (4.3)

P4y, : a probabilidade de um tnico ponto amostral ser plotado abaixo do LCL.

= pSL = P[? < LCL|X; ~We(uy = po+£d,6),i=1,...,nl; (4.4)
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Figura 4.1: Limites de Controle para um Gréfico de Controle de Y de Shewhart incorpo-
rando a regra 2-de-2 de Khoo.

e p5y : a probabilidade de um tinico ponto ser plotado acima do UCL.

= phy=1—PY <UCL|X; ~We(u, = po£d,0),i=1,...,n]; (4.5)

Sejam Y,;_; e Y; dois valores sequenciais de Y. Similarmente como no Cap. 3, para
cada amostra coletada no processo, Y é calculado e comparado com os limites internos
UWL/LWL e com os limites externos UCL/LCL. Conforme vimos anteriormente, a
decisao quanto ao estado do processo avaliado baseia-se na sequéencia de dois valores
sucessivos de Y. Computados os valores de Y, os limites LWL, UWL, LCL e UCL séo

calculados correspondendo, respectivamente, aos quantis q¥, qF, ¢5; e g4, satisfazendo:

Prigy, <Y < qf) =p} . Prig; <Y < g5y] = pf,
PrlY < q¢5;] =p5, e Pr[Y > q5,] = phy.

Com o objetivo de descrever a Carta de Controle de Y com a regra de Khoo, considere
uma Cadeia de Markov com sete estados de transicao. O procedimento de decisao ou de
inspecao pode ser descrito pelo espaco de estados £F = {C, L11,U11, L1, Uya, Lo, Uss }.
Os Estados Cy, Lag, Uss, Uy e Ly; indicam que a sequéncia de Y é de tamanho um, onde
a variavel Cj, indica que Y; € [¢F, ¢F]; Loy indica que Y; € (—o0,¢h;); e Uy, indica que
Y, € (¢5;,+00); Ly; indica a ocorréncia de um tnico ponto amostral entre o LCL e o

LWL, ou seja, Y; € [¢5,,¢%); Uy indica a ocorréncia de um tinico ponto amostral entre
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o UWL e o UCL, isto é, Y; € (¢F,q5,]. Os Estados Ly, Uy, indicam que a sequéncia de
Y é de tamanho dois, onde a varidvel Ly, indica a ocorréncia de dois valores amostrais
sucessivos de Y entre o LOL e o LWL, ou seja, Y; € [q5;,q%) e Y € [¢5,,¢%) ; e a varidvel
Ui, indica a ocorréncia de dois valores amostrais sucessivos de Y entre o UWL e o UCL,
ou seja, Y; € (g, ¢k,] e Vi1 € (¢F, 5]

A matriz de transicio W pode ser escrita como em (4.6) com as respectivas
probabilidades de transicao entre os sete estados transitorios da cadeia de Markov. Os
valores das probabilidades condicional dessa matriz sdo como em (4.2), (4.3), (4.4), (4.4) e
(4.5). Assim como em Khoo e Ariffin (2006), sob a hipétese nula (Hy), tomamos pk;, = pk,
e pf; = p%. Devido ao fato de que deve-se satisfazer a condigio p+ p¥ +p§ + s, + 5, = 1,
e das informagoes anteriores, facilmente obtemos o ARL sob controle, ARL,. Para tanto,

antes é preciso expressar a distribuicao estaciondria da cadeia de Markov aqui considerada.

Ck U22 Ull U12 Lll L12 L22
Ce | V" phy o O b 0 phy
Uy | D" phy oy 0 pi 0 phy

wo Un|?P" vy 0 ppopr 0 P (4.6)

Uiz pk ng p’f] 0 p’z 0 pIQCL
L | p" phy o 0 0 pf o phy
Lo | p ng p’f] 0 Plz 0 ng
Loy | p* PSU p’f] 0 p’z 0 ng

Assim sendo, na matriz W, a probabilidade p*, por exemplo, representa a proba-
bilidade condicional tal que, na préxima inspec¢ao (no Estado E;), o processo estard no
estado (Cy), ou seja, ¢ <Y, < ¢F, dado que na inspegao anterior (no Estado E;_;) ele
estava no estado (Usy), ou seja, Y;_1 > ¢&;. Em outras palavras, p* indica a probabilidade
de produzir um item na RC (entre o LWL e o UWL) no tempo (i) dado que um item foi
produzido acima do UCL no tempo imediatamente anterior (i — 1). Vale ressaltar que
para a obtencao da matriz de transicao, é necessario considerar que: quando o processo é
declarado fora de controle, o processo é pausado, ajustado e, na sequéncia, reiniciado.

A matriz de transicio W ¢ irredutivel, aperiédica e Wt converge para uma matriz

na qual cada linha é uma distribuicao estaciondria IT® = [r}, 75 7% 7% 7¥ 7F 7], quando

k

t* — oo, desde que 7F seja estritamente positivo (Wf* > (,Vj* € R). Cada elemento 7},
i=1,2,...,7 estd associado com um tnico estado de W. O vetor IT¥ pode ser obtido a
partir da solucao do sistema linear de equacoes IT¢ = IT¥ x W, sujeito & restricdo de que
a soma dos seus elementos deve ser igual a um. Resolvendo o sistema, sob a hipdtese nula
(Hy), os elementos do vetor IIX sdo dados por:

k E \2

k k k k Paoy k (P517)
T = ;Mg = ;o My = Py, = ———;
1= P 2 =Py 3 1+p;2§U 4 1"‘ng
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r P vy o 05 (hy)?

k k k
— = : = = oo = pi = ppr.
1+ ng 1+ ng C1+ plch 1+ pl2€U o

Os valores 7, 7k, 7¥ e mF indicam a probabilidade de longo prazo associada aos estados

que demandam ajustes no processo uma vez que a média do processo foi alterada. Assim,
o numero médio de amostras até que o grafico de controle produza um sinal pode ser
expresso como:
k
1 1 + psyy

E(EF|d) = = 4.7
) = T T nE 2 T oy + ()7 .7

Para usar a regra 2-de-2 de Khoo, primeiro é necessério fixar os valores dos limites
externos (UCL/LCL). Os valores de UCL/LC'L devem ser maiores que a largura +30 se
0 ARL, desejado é o valor de 370,4. Na sequéncia, deve-se determinar os limites internos
UWL/LW L usando as férmulas derivadas de uma Cadeia de Markov com base nos valores
de UCL/LCL que foram fixados. A média do processo sob controle é expressa por fiy €
p1 = po X (1+d) representa a média fora de controle, onde d é o tamanho do deslocamento
da média (que pode ser positivo para um aumento com relagao a py ou pode ser negativo
para uma redugao). Vale ressaltar que para obter os limites de controle e os valores de
ARL temos que py/pg = (1+d)™!, o que equivale a razao v, /v = (1 +d)~'. Assim como
em Vasconcelos et al. (2022), assume-se que o parametro de forma 0 nao se altera.

Os seguintes passos descrevem o procedimento Y, (Khoo s suplementary run

rules):

P1) Fixamos os valores dos limites externos (ou seja, UCL/LCL). Os valores devem ser

maiores que a largura +30;

P2) Determinar os limites internos de UW L/LW L usando férmulas derivadas de uma
abordagem de cadeia de Markov com & = {Cy, L1, U1, L1a, Ua, Lo, U };

P3) O valor esperado (conforme (4.7)) do primeiro tempo de passagem do estado inicial
(sob controle) para o estado fora de controle é igual ao ARL sob controle, ARL,,
com d = 0 (em geral calibrado em 370, 4 para corresponder ao ARL sob controle
do tradicional grafico de controle de Shewhart). Para valores de deslocamento tal
que d # 0, o cdlculo dos valores de ARL, requer o recalculo das probabilidades (4.2),
(4.3), (4.4), (4.4) e (4.5), modificado para levar em conta a mudanga na distribuicao

Weibull em relacao aos limites de controle obtidos;

Para ilustrar como obter os limites da regra 2-de-2 de Khoo, considere o seguinte
exemplo para um processo ajustado pela distribuicao Weibull baseado na distribuicao Gama
comn=>560=3d=-0,1e py=3,572. Entao, v = 4,00 e v3 = 7o * (1 + d) = 3, 60.
Definimos ARLy = 370,4 e os limites externos UCL/LCL = £3,50. Uma abordagem
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inicial é utilizar o software R (R Core Team, 2023), fazendo p4; = pnorm((—3,5),0,1) =
0,00023. Logo, computacionalmente obtemos LC'L = ggamma((0,00023),5,1)/5 = 0,107
e UCL = qgamma((1 — 0,00023),5,1)/5 = 3,344. Substituindo os valores de pf; e ph;; na
Eq. (4.7) e a resolvendo, encontramos como solugao da equagio de 2° grau p§ = pF, = 0,034.
Assim, podemos entao obter os limites internos, de modo que LW L = ggamma((0,00023 +
0,034),5,1)/5 = 0,354 e UW L = qgamma([1 — (0,00023 + 0,034)],5,1)/5 = 1,951.

Para um deslocamento de d = —0,1 em (4.7) e considerando (2.7) e (2.8), obtemos,
por exemplo, p§; a partir de p&, = pgamma(5 * (0,107) * ((4,00/3,60)3),5,1) = 0,001.
Os valores de p;;, p*, pf; e p% sdo obtidos analogamente, com adequagdes conforme (4.2),
(4.3), (4.4) e (4.5), respectivamente. Logo, obtemos entao um ARL; = 102, 360.

E importante destacar que os valores de ARL também podem ser determinados
utilizando procedimentos analiticos e com auxilio computacional, pois as probabilidades p*,
i, phy, pY e pfr, na matriz W sdo encontradas computacionalmente pela sua simplicidade
de implementacao (ja que a distribuigao de Z é conhecida) e, posteriormente, usadas

analiticamente em IT¥ para determinar o ARL.

4.3 Analise do desempenho da carta de controle de

Y com uso da Regra Suplementar de Khoo

Nessa Secdo, o objetivo é avaliar o desempenho do grafico de controle de Y com
uso da regra suplementar 2-de-2 de Khoo (procedimento Y, - Khoo s supplementary
run rules) com respeito ao gréafico de controle de Y proposto por Vasconcelos et al.
(2022) (procedimento Y, - standard Y chart de 30). Adicionalmente, também é objetivo
comparar seu desempenho com o grafico de controle de Y com uso da regra 2-de-2 de
Klein (procedimento Yy - Klein ‘s supplementary run rules) proposto no artigo descrito
no Cap. 3.

Esse estudo foi conduzido considerando os valores de n = {3;5;10;30;100},
5 =40,5;3;5;10;15;20} e d = {£0,01; £0, 05; +0, 1; £0, 2; £0, 3; +-0, 4; +0, 6; £0, 8}. Os
conjuntos n, § e d contém os valores utilizados em Vasconcelos et al. (2022) para fins
comparativos. A escolha para o parametro forma d sao aqueles descritos em muitos estudos
praticos como em Jiang e Murthy (2011), Rinne (2008) e Abbas (2018). Como o parametro
de forma ¢ é considerado fixo, entdo o parametro (1 + d) pode ser interpretado como
a mudanca na média quando o processo sai de controle devido a um aumento do seu
valor (d > 0) ou uma redugao (d < 0). O valor de ARL associado a um deslocamento de

valor zero equivale ao processo sob controle. As mudangas na média do processo, medidas
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em d, sao consideradas repentinas e sustentadas. Todos os parametros dos graficos de
controle sdo considerados ter ARL, calibrado em 370,4 para os procedimentos Y, Y e
Y. Logo, para cada regra implementada, diferentes valores de UCL/LC L podem ser
considerados. Para todos os célculos, supde-se que os pontos Y plotados no gréafico de
controle sao obtidos a partir de uma amostra aleatoria de tamanho n da variavel X com
distribuicao Weibull.

A Tabela 4.1 apresenta o desempenho do grafico de controle proposto (procedimento
Y1) combinado aos valores de § considerando n =5 e UCL/LCL = £3,50 (0: desvio
padrao do processo). Seu desempenho em termos dos valores do ARL, é apresentado
concomitante com o desempenho dos graficos que consideram os esquemas Y, e Yy
conforme o deslocamento bidirecional da média, d. Os valores em negrito indicam qual
procedimento que apresentou o melhor desempenho dentre os trés indicados e os valores
em italico representam o segundo melhor desempenho.

Avaliando individualmente o desempenho do grafico de controle proposto com o
procedimento Y, & medida que aumenta |d|, o ARL, tende a um (como esperado e
também como observado no procedimento Y). Isso ocorre devido a regra 2-de-2 de Khoo
envolver na sua estrutura a regra I-de-1 do grafico de controle padrao de Y. Embora se
note que o ARL de Y, tende a um mais rapidamente do que o ARL, de Y, a diferenca
entre um valor e outro é muito pequena.

De acordo com Tabela 4.1, conforme ¢ diminui, os valores ARL; do procedimento
Y, aumentam, o que implica em uma maior dificuldade para detectar deslocamentos da
média. Alguns valores de ARL, sao maiores do que o ARL, quando d < 0, indicando
que esse tipo de mudanga da média do processo podera nem ser sinalizado (6 = {3,5}
ed=—-0,01;0 =0,5e —0,10 < d < —0,01). Um outro fato interessante observado é
que para o mesmo tamanho do deslocamento absoluto, |d|, a sinalizacdo de um desajuste
¢ mais rapida para deslocamentos positivos da média do processo. Por exemplo: para
d = —0,01, 0 ARL, para o procedimento Y, é de 200,816 e para d = 0,01, o ARL, foi
de 88,472. Além disso, a cada aumento do valor de §, o valor do ARL do Yy, tende a
um a medida que o valor de |d| diminui, assim como ocorre com os valores do ARL, do
esquema Y.

Quando comparamos o desempenho dos graficos com os procedimentos Y, e Y, com
o desempenho obtido usando o esquema aqui proposto, note pela Tab. 4.1 que, no geral,
o procedimento Y, apresenta maior agilidade de sinalizacdo frente a um desajuste no
processo. Observe que, tanto para grandes deslocamentos bidirecionais da média (|d| > 0)
quanto para pequenos deslocamentos positivos da média (d > 0), o procedimento Y, é
melhor. Contudo, para pequenas mudancas negativas da média (d < 0), o procedimento
Y segue tendo melhor desempenho dentre os trés procedimentos avaliados. Por exemplo:
para d = 0,01, o ARL, para o procedimento Y, foi de 88,472, enquanto que o do Yy foi

de 94,328 e do Y, foi de 107, 233. Assim, conclufmos que, nesse cendrio, o desempenho da
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regra de Khoo foi melhor. Por outro lado, para d = —0,01, o ARL, para o procedimento
Y foi de 190,962, enquanto que o do Y, foi de 200,816 e do Y, foi de 302, 085. Logo, a
regra de Klein apresentou melhor desempenho.

Isso significa que o procedimento Yy, além de ser eficiente para grandes desajustes
da média, apresenta-se também eficiente para pequenos deslocamentos em uma faixa
considerdvel de valores positivos e pequenos de |d|, superando a velocidade de sinalizagao
nessa faixa pelo esquema Y. Além disso, esse desempenho melhora & medida que aumenta
o valor de 9. Todavia, é possivel notar que para um grande valor de § como, por exemplo,
§ = {15,20} e d = {—0,05,—0,01}, notamos que os valores ARL, do Y} e do Y, sdo
muito proximos. Nessa situagao, ambos os graficos podem ser usados.

Ainda na Tab. 4.1, os casos em que o procedimento Y, apresenta melhor desempenho
(menor ARL,), a diferenca em eficiéncia considerando o segundo melhor desempenho, no
caso, do procedimento Yy, também é pequena (6§ = 0,5 e d = 0,01).

Analises similares considerando n = 5 podem ser constatadas considerando outros
tamanhos amostrais envolvendo o desempenhos dos trés procedimentos aqui estudados
(tabelas anexadas no Apéndice D). A Tabela 4.2 apresenta os valores de ARL obtidos
para os procedimentos Y, Y, e Y, considerando os valores de n, d e § = 10.

Considerando o procedimento Yy, note que no que se refere aos alarmes verdadeiros,
no geral eles podem ser antecipados em relacdo ao procedimento Y,, para qualquer tamanho
de amostra (n). Empates ou mesmo valores préximos e tendendo a um sao para |d| > 0,05
a medida que aumenta o tamanho da amostra, n. Vale destacar que, embora o esquema
Y, sinalize mais rapidamente que Y, para valores maiores de n, os valores do ARL, sdo
similares e, logo, tanto um quanto o outro podem ser adotados.

Para grandes deslocamentos da média, o esquema Y, também apresenta-se mais
réapido em sinalizar o desajuste do que o procedimento Y, quando |d| > 0,20. Contudo,
ainda aqui, os valores de ARL, de ambos os procedimentos mostram-se muito préximos.
J& com relacdo ao esquema Y, o procedimento Y, supera suas dificuldades em sinalizar
um o.0.c. (por exemplo, considerando |d| > 0,3), uma vez que os valores do ARL, para o
Y, tende a dois e para o Yy, tende a um.

Observamos também na Tabela 4.2 situacdes em que tanto o procedimento Y, quanto
o Y, podem nunca sinalizar um desajuste considerando pequenas amostras e pequenos
deslocamentos da média (d < 0 e n < 5). Contudo, ainda nesses casos, o procedimento
Y, apresenta uma melhora com relacdo ao esquema Y, embora o procedimento Yy
tenha um desempenho mais eficaz nessa situacao.

Conclusoes similares também podem ser observadas considerando outros valores
0 (ver em Apéndice D). Assim sendo, quando comparamos os desempenhos relacionados
aos procedimentos Y e Yy, podemos concluir que no geral (considerando os cenrios
analisados) o esquema Yy, aponta como melhor (com menor ARL,). Em destaque, temos

que o procedimento Y sinaliza mais rapidamente para grandes valores de d em qualquer
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diregao e também para deslocamentos positivos (d > 0) em diversos cendrios, comparado
tanto para o procedimento Y, quanto para o Y. J& o procedimento Y; é mais veloz para
deslocamentos negativos pequenos e moderados da média. Isso pode ser notado a medida
que ¢ diminui e menor é o tamanho da amostra. Todos esse resultados analisados e aqui
discutidos implicam em uma contribuigao relevante quanto ao uso da regra 2-de-2 de Khoo
pelo grafico de controle de Y uma vez que o mesmo aponta para um ganho em velocidade
de sinalizacao de desajustes do processo. Assim, podemos concluir que a inclusao da regra
2-de-2 de Khoo pelo grafico de controle de Y proposto por Vasconcelos et al. (2022) faz
desse um grafico com potencial competitivo na deteccao de deslocamentos do parametro

média ajustados pela distribuicao Weibull.

4.4 Exemplo Numérico

Nessa Secao, ilustraremos o grafico proposto a partir de um exemplo numérico
adaptado a um conjunto de dados utilizado em estudos anteriores como em Pascual (2010),
Nelson (1979), Ramalhoto e Morais (1999), Pascual e Zhang (2011), Faraz et al. (2015),
Arif e Aslam (2018), Fernandes et al. (2019), Ho et al. (2022) e Vasconcelos et al. (2022).
Esse conjunto de dados é reanalisado de modo a verificar se existe um indicativo que
a média do processo mudou ou nao. Os dados consistem da resisténcia a ruptura (em
gigapascais) de fibras de carbono usadas na fabricagao de materiais compésitos fibrosos.
Eles sao derivados de um estudo feito pelo Laboratério de Tecnologia de Materiais do
Exército dos EUA em Watertown, Massachusetts. Todos esses trabalhos assumiram os
parametros o e 7y serem ambos conhecidos e respectivamente iguais a 4,8 e 3,2 resultando
em uma média pg = 2,931.

A Tabela 4.4 reproduz o conjunto de dados. Conforme descrito na Secao 4.2,
obtemos LCL = 0,397 e UCL = 1,974, assim como LWL = 0,633 e UWL = 1,445
a partir de (4.7) calibrada em 370,4 (valor do ARL, decorrente de o = 0,0027) e das
probabilidade sob controle em (4.2), (4.3), (4.4), (4.4) e (4.5). Na sequéncia, comparamos
com os limites de controle com o valor de Y calculado para cada amostra. O objetivo aqui
é verificar se a média do processo muda com relagao a .

Pela Tabela 4.4, até a 3" amostra, o processo é declarado sob controle uma vez que
Y;eY,_ 1, parai = {1,2,3}, ndo atende os requisitos para um sinal o0.0.c considerando
o procedimento proposto Y,. Isso significa que até a 3° amostra, nao observamos
um unico item amostral inspecionado ocorrendo abaixo do LC'L ou acima do UCL, ou
seja, Y; € [LWL,UWL] = [0,633;1,078], com i = {1,2,3}. Além disso, também nao
observamos dois pontos sequenciais ocorrendo em [LCL, LW L) ou em (UW L,UCL].
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Tabela 4.3: Conjunto de dados para o exemplo numérico e decisao, com y = Z
i=1

n T1 To T3 Ty Ts iy Decisao

1 3,7 2,74 2,73 2,50 3,60 1,003 Sob controle

2 3,11 3,27 2,87 1,47 3,11 0,694 Sob controle

3 4,42 2,41 3,19 3,22 1,69 1,406 Sob controle

4 3,28 3,09 1,87 3,15 49 2,141 Fora de controle
5 3,75 2,43 2,95 2,97 3,39 1,020 Sob controle

6 2,96 2,53 2,67 2,93 3,22 0,623 Indefinido

7 3,39 2,81 4,20 3,33 2,55 1,418 Sob controle

8 3,31 3,31 2,85 2,56 3,56 0,987 Sob controle

9 3,15 2,35 2,55 2,59 2,38 0,419 Indefinido

10 2,81 2,77 2,17 2,83 1,92 0,366 Fora de controle
11 1,41 3,68 2,97 1,36 0,98 0,539 Indefinido

12 2,76 4,91 3,68 1,84 1,59 2,072 Fora de controle
13 3,19 1,57 0,81 5,56 1,73 3,050 Indefinido

14 1,59 2,00 1,22 1,12 1,71 0,041 Fora de controle
15 2,17 1,17 5,08 2,48 1,18 1,932 Indefinido

16 3,51 2,17 1,69 1,25 4,38 1,257 Sob controle

17 1,84 0,39 3,68 2,48 0,85 0,464 Indefinido

18 1,61 2,79 4,70 2,03 1,80 1,412 Sob controle

19 1,57 1,08 2,03 1,61 2,12 0,065 Fora de controle
20 1,89 2,88 2,82 2,05 3,65 0,645 Sob controle

Contudo, note que Y4 ocorre acima do UCL. Nessa situacdo, a decisio é fora de
controle. O processo é assim declarado no tempo i = 4 pois, pelo esquema Y, um dos
critérios para a ocorréncia de um sinal o0.0.c. é que ocorra um tnico ponto amostral abaixo
do LCL ou acima do UCL. Nesse caso, em particular, temos que Y4 corresponde ao primeiro
ponto amostral na sequéncia a ocorrer acima do UCL, isto é, Y, = 2,141 > 1,974 = UCL.
Uma vez que o processo ¢ declarado fora de controle, o mesmo é entao pausado, ajustado
e, entao, reiniciado. Analogamente, o processo também é declarado como fora de controle
considerando as amostras Y,; = {10,12,13,14,19}. J& com relagao as amostras observadas
Y;, com i = {5,7,8,16,18,20}, o processo ¢ julgado sob controle. Na Figura 4.2 é possivel
identificar os pontos amostrais que culminaram na uma decisao do processo ser declarado
foradecontrole.

Ainda conforme Tabela 4.4 e Figura 4.2, note que a 6° amostra é tal que Y =
0,623 € [LCL, LWL) = [0,397;0,633). Isso indica que Y¢ é o primeiro ponto amostral
a ocorrer entre o LCL e oLWL. Pelo procedimento Y, um sinal 0.0.c. também ocorre
quando dois pontos amostrais consecutivos ocorrerem em [LCL,LWL) ou em (UWL,UCL).

Contudo, apesar de Y € [LCL, UCL), observe que a 5" amostra que corresponde ao ponto
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amostral observado no tempo “i — 17 é tal que Y5 € [LW L, UW L]. Nessa situacio, ndo é
possivel tomar uma decisao quanto ao estado do processo de producgao. O julgamento é
entao dado como indefinido e a linha de produgao continua sendo realizada na sequéncia.
Similarmente, a decisdo é também declarada indefinida considerando os pontos amostrais Y,
com i = {9,17}. Vale destacar que com relacdo aos pontos amostrais Y;, com i = {11, 15},
a decisao do processo também é indefinida por essas amostras corresponderem ao primeiro
ponto amostral a ocorrer apés um ajuste do processo ocorrido no tempo imediatamente

anterior.

35

indefinido
fora de controle

3.0

25

UCL=1.974

2.0

>

1.5
I
|
i
|
’u
|
|
|

UWL=1.445

................... LM=1.078

1.0

- - -’- LWL=0.633
LCL=0.397

0.0

amostras

Figura 4.2: Exemplo Numérico para a Carta de Controle de Y com uso da Regra 2-de-2
de Khoo.

Para fins ilustrativo, caso o tamanho do deslocamento da média do processo seja de
d = 0,05, usando o procedimento Y, obtemos um ARL; = 25,858 ¢ um ARL; = 18,715
com o procedimento Y, enquanto que para o procedimento aqui proposto Y, obtemos
um ARL, = 17,474. Logo, o procedimento Y, apresentou um melhor desempenho.

Pelos resultados aqui obtidos, é possivel observar que o procedimento Y, sinaliza
um o.0.c. mais rapidamente no primeiro ponto apés a mudanca na média do processo para
magnitudes maiores dos limites de controle (ou mesmo para grandes deslocamentos da
média). Em Vasconcelos et al. (2022), no exemplo numérico apresentado na Se¢do J e que
usa o mesmo conjunto de dados aqui considerado, observe que o primeiro sinal 0.0.c ocorre
somente na 13" amostra com o esquema Y,. J4 no Cap. 3, Secao 3.4, também utilizando o
mesmo conjunto de dados, um sinal 0.0.c. ocorre na 10" amostra, sendo mais rdpido na

deteccao da mudanca da média do que o grafico de controle com uso do procedimento
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Y s proposto por Klein (2000). Contudo, note que pela Tabela 4.4 e Fig. 4.2, a primeira
mudanca no processo ja ocorre na 4° amostra. Essa é uma melhoria em comparacao com o
procedimento Y, e, também, com o procedimento Y;, onde a deteccio mais rapida de
um sinal 0.0.c ocorre somente no segundo ponto amostral sequencial, apds a mudanca
no processo. Vale destacar que o procedimento Y, mostra-se com o pior desempenho
quando aplicado ao conjunto de dados Y da Tabela 4.4. Logo, o procedimento proposto
Y apresenta-se como uma boa alternativa, tanto para o procedimento 71@1, quanto para

0 esquema Y.

4.5 Consideracoes Importantes

A regra 2-de-2 de Khoo apresenta similar ou melhor desempenho quando seus
valores obtidos de ARL sao comparados aos obtidos pelos procedimentos Y, e Y na
deteccao de grandes deslocamentos, mantendo a mesma superioridade de sinalizacao de
desajustes na maioria dos cendrios envolvendo pequenas a moderadas alteragoes na média
do processo. Essa melhoria obtida pode ser atribuida ao fato do procedimento Y, consistir
de uma combinacio do procedimento Y; proposto por Klein (2000) e do procedimento
Y, apresentado em Vasconcelos et al. (2022). Para essa combinacio, o principio é que a
primeira regra (Ykl) reaja rapidamente a pequenos desajustes do processo, enquanto a
tiltima (Y,) d4 um rapido sinal de descontrole (um sinal 0.0.c.) para grandes mudancas.

Assim, além da simplicidade de implementacao e dos resultados de ARL favoraveis
para uma deteccdo mais rapida de desajustes no processo, o esquema Yy, mostra-se
também atrativo para situagoes reais como um complemento ao grafico de controle de

Shewhart com o procedimento de Y.
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Capitulo 5

Consideracoes Finais e Sugestao de
Trabalhos Futuros

O gréfico de controle de Y proposto por Vasconcelos et al. (2022) pode ser considerado
competitivo, uma vez que o seu desempenho apresentou-se melhor quando comparado
ao grafico de controle de X de Fernandes et al. (2019). Uma vantagem do procedimento
Y, adotado pelo grafico de Y é que os valores dos limites de controle, assim como o
célculo relacionado aos valores do ARL,, podem ser calculados analiticamente, dispensado
a necessidade de um estudo de simulacdo. Consideramos o procedimento Y, ttil para
aplicacao em casos reais de forma simples, podendo até mesmo ser implementado em
planilhas comuns, amplamente disponiveis no ambiente de negdcios (como, por exemplo, o
Ezcel).

Também propomos, nesse trabalho de tese, dois procedimentos que incorporam
regras suplementares ao grafico de controle de Y: os procedimentos Y e Yy, A contri-
buicao com relagao ao uso dos procedimentos aqui propostos e apresentados nos Caps. 3 e
4 estd relacionada & melhoria quanto ao desempenho do grafico de controle de Y observado
quando comparados com o desempenho do grafico com o esquema Y. Com a inclusio da
regra proposta por Klein (2000) no grafico de controle de Y, o desempenho do esquema Y
apontou ser mais eficiente, considerando deslocamentos pequenos e moderados da média,
embora para deslocamentos maiores da média do processo, o procedimento Y; tenha se
apresentado melhor.

A regra 2-de-2 de Khoo, descrita pelo procedimento Y, no Cap. 4, indicou
melhor desempenho quando comparados os seus valores de ARL com os obtidos pelos
procedimentos Y e Y. Nos cendrios aqui considerados, essa melhoria é mais evidente na
deteccao de grandes deslocamentos da média do processo. Além disso, o procedimento
Y, mantém essa mesma superioridade de sinalizacio de desajustes em grande parte dos
cenarios considerados que envolvem de pequenas a moderadas alteragoes na média. Esse
fato é mais evidentemente observado para deslocamentos positivos da média associados
a qualquer tamanho de amostra. Essa melhoria obtida pode ser atribuida ao fato do
procedimento Y, consistir de uma combinacio das regras 2-de-2 de Klein (2000) e da

regra tradicional adotada em Vasconcelos et al. (2022). Para essa combinagdo, o principio
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é que a primeira regra, do procedimento (Yj;), reaja rapidamente a pequenos desajustes
do processo, enquanto a iltima, do procedimento Y, dd um rapido sinal de descontrole
(sinal 0.0.c.) para grandes mudangas.

De um modo geral, considerando todos os cendrios propostos, o procedimento Yz,
indicou ter uma velocidade de deteccao elevada, superando inclusive o bom desempenho
do mesmo grafico com o procedimento Y, e o procedimento Y.

Como sugestao para trabalhos futuros, propoe-se uma discussao e avaliacao dos
procedimentos Y e Y, em uma abordagem que considere casos em que os parametros
de escala e de forma podem mudar simultaneamente. Nesse caso, os limites de controle
permanecerao os mesmos apresentados nessa tese, embora o calculo analitico do ARL; seja
dificil (pois parece ser bastante complicado obter probabilidades associadas & distribuigao de
Y quando o processo estd fora de controle, devido a mudancas simultaneas nos parametros
de escala e de forma). Uma outra sugestao seria um estudo para avaliar o impacto no valor

do ARL, e ARL, quando os parametros de forma e de escala necessitam ser estimados.
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Valores de ARL’s obtidos para analise

de desempenho do grafico de X

Tabela Al - Valores de ARL’s obtidos para analise de

desempenho do grafico de X: mudanca bidirecional com
(705 00) = (2:2)

Y 0o ARLy 140 oL LCL UCL
2 2 370,3978 1,7724 0,9265 0,7087  3,1530
Mmoo 0 ARLY T o1 desvio  d(%)
0,1 05| 10287 02000 04472 15725  -89%
0,5 0,5 1,8363 1,0000 2,2361  0,7725 -44%
1 0,5 1,7725 2,0000 44721  0,2275 13%
1,5 0,5 2,1080 3,0000 6,7082 11,2275 69%
2,0 0,5 1,8367 4,0000 8,9443 22275 126%
2,5 0,5 1,6398 5,0000 11,1803 3,2275 182%
3 0,5 1,5033 6,0000 13,4164 4,2275 239%
4 0,5 1,3355 8,0000 17,8885 6,2275 351%
5) 0,5 1,2404 10,0000 22,3607 8,2275 464%
6 0,5 1,1814 12,0000 26,8328 10,2275 577%
0,1 1 1,0000 0,1000 0,1000 1,6725 -94%
0,5 1 1,1978 0,5000 0,5000 1,2725 -72%
1 1 3,0248 1,0000 1,0000 0,7725 -44%
1,5 1 8,8955 1,5000 1,5000 0,2725 -15%
20 1 7,0874 2,0000 2,0000 0,2275 13%
2,50 1 3,8235 2,5000 2,5000 0,7275 41%
3 1 2,4741 3,0000 3,0000 1,2275 69%
4 1 1,5565 4,0000 4,0000  2,2275 126%
D 1 1,2662 95,0000 5,0000  3,2275 182%
6 1 11442 6,0000  6,0000 42275  239%
0,1 1,5 1,0000 0,0903 0,0613  1,6822 -95%
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05 1,5| 1,0435 04514 03065 123211  -75%
1 15| 39293 09027 0,6129 0,8697 -49%
1,5 1,5| 24,6255 13541  0,9194 04183  -24%
20 15| 439415  1,8055 12259 00330 2%
25 15| 95136 22569 15323 04844  27%
3 15| 36219 27082 18388 009358  53%
4 15| 15726  3,6110 24517 1,8385  104%
5 15| 1,809 45137  3,0647 2,7413  155%
6 15| 10742 54165 3,6776 3,6440  206%
01 2 1,0000  0,0886  0,0463 16838  -95%
05 2 1,0088  0,4431  0,2316 1,3293  -75%
12 49629  0,8862 0,633 0,8862  -50%
15 2 70,2499  1,3293 0,694 0,4431  -25%
2,0 2 369,1345  1,7725  0,9265 0,0000 0%
2,5 2 23,4500  2,2156  1,1581 0,4431  25%
32 47616  2,6587  1,3898 0,8862  50%
4 2 1,4980 35449  1,8530 1,7725  100%
5 2 1,1159 44311 23163 2,6587  150%
6 2 1,0320 53174  2,7795 3,5449  200%
01 3 1,0000  0,0893  0,0325 16832 -95%
05 3 1,0002 04465  0,1623 1,3260  -75%
13 97347  0,8030  0,3246 0,8795  -50%
15 3 900,3655  1,3395  0,4868 0,4330  -24%
2,0 3 | 40257,6500 1,7860  0,6491 10,0135 1%
25 3 157,0480 22324 08114 04600  26%
3 3 1,3126  2,6789  0,9737 0,065  51%
4 3 71477 35719 12082 11,7995  102%
5 3 1,0341 44649  1,6228 26924  152%
6 3 1,0042 53579  1,9473 3,5854  202%
01 5 1,0000  0,0918  0,0210 1,6806 -95%
05 5 1,0000 04591  0,1052 13134  -74%
1 5 64,4791 00182 02103 0,8543  -48%
1,5 5 |387596,9000 1,3773  0,3155 03952  -22%
20 5 inf 1,8363 04206 0,0639 4%
25 5 | 316255500 22954 05258 05230  30%
3 5 13,0865  2,7545  0,6309 09821  55%
4 5 1,0047  3,6727  0,8412 1,9002  107%
5 5 1,0016  4,5908  1,0515 28184  159%
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6 5 1,0000 55090  1,2619 3,7366  211%
0,1 10 1,0000  0,0951 0,014 16773  -95%
0,5 10 1,0000 04757  0,0572 12968  -73%
110 inf 0,514 0,1145 0,8211  -46%
1,5 10 inf 1,4270  0,1717 03454  -19%
2.0 10 inf 1,027 02289 0,1302 7%

25 10 inf 2,3784  0,2861 0,6059  34%
310 1,0022 28541  0,3434 1,0816  61%
4 10 1,0000  3,8054 04578 2,0329  115%
5 10 1,0000 47568  0,5723 12,9843  168%
6 10 1,0000 57081  0,6867 3,9357  222%
0,1 20 1,0000  0,0974 0,0060 16751  -95%
0,5 20 inf 04868  0,0302 1,2857  -73%
1 20 inf 0,0735  0,0603 0,7989  -45%
1,5 20 inf 1,4603  0,0905 03122  -18%
2,0 20 | 48053820 1,9470  0,1207 0,1746  10%
2,5 20 inf 24338  0,1508 0,6613  37%
320 1,0000 29205 0,810 11,1481  65%
4 20 1,0000  3,8940  0,2413 2,1216  120%
5 20 1,0000 48675  0,3017 3,0951  175%
6 20 1,0000 58410  0,3620 4,0686  230%

Tabela A2 - Valores de ARL’s obtidos para analise de

desempenho do grafico de X: mudanca bidirecional com

(703 00) = (25 3)

Yo O ARL, 4o 09 LCL UCL
2 3 370,3978 1,7859 0,6491 0,9604  2,6736
Mo 01 ARLY IR o1 desvio  d(%)
0,1 0,5 1,0103 0,2000 0,4472  1,5860 -89%
0,5 0,5 1,4415 1,0000 2,2361  0,7860 -44%
1 0,5 1,7037 2,0000 44721 0,2140 12%
1,5 0,5 1,6253 3,0000 6,7082 11,2140 68%
2,0 0,5 1,4991 4,0000 8,9443  2,2140 124%
2,5 0,5 1,3962 5,0000 11,1803 3,2140 180%
3 0,5 1,3195 6,0000 13,4164 4,2140 236%
4 0,5 1,2192 8,0000 17,8885 6,2140  348%
) 0,5 1,1595 10,0000 22,3607 8,2140 460%
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6 05 1,1214 12,0000 26,8328 10,2140 572%
01 1 1,0000 0,000  0,1000 1,6860  -94%
05 1 1,0393 0,5000  0,5000 1,2860  -72%
11 1,9001 1,0000  1,0000 0,7860  -44%
15 1 3,6080 1,5000  1,5000 0,2860  -16%
20 1 3,3384 2,0000  2,0000 0,2140  12%
25 1 2,3381 2,5000  2,5000 0,7140  40%
301 1,7718 3,0000  3,0000 1,2140  68%
4 1 1,3113 4,0000  4,0000 2,2140  124%
5 1 1,1494 50000  5,0000 3,2140  180%
6 1 1,0801 6,0000  6,0000 4,2140  236%
01 1,5 1,0000 0,0003  0,0613 1,6057  -95%
05 1,5 1,0011 04514  0,3065 1,3346  -75%
1 15 1,6341 0,0027  0,6129 0,8832  -49%
15 15 5,7844 1,3541 09194 04318  -24%
20 1,5 8,9677 1,8055  1,2259 0,0195 1%

25 15 3,7276 22569  1,5323 0,4709  26%
3 15 2,0451 2,7082  1,8388 10,9223  52%
4 15 1,2526 36110 24517 18250  102%
5 1,5 1,0814 45137 3,0647 2,7278  153%
6 1,5 1,0302 54165  3,6776 3,6305  203%
0,1 2 1,0000 0,0886  0,0463 1,6073  -95%
0,5 2 1,0000 04431 02316 1,3428  -75%
12 1,5316 0,8862  0,4633 0,8097  -50%
1,5 2 8,8130 1,3203  0,6949 04566  -26%
20 2 27,2270  1,7725  0,9265 0,0135  -1%
20 3 5,2852 1,7745  0,7593  0,0114  -1%
3 2 21181 2,6587  1,3808 0,8727  49%
42 1,1704 3,5449 18530 1,7589  98%
5 2 1,0364 44311 23163 2,6452  148%
6 2 1,0090 53174 2,7795 35314  198%
01 3 1,0000 0,0893  0,0325 1,6967 -95%
05 3 1,0000 04465  0,1623 1,3395  -75%
1 3 1,4718 0,8030  0,3246 0,8930  -50%
15 3 26,1081  1,3395  0,4868 0,4465  -25%
20 3 374,4785  1,7860  0,6491 0,0000 0%

25 3 8,7503 2,2324 08114 04465  25%
3 3 1,9998 2,6789  0,9737 0,8930  50%
4 3 1,0626 35719 1,2982 1,7860  100%
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5 3 1,0052 4,4649  1,6228 2,6789  150%
6 3 1,0005 53579 1,9473 35719  200%
01 5 1,0000 0,0918  0,0210 1,6941  -95%
05 5 1,0000 04591  0,1052 1,3269  -74%
1 5 1,5037 09182  0,2103 0,8678  -49%
15 5 463,7703 13773 0,3155 04087  -23%
20 5 | 2824859000 18363 04206 00504 3%

25 5 19,8332 22954  0,5258 0,5095  29%
3 5 1,6160 2,7545  0,6309 0,9685  54%
4 5 1,0052 36727 0,8412 18867  106%
5 5 1,0000 45908  1,0515 2,8049  157%
6 5 1,0000 55090 1,2619 3,7231  208%
0,1 10 1,0000 0,0051  0,0114 1,6908  -95%
0,5 10 1,0000 0,4757  0,0572 1,3103  -73%
110 1,8316 09514  0,1145 0,8346  -47%
1,5 10 | 4545455,0000 1,4270  0,1717 0,3589  -20%
2,0 10 inf 1,027 022890 0,1167 7%

25 10 | 1946199 23784 02861 05924  33%
310 1,1388 28541  0,3434 1,0681  60%
4 10 1,0000 3,8054 04578 2,0194  113%
5 10 1,0000 47568 0,5723  2,9708  166%
6 10 1,0000 57081  0,6867 3,9221  220%
0,1 20 1,0000 0,0974  0,0060 1,688  -95%
0,5 20 1,0000 0,4868  0,0302 1,2992  -73%
1 20 3,5941 0,9735  0,0603 0,8125  -45%
1,5 20 inf 1,4603  0,0905 0,3257  -18%
2.0 20 inf 1,9470  0,1207 0,1610 9%

25 20 | 7042254000 24338  0,1508 0,6478  36%
320 1,0040 2,9205  0,1810 1,1346  64%
420 1,0000 38040  0,2413 2,1081  118%
5 20 1,0000 48675  0,3017 3,0816  173%
6 20 1,0000 58410  0,3620 4,0551  227%
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Tabela A3 - Valores de ARL’s obtidos para anélise de

desempenho do grafico de X: mudanca bidirecional com

(703 60) = (0,5;1)

N ARL, 1o oo LCL  UCL

0,5 1 370,3978 0,5 0,5 0,0792  1,4400
"o 0 ARLY T o1 desvio  d(%)

0,1 0,5 3,5187 0,2000 0,4472  0,3000 -60%

0,5 0,5 4,2355 1,0000 2,2361  0,5000 100%
1 05| 20199 20000 44721 1,5000  300%
1,5 0,5 1,5284 3,0000 6,7082  2,5000 500%
2,0 0,5 1,3330 4,0000 8,9443  3,5000 700%
25 05 1,2321 5,0000 11,1803 4,5000 900%
3 0,5 1,1719 6,0000 13,4164 5,5000 1100%
4 0,5 1,1060 8,0000 17,8885 7,5000  1500%
5) 0,5 1,0721 10,0000 22,3607 9,5000  1900%
6 0,5 1,3330 12,0000 26,8328 11,5000 2300%
0,1 1 2,7538 0,1000 0,1000  0,4000 -80%

05 1 370,6477  0,5000  0,5000 0,0000 0%

1 1 6,4039 1,0000 1,0000 0,5000 100%
1,5 1 2,1009 1,5000 1,5000  1,0000 200%
2.0 1 14146 2,0000  2,0000 1,5000  300%
25 1 1197448,0000 2,5000 2,5000  2,0000 400%
3 1 1,1061 3,0000 3,0000  2,5000 500%
4 1 1,0377 4,0000 4,0000 3,5000 700%
5} 1 1,0161 5,0000 5,0000  4,5000 900%
6 1 1,4146 6,0000 6,0000 5,5000 1100%
0,1 1,5 2,6942 0,0903 0,0613  0,4097 -82%

0,5 1,5 | 27487,6300 0,4514 0,3065  0,0486 -10%

1 1,5 27,4055 0,9027 0,6129  0,4027 81%

1,5 1,5 2,5710 1,3541 0,9194 0,8541 171%
20 15 1,3648 1,8055 1,2259  1,3055 261%
2,5 1,5 1,1196 2,2569 1,6323  1,7569 351%
3 1,5 1,0454 2,7082 1,8388  2,2082 442%
4 1,5 1,0087 3,6110 2,4517  3,1110 622%
) 1,5 1,0022 45137 3,0647  4,0137 803%
6 1,5 1,3648 5,4165 3,6776  4,9165 983%
0,1 2 2,9428 0,0886 0,0463 0,4114 -82%

0,5 2 1724138,0000 0,4431 0,2316  0,0569 -11%
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1 2 142,7165  0,8862 04633 0,3862  77%
15 2 2,8785 1,3203  0,6949 0,8293  166%
2,0 2 1,2773 1,7725  0,9265 12725  254%
25 2 1,0616 22156  1,1581 11,7156  343%
32 1,0161 2,6587  1,3898 2,1587  432%
4 2 1,0015 3,5449  1,8530 13,0449  609%
5 2 1,0002 44311 23163 3,9311  786%
6 2 1,2773 53174 27795 48174  963%
01 3 4,0480 0,0893  0,0325 04107 -82%
05 3 Inf 04465 0,1623 0,0535  -11%
1 3 9090,9090  0,8930  0,3246 0,3930  79%
15 3 3,1121 1,3395  0,4868 0,8395  168%
2,0 3 1,1307 1,7860  0,6491 12860  257%
2,5 3 1,0124 22324 08114 1,7324  346%
3 3 1,0014 2,6789 09737 2,1789  436%
4 3 1,0000 35719 1,2982 30719  614%
5 3 1,0000 44649  1,6228 3,9649  793%
6 3 1,1307 53579 19473 48579  972%
01 5 10,7739  0,0918  0,0210 0,4082  -82%
05 5 Inf 04591  0,1052 0,0409  -8%
1 5 Inf 00182  0,2103 04182  84%
15 5 2,9529 1,3773  0,3155 08773  175%
2,0 5 1,0203 1,8363 04206 13363  267%
25 5 1,0002 2,2054  0,5258 1,7954  359%
3 5 1,0000 2,7545  0,6309 2,2545  451%
4 5 1,0000 36727 08412 31727  635%
5 5 1,0000 45908  1,0515 4,0908  818%
6 5 1,0203 55090  1,2619 50090 1002%
0,1 10 | 386,5870  0,0951 0,0114 04049 -81%
0,5 10 Inf 04757  0,0572 0,0243  -5%
110 Tnf 00514  0,1145 04514  90%
15 10 2,2055 1,4270  0,1717 0,9270  185%
2,0 10 1,0001 1,027 02289 14027  281%
2,5 10 1,0000 2,3784 02861 18784  376%
310 1,0000 2,8541 03434 2,3541  471%
410 1,0000 3,8054 04578 3,3054  661%
5 10 1,0000 47568  0,5723  4,2568  851%
6 10 1,0001 57081  0,6867 5,2081  1042%
0,1 20 |3333333,0000 0,0974 0,0060 0,4026 -81%
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0,5

1,5
2,0
2,5

(=2 B

20
20
20
20
20
20
20
20
20

Inf
Inf
1,3931
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,4868
0,9735
1,4603
1,9470
2,4338
2,9205
3,8940
4,8675
5,8410

0,0302
0,0603
0,0905
0,1207
0,1508
0,1810
0,2413
0,3017
0,3620

0,0132
0,4735
0,9603
1,4470
1,9338
2,4205
3,3940
4,3675
5,3410

-3%

95%
192%
289%
387%
484%
679%
874%
1068%
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Tabela A4 - Valores de ARL’s obtidos para andlise de

desempenho do grafico de X: mudanca bidirecional com

(70;50) = (356)

Y  do ARLy Lo 0o LCL UCL
3 6 370,3978 2,7831  0,50393 2,0127 3,4486
M 01 ARLY f1 o1 desvio  d(%)
0,1 0,5 1,0004 0,2000 04472 2,5832 -93%
0,5 0,5 1,0933 1,0000 2,2361 11,7832 -64%
1 0,5 1,2372 2,0000 4,4721 0,7832 -28%
1,5 0,5 1,2878 3,0000  6,7082 0,2168 8%
2,0 0,5 1,4834 4,0000 88,9443 11,2168  44%
2,5 0,5 1,2598 5,0000 11,1803 2,2168 80%
3 0,5 1,2314 6,0000 13,4164 3,2168 116%
4 0,5 1,1805 8,0000 17,8885 5,2168 187%
) 0,5 1,1425 10,0000 22,3607 7,2168 259%
6 0,5 1,1144 12,0000 26,8328 9,2168 331%
0,1 1 1,0000 0,1000  0,1000 2,6832 -96%
0,0 1 1,0000 0,5000  0,5000 2,2832 -82%
1 1 1,0287 1,0000  1,0000 1,7832 -64%
1,5 1 1,2353 1,5000  1,5000 11,2832 -46%
20 1 2,0386 2,0000  2,0000 0,7832 -28%
25 1 1,7900 25000 2,5000 0,2832 -10%
3 1 1,7610 3,0000 3,0000 0,2168 8%
41 14721 40000 40000 12168 44%
) 1 1,2672 5,0000  5,0000 2,2168 80%
6 1 1,1572 6,0000  6,0000 3,2168 116%
0,1 1,5 1,0000 0,0903 0,0613 2,6929 -97%
0,0 1,5 1,0000 0,4514  0,3065 2,3318 -84%
1 1,5 1,0005 0,9027 0,6129 11,8804 -68%
1,5 1,5 1,0705 1,3541  0,9194 11,4290 -51%
20 1,5 2,4519 1,8055  1,2259 09777 -35%
2,5 1,5 2,2632 22569  1,5323 0,5263 -19%
3 1,5 2,5957 2,7082 1,8388 0,0749 -3%
4 1,5 1,7159 3,6110 24517 0,8278  30%
5 1,5 1,2687 45137  3,0647 1,7306 62%
6 15| 11114 54165 3,6776 26333  95%
0,1 2 1,0000 0,0886  0,0463 2,6945 -97%
0,0 2 1,0000 0,4431 0,2316 2,3400 -84%
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12 1,0000 0,8862  0,4633 1,8069 -68%
1,5 2 1,0203 1,3203  0,6949 14538 -52%
2,0 2 2,6858 1,7725  0,9265 1,0107 -36%
25 2 92,6483 22156 1,1581 0,5676 -20%
32 3,056 2,6587 1,3898 0,1245 -4%
4 2 1,8174 3,5449 18530 0,7617 27%
5 2 1,2043 44311 23163 1,6480 59%
6 2 1,0602 53174 27795 25342  91%
0,1 3 1,0000 0,0893 0,0325 2,6939 -97%
05 3 1,0000 0,4465 0,1623 2,3367 -84%
1 3 1,0000 0,8030  0,3246 1,8002 -68%
15 3 1,0012 1,3395  0,4868 14437 -52%
20 3 2,8152 1,7860  0,6491 0,9972 -36%
25 3 3,6183 22324 08114 05507 -20%
3 3 9,8014 2,6789  0,9737 10,1042 -4%
4 3 1,7205 35719 1,2982 0,7888  28%
5 3 1,0861 4,4649  1,6228 1,6817  60%
6 3 1,0121 53579  1,9473 25747  93%
01 5 1,0000 0,018 0,0210 2,6913 -97%
05 5 1,0000 04591  0,1052 23241 -84%
1 5 1,0000 0,0182 0,2103 1,8650 -67%
15 5 1,0000 1,3773  0,3155 14059 -51%
20 5 2,5352 1,8363  0,4206 0,9468 -34%
25 5 8,5380 2,2054  0,5258 0,4877 -18%
3 5 96,2336 2,7545  0,6309 0,0287 -1%
4 5 1,3740 36727  0,8412 0,8805  32%
5 5 1,0094 45908  1,0515 1,8077  65%
6 5 1,0002 55090 12619 27259  98%
0,1 10 1,0000 0,0051 0,0114 2,6880 -97%
0,5 10 1,0000 04757  0,0572 2,3075 -83%
110 1,0000 0,0514 0,1145 18318 -66%
1,5 10 1,0000 1,4270  0,1717 1,3561 -49%
2.0 10 1,7684 1,9027  0,2289 0,8805 -32%
25 10 | 208,7857  2,3784 02861 0,4048 -15%
3 10 | 396825,4000 2,8541 0,3434 0,0709 3%
410 1,0506 38054 04578 1,0222 37%
5 10 1,0000 47568 0,5723 1,9736  71%
6 10 1,0000 57081  0,6867 2,9249 105%
0,1 20 1,0000 0,074  0,0060 2,6858 -97%
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0,5

1,5
2,0
2,5

S Ot

20
20
20
20
20
20
20
20
20

1,0000
1,0000
1,0000
1,9470
1063830,0000
inf
1,0003
1,0000
1,0000

0,4868
0,9735
1,4603
1,9470
2,4338
2,9205
3,8940
4,8675
5,8410

0,0302
0,0603
0,0905
0,1207
0,1508
0,1810
0,2413
0,3017
0,3620

2,2064
1,8097
1,3229
0,8361
0,3494
0,1374
1,1109
2,0844
3,0579

-83%
-65%
-48%
-30%
-13%
5%
40%
75%
110%
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Tabela A5 - Valores de ARL’s obtidos para andlise de

desempenho do grafico de X: mudanca bidirecional com

(70; 50) = (50; 25)

Y 0o ARLy Lo 0o LCL UCL
50 25 | 370,3978 48,9219 2,4413 45,0233 51,6512
v 01 ARLlY T o] desvio d(%)
0,1 0,5] 1,0000 0,2000 04472 48,7219 -1751%
0,5 0,5 ] 1,0000 1,0000 2,2361 47,9219 -1722%
1 0,5 | 1,0000 2,0000 44721 46,9219 -1686%
1,5 0,5] 1,0000 3,0000 6,7082 45,9219 -1650%
2,0 0,5 ] 1,0001 4,0000 8,9443 44,9219 -1614%
25 0,51 1,0003 5,0000 11,1803 43,9219 -1578%
3 0,5 | 1,0008 6,0000 13,4164 42,9219 -1542%
4 0,5 | 1,0024 8,0000 17,8885 40,9219 -1470%
5 05| 1,0050 10,0000 22,3607 389219 -1398%
6 0,5 ] 1,0084 12,0000 26,8328 36,9219 -1327%
0,1 1 1,0000 0,1000  0,1000 48,8219 -1754%
0,0 1 1,0000 0,5000 0,5000 48,4219 -1740%
1 1 1,0000 1,0000  1,0000 47,9219 -1722%
15 1 1,0000 1,5000  1,5000 47,4219 -1704%
20 1 1,0000 2,0000 2,0000 46,9219 -1686%
25 1 1,0000 2,5000 2,5000 46,4219 -1668%
3 1 1,0000 3,0000  3,0000 45,9219 -1650%
4 1 | 1,0000 40000 40000 44,9219 -1614%
5} 1 1,0000 5,0000 5,0000 43,9219 -1578%
6 1 1,0000 6,0000 6,0000 42,9219 -1542%
0,1 1,5 ] 1,0000 0,0903 0,0613 48,8316 -1755%
0,5 1,5] 1,0000 0,4514  0,3065 48,4705 -1742%
1 15| 1,0000 09027 06129 480192 -1725%
1,5 1,5 | 1,0000 1,3541  0,9194 47,5678 -1709%
20 1,5] 1,0000 1,8055  1,2259 47,1164 -1693%
2,5 1,5 1,0000 2,2569  1,5323 46,6650 -1677%
3 15| 1,0000 27082 18388 46,2137 -1660%
4 1,5 | 1,0000 3,6110 24517 45,3109 -1628%
) 1,5 | 1,0000 45137  3,0647 44,4082 -1596%
6 15| 1,0000 54165 36776 43,5054 -1563%
0,1 2 1,0000 0,0886  0,0463 48,8333 -1755%
0,5 2 1,0000 0,4431 0,2316 48,4788 -1742%
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1 2 | 1,0000 08862 04633 48,0357 -1726%
1,5 2 | 1,0000 1,3293 0,6949 47,5926 -1710%
2,0 2 | 1,0000 1,7725 0,9265 47,1495 -1694%
25 2 | 1,0000 22156 1,1581 46,7063 -1678%
3 2 | 1,0000 2,6587 1,3808 46,2632 -1662%
4 2 | 1,0000 355449 18530 453770 -1630%
5 2 | 1,0000 44311 23163 44,4908 -1599%
6 2 | 10000 53174 27795 43,6045 -1567%
0,1 3 | 1,0000 00893 0,0325 4838326 -1755%
0,5 3 | 1,0000 04465 0,1623 484754 -1742%
1 3 | 1,0000 0,8930 0,3246 48,0289 -1726%
1,5 3 | 1,0000 1,3395 04868 47,5824 -1710%
2,0 3 | 1,0000 1,7860 0,6401 47,1360 -1694%
25 3 | 1,0000 22324 08114 46,6895 -1678%
3 3 | 1,0000 26789 0,9737 46,2430 -1662%
4 3 | 1,0000 35719 1,2982 453500 -1629%
5 3 | 1,0000 44649 1,6228 44,4570 -1597%
6 3 | 1,0000 53579 1,9473 43,5640 -1565%
01 5 | 1,0000 00918 0,0210 48,8301 -1754%
0,5 5 | 1,0000 04591 0,1052 48,4628 -1741%
1 5 | 1,0000 09182 02103 48,0037 -1725%
15 5 | 1,0000 13773 03155 47,5447 -1708%
2,0 5 | 1,0000 1,8363 0,4206 47,0856 -1692%
25 5 | 1,0000 22954 0,5258 46,6265 -1675%
3 5 | 10000 2,7545 0,6309 46,1674 -1659%
4 5 | 1,0000 3,6727 0,8412 452492 -1626%
5 5 | 1,0000 45908 1,0515 44,3311 -1593%
6 5 | 10000 55090 1,2619 434129 -1560%
0,1 10 | 1,0000 0,0951 0,0114 48,8268 -1754%
0,5 10 | 1,0000 04757 0,0572 48,4462 -1741%
1 10 | 1,0000 09514 0,1145 47,9706 -1724%
1,5 10 | 1,0000 14270 0,1717 47,4949 -1707%
2,0 10 | 1,0000 1,9027 0,2289 47,0192 -1689%
2,5 10 | 1,0000 2,3784 0,2861 46,5435 -1672%
3 10 | 1,0000 2,8541 0,3434 46,0679 -1655%
4 10 | 1,0000 3,8054 0,4578 45,1165 -1621%
5 10 | 1,0000 4,7568 0,5723 44,1652 -1587%
6 10 | 1,0000 57081 0,6867 43,2138 -1553%
0,1 20 | 1,0000 00974 0,0060 48,8246 -1754%
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0,5

1,5
2,0
2,5

(=2 B

20
20
20
20
20
20
20
20
20

1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000
1,0000

0,4868
0,9735
1,4603
1,9470
2,4338
2,9205
3,8940
4,8675
5,8410

0,0302
0,0603
0,0905
0,1207
0,1508
0,1810
0,2413
0,3017
0,3620

48,4352
47,9484
47,4617
46,9749
46,4881
46,0014
45,0279
44,0544
43,0809

-1740%
-1723%
-1705%
-1688%
-1670%
-1653%
-1618%
-1583%
-1548%
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Apeéendice B

Distribuicao estacionaria - regra “2 -
de - 2”7 de Klein

A matriz de transicao P considerada no Cap. 3 é uma matriz de uma Cadeia de Markov

Ergdtica com cinco estados de transicao & = {C, Uy, Us, Ly, Lo}, pois:

(I) todos os estados se comunicam (matriz irredutivel);

(I) M.D.C.={s: P, >0} =1 onde o M.D.C. é o maior divisor comum de todos os

n's para os quais Pg, > 0 (matriz aperiddica), k= 1,...,5;
(III) a Cadeia de Markov é finita.

Portando, por (I), (II) e (III), temos que a matriz de transicao P ¢é irredutivel,
aperiddica e, entao existe lim P® = Il. Em outras palavras, tem-se que P* converge para

S5—00
uma matriz II na qual todas as suas linhas sao iguais ao vetor linha

™= [7T077TU177TU277TL177TL2]
tal que
5
T = TCy...,T5 =TL, € E me =1,
k=1

com todos os valores 7 estritamente positivos.

Cada elemento 7, K = 1,2,...5, é interpretado como sendo a probabilidade do
tempo em que o processo permanece no estado (i) - Probabilidade de Estados-Estdveis da
CM ou Probabilidade de FEstados Estaciondrios ou Distribuicao Estaciondria. Entao, cada
elemento de IT estd associado com um tnico estado de P. Mais detalhes sobre essa teoria
pode ser visto em Ross (2014) e em Rodrigues (2009).

Resumindo, temos que sendo P uma matriz de transicao de uma CM irredutivel,

finita e aperiddica, entao existe IT (distribuicao estacionaria) tal que:

II=1I-P, (B.1)

isto é, no limite, essa equagao é verdadeira. Logo, I é tinico e é obtido a partir da resolucao

do sistema de equacoes lineares com a restricao de que E e = 1.
k
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Como todas as linhas de II sao iguais a 7, a equacao m = 7 - P, também ¢ valida e

pode ser escrita como

(P -T1) =0, (B.2)

em que I é a matriz identidade e 0 é o vetor linha de zeros'. Portanto, o vetor tinico IT
pode ser obtido a partir da resolucao do sistema linear expresso em Il = IT x P. Dali,

podemos ter entao:

(P~ DIIT = O
p—1 pv 0 pr O] [m] 0]
-1 pv pr O T2
pvo 0 =1 pp|-|7ms| =
pvo —1 pr O T4
pv ) pr —1 5

o O O O O

kv

( (p— )7y + pyma + prms =0

pry — Mo + pyms + prmg =0
= { pmi+pymy — T4+ prms =0
pm1 + pymy — 73 +prmy =0

(| 1+ puTe + prma — 75 =0
Devido aos limites de controle simétricos que sao adotados para obter um processo
calibrado em 370.4 (isto é, p, = py = «/2), tem-se p=1— (pv +pr) =p—1=pu + pr-

Assim sendo, os elementos de 7 sao dados por:

_7T1_ _ o -
T2 Ty, I-Ii)-;U
T= | = |Tv2| = 1ilI§U
Ty Ty 1_1;?
[ 75 K2y 1-7—?%

Vale ressaltar que a convergéncia para a distribuicao estacionaria IT pode ser obtido
analiticamente a partir de uma técnica de escalonamento ou mesmo computacionalmente,

considerando a simplicidade de implementacao desse procedimento.

!Teorema: Se P ¢ uma matriz regular, adicionado ao fato de A e a serem tais que P = A, n — oo,
onde A é uma matriz de probabilidade de ordem r tal que cada coluna é formada pelo mesmo vetor de
probabilidade a = (ay, az, . ..,a,)T. Entdo o vetor a é o tinico vetor de probabilidades tal que Pa = a.
Nota: Resolver Pa = a é equivalente a resolver o sistema linear (P —I)a = 0 _ I: matriz identidade ; O:
vetor de zeros.
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