
Aspectos da Função Beta da Teoria de Yang-Mills

Supersimétrica

Helvécio Geovani Fargnoli Filho

Orientadora: Profa. Maria Carolina Nemes

Coorientador: Prof. Marcos Donizeti Rodrigues Sampaio
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Agradecimentos
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mensurar o que cada um fez por mim e quantos o fizeram.

Mais uma vez, e sempre, agradeço a Deus pelas graças recebidas em todos os

momentos da minha vida.

Agradeço muito a minha famı́lia, em especial a minha mãe Vera e aos meus irmãos
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Resumo

Desde os trabalhos pioneiros existe uma controvérsia sobre a origem das correções

radiativas para a função beta da teoria de Yang-Mills supersimétrica. Em teorias su-

persimétricas as anomalias da corrente quiral e do traço do tensor energia-momento

estão relacionadas. Enquanto a primeira obedece ao teorema de Adler-Bardeen e é

exata em um laço, a segunda é proporcional à função beta e cálculos expĺıcitos de β

encontram contribuições de ordens mais altas. A este conflito dá-se o nome de pro-

blema da anomalia. Neste trabalho calculamos a função beta da teoria de Yang-Mills

supersimétrica N = 1 pura através da Regularização Impĺıcita até dois laços. Apesar

da parte divergente ultravioleta em dois laços ser nula encontramos um coeficiente

da função beta de segunda ordem diferente de zero através da equação do grupo de

renormalização. Esclarecemos o papel de divergências infravermelhas separando-as

consistentemente das ultravioletas. De acordo com nossos cálculos, divergências in-

fravermelhas fora da concha não têm nenhum papel na obtenção da função beta -

como esperado. Entretanto, divergências infravermelhas na concha são importantes.



Abstract

Since the pioneering works there exists a controversy about the origin of the radiative

contribuituions to the supersymmetric Yang-Mills beta function. In supersymmetric

theories the chiral anomaly and the trace anomaly are related. While the former is

exact in one loop order due to the Adler-Bardeen theorem the latter is proportional

to the beta function and explicit calculations of β find higher order contributions.

This conflict is known as anomaly puzzle. In this work we calculate the pure N = 1

supersymmetric Yang-Mills beta function up to two loops using Implicit Regulariza-

tion. Despite the two-loop ultraviolet divergent piece being null we find a nonzero

second order beta function coefficient through the renormalization group equation.

We shed light on the infrared divergences role consistently separating them from the

ultraviolet ones. According with our calculation, off-shell infrared divergences have

no role obtaining the beta function - as one could expect. However on-shell infrared

divergences are important.
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Caṕıtulo 1

Introdução

“Se alguém se lisongeia de saber al-

guma coisa, este ainda não conheceu de

que modo se deve saber.”

1Cor 8,2

O Modelo Padrão (MP) das part́ıculas elementares é uma teoria que foi constrúıda

para explicar toda a fenomenologia das interações eletromagnética, forte e fraca [1].

Apesar da extraordinária concordância entre os cálculos teóricos e as medições expe-

rimentais, surgiram alguns problemas com o MP. Por exemplo, o problema de ajuste

fino e pequenos desvios experimentais em relação a previsão teórica (principalmente,

nos chamados observáveis precisos eletrofracos) [2], [3].

Assim, com o intuito de tentar resolver estes problemas e de tentar englobar a

interação gravitacional no modelo, novas teorias foram propostas. Dentre elas, a

supersimetria [4]. Em poucas palavras, a supersimetria é baseada em uma trans-

formação que relaciona os graus de liberdade bosônico e fermiônico. Um dos modelos

supersimétricos mais estudado é o Modelo Padrão Supersimétrico Mı́nimo (MPSM)

[5].

Até o momento as teorias alternativas ao MP não tiveram comprovação experi-

mental expressiva. Porém, esta situação pode estar prestes a mudar. No final de 2009

entrou em funcionamento o Grande Colisor de Hádrons - LHC, na sigla inglesa. Este

acelerador de part́ıculas conseguirá atingir a escala de energia de TeV [2]. Com isso,

os experimentos serão capazes de refutar ou validar teorias que vão além do Modelo

1
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Padrão. Espera-se, por exemplo, medir a massa do bóson de Higgs mais leve e medir

com mais precisão a massa do bóson W [2].

A fim de comparar com as medidas experimentais os cálculos teóricos perturbati-

vos no MPSM têm que ser feitos, tipicamente, até dois laços. Para efetuar tais cálculos

é necessário implementar algum esquema de regularização. O esquema mais usado

em teorias quânticas de campos é, sem dúvida, a Regularização Dimensional (RD) [6]

por ela preservar a simetria de calibre [6]. Porém, ela não preserva a supersimetria -

pois, há um desbalanceamento entre os graus de liberdade bosônico e fermiônico - e,

por isso, usa-se, predominantemente, uma extensão da RD: a Redução Dimensional

(RED) [7]. Ainda assim, é sabido que há inconsistências no uso de regularizações

dimensionais em teorias supersimétricas [8]. Apesar do progresso no uso da RED em

supersimetria [9], [10] ainda não é consenso geral que ela é efetivamente consistente

em ordens arbitrárias da expansão em laços.

Este foi um dos motivos que influenciou a construção de novos esquemas de regula-

rização. Um destes é a Regularização Impĺıcita (RI) que surgiu no final da década de

90 [11] como um esquema de regularização alternativo aos existentes com o objetivo

de ser implementada em problemas nos quais os outros falham.

A ideia básica da RI é supor que existe alguma regularização para permitir a

manipulação do integrando. Entretanto, nenhum regulador expĺıcito é introduzido.

As divergências são isoladas como integrais básicas nos momentos internos e não são

calculadas. Assim, por exemplo, nenhuma modificação do espaço-tempo é necessária.

Para mais detalhes sobre a implementação do método veja o apêndice A.

Para mostrar sua validade e/ou utilidade a RI precisou ser desenvolvida e passar

por vários testes. Ela também foi aplicada em problemas para esclarecer cálculos

amb́ıguos feitos através de outras regularizações. A generalização da RI para uma

ordem arbitrária de laços foi feita em [12] para teorias escalares e em [13] para teorias

de calibre abelianas. E, finalmente, em [14] todas estas generalizações foram sistema-

tizadas e verificou-se que o método da Regularização Impĺıcita está de acordo com a

fórmula recursiva de Bogoliubov mostrando, assim, que a RI respeita unitariedade,

localidade e invariância de Lorentz.

Além da importância para os cálculos fenomenológicos os esquemas de regula-

rização são também relevantes do ponto de vista teórico. Às vezes, diferentes regu-
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larizações resultam em conclusões totalmente opostas1 e uma análise mais detalhada

deve ser feita uma vez que a f́ısica por trás do cálculo não pode, obviamente, depender

da regularização.

Um problema, por alguns relacionado a regularizações, é o chamado problema da

anomalia. Em teorias supersimétricas a corrente quiral e o tensor energia-momento

são membros de um mesmo supermultipleto, a supercorrente [16], que em ńıvel clássico

conserva-se. Efeitos quânticos quebram a simetria conservada e esta anomalia é pro-

porcional à função beta. Isto implica que a anomalia da primeira componente da

supercorrente, a corrente quiral, também é proporcional à função beta. Cálculos não

perturbativos [17] e perturbativos [19] encontram correções radiativas de ordens mais

altas para a função beta. Por outro lado, o teorema de Adler-Bardeen [18] afirma

que a corrente quiral recebe contribuições apenas de um laço. Esta contradição é

o chamado problema da anomalia - para mais detalhes veja o caṕıtulo 3. Muitos

trabalhos se propuseram a resolvê-lo [19]-[33]. O objetivo desta tese é contribuir para

um melhor entendimento do problema.

Esta tese divide-se da seguinte maneira: no caṕıtulo 2 apresentamos uma revisão

da supersimetria N = 1 no superespaço apenas para definir a notação e as equações

mais relevantes para o trabalho. No caṕıtulo 3 discutimos o problema da anomalia.

É feita uma rápida revisão do problema na literatura e, em seguida, calculamos a

função beta da teoria de Yang-Mills supersimétrica pura N = 1 até dois laços através

da Regularização Impĺıcita. Por fim, no caṕıtulo 4 expomos as conclusões do trabalho

e nos apêndices mostramos alguns aspectos da RI tanto para divergências ultravioletas

quanto para as infravermelhas.

1Para um interessante exemplo veja [15] e referências nele encontradas. Alguns autores encontram

uma contribuição da interação gravitacional para a liberdade assintótica de teorias de calibre. Já

outros afirmam que este resultado não é f́ısico.



Caṕıtulo 2

Teoria de Yang-Mills

Supersimétrica N = 1 no

Superespaço

“Eu quase que nada não sei. Mas des-

confio de muita coisa.”

Guimarães Rosa

Neste caṕıtulo apresentaremos uma sucinta formulação da teoria de Yang-Mills

supersimétrica pura (sem matéria) N = 1 [34] no superespaço. Maiores detalhes

podem ser encontrados na literatura (por exemplo, [36], [37], [38]). A notação usada

é semelhante à encontrada em [38] - uma exceção é a definição da métrica: utilizaremos

a métrica majoritariamente negativa gab = Diag[1,−1,−1,−1].

2.1 Superespaço

Uma das vantagens de trabalhar no formalismo do superespaço [39] é que a supersi-

metria é intrinsicamente manifestada. O superespaço é uma variedade de 8 dimensões:

4 coordenadas do espaço-tempo de Minkowski xa e 4 coordenadas grassmannianas θα

4
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e θ̄α̇ que satisfazem as relações de comutação e anticomutação:

[xa, xb] = 0 (2.1)

[xa, θα] =
[

xa, θ̄α̇
]

= 0 (2.2)

{θα, θβ} =
{

θα, θ̄β̇
}

=
{

θ̄α̇, θ̄β̇
}

= 0, (2.3)

onde a = 0, 1, 2, 3 e θα e θ̄α̇ são espinores de Weyl (α = 1, 2; α̇ = 1̇, 2̇). Por definição,

ψ̄α̇ ≡ (ψα)
†.

Índices espinoriais são levantados e abaixados através das matrizes

ǫαβ = ǫα̇β̇ =

(

0 −1

1 0

)

ǫαβ = ǫα̇β̇ =

(

0 1

−1 0

)

.

Assim, temos, por exemplo, ψα = ǫαβψβ.

Seguindo a notação de [38] definiremos o quadrado de um espinor de Weyl como:

ψ2 =
1

2
ψαψα

ψ̄2 =
1

2
ψ̄α̇ψ̄α̇.

A derivada fermiônica é definida por:

∂αθ
β ≡ ∂

∂θα
θβ = δ β

α (2.4)

∂̄α̇θ̄
β̇ ≡ ∂

∂θ̄α̇
θ̄β̇ = δ β̇

α̇ (2.5)

sendo δ β
α e δ β̇

α̇ deltas de Kronecker. Enquanto que a integral de Berezin para uma

variável de Grassmann é:
∫

dθθ = 1 (2.6)

e

∫

dθ = 0. (2.7)
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Para duas variáveis de Grassmann temos
∫

dθ1dθ2 = 0, (2.8)
∫

dθ1dθ2θ1 = 0, (2.9)
∫

dθ1dθ2θ2 = 0 (2.10)

e

∫

dθ1dθ2θ2θ1 = 1. (2.11)

(2.12)

Em algumas ocasiões utilizaremos as abreviações:
∫

d8z ≡
∫

d4xd4θ ≡
∫

d4xd2θd2θ̄. (2.13)

As derivadas definidas acima não são invariantes sob as transformações de super-

simetria:

x′a = xa − i
(

ǫασa
αα̇θ̄

α̇ + ǭα̇σa
αα̇θ

α
)

(2.14)

θ′α = θα + ǫα (2.15)

θ̄′α̇ = θ̄α̇ + ǭα̇ (2.16)

onde ǫα é o parâmetro (global) da transformação. Devemos então definir derivadas

covariantes do superespaço:

Dα = ∂α +
i

2
σa
αβ̇
θ̄β̇∂a (2.17)

D̄α̇ = ∂̄α̇ +
i

2
σa
βα̇θ

β∂a (2.18)

ou, no espaço dos momentos:

Dα = ∂α +
1

2
σa
αβ̇
θ̄β̇pa (2.19)

D̄α̇ = ∂̄α̇ +
1

2
σa
βα̇θ

βpa (2.20)

onde σa = (1, σi), sendo σi as matrizes de Pauli.
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Pode-se mostrar que estas derivadas satisfazem as relações:

{

Dα, D̄α̇

}

= σa
αα̇pa (2.21)

{Dα, Dβ} =
{

D̄α̇, D̄β̇

}

= 0 (2.22)
[

Dα, D̄2
]

= pa (σ
a)αα̇ D̄α̇ (2.23)

D2D̄2D2 = −p2D2 (2.24)

D̄2D2D̄2 = −p2D̄2. (2.25)

A função delta no espaço das variáveis de Grassmann é dada por:
∫

d4θ1δ
4 (θ1 − θ2) f

(

θ1, θ̄1
)

= f
(

θ2, θ̄2
)

.

Uma posśıvel representação desta função é δ4(θ) = θ2θ̄2. Algumas propriedades

da função delta δ12 ≡ δ4 (θ1 − θ2) sob uma integral de momento são muito úteis ao

usar as regras de Feynman supersimétricas da seção 2.4, a saber:

D2
1D̄1

2
δ12 = 1 (2.26)

δ12D
2D̄2δ12 = δ12D̄

2D2δ12 = δ12
1

2
DαD̄2Dαδ12 = δ12 (2.27)

δ12Oδ12 = 0 (2.28)

sendo O um operador que contém no máximo 3 fatores dentre as derivadas Dα e/ou

D̄α̇.

2.1.1 Supercampos

Supercampo é uma função Φ das coordenadas do superespaço Φ = Φ(xa, θα, θ̄α̇).

Como as variáveis θ anticomutam estas funções possuem uma expansão em série de

potências finita em θ:

Φ(x, θ, θ̄) = f(x) + θφ(x) + θ̄χ̄+ θθm(x) + θ̄θ̄n(x) + (θσaθ̄)Va(x)

+θθθ̄λ̄(x) + θ̄θ̄θψ(x) + θθθ̄θ̄d(x). (2.29)

Cada função do lado direito de (2.29) é um campo componente. O supercampo é uma

forma compacta de escrever um multipleto de campos.

Supercampos vetoriais são funções que satisfazem a condição de hermiticidade:

V (x, θ, θ̄) = V̄ (x, θ, θ̄). (2.30)
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Por sua vez, campos Φ que satisfazem

D̄α̇Φ = 0 (2.31)

ou DαΦ̄ = 0 (2.32)

são chamados quirais ou antiquirais, respectivamente.

2.2 Teoria de Yang-Mills Supersimétrica N = 1

A versão supersimétrica da teoria de Yang-Mills [34] pura N = 1 possui a seguinte

ação:

SSYM =
1

2g2
Tr

∫

d4xd2θ W αWα, (2.33)

sendo g a constante de acoplamento de calibre e com a intensidade de campo super-

simétrica não abeliana dada por

Wα = iD̄2
(

e−gVDαe
gV
)

(2.34)

em que V ≡ V iTi é um supercampo vetorial. Os geradores Ti do grupo de calibre

satisfazem

[Ti, Tj ] = ifijkTk (2.35)

fijkfljk = C2(G)δil. (2.36)

onde fijk são as constantes de estrutura do grupo. Para uso posterior definimos

CA = C2(G).

A transformação local de calibre não abeliana é definida por:

(

egV
)′
= eigΛ̄egV e−igΛ (2.37)

com Λ ≡ ΛiTi, D̄α̇Λ(x, θ, θ̄) = 0 e DαΛ̄(x, θ, θ̄) = 0.

De (2.37) e de sua definição conclui-se que o supercampo Wα transforma-se como:

W ′
α = eigΛWαe

−igΛ (2.38)

e, portanto, a ação (2.33) é invariante de calibre - ou seja, sob (2.37).

A transformação (2.37) induz uma transformação de V , com Λ infinitesimal,

δV = V ′ − V = iLgV/2

[

−
(

Λ̄ + Λ
)

+ coth LgV/2

(

Λ̄− Λ
)]

(2.39)
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onde LYX é a derivada de Lie de X: LYX ≡ [Y,X] e coth LY deve ser entendido

como a expansão formal em série de potências: xcoth(x) = 1 + x2

3
− x4

45
+ · · · .

As derivadas covariantes de calibre na representação quiral - com respeito a trans-

formação Λ - são dadas por:

∇α = e−gVDαe
gV (2.40)

∇α̇ = D̄α̇ (2.41)

e na representação antiquiral - com respeito a transformação Λ̄ - por:

∇̄α = Dα (2.42)

∇̄α̇ = egV D̄α̇e
−gV . (2.43)

O funcional gerador da teoria é:

Z[J ] =

∫

DV ei(SSY M (V )+SF (J,V )) (2.44)

sendo SF (J, V ) = Tr
∫

d8z JV o termo de fonte e J um supercampo vetorial.

Assim como outras teorias de campo devemos fixar o calibre, e ao fazê-lo restaurar

a unitariedade, introduzindo campos fantasmas - no nosso caso, supercampos fantas-

mas: c, c′ (supercampos quirais) e c̄, c̄′ (supercampos antiquirais) [38]. Seguindo um

processo análogo ao usual [40] encontramos o funcional gerador

Z[J ] =

∫

DVDcDc′Dc̄Dc̄′ ei(SSY M+SF+SFC+SFP ) (2.45)

com os termos fixador de calibre e dos fantasmas de Fadeev-Popov

SFC = − 1

α
Tr

∫

d8z D2V D̄2V (2.46)

SFP = Tr

∫

d8z (c̄′ + c′)LgV/2

[

c̄+ c+ coth LgV/2 (c− c̄)
]

(2.47)

onde α é o parâmetro de calibre.

2.3 Método do Campo de Fundo em Supersimetria

Quando fixamos o calibre de uma teoria a invariância de calibre do lagrangeano

clássico é quebrada [38]. O método do campo de fundo [41],[42] é um formalismo
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no qual a invariância de calibre do lagrangeano original é explicitamente mantida

apesar da adição dos termos fixador de calibre e de fantasmas. E isto simplifica

consideravelmente os cálculos.

Inicialmente introduzido para teorias de campos usuais1 o método do campo de

fundo foi estendido posteriormente para teorias supersimétricas [44]. A ideia do

método é dividir o supercampo de calibre VT em um campo quântico V e campos de

fundo2 Ω e Ω̄ de forma que o calibre de V é fixado e a invariância de calibre de Ω e

Ω̄ é mantida explicitamente. Assim, a ação efetiva no método do campo de fundo -

que é equivalente à usual [38] - é manifestamente invariante de calibre.

Na teoria de Yang-Mills supersimétrica esta divisão é dada por:

egVT = egΩegV egΩ̄. (2.48)

Sob simetrias de fundo estes campos transformam-se como:

egV
′

= eigKegV e−igK ; egΩ
′

= eigΛ̄0egΩe−igK ; e−igΩ̄′

= eigKe−gΩ̄e−igΛ0 (2.49)

com K = K̄ e D̄α̇Λ0 = DαΛ̄0 = 0 e sob simetrias quânticas como:

egV
′

= eigΛ̄egV e−igΛ; egΩ
′

= egΩ; egΩ̄
′

= egΩ̄ (2.50)

com ∇αΛ̄ = ∇̄α̇Λ = 0 e as derivadas covariantes de fundo definidas por:

∇α = e−gΩDαe
gΩ (2.51)

∇̄α̇ = egΩ̄D̄α̇e
−gΩ̄. (2.52)

No método do campo de fundo as derivadas definidas em (2.40) e (2.41) - agora

na chamada representação quiral de fundo - dividem-se como:

∇α = e−gVTDαe
gVT = e−gΩ̄e−gV

∇αe
gV egΩ̄ (2.53)

∇̄α̇ = D̄α̇ = e−gΩ̄
∇̄α̇e

gΩ̄. (2.54)

Para quantizar a teoria de Yang-Mills supersimétrica com campo de fundo é ne-

cessário introduzir também os fantasmas de Nielsen-Kallosh η e η̄ [45], [46], [38].

1Para uma boa revisão veja [43].
2Supercampos e derivadas de fundo serão escritos em negrito.
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Finalmente, a ação completa da teoria de Yang-Mills supersimétrica no método do

campo de fundo é:

S = SSYM + SFC + SFP + SNK (2.55)

SSYM = − 1

2g2
Tr

∫

d8z
(

e−gV
∇

αegV
)

∇̄
2 (
e−gV

∇αe
gV
)

(2.56)

SFC = − 1

α
Tr

∫

d8z
(

∇
2V
)

(

∇̄
2
V
)

(2.57)

SFP = Tr

∫

d8z (c̄′ + c′)LgV/2

[

(c̄+ c) + cothLgV/2 (c− c̄)
]

(2.58)

SNK =
1

α
Tr

∫

d8z η̄η (2.59)

sendo c, c′ e η covariantes de fundo quirais, ou seja, ∇̄α̇c = 0 etc. Os fantasmas de

Nielsen-Kallosh não acoplam com o campo quântico e, portanto, contribuem apenas

em um laço devido à interação com o campo de fundo [47].

2.4 Regras de Feynman Supersimétricas

Uma das vantagens de trabalhar no formalismo do superespaço é que pode-se usar

regras de Feynman supersimétricas. A dedução destas regras é similar à dedução das

regras de Feynman de outras teorias de campos e pode ser encontrada nos livros textos

(veja [36], por exemplo). Nesta seção apenas listamos as regras de Feynman super-

simétricas geradas pela ação (2.55) que são importantes para o cálculo do presente

trabalho:

(I) propagadores (V é um supercampo vetorial de calibre e Φ um supercampo

quiral de massa m):

〈V (1)V (2)〉 = i

p2
δ12 (2.60)

〈

Φ̄(1)Φ(2)
〉

=
i

p2 −m2
δ12 (2.61)

(II) os vértices são lidos diretamente do lagrangeano de interação. Para isto

devemos expandir as exponenciais de (2.55) e expressar as derivadas covariantes em

termos das derivadas Dα e D̄α̇. Diferente de teorias de campos usuais, há um fator

de D̄2 (D2) para cada linha quiral (antiquiral) que compõe o vértice. Se o vértice
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for puramente quiral omitimos um dos fatores D̄2 ou D2. E para linhas quirais ou

antiquirais externas não escrevemos esses fatores.

(III) além de integrar no espaço dos momentos internos
∫

d4k(2π)−4 para cada

laço, integramos em d4θ em cada vértice. Há também o fator global de conservação

de momento (2π)4δ (
∑

pexterno).

(IV) para cada linha externa com momento pi saindo multiplica-se a expressão do

diagrama por
∫

d4pi(2π)
−4Ψ(pi) onde Ψ(pi) é o campo representado por essa linha.

(V) multiplica-se o diagrama pelo seu fator de simetria.

Após usar as regras de Feynman supersimétricas basta aplicar as identidades

(2.21)-(2.28) e efetuar o cálculo das integrais nos momentos internos - devidamente

regularizadas - para encontrar a ação efetiva perturbativamente.

2.5 Exemplo do Uso das Regras de Feynman Su-

persimétricas

Nesta seção apresentamos o cálculo de um diagrama de Feynman usando as regras

apresentadas na seção anterior. Por simplicidade e praticidade - uma vez que o

diagrama calculado nesta seção será útil para o próximo caṕıtulo - calcularemos a

correção de um laço da autoenergia de um campo vetorial V que se acopla com

supercampos quiral Φ e antiquiral Φ̄ como:

if ijk
(

Φ̄iV jΦk
)

sendo i, j, k ı́ndices do grupo de calibre.

O diagrama de um laço está representado na figura 2.1. Este cálculo pode ser

encontrado em vários livros textos (por exemplo, [36], [38]).

Aplicando as regras da seção anterior e a equação (2.36):

A = −1

2
CAδ

ij

∫

d4p

(2π)4
d4k

(2π)4
d4θ1d

4θ2V
i(−p, θ1)

[

D̄2
1D

2
2

δ12
k2

] [

D2
1D̄

2
2

δ12
(p+ k)2

]

V j(p, θ2).

(2.62)

Usando as propriedades D2
2δ12 = D2

1δ12 e D̄2
2δ12 = D̄2

1δ12 e definindo

I(p2) ≡
∫

d4k

(2π)4
1

k2(k + p)2
(2.63)
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k

p + k

p p

1 2

Figura 2.1: Correção de um laço da autoenergia de um supercampo vetorial devido

à sua interação com supercampos quiral e antiquiral - representados pela linha não

ondulada.

chegamos a

A = −1

2
CA

∫

d4p

(2π)4
I(p2)d4θ1d

4θ2V
i(−p, θ1)

[

D̄2
1D

2
1δ12

] [

D2
1D̄

2
1δ12

]

V i(p, θ2). (2.64)

Sob integrais em θ as derivadas Dα e D̄α̇ podem ser integradas por partes - to-

mando o cuidado de incluir um sinal negativo ao “passar”a derivada por um número

ı́mpar de operadores fermiônicos. Integrando o primeiro D̄2
1 por partes temos:

A = −1

2
CA

∫

d4p

(2π)4
I(p2)d4θ1d

4θ2
[

D̄2
1V1
(

D2
1δ12

) (

D2
1D̄

2
1δ12

)

+D̄α̇
1V1

(

D2
1δ12

)

D̄α̇

(

D2
1D̄

2
1δ12

)

+ V1
(

D2
1δ12

)

D̄2
1

(

D2
1D̄

2
1δ12

)]

V2.

com as abreviações V1 ≡ V i(−p, θ1) e V2 ≡ V i(p, θ2).

Integrando agoraD2
1 por partes e usando as relações (2.21)-(2.25), (2.28), (D)n = 0

e (D̄)n = 0 para n ≥ 3, n ∈ N:

A = −1

2
CA

∫

d4p

(2π)4
I(p2)d4θ1d

4θ2
[

D2
1D̄

2
1V1δ12D

2
1D̄

2
1δ12V2 + V1δ12D

2
1D̄

2
1D

2
1D̄

2
1δ12V2

−Dα
1 D̄

α̇
1V1δ12D1αD̄1α̇D

2
1D̄

2
1δ12V2

]

.

Finalmente, através de (2.21), (2.25) e (2.27) e integrando em θ2 encontramos:

A = −1

2
CA

∫

d4p

(2π)4
I(p2)d4θV i(−p, θ)

[

D̄2D2 + D̄α̇Dα (σa)αα̇ ka − k2
]

V i(p, θ).

(2.65)

Acima integramos por partes mais uma vez para escrever V i(−p, θ) à esquerda.

De (2.23) podemos mostrar que:

D̄2D2 +
1

2
D̄α̇Dα (σa)αα̇ ka =

1

2
DαD̄2Dα. (2.66)
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Usando esta identidade podemos simplicar a expressão (2.65):

A = −1

4
CA

∫

d4p

(2π)4
I(p2)d4θV i(−p, θ)

[

DαD̄2Dα − 2k2
]

V i(p, θ). (2.67)

Este é o resultado final. O segundo termo entre colchetes de (2.67) é uma di-

vergência quadrática e é cancelado por um diagrama do tipo “tadpole”[38]. A ação

da teoria de Yang-Mills dada por

SYM =
1

2g2
Tr

∫

d4pd2θW αWα

=
1

2g2
Tr

∫

d4pd4θ
[

V DαD̄2DαV + termos de ordens mais altas
]

permite-nos, então, escrever (2.67) como

A = −1

4
CA

∫

d4p

(2π)4
d2θW α(−p, θ)Wα(p, θ)I(p

2). (2.68)



Caṕıtulo 3

Função Beta da Teoria de

Yang-Mills Supersimétrica N = 1

“Subiu a construção como se fosse máquina

Ergueu no patamar quatro paredes sólidas

Tijolo com tijolo num desenho mágico

Seus olhos embotados de cimento e lágrima”

Chico Buarque

No ińıcio dos estudos de teorias supersimétricas descobriu-se que a corrente quiral

U(1)R está no mesmo supermultipleto que o traço do tensor energia-momento T µ
µ

[16]. Assim, as anomalias quiral e do traço devem estar relacionadas. Pelo teorema

de Adler-Bardeen [18]1 a anomalia quiral recebe contribuições radiativas apenas de 1

laço. Portanto, pela observação anterior a anomalia do traço também deveria exaurir-

se em 1 laço.

A anomalia do traço é geralmente proporcional à função beta

T µ
µ = − β

4g4
FµνF

µν (3.1)

onde β é a função beta do acoplamento de calibre g e Fµν o tensor intensidade de

campo. Logo, a função β deveria receber contribuições somente de 1 laço. Entretanto,

cálculos expĺıcitos da função β encontram correções radiativas de ordens mais altas

1Estendido para teorias de Yang-Mills supersimétricas em [48].

15
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[19]. De fato, usando cálculo de ı́nstantons derivou-se uma expressão exata para

funções β de teorias supersimétricas [17]

β(g)NSV Z = − 1

16π2

3t2(A)−
∑

i t2(i) (1− γi)

1− t2(A)g2/8π2
(3.2)

em que t2(A) e t2(i) são ı́ndices de Dynkin das representações adjunta e dos super-

campos Φi (de dimensão anômala γi), respectivamente. Esta função ficou conhecida

como beta de NSVZ.

Este é o chamado problema da anomalia. Vários trabalhos dedicaram-se a escla-

recer e resolver o problema [19] - [33] (e referências neles encontradas). Na próxima

seção apresentaremos alguns argumentos destes artigos relacionados ao problema da

anomalia em teorias de Yang-Mills supersimétricas N = 1.

3.1 Estado da Arte

Além de divergências infravermelhas na concha [49] teorias de Yang-Mills super-

simétricas no formalismo de supercampos sofrem com a presença adicional de di-

vergências infravermelhas fora da concha. Apesar de se esperar que tais divergências

- as fora da concha - não terem implicações f́ısicas [50] elas devem ser separadas das

ultravioletas antes da renormalização e este processo pode ser trabalhoso, como é o

caso em regularizações dimensionais. Assim, em [19] os autores introduziram um fixa-

dor de calibre não local para remover as divergências infravermelhas fora da concha.

Usando Redução Dimensional (RED) [7] e o método do campo de fundo calculou-se

o coeficiente de 2 laços da função β da teoria de Yang-Mills supersimétrica N = 1

(SYM) pura (sem matéria).

Já em [20] os autores introduziram a operação de subtração R∗ [51] para remo-

ver as mesmas divergências infravermelhas. Eles encontraram o mesmo resultado de

[19], mas argumentaram que a estrutura divergente encontrada é espećıfica da regu-

larização do superespaço por Redução Dimensional. E, então, conjecturaram que em

regularizações que permanecem em 4 dimensões nenhuma divergência ocorreria além

de 1 laço.2

Finalmente em [21] os mesmos autores abordaram o problema da anomalia - mais

uma vez através da RED. Eles argumentam que no superespaço as exigências de que

2Na próxima seção verificaremos explicitamente esta conjectura em 2 laços.
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apenas uma supercorrente contenha um tensor energia-momento que se conserva e

uma corrente quiral que satisfaça o teorema de Adler-Bardeen não são compat́ıveis. E,

assim, propõem duas supercorrentes: cada uma satisfazendo uma das duas exigências

e, portanto, o conflito entre a função β e o teorema de Adler-Bardeen estaria resolvido.

Logo em seguida, foi apresentada uma nova solução para o problema [22]. Os

autores distinguiram entre uma constante de acoplamento wilsoniana e uma constante

de acoplamento f́ısica. A primeira aparece na ação efetiva de Wilson e é renormalizada

apenas em 1 laço enquanto que a segunda aparece na ação efetiva irredut́ıvel de uma

part́ıcula 1PI (ou gerador de vértices 1PI) e recebe contribuições de ordens mais altas.

A diferença entre estas duas ações deve-se a efeitos infravermelhos. A partir de uma

relação entre as duas constantes de acoplamento os autores rederivam a equação (3.2).

Em [23] o cálculo da função β da SYM pura até 2 laços foi feito usando uma

generalização supersimétrica [52] da Regularização Anaĺıtica [53] encontrando um

resultado de acordo com a literatura.

Já em [24] o mesmo cálculo foi feito através de uma extensão supersimétrica da

expansão do núcleo de calor (heat kernel).

Em uma abordagem baseada em holomorfia os autores de [25] também obtêm

a equação (3.2). De acordo com [25] há duas escolhas naturais para o lagrangeano

definido em um corte3 M : uma holomorfa na combinação 1
g2
h

= 1
g2

+ iθ
8π2 e outra com

os termos cinéticos de todos os campos normalizados canonicamente - e, neste caso, a

constante de acoplamento é chamada acoplamento canônico gc. Eles mostram que ao

mudar o corte deM paraM ′ a constante de calibre holomorfa gh recebe contribuições

de 1 laço e gc de todas as ordens - dadas por (3.2). Como os resultados foram obtidos

ao mudar o corte de M para M ′ nenhuma referência ao setor infravermelho foi feita

e, portanto, conclui-se que efeitos infravermelhos não são importantes contrariando o

observado em [22].4 As contribuições de ordens mais altas surgem em [25] como uma

anomalia de reescalonamento ao se passar da constante holomorfa para a canônica.

Na opinião dos autores, a solução proposta em [21] poderia ser uma resposta ao

problema da anomalia, porém a distinção das duas supercorrentes é muito técnica e

seus significados f́ısicos não são totalmente claros.

Em [26] e [27] a autora estende a constante de acoplamento de calibre da SYM

3O corte M é definido regularizando a teoria N = 1 usando teorias N = 4 e N = 2 finitas.
4Esta conclusão foi criticada em [31]. Veja mais adiante.



18

para um supercampo externo real. A equação (3.2) é novamente deduzida [26] e o

coeficiente de 2 laços da função β é explicitamente calculado [27]. Neste contexto de

constante de acoplamento local surge uma quebra anômala da supersimetria que gera

o coeficiente da função β de 2 laços em termos do coeficiente de 1 laço da função β

e do coeficiente da anomalia. Na análise da autora efeitos infravermelhos não têm

nenhum papel - sendo que o essencial é a extensão para o acoplamento local. Ainda

segundo ela, o estudo feito independe da noção de acoplamento wilsoniano e a reescala

feita em [25] é dependente de esquemas.

Utilizando a Regularização Diferencial (RDif) [54] foi calculado em [28] o coefici-

ente de β de 2 laços. Este esquema não modifica a dimensão do espaço-tempo e possui

uma escala em cada laço (por exemplo,M em 1 laço,M ′ em dois etc). De acordo com

[28] tal coeficiente surge de uma escala ultravioleta que sobrevive em 2 laços apenas

quando efeitos infravermelhos (na concha) são inclúıdos. Apesar de não existerem

divergências em Regularização Diferencial, os autores associam o cancelamento da

escala de 2 laços (M ′) com a conjectura comentada acima [20].

Através da regularização por Derivadas Covariantes Superiores (DCS) [55] (gene-

ralizada para supersimetria em [56] e [57]) calculou-se também o coeficiente de 2 laços

da função β da SYM N = 1 (com matéria, porém sem massa)5 em [29]. As integrais

necessárias para encontrar a função β são integrais de derivadas totais. E este fato

poderia explicar a origem da função βNSV Z que relaciona a função beta de n laços

com a beta e as dimensões anômalas de laços anteriores.

Em uma tentativa de esclarecer alguns pontos do problema da anomalia o artigo

[31] faz uma distinção entre duas correntes R′
µ e Rµ. Apenas a anomalia da segunda

satisfaz o teorema de Adler-Bardeen enquanto que a anomalia da primeira é propor-

cional a função β. Os autores mostram que apesar de haver uma inconsistência no

cálculo de [21], o resultado obtido em [21] para as duas supercorrentes está correto.

Eles também argumentam que como a escolha de escala M em [25] é arbitrária o

resultado de [25] depende de modos infravermelhos, assim como [22].

Ao nos depararmos com uma expressão exata para uma função β como a equação

5Em [30] utilizando a DCS calculou-se o coeficiente β2 de 2 laços da função β da eletrodinâmica

supersimétrica N = 1 encontrando β2 = 0. Logo, em DCS não haveria o problema da anomalia

(pelo menos em 2 laços). Já em RED β2 6= 0 devido a inconsistências do esquema [8]. Assim, conclui

o autor, se a β é calculada por uma regularização matematicamente consistente que não quebra a

supersimetria não existe o problema da anomalia: a função β exaure-se em 1 laço.
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(3.2) logo surge a pergunta: se acima de 2 laços a função β depende do esquema de

regularização e renormalização em qual esquema esta expressão é válida? O trabalho

[32] investiga este aspecto de (3.2) e encontra classes de esquemas cada um dos quais

possuindo uma função β exata. Segundo os autores, o esquema que possui a βNSV Z

apesar de simples não tem nenhum apelo f́ısico.6 Eles discutem também a importância

de realizar cálculos regularizando o infravermelho, pois, divergências infravermelhas

podem, por exemplo, estragar argumentos baseados em holomorfia.

Recentemente, em [33] investigou-se qual função beta aparece na anomalia do

traço (3.1). A validade de (3.1) depende da validade do prinćıpio da ação quântica

(PAQ) [59], [60] e a construção deste, por sua vez, depende da regularização e renor-

malização usada7. Usando a regularização8 N = 4 o autor encontra dois esquemas

de renormalização: em um a função beta exaure em 1 laço e no outro ela é dada por

βNSV Z . No primeiro esquema pode-se usar diretamente o prinćıpio da ação quântica

e a anomalia do traço é proporcional a função beta de 1 laço. No segundo ao aplicar o

PAQ deve-se levar em consideração a contribuição do regulador e, assim, encontra-se a

mesma equação da anomalia do traço. Portanto, conclui o autor, a anomalia do traço

é exata em 1 laço e é, então, consistente com o teorema de Adler-Bardeen, ou seja,

não há o problema da anomalia. Este resultado poderia estar em conflito com o con-

ceito de duas supercorrentes introduzido em [21]. Porém, o autor alega que enquanto

a possibilidade dessas duas supercorrentes serem proporcionais não for descartada a

existência de duas supercorrentes distintas não pode ser confirmada. Ele também ar-

gumenta que as duas anomalias de dilatação obtidas em [25] na verdade são a mesma

(exata em 1 laço) e diferem devido, apenas, à ambiguidade da definição do tensor

energia-momento. Ele obtém βNSV Z sem considerações dos infinitos infravermelhos.

A figura 3.1 resume o que foi exposto nesta seção.

6Entretanto, pode-se relacionar o esquema de subtração mı́nima da regularização dimensional

DR com o esquema de NSVZ ordem a ordem [58].
7Por exemplo, mostrou-se que o prinćıpio da ação quântica é válido no DR [60]. No entanto, este

esquema não preserva supersimetria.
8A mesma usada em [25] e [32].
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Figura 3.1: Representação diagramática que resume a seção 3.1. As setas apontando para a fórmula da função beta indicam

que estes artigos derivaram esta equação. O termo b2 significa que os artigos relacionados calcularam o coeficiente de dois

laços de βSYM .
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3.2 A Função β em Regularização Impĺıcita

Nesta seção apresentamos o cálculo da função β da teoria de Yang-Mills super-

simétrica pura N = 1 em Regularização Impĺıcita [11] até dois laços. Para simplificar

os cálculos usaremos o calibre de Feynman ξ = 0, onde ξ = 1
α
− 1. Entretanto, como

o parâmetro de calibre também é renormalizado e γξ ≡ ∂ξ

∂lnλ
= a1g

2 + O (g4) [28]

devemos fazer o cálculo de 1 laço em um calibre arbitrário e só em 2 laços faremos

ξ = 0.

As contribuições de um laço não nulas9 são mostradas na figura 3.2. O diagrama

da esquerda representa a contribuição dos campos fantasmas. Lembrando que su-

percampos fantasmas são quirais e antiquirais o cálculo deste diagrama é similar ao

cálculo da seção 2.5. Como são 3 campos fantasmas (c, c′ e η) e a contribuição deles

é igual multiplicaremos o resultado do diagrama por 3. Usando o resultado (2.68) e

efetuando um cálculo parecido com o da seção 2.5 para o segundo diagrama temos:

FA =
3

4
CAi

∫

d4p d2θ Wα(−p, θ)Wα(p, θ)I(p
2) (3.3)

FB = i
ξ

4
CA

∫

d4p d2θ Wα(−p, θ)Wα(p, θ)p
2U(p2) (3.4)

usando as definições (A.2) - sem massa - e (A.6). Como explicado no Apêndice A,

o superescrito Λ indica que a integral está regularizada no limite ultravioleta e/ou

infravermelho e, de agora em diante, adotaremos a notação
∫

k
≡
∫ Λ d4k

(2π)4
.

FA F B

Figura 3.2: Diagramas de um laço da função de dois pontos. Linhas pontilhadas

correspondem a supercampos fantasmas e linhas onduladas escuras correspondem a

supercampos de fundo.

Por contagem de potências vemos que a primeira integral em k diverge apenas no

limite ultravioleta enquanto que a segunda diverge apenas no infravermelho. Para

9Há um diagrama que contém um laço do campo de calibre. Porém, a expressão deste diagrama

contém menos de 4 derivadas covariantes e pela propriedade (2.28) ela é igual a zero [47].
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adiar o contato com esquemas de regularização infravermelha deixaremos as integrais

divergentes no infravermelho na sua forma original. Já a integral I(p2) foi calculada

no apêndice A - equação (A.5).

Para uso posterior definiremos

I(p2) = Ilog(λ
2)− b ln

(

−p
2

λ2

)

+ 2b (3.5)

≡ Ilog(λ
2) + Ifin

(

p2, λ2
)

. (3.6)

As contribuições de dois laços10, mostradas na figura 3.3, podem ser escritas, após

o uso das regras de Feynman supersimétricas da seção 2.4 e dos passos da seção 2.5

(omitindo um fator comum
−3g2C2

A

2
), como

F1 =

∫

d4p d4θ W
.
α
(−p, θ)Wα(p, θ)σa

αα̇

∫

k,q

(p− k)a
k4(p− k)2q2(k − q)2

F2 =
1

2

∫

d4θ d4p Γa(−p, θ)Γb(p, θ)

[

papb

∫

k,q

1

q4(p+ q)2
1

k2(k + q)2

+4

∫

k,q

(p+ q)bqa
q4(p+ q)2

1

k2(q + k)2

]

F3 =
1

2

∫

d4θ d4p Γa(−p, θ)Γb(p, θ)

[
∫

k,q

(p+ q)a(p+ k)b
q2k2(p+ q)2(p+ k)2(k − q)2

−
∫

k,q

(p+ q)a(p+ k)b
(p+ q + k)2(p+ k)2q2k2(p+ q)2

]

F4 = −gab
2

∫

d4θ d4p Γa(−p, θ)Γb(p, θ)

∫

k,q

1

(q + k)4q2k2
.

Como comentado no ińıcio desta seção estamos usando o calibre de Feynman

ξ = 0. F1, F2 e F4 são divergentes ultravioleta e infravermelho por contagem de

potência e F3 é apenas divergente ultravioleta. Além disso, F1, F2 e F4 possuem

subdivergências ultravioletas que precisam ser subtráıdas.

Comecemos o cálculo por F1:

F1 =

∫

d4p d4θ W
.
α
(−p, θ)Wα(p, θ)σa

α
.
α

∫

k

(p− k)a
k4(p− k)2

I(k2).

A subdivergência ultravioleta é removida minimamente subtraindo Ilog(λ
2) de I(k2).

Definiremos F ′
1 fazendo a substituição I(k2) → Ifin (p2, λ2) na expressão acima. As-

10As contribuições de dois laços dos fantasmas anulam-se [19], [61].
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3F

4F

F
1 2F,

Figura 3.3: Diagramas de dois laços da função de dois pontos. Linhas onduladas

escuras indicam supercampos de fundo e linhas onduladas claras correspondem a

supercampos vetoriais de calibre.

sim, após o uso da identidade de Bianchi [61] ∇αWα = −∇

.
α
W .

α, F1 torna-se

F ′
1 =

∫

d4p d2θ Wα(−p, θ)Wα(p, θ)p
2

[

−
∫

k

Ifin (k2, λ2)

k4(p− k)2
+

b

p2
Ifin

(

p2, λ2
)

]

.

F2 pode ser escrito da seguinte forma:

F2 =
1

2

∫

d4θ d4p Γa(−p, θ)Γb(p, θ)

[

papb

∫

q

I(q2)

q4(p+ q)2
+ 4pb

∫

q

qaI(q
2)

q4(p+ q)2

+4

∫

q

qaqb
q4(p+ q)2

I(q2)

]

e, novamente, F ′
2 é obtido de F2 substituindo I(q2) por Ifin (q2, λ2).

Consideremos agora F3 que não possui subdivergência. Fazendo algumas mani-

pulações algébricas encontramos:

F ′
3 ≡ F3 =

1

2

∫

d4θ d4p Γa(−p, θ)Γb(p, θ)
[

−papb
2
J(p) + 2Iab

]

onde

Iab =

∫

k

∫

q

kaqb

k2q2 (k − p)2 (k − q)2 (q − p)2

e a integral finita J(p) é dada por [62]

J(p) =

∫

k

∫

q

1

k2q2 (k − p)2 (k − q)2 (q − p)2
= − 6ζ(3)

(4π)4p2
.

sendo ζ(x) a função zeta de Riemann.
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Após fazer a mudança de variáveis q → q′ = k + q na expressão de F4 podemos

separá-la em uma parte ultravioleta e outra infravermelha multiplicando e dividindo

por (p+ q)2. Assim:

F4 = −gab
2

∫

d4θ d4p Γa(−p, θ)Γb(p, θ)

[

p2
∫

q

I(q2)

q4(p+ q)2
+

∫

q

I(q2)

q2(p+ q)2

+2pc

∫

q

qcI(q2)

q4(p+ q)2

]

.

F ′
4 é obtido, como antes, trocando I(q2) por Ifin (q2, λ2).

No apêndice B listamos o resultado das integrais necessárias para o cálculo dos

Fi’s.

A soma parcial (usando os resultados do apêndice B)

F ′
2 + F ′

3 + F ′
4 =

1

2

∫

d4θ d4p Γa(−p, θ)Γb(p, θ)
(

papb − p2gab
)

{
∫

q

Ifin (q2, λ2)

q4(p+ q)2

+
b2ζ(3)

p2
− 2b

p2

(

−b ln
(

−p
2

λ2

)

+
8

3
b− bπ2

36

)}

(3.7)

é transversa, como deveria ser por causa da invariância de calibre que é expĺıcita no

método de campo de fundo - isso mostra que nosso cálculo é consistente. Logo, ela

pode ser escrita em termos da ação clássica:

F ′
2 + F ′

3 + F ′
4 =

3

4

∫

d2θ d4p Wα(−p, θ)Wα(p, θ)p
2

{
∫

q

Ifin (q2, λ2)

q4(p+ q)2
+
b2ζ(3)

p2

−2b

p2

(

−b ln
(

−p
2

λ2

)

+
8

3
b− bπ2

36

)}

. (3.8)

Agora podemos somar todas as contribuições para a função de dois pontos a dois

laços

4
∑

i=1

F ′
i =

∫

d2θ d4p Wα(−p, θ)Wα(p, θ)

(

−3g2C2
A

2

)[

−1

4
p2
∫

k

Ifin (k2, λ2)

k4(p− k)2

+
b2

2
ln

(

−p
2

λ2

)

+
3

4
b2ζ(3)− 2b2 +

b2π2

24

]

. (3.9)

É importante notar que as divergências ultravioletas em dois laços se cancelaram

na soma F ′
1 + F ′

2 + F ′
3 + F ′

4 como conjecturado em [20]. Porém, isto não significa

que o coeficiente de dois laços da função beta é zero. Para calculá-lo podemos usar a

equação do grupo de renormalização. A função de Green de dois pontos renormalizada
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(no ultravioleta), dada pelas contribuições de ńıvel árvore, de um laço (3.3), (3.4) e

de dois laços (3.9), é

G(2)
ren(p

2) =
1

2g2
+
CA

4
i

[

−3b ln

(

−p
2

λ2

)

+ 6b+ ξp2U(p2)

]

−3g2C2
A

8

[

−2bp2U(p2) + bp2U (2)(p2) + 2b2 ln

(

−p
2

λ2

)

− 8b2 + 3b2ζ(3) +
b2π2

6

]

(3.10)

onde o primeiro termo do lado direito é a contribuição de ńıvel árvore e U (2)(p2) é

dado por

U (2)(p2) ≡
∫

k

1

k4(k − p)2
ln

(

−k
2

λ2

)

. (3.11)

Note que U (2)(p2) é divergente infravermelho fora da concha e contem ambas escalas

infravermelha fora da concha λ̃ (implicitamente) e ultravioleta λ (explicitamente) -

veja apêndice A. Por construção elas são independentes. Deixaremos as divergências

infravermelhas fora da concha representadas por U(p2) e U (2)(p2) em suas formas

integrais para mostrar que elas não contribuem de forma alguma para os coeficientes

da função beta.

A função G
(2)
ren(p2) obedece a equação do grupo de renormalização:

(

λ
∂

∂λ
+ β(g)

∂

∂g
+ γξ

∂

∂ξ

)

G(2)
ren(p

2)

∣

∣

∣

∣

ξ=0

= 0 (3.12)

com β = λ ∂g
∂λ
. Usando a expressão γξ = − 3CA

(4π)2
g2+O(g4) [28] e (3.10) podemos resolver

a equação acima para β(g). Escrevendo β(g) = b1g
3 + b2g

5 +O(g7) encontramos:

b1 = −3

4

CA

(4π)2
, (3.13)

b2 = −3C2
A

8

[

bp2λ2
∂

∂λ2
U (2)(p2)− 2b2 + bp2U(p2)

]

. (3.14)

Note que o segundo termo do lado direito da equação (3.14) vem do termo proporcio-

nal a ln(−p2/λ2) da última linha de (3.10). Os termos U (2)(p2) e U(p2) são divergentes

infravermelhos fora da concha. Porém, λ2 ∂
∂λ2U

(2)(p2) = −U(p2) independentemente

do esquema de regularização infravermelha e, portanto

b2 = −3

4

C2
A

(4π)4
. (3.15)
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O valor encontrado concorda com valores da literatura (por exemplo, [19], [28])

e com a expansão em g da equação (3.2) para a teoria de Yang-Mills supersimétrica

pura11:

βSYM = − 3CA

16π2

g3

1− CAg2/8π2
. (3.16)

É importante notar que o cancelamento ocorrido em (3.14) não depende da regula-

rização infravermelha12 e, já que apenas U (2)(p2) e U(p2) são divergentes infraverme-

lhos (fora da concha) os dois primeiros coeficientes da função beta são independentes

destes infinitos infravermelhos.

No entanto, o termo do meio da equação (3.14), proporcional a b2, é proveniente de

um termo não local divergente infravermelho na concha proporcional a ln(−p2/λ2) que
multiplica os campos W(p, θ) e é integrado sobre todo o espaço de p. Assim, modos

infravermelhos na concha contribuem para o coeficiente de dois laços da função beta.

Isto pode acontecer em outras teorias supersimétricas [36].

11As normalizações usadas em [38] resultam em uma constante de acoplamento g diferente da

usual gSYM sendo g =
√
2gSYM a relação entre ambas.

12De fato, em [63] foram exibidas duas regularizações infravermelhas: uma usando a massa como

um regulador infravermelho e outra baseada no que foi exposto no apêndice A. Em ambos casos

vimos, explicitamente, que tal cancelamento ocorreu.



Caṕıtulo 4

Conclusões

“Is this to end or just begin?”

Led Zeppelin

Calculamos a função beta da teoria de Yang-Mills supersimétrica pura N = 1

até dois laços usando a Regularização Impĺıcita. Como fica claro na equação (3.14),

divergências infravermelhas fora da concha cancelam-se automaticamente indepen-

dente do esquema de regularização infravermelha (fora da concha) e, portanto, não

há contribuições oriundas delas. Porém, modos infravermelhos na concha contribuem

para o coeficiente de dois laços.

Como vimos, o cálculo da função beta da SYM até dois laços foi feito utilizando

a parte finita da função de dois pontos. Vimos também que não há divergências

ultravioletas em dois laços - o que está de acordo com a conjectura encontrada em

[20]. Portanto, deve ser necessária alguma modificação no método do cálculo da

função beta através de constantes de renormalização. Esta modificação pode estar

relacionada com a presença de anomalias (como em [26]).

Portanto, uma posśıvel extensão do trabalho apresentado seria o cálculo da função

beta através de constantes de renormalização, pois, até onde sabemos, a Regularização

Impĺıcita é o único método de regularização em 4 dimensões que obteve explicitamente

ambas partes divergente e finita em dois laços da função de dois pontos na teoria de

Yang-Mills supersimétrica pura.
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Apêndice A

Regularização Impĺıcita e

Tratamento de Divergências

Ultravioleta e Infravermelha

“Não se demonstra uma cocada, come-

se. Comê-la é defini-la.”

Machado de Assis

Em teoria quântica de campos as divergências ultravioletas (que surgem no limite

em que o momento interno tende para infinito) são uma caracteŕıstica marcante da

maioria dos modelos tratados. Os processos de regularização/renormalização lidam

com estas divergências e a presença delas é importante, por exemplo, para o estudo

de quebra anômala de simetria [50]. Algumas teorias não massivas possuem também

divergências infravermelhas (quando o momento interno tende para zero) que, apesar

de se acreditar serem espúrias [50], necessitam também de uma regularização.

É importante destacarmos que na literatura existem dois tipos de divergências

infravermelhas: as divergências infravermelhas na concha de massa, que ocorrem

quando o momento externo tende para zero, e as divergências infravermelhas fora

da concha de massa, que surgem quando o momento interno tende para zero. Neste

apêndice trabalharemos com as divergências fora da concha e, portanto, a omissão do

termo “fora da concha”não gerará ambiguidade.
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Apresentamos aqui uma breve exposição das prescrições da Regularização Impĺıci-

ta. Maiores detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em [12] - [14], [64] e

referências neles encontradas.

A.1 Regularização de Divergências Ultravioletas

Para implementar a Regularização Impĺıcita (RI) devemos supor que existe alguma

regularização das amplitudes de Feynman que permita, assim, fazer manipulações do

integrando.

Através do uso recursivo da identidade:

1

(pi − k)2 −m2
=

1

(k2 −m2)
− p2i − 2pi · k

(k2 −m2)[(pi − k)2 −m2]
(A.1)

é posśıvel isolar as divergências como integrais divergentes básicas (IDB) nos momen-

tos internos. Aqui, pi são momentos externos, k é um momento interno e m é um

parâmetro de massa. Não é necessário calcular as IDBs e, com isto, nenhum regulador

precisa ser implementado explicitamente - uma das vantagens da RI. Outra vantagem

é que a dimensão do espaço-tempo não é modificada.

Analisemos a integral logaritmicamente divergente ultravioleta:

I(p2) =

∫

d4k

(2π)4
1

(k2 −m2 + iǫ)((p− k)2 −m2 + iǫ)
, (A.2)

onde p é o momento externo e m um parâmero de massa. No que segue omitiremos

o termo iǫ dos propagadores, mas está assumida a sua presença. Usando (A.1) uma

vez obtemos

I(p2) =

∫ Λ

k

1

(k2 −m2)2
−
∫ Λ

k

p2 − 2p · k
(k2 −m2)2[(p− k)2 −m2]

. (A.3)

De agora em diante o superescrito Λ significa que a integral está regularizada no

limite ultravioleta e/ou no infravermelho e, neste apêndice,
∫

k
≡
∫

d4k
(2π)4

.

O primeiro termo do lado direito da equação acima é independente do momento

externo e pertence à classe das IDBs. Ele é chamado de Ilog(m
2) e o deixamos

(assim como as outras IDBs) nesta forma integral para evitar contato expĺıcito com

regularizações espećıficas. O segundo termo é finito e pode ser calculado da maneira

usual.
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Note que a massa é parte de Ilog. Se a teoria é massiva, ela pode permanecer na

definição de Ilog e ser usada como uma escala do grupo de renormalização. Porém,

se a teoria é não massiva, m tem um papel totalmente diferente. Ela representa um

regulador infravermelho que deve ter o limite m → 0 tomado no final dos cálculos.

Neste caso devemos substituir a massa em Ilog por uma escala arbitrária λ a qual

faz o papel de escala do grupo de renormalização. Com este intuito usamos outra

identidade matemática:

Ilog(m
2) = Ilog(λ

2) + b ln

(

λ2

m2

)

, (A.4)

onde b ≡ i
(4π)2

.

Usando esta relação em (A.3) e tomando o limite m→ 0 obtemos

I(p2) = Ilog(λ
2)− b ln

(

−p
2

λ2

)

+ 2b. (A.5)

A.2 Regularização de Divergências Infravermelhas

A ideia da RI para lidar com divergências infravermelhas é fazer um tratamento

análogo ao feito com divergências ultravioletas na seção anterior, mas no espaço das

posições, como fica claro no exemplo a seguir [64].

Analisemos a integral de Feynman:

U(p2) =

∫

d4k

(2π)4
1

k4(p− k)2
. (A.6)

Por contagem de potência U é (logaritmicamente) divergente no infravermelho e finita

no ultravioleta. Para sermos capazes de utilizar todo o aparato desenvolvido para

tratar integrais divergentes ultravioletas notamos que:

1

(k2 + iǫ)2
= −

∫ Λ

d4u eiku
∫ Λ d4z

(2π)4
1

(z2 − iǫ)((z − u)2 − iǫ)
, (A.7)

onde z e u são variáveis de posição e usamos a seguinte transformada de Fourier:
∫

d4x
eipx

x2
= −i4π

2

p2
. (A.8)

A dependência expĺıtica em iǫ no espaço das configurações também será omitida.

Note a grande semelhança entre a integral em z da equação (A.7) e a equação

(A.2) - com m → 0. Podemos, portanto, escrever o resultado direto desta integral
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(o sinal oposto comparado com (A.5) deve-se às prescrições do iǫ nos espaços de

configuração e de momento):

I(u2) = lim
µ→0

∫ Λ

z

1

(z2 − µ2)((z − u)2 − µ2)
= −(Ĩlog(λ̃

−2)− b ln
(

−u2λ̃2
)

+ 2b). (A.9)

Entretanto, agora Ĩlog(λ̃
−2) é uma IDB infravermelha e (A.4) foi usada para eliminar

µ2 em favor da escala infravermelha λ̃.

Usando este resultado e (A.7) em (A.6) teremos

U = −
∫ Λ

k

1

(p− k)2

∫ Λ

d4u eikuI(u2)

= − i

(4π)2

∫ Λ

k

∫ Λ

d4u

∫ Λ

d4x
ei(p−k)x

x2
eikuI(u2)

=
i

(4π)2

∫ Λ

d4u
e−ipu

u2

(

Ĩlog(λ̃
−2)− b ln

(

−u2λ̃2
)

+ 2b
)

=
1

p2

(

Ĩlog(λ̃
−2) + b ln

(

−p
2

¯̃λ2

)

+ 2b

)

. (A.10)

onde, além de (A.8), usamos outra transformada de Fourier:

∫

d4x
eipx

x2
ln(−x2B2) = i

4π2

p2
ln
(−p2
B̄2

)

(A.11)

com B̄2 ≡ 4
e2γ
B2 sendo γ = 0, 5772... a constante de Euler-Mascheroni.

Enfatizamos que a extração e classificação de todas IDBs infravermelhas seguem

a mesma estratégia: tomar a transformada de Fourier, resolver as integrais no espaço

das configurações e tomar a transformada de Fourier inversa para o espaço dos mo-

mentos [64]. E como enfatizado em [28], introduzir uma escala infravermelha no

espaço de Fourier transformado tem a vantagem de termos uma escala infravermelha

a priori independente da escala ultravioleta.



Apêndice B

Tabela de Integrais

Neste apêndice apresentamos os resultados das integrais necessárias para este tra-

balho calculadas através da Regularização Impĺıcita (detalhes sobre os cálculos podem

ser encontrados nas referências do método dadas como, por exemplo, [13]). Termos

de superf́ıcie foram omitidos, pois para implementar invariância de calibre (e de ro-

tulação de momentos) eles são sistematicamente igualados a zero ([13],[65]):

∫

q

1

q2(q + p)2
ln

(

− q2

λ2

)

= I
(2)
log (λ

2) + b ln

(

−p
2

λ2

)

− b

2
ln2

(

−p
2

λ2

)

,

∫

q

qa

q4(q + p)2
= −bp

a

p2
,

∫

q

qa

q4(q + p)2
ln

(

− q2

λ2

)

= −bp
a

p2
ln

(

−p
2

λ2

)

,

∫

q

qaqb
q4(q + p)2

=
gab
4

[

Ilog(λ
2)− b ln

(

−p
2

λ2

)

+ 2b

]

+
b

2

papb
p2

,

∫

q

qaqb
q4(q + p)2

ln

(

− q2

λ2

)

=
gab
4

[

I
(2)
log (λ

2) +
1

2
Ilog(λ

2)− b

2
ln2

(

−p
2

λ2

)

+
b

2
ln

(

−p
2

λ2

)

+
b

2

]

+
papb
p2

[

b

4
+
b

2
ln

(

−p
2

λ2

)]

,

Iab =

∫

k

∫

q

kaqb

k2q2 (k − p)2 (k − q)2 (q − p)2
=
gab
4

[

bIlog(λ
2)− b2 ln

(

−p
2

λ2

)

−p
2

3
J(p) +

11

3
b2 − b2

π2

9

]

+
papb
p2

[

p2

3
J(p)− 1

6
b2 + b2

π2

36

]

,

onde b ≡ i
(4π)2

, I
(2)
log (λ

2) =
∫

k
1

(k2−λ2)2
ln
(

− k2

λ2

)

e Ilog(λ
2) =

∫

k
1

(k2−λ2)2
.
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