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Resumo

O presente trabalho apresenta a utilizacao de estratégias de integragao numé-
rica alternativas as convencionais a serem aplicadas no contexto do Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG), especificamente em modelos bidimensi-
onais da Mecanica da Fratura. Propoe-se o emprego da subdivisao de elementos e
mapeamento dos pontos de integracao em elementos da malha contendo desconti-
nuidades ou singularidades, representando assim de forma mais realista os campos
de deslocamentos e tensoes. Busca-se validar as estratégias implementadas por meio
da anélise da energia de deformacao e da rigidez calculadas em exemplos variados,
comparando-as com casos onde é empregada a quadratura de Gauss convencional.
As estratégias citadas sao aplicadas também no ambito do Método dos Elementos
Finitos Generalizados Estavel (MEFGE), da metodologia global-local (MEFG#!) e
da Analise Fisicamente Nao-Linear. Obtém-se resultados mais precisos e tempos de
processamento reduzidos devido a diminuicao do nimero de pontos de integragao,
que passam a ser posicionados levando em conta as especificidades do problema. As
implementagoes computacionais foram realizadas como parte da expansao do sistema
INSANE (INteractive Structural ANalysis Environment), um projeto de software li-
vre desenvolvido pelo Departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade
Federal de Minas Gerais.

Palavras-Chave: Método dos Elementos Finitos Generalizados, Integracao Nu-

mérica, Mecanica da Fratura.
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Abstract

The current work presents the employment of alternative numerical integration
strategies over the conventional ones to be applied in the Generalized Finite Ele-
ment Method context, specifically in two-dimensional Fracture Mechanics models.
It is suggested to utilize the subdivision of elements and mapping of the integration
points in mesh elements containing discontinuities or singularities, therefore repre-
senting the displacements and stress fields more precisely. It is aimed to validate
the implemented strategies by analysing the strain energy and stiffness computed in
a range of examples, comparing them to conventional Gauss quadrature situations.
The cited strategies are also applied in cases modelled by the Stable Generalized
Finite Element Method (GFEM), the global-local methodology (GFEM #') and the
Physically Non-Linear Analysis. It is achieved good results and reduced processing
times due to the decrease in the number of integration points, which are allocated
taking into account problems particularities. Computational implementations were
performed as part of the expansion of INSANE (INteractive Structural ANalysis
Environment), an open-source software project developed by the Structural Depart-
ment of the Federal University of Minas Gerais.

Keywords: Generalized Finite Element Method, Numerical Integration, Fracture

Mechanics.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

No estudo do comportamento de estruturas, existem casos em que as variaveis
envolvidas em sua modelagem apresentam uma mudanca rapida em pequenas escalas
do dominio. Nesses casos, a abordagem numeérica apropriada deve incluir a utilizagao
de descontinuidades, singularidades e gradientes elevados. Uma situacao desse tipo
¢ a propagacao de trincas em meios materiais, sendo esse um campo de estudo da
Mecanica dos Sélidos ([Fries e Belytschko, [2010)).

Observa-se que para a solucao de problemas nao suaves, como no caso da mo-
delagem de trincas, o Método dos Elementos Finitos (MEF) convencional nao se
adequa perfeitamente devido a necessidade de oneroso processo de geracao de ma-
lha e perda de precisao na integracao da forma discreta do problema de valor de
contorno pelas quadraturas convencionais. Nesse contexto, Shepard et al.| (1985)) e
Swenson e Ingraffeal (1988) propuseram algoritmos de reconstrugao de malha devido
ao desconhecimento prévio da trajetoria da trinca. Além disso, |[Portela et al.| (1992)
e Portela et al.| (1993) apresentaram uma formulagao dual para lidar com trincas pelo
Método dos Elementos de Contorno (MEC). Nesta, um lado da descontinuidade é
tratado por uma equacao integral — singular — de deslocamentos, enquanto o outro é
associado a uma equacao integral — hiper-singular — das forcas de superficie. Outra
alternativa proposta foi o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG)
(Strouboulis, Babuska, e Copps|, 2000), onde as fungoes de forma tradicionais do

MEF sao tomadas como uma Particdo da Unidade (PU) e associadas a fungoes de



aproximacao local que representam o comportamento assintético de trincas.

Semelhantemente ao MEFG, formulou-se o Método dos Elementos Finitos Es-
tendido (em inglées XFEM e aqui indicado por MEFX), o qual também associa uma
PU as fungoes de enriquecimento (Belytschko e Black, [1999; Moés et al., [1999). Por
esse motivo, o MEFG e o MEFX sao ditos equivalentes (Fries e Belytschko, 2010).
Em ambos os métodos, parte do dominio pode ser enriquecido, simplificando o es-
tudo de comportamentos locais sem ser necessario o refinamento excessivo da malha
e consequente significativo aumento do trabalho computacional.

No ambito do MEFG/MEFX, adotam-se dois tipos de fungoes enriquecedoras
para representacao de trincas: descontinuas e singulares. As fungoes descontinuas
indicam o comportamento das interfaces da trinca, onde ha uma descontinuidade
no campo de deslocamentos. As funcgoes singulares sao adotadas na regiao da ponta
da trinca. Segundo estudos na Mecanica da Fratura Linear Eldstica (MFLE), nessa
posicao as tensoes tendem a infinito, apresentando um elevado gradiente local. As
formulagoes mais utilizadas nesse caso sao a fungao de Heaviside (Moés et al. |1999)
e as fungoes singulares baseadas nas fungoes de tensao de Westergaard (Park et al.|
2009), representando as descontinuidades e singularidades do modelo, respectiva-
mente.

O MEFG tem como desvantagem o fato de que, ao se considerar tanto a PU
como as fungoes de aproximacao local como polindémios, o espaco da solucao gera
dependéncias lineares no equacionamento associado ao calculo da matriz de rigidez.
Para tal problema, podem ser utilizados procedimentos numéricos como o proposto
por |Strouboulis, Babuska, e Copps| (2000). Alternativamente, Babuska e Banerjee
(2012)) introduzem o Método dos Elementos Finitos Estdvel (MEFGE), que pro-
poe, exceto para enriquecimentos lineares, eliminar a dependéncia linear por meio
de uma modificacao local do enriquecimento caracteristico do MEFG para o caso
unidimensional. Neste trabalho, demonstra-se também, para o caso unidimensional,

que o uso dessa modificagao recupera a convergéncia da solugao aproximada, que



normalmente é penalizada se elementos de mistura sao utilizados (elementos em que
diferentes tipos de enriquecimento sdo empregados).

Apesar de conseguir representar as descontinuidades e singularidades oriundas
dos modelos de trinca, erros de integragao numérica sao inerentes ao MEFG quando
a matriz de rigidez ¢é avaliada da mesma forma que no MEF, ou seja, pela regra da
quadratura de Gauss. Esse método requer que o integrando seja necessariamente
polinomial para que a integragao seja exata. Entretanto, as fungoes descontinuas e
singulares nao condizem com tal pressuposto. A utilizacao da quadratura de Gauss
para solucao de integrandos nao polinomiais, além de ser menos precisa quando com-
parada a integrandos polinomiais, tem baixa taxa de convergéncia do erro (Béchet
et al., 2005).

Constam na literatura variados procedimentos que, aliados ao MEFG na re-
presentagao e propagacao de trincas, conduzem a uma integragao mais precisa da
matriz de rigidez. Tais procedimentos podem ser divididos segundo o emprego de
funcoes de enriquecimento descontinuas e singulares. No primeiro caso, observa-se
a utilizacao de estratégias como a subdivisao de elementos tomados a partir da in-
terface da trinca, podendo-se trabalhar apenas com dois subdominios poligonais no
processo de mapeamento conforme (Natarajan et al., 2009) ou mesmo com subdivi-
soes triangulares onde é aplicada a quadratura de Gauss com precisao (Moés et al.)
1999; Sukumar et al., [2000). Outra opgao é a substitui¢ao da func¢do descontinua de
Heaviside por polinomios de alta ordem que também conduzem a solucao exata do
campo de deslocamentos (larve, [2003; |Ventura e Benvenuti, [2015)).

No caso do enriquecimento com fungoes singulares as alternativas apresentadas
procuram associar a subdivisao dos elementos que contém a ponta da trinca com a
utilizacao de estratégias de integracao capazes de considerar os elevados gradientes de
solugao nesta regiao. O mapeamento dos pontos de integragao, por exemplo, utiliza
de pontos de integracao estrategicamente calculados, concentrando-os na vizinhanca

da regiao do campo de tensoes singulares (Laborde et al., 2005 |Béchet et al.[2005



e [Park et al., 2009). A integragdo adaptativa, por sua vez, consiste na subdivisao
recursiva do elemento em subcélulas nao conformes até que seja atingida a tolerancia
em um erro pré-determinado (Strouboulis, Babuska, e Copps, 2000)). Ainda nesse
contexto, a estratégia de integrais de contorno transforma as integrais no dominio
dos elementos em integrais de contorno, reduzindo os erros advindos da integragao
(Ventura et al., 2009).

A partir das estratégias de integracao numeérica citadas, propoe-se neste trabalho
a implementacao de estratégias para enriquecimentos descontinuos e singulares, no
contexto do MEFG, no sistema INSANE.

O sistema computacional INSANE (INteractive Structural ANalysis Environ-
ment) é um projeto de software livre, implementado em linguagem JAVA segundo
o paradigma da Programacao Orientada a Objetos e desenvolvido no Departamento
de Engenharia de Estruturas da Universidade Federal de Minas Gerais. Dispoe de
diversos recursos de andlise estrutural, entre os quais pode-se destacar as classes
especificas para representacao e propagacao de trincas via MEFG. Tal plataforma
¢ empregada no presente trabalho como base para implementacao de extensoes da
modelagem de trincas.

Atualmente no ambiente INSANE, ao se tratar de problemas de trincas, é ado-
tado um numero significativamente maior de pontos de Gauss nos elementos enri-
quecidos. Esse processo, além de dispendioso computacionalmente, ainda pode gerar
erros significativos na aproximacao. Nesse contexto, propoe-se a implementacao da
integracao numérica via subdivisao de elementos e mapeamento dos pontos de inte-
gragao (Park et al., 2009)), utilizadas para enriquecimentos descontinuos e singulares,
respectivamente. Optou-se por estas estratégias visto que, apds extensa revisao bi-
bliografica, constatou-se serem os mais frequentemente adotados em andlises via
MEFG, tanto em trabalhos precursores (Moés et al., [1999) como em trabalhos mais

recentes (Gupta e Duarte, [2016]).



A implementagao computacional é validada para modelos da Mecanica da Fra-
tura Linear Elastica no contexto do MEFG e do MEFGE para trincas estaticas,
modelos da MFLE de propagacao de trincas em meios lineares elasticos com o auxi-
lio da metodologia global-local (MEFG#'), modelos da MFLE de trincas estticas e
elementos distorcidos e modelos de propagacao de trincas coesivas em meios lineares
elasticos e em meios fisicamente nao lineares. Para este ultimo caso, é proposta e
validada uma estratégia de transferéncia de parametros para armazenamento das
variaveis constitutivas apds o reposicionamento dos pontos de integracao — advindo
das estratégias de integracao numérica implementadas.

Considera-se a implementacao uma expansao da plataforma INSANE, contri-
buindo para o arcabouco existente na area do MEFG, MEFGE e analise Global-
Local (MEFG®#!), no que diz respeito & obtengao da solucao do problema de valor de
contorno de forma mais precisa e eficiente. Este trabalho é vinculado aos devenvolvi-
mentos de Wolff] (2010)), |Alves (2012), |Silval (2016), Malekan| (2017)) e |Fonsecal (2019)
no contexto da nucleagao e propagacao de trincas. Essa expansao se torna possi-
vel ja que o sistema INSANE configura um ambiente computacional segmentado,

amigdvel a mudangas e escalavel em complexidade (Fonseca) 2008)).

1.1 Objetivos

1.1.1 Objetivo Geral

Essa dissertacao tem como objetivo a implementacao e avaliacao de técnicas
de integracdo numérica condizentes com modelos contendo descontinuidades e/ou
singularidades. Procura-se garantir o aprimoramento da qualidade da solucao apro-
ximada via MEFG, sem o 6nus computacional da utilizacao de um elevado nimero

de pontos de integracao.



1.1.2 Objetivos Especificos

Os objetivos especificos deste trabalho sao, considerando como base computaci-

onal o ambiente INSANE:

— Implementacao, no contexto do MEFG, das estratégias de integracao numé-
rica por subdivisao de elementos e mapeamento dos pontos de integracao para
modelos bidimensionais, levando em consideracao as descontinuidades e singu-

laridades proprias da propagacao de trincas.

— Expansao da técnica de integracao para a propagacao de trincas via estratégia
global-local e para modelos de propagacao de trinca coesiva em meios nao-

lineares.

— Validagao da implementacao para modelos bidimensionais, apresentando suas
vantagens em relacao ao procedimento convencional de integracao numérica,

atualmente utilizado em elementos enriquecidos no sistema INSANE.

1.2 Organizacao do Texto

O presente trabalho esta organizado em 5 capitulos.

O Capitulo 1| contextualiza o trabalho, apresentando a justuficativa de realizacao
do mesmo e os objetivos gerais e especficos tracados.

O Capitulo [2| contém uma revisao bibliogréfica, abordando os temas de Mé-
todo dos Elementos Finitos e afins — Método dos Elementos Finitos Generalizados,
Método dos Elementos Finitos Generalizados Estavel, Metodologia Global-Local,
Representagao e Propagacao de trincas, Integracao Numérica e Analise Fisicamente
Nao-Linear.

O Capitulo [3] discorre sobre os principais aspectos computacionais do trabalho,
explicitando as modificagoes realizadas no cédigo do sistema INSANE para viabili-

zacao das analises aqui apresentadas.



O Capitulo (4] traz as simulacoes numéricas realizadas a fim de avaliar a metodo-
logia implementada.
O Capitulo [5 por fim, apresenta as consideragoes finais, ressaltando as contri-

buigoes deste trabalho e as sugestoes para trabalhos futuros.



Capitulo 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Meétodo dos Elementos Finitos Generalizados

O MEFG, segundo Alves (2012)), pode ser interpretado como uma varia¢ao do
MEF convencional. De acordo com |Duarte et al| (2000), foi proposto de forma
independente por I. Babuska e outros pesquisadores sob o nome de “Método dos
Elementos Finitos Especiais” (Babuska et al., 1994) e “Método da Partigao da Uni-
dade” (Melenk e Babuska, 1996), e por C. A. Duarte e J. T. Oden sob o nome de
“Método das Nuvens-hp”, uma formula¢ao hibrida do MEF (Duarte e Oden), |1995;
Duarte e Oden, [1996b; Duarte e Odenl, [19964d).

No MEFG as funcgoes de forma do MEF convencional sao utilizadas como fungoes
de Particao da Unidade (PU) e associadas a fungoes de aproximagao local, formando
entdo um novo espago de solugao (Barros, [2002). A escolha das fungées convencio-
nais de MEF para representar a PU é vantajosa para a implementacao e utilizagao
do MEFG, por ja serem conhecidas no ambito da discretizagao de estruturas, ao
contrario do que ocorre em abordagens analogas dos métodos sem malha, em que as
fungoes sao construidas durante a solugao do problema. Como as fungoes do MEF,
utilizadas como PU, apresentam a propriedade do Delta de Kronecker, pode-se tam-
bém garantir uma maior estabilidade ao problema analisado com a verificacao direta
das condig¢oes de contorno essenciais, o que nao ocorre em grande parte dos métodos

sem malha (Alves| 2012)).



Paralelamente ao MEFG, outro método derivado do MEF merece destaque: o
Método dos Elementos Finitos Estendido (eXtended Finite Element Method) ou
MEFX. Esse método, proposto por Belytschko e Black| (1999), emprega, a exemplo
do MEFG, as funcoes convencionais de MEF como PU aprimorando-as via estraté-
gia de enriquecimento explicito. O que difere a abordagem do MEFX dos primeiros
trabalhos em MEFG ¢é o fato de que naquele somente partes do dominio sao enri-
quecidas. Em Duarte et al. (2000), porém, o MEFG ja é citado como estratégia de
enriquecimento de apenas alguns nés do dominio. Assim, atualmente tais métodos

sao considerados equivalentes (Fries e Belytschko, [2010)).

2.1.1 Formulacao do MEFG

Na estratégia do MEFG ¢ considerado um tipo de enriquecimento extrinseco, ou
seja, adicionam-se funcoes de forma especiais ao espago de aproximagao polinomial,
e consequentemente aumentam-se as incégnitas do problema (Fries e Belytschko,
2010)). Na Figura [2.1fa) hd a utilizagao do conceito de nuvens, herdado do Método
das Nuvens-hp, onde a nuvem wj; indica o conjunto de elementos que compartilham
0 no x;.

A Partigdo da Unidade é construida com as fung¢oes de Lagrange lineares (para
o caso bidimensional) advindas do MEF, dadas por Nj(x) em um dado né x; do
dominio representado. Conforme a Figura[2.1j(b), o conjunto das fungoes que formam

a PU ¢ tal que:

n
> Ni(m) =1, (2.1)
j=1
onde n é o nimero de pontos nodais de uma posicao qualquer & do dominio do
problema.
As funcgoes enriquecedoras ou funcoes de aproximacao local sao dadas pelo con-
junto [;, formado por ¢; funcoes linearmente independentes. Cada fungao ¢; ¢ defi-

nida para um né x; com suporte na nuvem w; (Alves| 2012):
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I; = {Lj (@), Lja(@), ..., Lig, (x)} = {L;;() }iLy, (2:2)
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Figura 2.1: Estratégia de enriquecimento da nuvem w; (Alves| 2012).

E importante destacar que as funcdes Lj;(z) indicadas na Figura (c) sao
quaisquer, podendo ser polinomiais, com singularidades, descontinuidades ou mesmo
advindas de um conhecimento a priori do problema. As fung¢oes de forma do MEFG

sao, entao, formadas pela associacao da PU com as funcoes enriquecedoras:

{si}ils = Nj(z) x {sz-(w) i1 (2.3)
sem somatorio em j.

A aproximacao dos deslocamentos @(x) no MEFG ¢, conforme (2002):
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u(z) = Z/\/j(w) {Ua’ + Z Lji(m)bjz} , (2.4)

onde u; e bj; sdo parametros nodais associados a cada componente N;(x) do MEF
e Nj(x) - Lji(xz) do MEFG, respectivamente.

Quando as fungoes de aproximacao local escolhidas sao polindmios, pode-se obter
um sistema de equagoes linearmente dependentes ao associd-las com a PU, que
também é da forma polinomial. A matriz de rigidez calculada a partir desse sistema
é positiva semi-definida, mesmo apds a eliminagao dos movimentos de corpo rigido
(Barros, [2002). Esse mau condicionamento gerado na rigidez pode, entretanto, ser
resolvido através de métodos numéricos como o proposto por Strouboulis, Babuska,
e Copps| (2000)).

Mesmo com a possibilidade de dependéncias lineares e consequente obtencao de
matrizes de rigidez singulares, a estratégia do MEFG ainda se mostra vantajosa,
uma vez que pode-se tratar a aproximacao de forma especifica a cada situacao,
viabilizando a modelagem de problemas nos quais o campo de tensoes apresente
singularidades (Barros| 2002).

Segundo [Fries e Belytschko| (2010) o uso de fungdes de enriquecimento especiais
na aproximacao do MEFG contendo saltos, quinas ou altos gradientes tém con-
sequéncias importantes na integracao numérica da matriz de rigidez. A exatidao
da quadratura de Gauss como método de solu¢ao nao é mais garantida, e torna-se
necessario a utilizacao de procedimentos alternativos. Na secao sao descritas

algumas dessas estratégias.

2.1.2 Representagao de trincas no MEFG

A Mecanica da Fratura é o campo de estudo de falhas e fissuras que podem surgir
nas estruturas durante sua vida ttil. Abrange desde o estudo dos fenomenos fisicos
envolvidos no surgimento da fissuracao até sua formacao e propagacao completa. De

forma sucinta, a Mecanica da Fratura tem como objetivo descrever a relacao de trés
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fatores envolvidos no processo mecanico da fissuragao: tensao, tenacidade do mate-
rial a fratura e tamanho da fissura. Tais fatores estao diretamente relacionados ao
comportamento dos materiais, sendo, portanto, a resposta estrutural condicionada
a constituti¢do dos materiais envolvidos (Wolff, 2010).

O surgimento de trincas pode ocorrer devido a diferentes modos de aplicacao de
tensoes, sendo eles: modo I ou modo de abertura (existéncia de tensoes normais),
modo IT ou modo de deslizamento (existéncia de cisalhamento no plano) e modo 111
ou modo de rasgamento (existéncia de cisalhamento fora do plano). A abordagem da
Mecanica da Fratura, por sua vez, pode ser analisada segundo duas linhas distintas:
Mecanica da Fratura Linear Eldstica (MFLE) e Mecanica da Fratura Nao linear
(MFNL).

A MFLE teve origem com |Griffith| (1920), que buscou justificar o comportamento
de materiais frageis, que apresentam discrepancia entre as tensoes teoricamente pre-
vistas e aquelas obtidas experimentalmente. Observou-se que o aparecimento de
trincas introduzia altas concentracoes de tensao na proximidade da ponta da trinca,
fazendo com que o campo de tensoes nessa regiao tendesse a infinito, conforme Fi-
gura . Nesta, a chapa de comprimento L e espessura t (L > t) é submetida a
tensao de tragao nominal oy e, para b — 0, 0 — 00.

Para descrever o comportamento de uma estrutura contendo trincas e composta
por material fragil, sao levados em consideracao dois parametros: o fator de inten-
sidade de tensdo K e a energia de fratura Gy. O parametro K; (onde I refere-se
ao modo I de abertura) depende da geometria da estrutura e da maneira com que
o carregamento é aplicado na mesma a fim de criar condi¢goes do modo I nas faces
da trinca. O parametro G, por sua vez, define a energia necessaria para criar uma

trinca de dimensao unitaria.



13

oy

A A A A A A A A A A

- PpQ

yvyvyvyvyvy vy VY VY YY

Oy

Figura 2.2: Chapa com trinca centrada e distribuicao de tensoes segundo o critério

de |Gritfith| (1920)).

Ao se aplicar a teoria da MFLE as estruturas de concreto, observou-se que o
comportamento desse material desviou-se das previsoes da MFLE, por se tratar es-
sencialmente de um material parcialmente fragil. Uma das principais razoes para tal
¢ o aparecimento de uma zona de processo de fratura (ZPF), onde hd um amoleci-
mento (em inglés, softening) do material. Com o intuito de prever mais precisamente
o comportamento do concreto, pode-se associd-lo a teoria da Mecanica da Fratura
Nao Linear (MFNL). A consideragao da nao linearidade na Mecanica da Fratura é
associada tanto a materiais dicteis quanto a materiais parcialmente frageis. Para

o primeiro caso, a ZPF é pequena e circundada por uma grande zona pléstica nao
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linear. Ja no segundo caso, a ZPF ocupa praticamente toda a regiao de deformagcao

nao linear.

A primeira teoria da MFNL para o concreto foi proposta por Hillerborg et al.l

, onde o critério de localizagao das fissuras é descrito pelo Modelo de Trinca
Ficticia ou Coesiva. Neste, o processo de amolecimento na ZPF ¢é representado por
uma trinca ficticia que estende a trinca pré-existente. Para a trinca ficticia, admite-
se que suas faces estao sob o efeito de tensoes de fechamento, de forma que nao
haja concentracao de tensoes na ponta da trinca. Conforme ilustrado na Figura
2.3l as tensoes de fechamento o vao de zero, na ponta da trinca pré-existente, até
f{ (resisténcia a tragdo uniaxial) na ponta da trinca ficticia. Ressalta-se que as
tensoes dependem da abertura das faces da trinca ficticia (o(w)) e, nesse modelo,

considera-se que apenas o material na ZPF tem comportamento nao linear.

ow)
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Y o K, =0
a, > ; >

Figura 2.3: Modelo de trinca coesiva de [Hillerborg et al.| (1976|) com trinca real de

dimensao ay e trinca ficticia de dimensao [,.

Na pratica, a MFLE é preferivel ao lidar com materiais frageis, nao havendo
necessidade de introduzir forgas coesivas, as quais sao de dificil determinacao (Ka-
rihalool [1995). Todavia, para meios parcialmente frageis, como o concreto, o modelo

de trinca coesiva ¢ mais adequado para representar seu comportamento.



15

A propagacao de trincas, por sua vez, pode ser denominada geométrica ou nao

geométrica. A Figura [2.4] representa uma classificacdo dos modelos numéricos base-

ados em MEF.
REPRESENTAGAO
GEOMETRICA
METODOS DE FORMA METODOS DE FORMA
RESTRITIVA ARB|TRARIA
METODOS METODOS
PRESCRITOS ADAPTAVEIS
= — T
. ’ i T~ |
PROPAGAGAO NO ANO ELEMENTOS DE METODOS DE
C/ DUPLICAGAO NODAL INTERFACE REDEFINIGAO DE MALHA
REPRESENTAGAO
NAO GEOMETRICA
METODOS METODOS
CONSTITUTIVOS CINEMATICOS
METODOS DE ENRIQUECIMENTO
FISSURAS DISTRIBUIDAS DE ELEMENTOS
DESCONTINUIDADE LOCALIZAGAOC EM
FORTE EMBUTIDA BANDA EMBUTIDA
ENRIQUECIMENTO
DE NOS
|
|
XFEM
GFEM

Figura 2.4: Classificagao dos métodos numéricos baseados em MEF segundo a repre-

sentacao da propagacao da fissuragao (Wolff] [2010)) apud (Ingraffea e Wawrzynekl,
2004)).

Nos métodos de representacao geométrica a fissura depende do tamanho dos ele-
mentos, enquanto seu caminho de propagacao limita-se a discretizacao da malha.
Ja a representacao nao geométrica é dividida nos casos em que a fissuracao é repre-

sentada no modelo constitutivo ou através de campos cinematicos. Nesse tltimo, as

descontinuidades sdo incorporadas no campo de deslocamentos (Wolff, [2010).
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No caso do MEFG, o processo de fissuracao é representado de forma nao geo-
métrica, sendo embutido nas fungoes de aproximacao local dos elementos. Assim,
os elementos atravessados pela trinca precisam ser enriquecidos com funcoes que
indicam descontinuidades fortes (saltos). Um exemplo de funcdo descontinua usado

nesse tipo de situagao é a fungao de Heaviside (Pereira et al., [2009):

1, para x>0
H(x) = , (2.5)
0, para =<0

onde z é a posigao em relacao a descontinuidade (localizada em x = 0).

Além da descontinuidade apresentada em modelos de trincas, no caso particular
da Mecanica da Fratura Linear Eldstica, deve-se atentar a singularidade na regiao da
ponta onde o campo de tensoes tende a infinito, indicando um alto gradiente local.
Para representacao desse fenomeno podem ser utilizadas fungoes de enriquecimento
a exemplo da proposicao de [Szab6 e Babuska (1991), indicando o primeiro termo

da série que reproduz a solucao exata dos deslocamentos na vizinhanca de uma

singularidade:
1
:(clz) QGTAP [(k — Ql(»l)()\gl) + 1)) cos )\51)9 — )\51) cos()\gl) —2)6, (2.6)

1
) = —r’\z('l)[(/f + Q( )(/\( )+ 1))sen/\ Yo + )\ sen(/\(l) 2)0], (2.7)

1
u'? = —T)‘Z('Q)[(I{ — Qv )(/\(2) + 1))sen/\(2)9 - /\( )sen()\(g) 26, (2.8)

1
u® = ﬁr@ (6 + QPO £ 1)) cos AP0+ 2@ cos(A? — 2)a), (2.9)

onde:

— G é 0 Médulo de Elasticidade Transversal;
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_ = (B-v)
— k = (3 —4v) para Estado Plano de Deformacoes e 1T, bara Estado Plano de

Tensoes, sendo v o coeficiente de Poisson;

— A e () sao constantes determinadas para que a solucao satisfaca ao equilibrio

¢ condigoes de contorno do problema (na representacao de trincas (Oden ¢
1997), A =A@ = 0,5 QW =0,333 ¢ Q@ = —1,0);

— r e # variam conforme a posisao onde as fungoes sao calculadas, sendo sua
referéncia o sistema de eixos local com origem na ponta da trinca, conforme

ilustrado na Figura|2.5

Tais fungoes sao aplicdveis na representagao de qualquer geometria em que se
tem um ponto anguloso no contorno, como um angulo menor do que 180 graus. As
Equacoes e se aplicam as solicitacoes em modo I de abertura e as Equacoes
2.8 e 2.9 referem-se ao modo II.

<

< 4

Figura 2.5: Eixo local de elemento de trinca.

Juntamente com a representagao feita pelas Equagoes (2.5) a (2.9), é necessa-

rio representar a movimentagao da frente de trinca, ou seja, sua propagacao com o
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tempo. Para tal, pode-se citar duas técnicas frequentemente utilizadas: o Mapea-
mento por Segmentos e o Método de Level-Set.

O Mapeamento por Segmentos foi proposto por Belytschko e Black! (1999) e re-
presenta a propagacao da trinca com um segmento em cada intervalo de tempo.
Considerando que a propagacao pode nao ocorrer na mesma diregdo que o seg-
mento anterior, é necessario que os segmentos sejam rotacionados para o sistema
de coordenadas da trinca inicial. Na Figura [2.6] o segmento inicial de trinca tem
coordenadas em (x7,yr), que definem a ponta da trinca, e (z2,y2) no sistema de
coordenadas x1,y;. O segmento originado da propagacao é definido pelo angulo
fr. Para um ponto qualquer onde se deseja calcular as fungoes de enriquecimento
(Equagoes a , definido por r e o e com coordenadas (z,y), obtém-se o ponto
mapeado (%, y*) de forma que os parametros f e 7 sejam compativeis com o sistema
de coordenadas previamente adotado.

A desvantagem desse método consiste no fato de que, quando a trinca é longa ou
o incremento de propagagao é relativamente pequeno e ha varios segmentos a serem
mapeados, a execugao consecutiva do processo leva a uma perda de qualidade na
representacao da trinca e aumento do tempo de processamento computacional.

O Método de Level-Set foi associado ao MEFG primeiramente por [Stolarska
et al| (2001). A interface é representada por uma ou mais func¢oes de distancia
(signed distance functions), dependendo de sua condigdo — fechada, aberta com
uma ou duas pontas. Para a trinca definida em @ = 0 na Figura e segundo as
extensoes da mesma ao longo do dominio considerado (obtidas a partir de um vetor
unitario tangente as pontas da trinca), o sinal de ¥ depende do lado da trinca onde
o ponto em anédlise estd posicionado. Considerando agora as pontas da trinca (aqui
representadas duas a fim de generalizagdo do método), sdo obtidas retas ortogonais
as tangentes ja tracadas, representadas por ¢; = 0 e ¢y = 0. Os sinais de ¢; € 9

também sao alternados conforme a posicao do ponto em analise.
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Figura 2.6: Parametros para propagacao da trinca pelo método de mapeamento de

segmentos.

A propagacao de frente de trinca é dada pela atualizacao de tais fungoes, as
quais sao avaliadas nos nés do elemento. Devido a esse fato a trinca é suave em
cada dominio, nao sendo possivel haver mudanca de direcao da trinca no interior
de um elemento. Contudo, o método simplifica a selecao dos nds enriquecidos e
a definicao do tipo de funcao de enriquecimento a se adotar em cada caso, visto
que tal escolha depende apenas da avaliacao dos valores nodais das signed distance
functions. A comparacao de exemplos numéricos indica que os fatores de intensidade

de tensao e as posicoes da ponta da trinca sao quase idénticos quando calculados

pela representagao explicita da trinca ou pelo Método de Level-Set (Stolarska et al.),
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2001)).
9,>0
y>0
(01 =0 (pZ =0
9,>0 0
9, <0
y<0
9, <0
Trinca
-~ Extensdo
--——- Tangentes a extensao

Figura 2.7: Representacao da trinca pelo método de Level-Set.

A propagacao da trinca em determinado meio, independentemente do método

selecionado, deve ser analisada segundo dois critérios a cada passo de pseudo-tempo

t: o status da propagagao e a diregdo de propagagao (Malekan| 2017)).

1. O status da propagacao consiste na possibilidade ou nao de que a trinca se
propague. Essa andlise pode ser associada a diferentes condicionantes, como
por exemplo, no caso da MFLE, o fator de intensidade de tensao, a taxa de

liberacao de energia e a densidade da energia de deformacao.

2. A direcao da propagacao pode ser determinada, no caso da MFLE, baseada
na tenacidade a fratura do material, quando essa é comparada ao fator de in-
tensidade de tensao. Os critérios para determinacao do angulo de propagacao

encontrados na literatura sao diversos. Um dos mais empregados, adotado

por Malekan| (2017)), é relativo & méxima tensao circunferencial, proposto ini-

cialmente por Erdogan e Sih| (1963). Nesse critério utiliza-se o sistema de

coordenadas polares r,  para representagao do campo de tensoes e assume-se
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que a trinca propaga-se perpendicularmente a direcao da maxima tensao. O

angulo de propagacao 0. é representado na Figura [2.§ e dado por:

—QKH/K[

2 )
K
1+,/1+8(—,f;>

onde K; e Kj; sao os fatores de intensidade de tensao para os modos I e II de

0. =2 arctan (2.10)

abertura de trinca, respectivamente.

]

N\

A, hova ponta
bo‘
0.

trinca ponta antiga

a i

—~

Figura 2.8: Representacao do incremento de trinca e da nova orientagao 6. (Adap-

tado de Malekan (2017)).

O incremento de trinca Aa indicado na Figura [2.8] é escolhido de modo que a
propagacao resulte de um processo estavel. De acordo com Huang et al| (2003), o
tamanho do incremento é determinado segundo o tipo de propagagao (por exemplo,

trincas curvas ou retas) e o tamanho da malha.

2.1.3 Meétodo dos Elementos Finitos Generalizados Estavel

Para se solucionar o problema do mau condicionamento da matriz de rigidez
ocasionado em algumas aplicagoes do MEFG, foi proposto por Babuska e Baner-
jee| (2012) o Stable Generalized Finite Element Method (SGFEM) ou Método dos
Elementos Finitos Generalizados Estavel (MEFGE). Esse método propoe uma mo-
dificagao local do enriquecimento caracteristico do MEFG, geralmente eliminando a

dependéncia linear gerada no sistema de equagoes.
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O grau de condicionamento de uma matriz K pode ser indicado por um escalar
denominado numero de condicgao, definido como a razao entre o maior (Ayq.) € 0

menor (\,;,) dos autovalores da matriz (Szab6 e Babuskal, [1991)):

C(K) = imf“ > 1, (2.11)

O condicionamento da matriz deteriora-se, ou seja, o nimero de condi¢ao torna-
se maior, a medida que esse escalar aumenta. No MEF convencional a taxa de
variacao do nimero de condicao & medida que a malha é refinada é da ordem de h~2,
sendo h o tamanho caracteristico do elemento. [Babuska e Banerjee| (2012)) mostram
que essa taxa de variacdo associada & matriz do MEFG é da ordem de h=*. No
MEFGE, a mesma decresce para h~2 no caso unidimensional, conforme demonstrado
pelos autores. Ja para os casos bi e tridimensionais esse decréscimo é verificado em
exemplos numéricos por |Gupta et al.| (2013)) e Gupta et al.| (2015)), respectivamente,
embora tenham sido necessarias adaptacgoes nas funcoes de enriquecimento.

O MEFGE também se mostrou 1util ao lidar com outro fator: na aplicacao do
MEFG em parte do dominio global percebe-se que, ao serem enriquecidos apenas
alguns nés, certos elementos ficam parcialmente enriquecidos. Esses elementos sao
denominados blending elements ou elementos de mistura, e podem gerar na anélise
erros superiores aos dos demais elementos, afetando as taxas de convergéncia do erro
relativo do método (Chessa et al., 2003). Tais erros sao amenizados ao se utilizar
da estratégia do MEFGE.

A citada modificagao do MEFG consiste na eliminagao dos termos redundantes
que aparecem na estrutura da PU. Esse processo pode ser observado na Figura [2.9}
na esquerda esta indicada a construcao de uma funcao de forma do MEFG, e no
centro Zjl- é a funcao de enriquecimento modificada do MEFGE, dada por (Gupta
et al., 2013)):

Lji(x) = Ly(x) — L, (Lyi(=)), (2.12)
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onde I, (Lji(x)) é a funcao interpoladora definida por:

n
L, (Lji(®)) = Y Ne(@)(Lji (). (2.13)
k=1
onde x, é o vetor de coordenadas do né k do elemento que contém a posicao de
calculo @, n é o nimero de pontos nodais do elemento que contém a posicao de
calculo @, Lj;(xy) é a fungao enriquecedora original da Equagao [2.2/e Nj(x) é uma
PU (néo necessariamente a mesma definida na Equagao [2.1).

As fungoes de forma do MEFGE sao, entao:

{05}y = Ni(e) x {L, (=)}, (2.14)

sem somatorio em j.

Figura 2.9: Céalculo da funcao de enriquecimento do MEFGE (Gupta et al., 2013).

\Gupta et al.| (2013]) mostram com resultados de diversos experimentos que, apos

uma selecao adequada dos nods a serem enriquecidos, o erro relativo na norma de
energia calculado pelo MEFGE tem 6tima taxa de convergéncia mesmo na presenca
dos elementos de mistura. A precisdo na zona de enriquecimento, tanto do MEFG
quanto do MEFGE, se mostra de grande importancia principalmente para problemas

de MFLE.
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2.1.4 Metodologia Global-Local

Conforme citado anteriormente, as fungoes de aproximacao local utilizadas na
construcao do espaco solugao do MEFG podem ter origens diversas. Um exemplo é a
utilizagao de fungoes advindas da aplicacao do MEFG com enriquecimento Global-
Local, ou MEFG#!. Proposto por Duarte e Kim| (2008)), essa abordagem consiste
na associacao do MEFG com a metodologia global local (Noor, |1986), de maneira
que as fungoes enriquecedoras sao obtidas via solu¢ao de um problema local definido
segundo as especificidades do problema (trincas, furos, singularidades em geral, entre
outras).

No MEFG#! é utilizada uma malha grosseira para o problema inicial a ser resol-
vido, denominado global. O problema local é definido como o conjunto de elementos
que abrangem, como no caso da Mecanica da Fratura, uma trinca. As condigoes
de contorno nele aplicadas (sejam de deslocamentos e/ou forgas) sao retiradas do
problema global, ao passo que a fissura é considerada no campo cinematico apenas
do problema local.

Apo6s resolvidas as equacoes de equilibrio referentes ao problema local e determi-
nado o vetor de deslocamentos incégnitos, tal solucao é levada ao problema global
na forma de enriquecimento dos nds cujo suporte esta contido no dominio local. O
problema global é enriquecido e, assim, solucionado. Segundo [Duarte e Kim, (2008)
o erro relativo do problema global é reduzido significativamente apds o enriqueci-
mento com as solugoes locais. Na Figura[2.10|observa-se um esquema da metodologia
Global-Local.

Ressalta-se que, no contexto do presente trabalho, a aplicagao das estratégias
propostas de integracao numérica é realizada no problema local, uma vez que so-
mente nele é feita a representagao nao geométrica da trinca — através da adequagao
do campo de deslocamentos aos fendmenos de descontinuidade e singularidades exis-

tentes.
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Figura 2.10: Representacao esquematica do enriquecimento Global-Local para um

problema bidimensional genérico (2012]).

2.2 Analise Fisicamente Nao Linear

Quando se analisa o comportamento de materiais frageis ou parcialmente fréa-
geis, estes, a depender do material, podem ser considerados, inicialmente, como
homogéneos, elasticos e isotrépicos. A medida que ocorre a aplicacao de cargas e
consequente surgimento de deformacoes, passa-se a considerar a heterogeneidade do
material, visto que aparece dano em tracao e compressao nas regioes mais solicitadas
(Fuinal 2001).

Em problemas fisicamente nao lineares a natureza nao homogénea do material é
introduzida no modelo constitutivo, o qual representa as variagoes das propriedades
do material e seus diferentes processos de falha. Nesse contexto, segundo
7 um dos objetivos da andlise nao linear é obter trajetoérias de equilibrio para os
graus de liberdade da discretizacao, executando para isso um processo incremental-

iterativo nas varidveis do problema.
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2.2.1 Obtencao de Trajetérias de Equilibrio

A obtencgao de uma trajetoria de equilibrio qualquer (F igura pode ser assim
sumarizada: dado um campo de deslocamento {U} e um fator de carga proporcional
A, relacionados a um ponto da trajetéria de equilibrio (ponto A na Figura [2.11]),
deseja-se encontrar outro ponto de equilibrio (indicado por B na Figura de
modo que a variacao de determinadas grandezas do problema no passo incremental

seja controlada.
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Figura 2.11: Obtengao de trajetéria de equilibrio com controle de carga (Fuinal

2004).

A grandeza a ser controlada pode ser variada conforme o método de controle
adotado. Dentre os mais utilizados estao o de controle de carga, controle direto de
deslocamentos, controle de comprimento de arco, controle de deslocamento genera-

lizado e controle por trabalho. Uma abordagem da formulacao envolvida em cada
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método pode ser encontrada em |[Fuina (2004)).

Sabe-se que um ponto da trajetoria de equilibrio depende da matriz de rigidez
do modelo, obtida a partir da contribuicao da rigidez de cada elemento que com-
poe a discretizacao. No processo incremental-iterativo, o equilibrio da estrutura é
obtido a partir da rigidez tangente do modelo. Na anélise fisicamente nao linear, a
rigidez tangente de cada elemento é obtida considerando na sua integracao a matriz
constitutiva tangente (ou também chamado operador tangente), que esté associada
ao modelo constitutivo empregado. Neste caso, tem-se o denominado o equilibrio
tangente.

Para simplificar, pode-se substituir o operador tangente pela matriz constitutiva
secante ou mesmo pela matriz constitutiva elastica, trabalhando-se entao com o
equilibrio secante ou equilibrio elastico, respectivamente. Em ambos os casos ha
uma simplificacao do modelo constitutivo, porém o processo iterativo pode se tornar

mais complicado.

2.2.2 Modelos Constitutivos para o Concreto

Os modelos constitutivos tém o intuito de representar o comportamento de um
determinado material. A descricao do comportamento do concreto, por exemplo,
¢ objeto de pesquisa desde o inicio do século XX, quando surgiram os primeiros
fundamentos tedéricos (Penna, 2011). Em suma, foram propostas diferentes formas
de se descrever o meio material, podendo ser citados os modelos de fissuragao dis-
tribuida, modelos de dano, modelos de microplanos e modelos fundamentados na
teoria da plasticidade. No presente trabalho, serao apresentadas analises numéricas
envolvendo modelos de fissuracao distribuida.

Conforme Pennal (2011)), os modelos de fissuracao distribuida sdo baseados no
monitoramento da deterioracao das propriedades fisicas do material, e o processo de
evolucao das fissuras é descrito pelo decaimento gradual de tensoes com aumento de

deformagoes. Rashid| (1968]) foi um dos pioneiros na formulagao desse tipo de modelo
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e, embora ainda apresentasse limitagoes, a proposta era de facil implementacao e
continha a hipétese principal de substituicao do meio inicial integro, por um meio
com propriedades mecanicas modificadas, representando uma regiao com fissuras
uniformemente distribuidas. A descricao do meio material é geralmente associada a
parametros baseados na Mecanica da Fratura. A Figura indica como se da a

propagacao de fissuras em modelos distribuidos.

Regime
elastico

A - inicio da fissuragdo B - Inicio do amolecimento

Figura 2.12: Propagagao de fissuras em modelos distribuidos (Penna, [2011)).

Por hipotese, os modelos de fissuragao distribuida ainda podem ser classificados
em duas categorias: direcao fixa ou variavel. No primeiro caso, a partir do mo-
mento do seu surgimento, a fissura tem orientacao fixa durante todo o processo de
propagacao. Na segunda hipdtese, admite-se que o sistema local das fissuras pode

rotacionar segundo, por exemplo, a orientacao dos eixos principais de deformacao.

2.2.3 Formulagao Nao Local

Nesta Secao, apresenta-se brevemente o contexto e a formulacao de modelos nao

locais. A justificativa para tal é dada pela posterior utilizacao dessa formulagao para



29

o armazenamento de variaveis constitutivas nos pontos de integracao posicionados
em um determinado elemento segundo a estratégia alternativa de integragao numé-
rica em estudo neste trabalho. Uma explicacao mais detalhada da aplicabilidade
deste tépico serd dada na Secao |3.2.3]

No contexto da Mecanica do Dano Continuo, observa-se em certos casos que a
distribuicao inicial de deformacoes devido as condicoes de carregamento impostas
passa a se localizar em zonas estreitas, enquanto a maior parte da estrutura sofre
descarregamento (Jirasek} |2011)). Os modelos de dano “locais” sdo, em muitos casos,
incapazes de descrever padroes de falha de forma objetiva. Uma solugao para esse
tipo de situagao ¢é a reformulacao do modelo como nao local.

Em modelos nao locais, segundo |Jirasek (2011)), admite-se que a tensd@ao em um
determinado ponto nao depende unicamente das variaveis de estado nesse ponto,
mas sim do estado geral destas varidveis em todo o dominio — ou pelo menos sua
distribuicao em uma vizinhanga finita do ponto em consideragao.

A abordagem consiste em substituir uma determinada variavel por sua medida
nao local, obtida por uma média ponderada em uma vizinhanca espacial de cada
ponto considerado. A escolha da variavel a ser ponderada pode ser arbitraria, desde
que satisfaga alguns requisitos béasicos (Jirasek, 2011). Simplificadamente, uma for-
mulacao nao local para modelos de dano isotrépico considera a medida de deformagao
equivalente como grandeza nao local. Assim, se é(x) é a deformagao equivalente em

um dominio V (&), a correspondente deformagao equivalente nao local é:

Eni(@) = ﬁ /v oz, 8)E(s)dV, (2.15)

onde a(x, s) é a fungao peso, s representa a coordenada dos pontos da vizinhanga
e « é a coordenada do ponto em que se deseja calcular a variavel nao local.
A funcao peso ou funcao de distribuicao pode assumir diferentes formas. Uma

das mais utilizadas é a funcao Gaussiana:



30

2

alz,s) = exp(_k%), (2.16)

onde r ¢é a distancia || @ — s ||, k¥ é um parametro da func¢do e [ é o comprimento
interno do dominio nao local adotado.
Pode-se citar também as fungoes de distribuigao de sino, exponencial e cons-

tante. O parametro k tem interpretacoes distintas para diferentes autores. Bazant

e Jirdsek (2002) afirmam que k varia com a dimensao do problema tratado — uni,

bi ou tridimensional. Para (2011)), %k indica o comportamento da funcao

de distribuicao: valores menores dao origem a fungoes de distribuicao mais suaves,
ponderando os pontos mais distantes de forma mais significativa.

Com relagao ao comprimento [, quanto maior seu valor mais pontos na vizi-
nhanca sao considerados. Na Figura [2.13] é indicado o emprego de uma fungao de
distribuicao de sino, por exemplo, para média ponderada das deformacoes em um

volume representativo do material.
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Figura 2.13: Volume representativo do material e exemplo de utilizacao da fungao

de distribuicao de sino (IBaZant e Jirések|7 |2002|).
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2.3 Integracao Numérica no MEFG

Conforme citado anteriormente, as funcoes de enriquecimento especiais utiliza-
das no MEFG prejudicam a integragao numérica da matriz de rigidez, uma vez
que a quadratura de Gauss nao resulta mais em valores exatos. Na literatura, sao
propostas diversas estratégias para a solucao deste impasse. A seguir, serao apre-
sentadas duas categorias de estratégias que diferenciam-se em funcao do tipo de

enriquecimento adotado.

2.3.1 Integracao Numérica para Enriquecimentos Desconti-

nuos

Estratégia de decomposicao dos elementos: o enriquecimento descontinuo da fun-
¢ao de Heaviside tem caracteristicas semelhantes a uma funcao constante e, ao se
utilizar a quadratura de Gauss para a integracao, ha risco de aparecerem modos
espurios de energia. Uma alternativa para se levar em conta a descontinuidade ¢é a
subdivisao de elementos segundo a posi¢ao da interface, realizando posteriomente a
integracao pela regra de quadratura em cada subelemento. No caso bidimensional
as subdivisoes sao triangulares, conforme visto na Figura e descrito por [Moés

et al.| (1999).

/ |
] ]

" "]

a) ~ b) ©)

Figura 2.14: Geragao de subpoligonos para quadratura da forma fraca (Moés et al.,

1999).

A modelagem de problemas tridimensionais consistindo na decomposicao dos
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elementos em tetraedros é abordada por [Sukumar et al.| (2000) e indicada na Figura
O processo de subdivisao em ambas dimensoes nao gera graus de liberdade
adicionais e conta com alta precisao dos resultados, porém envolve maior esforco
computacional devido ao aumento do ntimero de pontos de integracao. Quando
comparada a quantidade de pontos de integracao que resultam numa solucao estavel
pela quadratura de Gauss, entretanto, a decomposi¢ao de elementos requer menos
pontos de integracao para se obter melhores precisoes.

A subdivisao de elementos em células triangulares ou quadrilaterais permite que
seja empregada a quadratura de Gauss, com a ressalva de que a integragao é exata
até uma certa ordem do polindmio no elemento de referéncia (mapeado). Essa
propriedade, entretanto, s6 é mantida quando os elementos sao decompostos em
subelementos triangulares. Para o caso de subdivisoes quadrilaterais é requerido um
mapeamento isoparamétrico, acarretando perda da propriedade de integracao exata

no elemento de referéncia (Fries e Belytschko, [2010)).
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Figura 2.15: Subdivisao de elementos em um modelo tridimensional (Sukumar et al.

2000).

Outra opc¢ao advinda da decomposicao é a integracao em dominios poligonais,
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considerando que dois subdominios sao criados a partir da intersecao da trinca com
o elemento. Assim, nao hé necessidade de outra reparticao e faz-se uso de técnicas
de mapeamento alternativas, como por exemplo, a proposta de Natarajan et al.
(2009) com a utilizagdo do mapeamento conforme de Schwarz-Christoffel. Através
dessa técnica, o dominio é mapeado em um disco unitario, e os pontos de integragao
podem ser obtidos, por exemplo, pela regra do ponto médio ou pela regra de Gauss-
Chebyshev. As andlises numéricas presentes no trabalho citado mostram que os
resultados obtidos pelo mapeamento de Schwarz-Christoffel sao bastante similares
aos obtidos pela decomposi¢ao em subelementos triangulares. Como desvantagem,

ressalta-se que esse método limita-se a dominios bidimensionais.

Estratégia de polinomios equivalentes: a andlise da matriz de rigidez por meio
da decomposicao de elementos pode gerar erros relevantes, dependendo da técnica
de quadratura utilizada. Como alternativa a decomposicao de elementos foi entao
proposto o uso de polinomios equivalentes. Nesse método, a funcao descontinua
de Heaviside é substituida por um polindmio equivalente, escolhido de tal maneira
que o calculo da matriz de rigidez através da regra de quadratura de Gauss seja
exato. Uma desvantagem do emprego desse método se deve ao fato do mesmo nao
ser aplicavel em elementos onde hd mudanca de diregao da trinca (quina) em seu
interior.

Um exemplo de aproximacao polinomial foi proposto por [Ventura e Benvenuti
(2015). Nesse trabalho, deduz-se uma funcao de Heaviside regularizada por um
parametro de regularizacao p, por meio do qual pode-se retornar a funcao descon-
tinua original fazendo-o tender a infinito (Figura . Se, no caso da subdivisao
de elementos, a obten¢ao da matriz de rigidez ¢ associada a cada subdominio Q! e
02 do elemento e, a fungio de Heaviside equivalente H recupera a possibilidade de

integracao em um unico dominio €2.:
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HBT"EBIQ = | HBTEBdQ+ | HBTEBIQ (2.17)

Qe aQl Q2

onde H é a funcao de Heaviside padrao definida pela Equagao 2.5 B é a matriz
que relaciona deformagoes e deslocamentos e E é a matriz contendo as propriedades

constitutivas do material.

101

05F

—1.0¢

Figura 2.16: Funcao de Heaviside regularizada com parametro p (Ventura e Benve-

nuti, 2015).

Para que a Equagao seja verdadeira, H precisa ser um polinémio de grau no
minimo igual ao do termo BT EB (Ventura e Benvenuti, 2015). Por exemplo, para
elementos triangulares ou tetraédricos, o termo BT EB é constante, fazendo com que
seja suficiente uma funcio H constante. Para elementos quadrilaterais com fun¢oes
de forma lineares, por outro lado, o termo BT EB é quadrético, requerendo uma
funcao H também quadrdtica. Em geral, o uso do polinomio equivalente H permite
a aplicacao da quadratura de Gauss com o custo de duplicar o grau polinomial do
integrando. Além disso, outra desvantagem do método ¢é a auséncia de um limite
formal para o parametro de regularizacao. Ressalta-se também que a formulagao
desenvolvida é atrelada a representacao da trinca pelo Método de Level-Set.

Outra proposigao foi feita por [larve, (2003) e substitui a funcdo de Heaviside

por uma fungao de forma de alta ordem, construida com uma Particao da Unidade
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resultante de funcoes B-spline. Nessa proposta tem-se a desvantagem da necessi-
dade de construcao de novas funcgoes de forma, distintas das funcoes Lagrangeanas
utilizadas na formulagao convencional do MEF, aumentando assim o esfor¢o com-
putacional envolvido. Todavia, a aproximacao mostra erros pequenos, por exemplo,

na obtencao do fator de intensidade de tensao em problemas da MFLE.

2.3.2 Integracao Numérica para Enriquecimentos Singula-

res

Estratégia de decomposicao dos elementos: similar ao processo de decomposi¢ao
dos elementos associados a enriquecimentos descontinuos, a subdivisao pode ser feita
em elementos onde a ponta da trinca esta contida, de maneira que cada subelemento
tenha um né na singularidade. As células triangulares sao entao integradas com a
regra de quadratura de Gauss convencional. Essa estratégia é utilizada por [Moés
et al| (1999)) e, conforme comparagoes numéricas apresentadas por Ventura et al.
(2009), tem precisao menor quando comparada as estratégias de mapeamento dos

pontos de integracao e integrais de contorno, discutidas a seguir.

Estratégia de mapeamento dos pontos de integracao: o processo mapeia a sub-
divisdo triangular (real) em uma célula quadrangular (referéncia), onde as fungoes
singulares sao regularizadas e os pontos de integracao, recalculados. Os novos pon-
tos de integracao se concentram nas proximidades da singularidade, conforme Fi-
gura O erro da integracao é reduzido consideravelmente quando comparado a
subdivisao de elementos sem mapeamento e o procedimento nao aumenta o esforco
computacional envolvido, visto que apenas sao utilizados novos pontos de integragao

com seus respectivos pesos.
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7

Figura 2.17: Pontos de integracao polar em elemento contendo singularidade (Fries

e Belytschko, |2010)).

Constam na literatura variadas alternativas de mapeamentos. [Béchet et al.
(2005) propuseram um mapeamento polar que transforma fungoes singulares em
regulares, reconquistando a exatidao da técnica de integracao pela quadratura de
Gauss. Por meio de exemplos numéricos os autores afirmam que a convergéncia do
erro relativo da norma de energia é mais rapida utilizando a técnica de mapeamento
quando comparada a quadratura convencional, considerando o mesmo ntumero de
pontos de Gauss. O mapeamento, todavia, nao é aplicavel diretamente para ca-
sos tridimesionais. [Laborde et al. (2005) apresentam um mapeamento denominado
“quase polar”, também vinculando-o a melhores taxas de convergéncia do erro da
norma de energia quando contraposto com quadraturas convencionais em exemplos
bidimensionais.

Park et al.| (2009) estendem a estratégia de mapeamento proposta por |[Nagarajan
e Mukherjee| (1993)) envolvendo singularidades do tipo 1/r para casos tridimensio-
nais. Exemplos numéricos indicam que as taxas de convergéncia do erro obtidas com
o0 mapeamento proposto sao iguais ou melhores que aquelas obtidas com integragoes
convencionais, variando com o formato do integrando singular. Analogamente aos
métodos de mapeamento polar, é observado em Cano e Moreno| (2015) um mapea-
mento baseado na transformacao de Duffy (1982), o qual também elimina a singu-

laridade do integrando. Este tem melhor taxa de convergéncia do erro relativo de
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integracao e tem bom desempenho mesmo quando as células triangulares apresen-
tam algum angulo interno significativamente pequeno — o que nao ocorre em algumas
estratégias de integragao presentes na literatura. Entretanto, apresenta maior custo

computacional devido a complexa formulacao por tras do procedimento.

Estratégia de integrais de contorno: transforma-se a integral no dominio do ele-

mento que contém a singularidade em uma integral de contorno. Proposto por

Ventura et al| (2009)), esse processo também pode ser aplicado em dominios com

funcoes descontinuas. Quando comparado a técnica de mapeamento dos pontos de
integracao, a integral de contorno apresenta maior precisao com quantidades meno-
res de pontos de integracao, assim como indica melhor taxa de convergéncia do erro
da norma de energia. E, entretanto, aplicavel apenas a elementos nos quais todos os
nés tém o mesmo tipo de enriquecimento. Na Figura [2.18| observa-se a comparagao
entre as trés estratégias de integracao numérica citadas para elementos que contém

a ponta da trinca.

.'/.‘: ) . /:: . :/ :

Figura 2.18: Comparagao dos métodos de integragao numérica envolvendo fungoes
singulares para trinca indicada em vermelho: (a) subdivisao de elementos e uso da
quadratura de Gauss, (b) mapeamento dos pontos de integragdo e (c) integral de

contorno.

Estratégia de integragdo adaptativa: utilizado em [Strouboulis, Babuska, e Copps|

(2000), o algoritmo de integracao adaptativa baseia-se na subdivisao recursiva do
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elemento em subcélulas nao conformes até que seja atingida a tolerancia em um
erro pré-determinado. No trabalho citado, a integracao adaptativa empregada foi o
algoritmo DECUHR, onde a singularidade é assumida em um vértice compartilhado
pelas subdivisdes nao uniformes. A integracao adaptativa também foi utilizada em
Strouboulis, Copps, e Babuska (2000), todavia de forma a atender somente casos de
subdivisoes quadrilaterais. Uma desvantagem do método é que pode se consumir
bastante tempo no controle adaptativo do erro de integragao (Fries e Belytschko,
2010).

Dentre as estratégias apresentadas, foram escolhidas para implementacao com-
putacional as estratégias de subdivisao de elementos e mapeamento dos pontos de
integracao. No préximo capitulo, sao apresentados os motivos para escolha das

mesmas e faz-se uma descricao mais detalhada de ambas.



Capitulo 3

ASPECTOS COMPUTACIONAIS

Neste capitulo é descrita a metodologia adotada para a integracao numérica em
elementos contendo descontinuidades ou singularidades, além de ser apresentada
a implementacao computacional desenvolvida no sistema INSANE. Sao citados os
motivos para adocgao das técnicas de integracao implementadas, a base de dados
computacionais ja existente e as modificacoes feitas a partir dela e, por fim, as novas

funcionalidades segundo a logica desenvolvida no presente trabalho.

3.1 Técnicas de Integracao Numérica Adotadas

3.1.1 Elementos totalmente atravessados pela trinca

Apés a revisao apresentada no Capitulo [2] definiu-se que em elementos total-
mente atravessados pela trinca a técnica adotada é a subdivisao em elementos tri-
angulares. A escolha se deu devido aos diversos trabalhos ja publicados sobre o
tema (entre eles Moés et al. (1999), Dolbow et al| (2000]), Belytschko et al. (2001)),
Park et al| (2009))) e ao fato de que o arcabougo computacional ja existente para a
integracao por quadratura de Gauss pode ser aqui aproveitado.

Para a subdivisao foi empregada a triangulagao de Delaunay em dominios bidi-
mensionais, ja implementada no sistema INSANE (Pennaj, 2007). A triangulacao de
um dado dominio P consiste em uma subdivisao planar cujas células originadas sao

triangulos e cujos vértices sao pontos pertencentes a P.

39
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3.1.2 Elementos contendo a ponta da trinca em seu interior

Para elementos que contém a ponta da trinca em seu interior foi empregada a
técnica de subdivisao de elementos e mapeamento dos pontos de integracao. Dessa
forma cria-se apenas uma extensao do método de subdivisao em elementos com
descontinuidade, acrescentando o mapeamento dos pontos de integracao nas células
triagulares geradas com um dos nés contendo a ponta da trinca. O processo de
mapeamento reposiciona os pontos de Gauss tradicionais, concentrando-os na re-
giao critica da singularidade e, dessa forma, possibilitando andlises mais precisas do
comportamento do campo de tensoes.

O mapeamento dos pontos de integracao empregado foi descrito por [Park et al.
(2009). Tal mapeamento, proposto incialmente por Nagarajan e Mukherjee| (1993),
tem a finalidade de reduzir os erros advindos da integracao numérica nas células que
contém o ponto da singularidade. O mapeamento é dado por:

Ty : (p,0) — (7,3), (3.1)

onde 7 =5 cos?f e 5 = psen?d.

Para melhor entendimento, a Figura ilustra o mapeamento inverso T’ ]\_/[1, 0
qual transforma um triangulo em um quadrilatero. Em termos computacionais, o
processo de integracao numérica passa pelas seguintes mudancas: as coordenadas
cartesianas sao transformadas em coordenadas paramétricas, acrescentando o Ja-
cobiano J; & equagdo. Posteriormente é feita a trasformacao T},', acrescentando o
Jacobiano Jy; = psen(20). Por fim, o integrando é mapeado nas coordenadas natu-
rais (£,7), adicionando o Jacobiano constante J, = §. A expressao da integracao &,

portanto:

/ Fz,y)dA = /frthdrds
/ / 8)JyJnsdpdf — / 1 / 11f<5,n>JJM<s,n>Jqdfdn.

(3.2)



41

A aproximacao numérica é:

ngl Ngql

Iy Y J& ) didu(ng) JWiWs, (3.3)

i=1 j=1
onde n, é o nimero de pontos de Gauss em uma direcao e W;, W; sao os respectivos

pesos.
y s 0 n
A A A ] A
/2
1
- - - -/ g ¢
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[ 3 > X 00—1 > 00 [ » p

Figura 3.1: Método de mapeamento dos pontos de integracao.

Para fins de implementagao computacional, a Equacao |3.3| pode ser escrita da

forma:

Ngl MNgq1 Ngq

Z Z F&ny) Jeda (&,my) JWiW5 = Z fm, %) Wi, (3.4)

i=1 j=1 i=i
onde n, ¢ o nimero de pontos de integracao para o método de mapeamento e W, =
jM (5“ T]J)JqWZWJ
Os pesos modificados W; e as coordenadas (7;,5;) que satisfazem f (&,m;) =
7(1”7, 5;) foram implementados segundo a légica apresentada em |Park et al.| (2009)).
Assim, quando se torna necessaria a redefinicdo dos pontos de integracao em um
elemento, o programa acessa esses dados, nao sendo inicializada uma nova transfor-
macao e, consequentemente, diminuindo o tempo de processamento.
E exemplificado na Figura a mudanca no posicionamento dos pontos de in-
tegracao. A esquerda pode ser observado um elemento nao distorcido contendo a

ponta da trinca em seu interior e, portanto, com nés enriquecidos com funcgoes sin-

gulares. A direita, no mesmo elemento, é aplicada a estratégia de mapeamento,
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considerando 4x4 pontos por célula. O né obtido pelo cruzamento da extensao do
segmento de trinca e a aresta por ela intersecionada é criado a fim de se obter a

divisao do elemento em 6 células triangulares.

a - o~ T ® Pontos de integragado

Funcéo de trinca

L T I @ Extensao da trinca
—— Trinca

% . S I Subdivisbes

Figura 3.2: Posicionamento dos pontos de integragao: a esquerda, quadratura de

Gauss; a direita, estratégia de mapeamento aplicada.

E importante ressaltar que, apés o mapeamento, a soma dos pesos modificados
nao ¢ exatamente 1 — valor adotado via escalonamento dos pesos para garantir que
a regra de quadratura integre exatamente ao menos uma func¢ao constante — embora
convirja para tal. Assim, é necessaria a utilizacdo de uma quantidade maior de
pontos de integracao em cada célula a fim de se obter melhores resultados.

Apés estudos apresentados em Park et al.| (2009), os autores afirmam que o
método de mapeamento fornece uma convergéncia mais monotonica se comparada a
integracao convencional. Além disso, para mais pontos de integracao o mapeamento

resulta em uma precisao significativamente maior.

3.2 Implementacao Computacional

A implementacdo computacional foi realizada no sistema INSANE ([Nteractive
Structural ANalysis Environment), um projeto de software livre implementado em

linguagem JAVA segundo o paradigma da Programagao Orientada a Objetos (POO)
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e desenvolvido no departamento de Engenharia de Estruturas da Universidade Fe-
deral de Minas Gerais.

O INSANE possui trés nicleos principais: pré-processador, processador e pos-
processador. O pré e o poés-processador sao interfaces graficas através das quais
podem-se construir representacoes discretas de um modelo estrutural e visualizar
resultados. O processador é o nicleo numérico da plataforma, responsavel pela
solugao dos modelos.

Para melhor compreensao das modificagoes ou adigoes realizadas no cédigo serao
apresentados diagramas UML ( Unified Modelling Language), linguagem padrao uti-
lizada para descricao de sistemas baseados em linguagens de programagao orientada
a objetos. E mostrado na Figura a legenda adotada na descricao da implemen-
tagao: classes nao modificadas (em branco), classes alteradas (em amarelo) e classes

criadas (em verde).

Classe ndo modificada Classe modificada Classe nova

Figura 3.3: Notacao UML utilizada nos diagramas de classes.

Na etapa de pré-processamento, passou-se a solicitar ao usuario via arquivo de
entrada as seguintes informacgoes: tipo de estratégia para elementos com desconti-
nuidade e com singularidade e o nimero de pontos de integragao a ser utilizado em
cada caso. A leitura desses dados é feita na classe PersistenceAsXml através do
método implementado fillNumlIntegrationRedefinitionFromFile() (Figura |3.4)).

Faz-se necessario esclarecer que o termo degeneracao que sera aqui citado refere-
se a um ponto material pertencente a um elemento, contendo informacgoes sobre o
mesmo. Sao armazenados, por exemplo, variaveis constitutivas, coordenadas e pesos

para integracao numérica.
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pkg br.ufmg.dees.insane.persistence)

<<interface>>
Persistence

yAY

PersistenceAsXml

- model : Model

- solution : Solution
- path : String

- fileName : String

+ fillinsaneFromFile(fileName : String) : void
+ fillNumIntegrationRedefinitionFromFile(fileName : String) : void
+ fillFileFromElementsOutputData() : void

Figura 3.4: Modificagoes na classe PersistenceAsXml.

As técnicas de integracao numeérica sao acessadas apos os elementos serem inicia-
lizados (trinca estatica) ou atualizados (nucleagao e propagagao de trinca) na classe
GFemModel. Em ambas as situagoes, as degeneracoes anteriores sao excluidas e as
novas sao posicionadas segundo os novos requesitos. O cddigo foi adaptado para
que, caso os dados de redefinicao da integracao numérica nao constem no arquivo de
entrada, o programa possa proceder para a solu¢ao do problema com a integracao
convencional.

Ao se inicializar um segmento de trinca no processo de propagacao, a classe
responsavel (DiscontinuityByGfem ou LefmCrackGrowthByGfem) recebe como pa-
rametros os pontos inicial e final da trinca. Com a trinca estabelecida, verifica-se em
quais elementos a descontuidade passa e, naqueles que a contém, é armazenada a
seguinte informagao (em forma de boolean): elemento totalmente dividido, elemento
totalmente dividido com quina (mudanga de dire¢ao da trinca) em seu interior ou
elemento contendo ponta de trinca. Para tanto, a classe Element foi alterada para
armazenar os dados referentes a trinca, conforme ilustrado na Figura [3.5

Observa-se também na Figura [3.5] a implementacao do método getCornerVer-

tices(), sobrescrito na classe ParametricElement. Esse método seleciona e retorna
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apenas os nos de extremidade de um determinado elemento (aqui acessado através
de sua lista de nés). Tal processo é necessario nas situagoes em que o modelo possui
elementos de ordens superiores, visto que para a triangulacao utiliza-se apenas os

nos de extremidade.

pkgbr.ufmg.dees.insane.model.femmodel.element)

<<abstract>>
Element

- isFullyDivided : boolean
- isCrackTiplnside : boolean
- isRedefined : boolean

+ getCornerVertices() : ArrayList<ElementNode>

<<abstract>>
ParametricElement

+ getCornerVertices() : ArrayList<ElementNode>

Figura 3.5: Modificagoes nas classes Element e ParametricElement.

A Figura ilustra o processo de selecao de nés: para um elemento paramétrico
de quatro ndés Q4 ou de trés nos T'3, todos os nds sao necessarios a triangulagao.
Para um elemento paramétrico de doze ndés Q12 ou de seis nés 16, por exemplo,
apenas os nos de extremidades sao retornados.

A classe NumericalIntegrationDataManager, criada dentro do pacote ja exis-
tente ModelDataManager (Figura , ¢é acionada pela classe GFemModel. Nela ha
o redirecionamento para a redefinicao dos pontos de integracao apds a identifica-
cao da situagao da trinca no elemento. As classes responsaveis pela efetivacao das
técnicas correspondentes sao SubdivisionOfElements e MappingAndSubdivisio-
nOfElements. Ambas estao contidas no novo pacote numericalintegrationrede-
finition, pertencente ao pacote model. A implementacao do pacote citado pode

ser vista na Figura |3.8|
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(a) Elementos quadrilaterais
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L L

L ] [ L ]
e NOs de vértice
Noés nas arestas

(b) Elementos triangulares

Figura 3.6: Selegao de nés do método getCornerVertices(): para a trinca represen-

tada, a subdivisao é indicada pelas linhas pontilhadas, enquanto os nés dos vértices

sao selecionados para a triangulagao, nao sendo utilizados os nos das arestas.

pkg br.ufmg.dees.insane.model.modeldatamanager )

ModelDataManager

T

NumericallntegrationDataManager

- splitRedefinition : NumericallntegrationRedefinition

- crackTipRedefinition : NumericallntegrationRedefinition

+ init() : void
+ compute() : void

+ getSplitRedefinition() : NumericallntegrationRedefinition

+ setSplitRedefinition(splitRedefinition : NumericallntegrationRedefinition) : void

+ getCrackTipRedefinition() : NumericallntegrationRedefinition

+ setCrackTipRedefinition(crack TipRedefinition : NumericallntegrationRedefinition) : void
+ setlsCrackTipInside(elm : Element) : void

+ getSelectedDegenerations(elm : Element) : ArrayList<Degeneration>

Figura 3.7: Criagao da classe NumericalIntegrationDataManager.

Os métodos implementados em cada classe de redefinicao dos pontos de integra-

¢ao serao abordados nas segoes e Foram atribuidos valores default para a

quantidade de pontos de integracao a ser adotada. Caso o usudrio nao entre com es-

ses dados, em elementos totalmente atravessados pela trinca sao utilizados 3 pontos

de Gauss em cada célula. Ja em elementos contendo a ponta da trinca, existem duas

situagoes distintas: se a célula gerada contém um noé na singularidade, sao adotados
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<<abstract>:

- model : Model

- element : Element

- ipnumber : int[]

- enrich : EnrichmentType

+ setup() : void

+ getElementToRedefine() : Element

+ setElementToRedefine(element : Element) : void

+ getModel() : Model

+ setModel(model : Model) : void

+ getlPNumber() : int]

+ setlPNumber(ipnumber : int[]) : void

+ getEnrichmentAssociated() : EnrichmentType

+ setEnrichmentAssociated(enrich : EnrichmentType) : void

i
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SubdivisionOfElements ppingAndSubdivisionOfEl
- nodesSide1Crack : LinkedList<Vertex> - verticesList : LinkedList<Vertex>
- nodesSide2Crack : LinkedList<Vertex> - triangulation : Triangulation
- nodesSide3Crack : LinkedList<Vertex> - crackTip : IPoint3d

¢

- nodesSide4Crack : LinkedList<Vertex>

- intersectionPoints : LinkedList<Vertex>

- triangulationSide1 : Triangulation

- triangulationSide2 : Triangulation

- triangulationSide3 : Triangulation

- triangulationSide4 : Triangulation

- facesList : ArrayList<Face>

- previousDegenerations : ArrayList<Degeneration>

+ setup() : void

+ fillintersectionVertices() : void

+ fillincidenceVertices() : void

+ fillTriangulation() : void

+ createFictitiousElements() : void

+ initFictitiousElement(elm : ParametricElement) : void

+ initFictitiousDegenerations(elm : ParametricElement, auxDgn : Degeneration) : void
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- kink : IPoint3d

+ setup() : void

+ fillintersectionVertices() : void

+ fillincidenceVertices() : void

+ fillTriangulationData() : void

+ createFictitiousElements() : void

+ initFictitousElement(elm : ParametricElement) : void

+ initFictitiousDegenerations(elm : ParametricElement, auxDgn : Degeneration) : void
+ extrapolateNonLinearData() : void
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1. Cria-se uma lista de ndés para cada triangulacao. No caso do elemento total-
mente dividido pela trinca sao geradas duas triangulacoes, uma em cada lado
da trinca. Quando ha quina no interior do elemento, sao geradas 4 triangula-
goes. Esse procedimento é necessario uma vez que a triangulacao de Delaunay
¢ valida apenas para regioes convexas. Caso sejam fornecidos pontos delimi-
tadores de uma regiao concava, a triangulacao pode gerar células fora dessa
regiao, nao sendo aplicavel na presente situacao, onde as células precisam estar

contidas no elemento e nao podem se sobrepor.

2. Posteriormente, sao armazenados na lista de nds os pontos de intersecao da
trinca com as arestas. Quando nao ha quina no interior do elemento, as duas
intersecoes sao armazenadas nas duas listas de triangulacoes. Caso contrario, é
necessario avaliar o posicionamento do ponto de mudanga de direcao da trinca
em relacdo as interse¢oes do segmento de trinca (I1 e 12 na Figura [3.9) para
que as quatro listas de nés para triangulacao recebam os nés de intersecao (I1

¢ 12) e extensao (E1 e E2) corretos.

3 2 3 El 2
g
®E2
Q3
Q1 SQ2
A4 B2 e - ® 12
K
El @ ® i1
Q4
K
2
Q o1
Q3
11
4 2 1 4 1
® Intersecdes da trinca - Trinca
Quina e Subdivisdes
Funcéo descontinua Orientacdo dos segmentos

® Extensdes da trinca
(a) (b)

Figura 3.9: Avaliacao do posicionamento das intersecoes e extensoes do segmento

de trinca para armazenamento nas listas de nés para triangulagao.
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3. Armazena-se, entao, os nds dos vértices do elemento nas listas de nés corre-
tas, conforme a légica ilustrada na Figura [3.9] Verifica-se a qual dos quatro
quadrantes um determinado né de vértice pertence, sendo cada quadrante cor-
respondente a uma lista de ndés para triangulacao. Seja a Figura [3.9h, onde
o n6 K esta a direita da linha que intersecta I1 e 12. Observa-se que o né 1
estd a esquerda de ambos os segmentos 11-K e K-12, pertencendo portanto ao
quadrante Q3 e sendo adicionado a lista de nds correspondente. Os nos 2 e
3, por sua vez, estao a direita dos segmentos [1-K e K-12, sendo alocados no
quadrante Q1. O noé 4, estando a esquerda do segmento I1-K e a direita do

segmento K-12, pertence ao quadrante Q2.

Conforme descrito neste item e no anterior, o armazenamento dos nds para
triangulacao seguiu a légica de implementacao baseada em suas posicoes rela-
tivas. Para isso, fez-se uso do método isPointRight(), adicionado a classe ja

existente ComputationalGeometry conforme Figura

pkg br.ufmg.dees.insane.geometry.computationalgeometry )

ComputationalGeometry

+ isPointRight(p : IPoint3d, firstPLine : IPoint3d, secondPLine : IPoint3d) : boolean

Figura 3.10: Modificacao da classe ComputationalGeometry.

4. A partir dos nés informados, sao criadas triangulacoes de Delaunay e os dados
de subdivisao planar gerados sao armazenados em estruturas de semi-arestas.
Esse tipo de estrutura permite armazenar as informacoes hierarquicamente,
relacionando faces, vértices e semi-arestas. Dessa forma, é facilitada a pesquisa

e manipulacao dos dados geométricos, como por exemplo a identificacao dos
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vértices de uma face ou das faces comuns a um vértice (Penna, |2007)).

E acionado, entao o método que inicializa as células ou elementos ficticios.
Nele, as faces e vértices criados (entidades geométricas) sao atribuidos a ele-
mentos e nés (entidades computacionais), respectivamente, a fim de se permitir
o acesso as funcionalidades especificas dessas estruturas, tais como fungoes de

forma, coordenadas naturais, dentre outras.

A Figura indica exemplos de subdivisao feitas em elementos totalmente
atravessados pela trinca sem ou com quina. Para o primeiro caso sao obtidas
quatro células, enquanto que para o segundo sao acrescidos, na lista de nés
para triangulacao, os nés obtidos a partir da extensao do segmento de trinca
em cada uma de suas duas diregoes resultando, portanto, em oito células.

As células geradas sdo indicadas por S-(ndmero triangulagao)-T(ntmero do

triangulo).
S1T3
S2T2 .
sit2
s2m1 s1T1 sam1
° .
S1T2 S2T2 S3T1
S1T1 s3T2
Fungao descontinua ® Extensdes da trinca
= Trinca Subdivisbes
(a) Caso 1 (b) Caso 2

Figura 3.11: Tipos de triangulacao geradas.

A estratégia de subdivisao também pode ser empregada em elementos trian-
gulares, como visto na Figura |3.12 Nesta, sao exemplificadas duas possiveis

subdivisoes originadas da triangulagao.
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T3 T1

T2

/ T2
T1
T3

. i —— Trinca
Funcéo descontinua L
Subdivisdes

Figura 3.12: Exemplos de triangulagcao em elemento triangular.

. Nesse ponto as degeneracoes anteriores sao removidas para armazenamento
das novas, de acordo com as células triangulares geradas. Atribui-se aos novos
pontos de integracao as coordenadas naturais para dominios triangulares e
seus respectivos pesos. Sabe-se que a matriz de rigidez de cada elemento K, é

obtida por:

K, = / (BTOB)tdA = / (BTOB)tJdédn, (3.5)
onde:

— B é a matriz que relaciona deslocamentos e deformacoes;
— (' é a matriz que leva em conta as propriedades constitutivas;
— t é a espessura;
— J é o determinante Jacobiano.
Considerando que a parcela fe dA = fe Jd&dn representa a drea do elemento,

entende-se que esse calculo passa a ser uma soma das parcelas de cada célula

triangular, ou seja:
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NT
A, = / Jdgdn =) / JLdE,dny, (3.6)
e i=1 7t

considerando que NT' é o ntimero de células que compoem o elemento, (&;,7;)
sdo coordenadas paramétricas triangulares e J! é o determinante Jacobiano

calculado em cada triangulo .

Como os pontos de integragao estao associados as suas respectivas células

triangulares, pode-se rescrever a Equagao [3.6] como:

NT PG NT PG

A=) Jhw=> ") Jlwl A" (3.7)

i=1 j=1 i=1 j=1

onde:
— PG é o numero de pontos de Gauss (modificados ou nao) em cada trian-
gulo;
- w§- ¢ o peso de cada ponto de integracao j na célula triangular;
— A8 & a drea do tridngulo i em coordenadas (&, 7).
Nota-se que o peso w de um ponto de integracao no elemento passa a ser dado
por wj-Aftm, adaptando-se a transposicao da célula para o elemento. Como o

determinante Jacobiano ¢ igual a relacao entre as areas real e natural e, para

células triangulares, é um valor constante, tem-se:

Ty ATY
D L DUTNCE

com A7Y sendo a drea real da célula i. Logo, a drea do elemento é dada

finalmente por:

NT PG

A=) A (3.9)

i=1 j=1
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Conclui-se, assim, que sao acessados o peso, as coordenadas paramétricas e a
area real das células triangulares. E importante ressaltar que foram utilizadas
as coordenadas de drea ja implementadas no INSANE, exceto para o caso de
3 pontos de integracao. Nessa situacao os pontos sao alocados no meio de
cada lado do triangulo, o que gera erros nas células com lados pertencentes
a descontinuidade. Foram empregadas, entao, as coordenadas paramétricas
apresentadas em |[Bathe| (2014). A Figura e a Tabela comparam as

coordenadas citadas.

>,

>r
i

Figura 3.13: Integracao com 3 pontos: a esquerda, coordenadas de area; a direita,

coordenadas paramétricas.

Tabela 3.1: Coordenadas para integragao com trés pontos.

Tipo de Coordenadas Ponto ¢ Ji k

& 1/2 1/2 0

Area & 0 1/2 1/2
& 12 0 1/2
Foo1/6 2/3 1/6
Paramétricas
5 1/6 1/6 2/3

A ordem de adicdo dos nés a lista para triangulacao modifica a orientacao das

células triangulares formadas. A fim de verificar a influéncia dessas alteragoes, foram
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analisadas a matriz de rigidez e a energia de deformagao de um mesmo elemento para
cada caso ilustrado na Figura|3.14] onde o primeiro caso indica a orientacao referente
a implementacao corrente. Os resultados obtidos mostraram que a orientagao das
células tem influéncia minima nos parametros analisados, sendo assim adotada a
ordem inicialmente proposta (primeiro adigdo dos nés de intersecdo, depois adigao

dos nés dos vértices do elemento).

Funcgéo descontinua
- Trinca
Subdivisbes

Figura 3.14: Triangulagoes obtidas para diferentes ordenacoes da lista de nos.

3.2.2 Classe MappingAndSubdivisionOfElements

A subdivisao e mapeamento dos pontos de integragao contém as seguintes etapas:

1. Inicializa-se uma lista de nds para a triangulacao a ser feita. Nela, sao arma-

zenados primeiramente os nés dos vértices do elemento.

2. Armazena-se também o né correspondente a ponta da trinca, a intersecao da
mesma com a aresta do elemento e a intersecao originada da extensao do

segmento de trinca com outra aresta desse mesmo elemento.

3. Apds o preenchimento da lista de nds, cria-se a triangulacao de Delaunay,

armazenando os dados em uma estrutura de semi-arestas.

4. Inicializa-se o método para gerar as células triangulares ou elementos ficti-

cios. Da mesma forma que na classe SubdivisionOfElements, aqui as faces
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e vértices sao associados a elementos e néds.

Sao excluidas as degeneracOes anteriores e armazenadas as novas. E feita, em
cada célula, a verificacao se um de seus nos coincide com a ponta da trinca.
Em caso afirmativo, os pontos de integracao recebem as coordenadas e pesos
modificados segundo o método de mapeamento apresentado na Segao [3.1.2

Caso contrario, sao utilizados os dados da quadratura de Gauss convencional,
assim como ¢é feito para elementos totalmente atravessados pela trinca. A
diferenciacao do posicionamento e quantidade dos pontos de integracao pode
ser observada na Figura Nela, os nés dos vértices sao enriquecidos com
funcoes singulares e, além, deles, é adicionado a lista de nés para triangulacao

o no obtido a partir da extensao do segmento de trinca. As linhas tracejadas

delimitam as células criadas; no elemento representado a direita, observa-se
que as células hachuradas (T1 e T2) nao contém um né na ponta da trinca,

sendo portanto empregada a quadratura de Gauss convencional.

L;,,//////////
T2 : ////%;/////
2 T6
T3 T1 é
t o
T4 6 % ™ 5
7.
) % T3
Funcéo singular — Trinca
® Extensdesdatrinca e Subdivisbes
% Gauss convencional
(a) Caso 1 (b) Caso 2

Figura 3.15: Células de integracao originadas da subdivisao e mapeamento dos

pontos de integracao.
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3.2.3 Armazenamento de Dados para a Analise Fisicamente

Nao Linear

Na anélise fisicamente nao linear, as degeneracoes guardam, além das coordena-
das naturais e pesos de integracao, as varidveis constitutivas que sao atualizadas a
cada passo da trajetéria de equilibrio. Esses dados, armazenados nas degeneragoes
ao longo do processo de solugao, precisam estar presentes nas novas degeneragoes
criadas em funcao da criacao das células de integracao. Entretanto, as mesmas
nao contém o histérico das variaveis, sendo necessario recorrer a um processo de
atribuicao via média ponderada.

Esse armazenamento de dados baseou-se na logica da formulagao nao local, apre-
sentada na segao [2.2.3|e comumente empregada em modelos de dano a fim de melhor
representar o comportamento do material.

Em modelos nao locais a tensao em um ponto depende da distribui¢ao dessa
variavel em uma vizinhanca finita do mesmo, empregando em tal avaliacao uma
funcao peso. No contexto da integracao numérica, as variaveis constitutivas de uma
determinada degeneragao (advinda da subdivisao do elemento) dependem de seus
valores assumidos nas degeneracoes prévias (posicionadas segundo a quadratura de
Gauss convencional), ponderadas segundo uma fungao peso. Assim, o dominio da
formulagao nao local é restrito ao préprio dominio do elemento contendo a nova
degeneracao avaliada.

A ponderacao foi feita considerando-se a funcao de distribuigao Gaussiana, dada
pela Equagao 2.16l A Figura ilustra como a formulagao nao local é empre-
gada no contexto da integragao numérica pela subdivisao de elementos. A esquerda,
¢é representado um elemento genérico com pontos de integracao posicionados con-
forme a quadratura de Gauss convencional. Ao meio, o estado de tensoes desse
elemento induz a propagagao de uma trinca em seu dominio (em vermelho), onde

¢ entao aplicada a estratégia de subdivisao e os pontos de integracao sao alocados
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segundo as células triangulares obtidas. A direita, é destacado um ponto de integra-
¢ao tomado como a origem da funcao peso, onde o parametro [ define seu alcance
e, portanto, quais degeracoes prévias terao seus valores ponderados para armaze-
namento na degeneracao agora valida. O processo é repetido para cada uma das
novas degeneracoes, até que todas contenham os valores das variaveis constitutivas

referentes ao elemento em questao.

° ° ° ° ° °
[ [ J [ J [ ]
[ ] o [ J [ ]
[ ] [ ] [ J [ ]
[ ] ([ ] ([ ] L]
) ) ) ° ° : °
® Pontos de integracdo Pontos de integracdo — Trinca
prévios correntes Subdivisdes

(a) (b) (c)

Figura 3.16: Ponderacao das varidveis constitutivas para os novos pontos de inte-

gracao.

Cada modelo constitutivo conta com varidveis especificas, sendo entao o processo
de média ponderada particular a cada modelo. Para o de fissuracao distribuida, as
variaveis a serem atualizadas e, por conseguinte, armazenadas nas novas degenera-

¢oes, podem ser vistas na Figura
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pkgbr.ufmg.dees.insane.materialmedia.conslitutivemodel.ﬁlter)

ConstitutiveModelFilter

I

UnifiedConstitutiveModelFilter

[

MLFConstitutiveModelFilter

[

MLFOCMFixedSCPlaneStressFilter

-W_1: String

-DW_1: String

-W_2: String

-DW_2: String

- STRAIN_EIGENVALUES : String
- TRANSFORMATION_MATRIX : String
- IS_DAMAGE : String

- KAPPA_1 : String

- KAPPA_2 : String

- LOADING_FUNCTION_1 : String
- LOADING_FUNCTION_2 : String

+ getDegenerationAverageValues(dgn : Degeneration, previousDegenerations : ArrayList<Degeneration>) : void

Figura 3.17: Varidveis constitutivas extrapoladas para o modelo de fissuracao dis-

tribuida.

Para as variaveis do modelo de fissuracao distribuida, por exemplo, aquelas pas-

siveis de serem ponderadas (ou seja, escalares) sdo armazenadas em uma lista de

dados:

values = (3.10)

\lz

onde w; e wy sao as variaveis de dano, dw, e dw, sao as derivadas das variaveis de
dano e [; e I sao as fungoes de carregamento nas direcoes 1 e 2, respectivamente.
Sao armazenados também, em forma de lista de dados, as coordenadas dos pontos

de integragao prévios e seus respectivos pesos e jacobianos:
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(:Ev y)l
'rJ
points = { ( ‘y>2 (3.11)
(@, ) |
onde (z,y); é a coordenada de cada degeneracao i, com i =1,...,n e n é o nimero
de degeneragoes prévias do elemento.
( )
Wwi-J1
wsy.]
weights = 2“72 (3.12)
| Wn-Jn )

onde w; é o peso e j; é o jacobiano de cada degeneracao .
Os valores nao locais de cada grandeza para a nova degeneragao sao calculados,
entao, da seguinte maneira:

n

1
nonLocalV alues = v ZZ:; a; values;y weights (3.13)

onde «; é o valor da funcéo de distribuicao Gaussiana (Equagao[2.16]) na degeneragao

1 e V é o dominio local dado por:

V= Z a; weights (3.14)

=1

Para o caso de variaveis nao escalares, como os autovetores que definem a dire-
¢ao de fissuracao necessaria ao modelo de fissuracao distribuida, torna-se invidavel
empregar a formulagao nao local. Assim, a média ponderada foi substituida por
uma busca da degeneracgao prévia mais proxima, da qual as variaveis constitutivas

sao copiadas para a nova degeneragao.



Capitulo 4
SIMULACOES NUMERICAS

Neste capitulo sao apresentados alguns exemplos para validar a implementacao
da integracao numérica via subdivisao de elementos e mapeamento dos pontos de
integracao. Os resultados obtidos sao comparados com aqueles advindos da integra-
¢ao convencional através dos seguintes parametros: energia de deformagao, rigidez,
fatores de intensidade de tensao, tempo de processamento e trajetéria de equilibrio,
conforme as caracteristicas de cada modelo.

Algumas informagoes comuns a maioria dos exemplos sao aqui descritas:

1. Para a estratégia de mapeamento dos pontos de integracao foi acrescentado
a lista de pontos para triangulacao a intersecao da extensao do segmento de
trinca e a aresta do elemento, gerando assim 6 células de integracao em um
elemento nao distorcido (Figura[4.1). Foram realizados testes com 5 células de
integragao (portanto nao considerando o ponto advindo da extensado do seg-
mento de trinca) e os resultados nao foram satisfatérios, apresentando erros
significativos. A obtencao de valores estaveis com a estratégia de mapeamento
e a convergencia da energia de deformacao para valores de referéncia apresen-

taram melhor comportamento quando empregadas 6 células triangulares.

60
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T2 T2
T1 T3 T1
T3 — [ SR
T5 T4 T6
T4 T5
Funcéo singular ® Extensdes da trinca
-—— Trinca Subdivisdes

(a) (b)

Figura 4.1: Subdivis@o do elemento (a) sem considerar e (b) considerando o ponto

advindo da extensao do segmento de trinca.

2. Conforme mencionado na Secao [3.1.2] nos elementos contendo a ponta da
trinca em seu interior e cuja célula triangular nao contenha um né na ponta
(como ilustrado pelas células hachuradas da Figura ), sao adotados pon-
tos de integracao convencionais da quadratura de Gauss. Apds algumas ana-
lises, verificou-se que sao obtidos 6timos resultados com 6 pontos de Gauss,

quantidade entao adotada.

3. Os tempos de processamento citados sao médias entre trés medicoes feitas
em um mesmo computador com sistema operacional Windows 10 Home de 64
bits, 8GB de meméria RAM e processador Intel® Core™ i7-5500U CPU @
2.40GHz.

4. Os fatores de intensidade de tensao apresentados foram calculados pelo método

da integral de interagdo, proposto inicialmente por [Yau et al. (1980) e cuja

implementagao no software INSANE ¢é descrita por |Fonsecal (2019).

5. Nos exemplos da secao 4.2 a secao 4.5 os dados relativos ao emprego da qua-
dratura de Gauss convencional sdo indicados pela série IC' (integracao conven-

cional) e, aqueles relacionados a estratégia implementada, sao referenciados
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por SM (subdivisao de elementos e mapeamento dos pontos de integragao).

E importante destacar que as analises foram feitas de modo a buscar apresentar o
comportamento das estratégias de integracao implementadas em diversas situagoes,
considerando por exemplo modelos lineares elasticos e com nao linearidade fisica, no

contexto do MEFG, MEFGE e MEFG#!.

4.1 Influéncia do Posicionamento da Trinca no
Elemento

Os pontos de integracao, ao serem distribuidos em um elemento contendo trinca,
podem ter suas propriedades representadas de maneira mais ou menos precisa con-
forme o posicionamento dessa descontinuidade. A fim de analisar essa diferenca,
observou-se o comportamento da matriz de rigidez em elementos com trincas em
diferentes condigoes geométricas. A andlise estendeu-se para a comparacgao de resul-
tados obtidos via integracao convencional pela quadratura de Gauss e via subdivisao
em células triangulares.

A secao [4.1.1] aborda a variacdo na altura da trinca que atravessa totalmente
um elemento — no qual, por conseguinte, os nds sao enriquecidos com fungoes de
Heaviside (Equagao 2.5)). A sec¢do trata de situagoes em que a ponta da trinca
esta no interior do elemento, e é variada sua posicao dentro do elemento. Nesse caso,
é empregado o enriquecimento nodal com fungoes singulares (Equagoes a2.9).

A anélise dos dados foi feita a partir da norma da matriz de rigidez, escolhida
devido a facilidade de se comparar os dados na forma de grandezas escalares. Esta

foi calculada da seguinte maneira:

NGL NGL

Z Z kijgw (4'1)

i=1 j=1

I Ke [|=

onde:
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— K. é a matriz de rigidez do elemento e;
— NGL é o numero de graus de liberdade do elemento;
— kjj referencia cada termo da matriz K.

Foi tomado um elemento quadrilateral de quatro nés Q4 de dimensoes 1,4 X
1,778, mesmas medidas dos elementos das malhas apresentadas na secao Os
dados do material utilizados foram, em unidades consistentes, médulo de elasticidade

E = 1,0 e coeficiente de Poisson v = 0, 3.

4.1.1 Altura da trinca

Para observagao da influéncia da altura da trinca na rigidez do elemento foram
simuladas 3 posigoes: d/2, d/4 e d/8, onde d ¢é a altura do elemento. As situagoes

descritas estao esquematizadas na Figura

a2
d/4
»
>

a/s

Funcao descontinua — Trinca Subdivisdes

Figura 4.2: Diferentes alturas da trinca no elemento.

A quantidade de pontos de integragao da quadratura de Gauss foi variada de
4 x 4 até 24 x 24. As analises feitas com quadraturas 2 x 2 apresentaram erros
significativamente maiores que para os demais casos, por isso foram desconsidera-
das. Para a estratégia de subdivisao de elementos, como aqui nao sao levados em
conta enriquecimentos singulares, a matriz de rigidez torna-se exata para 3 pontos
de integracao por célula triangular — garantindo a aproximacao quadratica compa-

tivel com a formulagao do elemento paramétrico de quatro nés Q4. A norma da
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matriz de rigidez obtida com essa quadratura, entao, foi tomada como referéncia
para estimativa do erro gerado pela integracao convencional.

A Tabela mostra as normas da matriz de rigiez obtidas com a subdivisao
de elementos, enquanto a Tabela mostra tal varidvel obtida no uso de cada
quadratura de Gauss, assim como o erro relativo entre a integracao por quadratura

de Gauss e a integracao por subdivisao de elementos, calculado como:

rel

K Dl — I K s

5 , (4.2)
I Ke Il

onde:
— || K¢ || € a norma calculada para a integracao pela quadratura de Gauss;
— || K¢ ||g é a norma calculada para a integracao pela subdivisao de elementos.

Constata-se que os valores obtidos em quadraturas convencionais ifmpares apre-
sentam maior discrepancia daqueles obtidos em quadraturas pares. Isso se deve ao
fato de que, no primeiro caso, alguns pontos de integracao ficam mais proximos da

(ou mesmo sobre a) descontinuidade.

Tabela 4.1: Variagao da altura da trinca: dados para subdivisao de elementos.

I Ke ||

Pontos
d/2 d/4 d/8

12 (3 por célula) 2,8346 2,3372 2,1196

A Figura [£.3| mostra o gréafico do erro relativo calculado nas quadraturas pares
com relacao a estratégia implementada. Tais valores sao menores quando a trinca

se encontra na metade do elemento, apresentando maiores variacoes para d/4 e d/8.
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Tabela 4.2: Variagao da altura da trinca: dados para integracao convencional.

| K |l e (%)
d/2  d/4 d/s d/2  d/4 dJ8

Pontos

4 2,8875 2,8875 2,0166 0,2963 2,8266 0,4198

9 3,2879 24177 24177 2,7180 10,3764 11,3322

16 2,8482  2,2074 2,2074 0,0760 0,5800 0,3739

25 3,1216  2,5621 2,1141 1,6741 11,0837 0,0230

36 2,8407 2,3756 2,0704 0,0343 0,1781 0,2031

49 3,0436 2,2554 2,0485 1,2034 0,3690 0,2921

64 2,8375 24771 2,1792 0,0161 0,6624 0,2522

81 2,9981 2,3622 2,1300 0,9341 0,1159 0,0432

100 2,8366 2,2784 2,0975 0,0111  0,2667 0,0922

121 29704 2,4382 2,0750 0,7724 0,4743 0,1843

144 2,8358 2,3563 2,1700 0,0068 0,0881 0,2129

400  2,8350 2,3930 2,0887 0,0023 0,2595 0,1282

576  2,8349 2,3466 2,0977 0,0021 0,0433 0,0911

Conclui-se, para os dados relacionados as quadraturas pares, que quando a trinca
¢ posicionada na metade da altura do elemento os erros gerados no célculo da ma-
triz de rigidez sao menores, embora o resultado pela quadratura de Gauss ainda nao
seja exato. A mudanca na altura da trinca gera erros ainda mais significativos na
integracao convencional. A estratégia de subdivisao de elementos se mostra vanta-
josa quanto ao fato de manter a exatidao da aproximacao numérica independente da
posicao da trinca, além de ser necessario um niimero relativamente baixo de pontos

de integracao.
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Erro relativo da rigidez
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Figura 4.3: Influéncia da altura da trinca na obtencao da matriz de rigidez do

elemento pela quadratura de Gauss.

4.1.2 Posicao da ponta da trinca

Com o intuito de analisar, agora, o comportamento de elementos que contém a
ponta da trinca em seu interior, foram simulados casos com diferentes posigoes da
ponta da trinca. Para o elemento de largura [, a dimensao da trinca foi alterada
entre [/7,1/2 e 61/7, conforme Figura[f.4] As linhas pontilhadas delimitam as células
geradas a partir dos nés do elemento e do ponto advindo da intersecao entre a aresta

do elemento e a extensao da trinca.

o——— 9 Q———9 o————9
L = L e b
L ] [ 4 o [ ® o L J
/ 17 12 6l/7
‘ > - - > - >
® Funcdo singular e ExtensOes da trinca — Trinca - Subdivisbes

Figura 4.4: Diferentes tamanhos da trinca no elemento.
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Os pontos de integracao para a quadratura de Gauss foram variados de 4 x 4 a
24 x24. Na estratégia de mapeamento e subdivisao de elementos, foram considerados
de 2 x 2 a 10 x 10 pontos de Gauss modificados em cada uma das 6 células geradas.
Resultados tanto com 2 x 2 pontos na integracao convencional quanto com 1x 1 ponto
na estratégia implementada apresentaram erros significativamente maiores que para
os demais casos.

Ressalta-se que para a integracao convencional, entretanto, foi possivel empregar
apenas quadraturas pares. Essa limitacao ocorre porque, quando a ponta da trinca
coincide com um ponto de integracao (r = 0 nas Equacoes a , nao € possivel
determinar os parametros do enriquecimento singular e, assim, a matriz de rigidez
nao ¢ calculada. Devido ao enriquecimento adotado, a integracao nao ¢é exata para
ambas as técnicas de integragao em comparacao. Por isso, foi analisada a conver-

gencia relativa da norma da matriz de rigidez associada ao aumento dos pontos de

integracao:
2 2
rel_l” K. ||n_|| K. ||¢| 43
i 2 ) (4.3)
I Ke I,
onde:
— || K. ||,, é a norma calculada para a tltima quadratura considerada n, para

cada estratégia, a qual contém o maior nimero de pontos;
— || K¢ ||; é a norma calculada para a quadratura i, sendo ¢ = 0, ..., n.

Para a integracao convencional, n refere-se a quadratura 24 x 24; ja para a
subdivisao e mapeamento, n refere-se a quadratura modificada de 10 x 10 pontos
por célula triangular.

Os resultados obtidos para a utilizacao da quadratura de Gauss estao listados na
Tabela Para o caso do mapeamento e subdivisao de elementos, os dados estao
contidos na Tabela £.4 Os erros relativos para ambos conjuntos de dados podem

ser vistos, respectivamente, nas Figuras [.5] e [4.6]
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Tabela 4.3: Variacao da posi¢ao da ponta da trinca: dados para integracao conven-

cional.

| K. | (%)
Uyt 12 6l)7 Uyt 12 6lT

Pontos

16 2,9047 3,2951 3,3338 0,1931 10,3878 0,4653

36 2,9101 3,3247 3,3663 0,1620 0,1968 0,2525

64 2,9233 3,3383 3,3796 0,0867 0,1081 0,1654

100 2,9260 3,3440 3,3866 0,0716 0,0710 0,1187

144 2,9310 3,3433 3,3884 0,0430 0,0754 0,1069

196 2,9333 3,3502  3,3948 0,0296 0,0302 0,0646

256 2,9349 3,3492 3,3965 0,0204 0,0371 0,0530

324 29358 3,3561 3,3962 0,0153 0,0081 0,0550

400  2,9380 3,3557 13,3968 0,0025 0,0056 0,0513

484 29386 3,3551 13,3961 0,0008 0,0018 0,0561

576 29384 3,3549 13,4045 0,0000 0,0000 0,0000

Através dos resultados obtidos, observa-se que a convergéncia da norma da matriz
de rigidez é mais rapida para a estratégia proposta nos trés casos analisados. Nota-
se, por exemplo, que para a quadratura de Gauss os valores de ¢ se estabilizam,
na segunda casa decimal, com 256, 324 e 400 pontos de integracao para os tamanhos
de trinca 61/7, 1/2 e 1/7, respectivamente. J4 para o mapeamento e subdivisao de
elementos, isso ocorre considerando 150, 150 e 216 pontos de integracao para os
respectivos tamanhos anteriormente citados. Assim, obtém-se valores estaveis com

menores quadraturas ao se adotar a estratégia de subdivisao e mapeamento.
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Tabela 4.4: Variacao da posicao da ponta da trinca: dados para estratégia imple-

mentada.
| Ke || (%)
Pontos
Ut 12 6lyT Ut 12 elT
24 2,9241 3,2975 3,3202 0,1163 0,4480 0,6076
54 29532 3,3616 3,3898 0,05612 0,0313 0,1514
96 29312 3,3625 3,4213 0,0754 0,0253 0,0577
150 2,9508 3,3658 3,4126 0,0371 0,0034 0,0004
216 2,9428 3,3666 3,4125 0,0091 0,0017 0,0011
294 2,9445 3,3663 3,4127 0,0008 0,0002 0,0002
384 29446 3,3664 3,4125 0,0015 0,0000 0,0000
486 29443 3,3663 3,4126 0,0000 0,0000 0,0000
600 29444 33663 34126  0,0000 0,0000 0,0000
0,7 T T T T T T T T T T T
—=— /7
0,6 |- —o— /2 |
N ——61/7
qu_; 0,5 |- |
.0
fg 0,4 |-
o)
= \
E 0,3 |-
=
0,1 |-

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Pontos de integracao

Figura 4.5: Influéncia do tamanho da trinca na obtencao da matriz de rigidez do

elemento na integragao convencional.
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Figura 4.6: Influéncia do tamanho da trinca na obtencao da matriz de rigidez do

elemento na integragao com mapeamento e subdivisao de elementos.

Quando observada a convergéncia relativa da integracao convencional em ambos
os exemplos, usando a Equacao (Figura , nota-se que ha maior sensibili-
dade a altura da trinca dentro do elemento do que a posicao da ponta da mesma,

especialmente para as alturas de d/4 e d/8.

0,7 T I
—— /7
0,6 |- —— /2 |
——61/7
05 |- a2 |
d/4
0.4 |- —m— d/8 | |
-'?J \
=
QO
0 . = = — ‘ . : —e e
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Pontos de integragao

Figura 4.7: Convergeéncia relativa da norma da matriz de rigidez para integragao

convencional.
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4.2 Modelos sem Propagacao

Nesta secao ¢ apresentada a aplicagao das técnicas de integracao numérica em
modelos de trinca estatica. Utilizou-se a mesma geometria e a mesma malha, con-
forme Figura em todos os casos. As propriedades do material também foram
mantidas: médulo de elasticidade £ = 1,0 e coeficiente de Poisson v = 0,3, em
unidades consistentes. A chapa apresenta espessura unitaria, restricdo em y nos nos

inferiores e restricao em x e y no né inferior esquerdo.

fyAAAAAAAAAAA fAAAAAAAAAAA
]; > > > > > fi e e e
,oa
A |
ya Ya ‘
A A A AXA A A A
7
(a) Geometria (b) Malha

Figura 4.8: Dados comuns aos exemplos sem propagacao.

A malha de elementos finitos contém 5 por 9 elementos quadrilaterais de 4 nés Q4.
A malha grosseira foi adotada com o intuito de evidenciar a integragao numérica,
uma vez que os elementos tém tamanho significativo com relacao ao tamanho da
chapa. A quantidade de pontos de Gauss foi alterada entre as quadraturas de 4 x 4

a 24 x 24, e quando aplicadas as estratégias aqui estudadas, os pontos de integracao
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foram alterados entre 3, 4, 6, 7 e 13 por célula em elementos totalmente atravessados
pela trinca. Em situagoes que o elemento contém a ponta da trinca, alternou-se os
pontos de Gauss modificados de 2 x 2 a 10 x 10 em cada célula.

Nos elementos da malha que nao contém a descontinuidade foram empregados
2 x 2 pontos de Gauss, exceto naqueles adjacentes a elementos com a singularidade,
onde foi utilizada quadratura 4 x 4 devido a presenca de alguns nés enriquecidos.
Ressalta-se que os dois primeiros exemplos foram simulados para representar a in-
fluencia das estratégias separadamente, enquanto os demais buscam associar dife-
rentes configuracoes a presenca de ambos os tipos de enriquecimento.

Para cada exemplo sao apresentados graficos que relacionam a variacao da energia
de deformagao U e do(s) parametro(s) de intensidade de tensao K com o aumento da
quantidade de pontos de integracao. Além disso, é apresentada a relacao do tempo
de processamento — tempo gasto na solucao da matriz de rigidez, sem levar em conta
o processo de triangulacao da estratégia de subdivisao — com a respectiva energia
de deformacao para determinada quadratura de Gauss. O intuito é identificar, de

forma réapida e visual, para quais tempos sao obtidos valores estaveis do parametro

U.

4.2.1 Chapa em Modo I de Abertura e a =1,0

Com dimensao da trinca de 1,0 unidade de comprimento, a descontinuidade esta
contida em somente um elemento, representado na Figura [£.9 Estao indicados os
nos enriquecidos do elemento E25 e nos elementos hachurados foram adotados 4 x 4
pontos de Gauss. O carregamento aplicado ¢ de f, = 0 e f, = 1,0; considerou-se

estado plano de tensao e foi empregado enriquecimento com fungoes singulares do

Modo I de abertura (Equagoes e .
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E29 E30
35 36 —— Trinca
E24 e Funcao singular
E25 Quadratura 4 x 4
29 30
E19 E20

Figura 4.9: Disposicao da trinca a = 1,0 na malha adotada.

A Figura indica a variacao da energia de deformacao U na chapa, enquanto
a Figura indica a variacao do fator de intensidade de tensao K; a medida que
o numero de pontos de integracao é aumentado no elemento E25 da Figura A
convergencia de U ocorreu de forma mais lenta na integragdo convencional /C' do
que nas estratégias adotadas SM, e comportamento similar é observado para o fator
K;. A Figura [4.12| mostra a variacao da energia de deformacao com o tempo de

processamento, onde é possivel observar tempos menores na série de dados SM.

58,1

I

58,05 |- = IC | |
SM
58 |- e
57,95 |- .
57,9 |- -
S 57,85 |- .
57,8 |- |
57,75 |- -
57,7 |- .
57,65 |- .
57,6 | | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650

Pontos de integracao

Figura 4.10: Energia de deformagao U para chapa com trinca a = 1, 0.
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2,28 ‘ ‘
- 1C
2.7 | SM | |
2,26 |- |
g 2,25 |- a
2,24 | |
2,23 |- -
2,22 | | | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650

Pontos de integragao

Figura 4.11: Fator de intensidade de tensao K; para chapa com trinca a = 1, 0.

58,1 ‘ ‘

58,05 |- = IC | |

SM

58 — —

57,95 |- -

> 57,85 |- -
57,8 |- |
57,75 |- |
57,7 |- |

57,65 |- -

57,6 | | | | | | | | | | | | | | |
40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200

t (ms)

Figura 4.12: Tempo de processamento ¢ para chapa com trinca a = 1, 0.

A Tabela traz todos os valores obtidos tanto da energia de deformacao U
e do tempo de processamento ¢ como também o fator de intensidade de tensao K
para o emprego da quadratura de Gauss. Os mesmos dados relacionados a estratégia
implementada constam na Tabela [£.5D] Para tais parametros, a integracao conven-

cional nao atingiu a estabilidade observada na técnica de mapeamento e subdivisao



de elementos.

Para fins de comparacao entre as estratégias de integragao numérica foram consi-
derados resultados aceitaveis para a discretizacao adotada o emprego de 576 pontos
na quadratura de Gauss e 6 x 6 pontos de integracao em cada célula triangular
(Tabela . Para valores de U préximos entre si, o tempo de processamento é re-

duzido em 44% e o niimero de pontos de integracao diminui em 63% ao se considerar

a técnica implementada.

Tabela 4.5: Resultados de U, K; e tempo de processamento ¢ para a = 1, 0.

(a) Integracao convencional

(b) Estratégia implementada

Pontos U t (ms) K Pontos U t (ms) K
16 57,8139 ol 2,2441 24 57,7895 72 2,1496
25 57,6708 52 2,2285 54 57,7428 74 2,2443
36 57,8477 68 2,2492 96 57,7219 76 2,2338
49 58,0545 68 2,2757 150 57,7358 89 2,2325
64 57,7854 73 2,2411 216 57,7297 109  2,2340
81 57,9278 83 2,2604 294 57,7321 124 2,2333
100 97,7542 97 2,2365 384 57,7315 125 2,2335
121 57,7951 99 2,2431 486 57,7317 125 2,2335
144 o7, 7772 101 2,2441 600 o7, 7317 165 2,2335

400 57,7637 189  2,2378
576 o7, 7427 196 2,2350

Tabela 4.6: Comparacao das estratégias de integracao para trinca a = 1, 0.

Tipo de integragao Pontos U t (ms)
IC 576 57,7427 196
SM 216 57,7297 109
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4.2.2 Chapa em Modo I de Abertura e a = 2,8

Nesse exemplo a trinca tem dimensao de 2,8 unidades de comprimento, atra-
vessando completamente dois elementos. Na Figura podem ser vistos os nos
do elemento E25 enriquecidos com fungao de Heaviside (Equacéo . O enrique-
cimento foi adotado dessa forma a fim de que se observasse o comportamento da
subdivisao de elementos em um dominio com nods enriquecidos apenas com funcao
descontinua, de maneira andloga ao exemplo anterior (onde foram empregadas ape-
nas funcoes singulares). O carregamento aplicado é de f, = 0e f, = 1,0 e adotou-se

estado plano de tensao.

35 36
— Trinca

E24 E25 Funcéo descontinua
29 30

Figura 4.13: Disposicao da trinca a = 2,8 na malha adotada.

Observa-se na Figura [4.14] a alteragao de U com o aumento da quantidade de
pontos de integracao no elemento E25, enquanto a Figura mostra a alteracao
de K;. De maneira mais clara que no exemplo anterior, a estratégia de subdivi-
sao adotada SM apresenta convergéncia rapida quando comparada a integracao IC,
necessitando de apenas 3 pontos de integragao por célula para apresentar resulta-
dos precisos. Consequentemente, o tempo de processamento relacionado também é
reduzido, conforme Figura [4.16

Os resultados de energia de deformagao, tempo de processamento () e fator de
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intensidade de tensao constam na Tabela para a série IC, e na Tabela [4.7D]
para a série SM. Ressalta-se que foram listados, para a integracao convencional, so-
mente os dados associados as quadraturas pares. O emprego de quadraturas impares
posiciona alguns pontos de integracao em cima da descontinuidade, gerando erros

de integragao consideravelmente maiores.

75,5 - -
75,45 |- —. SIS/[ =
75,4 |- .
75,35 |- .
75,3 |- .
D 75,25 |- |
75,2 |- .
75,15 |- .
75,1 |- .
75,05 |- .

75 | | | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650

Pontos de integracao

Figura 4.14: Energia de deformacao U para chapa com trinca a = 2, 8.

4,78 l I
—a— IC
4,77 |- SM | |
4,76 |- .
;Q 4,75 |- .
4,74 |- .
4,73 |- .
—n
4,72 \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \ \
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600 650

Pontos de integragao

Figura 4.15: Fator de intensidade de tensao K; para chapa com trinca a = 2, 8.
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75,4 |- N
75,35 |- N
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= 75,25 |- N
75,2 |- .
75,15 |- N
75,1 |- N
75,05 | — & u |

75 | | | | | | | | | | | | | | |

40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160 170 180 190 200
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Figura 4.16: Tempo de processamento ¢ para chapa com trinca a = 2, 8.

Tabela 4.7: Resultados de U, K; e t para a = 2, 8.

(a) Integracao convencional (b) Estratégia implementada
Pontos U t (ms) K Pontos U t (ms) K
16 75,4397 57 4,7696 12 75,0418 63 4,7263
36 75,2233 62 4,7460 16 75,0418 63 4,7263
64 75,1461 68 4,7376 24 75,0418 63 4,7263
100 75,1096 73 4,7337 28 75,0418 67 4,7263
144 75,0894 87 4,7315 52 75,0418 70 4,7263

196 75,0771 99 4,7301

256 75,0690 104  4,7292

324 75,0634 110  4,7286

400 75,0594 167 @ 4,7282

o576 75,0541 193  4,7276

Com o intuito de comparar as duas estratégias, considerou-se resultados aceita-

veis para a malha adotada aqueles obtidos com 144 pontos na quadratura de Gauss
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e 3 pontos por célula na subdivisdo de elementos (12 ao total). Para essa integra-
¢ao numérica, os resultados estao apresentados na Tabela [4.8 Utilizando menos de
10% dos pontos empregados na quadratura de Gauss, a estratégia SM alcanca uma

reducao de aproximadamente 28% no tempo de processamento.

Tabela 4.8: Comparacao das estratégias de integracao para trinca a = 2, 8.

Tipo de integracao Pontos U t (ms)

IC 144 75,0894 87

SM 12 75,0418 63

4.2.3 Chapa em Modo I de Abertura e a = 3,5

Tem-se nesse exemplo a trinca com dimensao de 3,5 unidades de comprimento,
ou seja, metade da largura da chapa. Sao utilizados enriquecimentos com fungao
descontinua (Equagao e fungoes singulares (Equagoes e para descrever
a trinca existente. O carregamento aplicado ¢ de tragao: f, = 0e f, = 1,0, e foi
adotado estado plano de tensdao. A Figura indica os nds apenas com funcoes
descontinuas (elemento E25) e os nds apenas com fungoes singulares (elemento E23).
Os dados da série IC' foram obtidos alternando-se as quadraturas pares para esse
posicionamento da trinca.

Para esse exemplo, a energia de deformacao foi calculada no software ANSYS®
versao 19.1. Como a analise aqui realizada nao é de refinamento da aproximacao,
mas sim da integracao, nao se espera uma convergencia monotonica para este valor.
O que se estuda é a velocidade com que cada estratégia converge para a solu¢ao capaz
de ser representada para o tipo de discretizacao adotada. Utiliza-se, apenas como
referéncia, o valores obtido pelo ANSYS®, a titulo de entender o comportamento da

solucao.
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E27 E28 E29 E30

~ —— Trinca

33 34 35 36

Funcao singular
E22
E23 E24 E25 Funcéo descontinua

27 28 29 30 Quadratura 4 x 4

E17 E18 E19 E20

Figura 4.17: Disposicao da trinca a = 3,5 na malha adotada.

Para a malha da Figura com 47.808 nods de elementos do tipo PLANE183
e, na vizinhanca da trinca, do tipo quarter-point, obteve-se o valor de energia de
deformacao U = 130, 74918. No presente exemplo, além do MEFG, empregou-se
também o MEFGE e o MEFGE linearizado, a fim de se analisar o comportamento
da integracao numérica em ambos 0s casos.

Como referéncia para a andlise do fator de intensidade de tensao, foi considerado

o valor analitico calculado segundo formulagao apresentada por Tada et al. (2000))

para uma chapa com trinca de bordo. De acordo com os parametros deste exemplo,

obteve-se K; =9, 3481.

Ao se utilizar a funcdo de Heaviside padrao, segundo Gupta et al| (2013), o

desempenho do MEFGE ¢ inferior ao do MEFG, gerando erros relativos da norma de
energia maiores no estudo de modelos bidimensionais. Assim, os autores propuseram

o emprego do conjunto de fungoes de Heaviside linearizadas:

T — T — Y
Hy(x,y) = {H,H L g } (44)
J J

onde H é a funcao de Heaviside padrao definida pela Equacao e h; é o fator

de escala determinado a partir do tamanho caracteristico do maior elemento que
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concorre no né ;.
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Figura 4.18: Malha adotada para obtencao da energia de deformacao de referéncia

para trinca a = 3, 5.

Com esse novo enriquecimento, o erro da solu¢ao numeérica é melhor aproximado,
afirmativa esta corroborada por andlises realizadas pelos autores. A relagao obtida
entre a energia de deformacao e o nimero de pontos de integragao (soma dos pontos
de todos os elementos que contém a trinca, variados conforme descrito no inicio
deste capitulo) ¢é indicada na Figura A Figura mostra a relacao entre o
fator de intensidade de tensao e o nimero de pontos de integracao.

Os valores de U e K; via MEFGE linearizado se aproximam mais da solucao de
referéncia, ao passo que o MEFGE utilizando-se das fungoes de Heaviside padrao
(Equagao resulta em uma aproximacao inferior a do MEFG. As séries repre-

sentando a estratégia SM estabilizam-se com menos pontos de integragao quando
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comparadas aquelas da estratégia IC. Observa-se que os parametros calculados U e
K ainda estao distantes das solucoes de referéncia. Enfatiza-se, entretanto, que o
objetivo aqui delineado nao é verficar a precisao desses resultados. Os valores de re-
feréncia foram apresentados apenas para comparagao entre os resultados do MEFG,
MEFGE e MEFGE linearizado, enquanto é analisada a convergéncia de cada estra-
tégia de integracao numérica para a solucao correspondente a discretizacao da malha

adotada.

—— Referéncia
—m— IC-MEFG
SM-MEFG
—m— IC-MEFGE
125 | —® | |- SM-MEFGE
—m— IC-MEFGE-L
SM-MEFGE-L

R

130 |~ —

110 |- @

\
V’ 0
L I I I I I I I I

0 200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800

105

Pontos de integragao

Figura 4.19: Energia de deformacao U para chapa com trinca a = 3,5 e Modo I de

abertura.

A Figura[d.2T])mostra o tempo de processamento para cada energia de deformagao
obtida, levando em conta o MEFG, o MEFGE e o MEFGE linearizado. Observa-se
que, para este ultimo, o tempo de processamento é maior que nos demais casos. Além
disso, a série SM apresenta tempos menores em relagao a série IC. Para simulagoes
com o MEFGE linearizado, a matriz de rigidez tem dimensao superior a advinda
do MEFG e do MEFGE, visto que sao adicionados graus de liberdade devido ao

enriquecimento linear da funcao de Heaviside padrao.
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9,5

—— Referéncia
—a— IC-MEFG
SM-MEFG
—m— IC-MEFGE
—e— SM-MEFGE
—m— IC-MEFGE-L
8,5 - n SM-MEFGE-L

K

7,5 |-

7 | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800

Pontos de integragao

Figura 4.20: Fator de intensidade de tensao K; para chapa com trinca a = 3,5 e

Modo I de abertura.

135
—m— Referéncia

IC-MEFG
130 [ - |—m=— SM-MEFG
—o— IC-MEFGE
. . | SM-MEFGE
125 - i IC-MEFGE-L
D 120 |- B
115 -
110 I -—a |
105 | | | | | | | | | | | |
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900  1.000 1.100 1.200
t (ms)

Figura 4.21: Tempo de processamento ¢ para chapa com trinca a = 3,5 e Modo I

de abertura.

Tomando a quantidade de pontos de integracao considerada aceitavel na analise
separada do efeito de cada um dos enriquecimentos (segoes e|d.2.2), comparou-

se os dados obtidos nas simulagoes desta se¢ao, conforme Tabela[£.9] Nesta também
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consta o erro relativo da norma de energia, calculado segundo:

oo I = | FET, (45)

onde U(u) indica a energia de referéncia adotada e U(u) a energia de deformacao
obtida em cada aproximacao.

Também foi calculado o erro relativo do fator de intensidade de tensao:

rel KI - KI

||€K1 ™ = TI7 (4-6)

onde K ; indica o fator de intensidade de tensao de referéncia adotado e K7 o fator
de intensidade de tensao obtido em cada aproximacao.

Observa-se que, reduzindo a quantidade de pontos de Gauss em 72%, os tempos
de processamento (t) tém reducao de 55%, 61% e 63% para o MEFG, MEFGE e

MEFGE linearizado, respectivamente.

Tabela 4.9: Comparagao das estratégias de integragao para trinca a = 3,5 e Modo

I de abertura.

Tipo de integragao  Pontos U Ky t(ms) |lev| ek, |

IC 864  110,5295 7,5747 240  0,3933 0,54356

MEFG
SM 240  110,3735 7,5634 109  0,3948 0,4369

IC 864  107,2548 7,1919 547  0,4239 0,4803

MEFGE
SM 240  106,9326 7,1675 212  0,4268 0,4830

IC 864  125,6555 §8,8442 644  0,1974 0,2322

MEFGE Linear
SM 240 124,7939 8.,7777 239 0,2134 0,2470

4.2.4 Chapa em Modo Misto de Abertura e a = 3,5

Para a mesma dimensao da trinca do exemplo anterior, foi simulado o compor-

tamento da integracao numérica na chapa submetida a um esforgo cisalhante, ou
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seja, com f, = —1,0 e f, = 0. O problema foi analisado sob estado plano de ten-
sao. Considerando também, portanto, o Modo II de abertura, os mesmos nés sao
enriquecidos, e aqueles com enriquecimentos singulares tém funcoes correspondentes
aos Modos I e IT conforme Equacoes a[2.9 O posicionamento da trinca é igual
ao observado na Figura

O comportamento da energia de deformacao com a variagao dos pontos de in-
tegracao nos elementos cortados pela trinca é representado na Figura .22 Em
consonancia com os demais casos, a série SM tem convergéncia mais rapida do que

a série IC' — a qual, mesmo com uma quadratura de Gauss elevada, nao apresentou

estabilidade de U.

2.410 ‘

- IC

SM

2.400 [— —

2.390 [— —

D 2.380 [ —

2.370 |— —

2.360 [— —

2.350 | | | | | | | |
200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800

Pontos de integracao

Figura 4.22: Energia de deformagao U para chapa com trinca a = 3,5 e Modos I e

II de abertura.

As Figuras e mostram os resultados dos fatores de intensidade de tensao
Kje K. Nota-se que o padrao de convergéncia de K; e K77 sao o mesmo que de U.

A relagao entre o tempo de processamento e a energia de deformagao U é indicada

na Figura [4.25]
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28 ‘
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:Q 27,4 |- N
27,2 | |
27 |- .
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0 200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800
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Figura 4.23: Fator de intensidade de tensao K; para chapa com trinca a = 3,5 e

Modos I e II de abertura.
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4,37 |- -

4,36 |- -

Kt
~
e
(=]
T
Il

4,34 |- -

4,33 \ \ \ \ \ \ \ \
0 200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800

Pontos de integragao

Figura 4.24: Fator de intensidade de tensao Kj; para chapa com trinca a = 3,5 e

Modos I e II de abertura.
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Figura 4.25: Tempo de processamento ¢ para chapa com trinca a = 3,5 e Modos I

e 11 de abertura.

Os dados resultantes do emprego da quadratura de Gauss estao na Tabela
e aqueles relacionados & estratégia implementada estao na Tabela [£.11] Nas duas
situagoes, o numero de pontos de integracao é a soma em todos os elementos que
contém a trinca.

Para fins de comparacao de dados, a quantidade de pontos de integragao tomada
como referéncia nas segoes[4.2.1] e [d.2.2] foi considerada para as informagoes da Tabela
[4.12] Nota-se que, na obtengao de energias de deformagao préximas, diminuiu-se em
72% os pontos de integracao e em 59% o tempo de processamento quando se opta

pela estratégia de subdivisao e mapeamento.
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Tabela 4.10: Resultados de U, K7, K;; e tempo de processamento ¢ para integragao

convencional, a = 3,5 e Modo Misto de abertura.

Pontos U t (ms) K Kir

48 2400,8693 108 27,8352 4,3756

108 2381,5285 114 27,4581 4,3628

192 2373,8745 134 27,3086 4,3570

300 2369,8620 145 27,2301 4,3535

432 2367,4097 186 27,1820 4,3509

o988  2365,7613 219 27,1497 14,3490

768  2364,5794 321 27,1266 4,3476

972  2363,6915 346 27,1091 4,3464

1200 2363,0006 370 27,0956 4,3454

1728  2361,9960 486 27,0758 14,3439

Tabela 4.11: Resultados de U, K, K;; e tempo de processamento t para estratégia

implementada, a = 3,5 e Modo Misto de abertura.

Pontos U t (ms) Kr Kir

48 2388,6691 78 27,6531 4,3410

78 2352,0988 94 26,8645 14,3420

120 2361,8208 114 27,0802 4,3323

174 2359,1305 127 27,0201 4,3361

240 2359,9734 156 27,0389 4,3350

318  2359,7828 183 27,0345 4,3354

408  2359,8630 194 27,0363 4,3353

510 2359,8561 246 27,0361 4,3353

624  2359,8685 295 27,0364 4,3353
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Tabela 4.12: Comparacao das estratégias de integracao para trinca a = 3,5 e Modo

Misto de abertura.

Tipo de integracao Pontos U t (ms)
IC 864 2362,0887 377
SM 240 2359,9734 156

4.2.5 Chapa com Trinca Inclinada

Nesse exemplo de trinca estatica adotou-se um posicionamento diferente da

mesma com o intuito de analisar o comportamento da estratégia implementada em

triangulacoes diferentes das ja analisadas — ou seja, em casos que a trinca nao é

necessariamente paralela a uma das arestas do elemento. A dimensao da trinca é

de 5,0 unidades de comprimento, conforme Figura[d.26p. A subdivisao realizada no

elemento E18 ¢é representada na Figura |4.26p.

38 37
T6
E23 E24
T5
28
T4
T1
E17 E18 E19 Quadratura 4 x 4
T2 T3
® 19 21 2 | T
E12 E13 El4
(a) Triangulagao E18 (b) Trinca a = 5,0

Figura 4.26: Disposicao da trinca a = 5,0 na malha adotada.

— Trinca

Fungéo singular

Funcgéo descontinua

O carregamento adotado foi de f, = 0e f, = 1,0, e foram considerados os Modos
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[ e IT de abertura para as fungoes de enriquecimento. A andlise foi feita considerando
estado plano de tensdo. Conforme explicitado na secao [3.2.2] hd situagoes em que
a triangulacao realizada num elemento contendo a ponta da trinca gera células que
nao tém um né na singularidade (células hachuradas da Figura, sendo portanto
empregada a quadratura de Gauss convencional nas mesmas. Apds simulagoes feitas
para diferentes quantidades de pontos, verificou-se que nessas células a utilizagao de
6 pontos de integracao leva a resultados convergentes, sendo portanto adotada como
default na implementacao realizada.

A dependéncia entre a energia de deformacao e os pontos de integragao é re-
presentada na Figura [£.27] De forma ainda mais significativa do que nos outros
exemplos, os valores de U obtidos apresentaram convergéncia mais rapida e estavel

na série SM.

94 T I I

- IC

93,5 |- SM | |

93*\ |

91,5 |- -

91 |- |

90 | | | | | | | | | | | | | |
0 200 400 600 800 1.000 1.200 1.400 1.600 1.800 2.000 2.200 2.400 2.600 2.800

Pontos de integracao

Figura 4.27: Energia de deformagao U para chapa com trinca a = 5, 0.

A variacao dos fatores de intensidade de tensdao K; e Kj; estd indicada nas
Figuras e [4.29] respectivamente. Nota-se que ambos tém comportamentos de
convergéncia similares ao da energia de deformacao. O tempo de processamento

obtido para cada energia de deformacao pode ser visto na Figura
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Figura 4.28: Fator de intensidade de tensao K; para chapa com trinca a = 5, 0.
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Figura 4.29: Fator de intensidade de tensao K;; para chapa com trinca a = 5, 0.

A relagao entre os dados obtidos para a utilizacao da integracao convencional
e da estratégia implementada consta nas Tabelas e respectivamente. O
nimero de pontos de integracao mencionado equivale a soma dos mesmos em todos

os elementos que contém a trinca.
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Figura 4.30: Tempo de processamento ¢ para chapa com trinca a = 5, 0.

Tabela 4.13: Resultados de U, K;, K;; e tempo de processamento ¢ para integragao

convencional e a = 5, 0.

Pontos U t (ms) K Ky

80 93,1544 62 4,2694 2,8266

180 90,6432 94 4,0845 2,7977

320 93,7258 125 3,8942 2,7169

500 924812 165  4,1500 2,7825

720 92,5670 172 4,0851 2,7425

980 92,4959 217  4,0806 2,7482

1280 92,6842 296  4,0676 2,7516

1620 91,9822 321  4,0661 2,7630

2000 92,6575 349  4,0124 2,7462

2880 92,3745 505  4,0853 2,7516
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Tabela 4.14: Resultados de U, K;, K;; e tempo de processamento ¢ para estratégia

implementada e a = 5, 0.

Pontos Gauss U t (ms) K; K;

74 93,0257 78 4,1566 2,7383
99 92,6624 83 4,0738 2,7574
134 92,6813 120  4,0939 2,7516
179 92,5630 125  4,0834 2,7475
234 92,6695 135  4,0877 2,7531
299 92,6256 163 4,0877 12,7497
374 92,6324 190  4,0860 2,7512
459 92,6390 204  4,0878 2,7507
554 92,6329 231  4,0867 2,7508

De maneira analoga aos dois tultimos exemplos, a referéncia de quantidade de
pontos de integracao das secoes e foi considerada para apresentacao dos
dados da Tabela [4.15] Com a utilizagdo da subdivisao de elementos e mapeamento
dos pontos de integragao, para valores proximos de energia diminuiu-se a quantidade

de pontos em 66% e o tempo de processamento em 47%.

Tabela 4.15: Comparacao das estratégias de integracao para trinca a = 5, 0.

Tipo de integragao Pontos U t (ms)

IC 1384 924195 306

SM 466 92,6695 163

4.2.6 Chapa com trinca com mudanca de diregao

Por 1ltimo, adotou-se um modelo de trinca com uma quina inicial, ou seja,

mudanga de direcao dentro do elemento. Com o intuito de validar o processo de
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integracao numérica implementado, foi analisado o exemplo com disposicao da trinca
indicada na Figura Empregou-se estado plano de tensao para o problema e
carregamento aplicado de f, = 0 e f, = 1,0, levando em conta os Modos I e II de

abertura.

34 35 36

E22 E23 —— — Trinca
24 E25 .
Fungéo singular
27 8 29 30
Funcéo descontinua
E17 E E19 E20
Quadratura 4 x 4
21 22 3
E12 E13 El4

Figura 4.31: Disposi¢ao da trinca com quina na malha adotada.

A subdivisao realizada no elemento E24 segue o padrao representado na Figura
3.11b. A variacao do numero de pontos de integragao foi realizada apenas nesse
elemento; nos demais, essa quantidade foi fixada conforme as referéncia obtidas nos
exemplos anteriores.

A correspondéncia entre a energia de deformacao e a quantidade de pontos de
integracao no elemento E24 ¢ indicada na Figura 4.32] enquanto o comportamento
dos fatores de intensidade de tensdo podem ser observados nas Figuras e
O tempo de processamento obtido para cada quadratura empregada ¢ ilustrado na
Figura {4.35

Observa-se o melhor comportamento da série SM em termos de convergéncia,
ao passo que a série IC apresenta divergéncia quando a quadratura de Gauss é
elevada. Este comportamento da estratégia convencional de integracao deve-se, pro-

vavelmente, a posicao relativa entre os pontos de Gauss e a trinca, que com seu
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aumento passam a coincidir (ou quase) com a posigao da trinca. No caso da subdi-
visao em triangulos, tal cenario é evitado. Diferentemente do exemplo da se¢ao |4.2.2
a estratégia de subdivisao apresenta resultados 6timos nao com 3, mas sim 6 pontos
por célula. Explica-se, esse fato, pela presenga de um né (vértice inferior esquerdo
do elemento E24) com enriquecimento de trinca, o que impede que 3 pontos por

célula triangular proporcione uma integragao exata.

116,5

- IC

116 |- —

115,5 |- -

114,5 |- |

114 - —

113,5 | | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Pontos de integracao

Figura 4.32: Energia de deformagao U para chapa com trinca e quina inicial.
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0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Pontos de integragao

Figura 4.33: Fator de intensidade de tensao K para chapa com trinca e quina inicial.
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Figura 4.34: Fator de intensidade de tensao K;; para chapa com trinca e quina

inicial.
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Figura 4.35: Tempo de processamento ¢ para chapa com trinca e quina inicial.

Os resultados obtidos para essa andlise estao listados nas Tabelas[£.16]e [4.17], cor-
respondentes a aplicagao da integracao convencional e da estratégia implementada,
respectivamente. Como nao se observou uma convergéncia na energia de deformagao

com a utilizacao da quadratura de Gauss, nao se considerou valores de referéncia
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nesse exemplo a fim de comparar as vantagens da subdivisao de elementos. Destaca-

se, assim, a importancia destas estratégias em detrimento aquelas.

Tabela 4.16: Resultados de U, K, Kr e tempo de processamento ¢ para chapa com

trinca e quina inicial e integracao convencional.

Pontos U t (ms) K; Kir

16 116,0262 414  5,1644 3,1677

36 115,1577 442 5,0685 3,1344

64 114,6912 506  5,0240 3,1121

100 114,4694 525  4,9980 3,1037

144 114,2819 535  4,9819 3,0943

196 114,1023 557 49710 3,0851

256 114,0142 570  4,9610 3,0812

324 113,9183 579  4,9547 3,0776

400 113,8934 643  4,9549 3,0785

576  114,5061 690  5,0109 3,1071

Tabela 4.17: Resultados de U, K, K; e tempo de processamento ¢ para chapa com

trinca e quina inicial e estratégia implementada.

Pontos U t (ms) K; Kipr

24 113,7875 106  4,9644 3,0832

32 113,7900 111  4,9646 3,0834

48 113,7651 122 49626 3,0826

26 113,7653 131  4,9626 3,0826

104 113,7653 140  4,9626 3,0826
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4.3 Influéncia da Distorcao do Elemento

Apo6s andlises do comportamento da integracao numérica nos exemplos de trinca
estatica com malha regular, buscou-se estudar o efeito das técnicas implementadas
em elementos distorcidos. Para isso, sao citados aqui duas situagoes: na primeira, a
trinca apresenta a mesma dimensao proposta na secao [4.2.1], com o mesmo enrique-
cimento com fungoes singulares (Equagoes e[2.7). Ja na segunda ¢ considerada a
trinca modelada na segao [4.2.2 observando o comportamento isolado da integragao
numérica no emprego de fungoes de Heaviside (Equagao [2.5)).

Para ambos os casos a distorcao do elemento foi alternada entre trés padroes,
aumentando gradativamente o nivel de distor¢ao. A geometria da malha e dados do
material permaneceram os mesmos dos exemplos de referéncia citados.

E importante mencionar que, nos graficos apresentados, os resultados de energia
de deformacao e norma da matriz de rigidez quando aplicada a estratégia de subdivi-
sao e mapeamento dos pontos de integracao sao relacionados a baixas quadraturas.
Visto que, em cada célula triangular, o maximo de pontos de integracao utilizados
foram 13, limita-se a quantidade total de pontos no elemento a niimeros bastante
inferiores as quadraturas empregadas na integracao convencional. Buscou-se na li-
teratura outras quadraturas de pontos de integracao para elementos triangulares
(tanto em coordenadas paramétricas quanto em coordenadas de drea) e nao foram
encontradas ordens superiores as aqui apresentadas. Resalta-se, assim, a impossi-
bilidade de verificacao de convergéencia ou nao da série SM se fossem empregadas

quadraturas elevadas.

4.3.1 Estratégia de Mapeamento dos Pontos de Integracao

Neste exemplo a trinca tem dimensao de a = 1,0 e as distorcoes dos elementos
sao indicadas na Figura [4.36] onde as linhas pontilhadas delimitam a configuragao

nao distorcida. Observa-se que, nos dois primeiros casos (distor¢oes P e M), dois
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lados do elemento ainda permanecem paralelos, o que nao ocorre na tltima distorcao

E29/  E30
7 136
35
E24
E25
29y
E19 E20
Quadratura 4 x 4

(c) Distor¢ao G

Figura 4.36: Distorcoes adotadas para elementos com enriquecimento singular.

Na Figura [1.37]sao ilustradas as células triangulares geradas para cada distor¢ao.

As células hachuradas nao contém um né na ponta da trinca, e portanto tém 6 pontos

de integracao convencionais. Nas demais células, os pontos de integracao seguem a

regra de quadratura de Gauss modificada e sao variados de 2x2 a 10x10 pontos.

T2

T1
T5

T6

Func¢éo singular

® Extensdes da trinca

(a) Distorcao P

Figura 4.37:

T2

T1

T4 T5

T6

— Trinca

Subdivisdes

(b) Distor¢ao M

Células triangulares geradas para

T2

Tl
T3

T4 T5

S T6
Gauss convencional
(c) Distorgao G

cada distorcao.



100

Os parametros em analise foram a energia de deformagao da chapa e a norma

da matriz de rigidez do elemento E25, calculada conforme Equacao [4.1] As Figuras

[£.38] (.39 e [4.40] indicam a variacao de U com o aumento dos pontos de integracao

no elemento

em questao.

57,88 ‘ ‘
57,86 | —m— IC | |
SM
57,84 |- |
57,82 |- |
57,8 |- |
D 57,78 |- |
57,76 |- |
57,74 |- |
57,72 |- |
57,7 |- |
57,68 | | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Pontos de integragao

Figura 4.38: Energia de deformagao U da chapa para distorcao P.

58
57,95

57,9

57,85

57,8

D 57,75
57,7

57,65

57,6

57,55

ot
X
ot

= IC

SM

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Pontos de integracao

Figura 4.39: Energia de deformagao U da chapa para distorgao M.

Para as trés distorgoes propostas a série SM apresentou resultados mais estaveis,
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convergindo com 6x6 pontos de integracao nas células (sendo, portanto, 186 pontos
no elemento E25 da Figura . A integracao pela quadratura de Gauss comeca a
se estabilizar para grandes quantidades de pontos de integracao nas distorgoes P e
M, porém mostra grande flutuacao na distor¢cao G.

57,9

—a— IC

57,85 | SM |

57,8 |- |

57,75 [ |
il F/\-\_\ |
57,65 k‘\xr’{(// ///////‘

57,6 |- \\\l\\\\\\\.//////////// |

57,55 | | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

|

Pontos de integragao

Figura 4.40: Energia de deformagao U da chapa para distor¢ao G.

A alteragao da rigidez no elemento E25 conforme a distor¢ao adotada e a quan-

tidade de pontos de integracao é observada nas Figuras 4.41} 4.42| e 4.43] Nota-se

a variacao significativa dos resultados da série IC, enquanto a série SM apresenta
valores estaveis para as tltimas trés (distorgdo P) ou quatro (distorgoes M e G)
simulagoes. Como o emprego de quadraturas impares acarreta maiores erros de in-
tegracao devido ao posicionamento dos pontos nas proximidades da trinca, foram
apresentados os resultados associados somente as quadraturas pares no que diz res-

peito a integracao convencional.
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Figura 4.41: Norma da matriz de rigidez || K || do elemento E25 para distor¢ao P.

5,5

5,35 |

5,3 |-

K|
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5,1 | | | | | | | | | |
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Pontos de integracao

550

600

Figura 4.42: Norma da matriz de rigidez || K || do elemento E25 para distorgao M.

No contexto da utilizacao de enriquecimentos singulares, portanto, a implemen-

tagao das estratégias de subdivisao e mapeamento dos pontos de integracao é bas-

tante vantajosa. Segundo os valores de energia de deformacao e rigidez analisados,

as séries SM convergem com quantidades menores de pontos de integracao.
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9,4 |- -
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Figura 4.43: Norma da matriz de rigidez || K || do elemento E25 para distor¢ao G.

4.3.2 Estratégia de Subdivisao de Elementos

Utilizando a trinca com dimensao de a = 2, 8 unidades de comprimento, procurou-
se verificar o comportamento da estratégia implementada na existéncia apenas de
enriquecimentos descontinuos em elementos distorcidos. A semelhanca do exemplo
anterior, as distor¢oes adotadas P, M e G estao ilustradas na Figura [£.44]

A variacao de U com o aumento do nimero de pontos de integracao estd indicada

nas Figuras[4.45] [£.46] e [4.47] Para a distorcao P, a estratégia de subdivisao converge

para 6 pontos de integracao por célula, enquanto na integragao convencional nao se
tem o mesmo comportamento. Na distorcao M a precisao garantida anteriormente
para a série SM nao é mais valida, e ambos os métodos de integragao numérica
apresentam pequenas instabilidades mesmo para grandes quantidades de pontos de
integracao. A distorcao G apresenta variacoes ainda maiores para a energia de

deformagao nos dois conjuntos de resultados.
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35 36 35 36 Y 36
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E24  E25 E24 E25 E24 E25
T 30 29 130 T 2977 30
E19  E20 E19 | E20
—— Trinca Funcéo descontinua
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Figura 4.44: Distorcoes adotadas para elementos com enriquecimento descontinuo.

75,3 T \
75,25 | - IC | |
SM
75,2 |- |
75,15 |- .
75,1 |- .
S 75,05 |- .
75 |- .
74,95 |- .
74,9 |- |
74,85 |- I
748 \ \ \ \ \ | \ | \ \ \
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Pontos de integracao

Figura 4.45: Energia de deformacao U da chapa para distorcao P.

Os resultados obtidos para a norma da matriz de rigidez do elemento E25 da

Figura [4.44] estao nas Figuras [£.48] [4.49] e [£.50] Para a distorcao P, a série SM

estabiliza-se com 6 pontos de integragao por célula, enquanto a série /C' alcanca essa

precisao apenas com a quadratura 24 x 24 (|| K. ||= 2,9210). J4 para a distorgao
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M os resultados sao mais estaveis com a integragao convencional, e na distorcao G

ambos métodos de integracao apresentam flutuagao nos valores associados a rigidez.

74,7

74,65 |- IC —

SM

74,6 |- |

74,55 |- |
74,5 |- |
S 74,45 |- .
74,4 |- -
74,35 |- |

74,3 |- |

74,25 |- -

74,2 | | | | | | | | | | |
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550 600

Pontos de integragao

Figura 4.46: Energia de deformagao U da chapa para distor¢ao M.
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Figura 4.47: Energia de deformagao U da chapa para distor¢ao G.
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Figura 4.48: Norma da matriz de rigidez || K || do elemento E25 para distor¢ao P.
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Figura 4.49: Norma da matriz de rigidez || K || do elemento E25 para distorgao M.

Apés observagao do comportamento de U e da rigidez para as distorgoes simula-
das, conclui-se que a distorcao de elementos enriquecidos com funcoes descontinuas
gera erros relevantes na analise tanto considerando a integragao convencional quanto

a estratégia implementada.
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Figura 4.50: Norma da matriz de rigidez || K || do elemento E25 para distor¢ao G.

A distor¢ao angular dos elementos faz o Jacobiano variar com a posi¢cao no do-
minio e as fungoes integradas deixam de ser polinomiais. Na Secao 4.3.1, o mesmo
comportamento para o Jacobiano é observado, em se tratando da mesma malha,
porém a parcela mais relevante do erro na integracao numérica devia-se a presenca
das funcoes de enriquecimento com duas derivadas singulares. Naquele caso, a estra-
tégia de subdivisao em triangulos com mapeamento mostrou-se mais eficaz do que
a integracao convencional com a quadratura de Gauss. O mesmo nao ocorre nesta
secao, com fungoes de enrigecimento de Heaviside, em que o maior erro esta de fato
associado a representagao da fungao do Jacobiano, algo que ambas as estratégias

nao sao tao eficazes na integracgao.

4.4 Modelo com Propagacao e Estratégia Global-
Local

Para validar a implementacao realizada em modelos com propagacao da trinca

associados a metodologia global-local, foi escolhido o exemplo de uma chapa com
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trinca centrada inclinada. Proposto incialmente por |[Moés et al|(1999), a geometria

do problema pode ser vista na Figura 4.51

AAAAAAAAAAL
A

Figura 4.51: Chapa com trinca centrada.

Foi considerado estado plano de tensao, L = 5,0, a = 0,5, f, = 1,0, 8 = 30°,
EF =3x10" e v = 0,3, em unidades consistentes. Conforme adotado por
, a malha global contém 81 elementos quadrilaterais de 4 nés de dimensoes
1,111 x 1,111.

Conforme mencionado na Se¢ao[2.1.4] a trinca é descrita no modelo local através
das fungoes de enriquecimento de Heaviside (Equacao e de ponta de trinca
(Equagoes a . Sendo assim, sao nos elementos do problema local que as
estratégias de integracao sao alteradas para avaliacao e utilizadas tanto na solugao
do problema local como na solugao do problema global enriquecido, uma vez que a
integracao dos elementos com o enriquecimento local é realizada na escala global.

A malha local é construida a cada passo da propagacao, dividindo o lado dos
elementos globais em trés partes. A Figura [4.52]indica a malha local gerada para o

primeiro passo de propagacao, com elementos de dimensoes 0, 370 x 0, 370.
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(a) (b) (c)

Figura 4.52: Malhas para o primeiro passo de propagacao: (a) malha global inicial,
(b) malha local gerada, (¢) malha global com nés enriquecidos com a solugao local

em amarelo (Fonseca, |2019).

Foram considerados 10 passos de propagacao e incremento de trinca de 0,370
nas duas pontas iniciais. A Figura [£.53]ilustra o trajeto da trinca ao longo da pro-
pagacao para o emprego da integragao convencional e das estratégias de subdivisao
e mapeamento. Observa-se diferencas minimas entre o resultado dos dois procedi-
mentos. O exemplo também foi simulado com o MEFGE e nao houve alteragoes na
trajetoria representada.

Seguindo os resultados obtidos nas analises das Se¢oes e ao se utilizar
a integracao convencional, foram adotados 12 x 12 pontos de Gauss em elementos
totalmente atravessados pela trinca e 24 x 24 pontos de Gauss em elementos que
contém a ponta da trinca. No emprego da estratégia implementada, foram adotados
3 pontos de Gauss convencionais por célula para elementos totalmente atravessados
pela trinca e, em elementos contendo a ponta da trinca, adotou-se 6 x 6 pontos
de Gauss modificados nas células que contém um né na ponta da trinca e, nas
demais, adotou-se 6 pontos de Gauss convencionais. Ainda de acordo com analises
anteriores, desta vez da Secao [4.2.6, os elementos contendo quinas em seu dominio
foram integrados com 12 x 12 pontos de integragdo convencionais (série IC') ou 6

pontos de integragdo convencionais por célula (série SM).
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Figura 4.53: Trajetoria da trinca para os 10 passos de propagacao.
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A cada passo da propagacao sao executados ciclos global-local entre o problema
local e o problema global enriquecido, buscando melhorar a qualidade da solucao
global a ser imposta como condigoes de contorno no modelo local (Fonseca), |2019).
A quantidade de ciclos realizada é associada a convergéngia relativa dos fatores
de intensidade de tensao, calculados no modelo local, dependendo dos modos de
abertura considerados, segundo a implementacao de |[Fonsecal (2019). No presente
exemplo, o critério de convergéncia adotado é avaliado para os parametros K; e Ky,

e descrito por:

7 i—1
K[ ou Il — KI ou Il

)
KI ou IT

< 0,01, (4.7)

onde 7 indica o niumero do ciclo corrente.

A Tabela reine informacgoes da quantidade de pontos de integracao nos
elementos que contém a trinca e o tempo de cada ciclo durante o processo de pro-
pagacao, assim como o tempo acumulado da andlise. Este ultimo também pode
ser visto na Figura evidenciando o tempo total inferior quando se considera
a implementacao realizada das estratégias de integracao numérica. A diferenca na
quantidade de pontos de integracao aumenta com o avango da propagacao, quando
mais elementos sao atravessados pela trinca.

A Figura mostra a quantidade de ciclos global-local para cada passo de
propagacao. Observa-se que a analise pela estratégia implementada resultou ou no

mesmo numero ou em menos ciclos quando comparada a integragao convencional.
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Tabela 4.18: Dados coletados a cada passo de propagagao para as séries IC' e SM.

Pontos Tempo Ciclo (s) Tempo Acumulado (s)
Passo
IC SM IC SM IC SM
1 1584 408 1004 81 1004 81
2 1872 564 1073 177 2078 258
3 2160 660 1411 174 3488 432
4 2448 756 1189 208 4678 640
D 2736 852 2410 208 7087 1147
6 3024 948 1745 397 8833 1545
7 3312 1044 2578 696 11411 2241
8 3600 1140 1711 850 13122 3091
9 3888 1236 3444 1686 16566 4777
10 4176 1332 2398 1139 18964 5915
.10*
2 T T T T T T T
—u— IC

1,8 |-

1,6 |-

1,4 |-

0,8 |-

0,6 |-

Tempo acumulado (s)
I

0,4 |-

I

|

|

|

Figura 4.54: Tempo acumulado dos ciclos para os 10 passos de propagacao.
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Figura 4.55: Quantidade de ciclos por passo de propagacao.

Uma alternativa ao critério de convergéncia dos fatores de intensidade de tensao
em cada ciclo global-local consiste em considerar a energia de deformagao do pro-
blema global enriquecido para tal verificacao. Por ser um parametro calculado no
modelo global (problema principal a ser resolvido), é coerente utiliza-lo como argu-
mento determinante da quantidade de ciclos executados, desde que a precisao das
grandezas K; e K;; nao seja prejudicada. A convergéncia pela energia de deformacao
¢ calculada da seguinte forma:

i pri—l
glU—iUgl < 0,01, (4.8)
gl
onde 7 indica o nimero do ciclo corrente e Uy refere-se a energia do problema global
enriquecido.

O critério de convergéncia é verificado no problema global, logo apds o enrique-
cimento com os resultados numéricos do problema local. Para esse novo critério,
foram necessarios apenas 2 ciclos por passo de propagacao para as duas estratégias

em analise.
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As Tabelas e comparam os resultados obtidos no primeiro passo de
propagacao para as duas integracoes numéricas aplicadas. Nota-se que os valores
obtidos apds o segundo ciclo considerando a convergencia por Ugope s@0 muito pro-
ximos aqueles obtidos no ultimo ciclo (para o passo 1 foram executados 3 ciclos)
para convergencia por K; e K. Assim, obtém-se bons resultados para quantidades

menores de ciclos e consequente menor tempo de processamento.

Tabela 4.19: Passo 1 de propagacao: resultados para diferentes parametros de con-

vergéencia e integracao convencional.

Convergéncia por U Convergéncia por K7 e Ky
g

Parametros -
Ciclo 1 Ciclo 2 Ultimo ciclo
Usiobai 50,5983 50,6002 50,6001
K; 0,8306 0,9474 0,9492
Kir 0,5064 0,5479 0,5464
Erro K (%) 11,63 0,79 0,98
Erro K1 (%) 6,69 0,95 0,68

Tabela 4.20: Passo 1 de propagacao: resultados para diferentes parametros de con-

vergéncia e estratégia implementada.

Convergéncia por Ug e Convergéncia por K; e K
g

Parametros -
Ciclo 1 Ciclo 2 Ultimo ciclo
Uslobal 50,5940 50,5958 50,5958
K 0,8310 0,9463 0,9480
Kip 0,5062 0,5480 0,5465
Erro K; (%) 11,60 0,67 0,85
Erro K (%) 6,73 0,98 0,70

A Figura traz o tempo de processamento acumulado ao longo dos 10 passos
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de propagacao, comparando-o com aqueles relacionados na Figura 4.54] Observa-
se a discrepancia entre os tempos obtidos e, conforme mencionado, mantendo-se

calculos aceitaveis em termos de precisao para os parametros evolvidos.

.10
2 I I I I

—a— IC - Conv. K] (§] KII

SM - Conv. K[ (§ K][
-u— IC - Conv. Uglobal
1,4 | SM - Conv. Uglobal

1,6 |-

1,2 |-

0,6 |-

Tempo acumulado (s)
T

0,4 |-

S e
0 o——8——8 & dl | I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Passo de propagacao

Figura 4.56: Tempo acumulado dos ciclos para os 10 passos de propagacao conside-

rando convergeéncia dos ciclos por energia de deformacao.

Independente do parametro de convergéncia adotado, a aplicacao das estratégias
de subdivisao e mapeamento conseguem resultados consistentes com menos pontos
de integracao e tempo acumulado reduzido, validando portanto sua implementacgao

para situacoes de propagacao em meio linear eldstico via MEFGE'.

4.5 Modelos com Propagacao de Trinca Coesiva

Nesta secao sao apresentados modelos com propagacao de trinca coesiva, mo-
delo este mencionado na Secao e dito mais adequado para representacao do
comportamento de estruturas de concreto quando comparado a MFLE.

Como dito na Secao 3.2, as informacoes do modelo constitutivo sao armazenadas
nas degeneragoes de cada elemento. Para modelos de trinca coesiva, novas dege-

neragoes sao adicionadas sob a trinca a fim de armazenar os parametros referentes
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a coesao. Estes, considerados na lei coesiva e conforme implementagao de [Wolft
(2010), sao: resisténcia a tragao, energia de fratura, rigidez inicial ao cisalhamento
e rigidez a interpenetragao das superficies da fissura.

A propagacao de trincas, mencionada na Se¢ao [2.1.2] é analisada segundo cer-
tos condicionantes pré determinados. Em meios lineares elasticos, por exemplo, o
critério de propagacgao ja implementado no INSANE é a superacao da resisténcia a
tracao do material pela tensao maxima principal. Para meios fisicamente nao linea-
res, a implementagao de Silva, (2016) envolve a verificagao da singularidade do tensor
acustico. Nos dois casos, os parametros avaliados sao acessados nas degeneracoes
dos elementos.

Para a implementacao ja existente no sistema INSANE é importante destacar
que, em modelos de trinca coesiva, se é verificado em determinado elemento um
estado de tensoes suficiente para nucleacao ou propagacao da trinca, a mesma atra-
vessa todo o dominio em questao. Dessa forma, nao sao consideradas situacoes
em que a ponta da trinca esteja situada dentro do elemento, estando sempre con-
tida apenas em suas arestas. Essa limitacao faz com que a estratégia de integragao
numérica adotada seja somente a de subdivisao de elementos.

No exemplo é representada uma chapa sob tracao direta considerando meio
linear elastico. Ainda tendo em vista a linearidade do meio, o exemplo mostra
a simulacao de uma viga em balanco. Ja a secao traz um caso de flexao em trés
pontos com modelo constitutivo de fissuras distribuidas. Por fim, a segao [£.5.4] mos-
tra um painel em L também com modelo constitutivo de fissuras distribuidas, com
seus respectivos resultados experimentais para comparagao com o modelo numeérico.
Todos os casos foram apresentados por |Silval (2016)) com integracao pela quadratura
de Gauss convencional, e tais resultados foram tomados aqui para comparagao com

a nova estratégia implementada.
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4.5.1 Analise em Meio Linear Elastico: Chapa sob tracao

direta

Neste exemplo buscou-se validar a implementagao da estratégia de subdivisao
de elementos na modelagem de trincas coesivas. Para a chapa indicada na Fi-
gura foram adotados os seguintes parametros do material: mdédulo de elasti-
cidade E = 100 N/mm?, coeficiente de Poisson v = 0, resisténcia a tracao f; =
1,0 N/mm?, energia de fratura G; = 0,02 N/mm e rigidez inicial ao cisalhamento
dinit = 0 N/mm3. Foram utilizados elementos quadrilaterais de quatro nés Q4 em
estado plano de tensao.

O problema foi resolvido pelo método de controle direto de deslocamentos, com
incremento de 0,0005 mm no deslocamento vertical D,. A tolerancia para conver-
géncia relativa (verificada através da magnitude do vetor de forcas residuais) foi

adotada como 1 x 1073 e a carga de referéncia como 1,0 N/mm.

1.0 N/mm

1.0 mm

espessura = 1.0 mm

1.0 mm

Figura 4.57: Chapa submetida a tragao direta (Wolff 2010).

Para a integragao via quadratura de Gauss convencional adotou-se 2 x 2 pontos
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em cada um dos 16 elementos da malha gerada. Ao se empregar a estratégia de
subdivisao, cada elemento contendo a trinca passou a ter 12 pontos de integragao
— 3 por célula triangular. A Figura [1.5§ ilustra o surgimento da trinca no passo 21
(linha preta espessa), assim como a alteracado das degeneragdes do passo anterior
para o mesmo (pontos em branco).

A trajetéria de equilibrio obtida é mostrada na Figura[4.59] onde verifica-se tima
concordancia entre os resultados obtidos pelos dois processos de integracao numérica.
Por haver poucos elementos atravessados pela trinca e nao haver necessidade de
acionar métodos para armazenamento das variaveis constitutivas que se degradam
ao longo do processo incremental iterativo (caso de meios fisicamente nao lineares),
a troca dos pontos de integracdo nao gerou mudancas significativas no tempo de

processamento.

(a) Passo 20 (b) Passo 21

Figura 4.58: Disposicao dos pontos de integracao antes e apds o surgimento da

trinca.
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Deslocamento de controle D, 1072

Figura 4.59: Chapa sob tracao direta: trajetéria de equilibrio do deslocamento de

controle D,.

4.5.2 Analise em Meio Linear Elastico: Viga em balanco

A fim de observar o impacto das estratégias de integracao numérica implementa-
das na trajetéria da trinca, foi simulada a viga em balango ilustrada na Figura[£.60}
Para o modelo constitutivo linear elastico adotado, os dados do material considerados
foram: mdédulo de elasticidade E = 4,4 x 10" kN/m?, coeficiente de Poisson v = 0, 2,
resisténcia a tragao f; = 3400,0 kN/m?, energia de fratura G; = 0,000392 kN/m e
rigidez inicial ao cisalhamento dn;; = 1,22 x 107 kN/m?3. Adotou-se estado plano
de tensao e elementos quadrilaterais de doze nés (Q12, no qual todos os nds foram
enriquecidos com fungao de Heaviside (Equagao .

Determinou-se a solucao do problema pelo método de controle direto de deslo-
camentos, com incremento no deslocamento vertical D, de 0,00001 m. A tolerancia
definida para convergéncia relativa, verificada através da magnitude do vetor de

forgas residuais, foi de 1 x 107 e a carga de referéncia, 1,0 kN/m.
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espessura: 1,0 m

Dll 1,5m

0,5m
S S S S S s

Figura 4.60: Viga em balango (Silva, [2016)).

A malha gerada contém 10 x 20 elementos, e para a integracao convencional
a analise foi realizada com 8 x 8 pontos de Gauss por elemento. Além de ser a
quatidade empregada por |[Silva; (2016), testes variando essa quadratura mostraram
que, para quantidades diferentes desta, ou hé divergéncia em passos anteriores ou a
trajetoria de equilibrio indicou enrijecimento do modelo numérico. Essa afirmacao

é corroborada pela Figura

160 T T
—— 4 x4
—— 6X%X6
—— 8 X8
——10 x 10

12 x 12

14 x 14

——16 x 16

140 —

120 —

100 —

60 |- —

4

Fator de carga
o
o
T
|

40 [—

7

0 | | | | | | | | | | | | | |
-3 -—2,8 -26 —-24 —-22 -2 -18 —-16 —-14 —-12 -1 -0,8 —06 —04 —0,2 0

Deslocamento de controle D, 1074
Figura 4.61: Viga em balanco: alteracoes na trajetéria de equilibrio com variagao

da quadratura de Gauss na integracao convencional.

Na simulagao associada a estratégia de subdivisao de elementos, considerou-

se 4 pontos de integracao por célula gerada apds a triangulacao. Dessa forma,
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compatibiliza-se a aproximacao da estratégia implementada com aquela advinda
da formulagao paramétrica do elemento ()12, sendo ambas cibicas (Onatel, |2009).
Observou-se também a influéncia da alteracao da quadratura de Gauss antes de
aplicada a estratégia de subdivisao e, segundo testes realizados, valores aceitaveis
sao obtidos com 6 X 6 pontos de integracao. Entretanto, para se equiparar ao
estudo com apenas integragao convencional (Silvaj, 2016]), manteve-se o emprego da
quadratura 8 x 8.

A Figura [£.62 compara as trajetérias de equilibrio obtidas para as duas inte-
gracoes numéricas adotadas. Observa-se a concordancia entre as mesmas no ramo
linear elastico e o aparecimento de diferengas ao se iniciar a degradacao do meio,
sendo verificado que o modelo torna-se sensivelmente mais dictil quando associado

a aplicacao da subdivisao de elementos.

160 ‘
. —— IC
140 |- N SM |
120 |- » =
go |
o0 100 |- - A
S
o
g 80| =
—
8 a
= 60 |- |
=~ -
40 |- IR =
20 |- : =
0 | | | | | | | | | | | | | &
-2,8 -2,6 -24 -22 -2 -18 -16 -14 -12 -1 -08 -06 -04 -02 0
Deslocamento de controle D, 107

Figura 4.62: Viga em balanco: trajetéria de equilibrio do deslocamento de controle

D,.

A trajetéria da fissuragao pode ser vista nas Figuras e para as inte-
gragoes convencional e via subdivisao de elementos, respectivamente, com fator de
escala da configuracao deformada igual a 1000. Nota-se que a nucleacao e propaga-

¢ao da trinca seguem padroes similares.
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A Figura {4.65] indica a distribuicao de tensao horizontal o,, para um mesmo
nivel de deslocamento das estratégias de integracao (Passo 24). Percebe-se que,
para a estratégia implementada, uma segunda trinca é nucleada no passo citado.
No respectivo elemento onde ocorre tal nucleacao, ha uma concentracao de ten-
soes de compressao, provavelmente induzida pela fragilidade introduzida através da

descontinuidade.
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Passo 20 (151,0 kN/m)

Passo 21 (150,4 kN/m)

Passo 25 (75,9 kN/m)

Passo 26 (56,5 kN/m)

Figura 4.63: Viga em balanco: configuragao deformada para integragao convencio-

nal.
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Passo 20 (151,0 kN/m)

Passo 21 (144,6 kN/m)

Passo 23 (90,8 kN/m)

Passo 24 (60,6 kN/m)

Figura 4.64: Viga em balanco: configuracao deformada para estratégia implemen-

tada.
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Value: Stress_Sxx
-3775.421614 -1125.841957 +1523.7377 +4173.317357 Min.:
in: -5100.211442
-5100.211442 -2450.631785 +198.947872 +2848.527528 +5166.303728
Max.: +5166.909728

(a) Passo 24 (98,8 kN/m)

-3427.072292 -1178.621422 +1069.829448 +3318.280319 Value S"ess—sm
-4551.297727 -2302.846857 -54.395987 +2134.054884  +4161.449395 Min.: -4551.297727

Max.: +4161.443395

(b) Passo 24 (60,6 kKN/m)

Figura 4.65: Viga em balango: tensdo o,, para (a) integracdo convencional e (b)

estratégia implementada.

Na maioria das andlises estruturais simuladas com elementos quadrilaterais,
utiliza-se o elemento de quatro nés (4. Isso deve-se a simplicidade de sua formu-
lacao e boa aproximagcao dos resultados sem implicar em tempos de processamento
elevados. Buscando, entao, verificar o comportamento do presente exemplo com
essa classe de elementos paramétricos, adotou-se a mesma malha com elementos
(4 e enriquecimento polinomial de ordem dois (P2). Dessa maneira, garante-se a
aproximacao cubica proporcionada pelo Q12 2009)).

As trajetérias de equilibrio para os modelos com elementos ()4 e Q12 para ambas
as estratégias analisadas estao indicadas na Figura [4.66| e o padrao de fissuras para

os dois casos em estudo ¢ ilustrado nas Figuras e
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Ainda que Q4 com P2 e ()12 sejam capazes de reproduzir o mesmo espaco de po-
linomios cubicos, estes dois elementos apresentam uma distribuicao distinta de graus
de liberdade pelas arestas. Enquanto que Q4 com P2 tem todos os graus de liber-
dade concentrados nos nés, o Q12 tem graus associados ao meio das arestas. Este
fato talvez explique as diferentes respostas encontradas, tendo em vista a influéncia
das condigoes de contorno na propagacao da trinca, que se faz muito préxima do
que seria o engaste. Nos elementos ()4 com P2, cada aresta apresenta restringidos
doze graus de liberdade associados as duas direcoes e aos dois nés que coincidem

com o contorno. Por sua vez, em Q12 sao oito os graus de liberdade associados as
duas dire¢oes e aos quatro nds da aresta pertencente ao contorno. Assim, embora
representem o mesmo espaco de polinomios, a solucao que sao capazes de reproduzir
¢ ligeiramente alterada por causa da imposi¢ao das condicoes de contorno. H4, por-

tanto, uma interferéncia na formacao e propagacao das trincas, conduzindo a uma

trajetoria de equilibrio distinta.

250 T T /r T T T T T T T
1 —— IC - Q12
/ SM - Q12
200 - 4 —— IC — Q4 com P2 | |
/
| ——SM — @4 com P2
@ /
ED [
2 150 |- ’ —
© /
©
o
— [
% 100 /7 .
& /
$
r/’
50 |- / 4
?
/
0 ‘ \
—5,5 -5 —4,5 —4 -3,5 -3 —-2,5 -2 1,5 -1 —0,5 0
1074

Deslocamento de controle D,

Figura 4.66: Viga em balanco: alteracoes na trajetoria de equilibrio para elementos

quadrilaterais Q4 e Q12.
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Passo 21 (158,5 kN/m)

Passo 22 (1603 kKN/m)

Passo 41 (204,0 kN/m)

Passo 52 (15,6 kN/m)

Figura 4.67: Viga em balanco: configuracao deformada para integracao convencional

e malha de elementos (4.
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Passo 21 (158,5 kN/m)

Passo 22 (160,7 kN/m)

Passo 41 (233,4 kN/m)

Passo 59 (15,3 kN/m)

Figura 4.68: Viga em balanco: configuracao deformada para estratégia implemen-

tada e malha de elementos Q4.
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Na situacao representada anteriormente, todos os graus de liberdade associados
ao enriquecimento polinomial dos nés do contorno restritos foram travados. Nota-se
que, para o enriquecimento polinomial de grau 2 (P2), o conjunto de fungoes de

aproximagao local é dado pela Equagao [£.9] conforme notagao da Equagao [2.2]

2 2
r—x; y—y; [T — y—y;
7. =11 i i, A j ' A4
’ Cohy Ry ( h; )( h; ) (4.9

Assim, no exemplo em questao, ao se acrescentar os graus de liberdade associados

ao enriquecimento polinomial nos nés restritos, apenas as parcelas associadas a y
precisam ser também restritas — uma vez que todos assumem o mesmo valor de x.
Considerando essa caracteristica na analise, a trajetéria de equilibrio obtida esta
representada na Figura [4.69]

As séries com subindice 1 indicam a restricao de todos os graus de liberdade dos
nés dos apoios advindos do enriquecimento polinomial. As séries identificadas com
subindice 2, por sua vez, fazem referéncia ao travamento seletivo. Comparando esta
ultima com a restricao de todos os graus de liberdade nos nés dos apoios, verifica-se

diferencas na rigidez do modelo. A configuracao fissurada pode ser vista nas Figuras

4.701 e 4711

250

200 [~

150 |-

100 |-

Fator de carga

50 —

0 | | | | | | | | | | !
—5,5 -5 —4,5 —4 —3,5 -3 —2,5 —2 —1,5 -1 —0,5 0

Deslocamento de controle D, 1074

Figura 4.69: Viga em balanco: alteragoes na trajetéria de equilibrio para elementos

quadrilaterais Q4 e Q12 e diferentes restrigoes dos graus de liberdade.
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Passo 21 (158,5 kN/m)

Passo 22 (1603 kKN/m)

Passo 41 (204,0 kN/m)

Passo 52 (15,6 kN/m)

Figura 4.70: Viga em balanco: configuracao deformada para integracao convencional

e travamento seletivo do enriquecimento polinomial.



131

Passo 14 (102,2 kN/m)

Passo 15 (105,2 kN/m)

Passo 42 (201,0 kN/m)

Passo 100 (23,3 kN/m)

Figura 4.71: Viga em balanco: configuracao deformada para estratégia implemen-

tada e travamento seletivo do enriquecimento polinomial.

De posse dos resultados acima, conclui-se que ha influéncia significativa das con-

digoes de contorno na nucleacao e propagacgao de trincas devido a proximidade entre
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o engaste e a regiao de maiores tensoes. Dessa forma, os resultados das andlises
com elementos Q12 e ()4 com enriquecimento polinomial e diferentes restri¢oes dos
graus de liberdade apresentam discrepancias que sao independentes da estratégia de
integracao utilizadas. Optou-se por registrar, contudo, estes resultados de forma a

contribuir para a interpretacao de simulacoes com o MEFG.

4.5.3 Analise em Meio Fisicamente Nao Linear: Flexao em

3 pontos

Para observar o comportamento da estratégia implementada em um meio repre-
sentado por um modelo nao linear foi analisado o problema de flexao em trés pontos,

indicado na Figura e com modelo constitutivo de fissuras distribuidas.

360 mm

espessura: 36 mm

“ | -
I 450 mm ‘ 450 mm ‘

Figura 4.72: Viga sob flexao em trés pontos (Pennal 2011)).

Foram adotadas as leis de (Carreira e Chu (1985) para compressao e |[Boone e
Ingraffea) (1987) para tragao, com os seguintes parametros do material: maédulo
de elasticidade elastico Ey = 44000,0 N/mm?, coeficiente de Poisson v = 0,2, re-
sisténcia & compressao f. = 40,0 N/mm?, resisténcia a tragao f; = 3,8 N/mm?,
deformacao relativa ao limite elastico na compressao . = 0, 0018, energia de fratura
Gy = 0,164 N/mm, comprimento caracteristico h = 100 mm e fator de retencao
ao cisalhamento 3, = 0,05. A malha é constituida de elementos quadrilaterais de

quatro ndés )4 e considerou-se estado plano de tensao.
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O problema foi resolvido com o método de controle direto de deslocamentos,
com incremento de 0,0015 mm no apoio direito. A tolerancia para convergeéncia
relativa (verificada através da magnitude do vetor de forcas residuais) foi adotada
como 1 x 107* e a carga de referéncia como 1,0 N.

A malha de elementos finitos gerada contém 6 por 15 elementos. Na integragao
convencional foi considerada a quadratura de Gauss de 4 x4 pontos. No contexto das
estratégias de subdivisao e mapeamento foi necessario definir os parametros da fun-
cao de distribuicao Gaussiana, cuja finalidade é ponderar as variaveis constitutivas
das degeneragoes anteriores para armazenamento nas novas degeneragoes.

Os parametros envolvidos sao o comprimento interno do dominio nao local ado-
tado [ e o parametro da fun¢do k (conforme mencionado na Segao . Para
verificar quais valores seriam adequados, fixou-se k = 1,0 e os valores de [ foram va-
riados. A Figura ilustra o comportamento da funcao Gaussiana para [ variando

1
de éd a Ed, onde d é o tamanho do elemento (nesse exemplo, d = 60).

S

Funcao Gaussiana
SR
=T T

0
—100 —80 —60 —40 —-20 0 20 40 60 80 100

Distancia s-x

Figura 4.73: Funcao Gaussiana para [ variavel e k = 1, 0.

A quantidade de passos executados para cada valor de [ estd indicada na Tabela

Nela também constam a quantidade de iteracoes necessarias a cada propagacao
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da trinca (P1 a P6). Observa-se que o melhor resultado é obtido para o menor valor
de [ considerado, ou seja, ponderando mais as variaveis constitutivas dos pontos de
Gauss antigos mais proximos aquele em anélise. A medida que a funcao Gaussiana
é suavizada — se aproximando de uma média simples — ocorre divergéncia no proces-
samento antes de se atinigr o total de passos estabelecido, ou seja, 200. Além disso,
nas duas ultimas simulagoes (para [ = 15d/6 e [ = 20d/6) a quantidade de iteragoes

na nucleacao da trinca ¢ significativamente grande.

Tabela 4.21: Quantidade de passos do processo incremental-iterativo considerando

a estratégia de subdivisao de elementos.

l P1 P2 P3 P4 P5 P6 Passos

1

Ed 3 4 3 3 4 6 200
%d 3 4 4 3 4 7 194
4

éd 3 4 4 4 4 - 120
d 3 4 4 4 4 - 129
8

éd 3 4 4 4 4 - 128

%Od 3 4 4 4 4 - 130

%5d 23 5 4 4 4 - 130

%Od 24 5 4 4 5 - 130

Dessa forma, conclui-se ser ideal a utilizacao do parametro [ = éd para o presente
exemplo. Assumida essa configuragao, a Figura[d.74 mostra a trajetéria de equilibrio
obtida para integragao convencional e para a estratégia implementada. Verifica-se
otima concordancia entre as curvas. Na obtencao dessas trajetérias, a quantidade
de iteracoes a cada passo foi semelhante entre as estratégias: dos 200 passos, em 57
houve uma iteracao a mais para a estratégia de subdivisao, em 6 houve uma iteragao

a mais para a integracao convencional e em apenas 1 houve 3 iteracoes a mais para
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a subdivisao de elementos.

104
2 T I
1.8 —— IC | |
SM
1,6 |
1,4 |
<
20
=12 -
)
< 1 8
= |
= 0,8 - -
0,6 \“"1\“: 1
0,4 \\\\‘___;
0,2 |
0 & | | | | | | | | | | | | | |

0 2.10-2.10-8.10-8.10-2 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18 0,2 0,22 0724 0,26 0,28 0,3
Deslocamento de controle D,
Figura 4.74: Flexao em trés pontos: trajetoria de equilibrio do deslocamento de

controle D,,.

A trajetéria da trinca para as estratégias de integracao numérica consta nas
Figuras e [4.76] Nas duas situagdes observa-se que, no final da propagagao,
a trinca tem uma inclinacao em sua trajetéria. Embora resultados experimentais
indiquem que para a flexao em 3 pontos a falha deva ocorrer em linha reta até atingir
toda a altura da estrutura, em modelos numéricos é comum verificar a alteragao aqui
observada. Isso se deve ao fato de a concentracao de tensoes de compressao na regiao
central superior ser alta ao ponto de nao permitir propagacao, induzindo a trinca

a seguir caminhos alternativos. A distribuicao de tensoes horizontais ¢,, pode ser

observada nas Figuras [£.77 e [4.78
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Passo 42 (15,3 kN)

Passo 43 (15,5 kN)

Passo 99 (9,8 kN) _

Passo 200 (3,3 kN)

Figura 4.75: Flexao em trés pontos: configuracao deformada para integracao con-

vencional.



Passo 42 (15,3

kN)

Passo 43 (15,5

kN)

Passo 99 (9.9 kN)

Passo 200 (3,5 kN)

137

s
o
dEn
&

Figura 4.76: Flexao em trés pontos: configuracao deformada para estratégia imple-

mentada.
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-4.346187 -1.929829 +0.486528 +2.902886 .
5554366 -3136008 -0.721651 +1.694707 +3.80302 \l'glue. Stress_Sxx
Min.: -5.554366
Max.: +3.80902
(a) Passo 42 (15,3 kN)
4480268 212231 +0.235648 +2593607 .
-5.653247 -3.301289 -0.943331 +1414628 +3.477841 Vglue. Stress_Sxx
Min.: -5.659247

Max.: +3477841
(b) Passo 43 (15,5 kN)

6.585966 -3.995209 -1.404453

- +1.186303
-7.881344 -5.290588 -2.699831 -0.103075 +2.157837 Value: Stress_Swc

Min.: -7.881344
Max.: +2.157837

(c) Passo 99 (9,8 kN)

9758 -6.911804 -3.233849 0444105 Value: Stress 5w

Min.: -12.428735
Max.: +1.823338

(d) Passo 200 (3.3 kN)

-1058 .
-12428735 -8.750781 -5.072826 -1.394872 +1.823338

Figura 4.77: Flexao em trés pontos: distribuicao de tensoes horizontais o,, para

integracao convencional.
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-4.346187 -1.929829 +0.486526 +2.902866 .
-5.554366 -3.138008 -0.721651 +1694707 +3.80902 V?.lue. Stress—sxx
Min.: -5.554366
Max: +3.80902
(a) Passo 42 (15,3 kN)
-4.479638 -2.11962 +0.240458 +2.600537
-5.659737 -3.299653 -0.939581 +1.420436 +3.485566 Value: SII’ess_S?O(

Min.: -5.659737
Max.: +3. 485566

(b) Passo 43 (15,5 kN)

6.564852 -3.843045 -1.133237

- +1.56257 -
-7.822756 -5.206943 -2431141 +0.224666 +2.600393 Value: Slress_Sic

Min.: -7.922756
Max.: +2.600935

(c) Passo 99 (9,9 kN)

-7.309969 -4.036 -0.762031 +2.511939
Value: Stress_Sxx
-5.946954 -5.672985 -2.393015 +0.874354 +3.739677 Min.: -8 946954
Max.: +3.739677
(d) Passo 200 (3,5 kN)

Figura 4.78: Flexao em trés pontos: distribuicao de tensoes horizontais o,, para

estratégia implementada.

Na distribuicao de tensoes do tltimo passo do processo incremental-iterativo para

a estratégia implementada, nota-se uma regiao de concentracao de tensoes de tragao
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anormal, trazendo certa assimetria ao problema que é inexistente para analise com
a quadratura de Gauss convencional. Esse fato é causado pelo novo posicionamento
dos pontos de integracao, os quais nao sao simétricos com relagao ao eixo tangencial
ao segmento de trinca (Figura [1.7%).

Buscou-se, entao, modelar o problema considerando uma subdivisao em células
triangulares de maneira a simetrizar a posicao dos pontos de integracao. Assim,
utilizou-se o baricentro da regiao de cada lado da descontinuidade para integrar a

lista de pontos de suas respectivas triangulacoes. A nova subdivisao proposta pode

ser vista na Figura [4.79pb.

S2T1
S2T2
S2T4 L S2T2
S2T1
S2T3
S1T2 S1T1
S1T4 L S1T2
S1T1
S1T3
Fungéo descontinua ® Baricentro
— Trinca Subdivisbes
(a) Caso 1: triangulagao antiga (b) Caso 2: nova triangulagdo proposta

Figura 4.79: Modificacao das células de integragao para simetrizacao dos pontos de

integracao com relagao ao eixo tangencial a trinca.

Para essa nova disposicao dos pontos de integracao, a distribuicao de tensoes e
trajetéria da trinca estdo indicadas na Figura [£.80] para o dltimo passo da andlise.
Esta tltima apresentou padrao coerente com a simetria do problema simulado; nao
ocorreu a propagacao no ultimo elemento devido a alta concentracao de tensoes
de compressao no mesmo (diferentemente do resultado da integracao convencional,

onde a trinca propagou de maneira inclinada).
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-8.053565 -5.12161 -2.189635

+0.74234 Value: Stress_Sx9
-9.519573 -6.567595 -3.655623 -0.723647 1041831 g 510573
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Figura 4.80: Flexao em trés pontos: distribuicao de tensoes horizontais o,, para

estratégia implementada e simetrizacao dos pontos de integracao.

A Figura[4.81| mostra a comparacao entre as trajetérias de equilibrio ja citadas e
aquela associada a simetrizacao feita dos pontos de integracao. Para tal, o parametro
[ da funcao Gaussiana foi considerado [ = %d, diferentemente do valor anterior
adotado. Essa mudanca ocorreu devido ao fato de que, para o raio anterior, nao foi
possivel abranger alguma degeneracao antiga para que fosse feita a ponderacao as

varidveis constitutivas.
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Deslocamento de controle D,

Figura 4.81: Flexao em trés pontos: trajetéria de equilibrio do deslocamento de con-

trole D,, comparagao com implementagao da simetrizacao dos pontos de integracgao.
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E interessante ressaltar que a simetria da subdivisao nao foi abordada nos exem-
plos anteriores visto serem todos associados a meios de propagacao lineares elasticos.
Com a introducao da nao linearidade fisica torna-se necessario o emprego da estra-
tégia nao local para armazenamento das varidveis constitutivas nos novos pontos de
integracao. Por isso, passa a ser de extrema significancia a simetrizacao dos pontos
abrangidos pelos parametros da funcao de distribuicao empregada.

O tempo de processamento observado para as duas estratégias de integracao
numérica foi proximo entre ambas, sendo entretanto maior quando utilizada a sub-
divisao de elementos. Deve-se levar em conta que, além de ser necessario acessar
os métodos para a que a propria subdivisao seja feita, a estratégia implementada
tem mais pontos de integragao por elemento — sdo 4 x 4 (ou 16 no total) pontos na
integragao convencional comparados com 3 pontos em cada célula (ou 24 no total)

apos a subdivisao. O tempo acumulado pode ser visto na Figura [4.82]
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Figura 4.82: Flexao em trés pontos: tempo de processamento acumulado.

Para o exemplo proposto de flexao em trés pontos, portanto, conclui-se que a
utilizagao da estratégia de subdivisao apresenta comportamento semelhante aquele
observado para a integracao convencional. O tempo de processamento é bastante

préximo para os dois casos, sendo um pouco maior nos ultimos passos do processo
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incremental-iterativo para a estratégia implementada. A simetrizacao dos pontos
de integracao torna-se fundamental para melhor descricao do comportamento das

fissuras, e as trajetorias de equilibrio sao préximas em todas as situacgoes.

4.5.4 Analise em Meio Fisicamente Nao Linear: Painel em

L

Ainda considerando modelos fisicamente nao lineares, é apresentado nesta se-
¢ao um painel em L, conforme a Figura [4.83] cujos resultados experimentais foram

obtidos por [Winkler et al.| (2004)).

ponto de 500,0

deslocamento

vertical maximo ‘q$ :
o
=3 T
e
N *
) S
1 o
: =
: et
o q =28 N/mm
2 espessura: 100
I\
medidas em mm

250,0

Figura 4.83: Painel em L (Winkler et al., 2004).

Foi adotado o modelo constitutivo de fissuras distribuidas e as leis de [Carreira e
Chu| (1985) para compressao e Boone e Ingraffea (1987)) para tracdo, com os seguin-
tes dados do material: médulo de elasticidade E = 25850 N/mm?, coeficiente de
Poisson v = 0, 18, resisténcia a compressao f, = 31,0 N/mm?, resisténcia & tragao
fi = 2,7 N/mm?, energia de fratura G; = 0,065 N/mm, comprimento caracterfs-
tico h = 28 mm e deformacao relativa ao limite elastico na compressao ¢, = 0, 0022.

Para uma malha de elementos triangulares de trés nés 73 e estado plano de
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tensdo, o problema foi resolvido considerando-se equilibrio secante (descrito na Segao
e método de controle direto de deslocamentos, com incremento de 0,01 mm
no ponto de deslocamento vertical maximo. A tolerancia para convergéncia relativa,
verificada através da magnitude do vetor de forcas residuais, foi adotada como 1 x
1073 e a carga de referéncia como g = 28,0 N/mm.

Para a integracao convencional, empregou-se 3 pontos de integracao em cada
elemento e, para a estratégia implementada, adotou-se 3 pontos de integracao por
célula triangular gerada. A ponderacao das variaveis constitutivas para armaze-
namento nos novos pontos de integracao criados pela subdivisao dos elementos foi
feita segundo a fungao de distribuicao Gaussiana, com parametros k= 1,0 e[ = 10
(Equagao ; a dimensao média dos elementos finitos da malha é de 25 mm.

De forma similar ao exposto por Most e Bucher| (2006), a energia de fratura G
foi variada entre 0,065 e 0,090 N/mm, a fim de se observar a concordancia das
trajetorias de equilibrio com a faixa experimental no ramo descendente. Como pode
ser visto na Figura o melhor resultado foi obtido com Gy = 0,065 N/mm,
valor este adotado nas simulagoes para comparacao das estratégias de integragao
numérica.

A Figura mostra as trajetérias de equilibrio obtidas para a integragao con-
vencional e para a estratégia implementada. Observa-se que o pico do fator de carga
alcancado por ambas foi menor do que o experimental, o que se deve a fragilidade
oriunda da introducao de uma descontinuidade.

Em termos de quantidade de iteragoes a cada passo, as duas estratégias tiveram
resultados parecidos. Para os 100 passos da simulacao, em 41 a integragao conven-
cional teve mais iteracoes, em 34 foi a estratégia implementada e em 25 obteve-se o

mesmo numero de iteracoes para os dois casos.
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Figura 4.84: Painel em L: trajetorias de equilibrio para diferentes energias de fratura

com integracao convencional.
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Figura 4.85: Painel em L: trajetéria de equilibrio do deslocamento vertical méximo.

As Figuras [1.80] e [4.87] ilustram a propagagao da trinca

ao longo do processo

incremental iterativo, enquanto as Figuras [£.88 e [4.89 ilustram o dano na diregao de

€1 ao longo do dominio para a integracao convencional e estratégia implementada,

respectivamente.
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No inicio da propagacao observa-se o aparecimento de dano causado por com-
pressao na regiao superior da chapa, o que se deve a lei de Carreira adotada. Nota-se
que sao valores significativamente pequenos e, nos proximos passos de propagacao,

o dano se concentra na regiao de surgimento da trinca.

Passo 7 (15,5 N) Passo 8 (17,6 N)

Passo 30 (13,6 N) Passo 100 (5,0 N)

Figura 4.86: Painel em L: configuracao deformada para integracao convencional.
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Passo 7 (15,5 N) Passo 8 (16,9 N)

Passo 30 (11,4 N) Passo 100 (5,1 N)

Figura 4.87: Painel em L: configuracao deformada para estratégia implementada.
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Figura 4.88: Painel em L: dano na direcao de €; para integragao convencional.
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Figura 4.89: Painel em L: dano na direcao de €; para estratégia implementada.

O tempo de processamento acumulado para as estratégias de integragao numérica

avaliadas consta na Figura Observa-se que o tempo € bastante similar para

ambos os casos, mesmo com a diferenga na quantidade de pontos de integragao (3

na integragao convencional e 9 na estratégia implementada) em cada elemento.
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Figura 4.90: Painel em L: tempo de processamento acumulado.

A Figura[4.91]ilustra o padrao de dano eperimental observado por
, sendo este similar aos padroes encontrados para as estratégias de integragao
numérica em andlise. Uma limitacao da implementacao computacional no sistema
INSANE, entretanto, é o fato de que, no primeiro elemento onde a trinca surge, ela
necessariamente deve passar pelo seu centroide. Como a nucleagao da trinca expe-
rimental ocorre na juncao angular do painel, sua trajetéria ja se inicia de maneira

distinta nas simulagoes feitas no INSANE.

—

Figura 4.91: Painel em L: padrao de dano experimental (Winkler et al., 2004).




Capitulo 5

CONSIDERACOES FINAIS

5.1 Contribuicoes deste Trabalho

Neste trabalho foi apresentado um estudo de uma alternativa para a integracao
numérica associada a problemas abordados pelo Método dos Elementos Finitos Ge-
neralizados (MEFG). Criado como uma varia¢ao do Método dos Elementos Finitos
(MEF) para melhor descri¢ao de problemas com particularidades em regides locais
do dominio, o MEFG permite o emprego de funcoes de enriquecimento para prever o
comportamento de singularidades e descontinuidades, como ¢é o caso dos problemas
da Mecanica da Fratura.

As funcoes de aproximacao local, associadas a presenca de trincas, trazem uma
caracteristica nao polinomial ao integrando das equacgoes da forma fraca do problema
de valor de contorno. Dessa maneira, a representacao exata advinda da quadratura
de Gauss deixa de ser precisa, sendo necessarias estratégias de integragao que con-
tornem tal situagao. As proposigoes de [Park et al. (2009) foram aqui referenciadas
e implementadas, valendo-se da subdivisao de elementos e mapeamento dos pontos
de integragao para restituir a precisao prejudicada pela associagao das fungoes de
enriquecimento nos graus de liberdade adicionais do MEFG.

Abordados por diversos autores, os procedimentos de subdivisao e mapeamento
proporcionam melhores resultados nas analises de problemas com trincas. Ambos
foram implementados no software livre INSANE, desenvolvido no departamento de

Engenharia de Estruturas (DEES) da Escola de Engenharia da UFMG. Sua expansao
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se deu de forma a proporcionar ao usudrio a possibilidade de se valer de estratégias
opcionais a integracao convencional.

A implementacao computacional foi feita de maneira genérica, buscando assim
ser util a diferentes tipos de problema com diferentes modelos constitutivos que os
descrevem. As simulacOes numéricas realizadas abrageram exemplos da Mecanica
da Fratura Linear Eldstica (MFLE), considerando trincas estéticas com diferentes
configuragoes geométricas e abordagem estavel do Método dos Elementos Finitos
Generalizados Estavel (MEFGE) ou mesmo a propagacao de trincas pelo Método
dos Elementos Finitos Generalizados com Enriquecimento Global-Local (MEFG#!).
Além disso, a implementacao feita foi testada para situacoes de nucleacao e pro-
pagacao de trincas coesivas, seja em meio linear elastico ou considerando sua nao
linearidade fisica.

Utilizando-se como referéncia a abordagem nao local para obtencao de variaveis
de estado ao longo da historia de evolugao do fenomeno nao linear, foi proposta e
implementada uma estratégia para a transferéncia destas varidveis armazenadas ini-
cialmente nos pontos de integracao da quadratura convencional para aqueles novos
pontos criados com as novas técnicas de integragao implementadas. Para isso, fun-
¢oes de distribuicao sao utilizadas, que permitem ponderar as variaveis constitutivas
dos pontos de integracao antigos e armazena-las de forma proporcional nos novos
pontos advindos das estratégias de integragao numérica implementadas. Fez-se uma
andlise dos parametros envolvidos na construcao dessas funcoes e qual o impacto
dos mesmos na obtencgao de trajetérias de equilibrio.

Ao se lidar com problemas fisicamente nao lineares, onde foi necessaria a utili-
zacao de uma estratégia de ponderacao e armazenamento de variaveis constitutivas
nos novos pontos de integracao inseridos, a triangulacao usada em elementos quadri-
laterais precisou ser simetrizada. Para tal, a proposigao inicial de |[Park et al.| (2009)
leva em conta a adicao do baricentro do poligono gerado de cada lado da desconti-

nuidade (Figura [4.79) a lista de nés necesséarios para triangulacdo — implementada
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aqui somente para o exemplo da Secaol4.5.3] Entretanto, a quadratura de Gauss mi-
nima para integracao exata, nessa situagao, soma uma quantidade elevada de pontos
em todo o dominio do elemento. Assim, para exemplos considerando meio material
linear elastico, ressalta-se possibilidade de simplificacao da triangulacao sem levar
em conta o baricentro citado.

O estudo realizado em elementos distorcidos mostrou que, para esse tipo de con-
figuracao do elemento, a integracao numérica sofre perda significante de sua exati-
dao. Esse fato ocorreu tanto para a integracao convencional quanto para a estratégia
de subdivisao e mapeamento, mostrando a necessidade de analises mais profundas
acerca do tema, buscando causas da imprecisao gerada e alternativas para soluciona-
la ou ao menos suaviza-la. Além disso, fica evidente a necessidade de utilizacao de
quadraturas elevadas — referentes a elementos triangulares — para observacao da
estabilidade ou nao dos resultados relacionados a estratégia de subdivisao e mapea-
mento. Para a quantidade de pontos de integracao aqui empregada, nao foi possivel
estabelecer conclusoes precisas acerca desse tipo de simulacao.

Avaliou-se também os aspectos de eficiéncia computacional para ambos os ti-
pos de integracao numérica. Concluiu-se que a subdivisao e mapeamento propor-
cionaram nao so resultados mais precisos, mas também tempos de processamento
equivalentes ou menores do que os provenientes da integracao pela quadratura de
Gauss.

Finalmente, foram obtidos resultados coerentes e satisfatorios para todos os
exemplos apresentados para os valores de energia de deformagao, rigidez e fato-
res de intensidade de tensao. A contribuicao do presente trabalho pode ser dita
significativa no contexto de expansao do sistema INSANE, além de expor a necessi-
dade de maiores estudos acerca dos impactos da integracao numérica em simulagoes

de trincas no MEFG.
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5.2 Sugestoes para Trabalhos Futuros

Com base neste trabalho, sugerem-se os seguintes itens para estudo em trabalhos

futuros:

1. Avaliar a utilizagao das estratégias de integracao numérica para outros modelos
constitutivos (representado a nao linearidade fisica do material) ja existentes

no sistema INSANE.

2. Aplicar e avaliar a utilizacao das estratégias de integragao numérica e de trans-
feréncia de dados entre pontos de integragao em problemas de propagacao de
trinca coesiva em que a ponta da trinca possa ocorrer no interior do elemento

finito.

3. Implementar outras estratégias de integracao numérica propostas na literatura
e comparar a eficiéncia das mesmas com a subdivisao de elementos e mapea-

mento dos pontos de integracao.
4. Expandir as estratégias para analises em trés dimensoes.

5. Adaptar o acesso a implementagao realizada para o pré-processador grafico
do INSANE, facilitando a entrada de dados e deixando-a mais intuitiva ao

usuario.
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