RESUMO

O objetivo desse trabalho é apresentar as coordenadas de pontos notaveis
de um triangulo qualguer como médias ponderadas, caracterizadas de

acordo com os pesos atribuidos.

Palavras chave: pontos notaveis, triangulo, média ponderada.



ABSTRACT

The objective of this work is displaying the coordinates of notable points of
any triangle as weighted averages, characterized according to the weights
assigned.

Keywords: notable points, triangle, weighted average
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INTRODUCAO

Este trabalho tem como objetivo mostrar que as coordenadas dos
pontos notaveis de um triangulo qualquer podem ser obtidas através do
calculo das médias ponderadas dos vértices, em que cada ponto possui os

seus respectivos pesos.

No capitulo 1, apresentamos algumas definicdes fundamentais, tais
como base média de um triangulo, mediana de um segmento, mediatriz
de um segmento, altura de um triangulo, bissetrizes de dngulos, dentre

outros especificados no mesmo.

No capitulo 2, na segao 2.1 calculamos as coordenadas do

baricentro de um tridangulo qualquer.

Na secao 2.2, calculamos as coordenadas do incentro de um

triangulo qualquer.

Na secao 2.3, calculamos as coordenadas do ortocentro de um

triangulo qualquer.

Na secdo 2.4, calculamos as coordenadas do circuncentro de um

triangulo qualquer e apresentamos a reta de Euler na secgdo 2.5.



CAPITULO 1
DEFINICOES FUNDAMENTAIS

Definicdo 1: BASE MEDIA DE UM TRIANGULO
E um segmento cujos extremos sdo pontos médios de dois lados de um

triangulo.

Teorema 1: TEOREMA DA BASE MEDIA DE UM TRIANGULO
Sejam M eNos pontos médios dos lados 4B e AC do tridngulo ABC.

o BC
EntaO, MN// BC, € MN = 7
A
A N

Demonstragao:

Seja P um ponto na semirreta MN , de forma que MN = 2(NP)
A

B

Temos que AAMN O ACPN, pois:



MN = PN

ANM = CNP

AN = CN
Pelo caso LAL de congruéncia de triangulos.

Dai, temos:

« AB//PC, pois MAN= PCN, que sdo angulos alternos internos

formados pelas retas AB e CP com a transversal AC.
e MB-= PC, pois CP= AM = MB.
Dessas duas relagdes concluimos que o quadrildtero MBCP é um

paralelogramo. Donde concluimos que MP=BC e MP//BC,

BC
consequentemente MN = ey e MN//BC.

Isso conclui a demonstragao.

Definicdo 2: MEDIANA DE UM TRIANGULO
A mediana de um tridngulo com relacdo a um vértice do tridngulo é o
segmento de extremos que vai deste vértice ao ponto médio do lado

oposto.

Teorema 2:
As trés medianas de um triangulo qualquer se encontram em um mesmo

ponto. Tal ponto é chamado de baricentro do triangulo.

Demonstragao:
Consideremos um tridngulo de vértices 4,B¢eC (veja pg.12)

Sejam AM eBN as medianas do AABC relativas aos vértices 4 e Be

denotemos por G,a intersecdo dessas medianas. Considere Q0 e Ros

pontos médios de 4G, e BG,, respectivamente.



10

O quadrildtero MNOR ¢é um paralelogramo.
De fato, pelo teorema da base média temos:

AB AB
No AABC que MN//AB e MN = Y no 0BG, 4 que OR// AB e OR = ~

. Assim MN//OR e MN = QR ,
Além disso, sendo G, a intersecdao das diagonais do paralelogramo MNOR,

Consideremos agora as medianas AM e CP.,

M

O quadrilatero MUTP é um paralelogramo.
De fato, pelo teorema da base média temos:

CA CA
NO ACG,4 que UT//CA e no MABC que UT = e PM//CA e PM = -

Assim UT//PM e UT = PM .,
Além disso, sendo G2 a intersecao das diagonais do paralelogramo MUTP,

Como existe um unico ponto X sobre AM tal que AX = 2XM , concluimos

que G, = G,
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Dessa forma fica provado que as trés medianas se encontram em um
mesmo ponto.

Corolario: O baricentro estd sobre cada mediana, a uma distancia do

, 2 ) ) ,
vertice de gda mediana relativa ao vertice.

Definicao 3: MEDIATRIZ DE UM SEGMENTO

E a reta perpendicular ao segmento, tracada pelo seu ponto médio.

Observacao: Da geometria plana pode-se demonstrar que a mediatriz de
um segmento, € o lugar geométrico dos pontos que eqlidistam dos

extremos deste segmento.

Teorema 3:
As trés mediatrizes de um triangulo qualquer se encontram em um
mesmo ponto.

Tal ponto é chamado de circuncentro de um triangulo.

Demonstragao:
Dado um 44BCe sejam m,,, my., m., as mediatrizes referentes aos lados
AB, BC e CA.
O ponto O intersecdo de m,, e m,.é o ponto que equidista de 4e B g,
também, de Be C. Portanto, o ponto O equidista de 4eC. Logo, O
pertence a m.. Isto &, as trés mediatrizes se intersectam em O, que

equidista de 4, B e C,
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Definicdo 4: ALTURA DE UM TRIANGULO

E um segmento contido na reta que passa por um vértice e que é

perpendicular e cujos extremos sdo esse vértice e a intersecao dessa reta
com o lado oposto.

Teorema 4:

As retas que contém as alturas de um tridangulo qualquer se encontram
em um mesmo ponto. O ortocentro de um tridangulo é o ponto onde se
intersectam as retas que contém as alturas do triangulo.

Demonstragao:

Seja 4BC um triangulo qualquer.

Pelos vértices 4,BeCdesse tridngulo, tracemos retas paralelas aos lados

opostos a estes vértices, obtendo o A MNP,


http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo
http://pt.wikipedia.org/wiki/Altura_(geometria)
http://pt.wikipedia.org/wiki/Ponto
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Temos que:

A0 NPeNP// BC

BO MPeMP// AC

C0 MNeMN // AB.

Dai:

APBC é paralelogramo 0 AP= BC

ABCN é paralelogramo 1 AN = BC

Logo, 4é ponto médio de PN .

De forma analoga, concluimos que B é ponto médio de pys, e C é ponto

médio de MmN .

As retas que contém as alturas do A ABC s&o mediatrizes dos lados pjs,

PNe MNdo APMN. Pelo teorema das mediatrizes sabemos que estas
retas se encontram em um mesmo ponto. Este ponto é o ortocentro do

triangulo 4BC.

Definicdo 5: BISSETRIZ DE UM ANGULO

A bissetriz de um angulo 40B é a semirreta de origem O, incluida no

angulo, e que o divide em dois outros de mesma medida.
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Definicdo 6: BISSETRIZ DO ANGULO DE UM TRIANGULO 4BC

A bissetriz do triangulo ABC relativa ao vértice 4, € o segmento contido

na bissetriz do angulo 4 e cujos extremos sdo A4 e a intersecao desta com
o lado oposto.
Observacao: Vale observar que a bissetriz de um angulo, é o lugar

geométrico dos pontos que equidistam dos lados do angulo.

TEOREMA 5.

As bissetrizes de um tridngulo qualquer se encontram em um ponto

comum. Tal ponto é chamado de incentro de um triangulo.

Demonstragao:

Dado 044BC, tracemos a bissetriz Bp e a bissetriz 40.

Seja I a intersecdo de Bp e 4Q. Entdo:

I0 AQ0 d(I,AB)= d(I,AC)elIl BPD d(I,AB)= d(I,BC) ,donde
d(I,AC)= d(I,BC).

Logo, 70 CR.
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PLANO CARTESIANO:

Definicao 7: SOMA DE VETORES

—
R b
a1 —
EI+-E:' —
“ =
— a+b
b
I II

Definigdo 8: DIVISAO DE UM SEGMENTO NA RAZAO DADA

Dados trés pontos colineares A= (x,,v,),B= (x;,7;), C= (x.,y.), tal
que B# C, dizemos que o ponto C divide o segmento 4B na razdo 7,

AC _— —
com r> 0, e escrevemos E =7r,Se AC = rAB .-

Proposicdo: Coordenadas do ponto C que divide 4B na razdo 7.

n x. X
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Entd0, AC: rAB. Essa equacdo vetorial pode ser escrita em coordenadas

cartesianas da seguinte forma:

Xe- X, =rX,-X,)

Xe=r{X,- X, )+ X,
Analogamente,

Yo=Y, -7,)+ 7,

Logo,

C=(rlx,-Xx,)t X, rlv,-7,)+7,).

EXEMPLO: vamos calcular as coordenadas do ponto médio de um

segmento

Dado um segmento 4B, determinar as coordenadas do ponto médio, M,

desse segmento.

O O 0
A M B
Solugao:
- 1
Temos que 4M = rAB, €m que r= 5

Dai obtemos que:

M - (xA + xB yA + yB)
2 72
Definicao 9: Vetores linearmente dependentes

Dois vetores sao linearmente dependentes, quando um deles for um

multiplo escalar do outro.
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Observacao: Se dois vetores nao nulos sao linearmente dependentes,
entao eles tém a mesma diregao.

Definicao 10: Vetores linearmente independentes

Dois vetores sao linearmente independentes, quando nenhum deles for
um multiplo escalar do outro.
Observacao: Se dois vetores sao linearmente independentes, entao eles

possuem direcoes diferentes.

Todo vetor no plano se escreve como combinacao linear de dois vetores

linearmente independentes.

Representando por i e V dois vetores linearmente independentes, entdo
um vetor w é uma combinagdo linear de u e V, isto &, existem reais X e

Y taisque w=xut yv,

xud

=l

Definicdo 11: VETOR UNITARIO

- OP
Dado um vetor QP # (, 0 seu vetor unitario é dado por ¥~ HO—PH Isto é,

chamaremos de vetor unitario o vetor de norma 1, com o mesmo sentido
de OP.
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Definicdo 12: EQUAGAO DA BISSETRIZ DO ANGULO NAO NULO POQ.

_—

- OP ~-_ 00

foal

Sejam os vetores unitarios %~ e V-° Entdo o vetor OD= u+ v

oA
tem a direcao da bissetriz do angulo formado por u e V.
De fato, 0D da a diregdo da diagonal do paralelogramo de lados paralelos

auevy.

Assim a equacao da bissetriz de POQ é A FD, comi20,
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CAPITULO 2

2.1 COORDENADAS DO BARICENTRO DE UM TRIANGULO
QUALQUER:

Teorema 6: Dado um tridngulo qualquer de vértices 4= (X,.Y,),

B=(X,,Y,), C=(X.,Y.), o baricentro desse tridngulo é dado por:

_HXA+XB+XC YA+YB+YCH
0 3 ’ 3 0
Demonstragao:

Seja AM a mediana doA4BC relativa ao lado BC.

B M c

Xt X, Y, +7Y, —
Entdo, M = H , H AG = 2A
2 2 0 3

Dai usando o teorema 6, temos:

2
XG_XAZE(XM_XA)
Xt X
x, = 208t Xy Byox
30 2 i
XG:XB+XC_2XA+3XA
3 3 3
XG:XA+‘X33+XC

Analogamente temos:
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A" 'B"C
Y =
G 3
X +X,+ X, Y +Y,+7Y
B B
Dessa forma podemos escrever G=E 4 3 ¢ 4 3 CE

Observacdo: A partir dessa secdo usaremos notacdes envolvendo4,5,C,
com o intuito de expressar uma relagao que vale simultaneamente para a
abscissa e a ordenada de cada um desses pontos.

(X, + X, + X, Y+ Y, + Y[ A+ B+ C
Por exemplo, G = , = .
0 3 3 0 3

2.2 COORDENADAS DO INCENTRO DE UM TRIANGULO QUALQUER

Teorema 7: Dado o 04BCno plano, as coordenadas do incentro desse

. . A+ bB+ cC _
triangulo sao dadas por: [ = a T he ¢ , sendoab,c as medidas dos
a C

lados opostos aos vértices A4, B, C respectivamente.

Demonstragao:

Na figura abaixo, I representa o incentro do AA4BC.

Temos que :

—

A= =y"7=] ecl=ach, a0l
ZNZ

— B4 BC _—

2)BP, = e B=pBP,, fUL

) = —— 4
|B4] |BC]



Temos ainda as seguintes equacoes:

1) BC+ CA= BA

1) CI+1B= CB

De 7 temos:

CI+1B=CBO u (C—Pl)+ﬁ(@): CB
ici cBi_ . UBi, BCH

00—t =0t P=
fled] ey

G = e

B+ P Ba
c

. Hﬂ

Observacao: = ¢

III) — CA+ C-CB=0

Q\‘Q

Q\Q

r
b

q\‘%

De (I) Podemos escrever: iﬂ

seguida colocamos C4eCB em evidéncia. Dessa forma obtemos:

EH NiLe FE 1CB = 0

[ZD la a ¢ 1

Do o
TN
O
Substituindo i em ii, obtemos: ¢ = ab .
at btc
_ la. @
Podemos entdo escrever que: Cl =@ D%’f gﬂ
Aedl fesls

P ab Ux4g-Xc Xp~—XC
CI = +
Donde, a+b+c@ b B

o _dxymxe) blag-xc]
X1 xC_ at btc ' atbtc

axA-axC+be-be ,
1 at btc xC

axA+be+ch

1 at btc
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(BC+CA) e substituir em III, em
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Analogamente para a segunda coordenada, temos:

_ayytbygteye

1 at btc

Dessa forma podemos escrever

X DX, e X, aY, +bY, +cY,

] a+ b+ c i a+ b+ c C

alx,v,), bo(x,.v,) o(x..r) o ;_aA+bB+cC
a+ b+ c a+ b+ c a—+ b+ c a+ b+ c
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2.3 COORDENADAS DO ORTOCENTRO DE UM TRIANGULO
QUALQUER

Teorema 8: As coordenadas do ortocentro de um triangulo AABC é dada

por:

X, tgo + Xptgp+ Xotgy Y, tga + YyegB+ Yoegy D
H = , , isto é,
1ga + tgh + tgy 1ga + 1gh + tgy
_ Atga t+ Brgf + Cigy
1ga + 1gh + tgy

H

Demonstragao:

As coordenadas dos pontos sdo 4= (X ,,Y,), B=(X,.Y;) e C= (X..Y.).

Sejam 4,,B,,e C, os pés das alturas relativas aos lados BC,CA e AB.

1) Do tridngulo A AB,B, temos:

BB
1g0 = ABl 0 BB, = tga 0A4B,

1

2) Do triangulo A CBB,, temos:

BB
1gy = CBI 0 BB, = tgy UCB,

1

Das relagdes obtidas em 1 e 2, obtemos:



gy
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@Ztga 0 C_Bl+ A_Bl:tga t1gy

— — 4B,
tga 0AB, = tgy ICB, 1 —== —=—. Donde
CB, g AB, tgy AB,

tgll
e, conseqiientemente, 4B, = %g—HAC.
g0t 1gy

_—

— tga
Assim concluimos que 4B = %g—EAC.

1ga + tgy
Dai,
B, - A= Etg—aau(c- A)
1ga + tgy
Ct At
tgu +tgy tgu + igy
B - Crgy Atgy R Atga + Atgy
g tigy  ign tigy  igU + Igy
B = Atga + Ctgy
! ga +tgy
Analogamente
obtemos:
_ Atgo + Btgf
tga + tgf

Considerando A 4B H , temos:
(1)BH+ HA= B, A
(2) BH = (3,

5ii=1(5c+ B

B.H = )|pAC- BC|

(3) HA= 8 (4,4

_—

BH:ﬁ(R+a)

1

_—

B.H =$|qBC- 4C)

gy



1ga
1gn + gy

Substituindo esses valores encontrados na equacgdo (1), vamos obter:

(4) BA= -wAC, em que W=

(5) A|paC - BC|+ 8 ¢BC- aC|+ waC= 0

Para encontrarmos os valores de P € 4, faremos:
B.C

AC

AC = AB,+ B,CU 4B, = AC- B,C

)BC= pACO p-=

BB _ B,
Sabemos que g/ * ﬁ e 1g0 = BI_A
Igualando as tangentes, temos:
(BlC) tgy = (BlA) tga
(B,C)gy = (A4B))1ga
(31C)tgy = (AC- Blc)tga
(BlC)tgy = (AC)tga - (BlC)lga
B, Clegy - 190 ) = (AC)1ga

BIC i 1ga
AC ) (tgy + tga)
~ 1ga
) (tgy t 1ga )

AC
II) AC=gBCl g= -
) 4C=gq e

AB= CB-CAl AB=-BC+ AC

Sab ty-A‘A tﬁ-A‘A
abemos que g AC e g 4B

Igualando as tangentes, temos:

25



(4,C)tgy = (4,B)1gp
(4,C) gy = (Bc— AIC)th
(4,C)tgy + (4,C)igh = (BC)1gh
4,Clrgy + 1) = (BC)1gp
4C g
BC (tgy + tgﬁ)
1gp
(rgy + 128 )

Substituindo os valores de P € 9em (5) e organizando a equagao temos:

A(pTC+ @)—f}(q@— Zﬁ)+ wAC = 0
/\(pTC)- A Rjﬂ?qﬁ-ﬁﬂ% wAC= 0
(Ap-9 + w)AC+ () - 8¢)BC=0

EI)Ap-ﬂ +tw=0

0 A
H[I)A-ﬁq= 004 =9q0 3 =—
q

Substituindo IT em I, temos:

gy
9 = gy + 1ga
tga tg 1
1gy + 1g0 Mtgy + 1gh
gy
9 - tgy t+ tga

10 1gp - (rgy + 190 )(tgy + tgB)
(tgy + 10 )(1gy + 1gB)
g . tgy (1gy + tgp )
tgu tgB - (tgy + tgu )(tgy + tgB)

De (3), temos:



Eél:ﬂ(A—(f+ qC_é)

HA=9 AC+ 9qCB
X=X, = '9(Xc_ XA)+’9Q(XB_ Xc)

X, =0 +1)X, -9qgX,+(0qg-9)X,

e J+1

tey 1y + 1gf) .
tea 1gf - (tey + 190 )(tey + 1B )

tayrgy + 1gB ) + te0 1gp - (rgy + 190 )ty + t2B)
tg0 1B - (tgy + tga )(tgy + tgf)

Simplificando, obtemos:

1ga
tgu +1gf + tgy

A

. _ﬁq

_ E tgy (1gy + 1gp ) E@( tgp H

tgu tgp - (tgy + tgu |(tay + teB ) Hi(tey + 2P )

Simplificando, obtemos:

tgp
1gu +1gf + tgy

. 9q-9048(q-1)

H tgy 1y + 1P ) EE( g _IE

tgu tgp - (tgy + tgu )(tgy + 1gp ) Hleey + 12p)

Simplificando, obtemos:

1gy
tgu +1gf + tgy

27
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teq t
X, = & X4 &y
1ga +1gP + tgy 1go +1gP + tgy 1ga +tgP + 1gy
Analogamente,

L LU . S . | .
1ga +1gf + tgy tgu +1gf + tgy 1ga +1gf + tgy

Atga + Bigf + Ctgy
1gu + 1gf + 1gy

Dessa forma podemos escrever H =
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2.4 COORDENADAS DO CIRCUNCENTRO DE UM TRIANGULO
QUALQUER

Teorema 9: As coordenadas do circuncentro de um AA4BC é dada por:

_ Asen(2a ) + Bsen(2p )+ Csen(2y)
sen(2a ) + sen(2ﬁ ) + sen(2y)

N

Demonstragao:

Vamos considerar o AABC, e a seguir tomaremos os pontos P.0 e R,

médios aos respectivos lados 4B, AC, e BC.

0y

Temos que:
+ + +
P:B C’Q:A C,R:A B.
2 2 2

Os tridngulos ABC e POR tém os &ngulos iguais e podemos dizer também

que:
PR// AC,QP// AB,OR // CB.

Logo as mediatrizes dos lados do A ABC contém as alturas do A POR .



Portanto o circuncentro Ndo A ABC é o ortocentro do A POR .
Logo:
n = Dign + Qtgh + Rigy

1gu + igP + 1gy

B+ C A+ C A+ B
—1tg0 + tgf +

N=—2
1go + 1gf + 1gy
(B+ C)ign + A4+ Cigh + (4+ B)gy
2o + tgp + tgy)

N - Altgp + tgy)+ Bliga + tgy)+ Clega + 1gf)
2tga + tgh + 1gy)

gy

N - AlrgB + 1gy + tgo - tgu )+ Bltgn + gy + 1gp - 1gB )+ Clign + 1gB + 1gy - 1gy)

2tga + 1gh + rgy)
tga t tgf + tgy)(A+ B+ C)- Atga - Btgf - Ctgy

N

30

2t + 1gh + tgy)
N_(A+ B+ C)_Atga+Btgﬁ+Ctgy o E ’ o )
2 2iga + 198 + 1gy) (*). Essa é uma primeira expressao
para N .

Trabalharemos a seguir para obter Ccomo uma média ponderada. Na

verdade,

_ Asen(2a )+ Bsen(2p )+ Csen(2y)

N
sen(20 ) + sen(2B )+ sen(2y)

De fato
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e (4+ B+ C) Atgu + Bigp + Cigy
2 2ega +1gp + 1gy)
Entao:
send_ Bsen[f . Cseny
_ 4+ B+ C) _ cosq cos ff cosy
2 2%6‘61’!0 . senf R SenyE
cosdt cosf  cosy

_ (A+ B+t C) _ Asena cosf cosy + Bsenf cosa cosy + Cseny cost cosf
2 2(sena cosf cosy t senf cosa cosy t+ seny cosd Cosﬂ)

_ Asena cosf cosy + Asenf cosa cosy + Aseny cosd cosf
2(sena cosf cosy + senf cosa cosy + seny cosdt cosﬁ)

+ Bsend cosf cosy t Bsenfl cosd cosy + Bsen) cosd cosf
2(sena cosf cosy + senf cosa cosy + seny cosd cosf )

+ Csena cosf cosy + Csenf cost cosy + Cseny cosa cosf
2(sena cosf cosy + senf cosa cosy + seny cosd cosf )

- Asent cosf cosy - Bsenf cosa cosy - Cseny cosa cosf
2(sena cosf cosy + senf cosd cosy t+ seny cosd cosﬁ)

A(senﬂ cosa cosy + seny cosa cosf ) + B(sena cosfl cosy + seny cosd cosf ) + C(sena cosf cosy + senf cosa cosy)

N =
2(sena cosf cosy + senf cos cosy t seny cosa cosﬁ)
N - Acosa (sen[} cos) + seny cosf ) + Bcosf (sena cosy + seny cosq )+ Ccosy(sena cosf + senf cosa )
2(sena cosf cosy + senf cosa cosy + seny cosa cos/i)
Observacoes:

1)a + f +y=180°

sen(B +y)= sen(180°-a )

sen|f + y)= send

sen(a +y)= sen(180°-p )
)

4)
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Substituindo as observacdoes 1,2,3 e 4 na equagao a seguir

N - Acosa (senﬁ cos) + seny cosf ) + Bcosf (sena cosy + seny cosq )+ Ccosy(senﬂ cosf + senf cosa )

2(sena cosf cosy + senf cosa cosy + seny cosd cosﬁ) !

temos:

N = Acosa (sen(p +y))+ Bcosp (senla +y))+ Ccosy(senla + p))
2(sena cosf cosy + senf cosa cosy t+ seny cosdt cosﬁ)

N= Acost sena + Bcosf senf + Ccosy seny

2(sena cosf cosy + senf cosd cosy t seny cosq cos/})

Multiplicando o humerador e o denominador por 2, segue:

2Acosa sena + 2Bcosf senf + 2C cosy seny
4(Sena cosf cosy + senf cosd cosy + sen) cosd cosﬁ)

Asen(2a ) + Bsen(Zﬂ ) t Csen(Zy)
4(sena cosf cosy + senf cosd cosy t seny cosq cosﬁ)

Desenvolvendo apenas o] denominador
4| sena cosf cosy + senf cosa cosy + seny cosa cosf ) , temos:
4| sena cosf cosy + cosdt (sen,B cosy + seny cosf ))

(
(
4(sena cosp cosy + cosa (sen(f +y)))
4(sena cosp cosy + cosa Osena )

(

4(sena (cosp cosy + cosa ))

Agora vamos mostrar que:

4(sena (cos P cosy + cosa )) = sen(20 )+ sen(2p )+ sen(2y)

2(sena (cos,B cosy + cosdl )) = senll cosq + senf cosf + seny cosy
2sentt cosf cosy + 2send cosd = send cost + senf cosf + seny cosy
2send cosf cosy t send cosa = senf cosf + seny cosy

senq (2005[5 cosy t cosa ) = senf cosf + seny cosy

sen(,B t y)(2cos[3 cosy - cos(ﬁ t y)) = senf cosf + seny cosy



2sen([3 + y)(cosﬂ cosy + senf seny) = senf cosf + seny cosy

2sen(p +y)[cos(p - y ) = sen(26 )+ sen2y)

2sen([3 . y)(cos(ﬁ - y)) - 2sen@2ﬁ ;2}’ @DCOSEM ;21’ E

2sen(p + y )(cos|B - y)) = 2senlp +y )(cos(p - y))

Assim,

4(sena (cosp cosy + cosa )) = sen(20 )+ sen(2p )+ sen(2y).

Asen(2a ) + Bsen(2p ) + Csen(2y)

N =
Dessa forma podemos escrever sen(20 ) + sen(2p ) + sen(2y)
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2.5 RETA DE EULER

Da relacao em (*) da pg.26, temos que:

3 1 —
N=—-G- EH « 2C0=3G- H - 2GC= HG, o que quer dizer que 0s pontos

2
N,G e H sdo colineares.
A reta que contém esses pontos N,G e H é denominada a reta de Euler

do AABC.
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CONCLUSAO:

Ao iniciar este trabalho, percebi como os conteidos matematicos

estao entrelagados de uma maneira muito interessante e desafiadora.

Em alguns momentos, tive muita dificuldade em perceber esta
relacdo entre os diversos conteudos utilizados para as demonstracoes
feitas nos capitulos anteriores. A idéia de “unificar” uma férmula para
provar que os centros dos triangulos partem de uma mesma formula, e o
que as diferencia sdo os pesos utilizados, é realmente muito interessante

e divertido de descobrir.

Aprendi que para atingirmos nossos objetivos, nesse caso, das
demonstracdes é necessario muita dedicacao, atencao e forca de vontade.
Precisei superar medos, insegurancas e tabus que eu também tinha sobre
alguns contedudos matematicos. Meu orientador foi de muita importancia
para que eu atingisse esse objetivo. Ele me deu forcas e conselhos, que

me ajudaram a me esforcar e cumprir a tarefa a que me dispus.

Que este trabalho possa ser um meio de ajuda para outros colegas
que como eu, tive a forca de vontade para superar as dificuldades que as

vezes encontramos em nossos caminhos matematicos.
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