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Resumo

Neste trabalho estudamos alguns aspectos dos modelos de percolagdo indepen-
dente de elos anisotropico na laje Z* x {0, ..., k} e na rede quadrada Z?. Consideramos
o modelo de percolac¢do independente de elos anisotrépico na laje Z2 X {0, ..., k}, onde
supomos que os elos verticais estdo abertos com probabilidade p,, enquanto os elos ho-
rizontais estdo abertos com probabilidade p;,. Estudaremos as curvas criticas para esses
modelos e estabeleceremos sua continuidade e monotonicidade estrita. Os resultados
podem ser estendidos para percolagdo independente de elos anisotropico em Z3.

Posteriormente, consideramos o modelo de percolacdo independente de elos aniso-
tropico em 72, i.e., seja p = (pn, po) € [0,1]* com p, > p;, e declare cada elo horizontal
(respectivamente vertical) de Z? aberto com probabilidade p; (respectivamente p,), e
fechado de outro modo, independentemente de todos os outros elos. Denote por IP,, a
medida de probabilidade correspondente. Considere x = (x;,x;) € Z?% com 0 < x1 < X,
e X’ = (xp,x1) € Z2. E natural questionar como se comporta a fun¢do de conectividade
P,({0 — x}), e quando a anisotropia das probabilidades de percolagdo implica na de-
sigualdade estrita IP,({0 — x}) > IP,({0 — x’}). N6s daremos uma resposta afirmativa
para a questdo, considerando o regime altamente supercritico.

Palavras-chave: Percolagdo, anisotropia, conectividades truncadas.
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Abstract

In this work we study some aspects of anisotropic independent bond percolation
on the slab Z? X {0, ..., k} and on the lattice Z2. We consider anisotropic independent
bond percolation on the slab Z? x {0, ..., k}, where we suppose that the vertical bonds
are open with probability p,, while the horizontal bonds are open with probability pj,.
We study the critical curves for these models and establish their continuity and strict
monotonicity. The results can be extended to anisotropic independent bond percolation
on Z3.

Later, we consider an anisotropic independent bond percolation model on Z?, i.e.,
let p = (pu, o) € [0,1]* with p, > p, and declare each horizontal (respectively vertical)
edge of Z? to be open with probability p;, (respectively p,), and otherwise closed, inde-
pendently of all other edges. Let IP, denote the corresponding probability measure. Let
x = (x1,%) € Z? with 0 < x; < xp, and x” = (xp,x1) € Z?2. Its natural to ask how behaves
the connectivity function IP,({0 — x}), and whether anisotropy in percolation proba-
bilities implies the strict inequality IP,({0 — x}) > P,({0 — x’}). We give affirmative
answer to this question, at least in the highly supercritical regime.

Keywords: Percolation, anisotropy, truncated connectivity.
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Introducao

O estudo do modelo de percolacao teve inicio em 1957 com Broadbent e Hammersley
[7], sendo uma fonte de problemas intrigantes, muitos destes de enunciado simples mas
nao raramente exigem uma investigacdo elaborada. Vérias variantes do modelo foram
propostas ao longo do tempo, muitas das quais surgiram da anélise de fendmenos
fisicos, e nesse caso, um ingrediente que acompanha vérios fendmenos é a anisotropia
do sistema. Um caso particular de anisotropia, do qual trataremos, consiste em dividir
os elos da rede em duas classes (horizontal e vertical) de elos paralelos onde permitimos
que amedida produto tenha intensidades diferentes em elos diferentes, mas requerendo
que quaisquer dois elos paralelos tenham a mesma intensidade.

Um dos primeiros resultados sobre percolacdo anisotrdpica surge em 1964 com o
artigo de Sykes and Essam [31], que obtém (de maneira ndo muito rigorosa) as curvas
criticas dos modelos de percolagdo anisotrépica para as redes quadrada, triangular
e hexagonal. Em 1982, H. Kesten [21] obteve de maneira rigorosa a prova para o
caso da rede quadrada. Para o caso da rede triangular a prova comegou a ser dada
em Kesten [20], [21] e foi aparentemente completada em Kesten [22], mas a prova
detalhada néo foi publicada. A prova desses fatos também pode ser encontrada em
Grimmett [15]. Considerando o problema de percolacdo anisotrépica, na década de
1980 alguns resultados exatos ou aproximados envolvendo por exemplo expoentes
criticos e transi¢do de fase, foram obtidos via grupo de renormalizagdo (ver [5, 8, 19,
26, 27]), expansao em séries [29], método de “sitio fantasma” Turban [33].

Mais recentemente, encontramos trabalhos envolvendo percolacdo “Bootstrap” ani-
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sotrépica [12, 13], percolacdo de primeira passagem anisotrépica [32], e trabalhos sub-
metidos de Grimmett e Manolescu [16, 17] que estendem métodos usados em modelos
isotrépicos para modelos de percolacdo anisotrépica nas redes quadrada, triangular
e hexagonal, obtendo uma teoria de cruzamentos de caixas (RSW) e desenvolvendo
técnicas para estudar a universalidade em tais modelos.

O presente trabalho trata do estudo de alguns modelos de percolagdo anisotrépica.

No Capitulo (1) definimos o modelo de percolagdo independente anisotrépico e
enunciamos alguns resultados da teoria de percolacdo que serao utilizados nos capitulos
seguintes.

No Capitulo (2) estudaremos a curva critica do modelo de percolacdo independente
de elos anisotrépico na laje $* = Z% x {0, ..., k}, i.e., o grafo onde o conjunto de vértices
¢V =27%2x1{0,1,...,k} e o conjunto de elos E é o conjunto de elos entre os primeiros
vizinhos de $*. O conjunto de elos é particionado em dois subconjuntos disjuntos
E; = {{x,y) € E : x3 = y3} (elos horizontais) e [E, = {{x, y) € E : x3 # y3} (elos verticais).
Declaramos cada elo horizontal (respec. vertical) aberto com probabilidade pj, (respec.
Po)- Sejapr =1 - “{/g o ponto critico para o modelo no caso em que p, = 1.

Definimos entdo as fungdes pf . : [pk, %] —[0,1] e pﬁlc :[0,1] — [pk, %] por

ps.(pn) = sup{p, € [0,1] : O(py, po) = 0}
P (po) = suplpy € [0,1] : O(ps, po) = 0}

O resultado que provamos é que a curva critica p (pn) que divide as regides onde
O(pn, po) > 0 e O(pn, po) = 0 é continua, Lipschitz em qualquer compacto do dominio e

estritamente decrescente, fato sumarizado no seguinte teorema:

Teorema (2.1). As fungoes p,. : [pk, %] — [0,1] e pne : [0,1] & [pk, %] sdo estritamente
decrescentes, continuas e p,. é a inversa de py.. Além disso, para qualquer compacto [a, b] C

(pk, %), existem constantes positivas c and C (dependendo de a e b) tais que

clpy, = pul < 1po.c(p)) = Poc(pw)l < Clp), — pal



para todo p;, pi, € [a,D].

No Capitulo (3) estudaremos o comportamento da conectividade truncada no mo-
delo de percolagdo independente de elos anisotrépico em Z?, onde o conjunto de elos
E é o conjunto de elos entre os primeiros vizinhos de Z?, particionado em dois subcon-
juntos disjuntos [E, = {{x, y) € [E : x, = y»} (elos horizontais) e E, = {{x,y) € E : x; = y3}
(elos verticais). Declaramos cada elo horizontal (respec. vertical) aberto com pro-
babilidade p;, (respec. p,). Consideramos entdo a conectividade truncada no regime
supercritico T{,(X, y), dada pela probabilidade de x e y pertencerem ao mesmo aglome-
rado aberto finito.

Considerando p;, < p, e um fator de anisotropia 7 (a ser definido posteriormente),
nos estabeleceremos uma desigualdade estrita que envolve a probabilidade da origem
se conectar com pontos x e X’ que sdo simétricos em relagdo a diagonal em Z2. O

teorema que provaremos € o seguinte:
Teorema (3.1). Seja x = (x1,%2) € Z2 e x’ = (xp,x1) € Z% com p = i—j > 1. Entio, para
qualquer 1 € (0, 1), existe p*(n, p) < 1 tal que a desigualdade

(0,x) > T)(0, %)

é verdadeira para todo p, > p*(1, p).

O Capitulo (4) (Apéndice) contém uma adaptagdo para $* de um resultado envol-
vendo desigualdades diferencias para o processo de percolacdo independente de elos
em Z2.

Os resultados apresentados nessa tese sdo a base de [10] e [11].






Capitulo

1

Preliminares

Neste capitulo descreveremos de maneira breve o modelo de percolagado indepen-
dente e o caso envolvendo anisotropia. Parte da notacdo usada na tese também é
introduzida neste capitulo, assim como alguns resultados da teoria de percolagdo que
serdo utilizados no texto. As referéncias para o que segue sdo os livros de Grimmett

[15] e Bollobéas e Riordan [6].

1.1 O modelo de percolagdo independente

Seja G = (V,E) um grafo infinito, localmente finito, onde V e E sdo os conjuntos
de vértices (sitios) e elos de G, respectivamente. A cada elo ou sitio associamos uma
varidvel aleatéria que assume os valores 0 (fechado) ou 1 (aberto), considerando (ps)sev
e (Pe)eck Sequéncias tais que 0 < p;,p. <1V s €V, Ve € E, onde p; (respectivamente p,)
¢ a probabilidade do sitio s (respectivamente, do elo e) estar aberto.

Considerando que todos os sitios e elos estdo abertos ou fechados independente-
mente, o espaco de probabilidade que descreve o modelo é (Q, 7, IP) onde o espaco
amostral é Q = {0,1}V x {0, 1}E, F é a o-dlgebra gerada pelos conjuntos cilindricos em
QelP =[],y bs X [1.eg be € 0 produto de medidas de Bernoulli, onde b, é a medida de

Bernoulli de parametro a.



Alguns casos particulares mais difundidos sdo os modelos homogéneos: percolacao
de elos, quando p, =p Ve € Eep; =1V s € V; percolagdo de sitios, quando p; = p ¥
s€ Vep, =1V ee€E; epercolagdo mista, quandops =p, =p, Vs €V, Ve € E.

O modelo de interesse para o nosso trabalho é o modelo de percolagao anisotrépica
de elos, onde o conjunto de elos serd particionado em dois subconjuntos E° (elos
verticais) e [E" (elos horizontais), cuja definicio depende do grafo envolvido, e nesse
caso vamos considerar p, = 1V¥s eV, p, =p, Ve e E' ep, = p, Ve € E°. Para
simplificar a notagdo usaremos p = (pi, p») para representar o par de parametros p;, e
po e denotaremos por IP, a respectiva medida de probabilidade. Se X é um conjunto
usaremos |X| para denotar sua cardinalidade. Se X C [E usaremos X" = XN E" para
denotar o conjunto de elos horizontais de X e X? = X N [E” para denotar o conjunto de

elos verticais de X.

Durante quase todo o restante do texto trataremos com o modelo de percolacdo
independente de elos anisotrépico; quando ndo, isso ficara explicito no texto. Dados
dois vértices x,y € V dizemos que x e y estdo conectados, na configuracdo w, se
existe um caminho finito de elos abertos conectando x a y, isto é, existe caminho
0 = Xo,€0,X1,€1,...,€n-1,X, ONde Xy = x, x, = y e o0 elo ¢, = (v;,vi41) estd aberto V
i=0,1,..,n— 1. Vamos usar a notagdo {x < y} para denotar o evento onde x e y estdo

conectados.

Dado uma configuragdo w € (), um aglomerado ocupado A em w é um subgrafo
conexo A = (V4,E4) de G tal que w(e) = 1V e € E4ew(e) =0Ve e dA onde
Jd. A =1{e € E : |lenVy = 1} é a fronteira externa de elos de A. Denotaremos o
aglomerado ocupado de x na configuragdo w por Cy(w). O conjunto de vértices de
Cy(w) é o conjunto {y € V : x & yem w} e o conjunto de elos de C,(w) é o conjunto
de elos abertos de E que conectam tais vértices. Por vezes usaremos o termo C, para
representar o conjunto {y € V : x & y} e |C,| para representar o niimero de elementos

desse conjunto.

Uma das principais quantidades em percolagao é a fungdo que representa a proba-

bilidade de um vértice x pertencer a um aglomerado infinito. Formalmente definimos



0.(p) = Ox(pn, po) : [0,11*  [0,1] por
Ox(p) = Pp{w € Q : |Cy(w)| = oo} (1.1)

Em grafos com invariancia translacional as varidveis aleatdrias |C,| tém a mesma
distribuigdo para todo x € V, assim em Z? ndo hé perda de generalidade em supor
que x é a origem do grafo e nesse caso escreveremos simplesmente |Cy| para o tamanho
do aglomerado da origem e O(p) = O(pn, p») para a probabilidade de percolacdo. N6s
dizemos que o vértice x percola se a cardinalidade de C,(w) é infinita; usaremos a
seguinte nota¢do padrdo {x < oo} := {w € (;|Cy(w)| = oo}.

Definimos a distancia entre dois vértices x, y de G como
d(x, y) = min {|o| : 0 é caminho que liga x a y} (1.2)

onde || é 0 nimero de elos do caminho 0. Em Z? a distancia definida acima é dada por

d
d(x,y) = Z lx; — yil (1.3)
i=1

1.2 A Férmula de Russo

A Férmula de Russo é uma técnica para estimar a taxa de varia¢do de IP(A) como fun-
cdo dos parametros p,, para eventos crescentes A. A demonstragdo pode ser encontrada
em [6]ou [15]. Antes de enunciar a Férmula de Russo temos alguma defini¢des.

No conjunto da configuracoes €2, considere a seguinte ordem parcial.

Definic¢do 1.1. Dadas as configuragdes w, o’ € Q, dizemos que w < @’ se w(e) < w’'(e) para

todoeloe € EE.

Vamos considerar eventos crescentes A, onde dada uma configuragdo na qual A
ocorre, a mudanga do estado de alguns elos de fechado para aberto ndo pode fazer com

que A deixe de ocorrer.



Definigao 1.2. Dizemos que o evento A € F é crescente se para todo w € A, temos que v’ € A,

Yo < w'. Dizemos que o evento A é decrescente se seu complementar é crescente.

Definic¢do 1.3. Sejam e € E, A € F um evento qualquer e w € Q uma configuragio. Dizemos
que o elo e é pivotal para o par (A,w), sew € Aew ¢ A,ouw ¢ Aew € A ondew éa

configuragio obtida a partir de w trocando-se apenas o estado do elo e, i.e.,

w(f), se f+#e

v = 1-w(f), se f=e.

Escrevemos “e é pivotal para A” paraoevento {w € Q) : e é pivotal para (A, w)}. Para
um evento crescente A, um elo é pivotal se e somente se A ndo ocorre quando e esta

fechado mas A ocorre quando e esta aberto. Enunciamos entdo a Férmula de Russo.

Lema 1.1. (Férmula de Russo) Seja A um evento crescente que depende apenas de uma
quantidade finita de elos, e um elo qualquer e p, a probabilidade de e estar aberto. Entdo, temos

que

81;(;4) = P{w € Q : e é pivotal para (A, )} (1.4)

1.3 Percolacdo dependente e decaimento exponencial

Considere um grafo G e seja P uma medida de percolacéo de sitios em G, i.e., uma
medida de probabilidade no conjunto de estados (aberto ou fechado) dos vértices de
G. Dizemos que a a medida IP é I-independente se, sempre que U e V sdo conjuntos
de vértices de G cuja distancia no grafo é pelo menos /, os estados dos vértices em U
sdo independentes dos estados dos vértices em V. Observe que se P é 1-independente,
entdo P ¢ uma medida produto.

Liggett, Schonmann and Stacey [23] provaram um resultado geral comparando
medidas [-independente com medidas produto. Uma consequéncia, cuja prova é mais
simples e pode ser feita usando contagem de caminhos, se encontra no Lema 11 da

Secdo (3.5) em [6], é a seguinte:



Lema 1.2. Sejam | > 2 e A > 2 inteiros positivos e G um grafo (finito ou infinito) com grau
mdximo menor ou igual a A. Existem constantes p1 = p1(I, A) > 0 e a = a(l, A) > 0 tais que,
se P é uma medida de percolagdo de sitios l-independente em G onde cada sitio estd aberto com

probabilidade no mdximo py, entdo
P(ICy| > 1) < ™ (1.5)

para todo vértice v de G e todo n > 1.

Esse lema serd usado na prova do Lema (2.1) do Capitulo (2).



10




Capitulo

2

Percolacdao Anisotropica em Lajes

Neste capitulo estudaremos a curva critica do modelo de percolacdo independente
de elos anisotrépico em $*. Nos estabeleceremos sua continuidade e monotonicidade
estrita. Na Se¢do (2.1) faremos uma exposi¢do do problema, daremos algumas nota¢des
e defini¢des e enunciaremos o Teorema (2.1). Na Secédo (2.2) enunciaremos e provaremos
alguns lemas utilizados na prova do Teorema (2.1). Na Secéo (2.3) fechamos com a prova

do Teorema (2.1).

2.1 Introducéao

Um dos motivos para se estudar o processo de percolacdo anisotrépica em Lajes
vem de uma relagdo com o seguinte problema:

Em Z¢ d > 2 considere o grafo G = (V,E), com conjunto de vértices V = 7% e

conjunto de elos E = U E, onde

n=1
E,={(o,uyeZ2'xZ":Aie{l,..., ditalque [v;—ul =nev;=u;,¥j#i}, (2.1
i.e., [E, é o conjunto dos elos paralelos a algum eixo coordenado e de comprimento .
Dada uma sequéncia (p, € [0,1),n € IN) considere um modelo de percolacdo de

11
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elos independente onde cada elo de comprimento 7 estd aberto com probabilidade p, e

assuma que Z pn = co. Formalmente, considere o espacgo de probabilidade (Q2, 7, P),

neN
onde Q = {0,1}F, ¥ é a 0-4lgebra apropriada e IP = H U0y Onde
(u,v)eE
By (@wo =1) =p,  se  (u,v) €E, (2.2)

sdo medidas de Bernoulli independentes. Observe que uma aplicacdo do Lema de
Borel-Cantelli nos diz que a origem desse grafo percola com probabilidade 1. Dado

K € N, considere a sequéncia truncada em K, (px.)zen dada por

pn se n<Kk,
Prn = (2.3)
0 se n>K

Considere também o processo truncado (€2, ¥, Px) onde a medida é Py = 1_[ UK (1,0)
(u,v)yeE
e [JK,(u,v)(a)(u,v) = 1) = Pkn S€ <u/ U) € E,.
O problema do truncamento ainda em aberto é o seguinte: é verdade que existe um
K inteiro positivo grande o suficiente tal que a origem no processo truncado (Q, ¥, Px) ainda
percola com probabilidade positiva? Veja [14] para uma melhor descri¢do do problema do

truncamento e a solucdo em alguns casos especiais.

Em de Lima, Sanchis e Silva [25] os resultados obtidos vdo na dire¢do de compre-
ender melhor o problema do truncamento. Uma versdo mais simples do Teorema 1
em [25] mostra que para o processo de percolagdo de elos independente com para-
metro p no grafo G = (Z%,E; U Ey), onde E; é definido na Expressdo (2.1), vale que
]11_{?0 pc(gk) = pC(ZZd), onde p.(Z*') é o ponto critico do modelo de percolagdo de pri-
meiros vizinhos em Z*. Note que G ¢ Z* equipado com os elos de comprimento 1
e elos de longo alcance de comprimento k paralelos a algum eixo coordenado. Uma
questdo que é deixada em aberto é a questdo da monotonicidade de 69 (p) em k. A
prova dos fatos em [25] passa por um isomorfismo entre um subgrafo de G* com uma

laje 2d dimensional. A motivac¢do passa entdo pela possibilidade de se relacionar, via
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esse isomorfismo, o problema de percolacdo em G* com parametros p; e py ao estudo
do modelo de percolagdo anisotrépica em lajes.

Consideramos entdo $* = (V, E) a laje de espessura k € N, i.e., o grafo com conjunto
de vértices V = 72 x {0,1, ..., k} e conjunto de elos E = {{x,y) : x,y € V,d(x,y) = 1}.
Vamos considerar o modelo de percolagdo anisotrépica de elos em $* onde o conjunto
de elos horizontais é E, = {{(x,y) € E: x5 = y3} e E, = {{x, y) € E : x5 # y3}.

Considere a caixa B(n) = [-n,n]* X {0,1, ..., k}, denotamos a fronteira de B(n) por
dB(n) = {x € B(n) : dy ¢ B(n) tal que d(x,y) = 1}. Seja A, = {0 & JB(n)} o evento
onde 0 esta conectado a dB(n). Denotando por 0,(ps, p») = Pp(A,) observamos que

{0 & oo} = ﬂAn e 0,(pn, o) L O(pn, p») quando n — co.
nx1
Observe que se p, = 1 o modelo é equivalente ao modelo de percolagdo de elos em

Z? com parametro s satisfazendo 1 —s = (1 - ph)k”. Neste caso, denotaremos por py

k+1[1

o ponto critico horizontal onde pr = 1 — ",/5. Portanto, um argumento simples de

dominagdo mostra que 0(py, p») = 0 para todo p, < pre p, € [0,1].

Se p, = 0 temos k + 1 copias disjuntas de Z2. Logo o valor critico nesse caso é

3 e se tivermos p, >

1
27

hé percolacdo independentemente do valor de p,. Usando
um argumento padrdo de acoplamento podemos mostrar que O(py, p,) é uma fungao
crescente nas varidveis p, e p,. Isto ndo quer dizer, no entanto, que O(py, p,) seja
estritamente crescente em qualquer dos dois parametros (faremos esta distin¢do entre
“crescente/decrescente” e “estritamente crescente/decrescente” ao longo do texto).

Definimos entdo a funcéo p . : [pk, %] — [0,1] por

ps (p) = suplp, € [0,1] : O(py, po) = O}. (2.4)

Usando o resultado de Aizenman and Grimmett [1] podemos ver que p5 . (%) = 0.
Segue da definigao de pk . que pt (px) = 1 pois O(pr, po) < O(pr, 1) = 0. Como O(py, po)
é crescente em py, pb (pn) é decrescente em pj,. Neste capitulo vamos provar que a
funcdo pk () (cujo grafico, que denotaremos por curva critica, separa as regides onde
O(pn, po) > 0 e O(pn, po) = 0) é continua, Lipschitz em qualquer compacto do dominio e

estritamente decrescente. De maneira analoga definimos a funcéo pf : [0,1] = [pk, %]
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onde

ph (po) = supfpy € [0,1] : O(py, po) = O}. (2.5)

Nos iremos omitir o indice kK quando conveniente e escreveremos p., (i) € pic(po)-

Observe que dado x € V a probabilidade de percolagdo IPy(x <> o) é, em geral,
diferente de O(py, p») mas as fungdes p,,(pi) € pic(p») sdo as mesmas, pois fixado pj e p,,
ou 0x(pi, po) > 0V x € V, ou 0,(py, po) = 0V x € V. Agora podemos enunciar o principal

resultado deste capitulo.

Teorema 2.1. As fungoes p,. : [pk,%] — [0,1] e pye : [0,1] — [sz%] sdo estritamente
decrescentes, continuas e p,. é a inversa de py.. Além disso, para qualquer compacto [a,b] C

(pk, %), existem constantes positivas c e C (dependendo de a e b) tais que

clpy, = pul < 1pocp}) = Poclpi)l < Clpj, — pil (2.6)

para todo p,, py, € [a, b].

Observagoes:

1) Os resultados deste capitulo podem ser generalizados, com modifica¢gdes mini-
mas, para o modelo de percolagdo anisotr6pica em Z°.

2) Simulagdes em [18] indicam que em Z? anisotrépico, p,.(pn) é convexa. Se
tivermos a convexidade de p,(p;) no modelo de percolacdo independente de elos ani-
sotrépico em $*, entdo, pelo Teorema (2.1), teremos que, se p > p’ e O(p,p’) = 0 obtemos
O(p’,p) = 0. Isso ndo implica que a laje $* “percola melhor” quando o pardmetro
maior estd associado aos elos horizontais, mas esperamos que esse comportamento
seja verdadeiro V k.

A prova do resultado se baseia nas ideias de Aizenman and Grimmett [1] que
desenvolve uma técnica para estudar como o ponto critico é afetado por um melho-
ramento (Enhancement) do processo. Alguns fatos seguem direto de [1] enquanto
outros precisam ser adaptados. Recorremos também & abordagem dada em Chayes
and Schonmann para o processo de percolagdo mista, que entre outros fatos, mostra

via uso de desigualdades diferenciais a continuidade (Lipschitz) deste processo.
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2.2 Lemas preliminares

O primeiro lema prova que, se p, < 1/2 e p, é suficientemente pequeno, temos

decaimento exponencial da distribuicdo de |Cyl. Como consequéncia teremos que

Po.c(pr) > 0 para todo py € [py, 3).

Lema 2.1. Dado py < 3, existe & = 6(p) > 0 com a seguinte propriedade: para todo 0 < p, < 6

existe uma constante ¢ = c(6) > 0 tal que
P,(ICol 2 1) <e™™, Vn > 1. (2.7)

Onde Cy é 0 aglomerado aberto da origem em SF.

Demonstragio. N6s adaptaremos para $* as ideias contidas na Secdo (3.5) de [6], mais

especificamente, no Teorema (12) daquela secéo.

Dado um inteiro m > 0 e A C 'V, denote por C,,(A) o evento onde algum vértice em
A estd conectado por um caminho aberto a algum vértice a distancia m de A, onde a
distancia é dada pela norma do maximo. Dado m > k um inteiro denote por S,, a caixa
Sw =[0,m—1]*>%1{0,1,..., k} em $*. Mostraremos primeiramente que dado € > 0 (a ser
escolhido a posteriori) e p; < % existem m e 6 > 0 tais que IPp(C,,(Si)) < €, Vp, € [0, 9).

Para i € {0,1,..., k} denote por P' o plano Z* x {i} e S|, = [0,m — 1]* x {i} c P".
Escreveremos C,,(S!,) para o evento onde algum vértice em S, estd conectado por um
caminho aberto em P a algum vértice a distancia m de S,. Seja Q(S,,) o evento onde

todos os elos verticais da caixa S,, = [-m,2m — 11> X {0, ...k} estdo fechados.

k
Observe que Cp,(S,) N Q(Sw) C U Cn(S'). Como os eventos C,,(S!) tem a mesma
i=0
probabilidade Y i, temos que Pp(Cu(Si) N Q(Sw)) < (k + DIP(Cu(SY)). Como py, < 1

27

usamos o decaimento exponencial na fase subcritica de Z? ~ Z? x {0} (ver Teorema 5.4
em [15]), ou seja, existe uma constante ¢(p;) > 0 tal que P, (0 & [-n,n]*) < e ¥®1,

onde IP,, ¢ a medida de probabilidade para o modelo de percolagdo de Bernoulli com
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parametro p;, em Z2. Entdo

Pp(Cn(S3)) = Py, (Cu(S5)) < ) Py, (0 < 9B(o, m))

vesy,

m—-0oo

< mPeVirm 250 (2.8)

onde B(v, m) é a bola de centro v e raio m na norma do maximo em Z? X {0}. Tomamos

€
20+1) "

entdo m grande o suficiente de modo que P, (C,,(SY,)) < Logo

P (Con(Sm) N Q(Sm)) < (2.9)

NI M™

Observando que Pp(Q(Sw)) = (1-p,)N onde N = k(3m)? é o ntimero de elos verticais
em S,,, podemos escolher 6 > 0 pequeno suficiente de modo que P,(Q(S,)) > 1-£ para
todop, € [0,1] e p, € [0, 0).

Fixado entdo p, < 3 e p, € [0, 6) temos que

Pp(Cn(Sm)) = Pp(Cin(Sin) N Q(Sm)) + Pp(Crn(Sim) N Q(S1)) <
< % +Pp(Q(Sy)) < € (2.10)

Agora iremos definir uma medida de percolagdo de sitios P em Z2. Declaramos
cada vértice v = (x, y) € Z* como aberto se e somente se 0 evento C(S,,,) acontece para
a caixa de tamanho m X m, S, ,, = [mx + 1,mx + m] X [my + 1, my + m] X {0, ..., k}.

Mais formalmente, seja f : Q +— {0, 1}%* a funcdo definida como flw) = (fo(®))pezz

onde

1, ifw € Cu(Sum)
fo(w) = , (2.11)
0, if @ ¢ Cyu(Sum).

A funcdo f e a medida IP, induzem uma medida de probabilidade P em {0,1}#
dada por ﬁ(A) = P,(f(A)) para A € A, onde A é a g-dlgebra gerada pelos conjuntos
cilindricos de {0, 1}22. Essa medida P nos d4 um modelo de percolacdo de sitios em
{0,1}%.

Como o evento C,,(S,,») depende somente do estado dos sitios cuja distancia é no
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méximo m de S, ,,, a medida P é 5-independente (com a distancia do grafo, ver figura
(2.1)). Além disso, cada vértice v € Z? esté aberto com probabilidade ﬁ(v estd aberto) =

Py (Cin(Som)) < €.

4

*\j
T
\,

e

Figura 2.1: Os estados dos vértices u e v sdo independentes

Pelo Lema (1.2), existem p; = p1(l, A) ea = a(l, A) (as constantes [ e A do Lema (1.2)
sdo 5 e 4, respectivamente) tais que, tomando € < p;, teremos ﬁ(v estd aberto) < e < py,

logo
IP(ICy| > 1) < &, ¥n > 1. (2.12)

Onde C, é o aglomerado aberto do vértice v no modelo 5-independente induzido
em Z?2.

Se |Col > (k + 1)(4m + 1)?, isso implica que cada vértice u de Cy estd conectado por
um caminho aberto a algum vértice que estd a uma distancia no minimo 2m de u, entdo
Cn(Som) ocorre para cada vértice v tal que S,,,, N Cy # 0, i.e., 0 vértice v estd aberto no
modelo 5-independente induzido em Z?, em particular v € EO. Por isso, como cada

Som contém (k + 1)m? vértices, se n > (k + 1)(4m + 1)® temos que

~f ~ n __an .
]Pp(lcol >n) < 1P(|C0| > m) < e Gms, (2.13)
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Concluimos a prova do Lema (2.1) tomando ¢ = m

O

No préximo lema usamos um argumento analogo para mostrar que p,(pn) é estri-

tamente menor que 1 no intervalo (pk, %] e que Py,(pr) é continua em 1/2.

Lema 2.2. Para todo py, € (pk, %] temos que p,(pn) < 1. Ainda, temos que

1

. 1
[im poc(P1) = P (5) ~ 0 (2.14)
phT§

Demonstragio. Observamos que a igualdade 2.14 (provada neste lema) também segue
de Aizenman and Grimmett [1]. Primeiramente mostraremos que p,.(py) < 1 para
pi € (pr, 1/2]. Como p, . é decrescente em pj, € suficiente mostrar que p,,(pr) < 1 para py,
proximo de pg. De fato mostraremos que, dado € > O existe p, < 1 tal que O(pi+e€, p,) > 0,
logo poc(px +€) < p, < 1.

Seja {u; = (1,0,0),u, = (0,1,0),u3 = (0,0, 1)} abase candnica de R®. Considere o grafo
G obtido de $* substituindo cada elo vertical fo = (v,v+u3z),comov € Z>x{0,1,...,. k—1},
por 4 elos paralelos, denotados por f;, Zﬂ, fle fvd, conectando os vértices v e v + uz e
declarando cada um desses novos elos abertos com probabilidade p, onde 1 — p, =
170"

Isso significa que cada elo vertical em $ esté fechado se e somente se os respectivos
4 elos paralelos de G estdo fechados. Observe que G e $F tém o0 mesmo conjunto de
vértices e as substituicOes feitas ndo alteram as funcdes de conectividade envolvendo
os vértice de $*. Temos entdo que IP,(0 «— 9dB(n) em ) = P, 5 (0 «— JB(n) em G) e
0% (P po) = 0°(on, o ).

Definiremos entdo um processo de percolagdo de elos independente em Z? que
serd estocasticamente dominado pelo processo de percolacdo de elos em G, logo se
ocorrer percolagdo em Z? entdo ocorrera percolagdo em G. Para simplificar a notagdo
identificamos Z? com Z? x {0} ¢ G. A cada elo (v, v+ 1) de Z? associamos os caminhos
¢, em G, comi e {0,1,..,k onde ), éoelo(vo+u)ec,, parai=1,...,ké

o caminho em G que comega em v, segue verticalmente usando os elos f ., ~com
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0 <j<i-—1,atéovértice v+ius, usaoelo (v+ius, v+ius+u;), e desce verticalmente até

o vértice v + u; usando os elos f com 0 < j <i-1. Analogamente associamos os

+u1+jus

d

vjus € Fovupsjus: Declare cada elo

caminhos ¢, ao elo (v, v+11,), usando os elos verticais f
e = (v,v + u1) de Z* como aberto se pelo menos um dos caminhos associados c;,, esta
aberto. Analogamente, fazemos o mesmo para o elo e = (v, v + 1) € 0s caminhos ¢}, .

Observe que esses caminhos foram escolhidos de modo que tenhamos um processo de

percolagdo de elos independente em Z?, com pardmetro p = p(py, p,) definido como:

k _
o _ L 1=1 = ppe A

= s Pov) = 1 - 14 2y = 7). ! 215
P =ppnpo) =p thZO L= ppe b= p 1= (1= pupo? o

lembrando que 7, = 1—(1—p,)i. Tomando pj, = px+€ e p, = 1 (portanto p, = 1) obtemos

k+1

ﬁ(pk+€,1)=1—[k+{/g—e) >% (2.16)

Como p(py, p») é continua, existe 6 > 0 tal que p(px +€, p,) > % paratodop, € (1-9,1].

Entdo escolhemos p, < 1 tal que p(px + €, p») > 1. Portanto
6% (ph, po) = 0°(pn, Po) = 07 (Plpi +€,p.)) > 0 (217)

Para mostrar que lim p,.(py) = 0, podemos supor k = 1ja que p;,. ¢ decrescente em

PhTz
k. Como p, > 0 é equivalente a p, > 0, temos que parap, > O0ep, =1, = 1 + pflz > 1.
Fixado p, = € > 0, como p é fungdo continua de pj, existe 61 > 0 tal que p(py, €) > %
Vph € (% — 61, %]
Logo,
6% (1, €) = 6%(py, €) = 6% B(pn, €)) > 0 (2.18)

onde€=1-(1—-¢)i. Assim, p,(py) <€V py € (61, %] Temos entdo que Lim p,,(py) = 0

puls
e Do (%) =0.



20

O

Combinando o resultado acima com o Lema (2.1) temos que 0 < p,(pn) < 1 para
todo py, € (pk, %)
Antes da prova do préximo lema enunciaremos um resultado, cuja prova se encontra

no apéndice, que é uma adaptacdo para $* do Lema (3.5) de [15].

Proposicdo 2.1. Existe um inteiro positivo N e uma fungio continua B : (0,1)* — (0, o) tal
que N pu,po € (0,1) en > N, vale que

26,

B~ (P o) 5 e ~(Pn, Po) 2 (Ph,m) ,B(Phrpv) (ph,pv) (2.19)

apv

Desigualdades diferenciais como as de (2.19) sdo usadas para provar desigualdades
estritas entre pontos criticos, como por exemplo em Aizenman and Grimmett [1], e
também para estabelecer continuidade (Lipschitz) de curvas criticas, como por exemplo
em Chayes and Schonmann [9], de onde nos inspiramos para a prova do Teorema (2.1).

O préximo lema utiliza as desigualdades diferenciais em (2.19) para estabelecer

dire¢des de crescimento da funcdo O(py, po).

Lema 2.3. Dado 6 > 0, existem ¢ = ¢(0) e p = () € (0, 3) tais que Y (py, po) € [6,1 - 5 a

funcdo O(py, p,) é crescente nas diregdes de (cos ¢, — sin ) e (— cos 1, sin ).

Demonstragido. N6s mostraremos a existéncia de ¢, a prova da existéncia de ¢ é similar.

Considerando a desigualdade a esquerda na Proposigéo (2.1), dado 6 > 0O tome

po) para n

m > 0 tal que B(pn, po) = mem [6/2,1 — 5/2]?, nesse caso a Po) = map

suficientemente grande. Tome entdo ¢ € (0, t/2) tal que tan ¢ = m. Logo

Po) Sing =

VO,(pn py) - (cos P, —sin@) = %(ph,pv) cos P —

= cos ¢ (07 (Pn, po) — (ph,pv) tan qb) > cos@|m (

=0 (2.20)

20,
Po) — g —— (P, po) tan ¢

pois m = tan ¢.
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Dado (py, po) € [6,1-06]° considere v, Py) = (Pn,po) +6/2(cos ¢, — sin ¢p) de modo que
(v, p,) €16/2, 1-6/2]% Sejaa : [0,06/2] — [6/2,1-56/2]%, a(t) = (pn, po) +t(cos ¢, —sin )
o caminho linear ligando (py, po) a (p;,p,). Integrando (2.20) ao longo do caminho «

obtemos

0/2 d@n 0/2
0 ) = 0upp) = [ @O = [ V0,1,p) - (cos—singyr > 0

Tomando o limite quando n — oo temos

6(;7;1/ P;) = %1_1;1;10 Gn(Piﬂ P;) 2 111_)1']30 Gn(ph; pv) = 6(ph/ pv) (221)

Logo O(pn, p») é crescente na diregdo de (cos ¢, — sin ).

Como consequéncia do lema acima podemos ver que
lim po,o(pn) = poc(pe) = 1. (2.22)
Pudpk

De fato, suponha que lifn Poc(pr) < 1, entdo existe p, < 1 e n > 0 tal que O(py, p,) > 0
PriPk

1_2’7”, %} n6s obtemos do Lema (2.3) que 6(py, po) €

Y pn € (pr, px + 17). Tomando 6 < min{
crescente na diregdo de (- cos ¢, sin1)). Assim, deve existir um par (py,, py) € [6,1 — 6]?
com py, < px e O(py, p») > 0, 0 que é uma contradicdo, pois ndo hd percolagdo se p; < ps.
Logo po,c(pr) = 1.

De maneira andloga mostramos que ;iﬁ)}( Poc(pn) = 1.

Resumindo, temos que ;gzrﬂl Poc(p) = Poclpr) = 1, lpiTI? Poc(pn) = pPoc(1/2) = 0 e
0 < poclpn) <1, Vpy € (pk, %) De maneira andloga, para a funcédo py, : [0,1] — [pk, %]
definida na Equagdo (2.5), podemos mostrar que p;:(0) = 1/2, pnc(1) = pr € puc(po) €
decrescente em p,, logo pyc(p.) € [pr, 31, Vpo € [0,1].

Agora, estamos aptos a provar o Teorema (2.1).
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2.3 Prova do Teorema

Prova do Teorema (2.1). Primeiramente trataremos da equacdo (2.6). Fixado [a,b] C
(pk, %) temos que 0 < py(b) < poc(a) < 1, assim, tome 6 = 6(a,b) > 0 tal que a regido
[26,1 — 26]* contenha os pontos (4, py.(4)) € (b, poc(b)). Como p,. é decrescente temos
(h, Poc(pn)) € [26,1 = 2612, Yy, € [a, b).

Sejam ¢ = ¢(6) e = Y (6) dados pelo Lema (2.3) etomee = %min{(tan )7L, (tan @)1}
Considere entdo py, < p; € [4,b] com |p; — pu| < €.

Observe que Y 0 < 17 < § valem

D) (P, Poc(Pn) + 1), (0, Poc(pn) + 1 = Ip, — pultan ) € [6,1 - 6] e

(P, Poc(pr) + 11 = Ip), — pultan @) = (pu, po,c(pn) + 1) + (cos ¢,—sing)  (2.23)

(P
ii) (Pn, Po,c(Pn) = 1), (B}, Poc(pr) =1 = |p, — pul tanp) € [6,1 - 6]* e

= il
csv,b

(Ph Poc(pn) — 1 = Ipy, — pultany) = (pu, poc(pn) — 1) + (cosy,—sinyp)  (2.24)

As direcdes de crescimento e decrescimento de O(py, p,) sdo mostradas na figura
(2.2).
Pelo Lema (2.3) e a Equacao (2.23) temos que

O}, Poc(pn) + 1 = Ip, — paltan @) = O(py, po.c(pr) + 1) > 0, (2.25)

1080 Poc(p}) < Poc(pn) + 1 — Ip, — pultan ¢, ¥ 0 < 1 < &, de onde obtemos

Po.c(P}) = Poc(pn)l > |p), — pil tan ¢ (2.26)

Novamente, pelo Lema (2.3), usando o fato que 0(py, p») é decrescente na diregao de

(cos1p, —siny) e a Equagdo (2.24), temos que

O, Po,c(pr) — 1N — Ip, — pultan ) < O(py, poc(pn) — 1) =0, (2.27)
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Figura 2.2: Dire¢des de crescimento e decrescimento de 6

1080 Po,c(p}) = po.c(pn) — 1 — Ip, — pultan, YO < 17 < § de onde obtemos

Poc(pr) = Poc(p)l < |p), — pul tan ¢ (2.28)

Observe que provamos as desigualdades em (2.6), mas com a restrigéo |p; — pn| < €.
Para obter a desigualdade do lado direito em (2.6) para todo py, p; € [a, b], basta observar
que py, € decrescente e escrever |p; — pi| como uma soma telescépica onde cada termo
da soma seja menor que €. Assim, tome C(a,b) = tany. Para a desigualdade do lado
esquerdo de (2.6), observe que se p, — p, > €, tomando p, < p; <pa < p; comp, —p; =€

teremos que

Ip2 — pillp), — pultan ¢ .
P}, = pul -

|Pv,c(p;,) - Pv,c(Ph)l > |pv,c(p2) - Pv,c(pl)l >

. elp;l — pultan ¢
B |b — al

(2.29)

etan¢

assim, tome c(a, b) = ——
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O argumento acima mostra que p,. é uma funcdo Lipschitziana e estritamente

decrescente em qualquer compacto [a,b] C (pk,%). Combinando com li?l Poc(pn) =
PriPk
1
Pocpr) = 1 e lirr]1 Poc(pn) = pv,c(z) = 0, temos que p,. é estritamente decrescente e
prl3

continua em todo intervalo [pk, %]

Analogamente provamos que pj,(p,) € estritamente decrescente e continua para
po € 10,11,

Agora, mostraremos que a funcdo p,. é a inversa de p,.. Dado p, € (pk,%),
como p,(py) é estritamente decrescente, temos que Ye > 0, O(pn — €, poc(pn)) = 0,
logo puc(poc(prn)) = pr. Também temos que Ye > 0, O(pn + €,poc(pr)) > 0, logo
Phe(Poc(pn)) < pn). Logo, concluimos que py,c(po,c(pr)) = pr- Da mesma maneira mostra-

mos que Py, (Prc(Pr)) = Po, OU S€j, Py € a inversa da funcdo py,.



Capitulo

3

Conectividades Truncadas em Percolacao

Anisotropica

Neste capitulo estudaremos o comportamento da conectividade finita no modelo
de percolagdo independente de elos anisotropico em Z?. Nos estabeleceremos uma
desigualdade estrita que envolve a probabilidade da origem se conectar com pontos x
e X’ que sdo simétricos em relagdo a diagonal em Z3. Na Secdo (3.1) faremos uma ex-
posicdo do problema e enunciaremos o Teorema (3.1). Na Secéo (3.2) daremos algumas
notagdes e defini¢des para o restante do Capitulo. Na Secado (3.3) provaremos alguns
lemas que envolvem contagem com contornos. Na Secdo (3.4) obtemos cotas superior
e inferior para a conectividade finita. Na Segdo (3.5) fechamos com a prova do Teorema

3.1).

3.1 Introducéo

A motivagdo para tratar desse assunto vem do seguinte problema proposto por E.
Andjel. Antes precisamos introduzir algumas notagdes. A referéncia para a discussao
que segue é [24].

Considere o grafo IL = (V, E) onde o conjunto de vértices ¢ V = Z? e o conjunto de

25
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elos é formado pelos pares de primeiros vizinhos, i.e., E = {e = {x,y} C V : d(x, y) = 1}
onde d(x, y) é a distancia do grafo Z?. O conjunto [E é particionado em dois subconjuntos
disjuntos E" = {e = {x,y} € E: xp = yp} e E* = {e = {x, y} € E : x; = y;}. Dizemos que e é
um elo horizontal (resp. vertical) se ¢ € E" (resp. e € E?).

Dado V c Z2, denote por L[V] = (V, E[V]) o subgrafo induzido por V em L onde
E[V] ={{x,y} € E: x € V,y € V}. Diremos que um conjunto V C Z? é conexo se L[V] é
conexo.

Vamos considerar o modelo de percolagdo de elos anisotrépico em Z? com conjunto
de elos horizontais [E" e elos verticais IE?, como descrito na Secdo (1.1).

Denotaremos por «a € (0,1] o fator de anisotropia dado por a = p;,/p..

Assim, o modelo de percolagdo de elos anisotropico em Z? é descrito pelo espago
de probabilidade (Q, 7, P,) onde Q = {0,1}%, ¥ é a o-dlgebra gerada pelos conjuntos

cilindricos em Q e IP, = H u(e) é o produto de medidas de Bernoulli.

ecE
Dados x, y € V denotaremos por 7,(x, y) = Pp(x < y) a fungdo de conectividade do

processo.

Considere agora x = (x1,x) € Z2 = Z. X Z, comx; < xp e X' = (x3,x1) € Z2. Se 0
modelo ndo tem anisotropia, i.e., @ = 1, entdo por simetria temos que 7,(0, x) = 7,(0,x")
onde 0 é a origem de Z?. Considerando o caso anisotrépico, i.e.,, @ < 1, E. Andjel
questionou se a desigualdade estrita 7,(0,x) > 7,(0,x’) é verdadeira ou ndo [3]. A

conjectura € a seguinte:

Conjectura 3.1. Seja x = (x1,%,) € Z2 e x’ = (x2,X1) € Z2 com x1 < Xy, entdo a desigualdade

estrita
7,(0,x) > 7,(0,x) (3.1)

vale para todo x € Z2, para todo p, € (0,1) e para todo a € (0, 1).

Apesar da simplicidade, a conjectura sem restricdes ainda estd em aberto. Um
problema envolvendo desigualdades similares em percolagéo orientada em Z? foi re-

solvido em 2008 por E. Andjel e M.Sued em [4].
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Vamos fazer uma primeira andlise de como a quantidade 7,(0, x) depende dos para-
metros. O parametro chave que mede o grau de anisotropia do sistema é o parametro
a. De fato, @ préximo de 1 significa que o sistema é pouco anisotrépico enquanto a
préoximo de 0 € a situagdo oposta. Claramente, deve ser mais simples provar a desi-
gualdade (3.1) para a proximo de 0 do que para a proximo de 1, que poderia ser um

regime onde a desigualdade (3.1) ndo seja verdadeira.

Assim, gostariamos de provar a conjectura o mais uniformemente possivel em
relacdo ao parametro a, i.e., queremos provar que, para qualquer a < 1, que significa
considerar anisotropia no sistema, a desigualdade (3.1) é verdadeira para pelo menos

determinadas regides do parametro p,.

Considerando a dependéncia de 7,(0,x) em relacdo a variavel x, 7,(0, x) depende
claramente da distancia de x a origem, mas também da inclinagdo p = x,/x; do vetor x
com o semi-eixo positivo x. Em particular, se |[x| — oo e simultaneamente p — 17 i.e., x
vai pra infinito de tal maneira que a distancia angular de x com a diagonal vai para 0,
entdo razoavelmente esperamos que 7,(0, x) = 7,(0, ) — 0 para quaisquer valores de p,
e a. Assim parece mais dificil provar a desigualdade (3.1) uniformemente em x, devido
exatamente a regido onde |x|] — oo e p — 1*. Assim, ao tentar provar a desigualdade
(3.1) podemos pedir uma uniformidade em x no sentido que a desigualdade (3.1) seja
verdadeira para todas as distancias |x| que tenham inclinagdo p maior ou igual a um

valor fixo maior que 1.

Um primeiro resultado parcial, obtido por de Lima e Procacci em [24], prova que
se o sistema tem anisotropia (a € (0, 1)), mesmo uma fraca anisotropia, e é fixada uma
distancia angular positiva p = x,/x;, mesmo muito pequena, entre x e a diagonal, entdo
a Desigualdade (3.1) vale para p, suficientemente pequeno, ou seja, num regime alta-
mente subcritico. Lembramos que, como provado originalmente em [21] (ver também
[15]), o regime subcritico para esse modelo ocorre quando p, + p, < 1. O resultado

obtido em [24] é o seguinte:

Teorema 3.1. Seja x = (x1,%2) € Z2 e X' = (xp,%1) € Z2 com x1 < x, (i.e., p > 1). Entdo,
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para qualquer a € (0, 1), existe p*(, p) > O tal que a desigualdade estrita
7,(0,x) > 7,(0,x) (3.2)

vale para todo p, < p*(a, p).

Em [24] também é observado que a Desigualdade (3.1) pode ser provada para
valores maiores (mais ainda subcriticos) de p,, via um célculo similar ao apresentado
é possivel mostrar que para todo p > 1 e para todo @ menor que uma quantidade fixa
a*(p) (de fato, a suficientemente pequeno), a Desigualdade (3.1) é verdadeira para todo
po < 1/3.

O resultado que vamos obter é andlogo ao resultado acima, mas considerando a

conectividade truncada no regime supercritico, definida a seguir.

Defini¢do 3.1. Dados x, y € Z? definimos T£(x, y) como a probabilidade que x e y pertengam

ao mesmo aglomerado aberto e este seja finito, ou seja,
’cg(x, y) = IP,(d aglomerado aberto A : {x,y} C V4,|Ea| < 00)

Na fase supercritica usaremos outro parametro para medir a anisotropia do sistema,
dado por 717 € (0, 1], a ser definido posteriormente em (3.7), mas que também carregara
a informacdo de que 1 préximo de 1 significa que o sistema é pouco anisotrépico e 7
proximo de 0 significa que o sistema é bastante anisotrépico. Podemos entdo enunciar

o resultado que provaremos nesse capitulo.

Teorema 3.2. Seja x = (x1,x2) € Z2 e x' = (x2,X1) € Z2 com p = z—f > 1. Entdo, para

qualquer n € (0,1), existe p*(n, p) < 1 tal que a desigualdade
(0,%) > (0, x')

é verdadeira para todo py, > p*(1, p).

A prova do resultado comeca por darmos uma caracterizagdo da conectividade
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truncada através de uma expansdo que envolve contornos, como exposto em [28]. Se-
guindo as ideias em [24], usando tal caracterizacdo e algumas estimativas do niimero
de contornos que cercam 0 e x, obtemos cotas inferior e superior para a conectividade
truncada, que quando comparadas, fornecem a desigualdade do Teorema (3.2). Ob-
servamos que a limita¢do em rela¢do a “supercriticalidade forte” vem precisamente da

expansao em contornos que utilizamos.

3.2 Notacoes e defini¢cdes

Nesta se¢do daremos uma caracterizagdo da conectividade truncada usando expan-
sdo em aglomerados. Antes porém precisamos de algumas notagdes e definigdes.

Dado V c Z? denotamos por 9,V = {e € E : |eN V| = 1} a fronteira de elos de V.
Denotaremos por %"V = {x € Z*\V : d(x, V) = 1} a fronteira exterior de vértices de V e
oMV = {x € V :d(x, Z*>\V) = 1} a fronteira interior de vértices de V.

Diremos que um conjunto y C [E é um conjunto separador se o grafoIL\y = (V, E\y)
é desconexo. A seguir daremos a defini¢do de contorno, objeto extensivamente usado

durante o restante do texto. Uma boa referéncia para o assunto sdo os artigos [28] e [2].

Definicao 3.2. Um subconjunto finitoy C [E é chamado contorno se IL\y tem exatamente uma
componente conexa finita e é minimal com respeito a essa propriedade, i.e., para qualquer elo
e € y, o grafo induzido (V,E\(y\e)) ndo tem componente conexa finita. Denotaremos por I o

conjunto dos contornos em L.

Se y é um contorno em IL, denotamos por G, = (I,, E,) a tinica componente conexa
finita de IL\y, onde I, C Z? é o conjunto de vértices interior ao contorno y e E, C E é o
conjunto de elos interior ao contorno y. Observe que d I, = y.

Considere um contorno y € IL e um conjunto de vértices X C Z?. Dizemos que
y cerca X se X C [, e usaremos a notagdo y © X. Denotaremos por |y| o tamanho do
contorno ), i.e., o numero de elos de y. Denotaremos por I'x 0 conjunto dos contornos

que cercam X, i.e.,, I'x = {y € I': y © X} e por '}, o conjunto dos contornos de tamanho
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n que cercam X, i.e., Iy = {y € I'x : [y| = n}. Durante o restante do o texto o conjunto X

conterd somente um ou dois elementos.

Como vamos trabalhar a volume finito considere G = (V¢, Eg) um subgrafo de L
e denote por QO o conjunto de configuragdes em G. Denotaremos por Gy = LL[Vy]
o subgrafo induzido por Vy = [-N,N] X [-N,N] c Z? e escreveremos Ey = E[Vy]
para os elos de Gy. Denotaremos por () o conjunto das configuragdoes em G, i.e.,
Qg = {w: Eg — {0,1}}. Dado w € Qg denotamos por O(w) = {e € Eg : w(e) = 1} o
conjunto de elos em Eg abertos na configura¢do w e por C(w) = {e € Eg : w(e) = 0} o

conjunto de elos em E; fechados na configuragdo w.

Considerando a medida IP,, restrita a () e fixando w € ()¢ a probabilidade P,(w) é

dada por

i © (w h © a0
]Pp(a)) — Pl;? ( )Iplzf? ( )l(l _ ph)IC ( )I(l _ PU)IC ()| (3.3)

A quantidade com a qual vamos trabalhar no regime supercritico é a conectividade
truncada, de fato, vamos trabalhar a volume finito, i.e., fixe N suficientemente grande
de modo que {x, y} C Vn\0™MVy. A conectividade truncada a volume finito TJ;N(X, y) é
definida como a probabilidade que os vértices x, y pertencam ao mesmo aglomerado

aberto, e este aglomerado ndo intercepte 07" Vy. Nominalmente temos,

T{,’N(x, y) = Pp(d aglomerado aberto A : {x, y} C V4, VanN 8;”tVN =0) (3.4)

Observando a defini¢do (3.1) temos que
w,y) = lim 750 y) (35)

Observe que, pela continuidade da medida produto IP,,, para encontrar uma cota supe-
rior para a conectividade finita Tlf, (x, v), basta encontrar uma cota superior para TJ;’N(x, 1))

que seja uniforme em N.
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< N A
Vamos dar uma expressdo para le; (x, y) em termos dos parametros

1- 1-p,
A= —P e p = F (3.6)
Pn Po
Desde ja usaremos
n:ﬁ e (0,1] (3.7)
A

que nos dd uma medida da anisotropia do sistema. Observe que fixado p; (py < po)

temos que

limn=1 e limn=0 (3.8)
Po— ph po—1

Primeiramente observe que

" (w ?(w) h(w %(w
1_ZP|O()| |O°( |(1 p)lc()l(l p)lc()l_

weg
_ Z pIOh(w)|+|Ch(w)l |O?(w) |+|C”(a))|(1 ph)ICh(w)l( pU)ICU(w)I
welg Ph pU
[EL| |EY] ICH(@)] 4 IC% ()|
=P, P’ Z A (w)/\v @ (3.9)

weg

Definimos entdo a func¢do de particao

| h| —|EZ] " (w %(w
Zreo(P) = Ze(pupe) =, Cpo ¢ = Y AL ALT (3.10)

weg

Denotamos simplesmente por Zy(p) se G = Gy. A conectividade truncada a volume

finito TJ;'N(X, y) pode ser escrita com uma expressdo similar a (3.10), a saber
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Gey= Y AR p) -l

weQn:3 A aglomerado aberto
{X,y}CVA, agACEN

1
B Zn(p)

A'hch(“’)' AlC@) (3.11)

weQy:3 A aglomerado aberto
{x,y}cV4, d.ACEN

Uma configuragdo w € Qy é especificada uma vez que conhecemos o conjunto
de elos fechados C(w) em Ey. Se C = C(w) é um conjunto de elos fechados em Ey,
escrevemos C O {x, y} quando existe um contorno y C C tal que y © {x, y}. Fixada uma
configuracdo w € Qy, existe um tinico contorno y contido na fronteira do aglomerado
aberto (em w) que contém {x, y}. De fato, a fronteira do aglomerado aberto que contém
{x, y} ¢ um conjunto separador. Se tal fronteira ndo é um contorno podemos, excluindo
alguns elos, encontrar um contorno y contido nessa fronteira. Suponha agora que
exista dois contornos y e )’ para o aglomerado aberto que contém {x, y}. Entdo existe
um elo e € )’ tal que e ¢ y. Mas assim o grafo Gy\y contém o elo e, logo Gy\y é conexo

pois y’ € um contorno.

Podemos entdo reescrever (3.10) e (3.11) como

o IER] —IEY)
Zn(p) = Y ALK = p, Np, (312)
CCEN
e
FN _ 1 ICH 41C?]
T (6 Y) = 5——= A (3.13)
Zn(p) CCZEN

Cofx,yl

Utilizaremos a caracterizacdo da conectividade truncada a volume finito dada acima

na Secdo (3.4) para encontrar cotas, inferior e superior, para a conectividade truncada.
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3.3 Contagem com contornos

Nesta se¢do provaremos alguns lemas que envolvem contagem com contornos, os
quais serdo utilizados na prova do Teorema (3.2).

Inicialmente vamos dar uma caracterizagdo dos contornos em termos da rede dual
de L a qual denotaremos por IL*, cuja definicdo formal pode ser encontrada em [15].
Temos que IL* é isomorfo a IL. Considere IL imersa em IR?>. Tomaremos como vértices
11

—) (X € ZZ} e nos ligaremos dois vértices vizinhos

da rede dual o conjunto V* = {x + (5, 3

por um elo que sera representado por um segmento de reta em R?. Usaremos 0* =
(1/2,1/2) € Z? para a origem em IL*. Denotaremos por [E* o conjunto de elos de IL*.
Dessa maneira existe uma bijecdo entre os elos de IL e os elos do dual IL*, pois cada elo
e de IL é “atravessado” por um tnico elo do dual, o qual denotaremos por e*.

Se X C E, denotaremos por X* o conjunto X* = {¢" € E* : e € X}, observe que

|X] = |X*|. Temos entdo o seguinte fato, cuja prova basicamente se encontra em [28].
Proposicao 3.1. Se y € I entdo y* é um circuito em IL*.

Demonstragdo. Basta mostrarmos que y* contém um circuito ¢* no dual. De fato, um
circuito ¢* no dual é tal que ¢ é um conjunto separador na rede original (ver [21]), logo
como Y D c e Y é um conjunto separador minimal entdo y =ce y* =c".

Vamos entdo mostrar que y* contém um circuito ¢* no dual. Inicialmente vamos
mostrar que todo vértice v € y* é incidente a pelo menos dois elos em ).

Suponha que v seja incidente a somente um elo e* em y*. Denotando por Vi = 72\I,
temosquey =dJl, ={e={x,ye E:x€l,y€ V;”}, logo o elo ¢* é dual de e = {x, y}
em y com x € [, e y € V5. Dos 3 elos restantes do dual aos quais v ¢ incidente,
dois perpendiculares a e* e um paralelo a este, denote por & aquele paralelo a ¢*. Por
construgdo, se escrevemos ¢ = {x’, y’} entdo denotando por f* e ¢* os dois elos do dual
perpendiculares a ¢* aos quais v é incidente, entdo podemos escrever f = {x,x’} € E
e g = {y,y'} € E. Como o tnico elo de y* ao qual v é incidente é ¢', entdo &, f* e
¢" ndo pertencem a y*, logo &, f e g ndo pertencem a y. Assim temos um caminho

o=2xfx,8y,qgy conectando x € I, ay € V;"t onde 0 Ny = , contradizendo a
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hipétese que y é um contorno.

Considerando agora o subgrafo y* da rede dual IL*, seja @ = vy, €}, vy, ..., €’ _,, v, um

n-1’
caminho de tamanho maximo em y*. Como v, estd em y* e todo vértice de y* é incidente
a pelo menos 2 elos em )", existe um elo ¢, = {v,,v,11} # €,_; em y*. Como 7 é um
caminho de tamanho méximo entdo devemos ter v,.1 € 7, de fato devemos ter v, =
v; € {vo, v — 1,...v,3}. Logo y* contém o circuito (ciclo) ¢* = v;, €, Vi1, ..., € 1, Vn, €}, Vnt1.

O

Trataremos agora com contagem de contornos que cercam 0 e x. Entre os contornos
que cercam {0, x}, ou seja y € I, existem aqueles de tamanho minimo, os quais

denotaremos por contornos minimos. Se y € Iy} € um contorno minimo entdo
W' =20+1) e Pl =201+1) (3.14)

Temos entdo que |y| = 2(x; + x2 +2) = 2(]x| + 2). Usaremos a notagdo ||x|| para o
tamanho de um contorno minimo que cerca 0 e x, i.e., [|x]| = 2(|x| + 2).
Para simplificar escreveremos F(x, ) para o nimero de contornos de tamanho n que

cercam 0 e x, para n > ||x||, ou seja
F(x,n) = [Ty (3.15)

Usaremos também a notagdo . = F(x, ||x|]) para o nimero de contornos de tamanho

minimo que cercam 0 e x. Temos entdo o seguinte lema.

Lema 3.1.
i) F(x,n) < 4", para todo n > ||x||

ii) F(x, ||x]| +m) < 127 - (") - g, se 0 <m < bl

Demonstracdo.
i)
Inicialmente observe que contar o ntimero de contornos de tamanho #n que cercam

0 e x é 0 mesmo que contar o ndmero de circuitos de tamanho 7 no dual que contém 0
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e x no seu interior. Vamos dar uma cota superior estimando o ntimero de circuitos de

tamanho 7 no dual que contém 0 no seu interior. Como um tal circuito envolve a origem

entdo ele contém um elo da formae* = {v_,v,} ondev_ = (k - % _—1) ev, = (k - %, %) para

algum k < 0. Devemos ainda ter n— < k < 0 pois caso k < —n o circuito teria tamanho
pelo menos 2n. Retirando-se o elo ¢* do circuito obtemos um caminho (auto evitante)
de tamanho n — 1. Logo o nimero de circuitos de tamanho 7 no dual que contém 0 no

seu interior é cotado superiormente por 1 - 3"7! < 4"

ii)
Dado y € Fl{lglgm, temos que o circuito y* corta o eixo x, denote entdo por ¢), o elo

mais a esquerda de y* que cruza o eixo x, i.e., entre os elos da forma ¢; = {v*, 9%} onde

k

ok = (k -3 '71) et = (k -2 5) que pertencem a y*, escolha aquele que tem o menor

valor de k. Denotando por k, esse menor valor escrevemos e, = {v_’,v +’}. Como o

circuito y* envolve 0 e x entdo devemos ter —m < k, < 0.
5 llxl[+m llxll+m — ;
Denotamos entdo por F{le} () =1y € 1"{0 g e = e;} o conjunto dos contornos
de tamanho ||x|| + m que cercam 0 e x cujo elo mais a esquerda do circuito dual y* que

(Il +mm

cruza o eixo x € ¢;. Temos claramente F”x||+m(e )N F{O ,

(€7) = @ se j # k. Logo podemos

escrever

0
Tl = LJQ@T@) (3.16)

k=—m+1

Como a unido é disjunta temos

0
FCx, Nl +m) = (O =) et ep) (3.17)
k=—m+1

rllxll+m

Para cada um dos termos | (0.1

(¢;)| do somatoério, afirmamos que a seguinte cota

superior (independente de k) é verdadeira

+
wy%m<ywaw m%xpmak:—m+Lw—LO (3.18)
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No6s postergamos a prova de (3.18) para a proxima proposicdo. Com essa cota

superior obtemos

x|+ 7
Fex, ]+ m) sm-s’“'(”x”*m)ﬁx - 3mﬁx(”"”) RIS
| L=+
|Ed] ( x|l + 1 )’"
<m-3"B, - L
= (m Il —m 1
x|| + 1
pois na ultima desigualdade usamos que max{ [l + j } _ |lx]| +
J= lxll=m+7j) x| —m+1

Se0<m< ”;—” podemos dar a seguinte cota superior para o termo acima.

Il +1 I+ 1l +2

=2
x| —m+1 "~ @Jrl Tl

Logo, de (3.19) e (3.20) obtemos

||| |||
F(x, |lx| + m) < m -3 2B <26 By <
G, el + ) < (m B N

- (nxn) 6

Agora resta provar a Desigualdade (3.18).

Proposicao 3.2. Parak=-m+1,...,,-1,0

r||x||+m( ) <3 (||x|| + m)ﬁx

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

Demonstragido. A prova consiste em formalizar o seguinte argumento para contornos,

que aparece originalmente para caminhos no Teorema V.6.9 de [30]. Acaday € I"”x”m(ek)

consideramos o circuito 7* no dual IL* e associamos uma palavra de ||x|| + m letras

usando o alfabeto {R,L, U, D}, a saber W(j"). Mostramos entdo que a palavra W(y")

contém uma subpalavra W tal que o circuito y* dado pela realizagdo da subpalavra W

a partir de u é o dual de um contorno de tamanho minimo y. Como a associagdo acima
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é injetiva segue entdo que uma cota superior para o namero de tais contornos pode ser
obtido escolhendo ||x|| dentre as ||x|| + m entradas para alocar a subpalavra associada ao
contorno de tamanho minimo, feito isso temos f, possibilidades para tais subpalavras e
no restante das m entradas temos no maximo 3 possibilidades, pois a menos do vértice

inicial o circuito é auto-evitante.

Formalizando entdo temos: dado y € Fl{lgll(}, y* é um circuito no dual IL* de tamanho

minimo ||x|| que contém os vértices u = (-3, -3) e w = (x1 + 3,%, + 3). Logo y* é a

concatenagado de dois caminhos no dual ¢] e ¢;, ambos de tamanho ”Zi” = |x| + 2, que ndo
se interceptam, sendo ¢; um caminho orientado saindo de u e chegando em w, e ¢; um

caminho orientado saindo de w e chegando em u.

Como c; é um caminho que satisfaz a distancia de u a w, seguindo c] a partir de
u s6 podemos caminhar para a direita e para cima. De fato, devemos dar exatamente
x1 + 1 passos pra direita e x; + 1 passos pra cima. Podemos entdo identificar c; com uma
palavra W(c}) de x; +x; +2 letras, contendo x; + 1 letras R(direita) e x, + 1 letras U(cima).
Diremos que o caminho ¢] € a realiza¢do da palavra W(c}) a partir de u. De maneira
anédloga podemos identificar ¢, com uma palavra W(c;) de x; + x; + 2 letras, contendo
x1 + 1 letras L(esquerda) e x; + 1 letras D(baixo). Desse modo, podemos identificar o
circuito y* com uma palavra W()*) de [|x]| letras sendo que as primeiras |[x||/2 letras
correspondem a palavra W(c}) e as ||x||/2 Gltimas letras correspondem a palavra W(c).
Diremos que o circuito y* é a realizagdo da palavra W(y") a partir de u.

|x]|+m

- e T
Considere agora 7 € I' )

(¢;). De maneira andloga ao que fizemos para um con-
torno de tamanho minimo, podemos identificar o circuito 7* com uma palavra W(y*) de
||lx|| + m letras, usando o alfabeto {R, L, U, D}. Esta palavra é obtida da seguinte maneira:
~% s+ % _ _ ak % % 2 <[
escrevendo 7' = uy, f;, Uy, ..., f”x|| o Winleme1 ONde U1 = U = 05 e f = e;, identifica-
mos f = {u;, u;11} com a letra U se u;y —u; = (0,1), com a letra D se u;1 — u; = (0,-1),

com a letra R se u;;1 —u; = (1,0) e com a letra L se u;;; — u; = (—1,0). Dessa maneira o

elo f; = e; é identificado com a letra U.

O que faremos agora é mostrar que a palavra W(y*) contém uma subpalavra W tal

que o circuito y* dado pela realizagdo da subpalavra W a partir de u é o dual de um
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contorno de tamanho minimo y.

Como 7 © {0, x} entdo seguindo o contorno 7, a partir de u;, este deve conter algum
vértice na regido {(a,b) € R? : a > x1,b > x,}. Dentre os vértices de 7* nessa regido,

escolha um vértice u;,1 com a seguinte propriedade

A1, %) > d(z,x) ¥ z € {ug, g, oo, Upgams1} N {(@,0) € R :a > x1,b > x,} (3.23)

Observe que as letras associadas aos elos flz = {uj, Uj+1} € fzz = {tiy+1, Uiy+2} s@o R e D

respectivamente.

Dessa maneira, considere os caminhos
|—)7*-| = Uy, fl*l ceey _fz’;/ Mi0+1 e |_77*J = ui0+1/ f;(;‘*'l’ ceey fﬁx”‘i’m’ u||x||+m+1 (324)

Por construcdo, temos que a palavra W([7"]) contém pelo menos x; + 1 letras R e
pelo menos x; + 1 letras U e a palavra | 7] contém pelo menos x; + 1 letras L e pelo
menos x; + 1 letras D. Seja entdo [W] a subpalavra obtida de W([7"]) tomando-se em
W([7"7) as primeiras x, + 1 letras U e as dltimas x; + 1 letras R. De maneira analoga seja
| W] a subpalavra obtida de W(|7*]) tomando-se em W(|*]) as primeiras x, + 1 letras
D e as tltimas x; + 1 letras L. Denote por W a concatenacdo das palavras [W]e [W]e
por y* a realizagdo da palavra W a partir de u. Observe que |y*| = 2|x| + 4 = ||x||. Temos
que y* é a concatenacdo dos caminhos [y*] e | "] onde [)*] é a realizagdo a partir de u
da subpalavra [W]e |y*] é a realizacdo a partir de w da subpalavra [W].

Considere [y*]™! o caminho inverso de |)*] que sai de u e chega em w. A palavra
W(Ly*]™") é obtida de | W] comegando da tltima letra de | W] para a primeira e trocando
D por U e L por R. Claramente a primeira letra de [W] é U, a tltima letra de [W] é R e
a tltima letra de W(|y*|™!) é U. Pela construcdo de y* podemos ver que a primeira letra
de W(ly" ™) éR.

Para mostrar que y* é um circuito no dual que envolve 0 e x resta ver que os
caminhos [y*] e I_)/"J‘1 ligando 1 a w ndo tém intersecdo, além de u e w é claro. Suponha

entdo que existe um vértice v = (r - %,s - %) diferente de u e w na intersecdo de [y*] e
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Ly*]~. Escrevemos [y*](u, v) para denotar o pedaco de caminho de [y*] que vaide u a v,
analogamente para |y*]™(u,v). Desse modo as palavras W([y*1(u,v)) e W(Ly*]"!(u, v))
contém r letras R e s letras U. Considere o subcaminho de [7*] de uy a u;,, [71(u1, ui,),

onde

ip = max{i : W([7"1(u1, u;)) tem exatamente s letras U e

W7 1(u;, ujy+1)) tem exatamente x; + 1 — r letras R} (3.25)

Observe que i1 < ip + 1 e na construgdo do caminho [y*] a partir do caminho [y"],
o subcaminho [y*|(1,v) é obtido quando restringimos a constru¢do ao subcaminho
[7° 1, uiy)-

Com relagdo ao ponto final u;, do caminho [7](u4, u;,) temos que a segunda coorde-
nada de u;, é no méximo s. Ainda, a primeira coordenada deve ser pelo menos r, pois
caso contrdrio terfamos ainda no caminho [7](u;,, u;,) mais que x; +1—r elos associados
a letra R. Mas observe que a partir da etapa da construgao de [*] em que aparece uma
letra R na palavra [W] extraida de W([7"]), as proximas letras R da palavra W([7"]),
a partir dessa primeira letra R extraida, estdo todas na palavra [W]. Logo a palavra
[W] teria mais que x; + 1 —r + r = x; + 1 letras R, o que é absurdo. Entdo, a primeira
coordenada de u;, deve ser pelo menos r.

Concluimos entdo que o caminho [7](u1, u;,) sai do vértice u; através do elo f1 =e;
cruzando a semi-reta {(a,0) € R? : a < k} darede original, a partir dai ndo mais cruza essa
semi-reta, fica sempre na regido {(4,b) € R? : b < s} e cruza a semi-reta {(,b) € R* : b < s}
da rede dual.

De maneira andloga ao exposto acima, encontramos um vértice u;, onde i, > iy + 1
tal que o caminho | 7*|7(uy, u;,) sai do vértice u; através do elo f”*x” . * €,ndo cruza a
semi-reta {(1,0) € R? : a < k} da rede original, fica sempre na regido {(a,b) € R*> : a < r}
e cruza a semi-reta {(a,s) € R? : a < r} da rede dual.

Logo, deve existir um ponto de cruzamento dos caminhos [7*] e | 7*]™! diferente de

Uy € Ujy41, 0 que € absurdo. Assim y* é um circuito no dual que envolve 0 e x.

llxl+1m

Assim, a cada y € I,

(¢;) esta associada uma palavra W(j*) que contém uma
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[7" (g, 1)

b1 ()

Figura 3.1: Cruzamento dos caminhos [*] e | 7]}

subpalavra W tal que o circuito y* dado pela realizacdo da subpalavra W a partir de u
é o dual de um contorno de tamanho minimo y. Como o mapa

W : Ty 5 (1 R, U, DY+ (3.26)
{0,x} k

é injetivo, uma cota superior para o ntimero de tais palavras pode ser obtido da se-
guinte maneira: escolhemos [|x|| dentre as ||x|| + m entradas para alocar a subpalavra
associada ao contorno de tamanho minimo, feito isso temos f, possibilidades para tais
subpalavras e no restante das m entradas temos no maximo 3 possibilidades, pois a

menos do vértice inicial o circuito é auto-evitante. Logo temos

w4 e llx[| + m
ITiom (ek)|s3m-( B (327)

parak=-m+1,..,-1,0

O

O préximo lema nos da uma estimativa do crescimento do ntimero de contornos de
tamanho minimo que cerca 0 e x em relagdo ao crescimento do tamanho |x|, restrito a

uma reta de inclinagéo fixa p.
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Lema 3.2. Seja x = (x1,x2) € Z? comx; =n >0, x, = pn > 0 onde p > 1. Denotando por

1
ay = PBin,pny temos que existe o limite lim o), = a(p) e 1 < a(p) < 4'*°.

n—oo

1
Demonstragio. Claramente o, > 1, logo a; > 1.

lldl - 4 P * 4 1 _1 11
Qualquer contorno y € F{O,x} é tal que o circuito y* contém os elos {(—5, —3),(=3,5 },
1 _1y (1 _1 1 1 1 1 1 1 1 1
(4-H,G D -Lu+h @+in+rhlefm+Ln+d)m+Ln-D
Excluindo-se esses elos de y* obtemos dois caminhos de tamanho |x|, um ligando
-1, 1) a(x; - % %+ 1) e outro ligando (1,-1) a (x; + 1,x2 — 1). Como os tamanhos
272 17 2/%273 g 272 1T 27 3)
desses caminhos sdo iguais a distancia entre seus vértices inicial e final, entdo a partir
do vértice inicial s6 podemos ir pra direita ou pra cima. Logo uma cota superior para

1
a, é dada por 2M - 2K = 411+0) Jogo af < 417P.

Denote agora y; um contorno de tamanho minimo cercando {0, x} e y, um contorno
de tamanho minimo cercando x e y = (n + m, p(n + m)). Considere os seguintes elos,
er = {(x1 — 1,x2),x}, €2 = {(x1, 22 = 1),x}, e3 = {x, (x1 + 1, x20)} e g = {x, (x1, x2 + 1)}. Temos

entao que

Y12 = (y1\les,ea}) U (2\{er, e2}) (3.28)

é um contorno de tamanho minimal cercando {0, y}. Ainda, se y; # 1 ambos em F'Jg'lc}

- Ily—xIl %
ou y, # J, ambos em iy - €ntao V1o # y1a.

Logo temos que a1, > a,a,,. Considere entdo a, = —In(a,) < 0, temos entdo que

Apam < Ay + Ay, (3.29)

Ou seja, a sequéncia (a, : n > 1) é subaditiva. Pelo Teorema Subaditivo (ver [15],

. . .. . a .
Apéndice 2) temos que existe o limite lim ;” = a(p). Assim
n—o0o

a(p) = lim 2 = — lim In(a}) = —In (lim a) (3.30)
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Y12 y-

|
* »
€1 +X €y

Figura 3.2: Circuito )], dual do contorno 1, que cercax e y
Logo

a(p) = lim 04,% =0 (3.31)

3.4 Cotas inferior e superior para a conectividade truncada

Nesta secdo daremos cotas inferior e superior para a conectividade truncada a
volume finito para valores positivos de A; e A, suficientemente préximos de 0 usando
a caracterizacdo dada em (3.13).

Cota superior:

Considere a caracterizagdo da conectividade truncada a volume finito dada em
(3.13),
FNG oy = L Iy I
Ty (0,x') = 5—— AA
i Zn(p) CCZEL e
Col0,x')

Temos que todo conjunto de elos fechados C C Ey que cerca 0 e x” contém algum

contorno y € I' que cerca 0 e x’, logo podemos escrever
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SN " < L IC”IAIC”I < 1 /\I)/hl/\b/vl /\IChIAICUI —
Tp (O’x)_ ZN(P) Z Z Ah v = ZN(P) Z n Z n v

yel"lo’x/, CCEN 7er[0,x’} CCEN \)/

Coy,Co{0,x'} Cuyoe{0,x}
w1 e b4 b7
- ¥ | T s ¥
h V4 -
yel (g N(P) CCEn\y v€lov)
Cuyoe{0,x}
h 0
Y, F A
n=||x|| yel”!

{0.x'}

onde [x]| = 2(|x| + 2). Uusando as igualdades em (3.14) e lembrando que x’ = (xp,x7)

obtemos

hy_ S| —
TJ;,N(OIx,) < Ai(x1+1)/\§(x2+1) Z Z Alhyl 2(xl+1)/\|g |[-2(x2+1) <

n
||| Yellg

2(x1+1) 4 2(x2+1) [VI=2(1x1+2) 4 2(x1+1) y 2(x2+1) =l
g Y g g ¥ Y g

n n
nzlxdl yery, nz|lxl yely,

1 2(x141) 4 2(xp+1) n—|x||
= (2 2 Z (! |F?O,x,}|)

n=|x||

onde a tltima desigualdade foi obtida observando que A, < Aj,. Lembrando que F(x’, n)

é o namero de contornos de tamanho n que cercam O e x/, i.e.,
F(x',n) =Ty | (3.32)

entdo podemos escrever,

3l

2
o (0,) < AN Y ARGy )+ 220D N MGy ) (3.33)

n=Ix| >l

Observe que por simetria F(x’,n) = F(x,n). Para cotar o segundo termo de (3.33),

que envolve valores grandes de n, usaremos a estimativa bruta para F(x, n) dada pelo
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item i) do Lema (3.1), a saber, F(x,n) < 4". Logo

2(x1+1) 42 1 - 2 1) 4 2(x2+1 -
A200+D) ) 202+) Z APy, ) < 220D {2602 Z Anllgn o

n>% ”>M
< Ai(xln) A262+D) Z Ai @) (3.34)

- Il
>

pois j =n —||x||, logon = j+ ||x|| < j+2j = 3j.

A série em (3.34) converge se A;, < 472 e nesse caso temos a cota

lIxll
X X n—||x] X X (43/\’7) LN
RO Y AR m) < A A D

3llxll
n>=s

(3.35)

Ja para a cota do primeiro termo de (3.33) que envolve valores de n préximos de ||x]|,

x| <n < %, usaremos a estimativa mais fina dada pelo item ii) do Lema (3.1), ou seja
mpo (Xl |||
F(x, |lx|| + m) < 12", se m< — (3.36)
m 2
Temos entao
A2 YT, ) = 203D Y A ]+ ) <
n=|lx|| m=0
2(x1+1) 4 2(x2+1) z [|]] 2(x1+1) 4 2(x2+1) S [ed]
< A20HD) 202 5XZ Az < A ﬁxZ(u/\h)m )=
m=0 m=0
= AW (1 4+ 120,) (3.37)

Logo, de (3.34) e (3.37) obtemos

Il

(43Ah)7+1

fN ’ 2(x1+1) 4 2(xp+1)
Ty (0,X) <A TTUALT [ 1T— 1,

+ Bo(1 + 12@”*”) (3.38)
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Como a cota acima é uniforme em N, entdo ela é vélida também para T{,(O, x’), ou seja

Ixll +1

#Ap) 7

f ’ 2(x141) 4 2(x2+1)
(0, ) < A IATEY | S

+ Bo(1 + 124, (3.39)

Cota inferior:

Fixemos y € FL'&'L} um contorno minimo que cerca 0 e x onde y C Ey (podemos supor
N suficientemente grande de modo que Ey contenha y). Temos que y contém os elos em
Q = {{(=1,0),(0,0)}, 10, =1), (0, 0)}, {(x1, X2), (x1, X2 + D}, {(x1, x2), (1 + 1, 22)}} e (P\Q)" € a
unido de dois caminhos disjuntos no dual, ¢j(y) ligando (-1/2,1/2) a (x; =1/2,x,+1/2) e
c;(y)ligando (1/2,-1/2) a (x;+1/2,x,—1/2), ambos de tamanho [x|, ou seja, sdo caminhos
de tamanho minimo. Denote por ¢1()’) o caminho na rede original de tamanho minimo
ligando 0 a x obtido transladando o caminho cj(y) de (1/2,-1/2), e por 0, o caminho
de tamanho minimo ligando 0 a x obtido transladando o caminho c;(y) de (-1/2,1/2).

Denote por t, C I,, o conjunto t,, = 01(y) U 02()y). Observe que
] <20 <yfl e | < 2% <y (3.40)

Pela definicdo de contorno temos que o conjunto Ey\y é particionado em dois
subconjunto disjuntos, o conjunto E, de elos interiores a y e o conjunto Exy\(y UE,) de
elos exteriores a y, onde G, = (I, E, ) é conexo.

Assim, entre as configuracdes de elos fechados C C Ey tais que C © {0, x}, existem
aquelas configuragdes C onde C > y e CNt, = () (ou seja, os elos de ¢, estdo abertos).
Denote por C, o conjunto de tais configuragdes, claramente C, # (). Afirmamos que se
y #yentdio C; NC, = 0.

De fato, temos que y*\(y* U E}) # 0 ou y*\(y* U E) # 0. Consideraremos o primeiro
caso, o segundo € analogo. Seja e* € 7*\(y* U E}), como Q" C 7" N )" entdo ¢" € c{(7) ou
e" € ¢3(p). Considere e* € ¢i(7), o outro caso € andlogo. Como ¢* € 7"\(y" U E}), entdo
existe um vértice v* € e* que ndo pertence a nenhum elo de y* U E}, ou seja, v* estd a
distancia pelo menos 1 de todo vértice pertencente a algum elo de y* U E},. Como y* é

um circuito e E, € o conjunto de elos interiores a esse circuito, entdo v* ndo pertence a
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y* nem a regido de R? interior a y*. Considerando entdo o vértice v = v* + (1/2,-1/2),
temos que v obviamente ndo pertence a y*, ainda, v ndo pertence a regido de IR? interior
ay". Mas como v* € ¢}(7), entdo v € 01() = c}(7) + (1/2,-1/2).

Logo 01()) é um caminho (na rede original) ligando 0 e x (que pertence a regido de
R? interior a y") que passa por v. Assim 01(y) deve cruzar )", i.e.,, 01(J) Ny # 0, o que
implica que t; Ny # 0.

Resumindo temos que se y # y entdo t; Ny # Qout, Ny # 0. Como em uma
configuragdo de C, os elos em y estdo fechados e os elos em ¢, estdo abertos, entdo
devemos ter C; N C, = 0.

Considere entdo C = U C,, unido disjunta e cada C, nao vazio. Temos entado que

{lIl

VEF{O,XI

N0 2P0 =P, | ] ¢ |= ) PyC) =

{1l {1l
yel‘mxl Ver{o,;q

h o I 18] A=) (A =) i o
= B(1=p)"' 0 = po)lpy ' = B g g T >

h
(I e B S B e WM oL I Iyl D oL 2
> BeA; Ay p, Po =BuA, Ay by P > BeA, AS b =

- B, Ai(xm) Ai(xﬁl)pillxll (3.41)

onde, na primeira desigualdade usamos (3.40), na segunda desigualdade usamos que
Po > py € na ultima igualdade usamos (3.14).
Observe que a cota acima é uniforme em N, logo podemos escrever

(0, %) > B AT AT 2 (3.42)

3.5 Prova do Teorema

Faremos aqui a prova do Teorema (3.2) usando os resultados obtidos nas se¢des

X A
=(2x),p=5>1len=73.

/

anteriores. Consideramos entdo x = (x;,x;) € Z2, x

Comparando a cota inferior e a cota superior dadas em (3.39) e (3.42) temos que
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TJ;(O, x) > TJ;(O, x') se

I3}

437
A2 20240 ( 2)32/\ 4 By(1+ 12,18 | < A2+ 2600 20 (3.43)
que é equivalente a
T
x2—x1
B!
n< e (3.44)
( f@fm + B(1 + 122, R

Logo a desigualdade T{,(O, x) > T{,(O, x") é satisfeita para todo ) tal que

1 < 7l(pn, X1, %2) (3.45)
onde a fungao fj(py, x1, x») esta definida para A, < 473, ou seja, p, > (1+47°)71, para todo
X, > x1 > 0 e é dada explicitamente por

1
4(x1+x2+2) 2(xp—x1)
Apn X1, %2) = | (3.46)
n p 1,42 (43??431/\-: 3 + ﬁx(l + 12/\h)2(x1+x2+2)
Agora observe que

pre=

L 40+pe2) e
hm f(pn, x1,x2) = lim * =1 (347)

-1~ Lepr - 2
Ph @A) ‘B (1 L 121 )2(1+p+le)

(1= 43/\;,
pois A, = 0" quandop, — 1°.
Observe também que com a inclinagdo fixa p > 1 e usando o Lema (3.2) temos que

1
L oaaep+2) o

lim 7}(p, x1,%2) = lim | ———s = f(pu, p) (3.48)
I 1700 (43/\}1) " 1 ‘B (1+12A )2(1+P+x%)

(1= 4%1)"1
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onde

4(1+p) 2(p-1)

B a(P)Ph
flpnp) = @A) + a(p)(1 + 12A,)%0+p)

(3.49)

e lim_ flpn, p) = 1.
p—1

Assim concluimos a prova do teorema.
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4

Apéndice

Faremos aqui a prova da Proposigdo (2.1). Antes porém vamos escrever a Férmula
de Russo para o modelo de percolagdo de elos anisotrépico em .

Novamente considere a caixa B(n) = [-n,n]*> X {0,1, ...k}, dB(n) = {x € B(n) : Ay ¢
B(n) tal que d(x,y) = 1} a fronteira de B(n), A, = {0 < JdB(n)} o evento onde 0 esta
conectado a dB(n) e 0,(py, po) = Pp(An)

Utilizando a Férmula de Russo (1.4) podemos escrever,

gen (Pwp) = ), [Pyleé pivotal para A,) D
Pr eeE"NB(n)
aen 5 DI
5. P Po) = Z Py(f € pivotal para 4,) 42
Po
fEE’NB(n)

Prova da Proposicdo (2.1). Vamos provar a desigualdade a direita de (2.19) pois para
a desigualdade a esquerda a prova é andloga.
Inicialmente, para cada elo horizontal e € [E" vamos comparar IP, (¢ é pivotal para A,)

com IP,(f é pivotal para A,) para o elo vertical f = f(e) € IE” definido abaixo.

49
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A cada elo horizontal e = (x,x + u;), i = 1,2, onde o vértice x ndo pertence ao topo
da laje, associamos o elo vertical f = f(e) = (x,x + uz). Se x pertence ao topo da laje,
associamos ao eloeoelo f = f(e) = (x,x —u3), onde u;, u, e uz sdo vetores unitarios nas

dire¢des dos eixos x, y e z respectivamente.

Se mostrarmos que existe uma fungao Bo(p, p») : (0,1)> — (0, ) continua tal que

para todo n suficientemente grande vale

P, (e é pivotal para A,) < Bo(pu, po)Pp(f(e) é pivotal para A,) (4.3)

para todo elo horizontal e em B(n), entdo somando sobre os elos horizontais em B(n) e

usando a equacgdo (4.1) obtemos

20, ..
. (Pr, Po) < Bo(pr, po) Z IP,(f(e) é pivotal para A,) <
e€lE"NB(n)

< 4Bo(pn, po) Z IP,(f é pivotal paraA,) =

feENB(n)

_ 4B5(p, Pv)g—in(l?h, po) (4.4)

onde o fator 4 vem do fato que a cada elo vertical f € [E” existem no maximo 4
elos horizontais ¢ tais que f(e) = f. Tomando B(pn, po) = (4Bo(pn, p»))”' obtemos a
desigualdade a direita de (2.19).

Resta mostrar entdo a equacdo (4.3). Faremos a prova supondo k > 2, parak=1a
prova é similar. A ideia é mostrar que se e é pivotal para A, na configuracdo w entdo
tazendo alterag¢des locais em w nés criamos uma nova configuracdo onde f(e) é pivotal

para A,. O fator f reflete o preco a pagar para fazer tais alteracdes.

Seja entdo e = (x, x + u1), um argumento similar vale para elos da forma (x, x + uy).
Considere a caixa B, = x + B(2) centrada em x, e seja E, o conjunto dos elos que possuem

pelo menos um vértice em B,. Temos os seguintes casos a considerar:
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e0¢B.,eB,NdIB(n)=10
e(0€B,
e B.NdB(n) #0

Vamos considerar o primeiro caso. Seja @ uma configuracdo onde e é pivotal para
A,. Se e estd aberto entdo todos os caminhos ligando 0 a d;B(n) passam através de e.
Entdo existe pelo menos um caminho 7@ = X, o, X1, §1, ---, Xk-1, §k-1, Xk passando por e
onde xo = 0 e xx € d.B(n). Caso haja mais de um caminho escolhemos um qualquer.

Sejam

r=min{i: x;.1 € B,}, s=max{i:x; €JB,} (4.5)

Entdo os elos g, e g, satisfazem:
i) X41,Xs € IB,; Xy, X511 € B, r € s estdo abertos (na configuracdo w).

ii) Na configuragdo obtida de w declarando todos os elos em E,\{g;, g;} como fecha-

dos, obtemos que 0 < X, € x; <> d B(n).
Construimos entdo uma configuragdo @’ onde
iii) @’ coincide com w fora de E.\{g,, &}-

iv) @’ € {f(e) é pivotal para A,}.

Uma maneira de se construir «’ é a seguinte: existe uma face lateral de dB, que nao
contém os vértices x,,; e x;. Projete nessa face o elo (x,x + u3), obtendo assim o elo
(y,y + uz). Denote por 1; 0 caminho mais curto (que necessariamente s possui 2 elos
e 3 vértices) ligando x a y. Analogamente denote por 7, 0 caminho mais curto ligando
X +uz a y+uz. Obtemos assim 4 vértices x,.1, Xs, J € y + uz pertencentes a dB, = x + B(2).

Construimos entdao dois caminhos disjuntos 73 e 14 em dB, onde 73 liga x,.1 a y e T4
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liga y + u3 a x,. Definimos entdo @’ como

w(g) se g¢ENg, g,

, 1 se ge€m;paraalgum;j=1,2,3,4,
w'(g) = ] (4.6)
1 se g=fle),

0 caso contrario.

Observamos que @’ depende de e e w. Nos caso em que 0 € B, ou B, N dB(n) # 0
podemos também encontrar w’ satisfazendo iii) e iv), mas nesses caso a construgdo
geométrica é um pouco diferente. Concluimos entdo que para cada elo horizontal ¢ e

w € {e é pivotal para A,} existe w’ satisfazendo iii) e iv). Segue entdo de iii) que
p p g q

P (o) = P p \(1-p\( 9 \(1-4q\
p() = P(w)(l—P)( p )(1—‘7)( q )

onde a (resp. b) é o namero de elos horizontais que a foram abertos (resp. fechados)

na construcdo de w’; ¢ (resp. d) é o nimero de elos verticais que a foram abertos
(resp. fechados) na construcdo de w’. Temos que a,b,c e d dependem de w mas como
as alteracOes sao feitas somente em E, entdo a soma desses valores é no maximo |E,|.

Tomando y = y(p,q) = min{p,1 - p,q,1 — g} obtemos

Py() = Pp(w)(p)*(1 = p)(9)°(1 - g)*
> ]Pp(a))(y)a+b+c+d

> Pp(w)y™. (4.7)

Dado e € E?, denote por A, = {e é pivotal para A,} e As) = {f(e) é pivotal para A,}. Por

iv), se w € A, entdo o’ € Ag). Logo
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P, (e é pivotal para A,) = Z Py(w) < Z %Pp(w’)

wEA, WEA,

7 |Eel ) |E|
< (—) Y Py) = (;) P, (f(e) é pivotal para A,) (4.8)
a)/eAf@

Tomando entdo f(p, q) = (%)IEP| obtemos a equacgéo (4.3). m|
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