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Resumo

Este trabalho tem dois objetivos independentes: classificar as variedades minimais
de crescimento quadratico e obter resultados sobre a F-algebra verbalmente prima
My(FE), onde E é a algebra de Grassmann de dimensao infinita e £ é um corpo de
caracteristica zero. Para o primeiro objetivo, foi necessario apresentar um conjunto
gerador finito para o T-ideal de uma subalgebra da algebra de matrizes triangu-
lares superiores 3 x 3 denotada por M7, descrevendo as sequéncias das codimensoes
{cn(M7)}n>1, 0 co-caracter x, (M) e a sequéncia dos co-comprimentos [,,(M7), para
todo n > 1. Esta algebra apareceu pela primeira vez em um artigo de 2005 de
Giambruno e La Mattina, onde eles classificaram as algebras com crescimento linear
ou constante das codimensoes.

Para a algebra My(E), primeiramente desenvolvemos um método para construir
polinomios centrais ordinarios de um grau especifico desta algebra, a partir dos
polinémios centrais ordinarios de My(F') de mesmo grau. Este método foi funda-
mentado por resultados obtidos envolvendo a decomposicao explicita de F'S,, em
seus S,-modulos irredutiveis. Como esta construgao é algoritmica, fizemos a imple-
mentacao deste método usando o software GAP.

Em seguida, considerando a Zs-graduacao M = My(E) = E-0 0 B )

“lo )% E o
determinamos todas as identidades graduadas de grau < 5 de M usando a boa
relacao que existe entre a teoria de representagoes do grupo GL, x GL, e o grupo
simétrico S,,. Para finalizar, descrevemos o Ts-espaco complementar do T5-ideal
Id*(M) em relagao ao Ty-espaco C'%(M) dos polindmios centrais Zy-graduados de
M.



Abstract

This work has two independent goals: the first is to classify the minimal varieties
of quadratic growth and the second is to get results about the verbally prime F-
algebra My(FE), where E is the Grassmann algebra of infinite dimension and F' is
a field of characteristic zero. For the first objective, it was necessary to present
a finite generating set for the T-ideal of one subalgebra of the algebra of upper
triangular matrices 3 x 3, denoted by M5, describing the sequence of codimensions
{cn(M7)}n>1, the cocharacter x,,(M7) and the sequence of colengths I, (M7), for all
n > 1. This algebra appeared for the first time in a work of Giambruno and La
Mattina, in 2005, where they classified the algebras with linear or constant growth
of codimensions.

For Ms(E) we initially developed a method to construct central polynomials of
a particular degree of this algebra, from the central polynomials of Ms(F') with the
same degree. This method was based on results involving the explicit decomposition
of F'S,, on its irreducible S,,-modules. Since this construction is algoritmic, we made
the implementation of this method using the software GAP.

In the sequel, considering the Zo-graduation M = My(E) = < gj 2; ) D

( 2 j(})? >, we determine all the graded identities of degree < 5 using the relation

between the theory of representations of the group GL, x GL, and the symmetric
group S,. Finally, we describe the complementary Th-space of the Ty-ideal Id?(M)
in the Ty-space C'*(M) of the Zy-graded central polynomials of M.
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Introducao

Uma classe importante de algebras sao as algebras com identidades polinomiais,
conhecidas como Pl-dlgebras. Para considera-las, tomamos F' um corpo e F (X)
a algebra livre associativa gerada por X = {x1,zs,...}, um conjunto enumeravel

de varidveis ndo comutativas. Se um polinomio f(xy,---,z,) € F(X) é tal que
flay, -+ ,a,) = 0, para todos ai,--- ,a, pertencentes a uma F-algebra A entdo
dizemos que f (ou f = 0) é uma identidade polinomial (ou identidade) de A.

Se A satisfaz uma identidade polinomial nao-nula f, entao dizemos que A é uma
algebra com identidades polinomiais ou PI-algebra. Por exemplo, o comutador de
Lie [x1, 73] = 2129 — 2921 é uma identidade polinomial para qualquer dlgebra co-
mutativa. Em particular, o anel dos polinomios em uma ou mais varidveis ¢ uma
PI-algebra. Qualquer élgebra nilpotente de indice m também é uma PI-algebra, pois
satisfaz a identidade polinomial x;x5...x,, = 0. Outro exemplo é dado pela dlgebra
de Grassmann E que satisfaz a identidade polinomial [[z1, 23], z3] = 0.

Em geral, a teoria das algebras com identidades polinomiais tem duas direcoes,
uma de carater estrutural e a outra de carater combinatorio e computacional:

1* direcao: estudar a estrutura das PI-dlgebras.

2% diregao: estudar as identidades polinomiais satisfeitas por uma determinada
algebra e a classe das algebras que satisfazem essas identidades.

Dehn [6] e Wagner [52] foram os primeiros a exibirem polinoémios em varidveis
nao comutativas que se anulam quando avaliados por elementos de uma algebra. Por
exemplo, Wagner verificou que o polindémio [[z1, Z5]?, 23] é uma identidade polinomial
da algebra de matrizes 2 X 2 sobre F'. Em todo caso, o interesse geral no estudo das
PI-4lgebras s6 iniciou mais de dez anos depois com o artigo de Kaplansky [27] em
1948. Nesse trabalho, ele provou que qualquer PI-algebra primitiva é uma algebra
simples de dimensao finita e isto sugere pensarmos que satisfazer uma identidade
polinomial equivale a uma condicao de finitude. Mais resultados relacionados com
a primeira direcao mencionada acima se desenvolveram nos anos 60 e 70 e podem

ser encontrados nos livros de Jacobson [25], Procesi [38] e Rowen [45].
vii



Dois anos depois do Teorema de Kaplansky, a segunda direcao finalmente comegou
a se tornar mais concreta. Nesse ano, Amitsur e Levitsky [2] provaram, usando
métodos puramente combinatérios, que o polinomio standard (veja Exemplo 1.1.6)
de grau 2k ¢é a identidade de menor grau da &algebra de matrizes k x k sobre F.
Posteriormente, outras provas para este resultado apareceram (veja [41], [44]).

Como o conjunto Id(A) de todas as identidades de uma F-algebra A forma
um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F' (X), chamado de T-ideal de
A, para descrever as identidades polinomiais satisfeitas por A devemos encontrar
um conjunto gerador, como T-ideal, para Id(A). E ainda, como &lgebras distintas
podem ter o mesmo T-ideal, se torna mais conveniente estudar a classe das algebras
que satisfazem essas identidades, chamada a variedade gerada por A. Variedades
foram introduzidas por Birkhoff [3] e Malcev [34].

Neste sentido, em 1950, Specht conjecturou que todo T-ideal de uma algebra
associativa ¢é finitamente gerado sobre um corpo de caracteristica zero. Em muitos
exemplos esta conjectura foi provada nos anos seguintes, mas uma prova completa so
foi dada por Kemer em 1987. Mesmo assim, a descri¢ao do T-ideal de uma algebra é
em geral um problema arduo, pois o trabalho de Kemer nao mostra como determinar
tal base finita. Como exemplo, podemos citar a élgebra de matrizes My (F) para a
qual o T-ideal foi descrito somente para k = 2, até o presente momento. Por isto
determinar o grau minimo de uma identidade satisfeita por uma &lgebra pode se
tornar relevante.

Utlizando o conhecido processo de multilinearizacao, é possivel mostrar que todo
T-ideal é gerado pelos seus polinomios multilineares, se o corpo base é de carac-
teristica zero. Desta forma, para amenizar a dificuldade citada acima, em 1972
Regev [43] introduziu a sequéncia das codimensoes de A, ¢, (A) = dim#%? n>1
onde P, é o espaco vetorial formado pelos polinomios multilineares de F' (X) para,
de uma certa maneira, “medir” as identidades polinomiais satisfeitas por A. Assim,
o T-ideal também passou a ser estudado através do comportamento assintotico desta
sequéncia. E interessante observar que considera-se ¢,(A) e nao dim(P, N Id(A)),

pois Id(A) é muito “grande”.

O resultado que marcou o inicio deste tipo de investigagao foi o Teorema de Regev
[43], que mostra que a sequéncia das codimensoes de uma Pl-dlgebra é limitada expo-
nencialmente. Mais tarde, em 1978, Kemer provou que a sequéncia ¢, (A) é limitada
polinomialmente se, e somente se, ¥ e UT, nao pertencem a variedade gerada por
A, onde UT; é a algebra de matrizes triangulares superiores 2 x 2. Recentemente,
Giambruno e La Mattina [21] caracterizaram as algebras A cujas sequéncias das
codimensoes tém crescimento constante ou linear. Para tal caracterizagao, foi fun-
damental introduzir especificas Pl-subalgebras das dlgebras de matrizes, denotadas
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por M; com ¢ = 1,..., 7 determinando um conjunto gerador para os T-ideais de M;
quando ¢ < 6. Para M5, eles mostraram que suas codimensoes tém um crescimento
no minimo quadratico, deixando a questdo em descrevé-las em aberto. Em [49],
descrevemos explicitamente o T-ideal de M; e provamos que c¢,(M;) = n(n — 1)
para todo n > 4. Com esse resultado, observamos que as sequéncias de codimensoes
das algebras M;, 3 < i < 7 correspondem a fungoes quadraticas e que sao suficientes
para gerar todas as variedades minimais de crescimento quadratico.

Quando o corpo F' é de caracteristica zero, muitas vezes usamos a teoria de
representacoes do grupo simétrico para descrever um conjunto gerador para o 7-
ideal de uma algebra. Isto porque os T-ideais sao invariantes sob os endomorfismos,
e vemos que a acao natural do grupo simétrico S,, sobre P, o torna um .S,,-médulo e,
consequentemente, Pn+tl(f1) um S,,-médulo. Com isso, podemos decompo-lo em S,,-
submodulos irredutiveis e seu S,-caracter (dito co-caracter de A) em S,-caracteres
irredutiveis com suas respectivas multiplicidades, fazendo surgir a sequéncia dos co-
comprimentos, l,(A),n > 1, definida como sendo a soma destas multiplicidades.
Como [,(A) esta intimamente ligada a ¢, (A), descrevé-la pode se tornar necessério
para controlar o crescimento das identidades de uma dada algebra. Foi fundamental
fazer isto nos trabalhos de [21] e [49]. Isto serve para justificar a preocupagao em
fazer, neste texto, a decomposicao explicita da &dlgebra F'S, em soma direta de
algebra simples.

Por outro lado, Kemer também trabalhou com as chamadas dlgebras verbalmente
primas que sao tais que o seu T-ideal I satisfaz: I1I, C I = I C I ou I, C I, quando
I e I sao T-ideais. Ele mostrou, em [29], que, a menos de Pl-equivaléncia, as tinicas
algebras verbalmente primas nao triviais sdo My (F), My(E) e My (E) onde M ;(E)
é uma particular subélgebra de Mj,,;(F). Ainda se sabe pouco sobre as identidades
de tais dlgebras o que torna o seu estudo uma tarefa importante e, ao mesmo tempo,
desafiadora. Até o momento, considerando F' de caracteristica zero, somente para
as algebras E, My(F) e M, 1(F) os T-ideais sao descritos, respectivamente, em ([31],
[36]), [40] e [37].

Motivados por este problema, nos propusemos a trabalhar particularmente com
a algebra M,(FE), na procura de novas identidades, além daquelas ja consideradas
por Vishne em [51]. Nos dedicamos também & construcao de polindmios centrais
para esta algebra. Lembremos que um polinomio central de uma F-algebra A
¢ um polinomio f(xy,---,z,) € F(X) tal que f(ay,---,a,) € Z(A), para to-
dos aq,--- ,a, pertencentes a A. As identidades sdao os exemplos mais simples de
polinémios centrais, por isso sao ditas polinomios centrais triviais. Como exemplo,
podemos citar [x,75]* que foi o primeiro polinémio central nao trivial dado por
Wagner e Hall para My(F'). Outro exemplo é o polinémio [z1, x5], que claramente é
um polinomio central de £ que nao é uma identidade. O conjunto dos polinomios
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centrais de uma algebra A é o chamado T-espaco de A e existe um grande inte-
resse em descrever uma base finita de geradores para este espaco, sabendo que os
polinomios centrais multilineares sao suficientes para esta descricao. Muitas vezes,
fazer isto pode ser uma tarefa dificil o que torna questoes, como as listadas abaixo,
interessantes:

e Existe pelo menos um polinémio central de A que nao é trivial?
e Se existe, é possivel exibi-lo?

e Qual é o grau minimo de um polinomio central nao trivial de A?

Por muitos anos o polinomio de Wagner-Hall foi o tinico polinémio central nao
trivial conhecido para as algebras de matrizes. Mais tarde, Kaplansky, em [28],
conjecturou a existéncia de tais polinomios para estas algebras. Esta conjectura
foi provada, de forma independente, por Formanek em [14] e por Razmyslov em
[39]. Posteriormente, outros polinomios centrais foram construidos para M (F’), por
exemplo em [23], [12], [17]. Em [42], Rasmyslov também construiu polinémios cen-
trais nao triviais para My ,;(E) e Kemer [30] provou que toda élgebra verbalmente
prima possui um polinomio central que nao é uma identidade. Buscar a garantia
de existencia destes polinomios tem sido importante nao somente para o desen-
volvimento da teoria de estrutura, mas também para o desenvolvimento da direcao
combinatoria das Pl-dlgebras. Para algumas algebras é possivel fazer a descrigao
dos seus T-espacos de polinomios centrais, como por exemplo para a algebra de
Grassmann e para a algebra das matrizes triangulares superiores. Mas, em geral,
isto nao é conhecido.

Tanto para provar a conjectura de Specht quanto para provar alguns resulta-
dos importantes sobre as algebras verbalmente primas, Kemer fez uso de algebras
Zs-graduadas (ou superélgebras), introduzindo as algebras livres Zs-graduadas, as
identidades graduadas e, sobretudo, os ideais graduados. Podemos fazer esta ex-
tensao nao somente para Zs, como para qualquer grupo abeliano finito G e vemos
que esta se relaciona muito bem com as Pl-algebras e suas identidades ordinérias.
Assim, identidades graduadas tém contribuido com a teoria de algebras com identi-
dades polinomiais e além disso tém se tornado objeto de trabalhos independentes.

Em geral, quando trabalhamos com uma &lgebra Zs-graduada (ou G-graduada),
estamos tornando a descricao das identidades um pouco mais facil, pois de certa
maneira estamos estudando identidades de espacos “menores”. Por isso, é natu-
ral encontrar mais resultados envolvendo identidades graduadas de &algebras ver-
balmente primas com especificas graduagoes do que aqueles citados envolvendo as
identidades ordindrias. Como exemplo, em [19] temos a descricao das identidades



de E = Ey @ E; (graduagao candnica). Em [7], Di Vincenzo encontrou um conjunto
gerador finito para as identidades graduadas de Ms(F') e M;1(E), considerando as
Zo-graduagoes naturais. Em [33], La Mattina descreveu todas as identidades Zo-
graduadas de My ;(F) de grau menor ou igual a 5. Em [48], Vasilovsky considera
Zy-graduacoes naturais de M (F') e descreve uma base para as suas identidades
Zy-graduadas, resolvendo uma questao sugerida por Shestakov.

Podemos também estender o conceito de polindmios centrais para polinomios
centrais Zs-graduados (ou mais geral, G-graduados) e passar a tratar tais buscas
para algebras Zs-graduadas (ou G-graduadas). Neste trabalho, um dos propdsitos foi
provar resultados sobre identidades polinomiais Zy-graduadas e polinomios centrais

Zsy-graduados de M = M(E) = ( g g ) ® ( 2 g )

Com a meta de cumprir os objetivos ja citados acima, este trabalho se desen-
volveu em quatro capitulos. No primeiro capitulo, introduzimos as defini¢oes bésicas,
como identidades polinomiais, T-ideais, polindomios multihomogéneos e multilinea-
res, variedades de algebras, polinomios centrais, sequéncia das codimensoes e dos
co-comprimentos entre outros, e listamos os principais resultados a eles relacionados
que serao necessarios no decorrer deste texto. O Capitulo 2 trata sobretudo da teoria
de representagoes do grupo simétrico .S,,, da algebra M; e das variedades minimais
de crescimento quadratico. Este capitulo se inicia com as ferramentas dadas, em
1929, por A. Young que sao fundamentais para a descricao explicita dos médulos
irredutiveis de S,, através da algebra de grupo F'S,,. Em seguida, damos um exemplo
da boa relacao entre esta decomposicao e a descricao das identidades de uma dlgebra
através da algebra de Grassmann e sua completa descricao. Dando prosseguimento,
relacionamos o grupo simétrico S,, com a teoria de representacoes do grupo linear
geral GL, e descrevemos, em mais duas segoes, o T-ideal, o co-caracter, a sequéncia
das codimensoes e dos co-comprimentos da particular dlgebra M;. Para finalizar
o capitulo tratamos as variedades minimais de crescimento quadratico e as classifi-
camos a partir da descricao feita na secao anterior.

Os préximos capitulos lidam com a algebra verbalmente prima Ms(E). Em es-
pecial, no terceiro capitulo, determinamos um método para a obtencao explicita de
polinémios centrais ordinarios de um grau especifico para My(FE). Este método é
construido tendo como base a decomposicao da algebra de grupo F'S,, e os idem-
potentes essenciais er, que geram os seus S,-médulos irredutiveis. Este capitulo se
divide em quatro secoes, as duas primeiras sao responsaveis em mostrar que, para
descrever os polinomios centrais de um grau fixo de uma dada algebra, basta se
preocupar com polinomios centrais especiais, denominados do tipo 7. E ainda, que
tal busca pode ser feita a partir de uma subdlgebra. Os conteidos das Secoes 3.3 e
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3.4 baseiam-se nestes fatos para criarem resultados e rotinas desenvolvidas no soft-
ware GAP, para a construgao de polinémios centrais de um grau fixo de My(F)) e,
consequentemente, de My(E), buscando com isso o grau minimo de um polindémio
central nao trivial de My(FE).

O 1ltimo capitulo inicialmente introduz as nogoes bésicas da extensao que pode
ser feita da teoria das Pl-algebras para as algebras G-graduadas, onde G é um grupo
abeliano finito. Este capitulo tem como objetivo estudar a algebra Zs-graduada
M, provando resultados que envolvem as suas identidades Z,-graduadas e seus
polinomios centrais Zs-graduados. A Secao 4.2 trata a acao, e suas consequéncias,
do grupo GL,, X GL,, sobre o subespaco de F' (Y U Z) dos polinémios homogéneos
de grau n > m envolvendo somente as variaveis i, ..., Ym, 21, --- Zm, para que possa
ser usada na determinacgao de uma base finita para as identidades graduadas de grau
no maximo 5 de M, assunto que compoe a Sec¢ao 4.3.

Na Sec¢ao 4.4 mostramos que o subespaco que completa o espaco das identidades
graduadas de M no espaco dos polinomios centrais graduados de M é gerado pelos
polinémios g1 = [[z1, 22, [23, 24]] € g2 = [z1 © 29,23 0 2z4]. Para isto, além de di-
versos lemas técnicos, precisamos tratar o subespaco da algebra livre Z,-graduada
F (Y U Z) formado pelos polinomios que, quando avaliados em quaisquer elementos
de M dé como resultado uma matriz de traco zero.

O texto termina com algumas consideracoes finais onde levantamos questoes que
ainda ficaram pendentes e, sobretudo, deixamos claro ao leitor o desejo em continuar
com tais pesquisas.

Ressaltamos ainda que, a menos de alguma mencao ao contrario, durante todo o
texto F' serd um corpo de caracteristica zero e A uma F-algebra associativa.
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Capitulo 1

Identidades polinomiais e
PI-algebras

Neste capitulo vamos apresentar defini¢oes e resultados basicos da teoria de iden-
tidades polinomiais de algebras associativas. Isto sera feito discutindo a dualidade
entre T-ideais da algebra livre e variedades de algebras, provando propriedades en-
volvendo os polindmios multilineares e multihomogéneos de tais ideais, construindo
os T-espacos da dlgebra livre através dos polindmios centrais e, finalmente, intro-
duzindo duas importantes sequéncias numéricas: a sequéncia das codimensoes e a
sequéncia dos co-comprimentos de uma algebra.

1.1 Conceitos basicos

Seja X = {x1, 2, ...} um conjunto infinito e enumeravel de elementos nao comu-
tativos. Vamos chamar tais elementos de wvaridveis e considerar uma palavra em
X como sendo uma sequéncia x;, T,...x;, com n € N e x;; € X, incluindo o 1, para
ser a palavra vazia.

n

Tomando F(X) para ser o espaco vetorial que tem uma base formada por to-
das as palavras em X e munindo F'(X) com a multiplica¢do natural definida por
justaposigao temos que F(X) é uma dlgebra livre associativa com unidade
gerada por X. De fato, nao é dificil ver que se A é uma F-algebraese ¢ : X — A
é qualquer aplicacao tal que @(z;) = a;, para todo i € N, entdo existe um tnico
homomorfismo ¢ : F(X) — A, a saber ¢(1) = 14 e ¢(x;,x4y...1;,) = ay,a4,...q;, , tal
que ¢|x = ¢. Agora, observe que o subespago de F'(X) formado pelos polinémios
sem termos constantes ¢ uma dlgebra li’lf’r’e assoctativa gerada por X.
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Chamaremos de mondémzios os produtos de um escalar por uma palavra de X e
os elementos de F'(X), que sdo somas formais destes monomios, de polinémios. Se
f € F(X) escreveremos f = f(x1,x2,...,2,), onde 1, s, ...,x, € X sdo as Unicas
indeterminadas aparecendo em f. Para os elementos de X usaremos os simbolos
x,z;. Também usaremos y,v;, 2, z;, w, t,v para novos elementos de X, quando for
necessario.

Definicao 1.1.1 Sejam m € F(X) um monomio e z; € X. Definimos o grau de
x; em m, denotado por deg,,m, como sendo o numero de ocorréncias de x; em m.
Se m = m(Tiy, Tiyy ..., Ti,) € UM MONOMIO NAS VATIGVELS Ty, Tig, ..., Ti,, LEMOS quE O
grau de m € dado por deg m = deg,, m + deg,,, m + ... + degy, m. Se f € um
polinomio de F(X) entao o grau de f, denotado por deg f, é o maior grau obtido
entre seus monomios.

Se f = f(x1, 9, ...,x,) € F(X), vamos denotar por f(ay,as, ...,a,) a imagem de
f por ¢. Observe que f(aq,as, ...,a,) é um elemento de A obtido substituindo-se x;
por a; em f.

Defini¢ao 1.1.2 Seja A uma F-dlgebra e f = f(x1,29,...,2,) € F(X). Dizemos
que f é uma identidade polinomial de A se f(ai,as,...,a,) = 0, para todo
ai, s, ...,a, € A e escrevemos f =0 em A.

Como o polinomio trivial, f = 0, é uma identidade para toda algebra A, estabe-
lecemos o seguinte.

Definicao 1.1.3 Se A satisfaz uma identidade polinomial nao trivial, entdo temos
que A € uma PI-dlgebra.

Isto motiva considerar o ideal de F(X)
Id(A) ={f e F(X)/f=0 em A}

formado por todas as identidades polinomiais de A. Além disso, se f = f(z1,...,x,) é
qualquer polinémio em Id(A) e g1, ..., g, sdo polindémios arbitrarios em F(X) é claro
que f(g1,...,9n) € Id(A). Como qualquer endomorfismo de F(X) é determinado
pela aplicagao z; — ¢;, para i = 1,2, ..., com g; € F(X), segue que Id(A) é um ideal
invariante sob todos os endomorfismos de F'(X).

Definigao 1.1.4 Um ideal I de F(X) é um T-ideal se (1) C I para todo endo-
morfismo ¢ de F(X).
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Assim, dada uma élgebra A, Id(A) é um T-ideal de F(X), chamado o T-ideal

de A. Por outro lado é facil verificar que todos T-ideais de F'(X) sao desse tipo. De

F(X
fato, se I é um T-ideal, sem muitas dificuldades pode-se provar que Id (¥) =1.

Além disso, dado um subconjunto S de F/(X), podemos definir o T-ideal gerado
por S, denotado por (S),., como sendo

(S) = spanp{h19(g1, ..., gn)h2 | g € S € h1,g1,.... gn, ha € F(X)}.

Dizemos que f é consequéncia de S se f € (S); e que dois conjuntos de
polinémios S e Sy, sao ditos equivalentes se (S); = (S1)p. E ainda, escreveremos
(f1, f2, .., [r)p para indicar (S), se S = {fi, fo, ..., fr}. Note que se S C S; entao
(S)r S (St)p-

Assim, dada uma PI-algebra A, questoes envolvendo suas identidades passam ser
interessantes. Podemos relatar algumas:

Questao 1: Existe um subconjunto S de F(X) finito tal que Id(A) = (S),?
Questao 2: Se existe tal subconjunto S, como determiné-lo?

Questao 3: Qual é o menor grau que uma identidade polinomial de A (que deno-
tamos por Plgrau(A)) pode ter?

Em 1978, Kemer mostrou que a questao 1 tem resposta positiva se A for asso-
ciativa e F' for de caracteristica zero, que é exatamente nosso caso. Quando isto
acontece, dizemos que A possui a propriedade de Specht (pois W. Specht, em
1950, foi o primeiro a levantar tal questdao). Mas, em geral a questao 2 é muito
dificil de ser respondida como mencionamos na introducao. Nestes casos, responder
a questao 3 se torna algo valioso.

Vejamos alguns exemplos de identidades polinomiais e de T-ideais de algumas
PlI-algebras. Alguns deles serao provados futuramente. Porém, vamos antes lembrar
que, para quaisquer a,b € A, o comutador de Lie de peso 2 é dado por

[a,b] = ab — ba

e que, por defini¢ao, o comutador de peso n, é [ay, ..., a,_1,a,] = [[a1, ..., an_1], @],
para todo n > 2 e para todo a; € A.

Exemplo 1.1.5 Se A € uma dlgebra comutativa entao Id(A) D ([x1, xa])p.
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Exemplo 1.1.6 Considere o polinomio

Styp(x1, ..y xy) = Z (891 0)To(1)---To(n)
oESn
onde S, € o grupo simétrico sobre {1,2,...n} e sgno € o sinal da permuta¢ao
o. Tal polinomio é chamado de polinémio standard de grau n. Em 1950
Amitzur-Levitzki [2] provaram que a dlgebra M, (F) satisfaz a identidade standard
Ston(x1, ..., Top). Sem muitas dificuldades é possivel mostrar que nenhuma identi-

dade de M, (F) pode ter grau menor que 2n (veja [20], Teorema 1.7.2). Portanto,
Plgrau(M,,(F))=2n.

Exemplo 1.1.7 A dlgebra My(F) satisfaz a identidade [[z1, xo]?, x3]. Para ver isto,
basta notar que o trago de |a,b] € nulo para todos a,b € My(F) e que, para qualquer
c € My(F), seu polinomio caracteritico € x* — tr(c)z + det(c)ls, onde I é a matriz
identidade 2 x 2. Além disso, em 1973 Razmyslov [40] provou que Id(Ms(F)) é
finitamente gerado, determinando uma base com 9 identidades de graus 4,5 e 6.
Posteriormente, Drensky [10], reduziu o nimero de geradores mostrando que

Id(M>(F)) = <Hx17$2]2,1'3]>St4(1’1,9€2,$3,$4)>

T

Exemplo 1.1.8 Para n > 2, a dlgebra UT,, das matrizes n X n triangulares supe-
riores satisfaz [x1, xs|[xs, T4]...[Ton_1,%2,] = 0. Para isto, basta ver que a dlgebra
[UT,,UT,] ¢ nilpotente. E possivel mostrar que

Id(UT,) = ([x1, x2][ws, T4]...[T2n—1, T2n])p -

Faremos a prova paran = 2 mais adiante. O caso geral seque de modo andlogo (veja
[13], Teorema 5.2.1).

Este ultimo exemplo sera uma ferramenta fundamental para o nosso trabalho.

Exemplo 1.1.9 Neste exemplo, vamos considerar E a dlgebra de Grassmann
(ou dlgebra exterior) de dimensdo infinita, ou seja, tomamos I C F (X) tal que
I = {zxj+ajz; 1,5 > 1}) e para cada i = 1,2, ... fazemos v; = x; + 1. Assim, E
¢ definida como a dlgebra gerada por 1,vy,vs, ..., ou seja,

E = <1,’01,U2, w2 U0y = —’Ujl)i> .
Observamos que podemos decompor B = Ey @ E, onde
Ey = spang {’UZ‘I’UZ‘Q...UI'%‘]. <1 < ig... < l9g, k> 0}7

E, = Spang {Ui1vi2~ |1 <1 < ig... <i2k+1,k320}.

"Ui?k-ﬁ—l

Nao é dificil ver que:
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® Up(i)Vo(in)---Vo(in) = (891 O)V; Viy... 05,

e FEy é o centro de E e |E, E] C Ey.

Portanto [[x1,xs],x3] = 0 em E. Vamos provar (Terorema 2.53.3) que Id(E) =

([21, 22, T3]) -

1.2 Variedades de algebras

As identidades polinomiais de uma dada dlgebra A podem também ser iden-
tidades para outras algebras diferentes. Portanto, quando estudamos um determi-
nado conjunto de polinomios S é mais apropriado considerarmos a classe de todas as
algebras satisfazendo todas as identidades de .S. Isto nos leva a nocao de variedades
de algebras.

Definigao 1.2.1 Dado um conjunto ndo vazio S C F(X), a classe de todas as
dlgebras B tais que S C Id(B) é chamada variedade V = V(S) determinada por
S e dizemos que 1d(V) = (S); € o T-ideal da variedade V. Em particular, se
Id(V) = Id(A), para alguma dlgebra A, vamos denotar V = var(A) e dizer que V €
a variedade gerada por A.

Observacao 1.2.2 Se V = V(5) € uma variedade entdo V = var(A), para alguma
dlgebra A. De fato, seja I = (S), = Id(V) e tome A = @ Logo, 1d(A) =1 =
Id(V) e V = var(A).

Exemplo 1.2.3 A classe de todas as dlgebras comutativas é V = V(S) onde S =

{[21, 2ol }-

Exemplo 1.2.4 A classe de todas as dlgebras nil de expoente limitado por m €
YV =V(S) onde S = {z"}.

Kemer mostrou em [29] que as variedades primas tém um papel fundamental
na teoria das variedades de algebras. Recordamos que uma variedade nao trivial
de dlgebras V € prima se I1d(V) é verbalmente primo, ou seja, para quaisquer
T-ideais I e Iy , o fato I1I, C Id(V) implica que ou I; C Id(V) ou Iy C Id(V). E
ainda, dizemos que uma algebra A é verbalmente prima se a variedade gerada
por A, V = wvar(A), é uma variedade prima.
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Considerando k > 1 > 1 e a seguinte subélgebra de M (E):

Mk,l(E) = {< Z g ) P e Mk(Eo), S e MZ(E()), Q c kal(El); R e Mlxk(El)};

o resultado que classifica as variedades primas é o proximo.

Teorema 1.2.5 (Kemer, 1985) Qualquer variedade ndo trivial de dlgebras V é
prima se, e somente se, V = var(M,(F)) ouV = var(M,(E)) ouV = var(My,(E)).

Kemer provou ainda que o produto tensorial de algebras verbalmente primas é
uma algebra verbalmente prima. Em particular,

(1) var(My (E) ® M, 4,(E)) = var(M,s(E)), onde r = kp+lge s=kq+Ip
(2) var(M (E) ® E) = var(M(E))

(3) var(E ® E) = var(M;1(F)).

Além disso, Kemer provou que dada uma F-algebra A, existe um inteiro positivo
n tal que var(A) C var(M,(F)), o que evidencia a importancia das dlgebras de
matrizes sobre a dlgebra de Grassmann.

1.3 Polindomios homogéneos e multilineares

Como carF = 0, e portanto, F' ¢ infinito, o estudo das identidades de uma dada
algebra pode se reduzir ao estudo dos polindmios multilineares ou multihomogéneos.
Nesta secao daremos as definigoes correspondentes e provaremos esta reducao.

Seja F), = F(x1, ..., xx) o subespaco de F(X) gerado pelos monémios envolvendo
somente as variaveis xy, ..., Ty sem termos constantes. Tal dlgebra pode ser natural-
mente decomposta como:

F,=FVeFYq .. (1.1)

)

onde, para cada n > 1, F; ,En ¢ o subespaco gerado pelos monomios de grau n.

A decomposicao (1.1) ainda pode ser refinada como segue: para cada n > 1,
escreva
F}gn) _ @ Féll7~--,lk)’
i1+...+ig=n

onde F,g“’“"”“) ¢ o subespaco gerado por todos os monomios de Fj de grau ¢; em
T1,..., grau i em .
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E claro que tais decomposicoes se estendem de maneira natural para F(X).
Portanto, se f = f(x1,...,zx) € F(X), podemos sempre escrever

f= Z f(ilv---aik)

i1>0,...,i5>0

onde fli) ¢ Fé“z’“) ¢ a soma de todos os monémios em f, onde x; aparece
com grau %1, ..., Tx aparece com grau .

Definicao 1.3.1 Um polinomio f pertencente a Fk(n), para algum n > 1, serd dito
homogéneo de grau n. Também dizemos que f é homogéneo na varidvel x;,
se x; aparece com o mesmo grau em todos os seus monomios, e que f € multi-
homogeneo (guando for homogéneo em todas as varidveis. Ainda, os polinomios
flsein) iyeth) que sao nao-nulos sao chamados componentes multiho-
mogéneas de multigrau (iy, ..., ).

O proximo resultado nos da uma importante ferramenta na tarefa de construir um
conjunto gerador para T-ideais, quando F' é infinito. De fato, este resultado mostra
que se F' é um corpo infinito entao todo T-ideal é gerado pelos seus polinomios
multihomogéneos.

Teorema 1.3.2 Seja F' um corpo infinito. Entao [ é uma identidade polinomial
para a dlgebra A se, e somente se, toda componente multihomogénea de f é também
uma identidade polinomial para A.

Demonstragao. Note que uma direcao ¢ trivial. Para cada z;, 1 <t < n, podemos
m

decompor f = > fi;, onde f; é a soma de todos os mondmios de f nos quais zy
i=0

aparece com grau ¢ € m = deg,, f. Por um argumento indutivo, é suficiente provar

que, para cada variavel x;, f; = 0 para todo ¢ > 0, para obtermos o resultado.

Para isto, sejam «, ..., a,, elementos distintos de F'. Claramente, para 7 =0, ..., m,

f(x1, ..., o2, ..., xy) € Id(A). Como cada f; é homogénea em z; de grau ¢ temos

que fi(@1, ..., 5, .. Tp) = O fi(1, . Ty, o, ). Logo,

f(xy, o, 0y, o xy) = Zaéfi(xl, ey ) =0, (1.2)
i=0

em A, para todo 7 = 0,...,m. Portanto, para cada aq,...,a, € A se escrevemos
filay,...,a,) = f;, temos

1 (070 0487' _/'j(]
1 oy ... aof f

1 '1 1 _ O
1 a, o fm
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Como o determinante de Vandermonde det(B') = [ (o — ) # 0 e

0<i<j<m
det(B') = det(B), segue que fo, ..., fm sdo identidades de A, como querfamos. =
Dentre os polinomios multihomogéneos, um papel importante é desempenhado
pelos multilineares.

Definigcao 1.3.3 Um polinomio f € linear na varidvel x;, se x; ocorre com grau
1 em cada monomio de f. Um polinomio que € linear em cada uma de suas varidveis
¢ dito multilinear.

Observacao 1.3.4

1. Se f(x1,...,z,) € um polinémio linear numa varidvel, digamos x, entao

f (Z aiyz-,xg,...,xn> = Zozif(yi,xg, ey T,
para todos oy € F, y; € F(X).

2. Um polinomio f(xy,...,x,) € F(X) é multilinear se ele é multihomogéneo de
multigrau (1,1, ..., 1), neste caso é sempre possivel escrevé-lo na forma

f(xla X2, 7xn) = Z AoTo(1)Lo(2)+-La(n)s

gESy

onde a, € F' eo € °5,.

3. Seja A uma F'-dlgebra gerada por um conjunto B sobre F. Pelo item 1, seque
que se um polinomio multilinear f se anula em B entao f € uma identidade
polinomial de A.

O préximo objetivo é apresentar o Processo de Multilinearizacao que tem
como funcao obter uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k a partir de
uma identidade polinomial arbitraria de grau k£ de uma &algebra A . Vejamos como
funciona este processo e, em seguida, veremos um resultado que nos fara concluir
que, em caracteristica zero, todo T-ideal é gerado pelo conjunto formado pelos seus
polinémios multilineares.

Seja f(z1,xe,...,x,) € F(X) uma identidade polinomial para A. Se deg,, f <1
para todo i entao aplicando endomorfismos convenientes de F'(X), podemos eliminar
monomios até obtermos uma identidade polinomial multilinear. Assim, podemos
supor que existe uma variavel, digamos xi, tal que deg,, f = d > 1. Considere o
polinomio

h(yr + Yo, Toy ooy ) = f(y1 + Y2, Ty ooy @) — (Y1, T2y ooy xn) — f(y2, T2y ooy ).
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Note que h € Id(A) e que degh < degf. Mostremos que h # 0. Suponha que
h = 0. Trocando as variaveis y; e yo por x; segue que

fQxy, xa, .., xy) = 2f (21, 20, ..., 7).

Por outro lado, se decompormos f na soma f = fo+ fi+...4+ f4 onde f; é a soma de
todos os monomios de f nos quais z; aparece com grau i temos f;(2x, xo, ..., T,) =
2' fi(xy, xg, ..., x,) 0 que implica

fo+2fi+ . +2fa=2(fo+fit .t fo)=fo=22=2)fa+..+(2'=2) [y

o que contradiz a desigualdade d > 1. Como deg,, h = deg,h = d — 1 < deg,, f,
por um argumento indutivo obtemos um polinomio que é multilinear e que continua
sendo uma identidade polinomial de A.

Teorema 1.3.5 Se carF' = 0, todo polindmio nao nulo f € F(X) ¢é equivalente a
um conjunto finito de polinomios multilineares.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.3.2, podemos supor que f = f(z1,%2,...,2,) é
multihomogeénea. Aplicamos a f o processo de multilinearizagao: se deg,, f =d > 1
entao escrevemos:

d
h = f(yl + Y2, T2, 7xn) = Zgi(yhy% I, "'7'In27
i=1 7
onde degy, g; = 1, degy,g; = d — i e deg,,g9; = deg,, f, para todo t = 2,...,n. Como
h =0 em A temos, pelo mesmo argumento do teorema anterior, que g; € (f),, para
todo i. Por outro lado, note que, para cada i, temos

d
Gi(Y1, Y1, T2, oy Ty) = < ; )f(yl,a:Q,...,xn).
d .
Como carF = 0 segue que ( ; ) # 0, e portanto, (f); = (g1, ..., ga)7. Induti-

vamente podemos completar a demonstragao. [

Vamos finalizar esta secao observando que qualquer polinomio multilinear f de
grau n pode ser escrito como uma combinacao linear sobre F' de polinomios do tipo

Tjy ... T C1...Cs (1.3)

com i1 < ... < 1, e onde cq,...,cs sao comutadores de peso arbitrario nas demais
variaveis x;,, ..., x; tais que k +r = n. Podemos ver que isto ¢ possivel, usando o
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt ([13], Teorema 1.3.2) e o Teorema de Witt ([13],
Teorema 1.3.5).
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1.4 Polindmios centrais e T-espacos

Nesta secao vamos apresentar os conceitos e resultados basicos envolvendo os po-
linomios centrais de uma algebra necessarios para o desenvolvimento deste trabalho,
iniciando com a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.4.1 Sejam A uma F-dlgebra e [ = f(x1,29,...,x,) € F(X). Dize-
mos que [ € um polinémio central de A se f(ay,as,...,a,) € Z(A), para todo
ai, as, ..., a, € A.

Claramente, por esta definigdo, podemos dizer que f € F(X) é um polinémio
central de A se, somente se, [f,z] € Id(A). Denotaremos

CA) ={f e F(X) | [f,a] € Id(A)}

o conjunto formado por todos os polindmios centrais de A.

Observagao 1.4.2 C(A) é um espago vetorial tal que se f = f(x1,...,x,) € C(A) e
G1y ey G SGO polindmios arbitrdrios em F(X) entdo f(g1,...,9n) € C(A). Portanto,
C(A) € um subespago invariante sob todos os endomorfismos de F(X).

Definigao 1.4.3 Um subespaco V de F(X) é um T-espago se p(V) CV para todo
endomorfismo ¢ de F(X).

Portanto, dada uma algebra A, Id(A) e C(A) sdo T-espagos de F(X) onde C(A)
sera chamado T-espago de A. Note que Id(A) C C(A).

Além disso, dado um subconjunto S de F(X), podemos definir o T-espago
T
gerado por S, denotado por (S)", como sendo

<S)T = spanp{g(g1,..,9n) | g€ S e g1,....,gn € F(X)}.
Usaremos (f1, fa, ...,fr)T ao invés de (S>T se S ={f1, fo, .., f+}.

Da mesma forma que acontece com as identidades, determinar um subconjunto
finito S de F(X) tal que C(A) = (S)" ou até mesmo determinar um polinémio
central nao constante de A que nao seja uma identidade sao problemas interessantes
e podem se tornar dificeis. Observe que quando o primeiro problema é resolvido
ocorre a descricao dos polinomios centrais de A. Portanto, quando falarmos em
“descrever um T-espaco V7, estamos falando em encontrar um subconjunto S de
F(X) tal que V = (S)". A préxima observacio se torna extremamente importante
para este tipo de questao.

Observagao 1.4.4 Através dos mesmos argumentos usados para T-ideal, pode-se
provar que, para qualquer F-dlgebra A, C(A) é um T-espago gerado pelo conjunto
formado por todos os seus polinomios multilineares se carF = 0. FE pelos seus
polinomios multihomogéneos, se F € infinito.
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Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.4.5 O polinémio [xy,x5)*> é um polinémio central para My(F) (veja
Ezemplo 1.1.7) e foi o primeiro dado para esta dlgebra. Okhitin [35] descreveu
C(Ma(F)).

Formanek, em [1}] e Razmyslov, em [39], mostraram que M, (F') tem polinémio
central que ndo € uma identidade, para todon > 1. O polinomio central de Formanek
¢ de grau n?, jd o de Razmyslov tem grau maior. Mas, Halpin [23] deduziu do
polinomio dado por Razmyslov um outro de grau n?®. Portanto isto levava a crer
que, paran > 3, n* era o menor grau que um elemento de C'(M,(F))\ Id(M,(F))
poderia ter. Mas, em [11], Drensky e Kasparian construiram um novo elemento de
C(M,(F)\Id(M,(F)) de grau 8 para Ms(F). Em [15], Formanek conjecturou que o
grau minimo de um elemento de C(M,(F))\I1d(M,(F)) é (n*+3n—2), paran > 3.
Por outro lado, Drensky em [12], construiu um elemento de C (M, (F))\ Id(M,(F))
de grau (n — 1) + 4, para qualquer n > 3, e até o momento este € o elemento de
C(M,(F))\ Id(M,(F)) de menor grau construido.

Isto mostra que o problema de buscar o menor grau de um elemento de C'(A) \
Id(A) de uma algebra A é interessante e pode se tornar nada facil dependendo da
algebra.

Exemplo 1.4.6 Temos que, para qualquer dlgebra A, C(UT,(A)) = Id(UT,(A))
para n > 1, ou seja, UT,(A) ndo tem polinémios centrais que nao sejam as iden-
tidades. De fato, sejam f = f(x1,...,x,) € C(UT,(A)) e X1, X, ..., X;, € UT,(A).
Logo, para cada i@ = 1,....,.n, X; = D; + N; onde D; sao matrizes diagonais e N;
sao matrizes com diagonais nulas. Assim, f(Xi,...,X,) = f(D1,...,D,) + N onde
N continua sendo uma matriz de diagonal nula. Por outro lado, se aq,...,a, € A
e e;; € a matriz elementar de posicdao (i,j) de M,(F) temos que f(ay,...,a,)enn =
flarern, ...,anern) = alerr + ... + enn), para algum a € Z(A), pois Z(UT,(A)) =
{a(er1 + ... + enn)la € Z(A)}. Mas, isto so € possivel se f(ay,...,a,) = a =0, ou
seja, f € Id(A). Portanto, f(Ds,...,D,) =0, isto €, f(Xi,...,X,) = N. Porém,
f(Xy,...X,) € Z(UT,(A)) é diagonal, o que implica, f(Xq,...,X,) = 0. Assim,
feldUT,(A)).

Exemplo 1.4.7 O polinémio [x1, z5] € um polinémio central para E. E mais C(E) =
([x1, 23], [w1, 25][2s, 24]))". De fato, seja V. = ([x1, 2], [x1, x5][x3,24]). Nio é
dificil ver que [x1, 5] e [x1,xo][x3,x4] sdo polindmios centrais, o que implica que
V C C(E). Agora seja [ = f(xq,...,x,) € C(E). Como carF = 0, podemos supor
que f € multilinear. Como, para todo o € S,,, temos

To(1)---To(n) = L1Lo(k+1)---Lo(n)Lo(1)---Lo(k—1) — [xl$a(k+1)~~xa(n)a xa(l)-ﬂxa(k‘—l)]
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onde o(k) = 1, seque que f = x19(x2,...,x,) mod V onde g é multilinear. Logo,
r19(xe,...,x,) € C(E). Mas, se g(ag,...,a,) = a # 0, para as,...,a, € E, €
possivel escolher b € E tal que ba ¢ Z(E) = Ey, o que € um absurdo. Assim
a =0, e g € Id(E). Por outro lado, como [r1,xe,x3lTs = |[[x1,T]T4, 3] +

(21, xa][T3, 4] € V temos que x4[xy, o, 3]s = [xl,gcg,a:4x3]x§— [x1, X9, 964]:163955j eV.

(. (-

-~ ~"

ev ev
Portanto, Id(E) = ([x1, 22, x3])7 €V e assim, f € V.

1.5 Codimensoes e co-comprimentos

Para minimizar a dificuldade na descricao de um T-ideal de uma F-algebra A,
duas sequéncias numéricas ¢, (A) e [,(A) para n = 1,2, ..., ditas sequéncia de codi-
mensoes de A e sequéncia de co-comprimentos de A, respectivamente, sao associadas
a A para, de uma certa maneira, “medir” as identidades polinomiais satisfeitas por
A. Desta forma, o T-ideal Id(A) passa a ser estudado através do comportamento
assintético destas sequéncias. A responsabilidade desta secao é de construir tais
sequéncias e mostrar suas relagoes com o T-ideal.

Como vimos na Segao 3, o T-ideal das identidades de A ¢é gerado pelo conjunto
de seus polinomios multilineares, isto motiva introduzirmos

P, = spanp{z,0)...%0m)|0 € Sp}.

o F-espaco vetorial dos polinomios multilineares em x1, ..., z,,.

Assim, Id(A) é gerado pelos subespagos (P N Id(A)) & (PN Id(A)) & ... &
(P,N1Id(A)) ... na algebra F(X). Logo, as dimensoes dos espagos P, N Id(A) nos
fornecem, de certa forma, o crescimento das identidades da algebra A. Por razoes
que podem ser vistas por exemplo no Teorema 1.5.6, é mais conveniente considerar
as codimensoes de P, N Id(A) em P,.

Definicao 1.5.1 Seja A uma F-dlgebra e consideremos

P

Fald) = 55 1d(A)

Para todo n > 1, dizemos que
cn(A) = dimp P,(A)

¢ a n-ésima codimensao de A. Além disso, se V = V(S) variedade gerada
por S C F(X) entao definimos c,(V) = ¢,(B), onde B € qualquer dlgebra tal que
Id(B) = (S); , e dizemos que € a n-ésima codimensdo da variedade V. Em

particular, se V = var(A) entdo c¢,(V) = c,(A).
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Claramente, dim(P, NId(A)) = n!—¢,(A) e observamos que A é uma PI-algebra
se, e somente se, ¢,(A) < n!, para algum n > 1.

Notamos ainda que, se B é uma F-dlgebra tal que B € var(A) entao (P, N
Id(A)) C (P,NId(B)) e dim(P,NId(A)) < dim(P,NId(B)), paratodon = 1,2, ...,
e portanto, ¢,(B) < ¢, (A).

Exemplo 1.5.2 Se A € nilpotente (A™ = 0) entao c,(A) = 0, para todo n > m.

Exemplo 1.5.3 Se A € comutativa entao c,(A) < 1, para todo n > 1.

Exemplo 1.5.4 Para todo n > 1, temos c,(UTy) = 2" ' (n — 2) + 2. Além disso,
1d(UTy) = ([, wo][rs, 24])7

De fato, desde que [z, zo][x3, 24] = 0 em UTy, se tomamos Q = ([x1, Ta][T3, T4]) p,
temos Q C Id(UT3) e ¢,(UT) < ¢,(Q) onde Q = V(Q). Vamos agora computar
cn(UTy) exibindo uma base para o espago P,(UTy) = #?UD)'

Usando (1.3), podemos dizer que qualquer polinomio f € P, pode ser escrito,
modulo @, como uma combinagao linear de polindmios do tipo x;,...z;, [T, ..., T;,]
onde i1 < ... < i, em—+s=mn. Usando cdlculo de comutadores, ordenamos ji; > jo
e Jo < ... < js €, portanto, o conjunto S formado pelos polinomios do tipo

Tiy T, [Thy Ty s oy T, (1.4)

onde iy < ... <ipm, j1 < ... < Jn-m-1 €k > 71, m#n—1 geram Png. Consequente-

mente, ¢, (UTy) < c,(Q) < |S|. Além disso, os elementos em (1.4) sdao linearmente
independentes modulo o T-ideal I1d(UT3). De fato, consideremos

floy, . xn) = Z arn Xk € 1d(UTS).

1,0k

OTLd@ I = {’il, ...,im}, J = {jl, -'-7jn—m—1} € XI7J7]<; = (L'Z‘l...l‘im [ZEk,{L‘jl, ...,$jn7m71].

AgOT’O,, tome aj; = ... = Q;,, = €11 + €29, (A = €12 € Cljl, ...,ajn_m_l = €92, para
todo i,7 = 1,2. Portanto,

0= f(ab e Gn) = Qg k€12 = QgL = 0.
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Assim, ¢, (UTy) > |S|, o que implica, ¢,(UTy) = ¢,(Q) = |S|. Concluimos que
Id(UT,) = Q e que S € uma base para P,(UTy). Agora vamos calcular |S|. Se 0 <

”m ) (n—m—1).

n JE—
No caso em que m = n, temos exatamente um monomio xi...r, € assim,

om- (50 £ () £0) ()

Jj=2 Jj=2 j=0 j=0

~ . . \ n
m < n—2 entdo este nimero ¢ igual a (n—m—1) =
m

J/

~"~ ~"~
nan—1 an

= 2" l(n —2) + 2.

Exemplo 1.5.5 Veremos mais adiante no (Teorema 2.3.3) que c,(E) = 2""1, para
todon > 1.

O comportamento da sequéncia de codimensoes de uma dada F-algebra A tem
sido persistentemente estudado e, em geral, nao é facil calcular precisamente os seus
valores. Sabemos que ¢,(A) < n!, mas no caso em que A é uma Pl-dlgebra, o
seguinte teorema de Regev, dado em 1972, garante que ¢,(A) é exponencialmente
limitada.

Teorema 1.5.6 ([20], Teorema 4.2.3) Se a dlgebra A satisfaz uma identidade de
grau d > 1 entdo c,(A) < (d —1)*.

Em 1978, Kemer provou que a sequéncia ¢, (A) é limitada polinomialmente se, e
somente se, E, UT, ¢ var(A), o que explicita a importancia das algebras F e UTs.

Ja em 2005, Giambruno e La Mattina introduziram uma lista de PI-algebras que
tém um papel fundamental na caracterizacao das algebras A com crescimento lento
de suas codimensoes. Estas Pl-dlgebras sao as seguintes subalgebras de UT5:

(5 5) e (8 8)
F F
)|a,b,c,d€F},M4:(0 0
0 0

| a,b,c,d e F

e as subalgebras de UT3: M3 = { (

SIS WY
SHe eS|

)

b
a
0

o o

o O O
oy
oy
N——
@

=

I
coe
o o o
SEESES
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De posse destas algebras, eles caracterizaram, no préximo resultado, as vari-
edades var(A) com crescimento constante (aquelas tais que ¢,(A) < k, para
alguma constante k) e as com crescimento linear (aquelas tais que ¢,(A) < kn,
para alguma constante k) , respectivamente.

Teorema 1.5.7 ([21], Corolario 14 e Teorema 22) Para uma F-dlgebra A,
temos

1. My, My, Ms ¢ var(A) se, e somente se, c,(A) < k para alguma constante k,
para todo n > 1.

2. M3, My, Ms, Mg, M; ¢ var(A) se, e somente se, c,(A) < kn para alguma
constante k, para todo n > 1.

Por outro lado, podemos considerar a seguinte acao a esquerda do grupo simétrico

S, sobre P,
of(x1, ..., 2n) = [(To@1)s s Tom)),

onde o € S, e f(z1,...,x,) € P, e observamos que os S,-médulos F'S, e P, sao
isomorfos. Além disso, o subspago P, N Id(A) é invariante sob esta agao, pois T-
ideais sao invariantes sobre permutagoes das varidveis. Portanto, P,(A) tem uma
estrutura de S,-médulo a esquerda e o seu correspondente S,,-caracter, denotado
por x,(A), é dito o n-ésimo co-caracter de A.

Desde que carF' = 0, a teoria de representacoes de 5, se torna uma poderosa
ferramenta no estudo da sequéncia {¢,(A)},>1, 0 que motiva o préximo capitulo.
Como veremos, os S,-caracteres irredutiveis estao em correspondéncia um a um com
as parti¢oes A de n (A F n) e portanto podemos escrever

Xn(A) = ZmAXA (1.5)

onde x) € o S,-caracter irredutivel associado a N - n e my, > 0 é a mul-
tiplicidade correspondente. Usaremos degy, para denotar o grau do caracter .

E claro que, se tomarmos graus, temos cn(A) = Zm,\d,\, onde dy = degy pode

AFn
ser explicitado pela férmula do gancho (ver Secao 2.1).

Portanto, uma outra sequéncia numérica pode ser associada as identidades de
uma algebra A, a saber, a sequéncia dos co-comprimentos definida a seguir.

Definicao 1.5.8 Dada uma F'-dlgebra, o nimero
(A) =) my
AFn

¢ dito 0o n-éstmo co-comprimento de A.
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Como a sequéncia dos co-comprimentos também mede, de alguma forma, a taxa
de crescimento das identidades de uma dada &lgebra, faz sentido tentar estimé-la
assintoticamente.

O resultado de Kemer a respeito do crescimento polinomial de ¢,(A) men-
cionado anteriormente pode ser também estabelecido, em uma formulagao equi-
valente, através de resultados de Mishchenko, Regev e Zaicev em 1999, como um
problema de representagoes do grupo simétrico como segue: ¢, (A) é limitada polino-
mialmente se, e somente se, [,,(A) < k, para alguma constante k e para todo n > 1.

No Capitulo 2, estaremos interessados em determinar o comportamento das
sequéncias ¢, (A), xn(A) e l,(A) de uma especifica algebra A.



Capitulo 2

Acoes de grupos e crescimento
quadratico

A teoria de representacoes ordinarias do grupo simétrico foi primeiramente de-
senvolvida por Frobenius, mas a maior contribuicao para o material previamente
estudado foi dada por A. Young (1929) que encontrou uma natural classifica¢ao
para todas as representagoes irredutiveis de S,, em termos das chamadas tabelas de
Young.

Nas primeiras segoes deste capitulo, apresentaremos o procedimento classico de
Young para a descricao explicita dos médulos irredutiveis de S,, através da algebra
de grupo F'S,, e em seguida veremos como a decomposicao de F'S,, pode ser aplicada
ao estudo das identidades polinomiais de uma algebra. Por outro lado, em alguns
casos ¢ mais conveniente usar a teoria de representacoes do grupo linear geral em
lugar da teoria de representacoes do grupo simétrico no estudo de Pl-dlgebra. Isto
se deve a facilidade de transladar os resultados de uma linguagem para a outra. A
ultima segao deste capitulo trata destes fatos e os utiliza para classificar as variedades
minimais de crescimento quadratico.

2.1 O grupo S, e as tabelas de Young

Consideremos n um ndmero natural. E bem conhecido que uma sequéncia de
inteiros nao negativos A = (Ay,..., A;), com t < n, é uma particio de n se
2221 Ai=nel > X > ... >N\, 0 que denotamos por A - n. Usaremos, quando
preciso, uma identificagdo da particao A com uma n-upla fazendo A; = 0, para
t<i<n.

17
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Para cada partigao A = (A, ..., \;) de n, associaremos o diagrama que consiste
de n simbolos [J distribuidos da seguinte maneira

‘ )\1 simbolos

)\2 simbolos

. ‘ )\t simbolos

e chamaremos D, de diagrama de Young associado a particao A\ de n. Ainda,
observe que os comprimentos de suas colunas formam uma particao de n, que de-
notamos por

N= (A, A),  onde \; = Z 1,
A >i

dita particao conjugada de A\. Podemos também observar que o diagrama de
Young Dy de X é obtido de D) quando trocamos as linhas pelas colunas.

Exemplo 2.1.1 Se A = (3,2,1,1) entao N = (4,2,1) e

l
D)\ : € D)\/ . [ l

Agora, dado o diagrama de Young D, associado a A F n, uma tabela de Young
Ty do tipo )\ é um completamento dos boxes de D) com n inteiros positivos dis-
tintos, digamos ay, as, ..., a,. Neste capitulo, consideraremos a; € {1,2,...,n}.

Existem n! tabelas de Young distintas, entre elas as que mais nos interessam sao
as tabelas standard, pois conforme veremos mais adiante, existe uma conexao entre
as tabelas standard de Young e os graus dos caracteres irredutiveis de S,,.

Definicao 2.1.2 Dizemos que uma tabela de Young Ty do tipo A é standard se os
inteiros em cada linha e em cada coluna de T crescem da esquerda para direita e
de cima para baizo, respectivamente.

Por exemplo, para a partigao A = (2,1) de n = 3 temos 6 tabelas de Young do
tipo A e dentre elas apenas duas serao tabelas standard, a saber:

]2 | 13|
3 2
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Em geral, o nimero de tabelas standard de Young do tipo A é dado pela Formula
do gancho (veja [26)):

dx (2.1)

n!
TIT
1B
i?j

onde hg\j ¢ definido da seguinte maneira: Considere (7,7) o simbolo O que esta na
linha 7 e na coluna j de D,. Entao, h?j ¢é igual a quantidade de simbolos [] a direita
na mesma linha de (7, j) mais a quantidade de simbolos [J abaixo na mesma coluna
de (7,7) mais 1, ou seja, h?j =N —JH AN -+ L

Definiremos agora subgrupos associados a uma tabela do tipo A = (A1, ..., A\¢).
Para isso, escrevemos T = D)(a;;), onde a; ; é um natural entre 1 e n que ocupa o
box que estd na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Considere S(by, ..., bx) o subgrupo de S,, de permutagoes de B = {by, ..., by} se
E<nel<b <..<b, <n. Obtemos assim, a partir das linhas de T\, um
subgrupo de S,, denotado por Ry, e dito grupo horizontal de T):

RT)\ = S)\l(an, ...,ap\l) X ... X S,\t(aﬂ,...,at)\t).

Os elementos de Ry, serao as permutacoes -linha de T).

Analogamente, definimos um subgrupo de S,, a partir das colunas de T, onde
N = (XN, ..., A\L) é a particdo conjugada de A, que serd denotado por Cr, e chamado
grupo vertical de T). Seus elementos serao as permutacgoes -coluna de T):

CT)\ = le(au, ...,a)\lll) X ... X S)\/r(arl,...,a,\gﬁ).

Para estes subgrupos especificos obviamente temos que Ry, N Cp, = {1}. Além
disso, fixando uma particao A F n e uma tabela de Young T}, podemos usar estes
subgrupos para definirmos o elemento de F'S,, dado por

er, 1= Z Z (sgn o)po. (2.2)

pGRTA O'ECTA

Cada um dos elementos definidos acima exerce um papel importante na decom-
posicao explicita da algebra de grupo F'S,,. Isto ficara claro quando mostrarmos o
seguinte resultado, apoiando-nos em [24] e [26].

Teorema 2.1.3 Temos que

FSn:@[,\, com I, = @ FSyer,

AFn T\ standard
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onde

(1) er, € um idempotente essencial, isto é, existe um elemento nao nulo q € F tal que
2 _ ; _ !

er, = qer,, para toda tabela de Young Tx. E ainda, q = dim;—snen.

(2) FSper, ~ FSnefA como S,-mdodulos, se Ty e Tv,\ sao duas tabelas de Young do

tipo A.

(3) FSper, % FSyer, como S,-médulos, se A e p sio partigoes distintas de n.

(4) I = My, (F) é um ideal bilateral com dim I, = d3 sendo dy o nimero de tabelas
standard de Young do tipo A.

(5) Cada ideal a esquerda F'Syer, é minimal, isto é, é um S,-mddulo irredutivel e
temos que dim F'Syep, = d,.

Vamos obter a prova deste teorema na proxima secao. Um fato muito importante
sobre o grupo simétrico [5] é que todo corpo F' de caracteristica zero é um corpo de
decomposigao de S, (isto é, toda representagao irredutivel de .S,, sobre F' é abso-
lutamente irredutivel, ou seja, a representagao TX (estendida para K) é irredutivel
para toda extensao K de F'). Portanto basta estudar F' = Q. Além disso, temos:

Teorema 2.1.4 Se F' € um corpo e G € um grupo finito tal que carF nao divide
|G| entdo F € corpo de decomposicao de G se, e somente se, FG = @;_, M, (F)
onde s € o numero de classes de conjugacao de G e n; € natural, para todo 1.

Portanto, pelo teorema acima, podemos dizer que se F' é um corpo de carac-

S
teristica zero entao F'S,, ~ @MnZ(F) onde s é o nimero de classes de conjugacao

i=1
de S,, e n; é um natural para todo .

Como dois elementos em S,, sao conjugados se, e somente se, possuem a mesma
estrutura ciclica, e como podemos estabelecer uma aplicagao sobrejetiva entre S,, e
o conjunto das parti¢oes de n definindo o € S,, — C(0), onde C(o) representa os
comprimentos dos fatores ciclicos de ¢ ordenados, podemos indexar as classes de
conjugacao de .S, por parti¢coes de n. Com isso, podemos escrever

FS, ~ @D M,,(F)
AFn

onde n) é um natural para todo .

Vamos mostrar agora, para cada particao A - n e para cada tabela de Young T
do tipo A, o item 1 do Teorema 2.1.3. Para isto, fixemos uma particao A - n e uma
tabela de Young T) do tipo A.
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Observemos que ao considerar o elemento e = feq, € F'S,ep, temos que e? = e,
q
ou seja, e é idempotente em F'S,,. De fato, e = q% ef, = q% qer, = % er, = e. Além
disso, temos F'S,e = F'S,er,.
2

Agora notemos que para garantir que existe um elemento ¢ € F' tal que er, =
ger, , basta mostrar o resultado abaixo, conhecido como Lema de Von-Neumann.

Lema 2.1.5 (Von-Neumann) Suponhamos que um elemento ¥ € F'S,, satisfaca
890 = (sgn 0)0, VB € Ry, ,¥o € Cr,. Entdo, eziste ¢ € F tal que 9 = qer, .

De fato, se er, = Zp Z(sgna)a , 0 Zp = Zpe

pERT, O'ECTA pERT, pERT,

Z (sgn o)o | 6 = (sgn o) Z (sgn o)o,

O'GCT)\ O'ECTA

se B € Ry, e d € Cp,, temos que

Berd = |f Z p Z (sgn o)o Z p Z (sgno)o | &

pERT)\ O'ECT)\ pERTA UECT)\

= (sgn 0)e7

para todo 3 € Ry, e para todo ¢ € Crp,. Deste modo, pelo Lema de Von-Neumann,
existe ¢ € F tal que e, = ger,.

Agora, para garantirmos o lema acima precisamos de mais informagoes a respeito
de uma tabela de Young do tipo A. Vamos iniciar estudando quais as consequéncias
da agao de um elemento 7 de S, sobre os elementos de uma tabela de Young T},
definindo 77T como a tabela de Young obtida de T por aplicagao da permutacao m
em suas entradas, por exemplo para 7 = (1 3)(4 6) temos

1[5 7] 4] 3 [ 5]6]
T : 36 e T :
2

H
W~

Lema 2.1.6 Para qualquer elemento m € S,,, temos que R, = WRTAW*1 e Crr, =
7Cr L. E, consequentemente, e.r, = mer, m .

Demonstracao. Considerando {by,...,b,} C Aen = (by...b) em Si o cor-
respondente r-ciclo, entdo (mw(by)...w(b )) = ( T)” = 1™ e isto implica que
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Sk(m(ar),...,m(ax)) = 7S~ !, o que garante que R,r, = tRpm ' e Chp =
7Cr,m!. Com isso, temos

Ter, ™t = Z Z (sgn o)po | 71 = Z p Z (sgn o)o

pERT, 0€CT, peerTAﬂ*1 UEWC’T/\W*1
= g p 5 (sgn o)o | = e,
PGRwTA JECWT)\
como queriamos. ]

Quando temos uma particao A - n e uma tabela de Young T onde 7 e j aparecem
na mesma linha entao dizemos que i e j sao T)-colineares e, se 1 e j aparecem
na mesma coluna de T}, dizemos que eles sao T)-colundveis. Vejamos como estes
conceitos interagem entre si.

Lema 2.1.7 Sejam p € Ry,, 0 € Cp, e suponhamos que i e j sejam T\-colineares.
Entao, v e j nao sao poTy-colundveis.

Demonstragao. Temos poTy = (pop~')(pTy\) e como o € Cr, entdo pop~' €
pCrp~t = Cyr,, pelo Lema 2.1.6. Assim, o efeito de po sobre Ty é o seguinte:
primeiramente aplicamos a permutacao-linha p de T\ para obter a tabela de Young
T\, depois aplicamos uma permutagao-coluna de pT); isto implica o resultado. m

Consideremos duas particoes A = n e u - n tais que as tabelas de Young T do
tipo A e T}, do tipo p satisfazem a condicao: qualquer par 7, j que sao T)-colineares
nao sao 7Tj-colunaveis. Nesta situacao, diremos que Ty e T}, satisfazem a condigao
colineares nao-colundveis ou ainda, a condicao CNC.

Suponhamos que v € S, e que T\ e 7T satisfazem a condicao CNC. Seja o €
Cyr,. Temos que se i e j sao Ty-colineares entao 7 e j nao sao y7Ty-colunaveis e daf
também nao sao oyT)\-colunaveis, ou seja, Ty e o1 também satisfazem a condicao

CNC.

Lema 2.1.8 Seja v € S, tal que Ty e vT\ satisfazem a condicao CNC. Entao,
v =po, onde p € Ry, eo € Crp,.

Demonstracao. A prova consiste em mostrar que existe um elemento 8 € Cyp,
tal que T e ByT), diferem por um elemento p € Ry, ou seja, existem 3 € Cyp, e
p € Ry, tais que pT) = BT, (isto demonstra o lema pois neste caso teremos 3y = p,
mas como 3 € Cr, = yCr, v, ou seja, f = YAy~ !, para algum A € Cr,, isto nos
dd v = po onde o0 = A7!). Primeiramente, observamos que como todos os elementos
da primeira linha de T estao em diferentes colunas de 7T}, existe o1 € C,, tal que
os inteiros na primeira linha de T\ e na primeira linha de o197} sao os mesmos.
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Como T) e T satisfazem a condicao CNC, entao T e o171, também satisfazem
a condigao CNC. Assim como antes, existe oy € Cy, 1, = Cy1, que fixa os elementos
da primeira linha e leva os elementos da segunda linha de T para a segunda linha
de 0901771}, ou seja, as tabelas de Young T\ e g20177T)\ tém os mesmos elementos
nas duas primeiras linhas. Notemos ainda que o201 € C,r,. Por inducao sobre o
nimero de linhas de T}, isto mostra que existe um elemento 3 € C,p, tal que Ty
e 0T, diferem por uma permutacao-linha de T e o resultado segue, conforme ja
observamos. [

Lema 2.1.9 Assuma que v ¢ Ry, Cr,. Entdo ezistem transposicoes p € Rp, e
o € Cp, tais que pyo = 1.

Demonstracao. Como v ¢ Ry, Cr,, pelo lema anterior existem ¢, j que sdo simul-
tanemente Ty-colineares e yT)-colunaveis. Definindo a transposigdo 7 = (i j) de S,
temos que 7 é uma permutagao-linha de 7} e ao mesmo tempo é uma permutacao-
coluna de 7Ty, ou seja, T = X € Ry, e 7 = 3 € Cyy, = 7O,y *. Deste modo,
B = ~voy~!, para algum o € Cr,, 0 que garante que v = Ayo ! e o lema estd pronto.
|

Finalmente, demonstraremos o Lema de Von-Neumann.

Demonstracao do Lema de Von-Neumann. Escreva ¢ = Z a7y, onde o, €

YESn
F. Por hipétese, temos S = Z (sgn 6)a,y. Por outro lado, fYd = Z a,0v0 =
YESH YESn
Z Qg-1,5-17 € assim, agys = (sgn d)an, VB € Ry, Vo € Cry .
YESn

Facamos agora 7 = 1 e consideremos o coeficiente oy = ¢ € F. Entao, ag; =
(sgn d)q. Se tomamos v ¢ Ry, Cr,, pelo Lema 2.1.9 existem transposicoes ¢ € Ry,

e 7 € Cp, tais que ¢y7 = 7. Neste caso, a, = Qg = (sgn T)a, = —a,, ou
seja o, = 0, o que significa que os elementos « tais que ¥ = Z a7y sao todos
YESn

da forma v = 36 € Ry Cr, e conforme observamos, ags = (sgn 0)g. Portanto,

V= Z Z (sgn §)qB6 = qer, . [ |

ﬁERTA 5ECT>\

Agora vamos provar que o elemento ¢ € F' tal que e% = ger, ¢ nao nulo, o que
garante, de fato, que ey, é um idempotente essencial. E, mais do que isto, ao final
mostraremos que este ¢ um nimero inteiro nao nulo. Para isto, precisamos garantir
mais um lema.



24 Acoes de grupos e crescimento quadratico

Lema 2.1.10 Seja v € FS,, com ¥ = Z ayy. Assuma que o coeficiente oy de
YESh
v =1 em ¥ seja nao nulo. Entdo, 9> # 0.

Demonstracao. Consideremos py : F'S,, — F'S,, a aplicagao multiplicacao a direita
por v, isto é, y(B) = B9, para 3 € F'S,,. Entao, ¢ = pg2. Vamos ver que ¢3 # 0
e portanto ¥? # 0.

Como ¢y = Z Q- temos que tr(py) = Z a,tr(yp,). Considerando que,

YESh YESRH
para todo vy € S, temos tr(yp,) = tr(A,) onde A, = (a;;)nxn € tal que
)1, se g7 = ¢gj
Hij = { 0, caso contrério. (2:3)

para S, = {g1, g2, .., gn1 } vamos ter tr(p,) = n! quando v = 1 e é nulo caso contrario,
o que implica tr(py) = ain! # 0. Por outro lado, tr(yy) é a soma dos autovalores
de py e portanto, ¢y tem um autovalor nao nulo r, ou seja, py(3) = 3, para algum
£ nao nulo em F'S,, e entao @' () = r™f e assim, ¢’ # 0,Vm. [ |

Enfim, podemos mostrar que ep, sao idempotentes essenciais em F'S,,.
Teorema 2.1.11 FExiste ¢ nao nulo em F' tal que e% = ger,.

Demonstragao. Ja vimos que a existéncia de ¢ em F satisfazendo o teorema é
uma consequéncia do Lema de Von-Neumann. Agora, pela defini¢ao de er,, vemos
que o coeficiente de 1 neste elemento é igual a 1 pois para que po seja igual a 1, com
p € Ry, e o € Cp,, devemos ter p =1 e o = 1. Assim, pelo lema anterior 62TA # 0.
Deste modo, g # 0. [ ]

|
, . - n!
Teorema 2.1.12 Se q é como no teorema anterior entao dim FS,ep, = —

Demonstracao. Escrevemos ep, = Z a,y. Sabemos que a; = 1 e portanto,
YESn

tr(gey, ) = nl. Como e = é er, ¢ idempotente temos F'S,, = FS,e ® F5,(1 —e).

Claramente, ¢, anula a componente F'S,(1 — e) e age como a identidade sobre

FS,e. Entao tr(p.) = dim FS,e =dim FS,er,. O resultado segue pois tr(p.) =

L n!

tr(goé eT/\) = % tr(Per, ) = é n! ou seja, dim F'S,ep, = e u
Até o momento temos provado apenas o item (1) do Teorema 2.1.3. Porém com

a proxima secao encerraremos sua prova.
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2.2 A decomposicao explicita de F'S,

O nosso objetivo é dar a decomposigao explicita da algebra de grupo F'S,, o que
se resume em finalizar a demonstracao do Teorema 2.1.3. Para isto, vamos dividir
nosso trabalho em etapas. Primeiramente, vamos nos preocupar com os itens (2) e
(3) do teorema, que significa provarmos os préximos dois resultados.

Teorema 2.2.1 Sejam \Fn eT)\ e T)\ duas tabelas de Young do tipo \. Entao,
como S,-mddulos a esquerda, temos F'Syer, ~ FSneTA.

Teorema 2.2.2 Sejam A+ n e p = n duas particoes distintas de n. Entao, como
Sp-mddulos a esquerda, temos FSyer, % FSyer,.

Demonstragao do Teorema 2.2.1. Sabemos que existe v € S, tal que T,\ = 7).
Como e, = ver,y !, temos FSpez, = FS,yer,v' = FS,er,y~!. Portanto, ¢ :
FS,er, — F Sne:;A tal que ¢(a) = ay~! é um isomorfismo de S,,-médulos. ]

Para demonstrar o Teorema 2.2.2, precisaremos de mais dois lemas.

Lema 2.2.3 Considere \=n, ptne Ty, T, tabelas de Young do tipo X e do tipo
1, respectivamente. Suponhamos que existam i e j , 1 <1i,j <mn, que sejam simul-
taneamente Ty-colineares e T),-colundveis. Entao, er,er, = 0 (mas possivelmente

eTAGTu 7& 0)

Demonstragao. Considerando a transposicao 7 = (i j) € S, temos 7 € Ry, N Cr,.

Assim, 7 Z g = Z G e Z (sgno)o | 7= — Z (sgn o)o. Entao,

BERT, BeRT, oeCr, o€Cr,
5 (sgn o)o E g = E (sgno)o | |7 g B =0 ecomisso fica claro
UGCTH BERTA O’ECTM BERTA
que er,er, = 0. n

Exemplo 2.2.4 Vimos, apds a Definicao 2.1.2, que as tabelas standard do tipo
A=(2,1) sdo

—

Tli

2] 7, [L]3]
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Temos que 1 e 2 sao simultaneamente T -colineares e Ty-colundveis e
e, =1—(13)+(12)—(132) e e, =1—(12)4+(13)—(123).
o que tmplica

emer, = 1—(13)4+(12)—(132)—(12)+(132)—1+(13)+(13)—1
+(123)—(23)—(123)+(23)—(13)+1=0

mas eper, = (2 3)—(12) #0.

Para enunciar e provar o préximo resultado, precisamos definir duas relagoes de
ordem, uma parcial e outra total, no conjunto das partigoes de n, P(n). Para isto,
sejam A, p € P(n) tais que A = (Aq,...,\n) e = (f1,..., iy) (completando por
ZETO Se NeCcessario).

Dizemos que A é menor do que ou igual a ;i em relagao as somas parciais, o

(] K3
que denotamos por A\ < u, se Z/\” < Z,ul,, para todo 1 <7 < n. E dizemos que A

v=1 v=1
e i estao em ordem lexicogrdfica, situacao que denotamos por A < u, se existe
1<i<ntalque \; = p1,..., i1 = pi—1 € A\; < p;. Obviamente, essas duas ordens

se relacionam, pois A < p implica em A < p.

E ainda, podemos mostrar que se A = n, = n e Ty, T, sao tabelas de Young do
tipo A e do tipo p, respectivamente, que satisfazem CNC entao \ < pu.

De fato, os elementos da primeira linha de T estao em diferentes colunas de 7),.
Assim, A\; < pi. Podemos considerar o, € Cr, tal que os elementos da primeira
linha de T estejam na primeira linha de 0,7),. Como T\ e 0,7}, satisfazem CNC,
ent@o os elementos da segunda linha de 7 estdao em colunas diferentes de 017}, (mas
alguns deles ja poderiam estar na primeira linha de ¢;7),). Tomando os elementos
da segunda linha de T\ que nao estao na primeira linha de 0,7),, podemos encontrar
oy € Cyy1, = C7, tal que os elementos da primeira e segunda linhas de T) estao
na primeira e segunda linhas de 09017}, ou seja, Ay + A2 < p1 + 2. Usamos um
processo indutivo e concluimos o seguinte.

Observagao 2.2.5 Se A\ > u entao existem 1t ej, 1 <1,7 <mn, que sao simultane-
amente T-colineares e T,,-colundveis.

Lema 2.2.6 Se A\ -n e pbn sdo tais que X > p entdo er,aer, = 0 para todo
a€FS,.
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Demonstracao. Se tomarmos v € S,, e supormos que Y1 e T, satisfazem CNC,
lembrando que 47 também é uma tabela de Young do tipo A, pelo que vimos acima,
temos A = p e consequentemente A\ < i, o que é absurdo por hipétese. Logo, existem
k e s que sao simultaneamente yT)-colineares e T),-colunaveis. Portanto, pelo Lema
2.2.3 temos er, e 7, = 0, ou seja, eTufyeTA”y_l = 0, de modo que er,yer, = 0. Desde
que v foi escolhido arbitrariamente em F'S,,, o resultado esta provado. ]

Exemplo 2.2.7 A= (3,1) e p=(2,1,1): particoes de n = 4

2 [ 1]
Ty : ;lglllT“: i

Temos X > 1 e 3 e 4 sao simultaneamente Tx-colineares e T,-colundveis. Conse-
quentemente, er,aer, =0, Va € F'Sy.

Agora sim, podemos demonstrar o Teorema 2.2.2.

Demonstracao do Teorema 2.2.2. Podemos considerar A > p. Vamos mostrar
que neste caso, se [ : F'S,er, — FS,er, ¢ um homomorfismo de S,-mddulos entao
J = 0. Suponhamos f= 0. Neste caso, f(er,) = a # 0. Sabemos que existe ¢ # 0 tal
que ef, = ger, . Além disso, e = ; er, é idempotente e temos f(e) = f(e®) = ef(e).

Assim, considerando f(e) = deq,, para algum § € F'S,, usando o ultimo lema,

teremos 0 # % a = % fler,) = f(% er,) = f(e) = ef(e) = % er,der, = 0. Este

absurdo prova o teorema. [ ]

Dando prosseguimento, a partir de agora toda a nossa atencao estara voltada para
o restante da prova do Teorema 2.1.3. Para atingirmos este objetivo, é necessario
que recordemos que
FS, ~ P M,,(F),
AFn
onde ny é um natural para todo A, e que provemos mais alguns resultados. O
primeiro deles ¢ o seguinte:

Teorema 2.2.8 Para cada particao A = n e Ty tabela de Young do tipo X\, con-
sideraremos Jy C F'S,er, um tdeal minimal a esquerda, isto €, Jy € um S,-mddulo
wrredutivel, e ainda, definiremos I, = Z FS,er,, onde a soma percorre todas as n!

Tx
tabelas de Young do tipo A. Entdao, garantimos que

(1) A menos de isomorfismo, {J\ : A = n} é um conjunto completo de S,-mddulos
irredutiveis. E, consequentemente, M, (F') ~ @m Jy com dimpJy = ny.
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2) FSper, = Jy® ... ® J\ (mais adiante veremos que F'S,er, = J\ e, portanto,
A A
FS,er, € irredutivel).

(3) I é um ideal bilateral de F'S,, e I\ ~ M,, (F).

Demonstracao. Para provar (1), basta mostrar que Jy\# J, se A # p, pois pelo que
lembramos acima e pelo Teorema de Wedderburn-Artin o restante segue. Para ver
isto, sejam A > p e f:J, — Jy um isomorfismo de S,-médulos. Entao estendemos

fpara f: FSyer, — FSyer, fazendo f(a+b) = f(a), onde a € J, e b€ M com M

tal que F'Syer, = J, & M. Deste modo, ]}vé um F'S,-homomorfismo e fgé 0, o que
¢ um absurdo pelo que podemos ver na demonstragao do Teorema 2.2.2.

Para provar (2), assuma que temos uma decomposicao para FS,er, em S,-
modulos irredutiveis contendo um S,-médulo J,, onde p # X. Podemos considerar
FSper, = J,® M e FSper, = J, ® N e um FS,-homomorfismo g : F'S,er, —
FSyer, fazendo g(a+0b) = a, onde a € J, e b € M, o que novamente é um absurdo
pela demonstragao do Teorema 2.2.2.

Agora, desde que por definicao I, ja é um ideal a esquerda de F'S,,, para garantir
que este ¢ um ideal bilateral e, portanto, obtermos (3), basta mostrar que F'S,er, v C
I, para todo v € S,. Mas isto é claro desde que F'S,er,v = FSny_leTAv =
FSne,1p, = FSnej:A CI,.

Pelo Teorema 2.2.1, sabemos que F'S,ep, ~ FS,epn, quando T e T5 sao tabelas
de Young do tipo A. Usando o item (2), vamos ter

I)\:ZFS,LBTA:J)\@@J)\@@J)\@@J)\
Ty

ou seja, I, é uma soma direta de S,-mddulos irredutiveis J,. Por outro lado, por
(1)
DD OND. LS. 0L C@HCY FSuer =1,
ny T

E assim, I = P, Jx = M,, (F) e este teorema estd provado. n

Pelo que acabamos de mostrar, podemos dizer que até o momento temos que

FS, = @[A, com I,= ZF’SneTA

An Ty

onde Iy, ~ M, (F') é um ideal bilateral com dim I, = n3. Portanto, para finalizar

a prova do Teorema 2.1.3, basta mostrarmos que, na verdade, I, = @ FSper,

T standard
e que ny = dy, lembrando que d) é o nimero de tabelas standard de Young do tipo

A. Estes fatos seguem no préximo teorema. Porém, para enuncia-lo e prova-lo, é
preciso introduzirmos novas ferramentas.
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Podemos observar que, se z (1 < x < n) estd na (i,j)-ésima entrada de uma
tabela standard T), entao podemos enxergar os boxes de T\ divididos em quatro
areas, a saber 1, 2, 3 e 4, de acordo com a figura abaixo tal que x estd na area 4
(representado pelo box W).

2

4

e n i Hﬂ:::%] |
N
o.m.. |

Desde que T), é standard, entao x é minimal na area 4 e é maior que os elementos
que estao nos boxes da drea 1. Agora, observemos que se 177 = Dy(a;;) e Th =
Dy (b; ;) sao tabelas standard de Young do tipo A que tém as mesmas k primeiras
linhas entao agy1,1 = bry1,1, desde que ambos sao minimais na area 4. Notemos que,
neste caso, nao existem as areas 1 e 3.

Ordenamos o conjunto de todas as tabelas de Young do tipo \ lexicograficamente,
observando cada linha da esquerda para direita e comecando com a linha inicial do
diagrama correspondente.

Definicao 2.2.9 Sejam T\ = Dy(a;;) e To = Dy(b;;) tabelas de Young do tipo .
Dizemos que Ty < Ty se existe um par (ig, jo) tal que

(i) a;; = b;j para todo i < iy e para todo j

(1) aiyj = biy, j para todo 1 < j < jo—1

(m) Qg0 < bioJo-

Exemplo 2.2.10 Tabelas standard do tipo A = (3,2).

n: PP O B e

15 : ; i 5] T < Ty <Ty < Ty < Ty

Lema 2.2.11 Sejam Ty = Dy(a;;) e To = Dx(b; ;) tabelas standard de Young do tipo
A tais que Ty < Ty. Entao existem u ev, 1 <wu,v<mn, que sao simultaneamente
T -colineares e Ty-colundveis.

Demonstragao. Desde que T} < T, existe (ig,jo) nas condigbes da definigao
anterior e naturalmente j, > 2. Agora, considerando u = a;, j, vamos ver que u
aparece em 15 na area 3. Para k = 1,2, 3,4, vamos denotar a area k na tabela de
Young Ty por Ag(Ts), s = 1,2. Para k = 1,2, temos que Ag(T1) = Ax(Tz), entao
u ¢ Al(Tg) e u ¢ AQ(TQ)



30 Acgoes de grupos e crescimento quadratico

Seja w = by, j,. Por hipdtese, u < w. Além disso, w é minimal em A4(73), entao
u ¢ Ay(T3), ou seja, u € A3(Ty). Assim, u = b,; com 1 > ig e t < jo. Portanto, se
tomarmos v = a;,; = b;, + teremos u e v Ti-colineares e Th-colundveis, o que garante
o lema. [ ]

Agora sim, podemos enunciar e provar o resultado que finaliza o nosso trabalho.

Teorema 2.2.12 Seja {11, T, ..., Ty, } o conjunto das tabelas standard de Young do
tipo A escritas em ordem lexicogrifica, ou seja, Ty < Ty < ... <Ty,. Entao

(1) Se T; < T} entdo er;er; = 0 (mas possivelmente, er,er, # 0).

dx
(2) A soma Z FSner, = ZFSneTi é direta.

T standard i=1

(3) ny = dy e, consequentemente, I\ = @ FS,er,.

T\ standard

Demonstragao. Para provar (1), basta usar o lema anterior e o Lema 2.2.3. Vamos
provar (2) considerando e; = e, 1 < i < d,. Para ver que a soma ¢ direta,
escrevemos

arey + agea + ... + ag,eq, =0,

onde a; € F'S, e mostramos que a;e; = 0, para todo 7. De fato, multiplicando a
expressao acima por e; a direita e usando o item (1), vamos ter:

ai e% +ag eseq +... + aq, eq,e1 = 0,
~—~ S~~~ —~~

qe1 0 0

onde ¢q # 0 pelo Teorema 2.1.11, e portanto a;e; = 0.

Deste modo, ages + ... + aq4,eq4, = 0. Repetindo o argumento iremos concluir que
FS,er ﬂ Z FSper, =0 e o resultado estd provado.

T; standard
J#

Agora, vamos provar o item (3). Pelo Teorema 2.2.8 temos que M, (F) ~ I, =

dy
@J,\ e, por definicao, @FSneTi C I,. Entao, pelo item (2) do Teorema 2.2.8,

ny =1
segue que ny > dy. Portanto, dim Iy = ny? > dy2. Observemos que toda esta idéia
¢é valida para qualquer particao de n. Portanto, desde que F'S, = @I A, temos

AFn
de < Zn,\2 = Zdim I, = dim FS, = n!.

AFn AFn AFn
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Por outro lado, é conhecido que de = n! (veja [46]) e o resultado segue,

AFn
pois teremos an = Zal,\2 com ny,2 > d\? para todo )\, o que implicard em
AFn AFn
dx
n? = d,\% E assim, ny =d, e I, = @anen = EB FSer, com FSyer, = Jy
i=1 T standard
sendo, portanto, um ideal minimal a esquerda. [ ]

Como vimos, o Teorema 2.1.3 apresenta a decomposicao de FS, como anel
semisimples, ou seja,

FS,=@PI\ com L= P FSuer

AFn T standard

e dim FSper, = dy, onde dy é o nimero de tabelas standard de Young do tipo A.
Como o valor de dy é dado pela férmula do Gancho (veja (2.1)) temos que o grau do
Sp-caracter irredutivel y, (definido em (1.5)) correspondente ao S,-médulo F'Syer,

n!
=
Hi,j hij

2 _ : . _ A
que ez, = ger, ¢ um numero natural, de fato ¢ = HZ -

é igual a Usando o Teorema 2.1.12, isto também mostra que aquele ¢ tal

Exemplo 2.2.13 Vamos determinar os graus de todas as representagoes irredutiveis
(ou seja, os graus de todos os caracteres irredutiveis) de Sy. E, consequentemente,
decompor F'Sy em dlgebras simples. Para isso, consideremos a sequinte tabela:

A=(1,1,1,1) = Dx: hi1 =4, ho1 =3, hg1 =2, hg1 =1

)\:(2,171) = D)\: h11 :4, h12:1, h21 :27 h22:1

| HEHE

A=(2,2) = Dy: h11 =3, h12 =2, ho1 =2, haa =1
A=(3,1) = Dy: hi1 =4, h12=2, hiz =1, ha1 =1
A=(4) = Dy: hi1 =4, h12 =3, hi3 =2, hiy =1

Entao, pela formula do gancho, os graus das representacoes irredutiveis de Sy
5a0

X | (1,1,1,1) 2,1,1) (2,2) (3,1 4)
dy 1 3 2 3 1

E, portanto, 'Sy ~ F & F & My(F) & Ms(F) & M;s(F).



32 Acgoes de grupos e crescimento quadratico
2.3 A algebra de Grassmann E

Vamos determinar a n-ésima codimensao, o n-ésimo co-caracter, o n-ésimo co-
comprimento e, sobretudo, o T-ideal da dlgebra de Grassmann. Faremos isto uti-
lizando o Teorema 2.1.3. Para obtermos tais resultados precisaremos fazer uma
observagao envolvendo os polinémios multilineares e o comutador triplo [z, z2, x3].

Observagao 2.3.1 Sejam L um T-ideal contendo o comutador [x1,x2, 23] ¢ M =
Ug(1)Uo(2)---Uo(r) ONde 0 € S, eu; € F(X), para todo i = 1,2, ...,r. Entao, € possivel
reescrever M, modulo L, como combinacgao linear sobre F' de polinomios do tipo

Uiy Uiy -+ Wiy, [ujl ) U’j2]"'[u‘7‘2k2717 uj2k2]7

onde 1 < 1y < ... < ikl,' jl < j2 < ... < j2k2 e {’il,ig,...,ikl,jl,jg,...,jgb} =
{1,2,...,r}.

De fato, como
la,b][c,d] = [e,d][a,b] + [a, b, [c,d]] (2.4)

la, c][b, d] = —[a,b][c,d] + [ab, ¢,d] + |ac, b, d] — [a,b,d|c — [a,c,d]b (2.5)
segue, por (1.3), que existe g € L tal que

To(1)--Lo(r) = 5 Q1 iy -Lig--- Ly, [mh ) sz] [xjsv $j4]“'[$j2k271 ) -Tj%Q] +t9
11 <2 <. <ig,

J1 <J2 < ... < 2k,
ki +2ks =17

onde I = {iy,ig,...,0k, } € ay € {1, —1}. Agora tomando o endomorfismo ¢ € F (X)
tal que ¢(z;) = w;, para todo | = 1,...,7, temos que

Uo(y oy = 3 Oty Uiyotlyy [ty 5] [y 105, [ g, ]+ 01
i <2 < ... <ig

J1 <Jo < ... < 2k
k1 +2ks =1

onde g1 = ¢(g) € L. [

Um resultado técnico, que faz uso dos idempotentes essenciais de F'S,, e nos
informa sobre as multiplicidades m, é o seguinte:

Lema 2.3.2 ([20], Teorema 2.4.5) Seja A uma F'-dlgebra com xn(A) = Yy, MAXa-
Se fitamos n e tomamos uma particio A = n entdo my = 0 se, e somente se, para
toda tabela de Young Ty do tipo \ e todo polinomio f € P, temos er, f =0 em A.
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Para enunciar o principal resultado desta se¢ao, precisamos definir, para quais-
quer inteiros d,l > 0, o conjunto H(d,l) = U{A Fno:Agp1 < 1}. Observe que os
n>1
elementos de H(d, 1) sdo partigoes A de algum natural n para a qual a linha d+ 1 do
diagrama D), tem no maximo [ boxes. Isto significa que existe uma correspondéncia
entre H(d,l) e o conjunto de todos os diagramas cujo formato se encaixa dentro da
regiao dada pela figura abaixo.

- 1

Em particular, se uma particao A = (Ay,..., A\x) é tal que A € H(1,1) entao
Ay < 1. Portanto, para n fixo, A = (k, 1,...,1). Ou seja, no gancho infinito H(1,1)
~———

n—k
temos apenas particoes de n com o seguinte tipo de diagrama de Young associado

[ [ ]

D)\Z _

Notamos ainda que, pela férmula do gancho, se A € H(1,1) entao o grau do
Sp-caracter irredutivel y, é dado por

B n! B (n— 1)! . n—1
e = =1 =Rk 1) ( n—k ) - (26)

Teorema 2.3.3 Para todo n > 1, valem as sequintes afirmacoes para a dlgebra E

1 1d(E) = ([[z1, 22), 23]}y e cu(E) =2"71,

2. xn(E) = Z Xa e L(E)=n.
AbEn
AC H(L,1)

Demonstracao. Primeiramente, consideramos f = [[z1,22],23], L = (f)p e V =
V(L). Claramente, E € V e assim, [d(V) C Id(E) e ¢,(E) < ¢,(V).
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Vamos mostrar que ¢, (V) < 271, Para isto, notemos que pela Observagao 2.3.1
qualquer polinémio em P, pode ser escrito, médulo Id(V), como uma combinacao
linear de elementos do conjunto .S do tipo

3%1'“1%k[xj17lﬁzy'wlﬁmn717172m]7 (2'7)

onde iy < ... <'ig, Jj1 < Jo < ...jom € 2m + k = n. Nao é dificil ver que |S| =2""1, o
que garante que ¢, (E) < ¢, (V) <271

Agora, vamos utilizar informagoes sobre as multiplicidades my dos S,,-caracteres
X» na decomposigao do co-caracter x,(E) para mostrar que c,(E) > 2"7'. Dada
uma particdo A - n, se mostrarmos que para A € H(1,1) temos m, # 0, entao de
(2.6)

B =Tz ¥ om0z X oam=3 (10, ) -2

AFn AFn AFn k=0
Ae H(1,1) A€ H(1,1)

Vamos usar o Lema 2.3.2 para mostrar que my # 0 sempre que A € H(1,1).
Precisamos exibir uma tabela de Young 7 e um polinémio f € P, tais que eq, f ¢
Id(E). Consideremos a seguinte tabela

1 [ 2 1T 1T &k ]
kE+1

T)\I

n—1
n

Fazendo m = n—k+1, temos como grupos horizontal e vertical de T}, respectiva-
mente, Ry, = Si e Cr, = Sy, onde Si permuta os simbolos 1,2, ..., k e S, permuta
os simbolos 1,k + 1,...,n. Além disso, consideramos ey, = Z Z (sgn o)po e o

pPESK 0E€ESM
monomio f = x;...x, € P,. Assimerp, [ = Z p Z (88N 0)To(1)T2- - ThTo(kt1) - Lo(n)-
pES, oESH
Tome a; = v;,Vi € {1,k+1,....,n}, ea; € Ey, Vj € {2,3,...,k} tais que a1as...a, # 0.
Observando que os elementos as, as, ..., ar, € Ey = Z(E) obtemos

er, flay,...,a,) = Z aga3...ap Sty (a1, agiy, ..., ap).
PESk

Do Exemplo 1.1.9 segue que St,, (a1, ags1, .-, an) = mgvgiy...v, # 0 e assim,

er, fla, ..., a,) = mlklayay...a, # 0.
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Com isto, provamos que ¢, (E) = ¢,(V) = 2”71 e consequentemente, garantimos
que Id(E) = ([[x1, %3], z3])p, provando o item (1) do teorema. O item (2) segue
imediatamente. [ ]

O teorema anterior nos diz que, para a dlgebra E, as multiplicidades m, sao nao
nulas apenas para partigoes A\ que fazem parte de H(1,1). Porém a existéncia de
um gancho infinito atendendo estas condigoes é um privilégio de toda PI-algebra,
conforme pode ser visto no préximo resultado devido a Amitsur e Regev, chamado
de Teorema do Gancho.

Teorema 2.3.4 ([20], Teorema 4.5.1) Se A é uma Pl-dlgebra entdo existem in-
teiros d,l > 0 tais que

Xn(A4) = Z maxx, para todon > 1.

AbEn
X € H(d,1)

2.4 Variedades minimais de crescimento quadratico

Como vimos na Secao 4 do Capitulo 1, Giambruno e La Mattina exibiram uma
lista de sete algebras, a saber M; com 1 < i < 7, para serem excluidas da variedade
gerada por uma &algebra A sobre um corpo F' de caracteristica zero cuja sequéncia
das codimensoes tem crescimento linear ou constante. Para obterem tais resultados,
tiveram que estudar o comportamento das sequéncias c¢,(M;), para 1 < ¢ < 7.
Resultados completos foram dados para 1 < ¢ < 6, mas para M7 a tnica informagao
obtida era que a sua sequéncia de codimensoes teria um crescimento assintético no
minimo quadratico.

Nesta se¢do, vamos usar representacoes do grupo linear geral GL,,(F') para in-
vestigar as codimensoes, o co-caracter e os co-comprimentos de M; dando uma
completa descricao do seu T-ideal e uma base para #&Mﬂ sobre F'. Como con-
sequencia, classificaremos todas as variedades minimais de crescimento quadratico.
Estes resultados foram publicados em [49].

2.4.1 Acao do grupo linear geral GL,,

Consideremos F,, (X) = F (z1,...,x,) a algebra associativa livre gerada pelo
conjunto finito X = {x1,...,2,,} e o subespaco F" (X) dos polinémios homogéneos
de grau n > m nas variaveis x1, ..., Z,. Temos uma acao natural do grupo linear
geral GL,, sobre F! (X) que pode ser estendida para F" (X) dada por

g (Z kixilxiQ...xin> = Z kig (z:)) g (xiy)...g (x;,)
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para todo g € GL,,. Portanto, a algebra F (X) pode ser vista como um GL,,-
modulo.

Dentro da teoria de representacoes do grupo linear é possivel mostrar que o G L,,-
moédulo F (X) é uma soma direta de GL,,-submédulos irredutiveis, e ainda, que
existe uma correspondéncia 1-1 entre os G'L,,-submddulos irredutiveis de F (X) e
o conjunto de todas as partigdes A = (A1,..., ;) de n tais que t < m (veja [13]).
Isto nos permite denotar, para cada particao A com no maximo m linhas, o seu
correspondente G L,,-caracter irredutivel por ¢,. Denotando por h;(A) a altura da
1-ésima coluna do diagrama de Young de A, temos o seguinte.

Observagao 2.4.1 ([13], Teorema 12.4.12) Qualquer G L,,-submddulo irredutivel
de F' (X)) correspondente a uma particao A b n, denotado por W, (X\) e com hy(\) <
m, € gerado por um polinomio nao-nulo da forma

A1
= HSthi(A)(xla s Thy(\)) Z Qo0
i=1 o€Sh
onde a, € F, a acao a direita S, sobre F" (X) € definida como permutagdo de
lugares.

O polinémio fy é chamado vetor de altura mdxima associado a A. Além
disso, se Ty é uma tabela standard de Young completada pelos inteiros entre 1 e
n, considerando a tnica permutagao o € S, tal que os inteiros o(1),...,0(h1(N)),
nesta ordem, preenchem a primeira coluna de T) de cima para baixo, os inteiros
o(hi(A) +1),...,0(hi(X) 4+ ha(N)) preenchem a segunda coluna de T}, ete, definimos

A1
-1
fry = [ Sthon (@, ooy zny)o ™,
i=1
para ser vetor de altura mdxima assoctado a T).

Observagao 2.4.2 ([13], Proposi¢ao 12.4.14) Cada polinémio fy pode ser expresso
unicamente como uma combinagao linear dos polinomios fr, .

Agora, considere o subespaco F" (X) N Id(A) onde A é uma F-ilgebra. Como
ele é invariante sob a a¢ao de GL,, sobre F (X) definida anteriormente, segue que
Fr (X0
Fr(X)nId(A)’

Fi(A) =

tem uma estrutura de G'L,,-submddulo.

Denotemos por 1, (A) o GL,,-caracter de F(A) e escrevemos 1, (A) = >\, M)y
onde my > 0 é a correspondente multiplicidade, assumindo que 1, = 0 se A é uma
particao que tem mais do que m linhas.
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As representacoes irredutiveis de S, e os GL,,-submoddulos irredutiveis de
F (X)) descrevem-se por meio de parti¢oes e de tabelas de Young, o que nos indica
a existéncia de uma conexao entre eles, sobretudo nas identidades de A.

Observacao 2.4.3 ([13], Teorema 12.4.20) Para todo X\ = n tal que hy(\) < m
temos my = my, lembrando que xn(A) = >\, Maxx (Secdo 4, Capitulo 1).

Observacgao 2.4.4 A multiplicidade my, # 0 se, e somente se, existe uma tabela
standard de Young T\ correspondente a X tal que fr, ¢ Id(A). Além disso, my é
tgual ao niumero mdximo dos vetores fr, que sao linearmente independentes.

Exemplo 2.4.5 Considere a sequinte subdlgebra de U'Ts

M, = | a,b,c,d € F

o O Q2

b
0
0

Q@ QU 0O

Usando as observacoes acima vamos encontrar as identidades independentes mul-
tihomogéneas de grau n = 4 associadas a cada particao A de n, fazendo combinacoes
dos vetores de altura mdzima. Ainda, constataremos que cqy(My7) = 42 — 4 = 12.

Para isto, consideraremos individualmente cada uma das particoes.

e )\ = (4). Neste caso, temos apenas 1 tabela standard.

Ti: [(1121314] fr(x)=2a"

Como fr,(e11+e33) = (e11 +e33)* = e11 +e33 # 0 entdo fr, ¢ [d(Mz). Portanto,
nao temos identidade associada a esta particao e my = my = 1.

e \=(3,1). Neste caso, temos 3 tabelas standard a considerar.

T : ; 3[4] fro(z,y) = Sta(z, y) 220! = zya? — ya?

onde o = 1.

Ty : :1,’ 214] fr (7, y) = Sta(z,y).2 07! = 2yz — ya?
onde o = (2 3).

Ty : }1 213 ] fr,(z,y) = Sto(w, y).2%.07 ! = 2%y — y2®

onde o0 = (2 4 3).
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Como

fr(e11 + es3, €23) = fr, (€11 + €33, €23) = fry (€11 + €33, €23) = —e23 # 0 (2.8)

temos que le; sz; fTs §é [d(M7) ASSim; mx 7é 0.

Na tentativa de obtermos uma identidade de M, que seja combinagdo linear destes
vetores de altura mdxima tome «, 3,7 € F tais que

[ =afr + Bfr, +fr, € 1d(My).

Logo, por (2.8), seque que o+ 3+~ = 0, o que implica, o« = —(3 — . Agora,
usando que fr,(e11 + es3,e12) = fr(e11 +es3,e12) = 0 e que fry(e1n + es3,€12) = e
temos v = 0. Portanto, f = a(fr, — fr,) 0 que torna o polinémio

sz _fTs :l'[x,y]l' (29)
um forte candidato a ser uma identidade de M. F de fato o é.

Ainda, podemos concluir que temos no mdaximo 2 vetores de altura mdzxima line-
armente independentes, o que implica, my = 2.

o \=(2,2). Aqui, temos 2 tabelas standard. Vejamos
Ti: 5 foley) = St(z,y).St(z,y).0" = [z,y)?
onde o = 1.
T2 : }; i fTQ(x7y) :StQ(x,y).Stg(x,y).a_l = [IQ,y]y+[y2,$]x
onde o = (2 3).

Neste caso fr,(e11+es3,e12+€23) = —e13 # 0 e fr,(e11+e33, €12+ €23) = e13 # 0,
donde seque my # 0 e ainda

f=afr+Bfn €ldM;) = —a+=0=a=0= f=alfn + fn)
Verificando que [A, B)* + [A%, B] + [B?, A]JA = 0 para todo A, B € M; seque
f(xay) = le + sz = [l‘,y]Q + [:UQ,y]y + [yz,l‘]l' S Id(M7)

e que qualquer outra identidade de My associada a A = (2,2) € maltipla desta.
Portanto, my = 1.

Observacao 2.4.6 Aplicando o processo de multilinearizacao, dado na Secdo 3 do
Capitulo 1, na identidade f(z,y) acima, obtemos

1d(Mz) > g(z,y, z,w) + g(z,w,2,y) + g(z, w, 2,y) + g(2,y, 2, w) =
onde g = g(x,y,z,w) = [z,y][z,w] + [z, w][z,y] + z[z,w]y — y[z, w]x. Isto sugeriu
que verificissemos se g era ou ndao uma identidade de M. Fazendo os cdlculos
convenientes, constatamos que realmente g € Id(My).
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e \=(2,1,1). Temos 3 tabelas standard.

1] 4]

h: [ fr(2,y,2) = Sty(w,y, 2).w.07" = aly, 2]z + [y, 2]a” + [z, ya]
onde o = 1.
1] 2]
Ty : i fr(z,y,2) = Sts(w,y, 2).2.0"" = [z, 2%y + [y, z2] + [27, y]2

onde 0 = (2 3 4).

. B fn(eyz) = Sts(e,y,2)wo™t = [y2fa® + [z,a%] + 2%, y)z
A +aly, xz] + zfz, 2]y

onde o = (3 4).
Como ey1 + e33, ez, €3 € My temos fT1(€11 + es3, €12, 623) = 2e13 €

fr,(e11 + es3, €12, €23) =e13 = fr(e11 + es3, €12, €a3) €, portanto, my # 0.

Agora tome «, 3,y € F tais que f = afr, + Bfr, + vfr, € Id(Mz7). Usando as
consideracoes acima temos

20+ B+7=0=v=2a—-08= f=a(fr, —2fn,) + B(fr, — [13)

Fazendo a verificagao adequada temos que fr, — 2fp, e fr, — fr, sao identidades de
M, e que my = 1. O que implica,

fro = I = fry = [z, 9], [, 2]) + yal, 2] + 22y, 2] + 2°[z, 9] € Ld(Mz).  (2.10)

Finalmente, consideraremos o ultimo caso.
o \=(1,1,1,1). Temos 1 tabela standard.

Tll

fr (x,y, z,w) = Sty(x,y, 2, w).

' L] NG

Nao é complicado mostrar que Sty(z,y, z,w) € Id(My). O que implica my = 0.

Além das identidades ainda podemos concluir que

cy(M7) = degx (1) + 2deg x(3,1) + deg X(2,2) + deg x(2,1,1)

— 4(4-3) | (4=2(@-1) _
= 1+24 -1+ -5+ —5— =12



40 Acgoes de grupos e crescimento quadratico

2.4.2 A PlI-algebra M;

O principal resultado desta segao apresentara um conjunto gerador para o T-ideal
de M7 descrevendo as sequéncias {c,(M7)}n>1, xn(M7) e 1,(Mz7), para todo n > 1.

Como M; nao possui identidades de grau 3, iniciaremos obtendo identidades de
grau n > 4. Uma das identidades obtidas na Se¢ao anterior é o polinémio standard
f1 = Sty(z,y, z,w), isto é,

Jr =z yllz,w] + [z, w][z, y] + [y, 2][2, w] + [2,w][y, 2] + [2, 2][y, w] + [y, w][z, 2],

uma segunda (obtida na Observagao 2.4.6) é

fo = [, yllz, 0] + [z, w][z, y] + 2]z, wly — y[2, w]z.

Usando que fi, fo € Id(My) temos que

ylr,wlz — zlx, wly + y[z, x)Jw — wz, ]y + z[x, ylw — w[z,y]z = 0 em M;. (2.11)

Agora aplicando o processo de multilinearizagao para a identidade x|z, y|x (veja
(2.9)) de Mz, obtemos

z[z, ylw + wlz, y|z + ylz, 2zJw + wlz, 2y + y[z, w]|z + z[z,w]y = 0. (2.12)

Combinando as identidades (2.11) e (2.12) temos o seguinte

z[z, wly + ylz, zjw + wz,y|]z = 0 em Mj. (2.13)

Por outro lado, aplicando novamente o processo de multilinearizacao para a
identidade [[z,y], [z, z]] + yx[x, 2] + 2z[y, 2] + 222, y] de M7 (obtida em (2.10)) con-
seguimos

zylw, 2] + yalw, 2]+ welz, y) + wylz,a] + zaly, w] + zyle, v+

[x7 Z] [way] - [w7y] [Qf, Z] + [ya Z] [w’ x] - [w7 33] [ya Z] =0 (214)

e, como yr = xy — [x,y], obtemos uma nova identidade para My, a saber,
fo = 2uylw, 2] + walz,y) + wylz, 2] + 2aly, w] + zyle, wl+

[z, yllz, w] + [z, 2][w, y] = [w, y][z, 2] + [y, 2Jfw, 2] = [w, ][y, 2]
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E facil checar que M satisfaz as seguintes identidades de grau 5

Ji= [Iay]z[w’t]’ J5s = H"L‘7y][zaw}7ﬂ7 Jo = [z[x,y]w,t],

além da ébvia identidade f7; = [z, y][z, w][t, v] de grau 6 (pelo Exemplo 1.1.8).

Finalmente, usando calculo de comutadores e algumas das identidades acima,
temos que

(zylz, w] — zz, wly) = (z2ly, w] — zly, wlz) — (zwly, 2] — zly, 2]w) (2.15)
zly, z][w, t] = ylz, z][w, t] — 2]z, y][w, t] (2.16)

2ly, Alw, 1] = wly, 2][z, 1] — tly, 2][z, v] (2.17)

(]2, wly — zylz, w]) = (y[z, wlz — ya[z, w]) = 2[z,y][z, 0] — [z, w][z,y].  (2.18)

Agora considere Q = (f1, fa, fi, fi, o fo)g Como fr = [z, ][z, w][t,v] € Q (note
que f7 segue somente de fy), pelo bem conhecido fato ([13], Teorema 5.2.1), temos

que qualquer identidade multilinear de grau n pode ser escrita, médulo (), como
uma combinacao linear de polinomios do tipo

Ty oL [Ty Ty ooy Tj ) [Ty Ty s ooy T ]

onde j; < ... <Jg, k1 <. <kp, J>J1, K>k e 11 <..<ip.

n .
P,nQ

Note que, se ¢ é um comutador de peso arbitrario, usando as identidades f; e f5
segue que

Usaremos este fato para encontrar um conjunto gerador para

[z,y, z]c = [x,y|zc — 2]z, y|c = —z[z, y|c

clr,y, 2| = clx,ylz — czlx, y] = clz, y|z = zc[x, y).

Portanto, basta considerar polinomios dos seguintes tipos
Tiy T, [T, T ) [k, Ty | (2.19)

xi1"'xi7,L[xj’xj17"'7'rjn7m71] (220)
onde j; < ... < Jn-m-1, J>J1, K>k, i1<..<i, e m#n—1.

Por outro lado, comutadores de peso maiores ou iguais a 3 podem ser reescritos
em funcao de comutadores de peso 2, os considerando multiplicados pelas variaveis
que nao os formam, por exemplo:

[Jc,y,z,w,t] = ([:U,y]zwt - z[w,y]wt) - (w[x,y]z - U}Z[.%',y])
+(t[z, y|z — tz]z, y))w — t(z]z, yJw — zw|zx, y]
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Logo, para m # n, qualquer polinomio (2.20) é combinagao linear sobre F' de
polinomios do tipo
Tiy T4, [T, 5, ]

Ty, ([T, 2 @y, o — T[T, T Ty )
Ty, (XX, 25|05 — Tpxs]ag, 24, ]) (2.21)
Tiy iy, (@2, 24 |25 — Toxs[ay, ), |) 2k,
com 1 < ... <y €7 > J1.

As expressoes (2.19) e (2.21) sugerem que os seguintes tipos de polinémios podem
formar um conjunto gerador para P, médulo P, N Q.

Polinémios do tipo I
Pr=x129...7¢,,
Polinémios do tipo II
PI(?) = w(ws[re, T1]T4 — T3T4[T2, T1])
PI(?) = w(wo[Ts, x1]2s — To4[3, 21])
P[(;L) = w(wo|rg, T1]T3 — To23[T4, 21]).

Se n>5, PI(;) = w(xs|xj, 11]rs — T324[75, 71]), para 5<j<n-

Polinémios do tipo III
PI(})I = [z, x1|xiy .2, , — Ty [, 1] Ty, ,, para 2<j<n
onde 11 < 19 < ... < 1py_9.
Polinémios do tipo IV
P2,1,3,4 = w([9€2, xl][%, $4]), p2,1,3,4 = w([$3, 964] [$27 961])

P3,1,2,4 = w([iU?n 1701][352, 96’4])
P4,1,2,3 = w([:m, 951][$2, xs]), ]54,1,2,3 = w([IQ, $3][$4, iUl])

para 5 < 7 < n,

Pj1sa =w([z;, z1)[ws, z4]),  Pj1sa = w([zs, z4][z;, 21])

Porjorj = w(lza, x1][zjo1, 7)), Parjo1y = w([xj_1,25][za, 21])

e finalmente,

Piigj= ’w([%, 33'1][332, ili'j]), P12 = w([l'z, xj”l’i, 1'1]),

onde 4 << j5—1.
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E ainda, cada polinomio w dado acima é um monomio linear formado pelas
varidveis restantes zy, de {z1, ..., z,,} ordenadamente dispostas. Denotando por T'(L)
o conjunto dos polinomios do tipo L, podemos enunciar nosso principal resultado.

Teorema 2.4.7 ([49], Teorema 3.1) Para qualquer n > 4 temos que

1 xn(M7) = X(m) + 2X(-11) + X(n-2,1,1) T X(n—22)

2. 1,(My) =5,

3. T =T UTII)UTIII)UTIV) é uma base de P, médulo (P, N Id(M-)),
4. cn(M7) =n(n—1),

5. Id(Mz) = (f1, fo, f3; fas 5, fo)p -

Para provar o teorema acima precisaremos de alguns lemas.

Lema 2.4.8 ([/9], Lema 3.2) Paran = 4, qualquer polinémio da forma x,[xy, x1|s—
Tps|xp, 1] com r, s,k € {2,3,4} pode ser escrito, mddulo QQ, como combinagio li-
near dos polinomios dos tipos Il e IV sobre F'.

Demonstragao. Primeiramente note que o elemento [z4,xs][x3,z1] é uma com-
binacao de elementos do tipo IV, pois f; = Sty € ). Agora, usando que f; € @
temos

x[z,w]y - xy[z,w] = y[z,w]x - yx[z’w] - 2[1‘,?;][2,10] - [z,w][m,y].

Entao [z4]xe, 1]xs — xyms|re, 1] = x3[we, x1|xy — 2324[T0, 71] — 2[4, 23][2T2, 21]
- [xQ)xl][x47‘/L‘3]'

Agora aplicando um raciocinio anélogo para x4[rs,xi|Te — Xyxe[T3,T1] €
x3[ry, x1)T9 — T3] 4, 1], concluimos o lema.

No préximo resultado, consideraremos os polinémios Py, s = wlzg, ][z, x| €
Piirs = wlx,, xs] [, ) onde w = x;, .2y, com iy < ... < iy €1, ..., d & {k, 1,7, 5}

Lema 2.4.9 ([49], Lema 3.83) Para todo n > 4, qualquer polinomio Py, s (e 15;{717,«,3)
pode ser escrito, modulo (), como combinacao linear sobre F dos elementos de

T(IV), onde l,r, s,k € {1,....,n}.
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Demonstragao. Primeiro, consideremos [ = 1 e provaremos o resultado por
inducao sobre n. Da prova do Lema 4.4.1, o resultado é verdadeiro para n = 4.
Portanto, assumiremos n > 5 e suponhamos que o resultado seja valido para n — 1.

Trabalharemos com os polinomios P ; , s, separando a prova em trés casos. Em todos
eles consideraremos w’ o monomio formado pelas varidveis restantes ordenadas.

Caso 1: r, s,k € {2,....,n — 1}.

Neste caso temos que Py 1,5 = w([xk, 21][z;, z5]) onde w é um mondmio contendo a
variavel x,. Portanto, podemos escrever

Piirs = xp(W'xg, 21][2, 24]).

Usando a hipdtese de inducao e o fato que podemos reorganizar as variaveis que nao
estao nos comutadores, o resultado segue.

Caso 2: s =n.

Temos que Pyi1,, = w([zg, 21][x,, x,]) € cosideraremos as possibilidades para k.
Primeiro assuma que & = 2. Claramente o resultado segue para r = n — 1, pois
P11 pertence a T'(IV). Por outro lado, se r # n — 1, usando (2.16), podemos
escrever

PQ,l,r,n = w/xn—l([x% xl][xm xn])

= wa|ry, x1][Xn_1, Tn] — Wry[Te, 1[0, 2]

e assim, o resultado segue do caso 1.

Desta forma, suponhamos que 4 < k <n — 1. Para r = 2, temos que P12, ja esta
em T'(IV), e para r # 2 temos que

w'zo([zg, 1][zr, 20))
W'y [z, 1][T2, ) — WEy |2k, 1][T2, 2]

Pk,l,r,n

e portanto, usamos novamente o primeiro caso.

Finalmente, quando k = 3, para r = 2 usamos (2.17) e obtemos

P19, = wrs[zs, 11][z2, T4])
= was|xy, 11][22, Ty) — W'ry |23, 24][22, T4

Como w'xq[z3, T4][x9, ] = Wro|xs, 24|21, 28] — W' T, [T3, 4] ][22, 7,,] nada precisamos
fazer. Assim, podemos considerar r # 2 e aplicarmos mais uma vez as mesmas idéias
do caso 1.

Caso 3: £k =n.
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Neste caso, temos que 2 < r,s <n—1e P,1,s = w'z;[x,, 11][z,, z,] para algum
J < mn. Dal,
Pn,l,r,s = U},CC,—L[ZL']‘, xl][l’m xs] - U},l’l[l’j, J/”rz] [xry xs]'

Usando que z1[xj, z,)[z,, 5] = xp[x), xp][21, 5] — x5[2), 2,)[21, 2,] torna este caso
uma cosequéncia dos casos anteriores.

Agora, seja r, s, k,l € {2,...,n}. Neste caso o resultado segue, pois

Pk,l,r,s = w/xl [*Tka ml] [xra :Cs]
w'zgry, o[, xs]) — wrry, o2, xs).

Analogamente, o resultado pode ser provado para os polinomios Py ;. . [

Lema 2.4.10 ([/9], Lema 3.4) Para todo n > 4, qualquer polinémio da forma
w(x [Ty, vrs — xp2g[x), 1)) pode ser escrito, mdédulo @, como combinagao linear
sobre F dos polinomios de T(II)UT(IV), ondel,r, s,k € {1,....n} ew € o produto
das variavéis restantes x; com i # 1,7, s, k, ordenadas.

Demonstracao. Como antes, comecaremos provando este resultado para os po-
linémios da forma w(x,|[rg, x1]Ts — T, 252k, £1]) por inducdo sobre n. Pelo Lema
4.4.1, tal fato é véalido para n = 4. Entao, tome n > 5 e suponha que o resultado
seja verdadeiro para n — 1.

Novamente temos alguns casos a tratar.
Caso 1: r,;s,k€{2,...,n—1}.
Segue da identidade f; que
w(x,[Tr, 1]y — Tp2s[TE, 1)) = W (2, [T0), 21|15 — TpTs TR, 11])

onde w’ é o monoémio nas varidveis restantes diferentes de zy,x,, xs, xp, x,. Pela
hipdtese de inducao e pelo fato que podemos reorganizar as variaveis que estao fora
dos comutadores, o resultado é valido.

Caso 2: r =n ou s = n.

’

E suficiente considerarmos um dos casos, pois o outro é analogo. Se r = n entao,
novamente usando a identidade fy, temos que

w(xp[Th, T1]2s — TpTs[TE, 1)) W T T [T, 1|5 — W T XpTs[ Tk, 1]
= W(TpTm|Tk, T1)Ts — TpXmTs[TE, 1]

+[ T, Tn] [Tk, 1)),
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onde m < n ew’ é o monomio formado pelas variaveis restantes ordenadas diferentes
de z1, x,, Ts, Tk, T Assim, usando a identidade f5, conseguimos

'lU((L'n[l’k, xl]xs — TpTs [ZEk, xl]) = w/(l'nl'm[l’k, Il]xs — TpnTmTs [Zlfk, xl]
+Zs[Tm, Tn][Th, 71])

o que transforma a situa¢ao em uma consequéncia do caso 1, pois W' xs[Ty,, Tn)[zk, 1] €
T(IV).

Caso 3: k£ =n.

Neste tltimo caso, primeiramente observe que P,i34,Poisa € TUIV) e
w(z3[xn, x1)ry — x324[T0, 11]) € T(11). Logo, usando a identidade fy, segue que

w(xy[ry, v1)rs — T4x3[e,, 1)) = w(xs[r,, x1)rs — w3x4[Tn, 1))
—2w(xy, x3)[Tn, 1] — W[TyH, T1][T4, 23]

¢ uma combinacao linear de elementos de T'(I1) e T'(IV'). Para finalizar, considera-
remos os casos r = 4 e r # 4. Para r = 4, bastante analisarmos o que ocorre quando
s # 3. Fazendo uso das identidades f; e fg, temos que

W(xy[Tn, 125 — Taxs[TH, 21]) W' rs(x4[Tn, 1|25 — Taxs[TH, 1))
W (4], 21]T3 — Taxs[Th, 1))+

w'zy([Tn, v1][xs, 23] — |23, Ts][T0, 21])

que ¢ uma combinagao linear de elementos de T'(11) e T'(IV).

Para r # 4, como no caso precedente consideramos s = 4 ou s # 4 para terminar a
prova da indugao.

Agora, tome r,s € {1,...,n} e k,l € {2,...,n}. Neste caso o resultado segue, pois de
(4.1) e (4.2) temos que

w(x,[Tg, m|ry — xpxi[zg, x)) = w(—(z, [, xR — om0, 21)))
+w(x. [z, 7|2y — k], 1),

w(x[Tg, 1|y — T1xs[TE, 1)) = w(ws|xy, v]rr — sz [k, 1))
—2w[xy, T4) [Tk, 1] — Wk, T)[T1, T4,

w(z, [Ty, i|Ts — Texsrn, m]) = W' ([, vilrs — xxs(Ty, )

W'z, (1 [Tg, T|Ts — T125[TR, T1))
+U)/./L'S[I1, xr] [Ika Il]'

O 1ltimo lema é uma ferramenta crucial na prova do Teorema 2.4.7.
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Lema 2.4.11 ([/9], Lema 3.5) Para todo n > 4, qualquer polinémio da forma
w|x,., xs] pode ser escrito, mddulo Q, como combinag¢ao linear sobre F dos elementos
de T(II)UT(IV), onde r,s € {1,....,n} ew € o produto ordenado das varidveis x;
comi#r,Ss.

Demonstracao. Pelos Lemas 4.4.2 e 4.4.3, basta provarmos que w[z,, ;] pode ser
escrito, médulo (), como combinagao linear sobre F de polinomios do tipo Py s,
Pyprs € W (x [z, v]rs — xpoxg[zg, 1)), onde s, k, L € {1,...,n}.

Temos que 2zy[w, z] + wzxlz,y] + wylz, 2] + zz[y, w] + zy[z,w] = —[z,y][z, w] —
[z, 2], [w,y]] = [y, 2], [w, x]], pois f3 € Q. Entao segue
el = e e o
wxlz wylz, x] — wlz, z]y
~(ealy,w) = 2ly,wle) - Gyl w] = 2oy P
R (3 YO0 A e

Por outro lado, temos que f; € @ e a identidade dada em (2.13), o que implica

zlz,ylw + wlz, 2ly — [w, 2][z,y] — [z, y][w, 2]
y[w,z]x - [w7x][zay] - [z,y][w,x]

wlz, ylr + wlz, x]y

2Ly, wlz + 2l wly = ylw, 2 — [z, ally, w] — [y, w][z a].

Portanto, (w(z,ylr + wlz,z]y) + (z[y,w]z + z[z,w]y) = 2yw,z]z — [w,z|[z,y]
—[z,y][w,x] [Z’x][ya ] [ HZ,ZB]

Substituindo em (2.22) temos que

2eylw, 2] = —2ylw, z]x — (w2, y] — wlz, ylz)
—(wy[z.x] — wlz, aly) — (zaly, w] - [y, wl)
—(zylz, w] — zlz, wly) — [, y][z, w]
2y, w2, ] + 20z, gl w, ).
Assim,
2zylw, 2] = —2azlw, 2ly — (wzlz,y] — wlz,ylr) — (wylz, 2] — wlz, 2]y)
—(zaly, w] — zly, wlz) — (zylz, w] — 2]z, w]y)
e yllz ] + 2w, 2y, 2] + 2y, ]z, ] + 20z, gl w, ).
Finalmente, concluimos que
daylw,z] = —2(zfw, 2]y — zylw, 2]) — (wzlz,y] — wlz,y]z)

—(wylz, 2] — wlz, zly) — (zzy, w] — z[y, w]z)
—(zylz, w] — z[z, wly) + [z, y][z, W]
+2[w, z][y, ] + 2[y, w][z, x] + 2|z, y][w, z].
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Agora, como w(z,, 5] = w'zyr[x,, ], 0s cdlculos acima garantem o resultado. m

Demonstracao do Teorema 2.4.7

Considere Q = (f1, fo, f5, fa, f5, f6) € observe que Q) C Id(Mz). Pelas constru-
¢oes e lemas prévios, para mostrar que

T =T{)UTI)UTII)UTIV)

gera P,, médulo P, N @, é suficiente mostrarmos que qualquer polinomio da forma
W (zg[zy, x5)x — 22T, 6] )24, com K, lry st € {1,...,n}, é uma combinagao linear
de polinémios em 7 .

Isto segue de

W ([, walas — e, ))ae = W (wlzn o [0 2] + 2l 242, 24]).

Agora, note que

T(I)| =1, |T(II)| =|T(II)]=n—1

T(IV)|=5+2) (j—2)=n>—3n+1
=5
Isto implica que |T| = |T(I)| + |T(LI)| + |T(II11)| + |T(IV)| = n* — n.
Portanto, se V = var(Q) temos que c,(Mz) < ¢,(V) < n? —n.

Se A = (n), o vetor de altura méxima correspondente fr, = ™ & Id(Mz7), porque
fT/\ (611 + 633) = €11 + es33 7é 0. Entao M(n) 7é 0.

Por outro lado, se A = (n — 1,1) entao, pela Observacao 2.4.4, afirmamos que
my > 2. De fato, sejam

n—1 n—1 n—2 n—1
Jpm =2"y —yx" e fomoy = 2" Ty —yx
A A

[ X -1
os vetores de altura maxima correspondente as tabelas standard 7. A(") e T)Sn ) com
n e n — 1 nos tinicos boxes das segundas linhas, respectivamente, isto é,

= . L

Temos que fm), frn-1n & Id(M7) e sdo linearmente independentes médulo
A A
Id(Mz), pois fTin)(eu + es3,€12) = e # 0, fTin—n(@n + e33,€23) = —ea3 # 0 e

fTinﬂ)(@n + e33,€12) = 0.
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Agora, se A = (n — 2,1, 1) entdo o correspondente vetor de altura maxima
fr = Sty(x,y, 2)a" > ¢ Id(M),

pois fa(e11 + es3, €12, €93) = 2e13 # 0. Por isso m(,—21,1) # 0. Finalmente, quando
A = (n—2,2), temos que o vetor de altura méxima

f)\ — Iyl’y&:niél - xy2xn73 o yx2yxn74 4 yxy:r:"“q’

nao pertence a Id(Mz), porque fi(e11+es3, e10+e23) = —eiz # 0. Logo, m,—2,2) # 0.
Disto segue que

cn(Mz) > deg X(n) + 2deg X(n-1,1) + deg X(n—2,1,1) + deg X(n—22) = n(n — 1),
onde a ultima igualdade segue da féormula do gancho. Portanto,
nn—1) < c,(M7) < c,(V) <n(n—1),

by
—— ¢
P, N Id(Mr7)
Xn(M7) = X(n) + 2X(n-1,1) + X(n—2,1,1) + X(n—2,2)- Consequentemente, I,,(M7) =5 e o
teorema estd provado. [ ]

e entdao ¢, (M;) =n(n—1) e Id(M7) = Q. Logo, 7 é uma base para

2.4.3 Crescimento quadratico

Como mencionamos no Capitulo 1, Giambruno e La Mattina provaram o Teorema
1.5.7. Para isto, mostraram ([21], Lemas 4 ¢ 6) o seguinte.

Lema 2.4.12 Para todo n > 3, temos que

1. Id(M3) - <[$,y,Z], [x7y][zaw]>T € ]d(M4) = <[:p,y]zw>T,
2. 1d(Ms) = (zw[z,y]), e Id(Mg) = (z[z, y|w),

3. cn(M3) = "(nj)w e cn(My) = c,(Ms) = ¢,(Mg) = n(n — 1).

Pelo Teorema 2.4.7 e pelo Lema 2.4.12 observamos que as variedades var(M;),
para 3 < i < 7, tem crescimento quadratico. E possivel provar que elas também
tem a seguinte propriedade.

Definigao 2.4.13 Dada uma F-dlgebra A, dizemos que a variedade V = var(A) é
variedade minimal de crescimento quadrdtico se a sequéncia de suas codi-
mensoes ¢, (V) = ¢, (A) tem crescimento quadrdtico e se todas as suas subvariedades
proprias tém crescimento linear ou constante.
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Teorema 2.4.14 As variedades var(Ms),var(My),var(Ms), var(Mg) e var(Mz) sao
variedades minimais de crescimento quadrdtico.

Demonstragao. Seja W = var(A) uma subvariedade prépria de var(My), onde A
é uma F-algebra. Entao Id(M7) G Id(A), M7 ¢ W e ¢(A) S ¢no(My7) para algum
natural ng. Além disso

1. MQ,Mg ¢ W, pOiS
f =yl [z 2]l + yzle, 2] + zaly, 2] + %[z, 9] € Td(Mr) G Td(A),
mas f ¢ Id(Ms) e f & Id(Ms).

2. My, M5, Mg ¢ W caso contrério se M; € W para algum ¢ = 4,5,6 entao
Id(A) C Id(M;) e pelo Lema 2.4.12 temos

Cno(M7) = Cno(Mi) = Cng (A) § C’VZO(M7)
que é uma contradicao.

Agora, se M; ¢ W entao, pelo Teorema 1.5.7, segue que ¢,(A) = ¢, (W) tem
crescimento constante. Caso contrario, concluimos que ¢,(A) = ¢,(W) tem cresci-
mento linear e o resultado estd provado para var(Mz). Agora, se W = var(A) é uma
subvariedade prépria de var(Ms) segue que M; ¢ W for 2 < i < 7. De fato, M5 ¢ W
e f=[r,y 2] € Id(Ms) G Id(A), mas f # 0 em M;, quando i = 2,4,5,6,7. Con-
sequentemente W tem crescimento linear ou constante dependendo se M, pertence
ou nao a W, respectivamente.

Por outro lado, se U = var(B) é uma subvariedade prépria de var(M,) temos
que My ¢ U e como ¢, (My) = ¢,(Ms) = ¢,(Mg) = ¢,(M7) usamos a mesma idéia
do item 2 acima para concluirmos que Ms, Mg, M, ¢ U.

Agora como f = [z,ylzw € Id(My) G Id(B), mas f ¢ Id(Ms) U Id(M,) temos
que My, M3 ¢ U. Entdo U tem crescimento linear ou constante dependendo se
M, pertence ou nao a U, respectivamente. Usando que f = zw[z,y] € Id(Ms),
g = z[z,ylw € Id(M;g) e um racicinio similar ao anterior para provar que todas as
subvariedades préprias de var(Ms) e var(Mg) tem crescimento linear ou constante,
acabamos de provar o teorema. [ ]

Corolédrio 2.4.15 As variedades var(Ms), var(My), var(Ms), var(Ms) e var(M;)
sao as unicas varieadades minimais de crescimento quadrdtico.



Capitulo 3

Construcao de polinomios centrais
para Msy(F)

Neste capitulo, descreveremos uma técnica que permite construir polinomios
centrais e, em particular, identidades polinomiais para algebras de matrizes sobre a
algebra de Grassmann de dimensao infinita sobre um corpo F' de caracteristica zero
a partir da decomposicao explicita da dlgebra de grupo F'S,, (veja [50]).

Iniciaremos lembrando que pelo Teorema 2.1.3, temos

FS,=@L, com L= P FSper,

AFn Ty standard

onde I, ¢ um ideal bilateral com dim Iy = d3 e cada ideal & esquerda F Sper, €
Sp-médulo irredutivel com dim F'S, e, = dy sendo dy o niimero de tabelas standard
de Young do tipo A (completadas pelos inteiros entre 1 e n). Diretamente podemos
concluir que:

Observagao 3.0.16 Se A e u sdo partigoes distintas de n entao e, er, = 0.

Daqui em diante, fixada uma particao A F n, consideraremos o conjunto
{1\, Ty, ..., Ty, } de todas as tabelas stantard escritas em ordem lexicogréfica, ou
seja, Th < Ty < ... < Ty,. E mais, usaremos e; (ou eg\ caso estivermos tratando
mais de uma parti¢ao ao mesmo tempo) para denotar o idempotente essencial er,.
E ainda, denotamos por S;; (ou S{\]) a permutacao de .S, que leva a tabela T} na

tabela T;, ou seja, S;;1; = T;.

Obviamente, Sigl = Sji, e pelo Lema 2.1.6, segue que Sjje; = ¢;5;;.
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. . .. , dy , .
O primeiro objetivo é mostrar que {e;Sj;};}_, ¢ uma base de I sobre F’, e isto
pode ser visto no préximo resultado.

Lema 3.0.17 Fizada uma particio A de n, temos:

1. Para cada k € {1,...,dy}, o conjunto {e;Sy.}, € uma base de FSyey, sobre F.

2. O conjunto {eiSij}fg:l ¢ uma base de I sobre F.

Demonstracao. Desde que €;5;;, = Sigex, temos que V; =Span{e;Si} é um subes-
paco unidimensional de F'S, ey para todo i = 1,...,d,. Usando o Teorema 2.2.12, ao
considerar o conjunto {77, Ty, ..., Ty, } ordenado, ou seja, 11 < Ty < ... < Ty, , temos
que e;je; =0, se T; < T};. Assim vemos que a soma Vj + ... + V;, é direta. Portanto,
dimV; @ ... ® Vg, =dy, e poristo Vi @ ... ® Vg, = FSyep.

Desta forma, ja temos mostrado o item 1. Agora, desde que I, = @ FSper,

Ty standard
temos que {eiSij}‘Z;:l gera I,. Como dim Iy = d3, segue que {eiSij}Z;-zl é base de
Iy, o que prova o item 2. [

Ja vimos no Capitulo 1, que o F-espago vetorial dos polinomios multilineares P,
exerce um papel fundamental na busca de identidades polinomiais e de polinémios
centrais de uma F-algebra A.

Além disso, sabemos que F'S,, = P,. Neste capitulo, usaremos esta identificagao
, dada através do isomorfismo linear 1) tal que

w(a) = xg—l(l)xg—l(g) ...l’g—l(n) .

3.1 PolinOmios centrais de A

Pelas consideracoes lembradas acima vemos que, se existir um elemento em
C(A) ={f e F(X) | [f,z] € Id(A)}

de grau n que nao seja uma identidade, tera que existir pelo menos um polinémio
central que nao seja uma identidade em C(A) N P,. Porém, pelo isomorfismo 1),
buscar tal elemento em C(A) N P, é equivalente a buscar um elemento o € F'S,, tal
que () € (C(A)\ Id(A)) N P,.
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Além disso, de maneira analoga, podemos dizer que buscar as identidades de A
¢ equivalente a buscar os elementos o € F'S,, tais que ¢ (a) € Id(A) N P,. Portanto,
a definicao abaixo é pertinente.

Definigao 3.1.1 Seja a € F'S,. Diremos que a é um polinémio central (ou
polinémio central multilinear) de grau n de A se Y(a) € C(A). E em par-
ticular, que a € uma identidade (ou identidade multilinear) de grau n de A

se (o) € Id(A).
Com isso, podemos obter o seguinte fato.

Lema 3.1.2

1. Se a € FS,, é um polinomio central de grau n de A entao, para qualquer
6 e FS,, a.f também é um polinomio central de grau n de A. Em particular,
se a € F'S,, € uma identidade de A entao o.3 também o €.

2. Considerando, para cada particao \ den e para todo k =1, ..., dy, um elemento
=9+ G+ ... +gP €1, tal que g§ € FSpey, e o elemento nio nulo g € F
tal que ei = gey, temos que

(a) g’f(%ekSkk) = g¥ para todo k =1, ...,dy.
(b) g’j(%e,nSw) =0sek>r.
(¢) Definindo recursivamente 63 por 67 = %(21511 e
0 =(1—-0—0y— .. — 92_1)56165%, para todo k=2, ...,dy
temos que
i. gx.0p = g5, para todo k=1, ....dy.
. g,.0p =0, para toda partigio p de n distinta de \.

Demonstragao. Para mostrar o item 1, sejam a = > a,0, f = > 3,7 elementos
de F'S, e, para cada 7, o endomorfismo da algebra livre F' (X) ¢, : 2; — 2,-1(;) para
todo i = 1,...,n e que fixa todas as outras variaveis. Com isso, para cada 7 € S,

temos que
Y(ar) = V(O aso).7)=> a,v(o.T) ;
P(O.T) = Tier)-1(1)T(0.r)1(2) - T(0.7) " (n)

= T )T o1 @)L o )

= @r(To1)To12)To-1(m) = r(¥(0))
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e para uma variavel z fixada por ¢,

[W(ap),z] = (2 ac0). (2206-7)),7]
= [ asfroT), 2]
= 2 aoPle:(U(0)), - (2)]
= 2. G- (D2 aop(o), 2])
= 2 Brer([U(a), ).

Assim se ¢(a) € C(A), isto é, [(a),z] € 1d(A) entao ¢¥(a.B) € C(A). E mais,
se a € F'S, é uma identidade de A entao e, consequentemente, ¥(c.7) = ¢, (¥ (a))
pertencem a Id(A), para todo 7 € S,. Portanto, por linearidade, ¢ (0.3) também
pertence a Id(A), ou seja, 0.3 é uma identidade de A. Isto encerra a prova do item
1 do lema.

Agora para provar o item 2, fixemos uma partigdo A e consideremos gy = g} +
gr+ ...+ giA € I, tal que g% € FS,ey, para todo k = 1,...,d,. Fixado k tal que

ke{l,..,dy\}, como {eiSik}fil forma uma base para F'S, e, segue que existem «;’s
dx

em F tais que g§ = Z a;e;S;x. Mas, para todo ¢ = 1, ..., d), temos
i=1

1 1 1 1
€iSik (_ekzskk> = —¢;;SikSkr = —€; Sk = —qeiSik = €Sk
q q q q
o que implica g’j(iekSkk) = gk. Por outro lado, se k > r temos, pelo Teorema 2.2.12,
que €;S;p (éeTSW) = %SikekeTSm. = 0 de onde segue g’j(%eTSrr) =0sek>r.
Portanto, ficam provados os itens 2.(a) e 2.(b). Quanto ao item 2.(c).ii, basta
notar que g, € I, enquanto 03 € I, e que I,,I\ = {0} se p1 e A sdo particoes distintas

de n. Para finalizar a prova do lema, mostraremos o item 2.(c).i. Para isto, faremos
indugao sobre k. Se k = 1 entdo ¢ facil ver, pelos itens 2.(a) e 2.(b) que

b = (G+ag+..+ gfk)ef

= gi (%61511) + 9,2\ <%€1511) + ... —1—9§A (éelsll) = g}\ (%61511> = gi.
Agora, supondo valida a afirmacao para todo ¢ < k — 1, provaremos para k.
Temos
gAG,? = g)\<1 — (9{‘ — (9% — ... 62_1)§€k5kk

= (g)\ - g)ﬂi\ - gx@ — ... g,\Qﬁ_l)%ekSkk.
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Mas, por hipétese de indugao g,.07 = g4, para todo i = 1,....,k — 1, o que implica
pelos itens 2.(a) e 2.(b) que

o = (=98 =8 — - — 9 e

como queriamos demonstrar. [ ]

3.2 Polindmios centrais do tipo 7

O Teorema 2.1.3 e o Lema 3.1.2 mostram que podemos escrever cada polinémio
central g de grau n de A como uma soma

9= @g,\ (3.1)

onde, para cada particao A de n, gn € I, é também um polinomio central de grau
n de A. De fato, pelo item 1 do Lema 3.1.2, para cada particao A de n temos que
g-(03 + 63 + ... + 6 ) também é um polinomio central de grau n de A. Mas, pelo
item 2.(c), temos

g0+ 03+ . +0)) =g (0T + 03 + ..+ 0)) = gh + G+ . T GV = g

Portanto, para cada particao A de n, g\ € I, é um polinomio central de grau n
de A. Mais ainda, ao fixar a particao A temos

d
D=0r+ G+ + g3

onde dy ¢ o nimero de tabelas standard do tipo A e g¥ € F'S,e;,. Afirmamos que g¥
também é um polinémio central de grau n de A, para todo k =1, ...,d,. Isto segue
imediatamente dos itens 1 e 2.(c) do lema acima.

Desta forma,

gx € um polinomio central de grau n de A <

Y(gr) = Y(gh) + V(g3) + -+ %(g0) € () NC(A) &
(k) € Y(FS,er) NC(A), paratodo k=1,..,dy <

g'j ¢ um polinémio central de grau n de A, para todo k=1,...,d,.
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Deste modo, fixando uma particao A de n e tomando d = d,; para cada k =
1,...,d, vamos usar que {e;Six}L, é uma base de F'S,e;, e nos preocupar apenas
com polinomios centrais de grau n de A e, em particular, com identidades do tipo

alelSlk + OéQ@QSQk + ...+ ozdedek

comq; € Fii=1,...,d.

Estes elementos serdo chamados de polinémios centrais (ou identidades)
de grau n de A associados a particao ).

Por outro lado, para cada particao A F n, podemos considerar 77 a tabela stan-
dard de Young onde cada coluna, na ordem da primeira até a ultima, foi preenchida
de cima para baixo de maneira crescente com os valores de 1, ...,n, a qual chamare-
mos de tabela candénica.

Agora, o isomorfismo entre F'S,e; e F'Syer (veja o Teorema 2.2.1) pode ser dado
por v — vS1, € assim, ao considerar um polinémio central de grau n de A ou, em
particular, uma identidade

f=o1e1511 + a2e2591 + ... + ageqSa

em F'S,e; teremos, pelo item 1 do Lema 3.1.2, respectivamente um polinomio central
de grau n de A ou uma identidade

[S1k = anerSig + aseaSay + ... + ageqSax

em F'S, e e vice-versa.

Portanto, para determinarmos todos os polinémios centrais ou as identidades
multilineares de grau n de A, basta considerarmos, para cada particao A\ de n, aqueles
que sdo combinacoes lineares de €}S3\, com i = 1,...,dy. Estes serdo chamados de
polinémios centrais (ou identidades) do tipo 7 de A. No caso em que
estivermos buscando polinémios centrais que nao sao identidades, devemos ainda
verificar se tais elementos nao pertencem a Id(A), caso contrario, C(A) = Id(A).
Assim ficam provados os proximos dois resultados.

Teorema 3.2.1 Os polinomios centrais e as identidades multilineares de grau n de
uma F-dlgebra A sao combinacoes lineares dos polinomios centrais e das identidades
de grau n de A associadas as particoes de n, respectivamente.

Teorema 3.2.2 Para uma particao A\ F n fizada, os polinomios centrais de grau n
de uma F-dlgebra A associadas a A sao combinacoes lineares sobre F' de polinomios
centrais do tipo T de A
d
Z a;e;Sit,
i=1

onde o; € F', para todo i =1,...,d e d € o numero de tabelas standard do tipo \. E
mais, se for uma identidade, serd combinacao também de identidades.
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Além disso, podemos obter:

Lema 3.2.3 Sejam A e B duas F-dlgebras tais que B C A. Para cada particao
A n comn fixo temos:

Se (Ix) N C(B) = spanp{(f1),¥(f2), - (fr)} onde os fis sio da forma

d
ZaieiSikj € FSuey, com kj € {1,2,..d} e j € {1,2,..,r}, entao
i=1

W(Iy) NC(A) = spanp {U(fi,), (fi,), - 0 (fi,)} onde iy,is,....,15 € {1,2,...,r}.

Demonstracao. Seja 1(g) € ¥ (1)) N C(A). Pelas consideragoes acima, existem
tinicos ¥(g§) € ¥(FSper) N C(A) C Y(FS,er) N C(B) para todo k = 1,2, ...d tais
que

W(ga) = U(gy) + U(g3) + ... + U (gh).

Por outro lado, como ¢(g) € ¥ (1) N C(A) C (1)) N C(B), existem tnicos
Bis € I tais que

V(gy) = Buv(fr) + B (fo) + ...+ Brv(fr) =
V(ga) = V(BLf1) + V(Bafo) + . F V(B fr) = ¥(g3) + ¥(g3) + .. + ¥ (g5)-

Lembrando que ¥(83;f;) € ¥(F Spex;) N C(B), pela unicidade de decomposicao,
segue que
k; _
Y(gy') =¥(B;f;) paratodo je {1,2,...,r}

V(gh) =0 se k¢ {ki, ko, ...k}

o que implica g];j = 0;f;, para todo j € {1,2,...,r}. Portanto, (f;) € C(A) para
todo j € {1,2,...,r} tal que §; # 0, e o resultado segue. [ ]

Observacao 3.2.4 Nao € dificil ver que o lema acima continua vdlido se trocarmos
C(A) por Id(A). Desta maneira, se A e B sio duas F-dlgebras tais que B C A,
para encontrarmos polindmios centrais (ou as identidades) multilineares de um grau
fizo n de A, podemos encontrar os geradores do tipo T de (1)) N C(B)(ou de
(1)) NId(B)) e verificar quais deles pertencem a C(A) (ou a Id(A)). Ainda, no
caso de polinomios centrais que nao sejam identidades, devemos verificar se entre
0s obtidos existe algum que nao pertence a I1d(A).
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3.3 DPolinémios centrais de M,(F)

Vimos através do Exemplo 1.4.5 que, independentemente, Rasmyslov e Formanek
exibiram para M, (F'), com n > 3, um elemento de C(M,(F)) \ Id(M,(F)). Ras-
myslov também construiu em [42] polinomios centrais diferentes das identidades
para as algebras M ;(E). Em [30], Kemer mostrou que este fato ndo é uma par-
ticularidade para estas dlgebras verbalmente primas, mostrando que toda variedade
prima tem um polinomio central que nao ¢ uma identidade.

Diante deste fato, queremos aplicar a técnica desenvolvida acima para determinar
os polinomios centrais do tipo 7 de um grau especifico n para a algebra verbalmente
prima M;(E) (ou pelo menos encontrar um que nao seja identidade com o menor
grau possivel), onde E é a élgebra de Grassmann de dimensao infinita sobre um
corpo F' de caracteristica zero. Para isto, devemos buscar, para cada particao A de
n, os polinomios centrais do tipo 7 de My(F') e fazer a verificagdo necesséria, de
acordo com a Observagao 3.2.4.

E interessante observar que, como PIgrauM,(E) = 8 (dado por Vishne em
[51]), a busca por um polinémio central de Ms(E) que nao é uma identidade deverd
comegar com n = 7, aumentando o valor de n caso necessario.

O método desenvolvido aqui é um processo algoritmico e agora vamos descre-
ver os argumentos que utilizamos para construir rotinas que foram implementadas
no software GAP [53] para determinacao de polindmios centrais (e, em particular,
identidades) de My(F).

Dado n, consideremos uma particao fixa A = n e d = dy o nimero de tabelas
standard associadas a .

Rotina “CoeficientesCentraisTestes(n)”: Pelo que vimos acima, se f é um
polinémio central de grau n de A do tipo 7 entao existem aq, ao, ..., ag € F tais que

d d
[ = E apSpie; = g agFy,
k=1 k=1

onde Fj, = Si1eq para todo k.

Por outro lado, para cada k =1, ...,d, temos

Fe= )Y > (senq)Supqg

PERT, 9€CT,

que equivale, via o isomorfismo 1, a

Iy = Fk(xl’xQ’ ’3:") - Z Z (Sgn q>$(SkIPQ)_1(1)$(Sk1p‘J)_1(2)"'x(SkIPQ)_l(n)
pERT, q€CT;
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onde T} é a tabela standard canonica associada a . Observemos que, para encontrar
F}., é suficiente encontrar Ry, Cp, e Sk e que podemos escrever:

d
f(.flfl, Ta, ,l’n) = Z&ka(Slfl,%Q, ey .fL'n)
k=1

Portanto, para buscar os polinomios centrais de grau n do tipo 7" de My (F'), temos
que buscar candidatos aos coeficientes ay’s de Fj, ou seja, queremos encontrar ay’s
tais que:

[fyxni1] =0 em My(F) =
d
Z@k[Fk($1,S€2, ey @)y Tpy1] =0 em My(F).
k=1

Ou seja, para qualquer cole¢ao { Ay, As, ..., A, 1} de matrizes unitarias de My(F)
temos

sH

> aglFi(Ar, Ag, oo Ay, Apia] = 0.

k=1

Se tomarmos, para cada k,

(Fe(Av, As, o A0, Ansa] = ( e ) € My(Q) C Ma(F)
k Wk

e substituirmos na igualdade acima, teremos:

4 r1 T2 ... X4 831 0
Za’f ( Tk Yk ) —0 o Yi Y2 e Yd Of2 _ O
= 2k Wi 21 29 ... Zq : :

wp w2 ... Wq oy 0
< X

Contudo:

e Temos 4" possibilidades de combinar as matrizes unitarias ej, €12, €21, €22
para formar uma colecao de n + 1 matrizes.

e Apds passarmos por todas as possibilidades de colegoes de matrizes, podemos
formar um sistema BX = 0 onde B ¢é formada aglutinando as matrizes C' das saidas
de cada possibilidade estudada, tendo entao 4"*2 linhas e d colunas.

e O préximo passo é solucionar o sistema. Para isto, buscamos a FER (forma
escalonada reduzida) de B. Porém isto é feito parceladamente, ou seja, tomada a
matriz C' formada depois da primeira possibilidade escolhida, calculamos a sua FER
e aglutinamos a ela a matriz da préxima possibilidade. Em seguida, calculamos
novamente sua FER, e assim por diante. Isto evita ter que calcular a FER de uma
matriz de tamanho 4"*2? x d. E assim, encerra tal rotina.
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Apés este processo, criamos uma rotina que toma a FER de B (a saida de
“CocficientesCentraisTestes(n)”) e, através das solugoes de BX = 0, formamos os

candidatos a f. A rotina que executa este procedimento é a “PolinomiosCan-
didatos (B,n).”

Até o momento podemos concluir que, se o posto de B é menor que d, temos
valores nao nulos para os ay;’s que, a principio, poderiam gerar candidatos nao nulos.
Mas, precisamos nos certificar disto. Dai é que veio a necessidade de construirmos a
rotina “AgrupaMonomios (P)”, que soma os coeficientes dos mondmios de P que
tém a mesma sequéncia de varidveis, é claro, se existirem. Note que isto sé faz sentido
se 0 posto de B < d. Pois, se o posto de B = d, temos a; = ay = ... = a4 =0, e
isto significa de imediato que f = 0, isto é, nao existe polinomio central de grau n
de A nao nulo associada a particao A.

Rotina “EncontraMonomiosTestesSeparados (Parti¢ao)”: Quando B = 0,
ou seja, quando C' = 0 para cada uma das 4"*! possibilidades, temos que, para cada
uma delas, a matriz

_ T Yk
[Fk(A17A27“'7An)7An+1] - < e W )

é nula, para todo k = 1,2, ...,d. Isto é, para todo k = 1,2, ...,d, temos
[Fk(Al,AQ,...,An),An+1] =0 em Mz(F)

Assim, os polinomios Fi, Fs, ..., F,; sao os polindmios centrais de grau n do tipo 7
de My(F) associados a parti¢ao fixada. Esta rotina determina estes polinomios.

Exemplo 3.3.1 Sejan = 7. Vamos dar alguns exemplos que obtivemos de saida
das rotinas relatas acima.

e Particdo: A = (6,1) e Numero de tabelas standard: 6 = d. Temos:
>> CoeficientesCentraisTestes(7); (dentro do algoritmo colocamos a parti¢ao)

>> B

=
o
o
o
o
=

’ (saida de CoeficientesCentraisTestes(7))

= |
[
[
[
[
[

S oo oo
cooor
coor o
cor oo
ocrooo
2999

Como posto B = 6 = d temos que a1 = ap = ... = ag = 0, ou seja, nao existe
polinomio central de grau 7 de A nao nulo associado a particao .
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e Particgo: A = (5,1,1) e Numero de tabelas standard: 15 = d.
>> CoeficientesCentraisTestes(7);

>>B = [[1,0,0,0,0,0,0,4/5,8/5, —14/15,—2/15,22/15, —22/15,2/15, —2],

1,0,0,0,0,0,3/10,3/5, —13/30,13/15,22/15, —73/60, 23/60, —3 /4],
,0,1,0,0,0,0,—7/10,—2/5,9/10, —4/5, —1/5,29/20, 21 /20, —3 /4],
0,0,1,0

,0,0,0,1

0,0,0,0,1,0,—1,-2,2,0,-2,5/2,—1/2,5/2],
0,0,0,0,0,1,0,—1,1/3,1/3,—5/3,7/6,1/6,5/2]];

Y )

Como posto B = 7 < 15 = d o processo continua, construindo em sequida 0s
polinomios candidatos:

>> P := PolinomiosCandidatos (B,7);;
>> Size(P);
>>8  (numero de polinémios candidatos compondo P)

>> P:=[P[1],P[2],..., P[8]]; (a saida de PolinomiosCandidatos (B,7))

Os polinomios P[1], P[4] tém 5040 mondmios e os restantes P[2], P[3], P[5], ..., P[§]
tém 5760 monomios. O proximo passo foi usar, para cada i =1,2,...,8, o “Agrupa-
Monomios (F[i])”(para diminuir o nimero de mondémios, caso seja possivel):

>> P, := AgrupaMonomios (P[1]);;

>> P, := AgrupaMonomios (P[2]);;

>> Py := AgrupaMonomios (P[8]);;

Obtivemos, respectivamente, para P[1], P[2], ..., P[8] as redug¢des para 1152, 1152,
1296, 720, 1296, 1296, 1296 e 1728 monomios.

e Particdgo: A = (3,2,2) e Numero de tabelas standard: 21 = d.
>> CoeficientesCentraisTestes(7);

>>B=][1]; (neste caso, obtivemos matriz nula como saida)

Como posto B =0 < 21 = d o processo continua, s6 que agora nao precisamos
da rotina “PolinomiosCandidatos (B,7)”, pois os candidatos sao os prdprios F;’s.
Portanto usamos:

>> F := EncontraMonomiosTestesSeparados ([3,2,2]);;
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>> Size(F);
>> 21

>> F = [F[1], F[2],..., F]21]];

Neste caso, cada Fli] tém 86/ monémios. No préximo passo usamos, para cada
i=1,2,...,8, o “AgrupaMonomios (F[i])”:

>> Fy := AgrupaMonomios (F[1]);;

>> [y := AgrupaMonomios (F[2]);;

>> Fy := AgrupaMonomios (F[21]);;

Neste exemplo, nao obtivemos reducao.

Podemos trabalhar de maneira analoga se desejamos encontrar, para cada particao
A, as identidades de grau n do tipo 7. A unica mudanca ocorreria na busca dos
ay’s, pois as matrizes C, e portanto B, seriam distintas do caso anterior. Vejamos:

d
flzy, 2o, .. xy) = Zaka(xl,xg, vy Tp) =0 em My(F)
k=1

v

Para cada sequéncia {Aj, Ay, ..., A,} de matrizes unitarias de My(F)

d
FAL Ay, A) =Y apFi(Ar, Ay, Ay) = 0.

k=1

Se escrevemos, para cada k =1,2,...,d,

Fr(Ay, Ay Ay) = ( Tk Yk )

2L Wi
temos
d 1 T2 ... XTg an 0
T (6] 0
Z a E Yk — 0 o o Y2 o Yd _
Pt 2k Wk 21 R2 ... Z4
w, W2 ... Wq g 0

Q4
<
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A rotina “CoeficientesIdentidadesTestes(n)”adapta esta mudanga e retorna
FER de B. Em seguida, podemos usar a mesma sequéncia de rotinas que fizemos
para os polinomios centrais, e obtermos conclusoes andlogas para as identidades.

Concluida esta etapa, para obtermos as solucoes das questoes propostas pre-
cisamos verificar quais destes polindémios centrais (ou identidades) sdo polinémios
centrais (ou identidades) de My(F) em cada grau correspondente. Vejamos como
isto ¢é feito na préxima secao.

3.4 Polinémios centrais de Ms(F)

Vamos obter agora os resultados que auxiliam na construcao dos algoritmos
responsaveis em detectar quais dos polinomios centrais de grau n do tipo 7 de
M,(F) sao polinémios centrais de grau n de My(E). A saber:

Rotina “TestaPolinomioCentral(P)”: Verifica se P pertence ounao a C'(My(E)).

Rotina “TestaPolinomioldentidade(P)”: Verifica se P é ou ndo uma identidade
de MQ(E)

Lembrando que E = (1, vy, 02, ... : v;v; = —v,v;), vejamos os resultados sobre os
quais estas rotinas se baseiam. O seguinte foi observado por Vishne em [51].

Proposicao 3.4.1 Seja f € P,. Entao, para todo k > 2:

f =0 em My(E) se, e somente se, f se anula para todas as possiveis substituicoes
x; — A} onde A; = eqp, € uma matriz elementar de My(F) e vi =v; ou v =1.

Demonstragao. E claro que basta mostrarmos uma direcao. Para isto, suponha-
mos que o polinomio

flz, 2o, .. xy) = Z AT o(1)Ta(2)---Lam) € P
O’GSn

se anula para todas as possiveis substituigoes x; — A;v} onde A; = e,,;p, ¢ uma matriz
elementar de My (F) e v = v; ou vf = 1. Para provar que f =0 em My(F), basta
mostrar que f(Ajws, Asws, ..., Ayw,) = 0 para quaisquer matrizes Aj, Ay, ..., A,
unitarias de My (F') e quaisquer elementos de E da forma w; = Ut VgV desde
que My(FE) é linearmente gerado por elementos da forma Aw onde A é uma matriz
elementar de My (F) e w = vy, vy,...vy. € E. Notemos que, ao fazermos a substitui¢ao
acima, precisamos nos preocupar apenas com o produto dos elementos w;s.

Por outro lado, se r; é par ou impar, podemos escrever, respectivamente, para
cadai1=1,2,...n, w; = Vi Ugi . Ugi . = B; ou w; = Vi Ugi o Ugi . = v; B; onde v; = Vi €
K3 K3
B; € Ey = Z(F).
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Desta maneira, para qualquer o € S,, temos
wa(l)wg(g)...wg(n) = U:_(l)v;k_(z)...v;k_(n).Bo—(l)Bo-(Q)...Bo—(n)
= v;(l)v;@)...v;(n).B,
onde B = B1B,...B,, e

. Vo (i) se r; € impar
1 se r; é par.

Assim,

f(Alwl, A2w2, ceey Anwn) = f(AﬂJT, AQU;’ ceey AnU*)B =0

n

como queriamos. [ ]

Nosso proximo resultado mostra o que ocorre ao realizarmos as substituigoes.

Proposicao 3.4.2 Considere um subconjunto {j1, ja, ..., jo} de {1,2,...,n} com j; <
J2 < .. < jg e um monomio M(x1,%2,...,Tn) = Qolo()To(2)---Tom) € Pn. Se
e <71y < ..<ryé€tal queo(r;) = j, ondel; € {1,2,...,q} para todoi € {1,2,...,q},
entao substituindo x; — A;vf no monomio M, onde A; é uma matriz elementar de
M (F) e v =v; sei € {j1,J2, .., Jq} evi =1 sei e {1,2,...,n}\ {Jj1,72, - Jq},
temos

M Ay, Agvy, ..., Aguy) = (891 7o) 0o Ag(1) Ao(2) - - - Am) (Vj, V), - - - Vj,)

onde 7, € Sy com 7,(1) =11, 7,(2) = ly, ..., 7, (q) = 1.

Demonstracao. De fato, substituirmos z; — A;v7 no monomio M, onde v} = v; se
i€ {j1,J2, - dqrevi =1seie{1,2,..,n}\ {j1, Ja, .., g}, significa substituirmos,
para todo t € {1,2,...,n}, Ton) — Aa(t)v:;(t) onde v}, = V(1) se ¢ € {ri,ra, ...,rq} €
Uy =1set €{1,2, .. np\{r,r,....rg}.

Assim,
M (A}, Aqvs, .., Apul) = aUAg(l)v;(l)AU(z)v;‘(z) .. .Ag(n)v;(n)
= aeAr1)As() - - - Ao (U;u)v:—(z) Vs )
= Qe As(1)As(2) - - Ao(n) Vo(r)Vo(rs) - - - Vo(ry))
(
(

A
A
= aAe)As@) - - Agn) (Vs Vjy, - - - Vs, )
A
A

como queriamos demonstrar. [ ]
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Vejamos agora como as rotinas mencionadas acima fazem uso destes resultados.
Seja
flz1, 29, .. x,) = 5 AoTa()Ta(2) - - - To(n) € Pr.
0€ESh

O algoritmo “TestaPolinomioCentral(P)”foi construido a partir do raciocinio
desenvolvido pelas seguintes etapas:

e Pela Proposigao 3.4.1, para que f pertenga a Id(Ms(FE)) é necessario que, para
qualquer escolha de {A v}, Asvs, ..., Ayl } onde os A;’s sdo matrizes elementares e
v} =wv; ou 1, tenhamos f(A v}, Agvj, ..., Avf) = 0.

e Existem 4".2" maneiras de fazer estas escolhas, pois temos 4" possibilidades
de escolhermos a sequéncia {Aj, As, ..., A,} e 2" possibilidades de escolhermos a
sequeéncia vy, vy, ..., Un.

e Podemos identificar cada uma das sequéncias v}, v, ..., v} da seguinte forma
{v], 03, ..., v} — {j1, 925, Jq} € {1,2,...,n} com j; < jo < .. <j, onde

U: = V; Se 1€ {j17j2,'~7jq} €

vf =1se i €{1,2,...,n}\ {j1, 2, -, Jq -

o (A}, Agul, ..., A,vf) = 0 para cada uma das 4".2" escolhas { A0}, ..., A, v}
equivale, pela Proposicao 3.4.2, a testar para cada sequéncia {A;, Ay, ..., A,} de
matrizes elementares e para cada subconjunto {ji, ja, ..., js} € {1,2,...,n} se

D (580 7o) W Au(r) - - - Ay (Vj, V), - 05,) = 0 &

gESy

Z (sgn Ta)OéaAa(n ce Ag(n) =0.

U’ESn

e Pelo item anterior, dado P(xy, 23, ..., x,) = Z Qoo Ta(2) - - - To(n) € P, para
ocES
cada sequéncia {A;, As, ..., A1} de matrizes elementares e para cada subconjunto

{j1: 72, -, Jq} C {1,2,...,n+ 1}, a rotina “TestaPolinomioCentral(P)” constrdi o
novo polinémio f = [P,x,.1] = Z QyTy(1) - - - Ty(ny1) € Ppgr1 através da rotina
YESn+1
auxiliar “FormaPolinomio(P)”.
e Em seguida constréi, para cada monomio de f, a permutacao 7., e, conse-
quentemente seu sinal, como foi descrita na Proposicao 3.4.2, e calcula em seguida
AyyAy@) - Ay Ayt (testando se é nula ou nao), até formar a matriz

> (sen )y Ay - Ay Ay

YESn+1
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e Se a matriz acima for nula, para todas as sequéncias e para todos os subcon-
juntos, temos que f € Id(My(FE)); caso contrario f ¢ Id(My(E)).

Ja o algoritmo “TestaPolinomioldentidade(P)” foi construido da mesma maneira,
tendo diferenca apenas no fato de que tal rotina trabalha com os monomios do
polinémio P de entrada e nao do comutador [P, z,,1].

Exemplo 3.4.3 Voltemos ao Exemplo 3.3.1 e tomemos a saida obtida na particao
A=(51,1).

Depois de obtermos os polinomios P[1], ..., P[8] candidatos a serem polinomios
centrais de My(E), usamos a rotina “TestaPolinomioCentral(P)”, para cada um
deles.

Considerando que a terceira linha de cada saida abaizo € o vetor que indica o
j-ésimo subconjunto {ji, ja, .-, jq+ C {1,2,...,8} das 2% possibilidades, a quarta linha
€ o vetor que indica a k-ésima sequéncia {Ay, As, ..., As} de matrizes elementares
de My(F) das 4® possibilidades, e a quinta linha é o vetor que representa a matriz

2 x 2 resultado de Z (sgn 7y) o, Ay - .. Ay Ays) onde j e k sao os valores dados
na sequnda linha, Zifgvemos 0s sequintes resultados:

>> TestaPolinomioCentral( P[1));

Diferente de zero (ou seja, ndo é um polinomio central de My(E).)
j =61,k = 4193

[0,0,1,1,1,1,0,0]

[(1,1], 11, 2], [1, 1], [1,1], 1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0,6/5,0,0]

>> TestaPolinomioCentral(P/[2));

Diferente de zero

j =61,k = 4193

[0,0,1,1,1,1,0,0]

(1, 1], [1, 2], [1, 1], [1,1], 1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0,—28/5,0,0]

>> TestaPolinomioCentral(P[3]);
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Diferente de zero

j =61,k = 4193

0,0,1,1,1,1,0,0]

00,10, [1,20, [1,1], [1,1) 1, 2], 2, 1], [1, 1], [1,1]
[0,74/15,0,0]

>> TestaPolinomioCentral( P[4));
Diferente de zero

j =61,k = 4193

0,0,1,1,1,1,0,0]

(1, 1], [1, 2], [1, 1], [1,1], 1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]
[0,32/15,0,0]

>> TestaPolinomioCentral( P[5));
Diferente de zero

j =61,k = 4193

0,0,1,1,1,1,0,0]

01, 1), (1,20, [1, 1], [1, 1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1,1]
[0, —172/15,0, 0]

>> TestaPolinomioCentral(P[6));
Diferente de zero

j =61,k = 4193

0,0,1,1,1,1,0,0]

[(1,1], [1, 2], [1, 1], [1,1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]
[0,157/15,0, 0]

>> TestaPolinomioCentral( P[7));

Diferente de zero

67



68 Construgao de polinémios centrais para My(E)

j =61,k = 4193

0,0,1,1,1,1,0,0]

(1, 1], [1, 2], [1, 1], [1,1], 1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]
[0, —227/15,0, 0]

>> TestaPolinomioCentral(P[8));
Diferente de zero

j =61,k = 4193

0,0,1,1,1,1,0,0]

[(1,1], 11, 2], [1, 1], [1,1], 1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]
0,3,0,0].

Para finalizar, é interessante observar que as rotinas nao precisam considerar os
subconjuntos unitarios, pois quando isto ocorre 7, = 1 e, por exemplo,

Z (sgn 7)ar Ay) - - Ay Ays) = Z Ay - - Ay Ays)

ocESL ocESH

que ja sabemos que ¢ zero, pois vamos testar a rotina para polinomios que ja sao
polinémios centrais (ou identidades) de My (F).

A implementacao das rotinas garantiu até o presente momento que:

Teorema 3.4.4 Se f é um polinomio central de Ms(E) que nao é uma identidade,
entdo degf > 9.

Além disso, usamos estas rotinas para constatar que, de fato, o PIgrau(My(E))
¢ igual a 8.

Observacao 3.4.5

1. Por enquanto, nao testamos para n > 9, pois para estes casos o problema se
tornou um problema computacional. Estamos tentando resolver através do uso
de um processamento paralelo.

2. Fizamos My(E), mas nao € dificil peceber que tais idéias podem ser estendidas
para M,(E), com n > 3.
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3. Usando raciocinio andlogo podemos construir tais algoritmos para My, (E).
Basta trabalhar com a M3(F') e ver que, usando o mesmo tipo de demonstragao,
a Proposicao 3.4.1 pode ser sustituida pela

Proposi¢cao 3.4.6 Seja f € P,. Entio: f =0 em My (E) se, e somente
se, f se anula para todas as possiveis substituicoes x; — A} onde v} =1
se A; € {enn, €12, €21, €2, €33} ou vy = v; se A; € {ens, €a3, €31, €32} sendo eqp
matriz unitdria de M3(F), para todo a,b € {1,2,3}.

Foi possivel perceber que o problema de descrever os polinémios centrais e as
identidades polinomiais da &lgebra My(E) é muito dificil. Sendo assim, passamos
a considerar esta algebra com uma Zs-graduacao especifica e tentamos obter in-
formagcoes sobre suas identidades polinomiais Zs-graduadas e sobre seus polinomios
centrais Zo-graduados. Tal trabalho contempla o préximo capitulo.



Capitulo 4

A algebra Zo-graduada M

Considere

M:MQ(E):<§ 2)@(2 g)

O objetivo deste capitulo ¢é classificar todas as identidades Zy-graduadas de grau
menor ou igual a 5 e descrever todos os polindmios centrais Zs-graduados da algebra

Zo-graduada M.

4.1 Identidades e polinomios centrais G-graduados

Nesta se¢ao, introduziremos as definigoes e alguns resultados sobre identidades e
polinémios centrais G-graduados, onde G é um grupo abeliano finito. As demons-
tragoes seguem de modo andlogo as construidas no Capitulo 1 para as identidades
e polinomios centrais ordinarios, por isso faremos apenas observagoes.

Definicao 4.1.1 Uma F-dlgebra é dita G-graduada (ou dotada de uma G-gradu-
acao) se para todo g € G, existem subespagos A, de A tais que

A=A, e AgALC Agiy

geG

para quaisquer g,h € G. Os subespagos A, sao chamados de componentes ho-
mogéneas de A e um elemento a € A € dito homogéneo (ou homogéneo de grau
g) sea € A,
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Notemos que qualquer elemento a € A pode ser escrito unicamente como uma
soma finita a = >, a, onde a; € A, Além disso, se A ¢ G-graduada e tem
unidade, entdao 1 € A, onde e é o elemento neutro do grupo GG. Notemos ainda que
toda élgebra admite uma G-graduacao, bastando tomar A, = A e A, = {0} para
g € G\ {e}. Esta graduagao é chamada de graduacgao trivial.

Como tratar identidades e polinomios centrais de uma &dlgebra graduada, pre-
cisamos introduzir a algebra livre G-graduada. Para isto, para cada g € G, considere
um conjunto enumeravel X, de varidveis tal que X, N X,, = () para g; # ¢g» com
X =, cq X, e considere a dlgebra livre associativa e unitdria F' (X).

Definimos a(1) = 0 e a(m) = a(o(1)) + a(a(2)) + ... + a(o(n)) se m
To(1)To(2)--- Loy, Onde a(0(i)) = g se z,; € X, e ainda, dizemos que a(m) é o
G-grau de m.

Tomando, para cada g € G, F'(X), = {m|m monomio de F (X);a(m) = g}
temos
FX)=@F(X), ¢ F(X),F(X),CF(X)

geG

g+h

para quaisquer g,h € G, o que implica que F (X) é uma é&lgebra G-graduada.
Se f € F(X)g dizemos que f é homogéneo de (G-grau g e usamos a notacao

a(f)=g.

Definicao 4.1.2 Seja A = @geG Ay uma dlgebra G-graduada. Dizemos que um
polinéomio f = f(xy, 29, ...,1,) € F(X) é:

1. uma identidade G-graduada de A se f(ay,as,...,a,) = 0 para quaisquer
a; € Aoy, onde 1 =1,2,...,n.

2. um polinémio central G-graduado de A se f(ay,as,...,a,) € Z(A) para
quaisquer a; € Aqy, onde i =1,2,...,n.

Lembrando que ¢ é um endomorfismo G-graduado de F (X) se ¢ é um
endomorfismo de F' (X) tal que o(F (X)) C F (X) , definimos:

Definicao 4.1.3 Dizemos que um ideal I da dlgebra livre associativa G-graduada
F(X) é um Tg-ideal se p(I) C I, para todo endomorfismo G-graduado ¢ de F (X).
E ainda, um subespago V de F (X) é um Tg-espago se (V) C V| para todo
endomorfismo G-graduado ¢ de F (X).

Portanto, dizer que I é um Tg-ideal equivale a dizer que I é um ideal e f(fi, ..., fn) €
I para quaisquer f(xq,...,x,) €l e f; € F (X)a(i).
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Dada uma algebra A, se considerarmos Id%(A) o ideal de F (X) formado por
todas as identidades G-graduadas de A e C'%(A) o subespago vetorial de F (X)
formado por todos os polinémios centrais G-graduados, nao é dificil ver que Id%(A)
e C%(A) sao Tg-ideal e Tg-espaco de F (X), chamados o Tg-ideal e o Tg-espago
de A, respectivamente.

Além disso, as nogoes de T-ideal e T-espaco gerados por um subconjunto S de
F(X), que denotamos por (S) .. e (S V7@ respectivamente, sio andlogas aquelas de
T-ideal e T-espago.

E possivel provar que Id%(A) e CY(A) sio gerados pelos seus conjuntos de
polinomios multihomogéneos, se F' ¢ infinito. E mais, se F' tem caracteristica zero,
Id%(A) e C%(A) sao gerados pelos seus polindmios multilineares.

Note que se considerarmos X = Y UZ entao podemos decompor F' (X ) = FodFq,
onde Fy = F (X), é gerada como espago vetorial pelos monémios que possuem um
nimero par de varidveis em Z e F; = F (X), é gerada como espago vetorial pelos
monomios que possuem um numero impar de variaveis em Z. E ainda, é comum
usarmos Id? e Ty ao invés de Id?? e Tyz,. Portanto, usaremos Id%(A) e C?(A) para
representar o Thr-ideal e o Ty-espaco de uma algebra Zs-graduada A = Ay @ A; e
temos que estes sao completamente determinados pelos seus polinomios multilinea-
res. Neste caso, se considerarmos P2 o F-espago vetorial dos polindmios multiline-
ares Zg-graduados de grau n em yi, ..., Yn, 21, ..., 2, (OU seja, cada varidvel y; ou z;
aparece com grau no maximo 1 em cada monomio e nao aparecem simultaneamente
no mesmo mondmio) temos

P? = Spanp{us)...Usm)|0 € Sy, ui =y; ou u; = 2, 1 <i <n}.

Por outro lado, para cada 0 < r < n, sejam {iy, d2, ..., %} U{Jj1,J2, s Jnr} =
{1,2,...,n} e f € P2. Denote por g;, ;. asoma de todos os monomios de f em que

as variaveis Y, ..., Yi,, Zj---» Zj,_, aparecem. Entao, claramente
n
f = E E Giy,oyivs
r=0 i1,...,0p

onde g;,..;. sdo as componentes multihomogéneas de f. Portanto, se f € Id?(A)(ou
[ € C*(A)) temos que g;, ;. € Id*(A)(ou g;, .4, € C*(A)), para qualquer escolha
11,19, ..., 1. Isto motiva definirmos, para cada 0 < r < n,

P2, . = Spanp{ue)Ue@).-Uom) | 0 € Sn,u; =y, paradi=1,..,r
eu; =z, parai=r—+1,...,n},

onde os elementos de P?, _ sao polindmios multilineares em vy, ..., Yr, Zr41, .., 2n. B

rn—r

ainda, basta nos preocuparmos com os elementos de Id*(A) N P2, e de C*(A)N

rn—r

P2 se quisermos classificar Id?(A) e C%*(A), respectivamente.

rn—r’
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Temos aue (f)g, = (g)g, © (/)™ = ()™ DATA f = FU1s s los 2rs1, o 20) €
9=9W1, s Yrs 215 o Znr) = ©(f) onde ¢ é o endomorfismo de F' (Y U Z) definido
por ¢(z,1;) = z;, para todo i = 1,...,n — r. Para simplificar a notagao, a partir de
agora vamos considerar Pﬁn_r o espaco dos polinomios multilineares nas variaveis
Yy ooes Yy 21y oeey Z—re

Exemplo 4.1.4 A dlgebra de Grassmann € Zs-graduada com E = Eq® Ey. De [19]
temos que

Id*(E) = ([y1, v, 2122 + 2021, [y, 2]),
e nao € dificil ver que

C’Q(E) = (y, x1[y1, y2|x2, 1 (2120 + 2921) T2, 21[y, 2]22 : 21,29 €Y U Z>T2 )

Exemplo 4.1.5 A dlgebra de matrizes Ms(F') possui apenas duas Zs-graduagoes.
A saber, a graduacao trivial e a graduacdao natural dada por

win- (£ 8)a (8 )

Em geral, M,,(F) possui uma Z,-graduacao definida por M, (F) = @z, M;, onde

M, = (e;;|j —i=1). De [7], Di Vincenzo mostrou que
1d*(My(F)) = {[y1,y2], 212023 — 232221>T2
e de [4] seque que

T
02(M2(F)) = <Z%7$1[y1>y2]$2,5101(2’12223 — 232921)To : X1,Te € Y U Z> 2

Em [48], Vasilovsky encontrou um conjunto gerador para Id%~(M,(F)) e, diante
deste fato, Brandao e Koshlukov [4] descreveram C'%(M,,(F)).

Exemplo 4.1.6 A graduacdo trivial e a graduagao natural dada por

F 0 0 F
UTQZ(O F)®<O 0)

sao as unicas Zo-graduacoes de UTy. Em geral, UT, possui uma Z,-graduacao
definida por UT,, = Vo @ ... & V,,_1 onde, para cada i =0,..n — 1,

Vi =A01it1€1i41 + 02i12€2i42 + .. + Opitn€nitn|ors € F}.
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Valenti, em [{7], provou que I1d*(UTy) = (2122, 11Y2)q, € em [32], juntamente
com Koshlukov, exibiu um conjunto gerador para Id”(UT,).

0 S

definida na Secao 1.2, é Zy-graduada. Particularmente, temos que

Exemplo 4.1.7 A dlgebra verbalmente prima My, (E) = ( Po ) & ( 9% ()Q ),

I3 (M1 1(E)) = (y1y2 — Y2y, 21227 + 232221) 1,
provado por Di Vincenzo, em [7]. E ainda,
CQ(Ml,l(F)) = ([21, 22}, 1|y, Yo| @, X1 (212225 + 232021 )2 1 1,22 € Y U Z>T2

dado por Brandao e Koshlukov em [4].

Em [33], La Mattina determinou todas as identidades Zs-graduadas de grau
menor ou igual a 5 para My (F), obtendo como consequéncia as de Ms;(E).

Exemplo 4.1.8 Se A = @AQ € uma dlgebra G-graduada entao
geG

AQE = P (4, ® E)

(g,i) € GXZa

¢ uma dlgebra G X Zg-graduada. Em particular, se considerarmos a Z,-graduacdo
de M,,(F) dada no Exemplo 4.1.5 temos que

M,(E)~ M,(F)® E= P (M & E,)

(1,i) € Zun X 7

¢ uma Ly X Lo-graduacao. Por exemplo, se n = 2 temos que

_ EO 0 0 EO El 0 0 E1
win= (9 5 )e (a0 ) (v e)o(a V)

¢ uma Zo X Za-graduacao.

Di Vincenzo e Nardozza em [8] mostraram que, conhecendo um conjunto gerador
para Id%(A), € possivel obter um conjunto gerador para Id“*?(A®E). Em particu-
lar, eles exibiram um congunto gerador para Id%*22(M,(F)QE) = [d%>*22(M,(E)).
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A partir deste artigo, Koshlukov, Alves e Brandao, em [1], mostraram que também
é possivel derivar um conjunto gerador de C“*?2(A® E) de um conjunto gerador de
CY(A). Como exemplo, eles exibiram um conjunto gerador para CZ*Z2(M,(E)).
Nesse trabalho, eles também descreveram um conjunto gerador para Id*(My(E))
considerando a Zo-graduacao de My(E) dada por

(B B ( B B
wer=(g 5 )e(5 &)

Exemplo 4.1.9 M = M,(FE) = ( g 27 ) & ( g g ) € uma dlgebra Zs-gradu-

Mo My

ada.

Estaremos intessados em estudar Id*(M) e C%(M).

4.2 A acao de GL,, x GL,,

Para classificar todas as identidades Zs-graduadas de grau menor ou igual a 5 de
M vamos fazer uso da boa relacao que existe entre o grupo GL,, x GL,, e o grupo
simétrico S, lembrando que GL,, é o grupo linear geral.

Vamos considerar F (Y U Z) o subespaco de F' (Y UZ) dos polinomios ho-
mogéneos de grau n > m envolvendo somente as variaveis 41, ..., Ym, 21, -, Zm- LeMOS
uma agao natural de GL,, X GL,, sobre F' (Y U Z) dada por:

h) <kalxln> Zk g, h)(xsy)...(g,h)(x;,)

onde

(%m@@:{gm» S—,

h(ZL’Z‘j>, se ZL’Z'J. = Zij'

Portanto, a dlgebra F (Y U Z) pode ser vista como um GL,, X G L,,-médulo.
Além disso, temos que

Fr(YuZ) Z Wi
onde W, ,,_, é o subespaco de F; (Y U Z) consistindo de todos os polinémios multi-

homogéneos de grau total r nas variaveis vy, ..., ¥y, € de grau total n —r nas variaveis
Ry eeey Rmp-
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Agora, para cada 0 < r < n, defina o conjunto

1, = {(’il,iz, ...,ir) ’{il,ig, ...,iT} - {1,2, ,n} el <ig <...< Zr}
————
I,

- I
Assim, podemos reescrever W,.,, . = >, ., W, _, onde

Wi;Hﬂ = Spanp{wiws...w, |m ¢ um mondémio de W,.,,_,; w; € {y1,...,ym},VI € L. }.
m

Nao ¢ dificil ver que W, ,,_, e W sao invariantes sob a acao de GL,, X GL,.

rn—r
E ainda, é possivel mostrar que W, _ estd imerso em F7, (Y) ® F'" (Z). Basta
verificar que

{yllle...le’li c {1,2, ,m},Vz c {1,2, ...,7“}}

{z,z1y2, i € {1,2,....m}, Vi€ {1,2,....n—1r}}

formam uma base para F, (Y) e F'"" (Z), respectivamente, e portanto,

pr o W — Fp (Y)© R (2)

rn—r
WIW... Wy, —— Wi, Wiy ... Wi, @ We, Wy . W,
onde {s1, 2, ..., $p_r} = {1,2,...,n} \ I, 6 um homomorfismo injetor.

Por outro lado, a partir da Secao 4 do Capitulo 2, temos que

En(Y)@ Fim(Z) = Y an, Wn(d) @ Win(p)

AFr,ubEn—r Wy
h(X) < m, h(p) <m "

onde W, = Wi, (A) @ Wi,,(1) é o GL,, x GLy,-submédulo irredutivel de £, (Y) ®
F'="(Z) correspondente ao par de partigdes (A, p) e Wy, (A) e W, (1) sado os GLy,-
submédulos irredutiveis de F, (V) e de F"~" (Z), respectivamente.

Assim
Fr(YuzZ)y~ Y BuWi
0<r<n

AFr,uFEn—r
h(X) < m,h(p) <m

Desde que, pela Observagao 3.2.4, W, (X) e W, (1) sdo gerados por fy e f, segue
que W), é gerado por um polindmio do tipo

A1

A1
f)\,,u = HSthi(A)(yla "'7yhi(>\)) HSthj(,u,)(Zla ...,Zh].()\)) Z as0.
j=1

i=1 oESh
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Tal polinémio é chamado vetor de altura mdxrima associado ao par (A, ).
E ainda, é possivel mostrar que f , pode ser expresso de forma tnica como com-
binagao linear dos polinomios fr, 1, definidos como

A1 M1
Iy, = HSthi(A)(yh oo Yhs(V)) HSthj(u)(Zla o Zhy)- Y
i=1 j=1

onde T\ = (a;;) e T, = (by) sdo tabelas standard tais que {a;;, b} = {1,...,n} e
~v € 5, ¢é definida por

(1) y(hi(A) +1) y(r+1) y(r+hi(p) +1)
7(2) y(hi(A) +2) e ) y(r+2) y(r+hi(p) +2) e [ a(m)
T : ‘ : T, : :
: Y(h1(A) + ha(N)) : Y(r + hi(p) + ha(p))
v(h1(N) y(r + hi(p))

4.3 Identidades Z,-graduadas de M

Nesta secao vamos determinar todas as identidades Zs-graduadas de M de grau
n < 5. Para isto, usaremos a teoria de representacoes de GL, x GL,, para n =
2,3,4,5.

Inicialmente faremos a decomposicao dos G L, x GL,-mbdulos

Id2<M> N Wr,nfr = Z Q/)\,MWA:N

Abr
pkEn—r

em somas diretas dos submodulos irredutiveis exibindo, para cada um destes, o
- 1 2

vetor de altura méxima que o gera e denotando por fy . f ,, ... os vetores de altura

méxima distintos correspondentes ao mesmo par de partigoes (A, ).

Fixados n e r, para cada par de particoes (A, ) tais que A\ Frepu b n—r,
consideramos o conjunto

T = {(I\, T)| T = (aij), Ty, = (bw) sdo tabelas standard e {a;;, b} = {1,...,n}}

de todos os pares de tabelas standard T),7, dos tipos A e p, respectivamente.

n

Claramente, |7y )| = dy, = dxd,,, lembrando que d,(resp., d,) é o nimero

de tabelas standard associadas a A(resp., a ).
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Para determinarmos a decomposi¢ao de Id*(M) N W,.,,_, em irredutiveis, pre-
cisamos, para cada par de parti¢oes (A, u) tais que A - r e u = n — r, determinar
todos os vetores fy, que sao identidades graduadas de M e que sao linearmente
independentes. Fixando o par (A, u), tal procedimento é feito seguindo as seguintes
etapas:

1*Etapa : Determinamos todos os dy , vetores fr, r,, usando a definigao dada na
secao anterior.

22Etapa : Escrevemos a combinagao linear

E a1, f 5, T,

(TN, TR)ET (A )

sujeita a ser uma identidade graduada de M.

32Etapa : Para encontrar todos os vetores fy , que sao identidades graduadas line-
armente independentes de M, escolhemos elementos convenientes da dlgebra (em
geral usamos elementos do tipo ab, onde a e b sao elementos da base de Ms(F') e de
E, respectivamente) e substituimos na combinagao acima para obtermos um sistema
linear envolvendo os ar, 1, que possa ser resolvido. Em geral, o ntiimero de escolhas
(dando em cada uma delas 4 equagdes, pois os elementos de M sdo matrizes 2 x 2)
varia com dy ,. Este sistema serd montado se pelo menos um fr, 7, nao for uma
identidade. Mas, caso todos sejam identidades, ja teriamos encontrado os vetores
desejados.

42*Etapa : Depois de feitas as vérias escolhas e determinadas as relagoes possiveis
entre os a, 7, ¢ preciso tomar as combinagoes independentes dos fr, 7, conseguidas
a partir destas relagoes e, entao, provar que sao de fato identidades graduadas de M.
Se forem, certamente foram encontrados os fy, desejados, caso contrario, uma nova
relacao entre os ar, 7, serd obtida. Entao criamos novas combinacoes dos fr, 1, e
continuamos O Processo.

Desta forma obtemos a multiplicidade do GL,, x G L,,-submddulo irredutivel W ,
na decomposicao de Td*(M) N W,,,_,.

Aplicando tal esquema para todo 0 < r <n paran =4,5eparatodo 0 <r <n
para n = 2,3, obtivemos as decomposicoes abaixo seguidas dos correspondentes
vetores de altura méxima, considerando o produto de Jordan aob = ab + ba.

Lema 4.3.1 Temos as sequintes decomposi¢oes

o Paran =2:

r=20: ]d2(M)ﬂWO72 = 0
r=1: IdZ(M)ﬂWLl = 0
r=2: Id2(M)mW2’0 =0
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Portanto, M nao possui identidades de grau 2.

e Paran = 3:
r=20: Id2M ﬂW(),g =

(M) 0
r=1: Id*M)NW;, = 0
r=2: Id*(M)NWy; = 0
r=3: Id*(M)NWsy = Wag

e o unico vetor de altura mdzima correspondente é f(l2 0o = (Y1, Y2, Y1)

e Paran =4:

r=0: Id*(M)NWyy = 0
r=1: Id*(M)NWy3 = 0
r=2: Id*(M)NWay = Wy a1 @ Wa,an
r=3: Id*(M)NWs1 = 2Wpe)0)

com vetores de altura mdxima correspondentes:

fon.w = — vy, ]2,

f(2271)7(1) = —2[y1, Y2, %1),

f(lg),(l,l) = [[21, 22], ¥, 9],

f(11,1),(1,1) = [y1, 42, [21, 22]].

e Paran =5:
r=0: Id*(M)NWos = Wyziy @ 2Wy s
r=1: Id*(M)NWis = Way ) & 3Way,e1 @ 2Way,e211) @ 2Way,22)
r=2: Id*(M)NWas = Wpye @ 3Ween @ 2We, oy

@ 2Wi,3) © 3Wan,ey @ 2Waa,a,1n
r=3: IdXM)NWsy = TWanay @ 2We a1y © 8Wai e

O Wene @ 3Waine © 3Waein.ay
r=4: IdAM)NWir = 6Wis),a) @ 6Wein,0) ®6Wes),a)

com vetores de altura mdzrima correspondentes:

1 _ 2
f@7(37171) = [\212223 — 232221 T 222321 — 212322 + 232122 — 222123, 21],

TV
St3(21,22,23)

79
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foay = a1lat, 2al2s — 2[ef, 2],

f@2,(3,2) = 21, 22 © [22, 2],

f(11)7(4) = _[?/a 22732]7

-f(ll),(S,l) = [zf,zlzg,y],

20 = 1229, 2] — 2,9, 2],

f(31),(3,1) = [, 2221, 9,

f(11),(2,1,1) = [27, [22, 23], y] + [2221, 2321, 9] + [2123, 2122, W,
f(21),(2,1,1) = [[21, 22], 2321, Y] + [2123, [21, 22, V],

f(11),(2,2) = [2122,Y, [22, 21]] + [2221, 4, [21, 22]] = [[22, 21], ¥, [21, 22]],
fy 0 = — 12y, 23] = [23,y, 7] + [2122, 9, 2221] + [2221, 9, 2122),
f(lg),(g) = —[y, 2%y,

foy o =~y 2122, 9]0 + [y, 2221, Y] 21,

foy.en = =21y 2221, 9] + [y, 27, 4,

fiy0ny = —21ly, 2122, 9] + 29[y, 21, 4,

f(lz),(1,1,1) = [y, [22, 21], yl2s + [y, [23, 22], Y21 + [y, [21, 23], Yl 2e,
f(22),(1,1,1) = 21[y, |23, 22], y] + 22y, [21, 23], Y] + 23]y, [22, 21], Y,
f(11,1),(3) = [y2, 1, 2%,

f(21,1),(3) = z[y2, y1, 2%,

f(11,1)7(2,1) = Y1, ¥2, [21, 22]] 21,

f(2171),(2,1) = —[y1, Y2, 21]22 + [Y1. Y2, 2221 21,

f(31,1),(2,1) = —21[y1, Y2, 2221] + 22[y1, Y2, 27,

faann = Wi v, (22, 2128 + [y1, y2, [23, 22])21 + [y, 2, [21, 23]] 20,
f(21,1),(1,1,1) = 23[y1, Y2, [22, 21]] + 21[y1, 2, (23, 22]] + 22[y1, ¥2, [21, 23]),

f(lg,l),(l,l) = —uyllz1, 22), y1, 4] + [y, yanpe, [21, 22)] — [21, 22] [y, w2, 1),
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f(22,1),(1,1) = [y1, y2, [21, 22]]ly1 — [y, [21, 2]y, 1) + [y2, (21, 22), i),
f(32,1),(1,1) = [22, 21][y1, v2, w1,
f(42,1),(1,1) = [y1, 92, [21, 22]]y1,
f(52,1),(1,1) = [y1, y2, 21, 22]]y1 — v [, [21, 22], yol + [y1, val21, 22, vl
fonan = [z allyn, yo, 1] + (U7, v2, (21, 22]],
f(72,1),(171) = —21[y1, Y2, Y1]22 + 22[y1, Y2, Y1) 21,
f(l?)),(l,l) = [y, [22, 21, W]y,
fan = W [z2 2] 92 + [y, [0, 21wy,
fonn@ = —vily v, 2% + [yn, ive, 2°) — 22[y1, v2, w1l
f(22,1),(2) = —[2% v, velyr — [y1, 2ye, 1),
f(32,1),(2) = [y1,92, 2%y,
f(42,1),(2) = [y1, 9211, 27,
f(52,1),(2) = _22[?/1, Y2, Y1),
f(62,1),(2) = [yt y2, 2% = 2%[y1, o, w1,
f(72,1),(2) = —z[y1, Y2, 112,
f(82,1),(2) = [y1, Y2, 2912],
fine = —vly, 2%y,
faan.@ = Wy, ys2%] + [Y2, ys, v12°] + [ys, 91, 227,
f(21,1,1),(2) = [y1, y2, 2°Jys + [y2, ys, 2%Jy1 + [y3, y1, 2%]ye,
f(31,1,1),(2) = [y1, 42, 219322 — 22y321] + [Y2, Y3, 219122 — 22121]
+[y3, Y1, 219222 — 229221),
fianan = Wi vz yslz, 22 + [y2, ys, v 21, 2] + [z, 91, 9ol 21, 2],
f(21,1,1),(1,1) = [y1, 92, [21, 22lJys + [Y2, Y3, [21, 22]lyn + [ys, y1, [21, 22]] e,

f(31,171),(171) = [y1,y2, 21ys22 — 22y321] + (Y2, Ys, 219122 — 209121
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+[y3, Y1, 21Y222 — 22y221],
f(lg’l),(l) = [yQZUl,ylayl]Z;
fn.0 = Clyayn, v, ] + iz, yi, vil) 2,
foa.a) = W,y vz,
fé,1),(1) = 2[yay1, y1, Y1),
fa.a = 2lvyn, y1, 3] + a2, i i),
f(63,1),(1) = y12[y2, y1, 31,
f(12,1,1)7(1) = —[y1, 93, [y1, ],
foan.w = (Sly2ys 3] + [y1, 93, yov1] = [y1, v1, ysmn))z,
f(32,1,1),(1) = z[y1, y3, [y1, vl
Fonny.ay = 2=y, ys, y2] + [y, ys, yovn] — [yi, 1, ysm1)),
foan.m = —vi2lye, ys, i) + yo2lyi, v i) — ys2[yr, ve, vl
foan.a = Wy yilzys = [yss yis vilzye — s, y2, vilzyn,
foo. = (W2s y1s v2, va] + 2[y1, v2, ilye + 95, y1, 01]) 2,
fooyay = (W2, vy, ] + (1, 92, 2w 2,
fiooy.y = 22, yr. vz yal + 2[y1, v2, yalye + (43, 91, 11),
fom.a = 2(W3, vy, m] + (Y1, y2. y2u1)),
f(52,2),(1) = —[y1,y2, y1l2y2 — Y2, y1, vol 2,

f(62,2),(1) = —y12[Y2, Y1, Y1) — Y22[Y1, Yo, Y1)

Observacao 4.3.2 Usando a igualdade de Jacobi, temos que:

Y1, y2, 8] = %([yl + Y3, Y2, Y1+ ys] + [y2 — y3, Y1, v2 — ys] — (W1, Y2, v1
—[y2, y1, y2] — (Y3, y1 + y2, y3])

o que implica que {[y1, Y2, Y3])z, = (Y1, Y2, y1])p,, de acordo com o caso n = 3.
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Agora sim, podemos enunciar e provar o principal resultado da secao.

Teorema 4.3.3 As identidades graduadas de M = lO; g ) & < ]?; ZO? ) de
graus menores ou iguais a 5 sio geradas pelo subconjunto de Id*(M) formado por:
fo=1y v usl, fo=[Sta(z1, 22, 23), 27), fo = 2128, 2] 22 — 20[27, 2]

e fu=[2%, 20] 0 [29, 21].

Demonstragao. Seja f = f(y1, ..., Yr, 21, .-, 2n) € [d*(M) onde 2 < n = degf
5. Suponhamos que r = n, ou seja, f sb possui variaveis em Y e que f

I IA

m

Y QYo Yo(2)---Yo(n)- Entdo, para quaisquer ai,as, ...,a, € E e g; = ( C(L)i 8 >

M teremos

0 = f@b Y2y e gn) = Zaaga(l)ga(Q)”-ga(n)

B Us(1)Ao(2)--Aom)y O\ [ 2 Qolg)-..Ugm) O
- ZO‘”( 0 0 ) _( 0 0 )

o que implica ) AyG(1)..-Aem) = 0, isto é, f € ([y1,y2,ys]);. Agora, suponhamos
que 0 < r < n. Como F é infinito e, portanto, Id*(M) é gerado pelo seu subconjunto
de polindmios multihomogéneos, podemos supor que f é multihomogéneo. Entao
feld*(M)n W, n—r € o resultado segue diretamente do lema acima.

4.4 Polindmios centrais Z,-graduados de M

Consideremos:

Q={f=fy, s Yr 21, 2nr) E FYUZ)|0<7r <n,Vay,..,a, € My e

Vby, by € My, flay,...,a.,b1,...;00_) = ( 3 _Ox ) , para algum = € Ey}
e
V =Id*(M)+W
onde W é o Ty-espago gerado por g1 = [[21, 22], [23, 24]] € go = [21 © 22, 23 0 24].

O resultado principal desta secao garante que V = C?*(M), ou seja, W é o
Ty—espago complementar de Id?(M) em C'?(M). Agora vamos obter alguns lemas
necessarios para concluirmos este resultado.
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Lema 4.4.1 Temos que:

1. g1 = [[21, 22], [23, 24]] € g2 = [21 029, 23024] sdG0 elementos de C*(M)\ Id*(M).
2. Se wy,wq, w3, wy € Fy entdo [wy o way, [wz, wy]] € Q.

3. VCCO*M).

0 a;
b; O
b = bip+ b1 € E com a;o, bigp € Ey e a;1, b1 € Ey, para todo ¢ = 1,2,3,4.
Entao

Demonstragao. Seja z; = ( ) € M, onde a; = a0+ a1 € E e

CL,;bj — ajbi O

_ aib- —a bl 0
[Zi; Zj] = < JO J biaj B bjai ) = 0 _(aibj_ajbi) + Qbi,laj,1:2bj,1ai71
€FEy
a;b; + a;b; 0
_ _ U,Z‘b‘ +a bz 0 © 7
Z; 0 Zj= ( jO J biaj + bj(li > = 0 (aibj —|—ajbz-) + gbi,laj71t2bj,1ai7£
c€FEy
para todo 7,5 = 1,2,3,4. O que implica
[a1by — asgby, agby —aybs) 0
g1<Z_1, ...,,2_4):[[,2_1,,2_2], [2_3,274]]2 0 ialbg—agbl,a3b4—a4b§] GZ(M)
EE()
€
[a1b2+a2b1, a3b4+a4bg] 0
G2(Z1, ..., Za) =210 %, Z30 24| = 0 [a1b2+a2b1,agb4+a4b§] € Z(M),
A

pois Z(M) = {( g 2 ) | a € EO}. Portanto, g1, go € C'*(M). Agora, tome, em

particular, a1 = vy, ag =wv9, by =1 =104 € ay = a4 = by = b3 = 0.
Assim,

- - 2u1v 0
91(21,22,23,24)292(21722,23724):( (1)2 20109 ) 70

E, portanto, g1, g2 € C*(M)\ Id*(M) e o item 1 estd provado. Diretamente
deste item segue que V C C'*(M).
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Agora, dados wy,ws, w3, wy, € F; quaisquer, notamos que para provar [wj o
wa, (w3, wy]] € Q basta mostrar que [z; 0 29, [23, 24]] € Q. Mas, pelos célculos acima,
temos

[albg +a2b1, a3b4 —a4b3] 0 T 0
[21 @) 52, [53, 54]] = 0 —£a162+a2b1, a3b4—a4b}] = ( 0 —z )
EEO
com x € Fy; para quaisquer z; = ( l? C(L)i € M; onde a;, b; € E, para todo
i=1,2,3,4. Logo, [z1 0 29, [23, z4]] € @ e o resultado segue. [ |

Lema 4.4.2 Sejam m e k inteiros pares tais que 0 < k < m. Para quaisquer
w; € F1, temos que modulo V' :

1. [wounwa... Wk, Wkt1Wkt2... Wy—1] = Wo(WiWa... Wy—1) — (W1 Wa... Wys—1)wo + h

2. [wywy.. Wy, W1 Whyg... W] = H
onde h, h' € Q.

Demonstracao. Se k = 0 entao, para quaisquer w; € Fi, temos
[U}O, wlwg...wm,l] = wo(wlwg...wm,l) — (wlwg...wm,l)wo.

E, portanto, o resultado segue. Considere que 2 < k < m.

Temos que:

labe, d] = [a, bed) + i[[c, b], [a, d]] + i[aod, [, b]] — le[COb’ la,d]] + %l[cob, aod] (4.1)

ab,ed) = 7{[a, 8], e.d]] ~ {leod o,6] + Tlaob e.d] + laobcod).  (42)

Entao, para todo inteiro 1 < [ < k impar e para quaisquer w; € Fi, temos, por
(4.1), que

[wowl...wk,wk+1...wm,1} = [wg,wl...wm,l]

1
+Z[[wl+1"'wk’ wy...wy], [Wo, Wi ... Wy —1]]
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+ Z{UJO o (’wk+1...’wm,1), [wlﬂ...wk, wl...wl]]

hy
1
- Z[(wlﬂ...wk) o) (wl...wl), [wo, wk+1...wm_1ﬂ
hy
1
—i—Z[(le...wk) o (wy...w;), wo © (Wy1. Wpy_1)]

= wo(w1Wa... Wy —1) — (W W3... Wy 1) Wo

+ hy — ho + ©([[z1, 22, [23, 24]] + [21 0 22, 23 0 24])

h
onde h € @, pelo lema anterior, e ¢ € End’ (F (Y UZ)) é tal que ¢(z) =
%le...wk,go(zQ) = %wl...wl, ©(z3) = wo e p(z4) = Wy W1, pois [ e k — 1

sao impares e wg, Wi, ..., Wy,—1 € Fi.

E ainda, se k + 1 < s < m é impar, por (4.2), segue que

1

[wy.. W, Wi W] = Z[[wl...wl, Wi W], [Wht1.. W, Wsiq...Wp]]

1
— Z[U)k_l,_l...ws O Wy 1ee Wiy, W10y, Wigq... W]

.

h1
1

+ Z[wl...wl O Wity Wy [Whi1. Wy, Weiq...Wp)]

(. J

v~

ho
1
—|—Z[w1...wl O Wi41.. - Wg, Wit1..-Ws © ws+1...wm]
= —h1 + hy +([[21, 22], [23, 24]] + [21 0 22, 23 © 24])
h/

onde h' € @Q, pelo lema anterior, e v € End’ (F (Y UZ)) é tal que 9¥(z) =

1
SW1Wa... Wy, Y (22) = Wi W2 Wi, Y(23) = W1 Why2. Ws € P(24) = Wey1Wsi2.. Wi,
pois I, k — 1, s — k e m — s sao impares e wy, Wo, ..., W, € F;.

Como W C V', onde W é o Ty-espago gerado por [[21, 22], [23, 24]] € [21 0 29, 230 24],
segue que, modulo V/,

[Wow We... Wk, W1 Wit Wip—1] = Wo (W1 Wa...Wp—1) — (W1 Wa... W1 )wo + h

!

[W1ws.. Wk, W1 Why2e W1 = R,

!/ e
onde h, h € @), como queriamos.
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Lema 4.4.3 Se f = f(Y1, s Yr, 21, s 2ny) € P2 com 4 < m =n —r par, entio

r,m

f=zhi + hozy +h modV

onde hy = hi(Y1, oo, Yry 29, s Zm), ho = ho(Y1, ooy Ur, 22, -y Zm) SGO multilineares e
h=nh(yi, ..., Yr, 21, -, 2m) € Q.

Demonstracao. Como f € P,%m temos que

f = f(yh s Yry 21, "-7Zm) = Z AgUs(1)---Ug(n),
gES,
onde oy € F, u; = y;, parat = 1,...,r, e uy4; = z;, para j = 1,...,m.

Considere S ={oc € S, | o(1) #r+ 1, o(n) #r+ 1} e reescreva f como

f== Z QU (2)---Ug(n) |+ Z QU (1)-+-Ug(n—1) zl—i—z QgUg(1)---Ug(n) -
occ{o|o(1l)=r+1} oce{o|o(n)=r+1} gES

J/

h

Note que S = S; U Sy onde

S1 = {0 € 5] Up(t1)---Uo(n) tem um nimero par de 2’s se o(k) = r + 1}

e
Sy = {0 € S| Us(k11)---Uo(n) tem um nimero fmpar de z’s se (k) =7+ 1}.
Entao
fi= Zaaug(l)...ug(n) = Z Aolg(1)---Ug(n) + Z OgUg(1)---Ug(n) -
ogeSs gES1 | €Sy
72 i

Mas, para cada o € S temos
UglUg(1)-+-Ug(n) = AgUg(k)---Ug(n)Ug(1)---Uo(k—1) — aa[ua(k)...ug(n), ug(l)...ug(k,l)]
= Qo 21 Ug (k1) - U (n) Uo(1) - Yo (k—1)— O [ 21Uo (k41) - Uor(n) s Yo (1) - Uo(k—1)) -

Como Ug(j41)---Us(n) tem um nimero par de 2’s e m € par entao Uy(1)...Us(k—1) tem
um numero impar de z’s.
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Assim, escrevendo

ug(l)...ug(n) = ua(l)...ug(k_l)ug(k)ug(k+1)...ug(n) = Wi41--- Wp—-121W1... Wy,

onde w;’s sao monomios contendo apenas uma variavel z distinta de z; e [ é par,
temos que Qglg(1)...Ug(n) = Qg Z1W1 ... WWi41 ... W1 — g Lzlwl...wl, Wi41... Wyy—1] onde

v~

Mo
m — (I + 1) é impar.

Pelo Lema 4.4.2, temos que
M, = (z1(wiwsy.. Wy —1) — (Wiwa.. Wy 1)z + h:,) mod V
onde h, € Q. Logo, Aolg(1)---Ugmn) = (Qo(WiWa.. Wp—1)21 — aah;) mod V e,

p9rtanto, AoUo(1)--Usn) = ((Uo(kt1)---Uo(n)Uo(1)--Uo(k-1)) 21 — ash,) mod V, onde
h, € @, para todo o € S;.

Assim,
fa = Z o (Ug(kt1) -+ Uo(n) Yo (1) Uo(k-1)) | 21 + <— Z Ozah;> mod V
N UESI ', o UESl .

ou seja, fo = (ho'z1 + hy”) mod V onde hy' = ho'(y1, ..., Yr, 22, .., 2m) € multilinear
e hy' = ho" (Y1, oy Yrs 215 s 2m) € Q.

Agora mostremos que f3 = (z1hs’ + h3”) mod V com hs' = h3'(y1, ..., Yr, 22, -, Zm)
multilinear e hs” = hs"(y1, ..., Yr, 21, .-, 2m) € Q. Para isto, tome o € S, e suponha
que Ug(1)..-Uy(k—1) tenha pelo menos uma varidvel z. Neste caso, considere

agug(l)...ug(n) = Oégzlug(k+1)...ug(n)uo(l)...ug(k_l)—ag[zluo(k+1)...ug(n), ug(l)...ug(k_l)].
Como m € par temos que 21Ug(k+1)---Ug(n) € Ue(1)---Uo(k—1) t€M um nimero par de
z’s. Portanto, usando o raciocinio anterior e o Lema 4.4.2, podemos mostrar que

’

Ozaug(l)...ua(n) = (Ozgzlua(kﬂ)...ua(n)ug(l)...ua(k,l) — Ozoha) mod V

onde h, € Q.

Agora suponha que uy(1)...Uuy(x—1) Dao tenha varidvel z. Tome k < s < n tal
qQUE Ug(k) Ug(kt1)---Uo(s) € Ug(s4+1)Us(s42)--Us(n) tenha um nimero par de z’s. Isto é
~—~—

21
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possivel, pois m > 4. Agora, considere

Ug(1)--Ug(n) = Ug(1)-Ug(k—1)Z1Ug (k1) Ug(s)Uo(s+1) - Uo(n)
= Z1Uo(kt1)--Ug(s)Ug (1) Ug(k—1)Ug(s+1) -+ Uc(n)
+ Ug(s41)---Uo(n) Yo (1) - Uo(k—1) 21 Us (k+1) - - Lo (s)
= Ug(s41) Yo (n) Z1Ug (k1) -+ Uo (5) U (1) -+ Uo (k—1)

+ \[ug(l)...ua(k,l), 21 Ug(s), UU(S+1)...ug(n)];

eld?(M)

Por outro lado

uo—(5+1) ...ug(n)ug(l) ...ug(k,l)zl ...ug(s) == Zlua(k+1) .. .ug(s)ug(erl) ...ug(n)ug(l) ...ug(k,l)
— (21U (k1) - Uor () Yor(541) - U () U (1) - Uor (h—1)

ug(erl)...ug(n)zl...ug(s)ug(l)...ug(k,l) = Zlua(k+1)...ug(s)ug(1) ...ua(k,l)ua(sﬂ)...ug(n)
— [Zlug(kJrl)...ug(s)ug(l)...uo(k,l), uo(sﬂ)...ug(n)].

Usando o Lema 4.4.2 temos que existem h;, hg’ € (@ tais que, modulo V,

"

ug(s+1)...ug(n)ua(l)...ug(k_l)zl...ug(s) = Zl...ug(s)ug(s+1)...ug(n)ua(l)...ug(k_l) - ho

"

UJ(S_H)...UU(”)Zl...UU(S)UU(l)...UU(k_l) = zl...ua(s)ua(l)...ua(k_l)ug(sﬂ)...ua(n) - hg.

Portanto
AoUg(1)---Ug(n) = Ag21 (ug(kH)...ua(n)ua(l)...ua(k_l)) — Oy (h:; — h:) mod V.
~—_————
€eQ

Logo, existem hs'=hs'(y1, ..., Yr, 22, .., Zm) multilinear e hs”" =hs" (y1, ..., Yr, 21, -, Zm)
pertencente a ) tais que f3 = z1h3’ + h3” mod V.
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Assim,
fi=(ha'z1 + z1hs’ + h) mod V

onde h = hy" + h3” € Q. O que implica em
f=(z1hi + hazy + h) mod V

onde hy = hy(Y1y ooy YUry 22, oy Zm), B2 = ho(Y1, -y Yr, 22, .oy Zm) S80 polinémios multi-
lineares e h = h(y1, ..., Yr, 21, -, Zm) € @, cOMo queriamos. [ ]

Lema 4.4.4 Se f = f(y1, ..., Yr, 21, o 2m) € C*(M)N P, com 4 < m =n—r par,
entao f € V.

Demonstragao. Seja f = f(Y1, ..., Yrs 21, s Zny) € CHM) NP7 tal que 4 <

rn—r
m =n —r é par.

Pelo Lema 4.4.3 existem hy = hy (Y1, ooy Yry 22, s Zm)s D2 = ha(Y1y ooy Yry 22, ooy Zm)
multilineares e h = h(y1, ..., Yr, 21, .-, Zm) Pertencente a ) tais que

f=(z1h1 + haz +h) mod V.

Afirmamos que hy,hy,h € Id*(M). Primeiramente, mostraremos que h; €
Id*(M). Sejam ay, ..., a, € My € by, ..., b, € M quaisquer. Queremos mostrar que
hi(ai, ..., ap, bay ...y by) = 0. Como m — 1 é impar temos que hy(ay, ..., a,, b, ..., by),
ha(ay, ..., ar, ba, ..., by) € M. Portanto, considere que

0 0
hl(al,...,ar,bQ,...,bm) = ( b 8 ) € h?(ala"'7a’r‘7627"'7bm) = ( d g )

onde a,b,c,d € E.

Suponha que a # 0 e tome v € F tal que va # 0 e va ¢ Ey. Isto é possivel, pois
basta tomar v tal que

Vs, se a € E
V= VUsUsit, sea €k
1, sea¢ Fyea¢ By

onde v, vs11 € E7 e nao aparecem na descri¢ao de a.
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: 00
Portanto, se considerarmos b; = (v 0

> € Mla h(ala'“aamblw“abm) =

(:g _Ox )’ComeEo»eg:zlh1+hgzl+hsegueque

g(al, coey Ay b17 abm) = blhl(&h voey Ay bg, ceny bm) + hg(al, ceey Ay bg, 7bm)b1
+ h(al, ceey Qe bl, ...,bm)

00 0 a . 0 ¢ 00

v 0 b 0 d 0 v 0

z 0 cv+x 0
+(O—x)_( 0 va—x)'

Por outro lado, como [(z1h1 + hezi +h) — f] €V C C3*(M) e f e C*HM),
entao g € C*(M). E, portanto, va — x € Ey o que implica va € Ey, pois = € Ej.
Mas, isto é uma contradigao com a construgao de v. Logo, a = 0.

Da mesma maneira, podemos concluir que b = 0. Basta tomar b, = < 8 8 ) €
M. Assim, hy(aq, ..., ar, ba, ..., by) = 0, como querfamos.

Analogamente, é possivel concluir que hy € Id*(M). Logo, (z1h1 + hez1) €
Id*(M) CV C C*M),oqueimplicah € C*(M), poish = (f—2z1hy — haz;) mod V.

Agora mostraremos que h € Id*(M). Sejam ay, ...,a, € My e by,...,b,, € M,
quaisquer. Como h € C'*(M) N Q entao

0 0
h(ala"wa?“’bl’“"bm) - ( 8 a ) B ( g —I ) ’

onde a,z € Ey. Mas, isto s6 é possivel se a = x = 0, o que implica h(ay, ..., b,,) =0.
Com isso, concluimos que f € V', como queriamos. [ ]

Note que nao é possivel obtermos o resultado anterior para m = 2 usando a
mesma argumentacao dada na demonstragao. Para resolver este problema usaremos
a seguinte observacao.

Observagao 4.4.5 Sejam L um Ty-ideal contendo o comutador [yi,ys,ys] e M =
Ug(1)Uo(2)---Ug(r) ONde 0 € S, e u; € Foy, para todo 1 = 1,2,...,r. Entdo, para cada
1 < s < r, € possivel reescrever M maodulo L como combinacao linear sobre F' de
polinomios dos tipos

Uiy Wiy o Wi W[y Uy ][y gy, € Uy Uyt Uy [wr us]...[u U]

sp b J1? s j;52717
onde iy <y < ... <ip; Jj1 < J2 < oo < Jogys Uy <y <o <y 5 gy < Jop <o < Jogy 1

.. . .. . A . N N
€ {217227 vy Uy J15 725 "'7]2k‘2a8} = {1727 "'7T} = {7’17127 "'a2517]1aj27 "'7]252—175}'
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De fato, considere 1 < s < r tal que s = o(k), para algum 1 < k < r, e veja

Yo1)--Yo(r) = Yo)-Yo(k—1)YsYo(k+1)-- Yo (r)

= Yo)-Yo(k—1)Yo(k+1)Ys---Yo(r) — ya(l)'--ya(k—l)[ya(k+1)7 ys]ya(k—&-?)"{ya(r)a

o que implica que, médulo L,

Yo(1)--Yo(r) = Yo(1)- Yo (k—1) Yo (k+1)YsYo (k+2)-- Yo (r) — Yo (1) - Yo (k—1) Yo (k+2)-- Yo (r) [yo(k—i—l)aZJS]-

Repetindo este processo sucessivamente, temos que

Yo(1)-Yor) = Yo (1) Yo tk—1)Yo (k+1) Yo (k+2)- Yo 1) Ys — Yo (1)- Yo (k—1) Yo (k+2)- Yo (r) (Yo (k41)> Ys)

- Z Yo (1)-+-Yolh—1)Yor (k+1)--Yo(1-1) Yo (1+1) Yo () [Yo(1)» Ys] mod L.
I = k42

Agora, usando a Observacao 2.3.1 para os monomios Yo(1)---Yo(k—1)Yo (k+1)---Yo(r):

Yo(1)--Yo(k—1)Yo(k+2) Yo (r) € Yo(1)--Yo(k—1)Yo(k+1)--Yo(-1)Yo(i+1)-+-Yo(r), Usando 2.16 e
2.17 e o endomorfismo ¢ € F (Y U Z) tal que ¢(y;) = w;, para todo [ = 1,...,r, o
resultado segue. [ ]

Daqui em diante, dado qualquer conjunto I = {di,ds,...,dy}, vamos escrever
O(I) para indicar a ordenagao dy < dy < ... < dy.

Lema 4.4.6 Se f = f(y1, ..., yr, 21, 22) € C*(M) N P2, entio f € V.

Demonstracao. Nao é dificil ver que podemos escrever PT%Q =V ® Vo @ V3 onde
Vi = spanp{we)...Wo(r41)|0 € Spy1, Wy =y;se i =1,...,1 € Wy = 2122}

Vo = SpanF{wo(l)---wo(r—H)‘U €Sq1, wi=yisei=1..rew.y = 2221}
eVa=Ph\(Viel).

Agora, seja f = f(y1, ..., Yr, 21, 22) € C*(M) N P2, tal que f = fi + fo + fs onde
fi € Vi, para i = 1,2,3. Como [y, y9,y3] € Id*(M) C V segue, pela Observagao
4.4.5, que, médulo Id?(M), podemos reescrever
Fo= i iz 22 Wi Yiak Wiy 1 Vi) T D vy [y yybdyy, 2]
O(1),0(J) o("),0(J")

l
2rg—1

f2 = Zﬂ] yil-'-yiklz2zl [yj17yj2]“'[yj2k2,1 ) yjzkz] + Z 6[’ ylllyllrl[yji’ yj;]“.[yjéw—l’ ZQZl]
O(1),0(J) oI"),0(J")
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f3 = Z a11712,13,14yl1'"ylsl(zlytr“ytsz[ym’ yQ2]‘“[yQQsS—17yq233]z2)[ym17ym2]‘“[ym234—17ymgg4]

O(11),0(I2)
O(I3),0(Is)

+ Z 61'1,12,13,14yl1"{yls1 (ZQytl”'yts2 [yth ) yQ2]”'[yII2S3717le253]Zl)[ym17ym2]”'[ym254717ym254]

O(I1),0(I2)
O(I3),0(14)

+ Z al{,lz,lg,li ylll "'ylill [ymll’ ym;]“'[ym;M_l? (Zlyh "'ytsz [yth ) qu]"'[quSg—l ) yQ2.93]Z2)]
O(1}),0(I)
O(I3),0(1y)

+ Z /811,[2,[3,I:lyl,1"'yl;1 [ym'l ’ym'z]"'[ym;mrl? (229, Yty [Yas yq2]“'[?/qzs3—1 ) yQQSS]Zl)]
O(1}),0(I)
O(13),0(1y)

onde I = {ir,....ir, },I = {if, i }o J = {J1sesdora}s I = {1s s Jopg1 ) L1 =
{ll,.. l51} _[2 {tl,... 52} ]3 {ql,. .,QQS3}, ]4 = {ml,...,m254}, [1 = {lll, ceey Tll}
Iy ={my,omy, }, HULULUL ={l,.,r} = LULUIz;UI e LUI # 0.
Note ainda que podemos indexar a e [ somente por I(ou por [ /) sem perder a

generalidade, pois, para cada I(ou I') escolhido, existe uma tnica maneira de se
dispor os comutadores com as varidveis y’s restantes, ja que J=A{12,..,r}\ 1,

J—{12 T}\I J1 <72 < ... < Jok, e]1<]2 <.]2r21
Afirmamos que

1y, 05,1 = Py Io 05,1 = O Iy 15,1, = ﬁ[{,IQ,I?,,Ijl =ar=ay =0=0y=0

ou seja, f; € [d*(M) para todo i = 1,2,3.

Provemos inicialmente que oy, 1, 1,7, = 0. Para isto, tomemos:

all_”__alSl_@H_(é g)j[a,alk]_o, Vk:l,...,Sl € VGEMQ
atlz...:ats2:€22:<8 ?)é[a,atk]zo, Vk=1,..,8 ¢ Yae M,

g = ( 00 ) ,VI=1,..,253 = [ag,, aq, .| = 204, Vg, €22, VE=1,3,...,255—1

aml:( Uy 0) N=1,...,254 = [y s Gy y] = 2Umy Uy, €11, VA =1,3,...,254 — 1

0 1 0 0
blzelgz(oo) € bgzeglz(lo).
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Desde que eq1e99 = 0, temos que fi(ay, .., ar, b1, ba) = fa(aq, .., a., by, b2) = 0. E como
biay, ...ar,, [ag,, Ag,]-[Agy,, 1 Qgy,, |2 = aoez2 onde ag € Ey =
[a, biay, ...ar,, [ag,, ag,).[ag,, s Qg |02] = 0; ¥V a € My
’ !/
baay, ...y, [Qmy, Oy (Ao, 15 Qo Jb1 = agern onde ay € Ey =

[a, baay,...a;, [am,, amQ]...[am2S4_1, am234]bl] =0; Vae M,

segue que
fa(ar, .y ar,bi,ba) = oy p, 15,1, (€11) (€12) (€22) 22 Vg, V., ,€20) (€21) 25 Wiy - Uiy, €11)

+ B gtz aa€22) (€21) €11) %4 Uiy Uy, €11) (€12) 2% Vg, Vg, €29)

9s3+s4 0”17127137141)(11"'UQQS3Um1"'UM2S4 0
0 6J1,J27J3,J4Um1"'Umzs4UQ1"'UQQS3

onde Jl = [2, J2 = Il, Jg = I4, J4 = [3. Assim,

A e o )
0 5J17J27J3,J4vm1"'vm254UQ1"'UQ253

Como f € C*(M) temos que

A1, I5, 13,14 Vg1 - Vg, Umy -+ - Umagg :6J1,J2,J3,J4 Umy-+-VUmas, Vg1 ---VUgasy = Qi Iy 03,14 :ﬁJ17J2,J3,J4'
—_———

cky

De maneira analoga, se tomarmos

’ 0 w +1 / 0 0

b, =wv 1€12 = " e b,=v 2€91 =

1 r+ 0 0 2 r+ Vyyo 0
teremos
f(a1 a bll b;) _ 253+34 ah,]g,[g,hvr—i-lvql--~Uq2331)r+2vm1~-~vm254 0

PR T Y
0 5‘]1,J27(73,<]4”7’—&-2UT7%1'"2]77L254U7“—i-lvq1"'qus3
, Oy Ty T3, 1 Ur+1Ur 42 0
— 953154y, v v v 1,42,13,14
a1+ Vgos. Umq - Umo .
3 o4 0 6J17J27J37J4UT‘+2U7"+1

Como f € C'%(M), segue que

Qpy 15,013, 1, Vr+1Ur42 = ﬁJl,Jg,Jg,J4Ur+QUr+1 = O 1,15,y = —ﬁJl,JQ,Jg,J4-
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Portanto, ay, 1,150, = By, Js,Js,0. = 0, como queriamos.

Analogamente, temos que 3y, 1, 1,7, = 0. Agora, para mostrar que RN
511712,13712 = 0 tomemos:

1
a =..=a =en=|{ g 8 = [a,al;] =0, Vk=1,...n1e YaeM,
0 0
gy = o = g, =€ = | g = [a,a,] =0, Vk=1..,50e Yae M,
0 0
ag, = ( 0 v ) ,VI=1,...,255 = [ag,, 0q,,,] = 204,V , €22, VK =1,3,5,...,253—1
@
0
a ,:( Um) ),Vlzl,...,2n4—1:> la /. a 1]—21} v e, Ve=1,3,..,2n,—2
my 0 0 my My +1

01 0 0
by =epp = 00 e by =uv, 160 = Uri1 O

Como
__ 983
blatr"atsz [aqu aqz]"'[athsru aqz53]b2 =2 Ugqy - Vqas, Ur+1€11 =
——
€ky
__ os3+l
[amlzn4—1’ biay, ...at,, [ag,, Agy) - [Agye, 1, Qgo, |02] = 2 Vs -+ Vag U, Ur1€11

temos que fl(al, vy Qe bl,bQ) = fQ(CLl, ..,CLT,bl,bg) =0e

— s3+1
fs(ay,..,ar, b1, bs) O o rad (€11) (QUmll ...2vmr2n473vmr2n4722 Vg Ve, vm;nrlvrﬂen)
= 2matssg VLU U U Ug e Ugy. Upg1€11-
I 02, 03,0 my " Vmy,, g my, o My, g 91 G2y DT LELL

Assim,

(Y ..U (¥ v

’ ’ ’
Moy —3 Man, 2 m2n4,1v‘h UQ233U7‘+1 0

0 0

[e7%] / 7.
__ ona+s I, I2,13,1, "m
f(&lv"aamblab2)*2 ? ! 4 !
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2 _ : ’
Como f € C*(M), temos que Op gy It = 0. De maneira analoga, se tomarmos

/
4

/ 0 v, / 0 0
b1:Ur+1€12=(0 UJI) € 522621=<1 0)

teremos

5} VLU U U Vgy o Vo U 0
N n4+s3 I}, I2,03,I, Ym My oMy oMy 4l q2s3 “T+1
flay,..,a.,b;,by) =2 1 4 2ny—3 6“4 2 Many—1 0

o que implica ﬁl{,lg 1,1, = 0. Portanto, fs € Id*(M). Agora, mostremos que f; €
Id*(M) parai=1,2. Fixe [ = {iy, ..., } e tome

ailz...:aikl2611:>[6L,6Lis]:0, VSZ].,...7:I€1 e Vae M,

aj;, = < Uél 8 > , Vi= 1,...,2k2 = [ajs,ajs+1] = 2’UJ'SU]'S+1€11, YV s= 1,3, ...,2k2 -1

by =en e by = ey Portanto,

%2010, v 0
f(ala "aa'TyblabQ) = fl(ala--aarab17b2)+f2(a17"7a1“ab17b2lz ( qujl(;ujz U]k2 8 )
0

de onde segue que a; = 0. Por outro lado, tomando I’ = {2/1, e i;l},

y = . =y =en = [a,ay] =0, Vs=1,..,m e Vae M,

i 0 0

eby =en e by =016 temos que

f(al, eey Qe bth) = fl(ab ..,ar,bl, bg) +f2(a1, ..,ar,bl, bQZ

a0
a; = ( Y > ,Vi=1,...,2r,—1 = [aj;,aj/H] = 2vj;vj/+1611, Vs=1,3,..2r,—3

0

r2 . . .
_( 2Papv 04, Ve O
0 0

o que implica ap = 0 e, portanto, f; € Id*(M). Analogamente, podemos provar
que fy € Id*(M). E, portanto, f = fi + fo + f3 € [d*(M) C V, como querfamos.
[ |

Dos Lemas 4.4.4 e 4.4.6 segue o seguinte coroldrio.

Corolario 4.4.7 Se f = f(y1, ..., Yr, 21, s 2m) € C*(M)N P com2 <m =n—r
par entao f € V.
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Finalmente, podemos obter o resultado principal desta secao.
Teorema 4.4.8 C*(M)=1V.

Demonstragao. Pelo Lema 4.4.1 temos que V C C?(M). Agora mostraremos
que C (M) CV. Seja f = f(Y1y o, Yr, 215 s Znr) € C*(M). Podemos supor que
f 6 rn—r-°

Suponhamos inicialmente que n = r, ou seja, que f = f(yi,...,yn) s6 dependa
das variaveis y’s. Pela Observacao 2.3.1 segue que existe g € Id?(M) tal que

f - f(yh ceny yn) - Z a1 Yiy -Yig---Yiy, [yju ng][ng; yj4]"'[yj2m717yj2m:| +9
Oo(I), O(J)

onde I = {iy,i9,...,5x} € J ={1,...,n} \ I. Afirmamos que oy = 0, para todo I.
De fato, considere

10 Uy, 0
Ay = Ay = ... = Q4 = €11 = 00 € a5 = V€11 = 0 0

onde vj;, € Ey, para todo [ = 1,2, ..., 2m com v;, # vj,, se | # t. Portanto, temos

f(CLl, ceey an) = Oé].ell.611...611.(2Uj11)j2)611...(2Uj2m717)j2m>€11 5

pois
v U 0 20;,0; 0
a]l7a]l+1 [( Ji ) , ( ](l)+1 0 )] _ ( JlOJl+1 0 ) = (21)].[1)].[“)@117
para todo | = 1,2,...,2m, e [ag,a;,] = 0, para todo s = 1,2,...,k e para todo
ap € Mp. Assim, f = f(al, @) = (2™.1.05,0,...05,, )e11. Por outro lado, f =

)

flay,...;a,) = ( %) b ), para algum by € Ey, pois f € C*(M). Logo,
0

bo 0\ [ 2™arvvj,..05, 0
(0 bo)_< 0 0)7

bo=0 e 2™.a71.v),0),..05,, =by =0=a; =0
como queriamos. Portanto, f = g € Id*(M) C V.

Agora, considere que 0 < r < n. Neste caso, pelo menos uma variavel z aparece
em cada monomio de f. Suponha que esta quantidade seja impar, isto é, n — r
seja impar. Entao, para qualquer avaliacao feita em f por aq, ..., a,, b1, ..., b,_,, onde
os a;’s estao em M e os b;’s estao em M, para todo ¢ = 1,2,...,7 e para todo
7 =1,2,....,n—r, teremos

0
f(al,...,ar,bl,...,bn_,n) = ( « Ek) ) S Ml.
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Zo
0
algum zy € Ey. E, portanto, f(ai,...,a,,b1,...,0,_) = 0. Assim, f € Id*(M) C V.
Agora, se n — r é par, pelo Corolario 4.4.7, segue que f € V e o resultado estd
provado. [ ]

Mas, como f € C?*(M), segue que f(ay,...,ap, b1, byy) = , para



Consideracoes Finais

Dissemos no Capitulo 3 que encontrar polinomios centrais ordindrios de grau
maior ou igual a 9 para My(E) usando o método construido aqui se tornou um
problema computacional. Isto acontece pois no momento de executar os algoritmos
para n > 9 o tempo de processamento se torna enorme. O fato é que a ordem de
complexidade de algumas rotinas sao exponenciais, devido ser grande o nimero de
possibilidades a serem testadas. Sendo assim, estamos propondo (através de um
projeto envolvendo um aluno da drea de computagao) implementar um programa
paralelo usando passagem de mensagens em um aglomerado de computadores (clus-
ter) para tentar resolver o problema.

No Capitulo 4, obtivemos uma base finita para as identidades de grau até 5 de
M, mas seria interessante conseguirmos uma base finita para o Ty-ideal Id*(M).
Observe que, se isto ¢ feito, os polindmios centrais estariam totalmente descritos.
Conjecturamos que as identidades até grau 5 sao suficientes, ou seja, que Id?*(M) é
gerado pelas 4 identidades dadas no Teorema 4.3.3.

Além disso, temos a intengao de estender estes fatos, considerando M3(E) com
a seguinte Zs-graduacao:

E 0 0 0 E 0 0 0 FE
MsE)y=( 0 E O || 0O 0O E |&®| E 0 0
0 0 FE E 0 0 0 E 0
e provar para ela resultados semelhantes. Observe que, em geral, M, (E) possui uma

Z,-graduagao definida por M, (E) = EB M, onde

lE€Zn

podendo ser fruto de trabalhos futuros.
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