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Resumo

Este trabalho tem dois objetivos independentes: classificar as variedades minimais

de crescimento quadrático e obter resultados sobre a F -álgebra verbalmente prima

M2(E), onde E é a álgebra de Grassmann de dimensão infinita e F é um corpo de

caracteŕıstica zero. Para o primeiro objetivo, foi necessário apresentar um conjunto

gerador finito para o T -ideal de uma subálgebra da álgebra de matrizes triangu-

lares superiores 3× 3 denotada por M7, descrevendo as sequências das codimensões

{cn(M7)}n≥1, o co-caracter χn(M7) e a sequência dos co-comprimentos ln(M7), para

todo n ≥ 1. Esta álgebra apareceu pela primeira vez em um artigo de 2005 de

Giambruno e La Mattina, onde eles classificaram as álgebras com crescimento linear

ou constante das codimensões.

Para a álgebra M2(E), primeiramente desenvolvemos um método para construir

polinômios centrais ordinários de um grau espećıfico desta álgebra, a partir dos

polinômios centrais ordinários de M2(F ) de mesmo grau. Este método foi funda-

mentado por resultados obtidos envolvendo a decomposição expĺıcita de FSn em

seus Sn-módulos irredut́ıveis. Como esta construção é algoŕıtmica, fizemos a imple-

mentação deste método usando o software GAP.

Em seguida, considerando a Z2-graduaçãoM = M2(E) =

(
E 0
0 E

)
⊕
(

0 E
E 0

)
determinamos todas as identidades graduadas de grau ≤ 5 de M usando a boa

relação que existe entre a teoria de representações do grupo GLn × GLn e o grupo

simétrico Sn. Para finalizar, descrevemos o T2-espaço complementar do T2-ideal

Id 2(M) em relação ao T2-espaço C 2(M) dos polinômios centrais Z2-graduados de

M.
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Abstract

This work has two independent goals: the first is to classify the minimal varieties

of quadratic growth and the second is to get results about the verbally prime F -

algebra M2(E), where E is the Grassmann algebra of infinite dimension and F is

a field of characteristic zero. For the first objective, it was necessary to present

a finite generating set for the T -ideal of one subalgebra of the algebra of upper

triangular matrices 3× 3, denoted by M7, describing the sequence of codimensions

{cn(M7)}n≥1, the cocharacter χn(M7) and the sequence of colengths ln(M7), for all

n ≥ 1. This algebra appeared for the first time in a work of Giambruno and La

Mattina, in 2005, where they classified the algebras with linear or constant growth

of codimensions.

For M2(E) we initially developed a method to construct central polynomials of

a particular degree of this algebra, from the central polynomials of M2(F ) with the

same degree. This method was based on results involving the explicit decomposition

of FSn on its irreducible Sn-modules. Since this construction is algoritmic, we made

the implementation of this method using the software GAP.

In the sequel, considering the Z2-graduation M = M2(E) =

(
E 0
0 E

)
⊕(

0 E
E 0

)
, we determine all the graded identities of degree ≤ 5 using the relation

between the theory of representations of the group GLn ×GLn and the symmetric

group Sn. Finally, we describe the complementary T2-space of the T2-ideal Id 2(M)

in the T2-space C 2(M) of the Z2-graded central polynomials of M.
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tirem que eu fosse usuária de excelentes computadores para a realização dos testes
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1.2 Variedades de álgebras . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
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3.4 Polinômios centrais de M2(E) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63
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vi



Introdução

Uma classe importante de álgebras são as álgebras com identidades polinomiais,

conhecidas como PI-álgebras. Para considerá-las, tomamos F um corpo e F 〈X〉
a álgebra livre associativa gerada por X = {x1, x2, ...}, um conjunto enumerável

de variáveis não comutativas. Se um polinômio f(x1, · · · , xn) ∈ F 〈X〉 é tal que

f(a1, · · · , an) = 0, para todos a1, · · · , an pertencentes a uma F -álgebra A então

dizemos que f (ou f ≡ 0) é uma identidade polinomial (ou identidade) de A.

Se A satisfaz uma identidade polinomial não-nula f , então dizemos que A é uma

álgebra com identidades polinomiais ou PI-álgebra. Por exemplo, o comutador de

Lie [x1, x2] = x1x2 − x2x1 é uma identidade polinomial para qualquer álgebra co-

mutativa. Em particular, o anel dos polinômios em uma ou mais variáveis é uma

PI-álgebra. Qualquer álgebra nilpotente de ı́ndice m também é uma PI-álgebra, pois

satisfaz a identidade polinomial x1x2...xm ≡ 0. Outro exemplo é dado pela álgebra

de Grassmann E que satisfaz a identidade polinomial [[x1, x2], x3] ≡ 0.

Em geral, a teoria das álgebras com identidades polinomiais tem duas direções,

uma de caráter estrutural e a outra de caráter combinatório e computacional:

1a direção: estudar a estrutura das PI-álgebras.

2a direção: estudar as identidades polinomiais satisfeitas por uma determinada

álgebra e a classe das álgebras que satisfazem essas identidades.

Dehn [6] e Wagner [52] foram os primeiros a exibirem polinômios em variáveis

não comutativas que se anulam quando avaliados por elementos de uma álgebra. Por

exemplo, Wagner verificou que o polinômio [[x1, x2]
2, x3] é uma identidade polinomial

da álgebra de matrizes 2× 2 sobre F . Em todo caso, o interesse geral no estudo das

PI-álgebras só iniciou mais de dez anos depois com o artigo de Kaplansky [27] em

1948. Nesse trabalho, ele provou que qualquer PI-álgebra primitiva é uma álgebra

simples de dimensão finita e isto sugere pensarmos que satisfazer uma identidade

polinomial equivale a uma condição de finitude. Mais resultados relacionados com

a primeira direção mencionada acima se desenvolveram nos anos 60 e 70 e podem

ser encontrados nos livros de Jacobson [25], Procesi [38] e Rowen [45].
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Dois anos depois do Teorema de Kaplansky, a segunda direção finalmente começou

a se tornar mais concreta. Nesse ano, Amitsur e Levitsky [2] provaram, usando

métodos puramente combinatórios, que o polinômio standard (veja Exemplo 1.1.6)

de grau 2k é a identidade de menor grau da álgebra de matrizes k × k sobre F .

Posteriormente, outras provas para este resultado apareceram (veja [41], [44]).

Como o conjunto Id(A) de todas as identidades de uma F -álgebra A forma

um ideal invariante sob todos os endomorfismos de F 〈X〉, chamado de T -ideal de

A, para descrever as identidades polinomiais satisfeitas por A devemos encontrar

um conjunto gerador, como T -ideal, para Id(A). E ainda, como álgebras distintas

podem ter o mesmo T -ideal, se torna mais conveniente estudar a classe das álgebras

que satisfazem essas identidades, chamada a variedade gerada por A. Variedades

foram introduzidas por Birkhoff [3] e Malcev [34].

Neste sentido, em 1950, Specht conjecturou que todo T -ideal de uma álgebra

associativa é finitamente gerado sobre um corpo de caracteŕıstica zero. Em muitos

exemplos esta conjectura foi provada nos anos seguintes, mas uma prova completa só

foi dada por Kemer em 1987. Mesmo assim, a descrição do T -ideal de uma álgebra é

em geral um problema árduo, pois o trabalho de Kemer não mostra como determinar

tal base finita. Como exemplo, podemos citar a álgebra de matrizes Mk(F ) para a

qual o T -ideal foi descrito somente para k = 2, até o presente momento. Por isto

determinar o grau mı́nimo de uma identidade satisfeita por uma álgebra pode se

tornar relevante.

Utlizando o conhecido processo de multilinearização, é posśıvel mostrar que todo

T -ideal é gerado pelos seus polinômios multilineares, se o corpo base é de carac-

teŕıstica zero. Desta forma, para amenizar a dificuldade citada acima, em 1972

Regev [43] introduziu a sequência das codimensões de A, cn(A) = dim Pn

Pn∩Id(A)
, n ≥ 1

onde Pn é o espaço vetorial formado pelos polinômios multilineares de F 〈X〉 para,

de uma certa maneira, “medir” as identidades polinomiais satisfeitas por A. Assim,

o T -ideal também passou a ser estudado através do comportamento assintótico desta

sequência. É interessante observar que considera-se cn(A) e não dim(Pn ∩ Id(A)),

pois Id(A) é muito “grande”.

O resultado que marcou o ińıcio deste tipo de investigação foi o Teorema de Regev

[43], que mostra que a sequência das codimensões de uma PI-álgebra é limitada expo-

nencialmente. Mais tarde, em 1978, Kemer provou que a sequência cn(A) é limitada

polinomialmente se, e somente se, E e UT2 não pertencem à variedade gerada por

A, onde UT2 é a álgebra de matrizes triangulares superiores 2 × 2. Recentemente,

Giambruno e La Mattina [21] caracterizaram as álgebras A cujas sequências das

codimensões têm crescimento constante ou linear. Para tal caracterização, foi fun-

damental introduzir espećıficas PI-subálgebras das álgebras de matrizes, denotadas
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por Mi com i = 1, ..., 7 determinando um conjunto gerador para os T -ideais de Mi

quando i ≤ 6. Para M7, eles mostraram que suas codimensões têm um crescimento

no mı́nimo quadrático, deixando a questão em descrevê-las em aberto. Em [49],

descrevemos explicitamente o T -ideal de M7 e provamos que cn(M7) = n(n − 1)

para todo n ≥ 4. Com esse resultado, observamos que as sequências de codimensões

das álgebras Mi, 3 ≤ i ≤ 7 correspondem à funções quadráticas e que são suficientes

para gerar todas as variedades minimais de crescimento quadrático.

Quando o corpo F é de caracteŕıstica zero, muitas vezes usamos a teoria de

representações do grupo simétrico para descrever um conjunto gerador para o T -

ideal de uma álgebra. Isto porque os T -ideais são invariantes sob os endomorfismos,

e vemos que a ação natural do grupo simétrico Sn sobre Pn o torna um Sn-módulo e,

consequentemente, Pn

Pn∩Id(A)
um Sn-módulo. Com isso, podemos decompô-lo em Sn-

submódulos irredut́ıveis e seu Sn-caracter (dito co-caracter de A) em Sn-caracteres

irredut́ıveis com suas respectivas multiplicidades, fazendo surgir a sequência dos co-

comprimentos, ln(A), n ≥ 1, definida como sendo a soma destas multiplicidades.

Como ln(A) está intimamente ligada à cn(A), descrevê-la pode se tornar necessário

para controlar o crescimento das identidades de uma dada álgebra. Foi fundamental

fazer isto nos trabalhos de [21] e [49]. Isto serve para justificar a preocupação em

fazer, neste texto, a decomposição expĺıcita da álgebra FSn em soma direta de

álgebra simples.

Por outro lado, Kemer também trabalhou com as chamadas álgebras verbalmente

primas que são tais que o seu T -ideal I satisfaz: I1I2 ⊂ I ⇒ I1 ⊂ I ou I2 ⊂ I, quando

I1 e I2 são T -ideais. Ele mostrou, em [29], que, a menos de PI-equivalência, as únicas

álgebras verbalmente primas não triviais são Mk(F ), Mk(E) e Mk,l(E) onde Mk,l(E)

é uma particular subálgebra de Mk+l(E). Ainda se sabe pouco sobre as identidades

de tais álgebras o que torna o seu estudo uma tarefa importante e, ao mesmo tempo,

desafiadora. Até o momento, considerando F de caracteŕıstica zero, somente para

as álgebras E, M2(F ) e M1,1(E) os T -ideais são descritos, respectivamente, em ([31],

[36]), [40] e [37].

Motivados por este problema, nos propusemos a trabalhar particularmente com

a álgebra M2(E), na procura de novas identidades, além daquelas já consideradas

por Vishne em [51]. Nos dedicamos também à construção de polinômios centrais

para esta álgebra. Lembremos que um polinômio central de uma F -álgebra A

é um polinômio f(x1, · · · , xn) ∈ F 〈X〉 tal que f(a1, · · · , an) ∈ Z(A), para to-

dos a1, · · · , an pertencentes a A. As identidades são os exemplos mais simples de

polinômios centrais, por isso são ditas polinômios centrais triviais. Como exemplo,

podemos citar [x1, x2]
2 que foi o primeiro polinômio central não trivial dado por

Wagner e Hall para M2(F ). Outro exemplo é o polinômio [x1, x2], que claramente é

um polinômio central de E que não é uma identidade. O conjunto dos polinômios
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centrais de uma álgebra A é o chamado T -espaço de A e existe um grande inte-

resse em descrever uma base finita de geradores para este espaço, sabendo que os

polinômios centrais multilineares são suficientes para esta descrição. Muitas vezes,

fazer isto pode ser uma tarefa dif́ıcil o que torna questões, como as listadas abaixo,

interessantes:

• Existe pelo menos um polinômio central de A que não é trivial?

• Se existe, é posśıvel exib́ı-lo?

• Qual é o grau mı́nimo de um polinômio central não trivial de A?

Por muitos anos o polinômio de Wagner-Hall foi o único polinômio central não

trivial conhecido para as álgebras de matrizes. Mais tarde, Kaplansky, em [28],

conjecturou a existência de tais polinômios para estas álgebras. Esta conjectura

foi provada, de forma independente, por Formanek em [14] e por Razmyslov em

[39]. Posteriormente, outros polinômios centrais foram constrúıdos para Mk(F ), por

exemplo em [23], [12], [17]. Em [42], Rasmyslov também construiu polinômios cen-

trais não triviais para Mk,l(E) e Kemer [30] provou que toda álgebra verbalmente

prima possui um polinômio central que não é uma identidade. Buscar a garantia

de existência destes polinômios tem sido importante não somente para o desen-

volvimento da teoria de estrutura, mas também para o desenvolvimento da direção

combinatória das PI-álgebras. Para algumas álgebras é posśıvel fazer a descrição

dos seus T -espaços de polinômios centrais, como por exemplo para a álgebra de

Grassmann e para a álgebra das matrizes triangulares superiores. Mas, em geral,

isto não é conhecido.

Tanto para provar a conjectura de Specht quanto para provar alguns resulta-

dos importantes sobre as álgebras verbalmente primas, Kemer fez uso de álgebras

Z2-graduadas (ou superálgebras), introduzindo as álgebras livres Z2-graduadas, as

identidades graduadas e, sobretudo, os ideais graduados. Podemos fazer esta ex-

tensão não somente para Z2, como para qualquer grupo abeliano finito G e vemos

que esta se relaciona muito bem com as PI-álgebras e suas identidades ordinárias.

Assim, identidades graduadas têm contribúıdo com a teoria de álgebras com identi-

dades polinomiais e além disso têm se tornado objeto de trabalhos independentes.

Em geral, quando trabalhamos com uma álgebra Z2-graduada (ou G-graduada),

estamos tornando a descrição das identidades um pouco mais fácil, pois de certa

maneira estamos estudando identidades de espaços “menores”. Por isso, é natu-

ral encontrar mais resultados envolvendo identidades graduadas de álgebras ver-

balmente primas com espećıficas graduações do que aqueles citados envolvendo as

identidades ordinárias. Como exemplo, em [19] temos a descrição das identidades
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de E = E0⊕E1 (graduação canônica). Em [7], Di Vincenzo encontrou um conjunto

gerador finito para as identidades graduadas de M2(F ) e M1,1(E), considerando as

Z2-graduações naturais. Em [33], La Mattina descreveu todas as identidades Z2-

graduadas de M2,1(E) de grau menor ou igual a 5. Em [48], Vasilovsky considera

Zk-graduações naturais de Mk(F ) e descreve uma base para as suas identidades

Zk-graduadas, resolvendo uma questão sugerida por Shestakov.

Podemos também estender o conceito de polinômios centrais para polinômios

centrais Z2-graduados (ou mais geral, G-graduados) e passar a tratar tais buscas

para álgebras Z2-graduadas (ouG-graduadas). Neste trabalho, um dos propósitos foi

provar resultados sobre identidades polinomiais Z2-graduadas e polinômios centrais

Z2-graduados de M = M2(E) =

(
E 0
0 E

)
⊕
(

0 E
E 0

)
.

Com a meta de cumprir os objetivos já citados acima, este trabalho se desen-

volveu em quatro caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo, introduzimos as definições básicas,

como identidades polinomiais, T -ideais, polinômios multihomogêneos e multilinea-

res, variedades de álgebras, polinômios centrais, sequência das codimensões e dos

co-comprimentos entre outros, e listamos os principais resultados a eles relacionados

que serão necessários no decorrer deste texto. O Caṕıtulo 2 trata sobretudo da teoria

de representações do grupo simétrico Sn, da álgebra M7 e das variedades minimais

de crescimento quadrático. Este caṕıtulo se inicia com as ferramentas dadas, em

1929, por A. Young que são fundamentais para a descrição expĺıcita dos módulos

irredut́ıveis de Sn através da álgebra de grupo FSn. Em seguida, damos um exemplo

da boa relação entre esta decomposição e a descrição das identidades de uma álgebra

através da álgebra de Grassmann e sua completa descrição. Dando prosseguimento,

relacionamos o grupo simétrico Sn com a teoria de representações do grupo linear

geral GLn e descrevemos, em mais duas seções, o T -ideal, o co-caracter, a sequência

das codimensões e dos co-comprimentos da particular álgebra M7. Para finalizar

o caṕıtulo tratamos as variedades minimais de crescimento quadrático e as classifi-

camos a partir da descrição feita na seção anterior.

Os próximos caṕıtulos lidam com a álgebra verbalmente prima M2(E). Em es-

pecial, no terceiro caṕıtulo, determinamos um método para a obtenção expĺıcita de

polinômios centrais ordinários de um grau espećıfico para M2(E). Este método é

constrúıdo tendo como base a decomposição da álgebra de grupo FSn e os idem-

potentes essenciais eTλ
que geram os seus Sn-módulos irredut́ıveis. Este caṕıtulo se

divide em quatro seções, as duas primeiras são responsáveis em mostrar que, para

descrever os polinômios centrais de um grau fixo de uma dada álgebra, basta se

preocupar com polinômios centrais especiais, denominados do tipo T . E ainda, que

tal busca pode ser feita a partir de uma subálgebra. Os conteúdos das Seções 3.3 e

xi



3.4 baseiam-se nestes fatos para criarem resultados e rotinas desenvolvidas no soft-

ware GAP, para a construção de polinômios centrais de um grau fixo de M2(F ) e,

consequentemente, de M2(E), buscando com isso o grau mı́nimo de um polinômio

central não trivial de M2(E).

O último caṕıtulo inicialmente introduz as noções básicas da extensão que pode

ser feita da teoria das PI-álgebras para as álgebras G-graduadas, onde G é um grupo

abeliano finito. Este caṕıtulo tem como objetivo estudar a álgebra Z2-graduada

M, provando resultados que envolvem as suas identidades Z2-graduadas e seus

polinômios centrais Z2-graduados. A Seção 4.2 trata a ação, e suas consequências,

do grupo GLm ×GLm sobre o subespaço de F 〈Y ∪ Z〉 dos polinômios homogêneos

de grau n ≥ m envolvendo somente as variáveis y1, ..., ym, z1, ..., zm, para que possa

ser usada na determinação de uma base finita para as identidades graduadas de grau

no máximo 5 de M, assunto que compõe a Seção 4.3.

Na Seção 4.4 mostramos que o subespaço que completa o espaço das identidades

graduadas de M no espaço dos polinômios centrais graduados de M é gerado pelos

polinômios g1 = [[z1, z2], [z3, z4]] e g2 = [z1 ◦ z2, z3 ◦ z4]. Para isto, além de di-

versos lemas técnicos, precisamos tratar o subespaço da álgebra livre Z2-graduada

F 〈Y ∪ Z〉 formado pelos polinômios que, quando avaliados em quaisquer elementos

de M dê como resultado uma matriz de traço zero.

O texto termina com algumas considerações finais onde levantamos questões que

ainda ficaram pendentes e, sobretudo, deixamos claro ao leitor o desejo em continuar

com tais pesquisas.

Ressaltamos ainda que, a menos de alguma menção ao contrário, durante todo o

texto F será um corpo de caracteŕıstica zero e A uma F -álgebra associativa.

xii



Caṕıtulo 1

Identidades polinomiais e
PI-álgebras

Neste caṕıtulo vamos apresentar definições e resultados básicos da teoria de iden-

tidades polinomiais de álgebras associativas. Isto será feito discutindo a dualidade

entre T -ideais da álgebra livre e variedades de álgebras, provando propriedades en-

volvendo os polinômios multilineares e multihomogêneos de tais ideais, construindo

os T -espaços da álgebra livre através dos polinômios centrais e, finalmente, intro-

duzindo duas importantes sequências numéricas: a sequência das codimensões e a

sequência dos co-comprimentos de uma álgebra.

1.1 Conceitos básicos

Seja X = {x1, x2, ...} um conjunto infinito e enumerável de elementos não comu-

tativos. Vamos chamar tais elementos de variáveis e considerar uma palavra em

X como sendo uma sequência xi1xi2 ...xin com n ∈ N e xij ∈ X, incluindo o 1, para

ser a palavra vazia.

Tomando F 〈X〉 para ser o espaço vetorial que tem uma base formada por to-

das as palavras em X e munindo F 〈X〉 com a multiplicação natural definida por

justaposição temos que F 〈X〉 é uma álgebra livre associativa com unidade

gerada por X. De fato, não é dif́ıcil ver que se A é uma F -álgebra e se ϕ̃ : X → A

é qualquer aplicação tal que ϕ̃(xi) = ai, para todo i ∈ N, então existe um único

homomorfismo ϕ : F 〈X〉 → A, a saber ϕ(1) = 1A e ϕ(xi1xi2 ...xin) = ai1ai2 ...ain , tal

que ϕ|X = ϕ̃. Agora, observe que o subespaço de F 〈X〉 formado pelos polinômios

sem termos constantes é uma álgebra livre associativa gerada por X.
1



2 Identidades polinomiais e PI-álgebras

Chamaremos de monômios os produtos de um escalar por uma palavra de X e

os elementos de F 〈X〉, que são somas formais destes monômios, de polinômios. Se

f ∈ F 〈X〉 escreveremos f = f(x1, x2, ..., xn), onde x1, x2, ..., xn ∈ X são as únicas

indeterminadas aparecendo em f . Para os elementos de X usaremos os śımbolos

x, xi. Também usaremos y, yi, z, zi, w, t, v para novos elementos de X, quando for

necessário.

Definição 1.1.1 Sejam m ∈ F 〈X〉 um monômio e xi ∈ X. Definimos o grau de

xi em m, denotado por degxi
m, como sendo o número de ocorrências de xi em m.

Se m = m(xi1 , xi2 , ..., xin) é um monômio nas variáveis xi1 , xi2 , ..., xin temos que o

grau de m é dado por deg m = degxi1
m + degxi2

m + ... + degxin
m. Se f é um

polinômio de F 〈X〉 então o grau de f , denotado por deg f , é o maior grau obtido

entre seus monômios.

Se f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ F 〈X〉, vamos denotar por f(a1, a2, ..., an) a imagem de

f por ϕ. Observe que f(a1, a2, ..., an) é um elemento de A obtido substituindo-se xi

por ai em f .

Definição 1.1.2 Seja A uma F -álgebra e f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ F 〈X〉. Dizemos

que f é uma identidade polinomial de A se f(a1, a2, ..., an) = 0, para todo

a1, a2, ..., an ∈ A e escrevemos f ≡ 0 em A.

Como o polinômio trivial, f = 0, é uma identidade para toda álgebra A, estabe-

lecemos o seguinte.

Definição 1.1.3 Se A satisfaz uma identidade polinomial não trivial, então temos

que A é uma PI-álgebra.

Isto motiva considerar o ideal de F 〈X〉

Id(A) = {f ∈ F 〈X〉/f ≡ 0 em A}

formado por todas as identidades polinomiais de A. Além disso, se f = f(x1, ..., xn) é

qualquer polinômio em Id(A) e g1, ..., gn são polinômios arbitrários em F 〈X〉 é claro

que f(g1, ..., gn) ∈ Id(A). Como qualquer endomorfismo de F 〈X〉 é determinado

pela aplicação xi 7→ gi, para i = 1, 2, ..., com gi ∈ F 〈X〉, segue que Id(A) é um ideal

invariante sob todos os endomorfismos de F 〈X〉.

Definição 1.1.4 Um ideal I de F 〈X〉 é um T-ideal se ϕ(I) ⊆ I para todo endo-

morfismo ϕ de F 〈X〉.
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Assim, dada uma álgebra A, Id(A) é um T-ideal de F 〈X〉, chamado o T -ideal

de A. Por outro lado é fácil verificar que todos T-ideais de F 〈X〉 são desse tipo. De

fato, se I é um T-ideal, sem muitas dificuldades pode-se provar que Id

(
F 〈X〉
I

)
= I.

Além disso, dado um subconjunto S de F 〈X〉, podemos definir o T-ideal gerado

por S, denotado por 〈S〉T , como sendo

〈S〉T = spanF{h1g(g1, ..., gn)h2 | g ∈ S e h1, g1, ..., gn, h2 ∈ F 〈X〉}.

Dizemos que f é consequência de S se f ∈ 〈S〉T e que dois conjuntos de

polinômios S e S1, são ditos equivalentes se 〈S〉T = 〈S1〉T . E ainda, escreveremos

〈f1, f2, ..., fr〉T para indicar 〈S〉T se S = {f1, f2, ..., fr}. Note que se S ⊆ S1 então

〈S〉T ⊆ 〈S1〉T .

Assim, dada uma PI-álgebra A, questões envolvendo suas identidades passam ser

interessantes. Podemos relatar algumas:

Questão 1: Existe um subconjunto S de F 〈X〉 finito tal que Id(A) = 〈S〉T ?

Questão 2: Se existe tal subconjunto S, como determiná-lo?

Questão 3: Qual é o menor grau que uma identidade polinomial de A (que deno-

tamos por PIgrau(A)) pode ter?

Em 1978, Kemer mostrou que a questão 1 tem resposta positiva se A for asso-

ciativa e F for de caracteŕıstica zero, que é exatamente nosso caso. Quando isto

acontece, dizemos que A possui a propriedade de Specht (pois W. Specht, em

1950, foi o primeiro a levantar tal questão). Mas, em geral a questão 2 é muito

dif́ıcil de ser respondida como mencionamos na introdução. Nestes casos, responder

a questão 3 se torna algo valioso.

Vejamos alguns exemplos de identidades polinomiais e de T -ideais de algumas

PI-álgebras. Alguns deles serão provados futuramente. Porém, vamos antes lembrar

que, para quaisquer a, b ∈ A, o comutador de Lie de peso 2 é dado por

[a, b] = ab − ba

e que, por definição, o comutador de peso n, é [a1, ..., an−1, an] = [[a1, ..., an−1], an],

para todo n ≥ 2 e para todo ai ∈ A.

Exemplo 1.1.5 Se A é uma álgebra comutativa então Id(A) ⊇ 〈[x1, x2]〉T .
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Exemplo 1.1.6 Considere o polinômio

Stn(x1, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

(sgn σ)xσ(1)...xσ(n)

onde Sn é o grupo simétrico sobre {1, 2, ..., n} e sgn σ é o sinal da permutação

σ. Tal polinômio é chamado de polinômio standard de grau n. Em 1950

Amitzur-Levitzki [2] provaram que a álgebra Mn(F ) satisfaz a identidade standard

St2n(x1, ..., x2n). Sem muitas dificuldades é posśıvel mostrar que nenhuma identi-

dade de Mn(F ) pode ter grau menor que 2n (veja [20], Teorema 1.7.2). Portanto,

PIgrau(Mn(F ))=2n.

Exemplo 1.1.7 A álgebra M2(F ) satisfaz a identidade [[x1, x2]
2, x3]. Para ver isto,

basta notar que o traço de [a, b] é nulo para todos a, b ∈M2(F ) e que, para qualquer

c ∈M2(F ), seu polinômio caracteŕıtico é x2 − tr(c)x+ det(c)I2, onde I2 é a matriz

identidade 2 × 2. Além disso, em 1973 Razmyslov [40] provou que Id(M2(F )) é

finitamente gerado, determinando uma base com 9 identidades de graus 4,5 e 6.

Posteriormente, Drensky [10], reduziu o número de geradores mostrando que

Id(M2(F )) =
〈
[[x1, x2]

2, x3], St4(x1, x2, x3, x4)
〉

T
.

Exemplo 1.1.8 Para n ≥ 2, a álgebra UTn das matrizes n × n triangulares supe-

riores satisfaz [x1, x2][x3, x4]...[x2n−1, x2n] ≡ 0. Para isto, basta ver que a álgebra

[UTn, UTn] é nilpotente. É posśıvel mostrar que

Id(UTn) = 〈[x1, x2][x3, x4]...[x2n−1, x2n]〉T .

Faremos a prova para n = 2 mais adiante. O caso geral segue de modo análogo (veja

[13], Teorema 5.2.1).

Este último exemplo será uma ferramenta fundamental para o nosso trabalho.

Exemplo 1.1.9 Neste exemplo, vamos considerar E a álgebra de Grassmann

(ou álgebra exterior) de dimensão infinita, ou seja, tomamos I ⊂ F 〈X〉 tal que

I = 〈{xixj + xjxi : i, j ≥ 1}〉 e para cada i = 1, 2, ... fazemos vi = xi + I. Assim, E

é definida como a álgebra gerada por 1, v1, v2, ..., ou seja,

E = 〈1, v1, v2, ... : vivj = −vjvi〉 .

Observamos que podemos decompor E = E0 ⊕ E1 onde

E0 = spanF {vi1vi2 ...vi2k
|1 ≤ i1 < i2... < i2k, k ≥ 0} ,

E1 = spanF

{
vi1vi2 ...vi2k+1

|1 ≤ i1 < i2... < i2k+1, k ≥ 0
}
.

Não é dif́ıcil ver que:
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• vσ(i1)vσ(i2)...vσ(in) = (sgn σ)vi1vi2 ...vin

• E0 é o centro de E e [E,E] ⊆ E0.

Portanto [[x1, x2], x3] ≡ 0 em E. Vamos provar (Terorema 2.3.3) que Id(E) =

〈[x1, x2, x3]〉T .

1.2 Variedades de álgebras

As identidades polinomiais de uma dada álgebra A podem também ser iden-

tidades para outras álgebras diferentes. Portanto, quando estudamos um determi-

nado conjunto de polinômios S é mais apropriado considerarmos a classe de todas as

álgebras satisfazendo todas as identidades de S. Isto nos leva à noção de variedades

de álgebras.

Definição 1.2.1 Dado um conjunto não vazio S ⊆ F 〈X〉, a classe de todas as

álgebras B tais que S ⊆ Id(B) é chamada variedade V = V(S) determinada por

S e dizemos que Id(V) = 〈S〉T é o T -ideal da variedade V. Em particular, se

Id(V) = Id(A), para alguma álgebra A, vamos denotar V = var(A) e dizer que V é

a variedade gerada por A.

Observação 1.2.2 Se V = V(S) é uma variedade então V = var(A), para alguma

álgebra A. De fato, seja I = 〈S〉T = Id(V) e tome A = F 〈X〉
I

. Logo, Id(A) = I =

Id(V) e V = var(A).

Exemplo 1.2.3 A classe de todas as álgebras comutativas é V = V(S) onde S =

{[x1, x2]}.

Exemplo 1.2.4 A classe de todas as álgebras nil de expoente limitado por m é

V = V(S) onde S = {xm}.

Kemer mostrou em [29] que as variedades primas têm um papel fundamental

na teoria das variedades de álgebras. Recordamos que uma variedade não trivial

de álgebras V é prima se Id(V) é verbalmente primo, ou seja, para quaisquer

T -ideais I1 e I2 , o fato I1I2 ⊂ Id(V) implica que ou I1 ⊂ Id(V) ou I2 ⊂ Id(V). E

ainda, dizemos que uma álgebra A é verbalmente prima se a variedade gerada

por A, V = var(A), é uma variedade prima.
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Considerando k ≥ l ≥ 1 e a seguinte subálgebra de Mk+l(E):

Mk,l(E) =
{(

P Q
R S

)
: P ∈ Mk(E0), S ∈ Ml(E0), Q ∈ Mk×l(E1), R ∈ Ml×k(E1)

}
,

o resultado que classifica as variedades primas é o próximo.

Teorema 1.2.5 (Kemer, 1985) Qualquer variedade não trivial de álgebras V é
prima se, e somente se, V = var(Mn(F )) ou V = var(Mn(E)) ou V = var(Mk,l(E)).

Kemer provou ainda que o produto tensorial de álgebras verbalmente primas é
uma álgebra verbalmente prima. Em particular,

(1) var(Mk,l(E)⊗Mp,q(E)) = var(Mr,s(E)), onde r = kp+ lq e s = kq + lp

(2) var(Mk,l(E)⊗ E) = var(Mk+l(E))

(3) var(E ⊗ E) = var(M1,1(E)).

Além disso, Kemer provou que dada uma F -álgebra A, existe um inteiro positivo
n tal que var(A) ⊂ var(Mn(E)), o que evidencia a importância das álgebras de
matrizes sobre a álgebra de Grassmann.

1.3 Polinômios homogêneos e multilineares

Como carF = 0, e portanto, F é infinito, o estudo das identidades de uma dada
álgebra pode se reduzir ao estudo dos polinômios multilineares ou multihomogêneos.
Nesta seção daremos as definições correspondentes e provaremos esta redução.

Seja Fk = F 〈x1, ..., xk〉 o subespaço de F 〈X〉 gerado pelos monômios envolvendo
somente as variáveis x1, ..., xk sem termos constantes. Tal álgebra pode ser natural-
mente decomposta como:

Fk = F
(1)
k ⊕ F

(2)
k ⊕ ..., (1.1)

onde, para cada n ≥ 1, F
(n)
k é o subespaço gerado pelos monômios de grau n.

A decomposição (1.1) ainda pode ser refinada como segue: para cada n ≥ 1,
escreva

F
(n)
k =

⊕
i1+...+ik=n

F
(i1,...,ik)
k ,

onde F
(i1,...,ik)
k é o subespaço gerado por todos os monômios de Fk de grau i1 em

x1, ..., grau ik em xk.
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É claro que tais decomposições se estendem de maneira natural para F 〈X〉.
Portanto, se f = f(x1, ..., xk) ∈ F 〈X〉, podemos sempre escrever

f =
∑

i1≥0,...,ik≥0

f (i1,...,ik),

onde f (i1,...,ik) ∈ F
(i1,...,ik)
k é a soma de todos os monômios em f , onde x1 aparece

com grau i1, ..., xk aparece com grau ik.

Definição 1.3.1 Um polinômio f pertencente a F
(n)
k , para algum n ≥ 1, será dito

homogêneo de grau n. Também dizemos que f é homogêneo na variável xi,
se xi aparece com o mesmo grau em todos os seus monômios, e que f é multi-
homogêneo quando for homogêneo em todas as variáveis. Ainda, os polinômios
f (i1,...,ik) ∈ F

(i1,...,ik)
k que são não-nulos são chamados componentes multiho-

mogêneas de multigrau (i1, ..., ik).

O próximo resultado nos dá uma importante ferramenta na tarefa de construir um
conjunto gerador para T -ideais, quando F é infinito. De fato, este resultado mostra
que se F é um corpo infinito então todo T-ideal é gerado pelos seus polinômios
multihomogêneos.

Teorema 1.3.2 Seja F um corpo infinito. Então f é uma identidade polinomial
para a álgebra A se, e somente se, toda componente multihomogênea de f é também
uma identidade polinomial para A.

Demonstração. Note que uma direção é trivial. Para cada xt, 1 ≤ t ≤ n, podemos

decompor f =
m∑

i=0

fi, onde fi é a soma de todos os monômios de f nos quais xt

aparece com grau i e m = degxtf . Por um argumento indutivo, é suficiente provar
que, para cada variável xt, fi ≡ 0 para todo i ≥ 0, para obtermos o resultado.
Para isto, sejam α0, ..., αm elementos distintos de F . Claramente, para j = 0, ...,m,
f(x1, ..., αjxt, ..., xn) ∈ Id(A). Como cada fi é homogênea em xt de grau i temos
que fi(x1, ..., αjxt, ..., xn) = αi

jfi(x1, ..., xt, ..., xn). Logo,

f(x1, ..., αjxt, ..., xn) =
m∑

i=0

αi
jfi(x1, ..., xn) ≡ 0, (1.2)

em A, para todo j = 0, ...,m. Portanto, para cada a1, ..., an ∈ A se escrevemos
fi(a1, ..., an) = f̄i, temos

1 α0 . . . αm
0

1 α1 . . . αm
1

...
...

. . .
...

1 αm . . . αm
m


︸ ︷︷ ︸

B


f̄0

f̄1
...
f̄m

 = 0
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Como o determinante de Vandermonde det(Bt) =
∏

0≤i<j≤m

(αj − αi) 6= 0 e

det(Bt) = det(B), segue que f0, ..., fm são identidades de A, como queŕıamos.

Dentre os polinômios multihomogêneos, um papel importante é desempenhado
pelos multilineares.

Definição 1.3.3 Um polinômio f é linear na variável xi, se xi ocorre com grau
1 em cada monômio de f . Um polinômio que é linear em cada uma de suas variáveis
é dito multilinear.

Observação 1.3.4

1. Se f(x1, ..., xn) é um polinômio linear numa variável, digamos x1, então

f
(∑

αiyi, x2, ..., xn

)
=
∑

αif(yi, x2, ..., xn),

para todos αi ∈ F , yi ∈ F 〈X〉.

2. Um polinômio f(x1, ..., xn) ∈ F 〈X〉 é multilinear se ele é multihomogêneo de
multigrau (1, 1, ..., 1), neste caso é sempre posśıvel escrevê-lo na forma

f(x1, x2, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n),

onde ασ ∈ F e σ ∈ Sn.

3. Seja A uma F -álgebra gerada por um conjunto B sobre F . Pelo item 1, segue
que se um polinômio multilinear f se anula em B então f é uma identidade
polinomial de A.

O próximo objetivo é apresentar o Processo de Multilinearização que tem
como função obter uma identidade multilinear de grau menor ou igual a k a partir de
uma identidade polinomial arbitrária de grau k de uma álgebra A . Vejamos como
funciona este processo e, em seguida, veremos um resultado que nos fará concluir
que, em caracteŕıstica zero, todo T-ideal é gerado pelo conjunto formado pelos seus
polinômios multilineares.

Seja f(x1, x2, ..., xn) ∈ F 〈X〉 uma identidade polinomial para A. Se degxi
f ≤ 1

para todo i então aplicando endomorfismos convenientes de F 〈X〉, podemos eliminar
monômios até obtermos uma identidade polinomial multilinear. Assim, podemos
supor que existe uma variável, digamos x1, tal que degx1f = d > 1. Considere o
polinômio

h(y1 + y2, x2, ..., xn) = f(y1 + y2, x2, ..., xn)− f(y1, x2, ..., xn)− f(y2, x2, ..., xn).
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Note que h ∈ Id(A) e que degh < degf . Mostremos que h 6= 0. Suponha que
h = 0. Trocando as variáveis y1 e y2 por x1 segue que

f(2x1, x2, ..., xn) = 2f(x1, x2, ..., xn).

Por outro lado, se decompormos f na soma f = f0+f1+...+fd onde fi é a soma de
todos os monômios de f nos quais x1 aparece com grau i temos fi(2x1, x2, ..., xn) =
2ifi(x1, x2, ..., xn) o que implica

f0 + 2f1 + ...+ 2dfd = 2(f0 + f1 + ...+ fd) ⇒ f0 = (22 − 2)f2 + ...+ (2d − 2)fd

o que contradiz a desigualdade d > 1. Como degy1h = degy2h = d − 1 < degx1f ,
por um argumento indutivo obtemos um polinômio que é multilinear e que continua
sendo uma identidade polinomial de A.

Teorema 1.3.5 Se carF = 0, todo polinômio não nulo f ∈ F 〈X〉 é equivalente a
um conjunto finito de polinômios multilineares.

Demonstração. Pelo Teorema 1.3.2, podemos supor que f = f(x1, x2, ..., xn) é
multihomogênea. Aplicamos a f o processo de multilinearização: se degx1f = d > 1
então escrevemos:

h = f(y1 + y2, x2, ..., xn) =
d∑

i=1

gi(y1, y2, x2, ..., xn)︸ ︷︷ ︸
gi

,

onde degy1gi = i, degy2gi = d − i e degxtgi = degxtf , para todo t = 2, ..., n. Como
h ≡ 0 em A temos, pelo mesmo argumento do teorema anterior, que gi ∈ 〈f〉T , para
todo i. Por outro lado, note que, para cada i, temos

gi(y1, y1, x2, ..., xn) =

(
d
i

)
f(y1, x2, ..., xn).

Como carF = 0 segue que

(
d
i

)
6= 0, e portanto, 〈f〉T = 〈g1, ..., gd〉T . Induti-

vamente podemos completar a demonstração.

Vamos finalizar esta seção observando que qualquer polinômio multilinear f de
grau n pode ser escrito como uma combinação linear sobre F de polinômios do tipo

xi1 ...xikc1...cs (1.3)

com i1 < ... < ik e onde c1, ..., cs são comutadores de peso arbitrário nas demais
variáveis xj1 , ..., xjr tais que k + r = n. Podemos ver que isto é posśıvel, usando o
Teorema de Poincaré-Birkhoff-Witt ([13], Teorema 1.3.2) e o Teorema de Witt ([13],
Teorema 1.3.5).
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1.4 Polinômios centrais e T -espaços

Nesta seção vamos apresentar os conceitos e resultados básicos envolvendo os po-
linômios centrais de uma álgebra necessários para o desenvolvimento deste trabalho,
iniciando com a seguinte definição:

Definição 1.4.1 Sejam A uma F -álgebra e f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ F 〈X〉. Dize-
mos que f é um polinômio central de A se f(a1, a2, ..., an) ∈ Z(A), para todo
a1, a2, ..., an ∈ A.

Claramente, por esta definição, podemos dizer que f ∈ F 〈X〉 é um polinômio
central de A se, somente se, [f, x] ∈ Id(A). Denotaremos

C(A) = {f ∈ F 〈X〉 | [f, x] ∈ Id(A)}

o conjunto formado por todos os polinômios centrais de A.

Observação 1.4.2 C(A) é um espaço vetorial tal que se f = f(x1, ..., xn) ∈ C(A) e
g1, ..., gn são polinômios arbitrários em F 〈X〉 então f(g1, ..., gn) ∈ C(A). Portanto,
C(A) é um subespaço invariante sob todos os endomorfismos de F 〈X〉.

Definição 1.4.3 Um subespaço V de F 〈X〉 é um T -espaço se ϕ(V ) ⊆ V para todo
endomorfismo ϕ de F 〈X〉.

Portanto, dada uma álgebra A, Id(A) e C(A) são T -espaços de F 〈X〉 onde C(A)
será chamado T -espaço de A. Note que Id(A) ⊆ C(A).

Além disso, dado um subconjunto S de F 〈X〉, podemos definir o T -espaço
gerado por S, denotado por 〈S〉T , como sendo

〈S〉T = spanF{g(g1, ..., gn) | g ∈ S e g1, ..., gn ∈ F 〈X〉}.

Usaremos 〈f1, f2, ..., fr〉T ao invés de 〈S〉T se S = {f1, f2, ..., fr}.
Da mesma forma que acontece com as identidades, determinar um subconjunto

finito S de F 〈X〉 tal que C(A) = 〈S〉T ou até mesmo determinar um polinômio
central não constante de A que não seja uma identidade são problemas interessantes
e podem se tornar dif́ıceis. Observe que quando o primeiro problema é resolvido
ocorre a descrição dos polinômios centrais de A. Portanto, quando falarmos em
“descrever um T -espaço V ”, estamos falando em encontrar um subconjunto S de
F 〈X〉 tal que V = 〈S〉T . A próxima observação se torna extremamente importante
para este tipo de questão.

Observação 1.4.4 Através dos mesmos argumentos usados para T -ideal, pode-se
provar que, para qualquer F -álgebra A, C(A) é um T -espaço gerado pelo conjunto
formado por todos os seus polinômios multilineares se carF = 0. E pelos seus
polinômios multihomogêneos, se F é infinito.
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Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 1.4.5 O polinômio [x1, x2]
2 é um polinômio central para M2(F ) (veja

Exemplo 1.1.7) e foi o primeiro dado para esta álgebra. Okhitin [35] descreveu
C(M2(F )).

Formanek, em [14] e Razmyslov, em [39], mostraram que Mn(F ) tem polinômio
central que não é uma identidade, para todo n ≥ 1. O polinômio central de Formanek
é de grau n2, já o de Razmyslov tem grau maior. Mas, Halpin [23] deduziu do
polinômio dado por Razmyslov um outro de grau n2. Portanto isto levava a crer
que, para n ≥ 3, n2 era o menor grau que um elemento de C(Mn(F )) \ Id(Mn(F ))
poderia ter. Mas, em [11], Drensky e Kasparian constrúıram um novo elemento de
C(Mn(F ))\Id(Mn(F )) de grau 8 para M3(F ). Em [15], Formanek conjecturou que o
grau mı́nimo de um elemento de C(Mn(F ))\Id(Mn(F )) é 1

2
(n2+3n−2), para n ≥ 3.

Por outro lado, Drensky em [12], construiu um elemento de C(Mn(F ))\ Id(Mn(F ))
de grau (n − 1)2 + 4, para qualquer n ≥ 3, e até o momento este é o elemento de
C(Mn(F )) \ Id(Mn(F )) de menor grau constrúıdo.

Isto mostra que o problema de buscar o menor grau de um elemento de C(A) \
Id(A) de uma álgebra A é interessante e pode se tornar nada fácil dependendo da
álgebra.

Exemplo 1.4.6 Temos que, para qualquer álgebra A, C(UTn(A)) = Id(UTn(A))
para n > 1, ou seja, UTn(A) não tem polinômios centrais que não sejam as iden-
tidades. De fato, sejam f = f(x1, ..., xn) ∈ C(UTn(A)) e X1, X2, ..., Xn ∈ UTn(A).
Logo, para cada i = 1, ..., n, Xi = Di + Ni onde Di são matrizes diagonais e Ni

são matrizes com diagonais nulas. Assim, f(X1, ..., Xn) = f(D1, ..., Dn) + N onde
N continua sendo uma matriz de diagonal nula. Por outro lado, se a1, ..., an ∈ A
e eij é a matriz elementar de posição (i, j) de Mn(F ) temos que f(a1, ..., an)e11 =
f(a1e11, ..., ane11) = a(e11 + ... + enn), para algum a ∈ Z(A), pois Z(UTn(A)) =
{a(e11 + ... + enn)|a ∈ Z(A)}. Mas, isto só é posśıvel se f(a1, ..., an) = a = 0, ou
seja, f ∈ Id(A). Portanto, f(D1, ..., Dn) = 0, isto é, f(X1, ..., Xn) = N . Porém,
f(X1, ..., Xn) ∈ Z(UTn(A)) é diagonal, o que implica, f(X1, ..., Xn) = 0. Assim,
f ∈ Id(UTn(A)).

Exemplo 1.4.7 O polinômio [x1, x2] é um polinômio central para E. E mais C(E) =
〈[x1, x2], [x1, x2][x3, x4]〉T . De fato, seja V = 〈[x1, x2], [x1, x2][x3, x4]〉T . Não é
dif́ıcil ver que [x1, x2] e [x1, x2][x3, x4] são polinômios centrais, o que implica que
V ⊆ C(E). Agora seja f = f(x1, ..., xn) ∈ C(E). Como carF = 0, podemos supor
que f é multilinear. Como, para todo σ ∈ Sn, temos

xσ(1)...xσ(n) = x1xσ(k+1)...xσ(n)xσ(1)...xσ(k−1) − [x1xσ(k+1)...xσ(n), xσ(1)...xσ(k−1)]
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onde σ(k) = 1, segue que f ≡ x1g(x2, ..., xn) mod V onde g é multilinear. Logo,
x1g(x2, ..., xn) ∈ C(E). Mas, se g(a2, ..., an) = a 6= 0, para a2, ..., an ∈ E, é
posśıvel escolher b ∈ E tal que ba /∈ Z(E) = E0, o que é um absurdo. Assim
a = 0, e g ∈ Id(E). Por outro lado, como [x1, x2, x3]x4 = [[x1, x2]x4, x3] +
[x1, x2][x3, x4] ∈ V temos que x4[x1, x2, x3]x5 = [x1, x2, x4x3]x5︸ ︷︷ ︸

∈V

− [x1, x2, x4]x3x5︸ ︷︷ ︸
∈V

∈ V.

Portanto, Id(E) = 〈[x1, x2, x3]〉T ⊆ V e assim, f ∈ V .

1.5 Codimensões e co-comprimentos

Para minimizar a dificuldade na descrição de um T -ideal de uma F -álgebra A,
duas sequências numéricas cn(A) e ln(A) para n = 1, 2, ..., ditas sequência de codi-
mensões de A e sequência de co-comprimentos de A, respectivamente, são associadas
à A para, de uma certa maneira, “medir” as identidades polinomiais satisfeitas por
A. Desta forma, o T -ideal Id(A) passa a ser estudado através do comportamento
assintótico destas sequências. A responsabilidade desta seção é de construir tais
sequências e mostrar suas relações com o T -ideal.

Como vimos na Seção 3, o T -ideal das identidades de A é gerado pelo conjunto
de seus polinômios multilineares, isto motiva introduzirmos

Pn = spanF{xσ(1)...xσ(n)|σ ∈ Sn}.

o F -espaço vetorial dos polinômios multilineares em x1, ..., xn.

Assim, Id(A) é gerado pelos subespaços (P1 ∩ Id(A)) ⊕ (P2 ∩ Id(A)) ⊕ ... ⊕
(Pn ∩ Id(A))⊕ ... na álgebra F 〈X〉. Logo, as dimensões dos espaços Pn ∩ Id(A) nos
fornecem, de certa forma, o crescimento das identidades da álgebra A. Por razões
que podem ser vistas por exemplo no Teorema 1.5.6, é mais conveniente considerar
as codimensões de Pn ∩ Id(A) em Pn.

Definição 1.5.1 Seja A uma F -álgebra e consideremos

Pn(A) =
Pn

Pn ∩ Id(A)
.

Para todo n ≥ 1, dizemos que

cn(A) = dimF Pn(A)

é a n-ésima codimensão de A. Além disso, se V = V(S) variedade gerada
por S ⊆ F 〈X〉 então definimos cn(V) = cn(B), onde B é qualquer álgebra tal que
Id(B) = 〈S〉T , e dizemos que é a n-ésima codimensão da variedade V . Em
particular, se V = var(A) então cn(V) = cn(A).



Codimensões e co-comprimentos 13

Claramente, dim(Pn∩Id(A)) = n!− cn(A) e observamos que A é uma PI-álgebra
se, e somente se, cn(A) < n!, para algum n ≥ 1.

Notamos ainda que, se B é uma F -álgebra tal que B ∈ var(A) então (Pn ∩
Id(A)) ⊆ (Pn∩Id(B)) e dim(Pn∩Id(A)) ≤ dim(Pn∩Id(B)), para todo n = 1, 2, ...,
e portanto, cn(B) ≤ cn(A).

Exemplo 1.5.2 Se A é nilpotente (Am = 0) então cn(A) = 0, para todo n ≥ m.

Exemplo 1.5.3 Se A é comutativa então cn(A) ≤ 1, para todo n ≥ 1.

Exemplo 1.5.4 Para todo n ≥ 1, temos cn(UT2) = 2n−1(n − 2) + 2. Além disso,
Id(UT2) = 〈[x1, x2][x3, x4]〉T

De fato, desde que [x1, x2][x3, x4] ≡ 0 em UT2, se tomamos Q = 〈[x1, x2][x3, x4]〉T ,
temos Q ⊂ Id(UT2) e cn(UT2) ≤ cn(Q̃) onde Q̃ = V (Q). Vamos agora computar
cn(UT2) exibindo uma base para o espaço Pn(UT2) = Pn

Pn∩Id(UT2)
.

Usando (1.3), podemos dizer que qualquer polinômio f ∈ Pn pode ser escrito,
módulo Q, como uma combinação linear de polinômios do tipo xi1 ...xim [xj1 , ..., xjs ]
onde i1 < ... < im e m+ s = n. Usando cálculo de comutadores, ordenamos j1 > j2
e j2 < ... < js e, portanto, o conjunto S formado pelos polinômios do tipo

xi1 ...xim [xk, xj1 , ..., xjn−m−1 ], (1.4)

onde i1 < ... < im, j1 < ... < jn−m−1 e k > j1, m 6= n−1 geram Pn

Pn∩Q
. Consequente-

mente, cn(UT2) ≤ cn(Q̃) ≤ |S|. Além disso, os elementos em (1.4) são linearmente
independentes módulo o T -ideal Id(UT2). De fato, consideremos

f(x1, ..., xn) =
∑
I,J,k

αI,J,kXI,J,k ∈ Id(UT2).

onde I = {i1, ..., im}, J = {j1, ..., jn−m−1} e XI,J,k = xi1 ...xim [xk, xj1 , ..., xjn−m−1 ].

Agora, tome ai1 = ... = aim = e11 + e22, ak = e12 e aj1 , ..., ajn−m−1 = e22, para
todo i, j = 1, 2. Portanto,

0 = f(a1, ..., an) = αI,J,ke12 ⇒ αI,J,k = 0.
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Assim, cn(UT2) ≥ |S|, o que implica, cn(UT2) = cn(Q̃) = |S|. Conclúımos que
Id(UT2) = Q e que S é uma base para Pn(UT2). Agora vamos calcular |S|. Se 0 ≤

m ≤ n−2 então este número é igual à

(
n
m

)
(n−m−1) =

(
n

n−m

)
(n−m−1).

No caso em que m = n, temos exatamente um monômio x1...xn e assim,

cn(UT2) =
n∑

j=2

(
n
j

)
j −

n∑
j=2

(
n
j

)
+ 1=

n∑
j=0

(
n
j

)
j︸ ︷︷ ︸

n2n−1

−
n∑

j=0

(
n
j

)
︸ ︷︷ ︸

2n

+

(
n
0

)
+ 1

= 2n−1(n− 2) + 2.

Exemplo 1.5.5 Veremos mais adiante no (Teorema 2.3.3) que cn(E) = 2n−1, para
todo n ≥ 1.

O comportamento da sequência de codimensões de uma dada F -álgebra A tem
sido persistentemente estudado e, em geral, não é fácil calcular precisamente os seus
valores. Sabemos que cn(A) ≤ n!, mas no caso em que A é uma PI-álgebra, o
seguinte teorema de Regev, dado em 1972, garante que cn(A) é exponencialmente
limitada.

Teorema 1.5.6 ([20], Teorema 4.2.3) Se a álgebra A satisfaz uma identidade de
grau d ≥ 1 então cn(A) ≤ (d− 1)2n.

Em 1978, Kemer provou que a sequência cn(A) é limitada polinomialmente se, e
somente se, E, UT2 /∈ var(A), o que explicita a importância das álgebras E e UT2.

Já em 2005, Giambruno e La Mattina introduziram uma lista de PI-álgebras que
têm um papel fundamental na caracterização das álgebras A com crescimento lento
de suas codimensões. Estas PI-álgebras são as seguintes subálgebras de UT2:

M1 =
(

F F
0 0

)
e M2 =

(
0 F
0 F

)
e as subálgebras de UT3: M3 =

{(
a b c
0 a d
0 0 a

)
| a, b, c, d ∈ F

}
, M4 =

(
F F F
0 0 F
0 0 0

)
,

M5 =

(
0 F F
0 0 F
0 0 F

)
, M6 =

(
0 F F
0 F F
0 0 0

)
e M7 =


 a b c

0 0 d
0 0 a

 | a, b, c, d ∈ F

 .
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De posse destas álgebras, eles caracterizaram, no próximo resultado, as vari-
edades var(A) com crescimento constante (aquelas tais que cn(A) ≤ k, para
alguma constante k) e as com crescimento linear (aquelas tais que cn(A) ≤ kn,
para alguma constante k) , respectivamente.

Teorema 1.5.7 ([21], Corolário 14 e Teorema 22) Para uma F -álgebra A,
temos

1. M1, M2, M3 /∈ var(A) se, e somente se, cn(A) ≤ k para alguma constante k,
para todo n ≥ 1.

2. M3, M4, M5, M6, M7 /∈ var(A) se, e somente se, cn(A) ≤ kn para alguma
constante k, para todo n ≥ 1.

Por outro lado, podemos considerar a seguinte ação à esquerda do grupo simétrico
Sn sobre Pn

σf(x1, ..., xn) = f(xσ(1), ..., xσ(n)),

onde σ ∈ Sn e f(x1, ..., xn) ∈ Pn e observamos que os Sn-módulos FSn e Pn são
isomorfos. Além disso, o subspaço Pn ∩ Id(A) é invariante sob esta ação, pois T -
ideais são invariantes sobre permutações das variáveis. Portanto, Pn(A) tem uma
estrutura de Sn-módulo à esquerda e o seu correspondente Sn-caracter, denotado
por χn(A), é dito o n-ésimo co-caracter de A.

Desde que carF = 0, a teoria de representações de Sn se torna uma poderosa
ferramenta no estudo da sequência {cn(A)}n≥1, o que motiva o próximo caṕıtulo.
Como veremos, os Sn-caracteres irredut́ıveis estão em correspondência um a um com
as partições λ de n (λ ` n) e portanto podemos escrever

χn(A) =
∑
λ`n

mλχλ (1.5)

onde χλ é o Sn-caracter irredut́ıvel associado à λ ` n e mλ ≥ 0 é a mul-
tiplicidade correspondente. Usaremos degχλ para denotar o grau do caracter χλ.

É claro que, se tomarmos graus, temos cn(A) =
∑
λ`n

mλdλ, onde dλ = degχλ pode

ser explicitado pela fórmula do gancho (ver Seção 2.1).

Portanto, uma outra sequência numérica pode ser associada às identidades de
uma álgebra A, a saber, a sequência dos co-comprimentos definida a seguir.

Definição 1.5.8 Dada uma F -álgebra, o número

ln(A) =
∑
λ`n

mλ

é dito o n-ésimo co-comprimento de A.
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Como a sequência dos co-comprimentos também mede, de alguma forma, a taxa
de crescimento das identidades de uma dada álgebra, faz sentido tentar estimá-la
assintoticamente.

O resultado de Kemer a respeito do crescimento polinomial de cn(A) men-
cionado anteriormente pode ser também estabelecido, em uma formulação equi-
valente, através de resultados de Mishchenko, Regev e Zaicev em 1999, como um
problema de representações do grupo simétrico como segue: cn(A) é limitada polino-
mialmente se, e somente se, ln(A) ≤ k, para alguma constante k e para todo n ≥ 1.

No Caṕıtulo 2, estaremos interessados em determinar o comportamento das
sequências cn(A), χn(A) e ln(A) de uma espećıfica álgebra A.



Caṕıtulo 2

Ações de grupos e crescimento
quadrático

A teoria de representações ordinárias do grupo simétrico foi primeiramente de-
senvolvida por Frobenius, mas a maior contribuição para o material previamente
estudado foi dada por A. Young (1929) que encontrou uma natural classificação
para todas as representações irredut́ıveis de Sn em termos das chamadas tabelas de
Young.

Nas primeiras seções deste caṕıtulo, apresentaremos o procedimento clássico de
Young para a descrição expĺıcita dos módulos irredut́ıveis de Sn através da álgebra
de grupo FSn e em seguida veremos como a decomposição de FSn pode ser aplicada
ao estudo das identidades polinomiais de uma álgebra. Por outro lado, em alguns
casos é mais conveniente usar a teoria de representações do grupo linear geral em
lugar da teoria de representações do grupo simétrico no estudo de PI-álgebra. Isto
se deve à facilidade de transladar os resultados de uma linguagem para a outra. A
última seção deste caṕıtulo trata destes fatos e os utiliza para classificar as variedades
minimais de crescimento quadrático.

2.1 O grupo Sn e as tabelas de Young

Consideremos n um número natural. É bem conhecido que uma sequência de
inteiros não negativos λ = (λ1, . . . , λt), com t ≤ n, é uma partição de n se∑t

i=1 λi = n e λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λt, o que denotamos por λ ` n. Usaremos, quando
preciso, uma identificação da partição λ com uma n-upla fazendo λi = 0, para
t < i ≤ n.

17
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Para cada partição λ = (λ1, . . . , λt) de n, associaremos o diagrama que consiste
de n śımbolos � distribúıdos da seguinte maneira

Dλ :

... λ1 śımbolos

... λ2 śımbolos

...
...

... λt śımbolos

e chamaremos Dλ de diagrama de Young associado à partição λ de n. Ainda,
observe que os comprimentos de suas colunas formam uma partição de n, que de-
notamos por

λ′ = (λ′1, . . . , λ
′
r), onde λ′i =

∑
ν

λν≥i

1,

dita partição conjugada de λ. Podemos também observar que o diagrama de
Young Dλ′ de λ′ é obtido de Dλ quando trocamos as linhas pelas colunas.

Exemplo 2.1.1 Se λ = (3, 2, 1, 1) então λ′ = (4, 2, 1) e

Dλ : e Dλ′ :

Agora, dado o diagrama de Young Dλ associado à λ ` n, uma tabela de Young
Tλ do tipo λ é um completamento dos boxes de Dλ com n inteiros positivos dis-
tintos, digamos a1, a2, ..., an. Neste caṕıtulo, consideraremos ai ∈ {1, 2, ..., n}.

Existem n! tabelas de Young distintas, entre elas as que mais nos interessam são
as tabelas standard, pois conforme veremos mais adiante, existe uma conexão entre
as tabelas standard de Young e os graus dos caracteres irredut́ıveis de Sn.

Definição 2.1.2 Dizemos que uma tabela de Young Tλ do tipo λ é standard se os
inteiros em cada linha e em cada coluna de Tλ crescem da esquerda para direita e
de cima para baixo, respectivamente.

Por exemplo, para a partição λ = (2, 1) de n = 3 temos 6 tabelas de Young do
tipo λ e dentre elas apenas duas serão tabelas standard, a saber:

1 2
3 e

1 3
2
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Em geral, o número de tabelas standard de Young do tipo λ é dado pela Fórmula
do gancho (veja [26]):

dλ =
n!∏

i,j

hλ
ij

, (2.1)

onde hλ
ij é definido da seguinte maneira: Considere (i, j) o śımbolo � que está na

linha i e na coluna j de Dλ. Então, hλ
ij é igual a quantidade de śımbolos � à direita

na mesma linha de (i, j) mais a quantidade de śımbolos � abaixo na mesma coluna
de (i, j) mais 1, ou seja, hλ

ij := λi − j + λ′j − i+ 1.

Definiremos agora subgrupos associados a uma tabela do tipo λ = (λ1, ..., λt).
Para isso, escrevemos Tλ = Dλ(ai,j), onde ai,j é um natural entre 1 e n que ocupa o
box que está na i-ésima linha e na j-ésima coluna.

Considere Sk(b1, ..., bk) o subgrupo de Sn de permutações de B = {b1, ..., bk} se
k ≤ n e 1 ≤ b1 < ... < bk ≤ n. Obtemos assim, a partir das linhas de Tλ, um
subgrupo de Sn denotado por RTλ

e dito grupo horizontal de Tλ:

RTλ
:= Sλ1(a11, ..., a1λ1)× ...× Sλt(at1, ..., atλt).

Os elementos de RTλ
serão as permutações -linha de Tλ.

Analogamente, definimos um subgrupo de Sn a partir das colunas de Tλ, onde
λ′ = (λ′1, ..., λ

′
r) é a partição conjugada de λ, que será denotado por CTλ

e chamado
grupo vertical de Tλ. Seus elementos serão as permutações -coluna de Tλ:

CTλ
:= Sλ′1

(a11, ..., aλ′11)× ...× Sλ′r(ar1, ..., aλ′rr).

Para estes subgrupos espećıficos obviamente temos que RTλ
∩ CTλ

= {1}. Além
disso, fixando uma partição λ ` n e uma tabela de Young Tλ, podemos usar estes
subgrupos para definirmos o elemento de FSn dado por

eTλ
:=

∑
ρ∈RTλ

∑
σ∈CTλ

(sgn σ)ρσ. (2.2)

Cada um dos elementos definidos acima exerce um papel importante na decom-
posição expĺıcita da álgebra de grupo FSn. Isto ficará claro quando mostrarmos o
seguinte resultado, apoiando-nos em [24] e [26].

Teorema 2.1.3 Temos que

FSn =
⊕
λ`n

Iλ, com Iλ =
⊕

Tλ standard

FSneTλ
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onde

(1) eTλ
é um idempotente essencial, isto é, existe um elemento não nulo q ∈ F tal que

e2Tλ
= qeTλ

, para toda tabela de Young Tλ. E ainda, q = n!
dim FSneTλ

.

(2) FSneTλ
' FSneeTλ

como Sn-módulos, se Tλ e T̃λ são duas tabelas de Young do
tipo λ.

(3) FSneTλ
6' FSneTµ como Sn-módulos, se λ e µ são partições distintas de n.

(4) Iλ ∼= Mdλ
(F ) é um ideal bilateral com dim Iλ = d2

λ sendo dλ o número de tabelas
standard de Young do tipo λ.

(5) Cada ideal à esquerda FSneTλ
é minimal, isto é, é um Sn-módulo irredut́ıvel e

temos que dimFSneTλ
= dλ.

Vamos obter a prova deste teorema na próxima seção. Um fato muito importante
sobre o grupo simétrico [5] é que todo corpo F de caracteŕıstica zero é um corpo de
decomposição de Sn (isto é, toda representação irredut́ıvel de Sn sobre F é abso-
lutamente irredut́ıvel, ou seja, a representação TK(estendida para K) é irredut́ıvel
para toda extensão K de F ). Portanto basta estudar F = Q. Além disso, temos:

Teorema 2.1.4 Se F é um corpo e G é um grupo finito tal que carF não divide
|G| então F é corpo de decomposição de G se, e somente se, FG ∼=

⊕s
i=1Mni

(F )
onde s é o número de classes de conjugação de G e ni é natural, para todo i.

Portanto, pelo teorema acima, podemos dizer que se F é um corpo de carac-

teŕıstica zero então FSn '
s⊕

i=1

Mni
(F ) onde s é o número de classes de conjugação

de Sn e ni é um natural para todo i.

Como dois elementos em Sn são conjugados se, e somente se, possuem a mesma
estrutura ćıclica, e como podemos estabelecer uma aplicação sobrejetiva entre Sn e
o conjunto das partições de n definindo σ ∈ Sn 7→ C(σ), onde C(σ) representa os
comprimentos dos fatores ćıclicos de σ ordenados, podemos indexar as classes de
conjugação de Sn por partições de n. Com isso, podemos escrever

FSn '
⊕
λ`n

Mnλ
(F )

onde nλ é um natural para todo λ.

Vamos mostrar agora, para cada partição λ ` n e para cada tabela de Young Tλ

do tipo λ, o item 1 do Teorema 2.1.3. Para isto, fixemos uma partição λ ` n e uma
tabela de Young Tλ do tipo λ.
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Observemos que ao considerar o elemento e = 1
q
eTλ

∈ FSneTλ
temos que e2 = e,

ou seja, e é idempotente em FSn. De fato, e2 = 1
q2 e

2
Tλ

= 1
q2 qeTλ

= 1
q
eTλ

= e. Além
disso, temos FSne = FSneTλ

.

Agora notemos que para garantir que existe um elemento q ∈ F tal que e2Tλ
=

qeTλ
, basta mostrar o resultado abaixo, conhecido como Lema de Von-Neumann.

Lema 2.1.5 (Von-Neumann) Suponhamos que um elemento ϑ ∈ FSn satisfaça
βϑδ = (sgn δ)ϑ, ∀β ∈ RTλ

,∀δ ∈ CTλ
. Então, existe q ∈ F tal que ϑ = qeTλ

.

De fato, se eTλ
=

 ∑
ρ∈RTλ

ρ

 ∑
σ∈CTλ

(sgn σ)σ

, β

 ∑
ρ∈RTλ

ρ

 =
∑

ρ∈RTλ

ρ e

 ∑
σ∈CTλ

(sgn σ)σ

 δ = (sgn δ)
∑

σ∈CTλ

(sgn σ)σ,

se β ∈ RTλ
e δ ∈ CTλ

, temos que

βe2Tλ
δ =

β
 ∑

ρ∈RTλ

ρ

 ∑
σ∈CTλ

(sgn σ)σ

 ∑
ρ∈RTλ

ρ

 ∑
σ∈CTλ

(sgn σ)σ

 δ


= (sgn δ)e2Tλ

para todo β ∈ RTλ
e para todo δ ∈ CTλ

. Deste modo, pelo Lema de Von-Neumann,
existe q ∈ F tal que e2Tλ

= qeTλ
.

Agora, para garantirmos o lema acima precisamos de mais informações a respeito
de uma tabela de Young do tipo λ. Vamos iniciar estudando quais as consequências
da ação de um elemento π de Sn sobre os elementos de uma tabela de Young Tλ,
definindo πTλ como a tabela de Young obtida de Tλ por aplicação da permutação π
em suas entradas, por exemplo para π = (1 3)(4 6) temos

Tλ :
1 5 4
3 6
2

e πTλ :
3 5 6
1 4
2

Lema 2.1.6 Para qualquer elemento π ∈ Sn, temos que RπTλ
= πRTλ

π−1 e CπTλ
=

πCTλ
π−1. E, consequentemente, eπTλ

= πeTλ
π−1.

Demonstração. Considerando {b1, . . . , br} ⊂ A e η = (b1 . . . br) em Sk o cor-
respondente r-ciclo, então (π(b1) . . . π(br)) = (b1 . . . br)

π = ηπ e isto implica que
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Sk(π(a1), . . . , π(ak)) = πSkπ
−1, o que garante que RπTλ

= πRTλ
π−1 e CπTλ

=
πCTλ

π−1. Com isso, temos

πeTλ
π−1 = π

 ∑
ρ∈RTλ

∑
σ∈CTλ

(sgn σ)ρσ

 π−1 =

 ∑
ρ∈πRTλ

π−1

ρ

 ∑
σ∈πCTλ

π−1

(sgn σ)σ


=

 ∑
ρ∈RπTλ

ρ

 ∑
σ∈CπTλ

(sgn σ)σ

 = eπTλ

como queŕıamos.

Quando temos uma partição λ ` n e uma tabela de Young Tλ onde i e j aparecem
na mesma linha então dizemos que i e j são Tλ-colineares e, se i e j aparecem
na mesma coluna de Tλ, dizemos que eles são Tλ-colunáveis. Vejamos como estes
conceitos interagem entre si.

Lema 2.1.7 Sejam ρ ∈ RTλ
, σ ∈ CTλ

e suponhamos que i e j sejam Tλ-colineares.
Então, i e j não são ρσTλ-colunáveis.

Demonstração. Temos ρσTλ = (ρσρ−1)(ρTλ) e como σ ∈ CTλ
então ρσρ−1 ∈

ρCTλ
ρ−1 = CρTλ

, pelo Lema 2.1.6. Assim, o efeito de ρσ sobre Tλ é o seguinte:
primeiramente aplicamos a permutação-linha ρ de Tλ para obter a tabela de Young
ρTλ, depois aplicamos uma permutação-coluna de ρTλ; isto implica o resultado.

Consideremos duas partições λ ` n e µ ` n tais que as tabelas de Young Tλ do
tipo λ e Tµ do tipo µ satisfazem a condição: qualquer par i, j que são Tλ-colineares
não são Tµ-colunáveis. Nesta situação, diremos que Tλ e Tµ satisfazem a condição
colineares não-colunáveis ou ainda, a condição CNC.

Suponhamos que γ ∈ Sn e que Tλ e γTλ satisfazem a condição CNC. Seja σ ∈
CγTλ

. Temos que se i e j são Tλ-colineares então i e j não são γTλ-colunáveis e dáı
também não são σγTλ-colunáveis, ou seja, Tλ e σγTλ também satisfazem a condição
CNC.

Lema 2.1.8 Seja γ ∈ Sn tal que Tλ e γTλ satisfazem a condição CNC. Então,
γ = ρσ, onde ρ ∈ RTλ

e σ ∈ CTλ
.

Demonstração. A prova consiste em mostrar que existe um elemento β ∈ CγTλ

tal que Tλ e βγTλ diferem por um elemento ρ ∈ RTλ
, ou seja, existem β ∈ CγTλ

e
ρ ∈ RTλ

tais que ρTλ = βγTλ (isto demonstra o lema pois neste caso teremos βγ = ρ,
mas como β ∈ CγTλ

= γCTλ
γ−1, ou seja, β = γλγ−1, para algum λ ∈ CTλ

, isto nos
dá γ = ρσ onde σ = λ−1). Primeiramente, observamos que como todos os elementos
da primeira linha de Tλ estão em diferentes colunas de γTλ, existe σ1 ∈ CγTλ

tal que
os inteiros na primeira linha de Tλ e na primeira linha de σ1γTλ são os mesmos.
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Como Tλ e γTλ satisfazem a condição CNC, então Tλ e σ1γTλ também satisfazem
a condição CNC. Assim como antes, existe σ2 ∈ Cσ1γTλ

= CγTλ
que fixa os elementos

da primeira linha e leva os elementos da segunda linha de Tλ para a segunda linha
de σ2σ1γTλ, ou seja, as tabelas de Young Tλ e σ2σ1γTλ têm os mesmos elementos
nas duas primeiras linhas. Notemos ainda que σ2σ1 ∈ CγTλ

. Por indução sobre o
número de linhas de Tλ, isto mostra que existe um elemento β ∈ CγTλ

tal que Tλ

e βγTλ diferem por uma permutação-linha de Tλ e o resultado segue, conforme já
observamos.

Lema 2.1.9 Assuma que γ /∈ RTλ
CTλ

. Então existem transposições ρ ∈ RTλ
e

σ ∈ CTλ
tais que ργσ = γ.

Demonstração. Como γ /∈ RTλ
CTλ

, pelo lema anterior existem i, j que são simul-
tanemente Tλ-colineares e γTλ-colunáveis. Definindo a transposição τ = (i j) de Sn,
temos que τ é uma permutação-linha de Tλ e ao mesmo tempo é uma permutação-
coluna de γTλ, ou seja, τ = λ ∈ RTλ

e τ = β ∈ CγTλ
= γCTλ

γ−1. Deste modo,
β = γσγ−1, para algum σ ∈ CTλ

, o que garante que γ = λγσ−1 e o lema está pronto.

Finalmente, demonstraremos o Lema de Von-Neumann.

Demonstração do Lema de Von-Neumann. Escreva ϑ =
∑
γ∈Sn

αγγ, onde αγ ∈

F . Por hipótese, temos βϑδ =
∑
γ∈Sn

(sgn δ)αγγ. Por outro lado, βϑδ =
∑
γ∈Sn

αγβγδ =∑
γ∈Sn

αβ−1γδ−1γ e assim, αβγδ = (sgn δ)αγ,∀β ∈ RTλ
,∀δ ∈ CTλ

.

Façamos agora γ = 1 e consideremos o coeficiente α1 = q ∈ F . Então, αβδ =
(sgn δ)q. Se tomamos γ /∈ RTλ

CTλ
, pelo Lema 2.1.9 existem transposições ϕ ∈ RTλ

e τ ∈ CTλ
tais que ϕγτ = γ. Neste caso, αγ = αϕγτ = (sgn τ)αγ = −αγ, ou

seja αγ = 0, o que significa que os elementos γ tais que ϑ =
∑
γ∈Sn

αγγ são todos

da forma γ = βδ ∈ RTλ
CTλ

e conforme observamos, αβδ = (sgn δ)q. Portanto,

ϑ =
∑

β∈RTλ

∑
δ∈CTλ

(sgn δ)qβδ = qeTλ
.

Agora vamos provar que o elemento q ∈ F tal que e2Tλ
= qeTλ

é não nulo, o que
garante, de fato, que eTλ

é um idempotente essencial. E, mais do que isto, ao final
mostraremos que este é um número inteiro não nulo. Para isto, precisamos garantir
mais um lema.
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Lema 2.1.10 Seja ϑ ∈ FSn com ϑ =
∑
γ∈Sn

αγγ. Assuma que o coeficiente α1 de

γ = 1 em ϑ seja não nulo. Então, ϑ2 6= 0.

Demonstração. Consideremos ϕϑ : FSn → FSn a aplicação multiplicação à direita
por ϑ, isto é, ϕϑ(β) = βϑ, para β ∈ FSn. Então, ϕ2

ϑ = ϕϑ2 . Vamos ver que ϕ2
ϑ 6= 0

e portanto ϑ2 6= 0.

Como ϕϑ =
∑
γ∈Sn

αγϕγ temos que tr(ϕϑ) =
∑
γ∈Sn

αγtr(ϕγ). Considerando que,

para todo γ ∈ Sn, temos tr(ϕγ) = tr(Aγ) onde Aγ = (aij)n!×n! é tal que

aij =

{
1, se giγ = gj

0, caso contrário.
(2.3)

para Sn = {g1, g2, ..., gn!} vamos ter tr(ϕγ) = n! quando γ = 1 e é nulo caso contrário,
o que implica tr(ϕϑ) = α1n! 6= 0. Por outro lado, tr(ϕϑ) é a soma dos autovalores
de ϕϑ e portanto, ϕϑ tem um autovalor não nulo r, ou seja, ϕϑ(β) = rβ, para algum
β não nulo em FSn e então ϕm

ϑ (β) = rmβ e assim, ϕm
ϑ 6= 0,∀m.

Enfim, podemos mostrar que eTλ
são idempotentes essenciais em FSn.

Teorema 2.1.11 Existe q não nulo em F tal que e2Tλ
= qeTλ

.

Demonstração. Já vimos que a existência de q em F satisfazendo o teorema é
uma consequência do Lema de Von-Neumann. Agora, pela definição de eTλ

, vemos
que o coeficiente de 1 neste elemento é igual a 1 pois para que ρσ seja igual a 1, com
ρ ∈ RTλ

e σ ∈ CTλ
, devemos ter ρ = 1 e σ = 1. Assim, pelo lema anterior e2Tλ

6= 0.
Deste modo, q 6= 0.

Teorema 2.1.12 Se q é como no teorema anterior então dim FSneTλ
=
n!

q
.

Demonstração. Escrevemos eTλ
=
∑
γ∈Sn

αγγ. Sabemos que α1 = 1 e portanto,

tr(ϕeTλ
) = n!. Como e = 1

q
eTλ

é idempotente temos FSn = FSne ⊕ FSn(1 − e).

Claramente, ϕe anula a componente FSn(1 − e) e age como a identidade sobre
FSne. Então tr(ϕe) = dim FSne = dim FSneTλ

. O resultado segue pois tr(ϕe) =

tr(ϕ 1
q

eTλ
) = 1

q
tr(ϕeTλ

) = 1
q
n! ou seja, dim FSneTλ

=
n!

q
.

Até o momento temos provado apenas o item (1) do Teorema 2.1.3. Porém com
a próxima seção encerraremos sua prova.
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2.2 A decomposição expĺıcita de FSn

O nosso objetivo é dar a decomposição expĺıcita da álgebra de grupo FSn o que
se resume em finalizar a demonstração do Teorema 2.1.3. Para isto, vamos dividir
nosso trabalho em etapas. Primeiramente, vamos nos preocupar com os itens (2) e
(3) do teorema, que significa provarmos os próximos dois resultados.

Teorema 2.2.1 Sejam λ ` n e Tλ e T̃λ duas tabelas de Young do tipo λ. Então,
como Sn-módulos à esquerda, temos FSneTλ

' FSneeTλ
.

Teorema 2.2.2 Sejam λ ` n e µ ` n duas partições distintas de n. Então, como
Sn-módulos à esquerda, temos FSneTλ

6' FSneTµ .

Demonstração do Teorema 2.2.1. Sabemos que existe γ ∈ Sn tal que T̃λ = γTλ.
Como eγTλ

= γeTλ
γ−1, temos FSneeTλ

= FSnγeTλ
γ−1 = FSneTλ

γ−1. Portanto, φ :

FSneTλ
−→ FSneeTλ

tal que φ(a) = aγ−1 é um isomorfismo de Sn-módulos.

Para demonstrar o Teorema 2.2.2, precisaremos de mais dois lemas.

Lema 2.2.3 Considere λ ` n, µ ` n e Tλ, Tµ tabelas de Young do tipo λ e do tipo
µ, respectivamente. Suponhamos que existam i e j , 1 ≤ i, j ≤ n, que sejam simul-
taneamente Tλ-colineares e Tµ-colunáveis. Então, eTµeTλ

= 0 (mas possivelmente
eTλ

eTµ 6= 0).

Demonstração. Considerando a transposição τ = (i j) ∈ Sn temos τ ∈ RTλ
∩CTµ .

Assim, τ
∑

β∈RTλ

β =
∑

β∈RTλ

β e

 ∑
σ∈CTµ

(sgn σ)σ

 τ = −
∑

σ∈CTµ

(sgn σ)σ. Então,

∑
σ∈CTµ

(sgn σ)σ
∑

β∈RTλ

β =

 ∑
σ∈CTµ

(sgn σ)σ

τ ∑
β∈RTλ

β

 = 0 e com isso fica claro

que eTµeTλ
= 0.

Exemplo 2.2.4 Vimos, após a Definição 2.1.2, que as tabelas standard do tipo
λ = (2, 1) são

T1 :
1 2
3 T2 :

1 3
2
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Temos que 1 e 2 são simultaneamente T1-colineares e T2-colunáveis e

eT1 = 1− (1 3) + (1 2)− (1 3 2) e eT2 = 1− (1 2) + (1 3)− (1 2 3).

o que implica

eT2eT1 = 1− (1 3) + (1 2)− (1 3 2)− (1 2) + (1 3 2)− 1 + (1 3) + (1 3)− 1
+(1 2 3)− (2 3)− (1 2 3) + (2 3)− (1 3) + 1 = 0

mas eT1eT2 = (2 3)− (1 2) 6= 0.

Para enunciar e provar o próximo resultado, precisamos definir duas relações de
ordem, uma parcial e outra total, no conjunto das partições de n, P (n). Para isto,
sejam λ, µ ∈ P (n) tais que λ = (λ1, . . . , λn) e µ = (µ1, . . . , µn) (completando por
zero se necessário).

Dizemos que λ é menor do que ou igual a µ em relação às somas parciais, o

que denotamos por λ � µ, se
i∑

ν=1

λν ≤
i∑

ν=1

µν , para todo 1 ≤ i ≤ n. E dizemos que λ

e µ estão em ordem lexicográfica, situação que denotamos por λ ≤ µ, se existe
1 ≤ i ≤ n tal que λ1 = µ1, . . . , λi−1 = µi−1 e λi < µi. Obviamente, essas duas ordens
se relacionam, pois λ � µ implica em λ ≤ µ.

E ainda, podemos mostrar que se λ ` n, µ ` n e Tλ, Tµ são tabelas de Young do
tipo λ e do tipo µ, respectivamente, que satisfazem CNC então λ � µ.

De fato, os elementos da primeira linha de Tλ estão em diferentes colunas de Tµ.
Assim, λ1 ≤ µ1. Podemos considerar σ1 ∈ CTµ tal que os elementos da primeira
linha de Tλ estejam na primeira linha de σ1Tµ. Como Tλ e σ1Tµ satisfazem CNC,
então os elementos da segunda linha de Tλ estão em colunas diferentes de σ1Tµ (mas
alguns deles já poderiam estar na primeira linha de σ1Tµ). Tomando os elementos
da segunda linha de Tλ que não estão na primeira linha de σ1Tµ, podemos encontrar
σ2 ∈ Cσ1Tµ = CTµ tal que os elementos da primeira e segunda linhas de Tλ estão
na primeira e segunda linhas de σ2σ1Tµ, ou seja, λ1 + λ2 ≤ µ1 + µ2. Usamos um
processo indutivo e conclúımos o seguinte.

Observação 2.2.5 Se λ > µ então existem i e j , 1 ≤ i, j ≤ n, que são simultane-
amente Tλ-colineares e Tµ-colunáveis.

Lema 2.2.6 Se λ ` n e µ ` n são tais que λ > µ então eTµaeTλ
= 0 para todo

a ∈ FSn.
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Demonstração. Se tomarmos γ ∈ Sn e supormos que γTλ e Tµ satisfazem CNC,
lembrando que γTλ também é uma tabela de Young do tipo λ, pelo que vimos acima,
temos λ � µ e consequentemente λ ≤ µ, o que é absurdo por hipótese. Logo, existem
k e s que são simultaneamente γTλ-colineares e Tµ-colunáveis. Portanto, pelo Lema
2.2.3 temos eTµeγTλ

= 0, ou seja, eTµγeTλ
γ−1 = 0, de modo que eTµγeTλ

= 0. Desde
que γ foi escolhido arbitrariamente em FSn, o resultado está provado.

Exemplo 2.2.7 λ = (3, 1) e µ = (2, 1, 1): partições de n = 4

Tλ :
4 3 1
2 Tµ :

2 1
3
4

Temos λ > µ e 3 e 4 são simultaneamente Tλ-colineares e Tµ-colunáveis. Conse-
quentemente, eTµaeTλ

= 0, ∀a ∈ FS4.

Agora sim, podemos demonstrar o Teorema 2.2.2.

Demonstração do Teorema 2.2.2. Podemos considerar λ > µ. Vamos mostrar
que neste caso, se f : FSneTµ → FSneTλ

é um homomorfismo de Sn-módulos então
f ≡ 0. Suponhamos f /≡ 0. Neste caso, f(eTµ) = a 6= 0. Sabemos que existe q 6= 0 tal
que e2Tµ

= qeTµ . Além disso, e = 1
q
eTµ é idempotente e temos f(e) = f(e2) = ef(e).

Assim, considerando f(e) = δeTλ
, para algum δ ∈ FSn, usando o último lema,

teremos 0 6= 1
q
a = 1

q
f(eTµ) = f(1

q
eTµ) = f(e) = ef(e) = 1

q
eTµδeTλ

= 0. Este
absurdo prova o teorema.

Dando prosseguimento, a partir de agora toda a nossa atenção estará voltada para
o restante da prova do Teorema 2.1.3. Para atingirmos este objetivo, é necessário
que recordemos que

FSn '
⊕
λ`n

Mnλ
(F ),

onde nλ é um natural para todo λ, e que provemos mais alguns resultados. O
primeiro deles é o seguinte:

Teorema 2.2.8 Para cada partição λ ` n e Tλ tabela de Young do tipo λ, con-
sideraremos Jλ ⊆ FSneTλ

um ideal minimal à esquerda, isto é, Jλ é um Sn-módulo

irredut́ıvel, e ainda, definiremos Iλ =
∑
Tλ

FSneTλ
, onde a soma percorre todas as n!

tabelas de Young do tipo λ. Então, garantimos que

(1) A menos de isomorfismo, {Jλ : λ ` n} é um conjunto completo de Sn-módulos
irredut́ıveis. E, consequentemente, Mnλ

(F ) '
⊕

nλ
Jλ com dimFJλ = nλ.
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(2) FSneTλ
= Jλ ⊕ ... ⊕ Jλ (mais adiante veremos que FSneTλ

= Jλ e, portanto,
FSneTλ

é irredut́ıvel).

(3) Iλ é um ideal bilateral de FSn e Iλ 'Mnλ
(F ).

Demonstração. Para provar (1), basta mostrar que Jλ/' Jµ se λ 6= µ, pois pelo que
lembramos acima e pelo Teorema de Wedderburn-Artin o restante segue. Para ver
isto, sejam λ > µ e f : Jµ → Jλ um isomorfismo de Sn-módulos. Então estendemos

f para f̃ : FSneTµ → FSneTλ
fazendo f̃(a+ b) = f(a), onde a ∈ Jµ e b ∈M com M

tal que FSneTµ = Jµ ⊕M . Deste modo, f̃ é um FSn-homomorfismo e f̃ /≡ 0, o que
é um absurdo pelo que podemos ver na demonstração do Teorema 2.2.2.

Para provar (2), assuma que temos uma decomposição para FSneTλ
em Sn-

módulos irredut́ıveis contendo um Sn-módulo Jµ, onde µ 6= λ. Podemos considerar
FSneTµ = Jµ ⊕M e FSneTλ

= Jµ ⊕ N e um FSn-homomorfismo g : FSneTµ →
FSneTλ

fazendo g(a+ b) = a, onde a ∈ Jµ e b ∈M , o que novamente é um absurdo
pela demonstração do Teorema 2.2.2.

Agora, desde que por definição Iλ já é um ideal à esquerda de FSn, para garantir
que este é um ideal bilateral e, portanto, obtermos (3), basta mostrar que FSneTλ

γ ⊆
Iλ, para todo γ ∈ Sn. Mas isto é claro desde que FSneTλ

γ = FSnγ
−1eTλ

γ =
FSneγ−1Tλ

= FSneeTλ
⊆ Iλ.

Pelo Teorema 2.2.1, sabemos que FSneT1 ' FSneT2 quando T1 e T2 são tabelas
de Young do tipo λ. Usando o item (2), vamos ter

Iλ =
∑
Tλ

FSneTλ
= Jλ ⊕ ...⊕ Jλ ⊕ ...⊕ Jλ ⊕ ...⊕ Jλ

ou seja, Iλ é uma soma direta de Sn-módulos irredut́ıveis Jλ. Por outro lado, por
(1)

Jλ ⊕ ...⊕ Jλ ⊕ ...⊕ Jλ ⊕ ...⊕ Jλ ⊆
⊕
nλ

Jλ ⊆
∑
Tλ

FSneTλ
= Iλ.

E assim, Iλ =
⊕

nλ
Jλ 'Mnλ

(F ) e este teorema está provado.

Pelo que acabamos de mostrar, podemos dizer que até o momento temos que

FSn =
⊕
λ`n

Iλ, com Iλ =
∑
Tλ

FSneTλ

onde Iλ ' Mnλ
(F ) é um ideal bilateral com dim Iλ = n2

λ. Portanto, para finalizar

a prova do Teorema 2.1.3, basta mostrarmos que, na verdade, Iλ =
⊕

Tλ standard

FSneTλ

e que nλ = dλ, lembrando que dλ é o número de tabelas standard de Young do tipo
λ. Estes fatos seguem no próximo teorema. Porém, para enunciá-lo e prová-lo, é
preciso introduzirmos novas ferramentas.
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Podemos observar que, se x (1 ≤ x ≤ n) está na (i, j)-ésima entrada de uma
tabela standard Tλ, então podemos enxergar os boxes de Tλ divididos em quatro
áreas, a saber 1, 2, 3 e 4, de acordo com a figura abaixo tal que x está na área 4
(representado pelo box �).

1 ��� ... �� ��...��� 2
�� ... �... ��...��
��...� ... ��...�� → i
�...�... ��...

3 �...�... �... 4↓
�...��...

j

Desde que Tλ é standard, então x é minimal na área 4 e é maior que os elementos
que estão nos boxes da área 1. Agora, observemos que se T1 = Dλ(ai,j) e T2 =
Dλ(bi,j) são tabelas standard de Young do tipo λ que têm as mesmas k primeiras
linhas então ak+1,1 = bk+1,1, desde que ambos são minimais na área 4. Notemos que,
neste caso, não existem as áreas 1 e 3.

Ordenamos o conjunto de todas as tabelas de Young do tipo λ lexicograficamente,
observando cada linha da esquerda para direita e começando com a linha inicial do
diagrama correspondente.

Definição 2.2.9 Sejam T1 = Dλ(ai,j) e T2 = Dλ(bi,j) tabelas de Young do tipo λ.
Dizemos que T1 < T2 se existe um par (i0, j0) tal que

(i) ai,j = bi,j para todo i < i0 e para todo j

(ii) ai0,j = bi0,j para todo 1 ≤ j ≤ j0 − 1

(iii) ai0,j0 < bi0,j0.

Exemplo 2.2.10 Tabelas standard do tipo λ = (3, 2).

T1 :
1 2 3
4 5 T2 :

1 2 4
3 5 T3 :

1 2 5
3 4 T4 :

1 3 4
2 5

T5 :
1 3 5
2 4 T1 < T2 < T3 < T4 < T5

Lema 2.2.11 Sejam T1 = Dλ(ai,j) e T2 = Dλ(bi,j) tabelas standard de Young do tipo
λ tais que T1 < T2. Então existem u e v, 1 ≤ u, v ≤ n, que são simultaneamente
T1-colineares e T2-colunáveis.

Demonstração. Desde que T1 < T2, existe (i0, j0) nas condições da definição
anterior e naturalmente j0 ≥ 2. Agora, considerando u = ai0,j0 vamos ver que u
aparece em T2 na área 3. Para k = 1, 2, 3, 4, vamos denotar a área k na tabela de
Young Ts por Ak(Ts), s = 1, 2. Para k = 1, 2, temos que Ak(T1) = Ak(T2), então
u /∈ A1(T2) e u /∈ A2(T2).
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Seja w = bi0,j0 . Por hipótese, u < w. Além disso, w é minimal em A4(T2), então
u /∈ A4(T2), ou seja, u ∈ A3(T2). Assim, u = br,t com r > i0 e t < j0. Portanto, se
tomarmos v = ai0,t = bi0,t teremos u e v T1-colineares e T2-colunáveis, o que garante
o lema.

Agora sim, podemos enunciar e provar o resultado que finaliza o nosso trabalho.

Teorema 2.2.12 Seja {T1, T2, ..., Tdλ
} o conjunto das tabelas standard de Young do

tipo λ escritas em ordem lexicográfica, ou seja, T1 < T2 < ... < Tdλ
. Então

(1) Se Ti < Tj então eTj
eTi

= 0 (mas possivelmente, eTi
eTj

6= 0).

(2) A soma
∑

Tλ standard

FSneTλ
=

dλ∑
i=1

FSneTi
é direta.

(3) nλ = dλ e, consequentemente, Iλ =
⊕

Tλ standard

FSneTλ
.

Demonstração. Para provar (1), basta usar o lema anterior e o Lema 2.2.3. Vamos
provar (2) considerando ei = eTi

, 1 ≤ i ≤ dλ. Para ver que a soma é direta,
escrevemos

a1e1 + a2e2 + ...+ adλ
edλ

= 0,

onde ai ∈ FSn e mostramos que aiei = 0, para todo i. De fato, multiplicando a
expressão acima por e1 à direita e usando o item (1), vamos ter:

a1 e21︸︷︷︸
qe1

+a2 e2e1︸︷︷︸
0

+...+ adλ
edλ
e1︸ ︷︷ ︸

0

= 0,

onde q 6= 0 pelo Teorema 2.1.11, e portanto a1e1 = 0.

Deste modo, a2e2 + ...+ adλ
edλ

= 0. Repetindo o argumento iremos concluir que

FSneTi

⋂ ∑
Tj standard

j 6=i

FSneTj
= 0 e o resultado está provado.

Agora, vamos provar o item (3). Pelo Teorema 2.2.8 temos que Mnλ
(F ) ' Iλ =⊕

nλ

Jλ e, por definição,

dλ⊕
i=1

FSneTi
⊆ Iλ. Então, pelo item (2) do Teorema 2.2.8,

segue que nλ ≥ dλ. Portanto, dim Iλ = nλ
2 ≥ dλ

2. Observemos que toda esta idéia

é válida para qualquer partição de n. Portanto, desde que FSn =
⊕
λ`n

Iλ, temos∑
λ`n

dλ
2 ≤

∑
λ`n

nλ
2 =

∑
λ`n

dim Iλ = dim FSn = n!.
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Por outro lado, é conhecido que
∑
λ`n

dλ
2 = n! (veja [46]) e o resultado segue,

pois teremos
∑
λ`n

nλ
2 =

∑
λ`n

dλ
2 com nλ

2 ≥ dλ
2 para todo λ, o que implicará em

nλ
2 = dλ

2. E assim, nλ = dλ e Iλ =

dλ⊕
i=1

FSneTi
=
⊕

Tλstandard

FSneTλ
com FSneTλ

= Jλ

sendo, portanto, um ideal minimal à esquerda.

Como vimos, o Teorema 2.1.3 apresenta a decomposição de FSn como anel
semisimples, ou seja,

FSn =
⊕
λ`n

Iλ com Iλ =
⊕

Tλ standard

FSneTλ

e dim FSneTλ
= dλ, onde dλ é o número de tabelas standard de Young do tipo λ.

Como o valor de dλ é dado pela fórmula do Gancho (veja (2.1)) temos que o grau do
Sn-caracter irredut́ıvel χλ (definido em (1.5)) correspondente ao Sn-módulo FSneTλ

é igual a
n!∏
i,j h

λ
ij

. Usando o Teorema 2.1.12, isto também mostra que aquele q tal

que e2Tλ
= qeTλ

é um número natural, de fato q =
∏

i,j h
λ
ij.

Exemplo 2.2.13 Vamos determinar os graus de todas as representações irredut́ıveis
(ou seja, os graus de todos os caracteres irredut́ıveis) de S4. E, consequentemente,
decompor FS4 em álgebras simples. Para isso, consideremos a seguinte tabela:

λ = (1, 1, 1, 1) ⇒ Dλ : �
�
�
�

h11 = 4, h21 = 3, h31 = 2, h41 = 1

λ = (2, 1, 1) ⇒ Dλ : ��
�
�

h11 = 4, h12 = 1, h21 = 2, h22 = 1

λ = (2, 2) ⇒ Dλ : ��
��

h11 = 3, h12 = 2, h21 = 2, h22 = 1

λ = (3, 1) ⇒ Dλ : ���
�

h11 = 4, h12 = 2, h13 = 1, h21 = 1

λ = (4) ⇒ Dλ : ���� h11 = 4, h12 = 3, h13 = 2, h14 = 1

Então, pela fórmula do gancho, os graus das representações irredut́ıveis de S4

são
λ (1, 1, 1, 1) (2, 1, 1) (2, 2) (3, 1) (4)
dλ 1 3 2 3 1

E, portanto, FS4 ' F ⊕ F ⊕M2(F )⊕M3(F )⊕M3(F ).
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2.3 A álgebra de Grassmann E

Vamos determinar a n-ésima codimensão, o n-ésimo co-caracter, o n-ésimo co-
comprimento e, sobretudo, o T -ideal da álgebra de Grassmann. Faremos isto uti-
lizando o Teorema 2.1.3. Para obtermos tais resultados precisaremos fazer uma
observação envolvendo os polinômios multilineares e o comutador triplo [x1, x2, x3].

Observação 2.3.1 Sejam L um T -ideal contendo o comutador [x1, x2, x3] e M =
uσ(1)uσ(2)...uσ(r) onde σ ∈ Sr e ui ∈ F 〈X〉, para todo i = 1, 2, ..., r. Então, é posśıvel
reescrever M , módulo L, como combinação linear sobre F de polinômios do tipo

ui1ui2 ...uik1
[uj1 , uj2 ]...[uj2k2−1

, uj2k2
],

onde i1 < i2 < ... < ik1; j1 < j2 < ... < j2k2 e {i1, i2, ..., ik1 , j1, j2, ..., j2k2} =
{1, 2, ..., r}.

De fato, como
[a, b][c, d] = [c, d][a, b] + [a, b, [c, d]] (2.4)

e
[a, c][b, d] = −[a, b][c, d] + [ab, c, d] + [ac, b, d]− [a, b, d]c− [a, c, d]b (2.5)

segue, por (1.3), que existe g ∈ L tal que

xσ(1)...xσ(r) =
∑

i1 < i2 < ... < ik1
j1 < j2 < ... < j2k2

k1 + 2k2 = r

αI xi1 .xi2 ...xik1
[xj1 , xj2 ][xj3 , xj4 ]...[xj2k2−1

, xj2k2
] + g

onde I = {i1, i2, ..., ik1} e αI ∈ {1,−1}. Agora tomando o endomorfismo φ ∈ F 〈X〉
tal que φ(xl) = ul, para todo l = 1, ..., r, temos que

uσ(1)...uσ(r) =
∑

i1 < i2 < ... < ik1
j1 < j2 < ... < j2k2

k1 + 2k2 = r

αIui1 .ui2 ...uik1
[uj1 , uj2 ][uj3 , uj4 ]...[uj2k2−1

, uj2k2
] + g1

onde g1 = φ(g) ∈ L.

Um resultado técnico, que faz uso dos idempotentes essenciais de FSn e nos
informa sobre as multiplicidades mλ é o seguinte:

Lema 2.3.2 ([20], Teorema 2.4.5) Seja A uma F -álgebra com χn(A) =
∑

λ`nmλχλ.
Se fixamos n e tomamos uma partição λ ` n então mλ = 0 se, e somente se, para
toda tabela de Young Tλ do tipo λ e todo polinômio f ∈ Pn temos eTλ

f ≡ 0 em A.
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Para enunciar o principal resultado desta seção, precisamos definir, para quais-

quer inteiros d, l ≥ 0, o conjunto H(d, l) =
⋃
n≥1

{λ ` n : λd+1 ≤ l}. Observe que os

elementos de H(d, l) são partições λ de algum natural n para a qual a linha d+1 do
diagrama Dλ tem no máximo l boxes. Isto significa que existe uma correspondência
entre H(d, l) e o conjunto de todos os diagramas cujo formato se encaixa dentro da
região dada pela figura abaixo.

d

6

?

l -�

..

..

..

.

..

..

..

.

.......

.......

Em particular, se uma partição λ = (λ1, ..., λk) é tal que λ ∈ H(1, 1) então
λ2 ≤ 1. Portanto, para n fixo, λ = (k, 1, ..., 1︸ ︷︷ ︸

n−k

). Ou seja, no gancho infinito H(1, 1)

temos apenas partições de n com o seguinte tipo de diagrama de Young associado

Dλ :

...

...

Notamos ainda que, pela fórmula do gancho, se λ ∈ H(1, 1) então o grau do
Sn-caracter irredut́ıvel χλ é dado por

degχλ =
n!

n(n− k)!(k − 1)!
=

(n− 1)!

(n− k)!(k − 1)!
=

(
n− 1
n− k

)
. (2.6)

Teorema 2.3.3 Para todo n ≥ 1, valem as seguintes afirmações para a álgebra E

1. Id(E) = 〈[[x1, x2], x3]〉T e cn(E) = 2n−1,

2. χn(E) =
∑
λ ` n

λ ⊂ H(1, 1)

χλ e ln(E) = n.

Demonstração. Primeiramente, consideramos f = [[x1, x2], x3], L = 〈f〉T e V =
V (L). Claramente, E ∈ V e assim, Id(V ) ⊂ Id(E) e cn(E) ≤ cn(V ).
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Vamos mostrar que cn(V ) ≤ 2n−1. Para isto, notemos que pela Observação 2.3.1
qualquer polinômio em Pn pode ser escrito, módulo Id(V ), como uma combinação
linear de elementos do conjunto S do tipo

xi1 ...xik [xj1 , xj2 ]...[xj2m−1 , xj2m ], (2.7)

onde i1 < ... < ik, j1 < j2 < ...j2m e 2m+ k = n. Não é dif́ıcil ver que |S| = 2n−1, o
que garante que cn(E) ≤ cn(V ) ≤ 2n−1.

Agora, vamos utilizar informações sobre as multiplicidades mλ dos Sn-caracteres
χλ na decomposição do co-caracter χn(E) para mostrar que cn(E) ≥ 2n−1. Dada
uma partição λ ` n, se mostrarmos que para λ ∈ H(1, 1) temos mλ 6= 0, então de
(2.6)

cn(E) =
∑
λ`n

mλχλ(1) ≥
∑
λ ` n

λ ∈ H(1, 1)

mλχλ(1) ≥
∑
λ ` n

λ ∈ H(1, 1)

χλ(1) =
n∑

k=0

(
n− 1
n− k

)
= 2n−1.

Vamos usar o Lema 2.3.2 para mostrar que mλ 6= 0 sempre que λ ∈ H(1, 1).
Precisamos exibir uma tabela de Young Tλ e um polinômio f ∈ Pn tais que eTλ

f /∈
Id(E). Consideremos a seguinte tabela

Tλ :

1 2 ... k
k + 1

...
n− 1

n

Fazendo m = n−k+1, temos como grupos horizontal e vertical de Tλ, respectiva-
mente, RTλ

= Sk e CTλ
= Sm, onde Sk permuta os śımbolos 1, 2, ..., k e Sm permuta

os śımbolos 1, k + 1, ..., n. Além disso, consideramos eTλ
=
∑
ρ∈Sk

∑
σ∈Sm

(sgn σ)ρσ e o

monômio f = x1...xn ∈ Pn. Assim eTλ
f =

∑
ρ∈Sk

ρ
∑

σ∈Sm

(sgn σ)xσ(1)x2...xkxσ(k+1)...xσ(n).

Tome ai = vi,∀i ∈ {1, k+1, ..., n}, e aj ∈ E0, ∀j ∈ {2, 3, ..., k} tais que a1a2...an 6= 0.
Observando que os elementos a2, a3, ..., ak ∈ E0 = Z(E) obtemos

eTλ
f(a1, ..., an) =

∑
ρ∈Sk

a2a3...akStm(a1, ak+1, ..., an).

Do Exemplo 1.1.9 segue que Stm(a1, ak+1, ..., an) = m!v1vk+1...vn 6= 0 e assim,

eTλ
f(a1, ..., an) = m!k!a1a2...an 6= 0.
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Com isto, provamos que cn(E) = cn(V ) = 2n−1, e consequentemente, garantimos
que Id(E) = 〈[[x1, x2], x3]〉T , provando o item (1) do teorema. O item (2) segue
imediatamente.

O teorema anterior nos diz que, para a álgebra E, as multiplicidades mλ são não
nulas apenas para partições λ que fazem parte de H(1, 1). Porém a existência de
um gancho infinito atendendo estas condições é um privilégio de toda PI-álgebra,
conforme pode ser visto no próximo resultado devido a Amitsur e Regev, chamado
de Teorema do Gancho.

Teorema 2.3.4 ([20], Teorema 4.5.1) Se A é uma PI-álgebra então existem in-
teiros d, l ≥ 0 tais que

χn(A) =
∑
λ ` n

λ ∈ H(d, l)

mλχλ, para todo n ≥ 1.

2.4 Variedades minimais de crescimento quadrático

Como vimos na Seção 4 do Caṕıtulo 1, Giambruno e La Mattina exibiram uma
lista de sete álgebras, a saber Mi com 1 ≤ i ≤ 7, para serem exclúıdas da variedade
gerada por uma álgebra A sobre um corpo F de caracteŕıstica zero cuja sequência
das codimensões tem crescimento linear ou constante. Para obterem tais resultados,
tiveram que estudar o comportamento das sequências cn(Mi), para 1 ≤ i ≤ 7.
Resultados completos foram dados para 1 ≤ i ≤ 6, mas para M7 a única informação
obtida era que a sua sequência de codimensões teria um crescimento assintótico no
mı́nimo quadrático.

Nesta seção, vamos usar representações do grupo linear geral GLm(F ) para in-
vestigar as codimensões, o co-caracter e os co-comprimentos de M7 dando uma
completa descrição do seu T -ideal e uma base para Pn

Pn∩Id(M7)
sobre F . Como con-

sequência, classificaremos todas as variedades minimais de crescimento quadrático.
Estes resultados foram publicados em [49].

2.4.1 Ação do grupo linear geral GLm

Consideremos Fm 〈X〉 = F 〈x1, ..., xm〉 a álgebra associativa livre gerada pelo
conjunto finito X = {x1, ..., xm} e o subespaço F n

m 〈X〉 dos polinômios homogêneos
de grau n ≥ m nas variáveis x1, ..., xm. Temos uma ação natural do grupo linear
geral GLm sobre F 1

m 〈X〉 que pode ser estendida para F n
m 〈X〉 dada por

g
(∑

kixi1xi2 ...xin

)
=
∑

kig (xi1) g (xi2) ...g (xin)
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para todo g ∈ GLm. Portanto, a álgebra F n
m 〈X〉 pode ser vista como um GLm-

módulo.

Dentro da teoria de representações do grupo linear é posśıvel mostrar que o GLm-
módulo F n

m 〈X〉 é uma soma direta de GLm-submódulos irredut́ıveis, e ainda, que
existe uma correspondência 1-1 entre os GLm-submódulos irredut́ıveis de F n

m 〈X〉 e
o conjunto de todas as partições λ = (λ1, ..., λt) de n tais que t ≤ m (veja [13]).
Isto nos permite denotar, para cada partição λ com no máximo m linhas, o seu
correspondente GLm-caracter irredut́ıvel por ψλ. Denotando por hi(λ) a altura da
i-ésima coluna do diagrama de Young de λ, temos o seguinte.

Observação 2.4.1 ([13], Teorema 12.4.12) Qualquer GLm-submódulo irredut́ıvel
de F n

m 〈X〉 correspondente a uma partição λ ` n, denotado por Wm(λ) e com h1(λ) ≤
m, é gerado por um polinômio não-nulo da forma

fλ =

λ1∏
i=1

Sthi(λ)(x1, ..., xhi(λ))
∑
σ∈Sn

ασσ,

onde ασ ∈ F , a ação à direita Sn sobre F n
m 〈X〉 é definida como permutação de

lugares.

O polinômio fλ é chamado vetor de altura máxima associado à λ. Além
disso, se Tλ é uma tabela standard de Young completada pelos inteiros entre 1 e
n, considerando a única permutação σ ∈ Sn tal que os inteiros σ(1), ..., σ(h1(λ)),
nesta ordem, preenchem a primeira coluna de Tλ de cima para baixo, os inteiros
σ(h1(λ) + 1), ..., σ(h1(λ) + h2(λ)) preenchem a segunda coluna de Tλ, etc, definimos

fTλ
=

λ1∏
i=1

Sthi(λ)(x1, ..., xhi(λ))σ
−1,

para ser vetor de altura máxima associado à Tλ.

Observação 2.4.2 ([13], Proposição 12.4.14) Cada polinômio fλ pode ser expresso
unicamente como uma combinação linear dos polinômios fTλ

.

Agora, considere o subespaço F n
m 〈X〉 ∩ Id(A) onde A é uma F -álgebra. Como

ele é invariante sob a ação de GLm sobre F n
m 〈X〉 definida anteriormente, segue que

F n
m(A) =

F n
m 〈X〉

F n
m 〈X〉 ∩ Id(A)

,

tem uma estrutura de GLm-submódulo.

Denotemos por ψn(A) oGLm-caracter de F n
m(A) e escrevemos ψn(A) =

∑
λ`n m̃λψλ

onde m̃λ ≥ 0 é a correspondente multiplicidade, assumindo que ψλ = 0 se λ é uma
partição que tem mais do que m linhas.
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As representações irredut́ıveis de Sn e os GLm-submódulos irredut́ıveis de
F n

m 〈X〉 descrevem-se por meio de partições e de tabelas de Young, o que nos indica
a existência de uma conexão entre eles, sobretudo nas identidades de A.

Observação 2.4.3 ([13], Teorema 12.4.20) Para todo λ ` n tal que h1(λ) ≤ m
temos mλ = m̃λ, lembrando que χn(A) =

∑
λ`nmλχλ (Seção 4, Caṕıtulo 1).

Observação 2.4.4 A multiplicidade m̃λ 6= 0 se, e somente se, existe uma tabela
standard de Young Tλ correspondente a λ tal que fTλ

/∈ Id(A). Além disso, m̃λ é
igual ao número máximo dos vetores fTλ

que são linearmente independentes.

Exemplo 2.4.5 Considere a seguinte subálgebra de UT3

M7 =


 a b c

0 0 d
0 0 a

 | a, b, c, d ∈ F

 .

Usando as observações acima vamos encontrar as identidades independentes mul-
tihomogêneas de grau n = 4 associadas a cada partição λ de n, fazendo combinações
dos vetores de altura máxima. Ainda, constataremos que c4(M7) = 42 − 4 = 12.

Para isto, consideraremos individualmente cada uma das partições.

• λ = (4). Neste caso, temos apenas 1 tabela standard.

T1 : 1 2 3 4 fT1(x) = x4.

Como fT1(e11 + e33) = (e11 + e33)
4 = e11 + e33 6= 0 então fT1 /∈ Id(M7). Portanto,

não temos identidade associada a esta partição e mλ = m̃λ = 1.

• λ = (3, 1). Neste caso, temos 3 tabelas standard a considerar.

T1 :
1 3 4
2 fT1(x, y) = St2(x, y).x

2.σ−1 = xyx2 − yx3

onde σ = 1.

T2 :
1 2 4
3 fT2(x, y) = St2(x, y).x

2.σ−1 = x2yx− yx3

onde σ = (2 3).

T3 :
1 2 3
4 fT3(x, y) = St2(x, y).x

2.σ−1 = x3y − yx3

onde σ = (2 4 3).
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Como

fT1(e11 + e33, e23) = fT2(e11 + e33, e23) = fT3(e11 + e33, e23) = −e23 6= 0 (2.8)

temos que fT1, fT2, fT3 /∈ Id(M7). Assim, mλ 6= 0.

Na tentativa de obtermos uma identidade de M7 que seja combinação linear destes
vetores de altura máxima tome α, β, γ ∈ F tais que

f = αfT1 + βfT2 + γfT3 ∈ Id(M7).

Logo, por (2.8), segue que α + β + γ = 0, o que implica, α = −β − γ. Agora,
usando que fT1(e11 + e33, e12) = fT2(e11 + e33, e12) = 0 e que fT3(e11 + e33, e12) = e12
temos γ = 0. Portanto, f = α(fT2 − fT3) o que torna o polinômio

fT2 − fT3 = x[x, y]x (2.9)

um forte candidato a ser uma identidade de M7. E de fato o é.

Ainda, podemos concluir que temos no máximo 2 vetores de altura máxima line-
armente independentes, o que implica, mλ = 2.

• λ = (2, 2). Aqui, temos 2 tabelas standard. Vejamos

T1 :
1 3
2 4 fT1(x, y) = St2(x, y).St2(x, y).σ

−1 = [x, y]2

onde σ = 1.

T2 :
1 2
3 4 fT2(x, y) = St2(x, y).St2(x, y).σ

−1 = [x2, y]y + [y2, x]x

onde σ = (2 3).

Neste caso fT1(e11 +e33, e12 +e23) = −e13 6= 0 e fT2(e11 +e33, e12 +e23) = e13 6= 0,
donde segue mλ 6= 0 e ainda

f = αfT1 + βfT2 ∈ Id(M7) ⇒ −α+ β = 0 ⇒ α = β ⇒ f = α(fT1 + fT2).

Verificando que [A,B]2 + [A2, B] + [B2, A]A = 0 para todo A,B ∈M7 segue

f(x, y) = fT1 + fT2 = [x, y]2 + [x2, y]y + [y2, x]x ∈ Id(M7)

e que qualquer outra identidade de M7 associada à λ = (2, 2) é múltipla desta.
Portanto, mλ = 1.

Observação 2.4.6 Aplicando o processo de multilinearização, dado na Seção 3 do
Caṕıtulo 1, na identidade f(x, y) acima, obtemos

Id(M7) 3 g(x, y, z, w) + g(z, w, x, y) + g(x,w, z, y) + g(z, y, x, w) =
f(x+ y, z + w)− f(x, z + w)− f(y, z + w)− f(x+ y, z) + f(x, z) + f(y, z)

−f(x+ y, w) + f(x,w) + f(y, w)

onde g = g(x, y, z, w) = [x, y][z, w] + [z, w][x, y] + x[z, w]y − y[z, w]x. Isto sugeriu
que verificássemos se g era ou não uma identidade de M7. Fazendo os cálculos
convenientes, constatamos que realmente g ∈ Id(M7).
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• λ = (2, 1, 1). Temos 3 tabelas standard.

T1 :
1 4
2
3

fT1(x, y, z) = St3(x, y, z).x.σ
−1 = x[y, z]x+ [y, z]x2 + [zx, yx]

onde σ = 1.

T2 :
1 2
3
4

fT2(x, y, z) = St3(x, y, z).x.σ
−1 = [z, x2]y + [yx, zx] + [x2, y]z

onde σ = (2 3 4).

T3 :
1 3
2
4

fT3(x, y, z) = St3(x, y, z).x.σ
−1 = [y, z]x2 + [z, x2y] + [x2, y]z

+x[y, xz] + x[x, z]y

onde σ = (3 4).

Como e11 + e33, e12, e23 ∈ M7 temos fT1(e11 + e33, e12, e23) = 2e13 e
fT2(e11 + e33, e12, e23) = e13 = fT2(e11 + e33, e12, e23) e, portanto, mλ 6= 0.

Agora tome α, β, γ ∈ F tais que f = αfT1 + βfT2 + γfT3 ∈ Id(M7). Usando as
considerações acima temos

2α+ β + γ = 0 ⇒ γ = −2α− β ⇒ f = α(fT1 − 2fT3) + β(fT2 − fT3).

Fazendo a verificação adequada temos que fT1 − 2fT3 e fT2 − fT3 são identidades de
M7 e que mλ = 1. O que implica,

fT1 − fT2 − fT3 = [[x, y], [z, x]] + yx[x, z] + zx[y, x] + x2[z, y] ∈ Id(M7). (2.10)

Finalmente, consideraremos o último caso.

• λ = (1, 1, 1, 1). Temos 1 tabela standard.

T1 :

1
2
3
4

fT1(x, y, z, w) = St4(x, y, z, w).

Não é complicado mostrar que St4(x, y, z, w) ∈ Id(M7). O que implica mλ = 0.

Além das identidades ainda podemos concluir que

c4(M7) = degχ(4) + 2 degχ(3,1) + degχ(2,2) + degχ(2,1,1)

= 1 + 2(4− 1) + 4(4−3)
2

+ (4−2)(4−1)
2

= 12.
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2.4.2 A PI-álgebra M7

O principal resultado desta seção apresentará um conjunto gerador para o T -ideal
de M7 descrevendo as sequências {cn(M7)}n≥1, χn(M7) e ln(M7), para todo n ≥ 1.

Como M7 não possui identidades de grau 3, iniciaremos obtendo identidades de
grau n ≥ 4. Uma das identidades obtidas na Seção anterior é o polinômio standard
f1 = St4(x, y, z, w), isto é,

f1 = [x, y][z, w] + [z, w][x, y] + [y, z][x,w] + [x, w][y, z] + [z, x][y, w] + [y, w][z, x],

uma segunda (obtida na Observação 2.4.6) é

f2 = [x, y][z, w] + [z, w][x, y] + x[z, w]y − y[z, w]x.

Usando que f1, f2 ∈ Id(M7) temos que

y[x,w]z − z[x,w]y + y[z, x]w − w[z, x]y + z[x, y]w − w[x, y]z ≡ 0 em M7. (2.11)

Agora aplicando o processo de multilinearização para a identidade x[x, y]x (veja
(2.9)) de M7, obtemos

z[x, y]w + w[x, y]z + y[x, z]w + w[x, z]y + y[x,w]z + z[x,w]y ≡ 0. (2.12)

Combinando as identidades (2.11) e (2.12) temos o seguinte

z[x,w]y + y[x, z]w + w[x, y]z ≡ 0 em M7. (2.13)

Por outro lado, aplicando novamente o processo de multilinearização para a
identidade [[x, y], [z, x]] + yx[x, z] + zx[y, x] + x2[z, y] de M7 (obtida em (2.10)) con-
seguimos

xy[w, z] + yx[w, z] + wx[z, y] + wy[z, x] + zx[y, w] + zy[x,w]+

[x, z][w, y]− [w, y][x, z] + [y, z][w, x]− [w, x][y, z] ≡ 0 (2.14)

e, como yx = xy − [x, y], obtemos uma nova identidade para M7, a saber,

f3 = 2xy[w, z] + wx[z, y] + wy[z, x] + zx[y, w] + zy[x,w]+

[x, y][z, w] + [x, z][w, y]− [w, y][x, z] + [y, z][w, x]− [w, x][y, z].
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É fácil checar que M7 satisfaz as seguintes identidades de grau 5

f4 = [x, y]z[w, t], f5 = [[x, y][z, w], t], f6 = [z[x, y]w, t],

além da óbvia identidade f7 = [x, y][z, w][t, v] de grau 6 (pelo Exemplo 1.1.8).

Finalmente, usando cálculo de comutadores e algumas das identidades acima,
temos que

(xy[z, w]− x[z, w]y) = (xz[y, w]− x[y, w]z)− (xw[y, z]− x[y, z]w) (2.15)

x[y, z][w, t] ≡ y[x, z][w, t]− z[x, y][w, t] (2.16)

x[y, z][w, t] ≡ w[y, z][x, t]− t[y, z][x,w] (2.17)

(x[z, w]y − xy[z, w]) ≡ (y[z, w]x− yx[z, w])− 2[x, y][z, w]− [z, w][x, y]. (2.18)

Agora considere Q = 〈f1, f2, f3, f4, f5, f6〉T . Como f7 = [x, y][z, w][t, v] ∈ Q (note
que f7 segue somente de f4), pelo bem conhecido fato ([13], Teorema 5.2.1), temos
que qualquer identidade multilinear de grau n pode ser escrita, módulo Q, como
uma combinação linear de polinômios do tipo

xi1 ...xim [xj, xj1 , ..., xjq ][xk, xk1 , ..., xkp ]

onde j1 < ... < jq, k1 < ... < kp, j > j1, k > k1 e i1 < ... < im.

Usaremos este fato para encontrar um conjunto gerador para
Pn

Pn ∩Q
·

Note que, se c é um comutador de peso arbitrário, usando as identidades f4 e f5

segue que
[x, y, z]c ≡ [x, y]zc− z[x, y]c ≡ −z[x, y]c

c[x, y, z] ≡ c[x, y]z − cz[x, y] ≡ c[x, y]z ≡ zc[x, y].

Portanto, basta considerar polinômios dos seguintes tipos

xi1 ...xim [xj, xj1 ][xk, xk1 ] (2.19)

xi1 ...xim [xj, xj1 , ..., xjn−m−1 ] (2.20)

onde j1 < ... < jn−m−1, j > j1, k > k1, i1 < ... < im e m 6= n− 1.

Por outro lado, comutadores de peso maiores ou iguais a 3 podem ser reescritos
em função de comutadores de peso 2, os considerando multiplicados pelas variáveis
que não os formam, por exemplo:

[x, y, z, w, t] = ([x, y]zwt− z[x, y]wt)− (w[x, y]z − wz[x, y])t
+(t[x, y]z − tz[x, y])w − t(z[x, y]w − zw[x, y]).
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Logo, para m 6= n, qualquer polinômio (2.20) é combinação linear sobre F de
polinômios do tipo

xi1 ...xim [xj, xj1 ]

xi1 ...xim([xj, xj1 ]xj2 ...xjn−m−1 − xj2 [xj, xj1 ]xj3 ...xjn−m−1)

xi1 ...xin−4(xr[xj, xj1 ]xs − xrxs[xj, xj1 ]) (2.21)

xi1 ...xin−5(xr[xj, xj1 ]xs − xrxs[xj, xj1 ])xk,

com i1 < ... < im e j > j1.

As expressões (2.19) e (2.21) sugerem que os seguintes tipos de polinômios podem
formar um conjunto gerador para Pn módulo Pn ∩Q.

Polinômios do tipo I
PI = x1x2...xn·

Polinômios do tipo II

P
(2)
II = w(x3[x2, x1]x4 − x3x4[x2, x1])

P
(3)
II = w(x2[x3, x1]x4 − x2x4[x3, x1])

P
(4)
II = w(x2[x4, x1]x3 − x2x3[x4, x1]).

Se n ≥ 5, P
(j)
II = w(x3[xj, x1]x4 − x3x4[xj, x1]), para 5 ≤ j ≤ n ·

Polinômios do tipo III

P
(j)
III = [xj, x1]xi1 ...xin−2 − xi1 [xj, x1]xi2 ...xin−2 , para 2 ≤ j ≤ n

onde i1 < i2 < ... < in−2.

Polinômios do tipo IV

P2,1,3,4 = w([x2, x1][x3, x4]), P̃2,1,3,4 = w([x3, x4][x2, x1])

P3,1,2,4 = w([x3, x1][x2, x4])

P4,1,2,3 = w([x4, x1][x2, x3]), P̃4,1,2,3 = w([x2, x3][x4, x1])

para 5 ≤ j ≤ n,

Pj,1,3,4 = w([xj, x1][x3, x4]), P̃j,1,3,4 = w([x3, x4][xj, x1])

P2,1,j−1,j = w([x2, x1][xj−1, xj]), P̃2,1,j−1,j = w([xj−1, xj][x2, x1])

e finalmente,

Pi,1,2,j = w([xi, x1][x2, xj]), P̃i,1,2,j = w([x2, xj][xi, x1]),

onde 4 ≤ i ≤ j − 1.



Variedades minimais de crescimento quadrático 43

E ainda, cada polinômio w dado acima é um monômio linear formado pelas
variáveis restantes xk de {x1, ..., xn} ordenadamente dispostas. Denotando por T (L)
o conjunto dos polinômios do tipo L, podemos enunciar nosso principal resultado.

Teorema 2.4.7 ([49], Teorema 3.1) Para qualquer n ≥ 4 temos que

1. χn(M7) = χ(n) + 2χ(n−1,1) + χ(n−2,1,1) + χ(n−2,2),

2. ln(M7) = 5,

3. T = T (I)∪T (II)∪T (III)∪T (IV ) é uma base de Pn módulo (Pn ∩ Id(M7)),

4. cn(M7) = n(n− 1),

5. Id(M7) = 〈f1, f2, f3, f4, f5, f6〉T ·

Para provar o teorema acima precisaremos de alguns lemas.

Lema 2.4.8 ([49], Lema 3.2) Para n = 4, qualquer polinômio da forma xr[xk, x1]xs−
xrxs[xk, x1] com r, s, k ∈ {2, 3, 4} pode ser escrito, módulo Q, como combinação li-
near dos polinômios dos tipos II e IV sobre F .

Demonstração. Primeiramente note que o elemento [x4, x2][x3, x1] é uma com-
binação de elementos do tipo IV, pois f1 = St4 ∈ Q. Agora, usando que f2 ∈ Q
temos

x[z, w]y − xy[z, w] ≡ y[z, w]x− yx[z, w]− 2[x, y][z, w]− [z, w][x, y].

Então [x4[x2, x1]x3 − x4x3[x2, x1] ≡ x3[x2, x1]x4 − x3x4[x2, x1] − 2[x4, x3][x2, x1]
− [x2, x1][x4, x3].

Agora aplicando um raćıocinio análogo para x4[x3, x1]x2 − x4x2[x3, x1] e
x3[x4, x1]x2 − x3x2[x4, x1], concluimos o lema.

No próximo resultado, consideraremos os polinômios Pk,l,r,s = w[xk, xl][xr, xs] e
P̃k,l,r,s = w[xr, xs][xk, xl] onde w = xi1 ...xim com i1 < ... < im e i1, ..., im /∈ {k, l, r, s}.

Lema 2.4.9 ([49], Lema 3.3) Para todo n ≥ 4, qualquer polinômio Pk,l,r,s (e P̃k,l,r,s)
pode ser escrito, módulo Q, como combinação linear sobre F dos elementos de
T (IV ), onde l, r, s, k ∈ {1, ..., n}.
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Demonstração. Primeiro, consideremos l = 1 e provaremos o resultado por
indução sobre n. Da prova do Lema 4.4.1, o resultado é verdadeiro para n = 4.
Portanto, assumiremos n ≥ 5 e suponhamos que o resultado seja válido para n− 1.

Trabalharemos com os polinômios Pk,1,r,s, separando a prova em três casos. Em todos
eles consideraremos w′ o monômio formado pelas variáveis restantes ordenadas.

Caso 1: r, s, k ∈ {2, ..., n− 1}.

Neste caso temos que Pk,1,r,s = w([xk, x1][xr, xs]) onde w é um monômio contendo a
variável xn. Portanto, podemos escrever

Pk,1,r,s ≡ xn(w′[xk, x1][xr, xs]).

Usando a hipótese de indução e o fato que podemos reorganizar as variáveis que não
estão nos comutadores, o resultado segue.

Caso 2: s = n.

Temos que Pk,1,r,n = w([xk, x1][xr, xn]) e cosideraremos as possibilidades para k.
Primeiro assuma que k = 2. Claramente o resultado segue para r = n − 1, pois
P2,1,n−1,n pertence a T (IV ). Por outro lado, se r 6= n − 1, usando (2.16), podemos
escrever

P2,1,r,n ≡ w′xn−1([x2, x1][xr, xn])
≡ w′xr[x2, x1][xn−1, xn]− w′xn[x2, x1][xn−1, xr]

e assim, o resultado segue do caso 1.

Desta forma, suponhamos que 4 ≤ k ≤ n− 1. Para r = 2, temos que Pk,1,2,n já está
em T (IV ), e para r 6= 2 temos que

Pk,1,r,n ≡ w′x2([xk, x1][xr, xn])
≡ w′xr[xk, x1][x2, xn]− w′xn[xk, x1][x2, xr]

e portanto, usamos novamente o primeiro caso.

Finalmente, quando k = 3, para r = 2 usamos (2.17) e obtemos

P3,1,2,n ≡ w′x4([x3, x1][x2, xn])
≡ w′x3[x4, x1][x2, xn]− w′x1[x3, x4][x2, xn].

Como w′x1[x3, x4][x2, xn] = w′x2[x3, x4][x1, xn]−w′xn[x3, x4][x2, xn] nada precisamos
fazer. Assim, podemos considerar r 6= 2 e aplicarmos mais uma vez as mesmas idéias
do caso 1.

Caso 3: k = n.
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Neste caso, temos que 2 ≤ r, s ≤ n − 1 e Pn,1,r,s ≡ w′xj[xn, x1][xr, xs] para algum
j < n. Dáı,

Pn,1,r,s ≡ w′xn[xj, x1][xr, xs]− w′x1[xj, xn][xr, xs].

Usando que x1[xj, xn][xr, xs] ≡ xr[xj, xn][x1, xs] − xs[xj, xn][x1, xr] torna este caso
uma cosequência dos casos anteriores.

Agora, seja r, s, k, l ∈ {2, ..., n}. Neste caso o resultado segue, pois

Pk,l,r,s ≡ w′x1[xk, xl][xr, xs]
≡ w′xk[x1, xl][xr, xs]− w′xl[x1, xk][xr, xs].

Analogamente, o resultado pode ser provado para os polinômios P̃k,l,r,s.

Lema 2.4.10 ([49], Lema 3.4) Para todo n ≥ 4, qualquer polinômio da forma
w(xr[xk, xl]xs − xrxs[xk, xl]) pode ser escrito, módulo Q, como combinação linear
sobre F dos polinômios de T (II)∪T (IV ), onde l, r, s, k ∈ {1, ..., n} e w é o produto
das variavéis restantes xi com i 6= l, r, s, k, ordenadas.

Demonstração. Como antes, começaremos provando este resultado para os po-
linômios da forma w(xr[xk, x1]xs − xrxs[xk, x1]) por indução sobre n. Pelo Lema
4.4.1, tal fato é válido para n = 4. Então, tome n ≥ 5 e suponha que o resultado
seja verdadeiro para n− 1.

Novamente temos alguns casos a tratar.

Caso 1: r, s, k ∈ {2, ..., n− 1}.

Segue da identidade f4 que

w(xr[xk, x1]xs − xrxs[xk, x1]) ≡ xnw
′(xr[xk, x1]xs − xrxs[xk, x1])

onde w′ é o monômio nas variáveis restantes diferentes de x1, xr, xs, xk, xn. Pela
hipótese de indução e pelo fato que podemos reorganizar as variáveis que estão fora
dos comutadores, o resultado é válido.

Caso 2: r = n ou s = n.

É suficiente considerarmos um dos casos, pois o outro é análogo. Se r = n então,
novamente usando a identidade f4, temos que

w(xn[xk, x1]xs − xnxs[xk, x1]) ≡ w′xmxn[xk, x1]xs − w′xmxnxs[xk, x1]
≡ w′(xnxm[xk, x1]xs − xnxmxs[xk, x1]

+[xm, xn][xk, x1]xs),
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onde m < n e w′ é o monômio formado pelas variáveis restantes ordenadas diferentes
de x1, xn, xs, xk, xm. Assim, usando a identidade f5, conseguimos

w(xn[xk, x1]xs − xnxs[xk, x1]) ≡ w′(xnxm[xk, x1]xs − xnxmxs[xk, x1]
+xs[xm, xn][xk, x1])

o que transforma a situação em uma consequência do caso 1, pois w′xs[xm, xn][xk, x1] ∈
T (IV ).

Caso 3: k = n.

Neste último caso, primeiramente observe que Pn,1,3,4, P̃n,1,3,4 ∈ T (IV ) e
w(x3[xn, x1]x4 − x3x4[xn, x1]) ∈ T (II). Logo, usando a identidade f2, segue que

w(x4[xn, x1]x3 − x4x3[xn, x1]) ≡ w(x3[xn, x1]x4 − x3x4[xn, x1])
−2w[x4, x3][xn, x1]− w[xn, x1][x4, x3]

é uma combinação linear de elementos de T (II) e T (IV ). Para finalizar, considera-
remos os casos r = 4 e r 6= 4. Para r = 4, bastante analisarmos o que ocorre quando
s 6= 3. Fazendo uso das identidades f4 e f6, temos que

w(x4[xn, x1]xs − x4xs[xn, x1]) ≡ w′x3(x4[xn, x1]xs − x4xs[xn, x1])
≡ w′xs(x4[xn, x1]x3 − x4x3[xn, x1])+

w′x4([xn, x1][xs, x3]− [x3, xs][xn, x1])

que é uma combinação linear de elementos de T (II) e T (IV ).

Para r 6= 4, como no caso precedente consideramos s = 4 ou s 6= 4 para terminar a
prova da indução.

Agora, tome r, s ∈ {1, ..., n} e k, l ∈ {2, ..., n}. Neste caso o resultado segue, pois de
(4.1) e (4.2) temos que

w(xr[xk, xl]x1 − xrx1[xk, xl]) ≡ w(−(xr[x1, xk]xl − xrxl[x1, xk]))
+w(xr[x1, xl]xk − xrxk[x1, xl]),

w(x1[xk, xl]xs − x1xs[xk, xl]) ≡ w(xs[xk, xl]x1 − xsx1[xk, xl])
−2w[x1, xs][xk, xl]− w[xk, xl][x1, xs],

e
w(xr[xk, xl]xs − xrxs[xk, xl]) ≡ w′x1(xr[xk, xl]xs − xrxs[xk, xl])

≡ w′xr(x1[xk, xl]xs − x1xs[xk, xl])
+w′xs[x1, xr][xk, xl].

O último lema é uma ferramenta crucial na prova do Teorema 2.4.7.
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Lema 2.4.11 ([49], Lema 3.5) Para todo n ≥ 4, qualquer polinômio da forma
w[xr, xs] pode ser escrito, módulo Q, como combinação linear sobre F dos elementos
de T (II) ∪ T (IV ), onde r, s ∈ {1, ..., n} e w é o produto ordenado das variáveis xi

com i 6= r, s.

Demonstração. Pelos Lemas 4.4.2 e 4.4.3, basta provarmos que w[xr, xs] pode ser
escrito, módulo Q, como combinação linear sobre F de polinômios do tipo Pk,l,r,s,
P̃k,l,r,s e w′(xr[xk, xl]xs − xrxs[xk, xl]), onde r, s, k, l ∈ {1, ..., n}.

Temos que 2xy[w, z] + wx[z, y] + wy[z, x] + zx[y, w] + zy[x,w] ≡ −[x, y][z, w] −
[[x, z], [w, y]]− [[y, z], [w, x]], pois f3 ∈ Q. Então segue

2xy[w, z] ≡ −(w[z, y]x+ w[z, x]y)− (z[y, w]x+ z[x,w]y)
−(wx[z, y]− w[z, y]x)− (wy[z, x]− w[z, x]y)
−(zx[y, w]− z[y, w]x)− (zy[x,w]− z[x,w]y)
−[x, y][z, w]− [[x, z], [w, y]]− [[y, z], [w, x]].

(2.22)

Por outro lado, temos que f2 ∈ Q e a identidade dada em (2.13), o que implica

w[z, y]x+ w[z, x]y ≡ x[z, y]w + w[z, x]y − [w, x][z, y]− [z, y][w, x]
≡ y[w, z]x− [w, x][z, y]− [z, y][w, x]

e
z[y, w]x+ z[x,w]y ≡ y[w, z]x− [z, x][y, w]− [y, w][z, x].

Portanto, (w[z, y]x + w[z, x]y) + (z[y, w]x + z[x,w]y) ≡ 2y[w, z]x − [w, x][z, y]
− [z, y][w, x]− [z, x][y, w]− [y, w][z, x].

Substituindo em (2.22) temos que

2xy[w, z] ≡ −2y[w, z]x− (wx[z, y]− w[z, y]x)
−(wy[z, x]− w[z, x]y)− (zx[y, w]− z[y, w]x)
−(zy[x,w]− z[x,w]y)− [x, y][z, w]
+2[y, w][z, x] + 2[z, y][w, x].

Assim,

2xy[w, z] ≡ −2x[w, z]y − (wx[z, y]− w[z, y]x)− (wy[z, x]− w[z, x]y)
−(zx[y, w]− z[y, w]x)− (zy[x,w]− z[x,w]y)
+[x, y][z, w] + 2[w, z][y, x] + 2[y, w][z, x] + 2[z, y][w, x].

Finalmente, concluimos que

4xy[w, z] ≡ −2(x[w, z]y − xy[w, z])− (wx[z, y]− w[z, y]x)
−(wy[z, x]− w[z, x]y)− (zx[y, w]− z[y, w]x)
−(zy[x,w]− z[x,w]y) + [x, y][z, w]
+2[w, z][y, x] + 2[y, w][z, x] + 2[z, y][w, x].
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Agora, como w[xr, xs] = w′xkxl[xr, xs], os cálculos acima garantem o resultado.

Demonstração do Teorema 2.4.7

Considere Q = 〈f1, f2, f3, f4, f5, f6〉T e observe que Q ⊂ Id(M7). Pelas constru-
ções e lemas prévios, para mostrar que

T = T (I) ∪ T (II) ∪ T (III) ∪ T (IV )

gera Pn, módulo Pn ∩ Q, é suficiente mostrarmos que qualquer polinômio da forma
w′(xk[xr, xs]xl− xkxl[xr, xs])xt, com k, l, r, s, t ∈ {1, ..., n}, é uma combinação linear
de polinômios em T .

Isto segue de

w′(xk[xr, xs]xl − xkxl[xr, xs])xt ≡ w′(xt[xl, xk][xr, xs] + xk[xr, xs][xl, xt]).

Agora, note que

|T (I)| = 1, |T (II)| = |T (III)| = n− 1

e

|T (IV )| = 5 + 2
n∑

j=5

(j − 2) = n2 − 3n+ 1·

Isto implica que |T | = |T (I)|+ |T (II)|+ |T (III)|+ |T (IV )| = n2 − n.

Portanto, se V = var(Q) temos que cn(M7) ≤ cn(V) ≤ n2 − n.

Se λ = (n), o vetor de altura máxima correspondente fTλ
= xn 6∈ Id(M7), porque

fTλ
(e11 + e33) = e11 + e33 6= 0. Então m(n) 6= 0.

Por outro lado, se λ = (n − 1, 1) então, pela Observação 2.4.4, afirmamos que
mλ ≥ 2. De fato, sejam

f
T

(n)
λ

= xn−1y − yxn−1 e f
T

(n−1)
λ

= xn−2yx− yxn−1

os vetores de altura máxima correspondente às tabelas standard T
(n)
λ e T

(n−1)
λ com

n e n− 1 nos únicos boxes das segundas linhas, respectivamente, isto é,

1 ...
n e

1 ...
n− 1

Temos que f
T

(n)
λ
, f

T
(n−1)
λ

/∈ Id(M7) e são linearmente independentes módulo

Id(M7), pois f
T

(n)
λ

(e11 + e33, e12) = e12 6= 0, f
T

(n−1)
λ

(e11 + e33, e23) = −e23 6= 0 e

f
T

(n−1)
λ

(e11 + e33, e12) = 0.
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Agora, se λ = (n− 2, 1, 1) então o correspondente vetor de altura máxima

fλ = St3(x, y, z)x
n−3 /∈ Id(M7),

pois fλ(e11 + e33, e12, e23) = 2e13 6= 0. Por isso m(n−2,1,1) 6= 0. Finalmente, quando
λ = (n− 2, 2), temos que o vetor de altura máxima

fλ = xyxyxn−4 − xy2xn−3 − yx2yxn−4 + yxyxn−3

não pertence a Id(M7), porque fλ(e11+e33, e12+e23) = −e13 6= 0. Logo, m(n−2,2) 6= 0.
Disto segue que

cn(M7) ≥ degχ(n) + 2 degχ(n−1,1) + degχ(n−2,1,1) + degχ(n−2,2) = n(n− 1),

onde a última igualdade segue da fórmula do gancho. Portanto,

n(n− 1) ≤ cn(M7) ≤ cn(V ) ≤ n(n− 1),

e então cn(M7) = n(n− 1) e Id(M7) = Q. Logo, T é uma base para
Pn

Pn ∩ Id(M7)
e

χn(M7) = χ(n) + 2χ(n−1,1) + χ(n−2,1,1) + χ(n−2,2). Consequentemente, ln(M7) = 5 e o
teorema está provado.

2.4.3 Crescimento quadrático

Como mencionamos no Caṕıtulo 1, Giambruno e La Mattina provaram o Teorema
1.5.7. Para isto, mostraram ([21], Lemas 4 e 6) o seguinte.

Lema 2.4.12 Para todo n > 3, temos que

1. Id(M3) = 〈[x, y, z], [x, y][z, w]〉T e Id(M4) = 〈[x, y]zw〉T ,

2. Id(M5) = 〈zw[x, y]〉T e Id(M6) = 〈z[x, y]w〉T ,

3. cn(M3) = n(n−1)+2
2

e cn(M4) = cn(M5) = cn(M6) = n(n− 1).

Pelo Teorema 2.4.7 e pelo Lema 2.4.12 observamos que as variedades var(Mi),
para 3 ≤ i ≤ 7, tem crescimento quadrático. É posśıvel provar que elas também
tem a seguinte propriedade.

Definição 2.4.13 Dada uma F -álgebra A, dizemos que a variedade V = var(A) é
variedade minimal de crescimento quadrático se a sequência de suas codi-
mensões cn(V) = cn(A) tem crescimento quadrático e se todas as suas subvariedades
próprias têm crescimento linear ou constante.
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Teorema 2.4.14 As variedades var(M3), var(M4), var(M5), var(M6) e var(M7) são
variedades minimais de crescimento quadrático.

Demonstração. Seja W = var(A) uma subvariedade própria de var(M7), onde A
é uma F -álgebra. Então Id(M7) $ Id(A), M7 /∈ W e cn0(A) � cn0(M7) para algum
natural n0. Além disso

1. M2,M3 /∈ W , pois

f = [[x, y], [z, x]] + yx[x, z] + zx[y, x] + x2[z, y] ∈ Id(M7) $ Id(A),

mas f /∈ Id(M3) e f /∈ Id(M2).

2. M4,M5,M6 /∈ W caso contrário se Mi ∈ W para algum i = 4, 5, 6 então
Id(A) ⊆ Id(Mi) e pelo Lema 2.4.12 temos

cn0(M7) = cn0(Mi) 5 cn0(A) � cn0(M7)

que é uma contradição.

Agora, se M1 /∈ W então, pelo Teorema 1.5.7, segue que cn(A) = cn(W) tem
crescimento constante. Caso contrário, conclúımos que cn(A) = cn(W) tem cresci-
mento linear e o resultado está provado para var(M7). Agora, se W = var(A) é uma
subvariedade própria de var(M3) segue que Mi /∈ W for 2 ≤ i ≤ 7. De fato, M3 /∈ W
e f = [x, y, z] ∈ Id(M3) $ Id(A), mas f 6≡ 0 em Mi, quando i = 2, 4, 5, 6, 7. Con-
sequentemente W tem crescimento linear ou constante dependendo se M1 pertence
ou não a W , respectivamente.

Por outro lado, se U = var(B) é uma subvariedade própria de var(M4) temos
que M4 /∈ U e como cn(M4) = cn(M5) = cn(M6) = cn(M7) usamos a mesma idéia
do item 2 acima para concluirmos que M5,M6,M7 /∈ U .

Agora como f = [x, y]zw ∈ Id(M4) $ Id(B), mas f /∈ Id(M3) ∪ Id(M1) temos
que M1,M3 /∈ U . Então U tem crescimento linear ou constante dependendo se
M2 pertence ou não a U , respectivamente. Usando que f = zw[x, y] ∈ Id(M5),
g = z[x, y]w ∈ Id(M6) e um raćıcinio similar ao anterior para provar que todas as
subvariedades próprias de var(M5) e var(M6) tem crescimento linear ou constante,
acabamos de provar o teorema.

Corolário 2.4.15 As variedades var(M3), var(M4), var(M5), var(M6) e var(M7)
são as únicas varieadades minimais de crescimento quadrático.



Caṕıtulo 3

Construção de polinômios centrais
para M2(E)

Neste caṕıtulo, descreveremos uma técnica que permite construir polinômios
centrais e, em particular, identidades polinomiais para álgebras de matrizes sobre a
álgebra de Grassmann de dimensão infinita sobre um corpo F de caracteŕıstica zero
a partir da decomposição expĺıcita da álgebra de grupo FSn (veja [50]).

Iniciaremos lembrando que pelo Teorema 2.1.3, temos

FSn =
⊕
λ`n

Iλ, com Iλ =
⊕

Tλ standard

FSneTλ

onde Iλ é um ideal bilateral com dim Iλ = d2
λ e cada ideal à esquerda FSneTλ

é
Sn-módulo irredut́ıvel com dimFSneTλ

= dλ sendo dλ o número de tabelas standard
de Young do tipo λ (completadas pelos inteiros entre 1 e n). Diretamente podemos
concluir que:

Observação 3.0.16 Se λ e µ são partições distintas de n então eTλ
eTµ = 0.

Daqui em diante, fixada uma partição λ ` n, consideraremos o conjunto
{T1, T2, ..., Tdλ

} de todas as tabelas stantard escritas em ordem lexicográfica, ou
seja, T1 < T2 < ... < Tdλ

. E mais, usaremos ei (ou eλ
i caso estivermos tratando

mais de uma partição ao mesmo tempo) para denotar o idempotente essencial eTi
.

E ainda, denotamos por Sij (ou Sλ
ij) a permutação de Sn que leva a tabela Tj na

tabela Ti, ou seja, SijTj = Ti.

Obviamente, S−1
ij = Sji, e pelo Lema 2.1.6, segue que Sijej = eiSij.

51
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O primeiro objetivo é mostrar que {eiSij}dλ
i,j=1 é uma base de Iλ sobre F , e isto

pode ser visto no próximo resultado.

Lema 3.0.17 Fixada uma partição λ de n, temos:

1. Para cada k ∈ {1, ..., dλ}, o conjunto {eiSik}dλ
i=1 é uma base de FSnek sobre F .

2. O conjunto {eiSij}dλ
i,j=1 é uma base de Iλ sobre F .

Demonstração. Desde que eiSik = Sikek, temos que Vi =Span{eiSik} é um subes-
paço unidimensional de FSnek para todo i = 1, ..., dλ. Usando o Teorema 2.2.12, ao
considerar o conjunto {T1, T2, ..., Tdλ

} ordenado, ou seja, T1 < T2 < ... < Tdλ
, temos

que ejei = 0, se Ti < Tj. Assim vemos que a soma V1 + ...+ Vdλ
é direta. Portanto,

dimV1 ⊕ ...⊕ Vdλ
= dλ, e por isto V1 ⊕ ...⊕ Vdλ

= FSnek.

Desta forma, já temos mostrado o item 1. Agora, desde que Iλ =
⊕

Tλ standard

FSneTλ

temos que {eiSij}dλ
i,j=1 gera Iλ. Como dim Iλ = d2

λ, segue que {eiSij}dλ
i,j=1 é base de

Iλ, o que prova o item 2.

Já vimos no Caṕıtulo 1, que o F -espaço vetorial dos polinômios multilineares Pn

exerce um papel fundamental na busca de identidades polinomiais e de polinômios
centrais de uma F -álgebra A.

Além disso, sabemos que FSn
∼= Pn. Neste caṕıtulo, usaremos esta identificação

, dada através do isomorfismo linear ψ tal que

ψ(σ) = xσ−1(1)xσ−1(2)...xσ−1(n).

3.1 Polinômios centrais de A

Pelas considerações lembradas acima vemos que, se existir um elemento em

C(A) = {f ∈ F 〈X〉 | [f, x] ∈ Id(A)}

de grau n que não seja uma identidade, terá que existir pelo menos um polinômio
central que não seja uma identidade em C(A) ∩ Pn. Porém, pelo isomorfismo ψ,
buscar tal elemento em C(A)∩ Pn é equivalente a buscar um elemento α ∈ FSn tal
que ψ(α) ∈ (C(A) \ Id(A)) ∩ Pn.
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Além disso, de maneira análoga, podemos dizer que buscar as identidades de A
é equivalente a buscar os elementos α ∈ FSn tais que ψ(α) ∈ Id(A)∩Pn. Portanto,
a definição abaixo é pertinente.

Definição 3.1.1 Seja α ∈ FSn. Diremos que α é um polinômio central (ou
polinômio central multilinear) de grau n de A se ψ(α) ∈ C(A). E em par-
ticular, que α é uma identidade (ou identidade multilinear) de grau n de A
se ψ(α) ∈ Id(A).

Com isso, podemos obter o seguinte fato.

Lema 3.1.2

1. Se α ∈ FSn é um polinômio central de grau n de A então, para qualquer
β ∈ FSn, α.β também é um polinômio central de grau n de A. Em particular,
se α ∈ FSn é uma identidade de A então α.β também o é.

2. Considerando, para cada partição λ de n e para todo k = 1, ..., dλ, um elemento
gλ = g1

λ + g2
λ + ...+ gdλ

λ ∈ Iλ tal que gk
λ ∈ FSnek e o elemento não nulo q ∈ F

tal que e2k = qek, temos que

(a) gk
λ(1

q
ekSkk) = gk

λ para todo k = 1, ..., dλ.

(b) gk
λ(1

q
erSrr) = 0 se k > r.

(c) Definindo recursivamente θλ
k por θλ

1 = 1
q
e1S11 e

θλ
k = (1− θλ

1 − θλ
2 − ...− θλ

k−1)
1
q
ekSkk, para todo k = 2, ..., dλ

temos que

i. gλ.θ
λ
k = gk

λ, para todo k = 1, ..., dλ.

ii. gµ.θ
λ
k = 0, para toda partição µ de n distinta de λ.

Demonstração. Para mostrar o item 1, sejam α =
∑
ασσ, β =

∑
βττ elementos

de FSn e, para cada τ , o endomorfismo da álgebra livre F 〈X〉 ϕτ : xi 7→ xτ−1(i) para
todo i = 1, ..., n e que fixa todas as outras variáveis. Com isso, para cada τ ∈ Sn

temos que
ψ(α.τ) = ψ ((

∑
ασσ) .τ) =

∑
ασψ(σ.τ) ;

ψ(σ.τ) = x(σ.τ)−1(1)x(σ.τ)−1(2)...x(σ.τ)−1(n)

= xτ−1(σ−1(1))xτ−1(σ−1(2))...xτ−1(σ−1(n))

= ϕτ (xσ−1(1)xσ−1(2)...xσ−1(n)) = ϕτ (ψ(σ))
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e para uma variável x fixada por ϕτ ,

[ψ(α.β), x] = [ψ ((
∑
ασσ) . (

∑
βττ)) , x]

= [ψ (
∑
ασβτσ.τ) , x]

=
∑
ασβτ [ϕτ (ψ(σ)), ϕτ (x)]

=
∑
βτϕτ ([

∑
ασψ(σ), x])

=
∑
βτϕτ ([ψ(α), x]).

Assim se ψ(α) ∈ C(A), isto é, [ψ(α), x] ∈ Id(A) então ψ(α.β) ∈ C(A). E mais,
se α ∈ FSn é uma identidade de A então e, consequentemente, ψ(α.τ) = ϕτ (ψ(α))
pertencem a Id(A), para todo τ ∈ Sn. Portanto, por linearidade, ψ(σ.β) também
pertence a Id(A), ou seja, σ.β é uma identidade de A. Isto encerra a prova do item
1 do lema.

Agora para provar o item 2, fixemos uma partição λ e consideremos gλ = g1
λ +

g2
λ + ... + gdλ

λ ∈ Iλ tal que gk
λ ∈ FSnek, para todo k = 1, ..., dλ. Fixado k tal que

k ∈ {1, ..., dλ}, como {eiSik}dλ
i=1 forma uma base para FSnek segue que existem αi’s

em F tais que gk
λ =

dλ∑
i=1

αieiSik. Mas, para todo i = 1, ..., dλ, temos

eiSik

(
1

q
ekSkk

)
=

1

q
eieiSikSkk =

1

q
e2iSik =

1

q
qeiSik = eiSik

o que implica gk
λ(1

q
ekSkk) = gk

λ. Por outro lado, se k > r temos, pelo Teorema 2.2.12,

que eiSik

(
1
q
erSrr

)
= 1

q
SikekerSrr = 0 de onde segue gk

λ(1
q
erSrr) = 0 se k > r.

Portanto, ficam provados os itens 2.(a) e 2.(b). Quanto ao item 2.(c).ii, basta
notar que gµ ∈ Iµ enquanto θλ

k ∈ Iλ e que IµIλ = {0} se µ e λ são partições distintas
de n. Para finalizar a prova do lema, mostraremos o item 2.(c).i. Para isto, faremos
indução sobre k. Se k = 1 então é fácil ver, pelos itens 2.(a) e 2.(b) que

gλ.θ
λ
1 = (g1

λ + g2
λ + ...+ gdλ

λ )θλ
1

= g1
λ

(
1
q
e1S11

)
+ g2

λ

(
1
q
e1S11

)
+ ...+ gdλ

λ

(
1
q
e1S11

)
= g1

λ

(
1
q
e1S11

)
= g1

λ.

Agora, supondo válida a afirmação para todo i ≤ k − 1, provaremos para k.
Temos

gλ.θ
λ
k = gλ(1− θλ

1 − θλ
2 − ...− θλ

k−1)
1
q
ekSkk

= (gλ − gλθ
λ
1 − gλθ

λ
2 − ...− gλθ

λ
k−1)

1
q
ekSkk.
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Mas, por hipótese de indução gλ.θ
λ
i = gi

λ, para todo i = 1, ..., k−1, o que implica
pelos itens 2.(a) e 2.(b) que

gλ.θ
λ
k = (gλ − g1

λ − g2
λ − ...− gk−1

λ )1
q
ekSkk

= (gk
λ + gk+1

λ + ...+ gdλ
λ )1

q
ekSkk = gk

λ

(
1
q
ekSkk

)
= gk

λ

como queŕıamos demonstrar.

3.2 Polinômios centrais do tipo T

O Teorema 2.1.3 e o Lema 3.1.2 mostram que podemos escrever cada polinômio
central g de grau n de A como uma soma

g =
⊕
λ`n

gλ (3.1)

onde, para cada partição λ de n, gλ ∈ Iλ é também um polinômio central de grau
n de A. De fato, pelo item 1 do Lema 3.1.2, para cada partição λ de n temos que
g.(θλ

1 + θλ
2 + ... + θλ

dλ
) também é um polinômio central de grau n de A. Mas, pelo

item 2.(c), temos

g.(θλ
1 + θλ

2 + ...+ θλ
dλ

) = gλ.(θ
λ
1 + θλ

2 + ...+ θλ
dλ

) = g1
λ + g2

λ + ...+ gdλ
λ = gλ.

Portanto, para cada partição λ de n, gλ ∈ Iλ é um polinômio central de grau n
de A. Mais ainda, ao fixar a partição λ temos

gλ = g1
λ + g2

λ + ...+ gdλ
λ

onde dλ é o número de tabelas standard do tipo λ e gk
λ ∈ FSnek. Afirmamos que gk

λ

também é um polinômio central de grau n de A, para todo k = 1, ..., dλ. Isto segue
imediatamente dos itens 1 e 2.(c) do lema acima.

Desta forma,

gλ é um polinômio central de grau n de A⇔

ψ(gλ) = ψ(g1
λ) + ψ(g2

λ) + ...+ ψ(gdλ
λ ) ∈ ψ(Iλ) ∩ C(A) ⇔

ψ(gk
λ) ∈ ψ(FSnek) ∩ C(A), para todo k = 1, ..., dλ ⇔

gk
λ é um polinômio central de grau n de A, para todo k = 1, ..., dλ.
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Deste modo, fixando uma partição λ de n e tomando d = dλ; para cada k =
1, ..., d, vamos usar que {eiSik}d

i=1 é uma base de FSnek, e nos preocupar apenas
com polinômios centrais de grau n de A e, em particular, com identidades do tipo

α1e1S1k + α2e2S2k + ...+ αdedSdk

com αi ∈ F, i = 1, ..., d.

Estes elementos serão chamados de polinômios centrais (ou identidades)
de grau n de A associados à partição λ.

Por outro lado, para cada partição λ ` n, podemos considerar T1 a tabela stan-
dard de Young onde cada coluna, na ordem da primeira até a última, foi preenchida
de cima para baixo de maneira crescente com os valores de 1, ..., n, a qual chamare-
mos de tabela canônica.

Agora, o isomorfismo entre FSne1 e FSnek (veja o Teorema 2.2.1) pode ser dado
por γ 7→ γS1k, e assim, ao considerar um polinômio central de grau n de A ou, em
particular, uma identidade

f = α1e1S11 + α2e2S21 + ...+ αdedSd1

em FSne1 teremos, pelo item 1 do Lema 3.1.2, respectivamente um polinômio central
de grau n de A ou uma identidade

fS1k = α1e1S1k + α2e2S2k + ...+ αdedSdk

em FSnek e vice-versa.

Portanto, para determinarmos todos os polinômios centrais ou as identidades
multilineares de grau n de A, basta considerarmos, para cada partição λ de n, aqueles
que são combinações lineares de eλ

i S
λ
i1, com i = 1, ..., dλ. Estes serão chamados de

polinômios centrais (ou identidades) do tipo T de A. No caso em que
estivermos buscando polinômios centrais que não são identidades, devemos ainda
verificar se tais elementos não pertencem a Id(A), caso contrário, C(A) = Id(A).
Assim ficam provados os próximos dois resultados.

Teorema 3.2.1 Os polinômios centrais e as identidades multilineares de grau n de
uma F -álgebra A são combinações lineares dos polinômios centrais e das identidades
de grau n de A associadas às partições de n, respectivamente.

Teorema 3.2.2 Para uma partição λ ` n fixada, os polinômios centrais de grau n
de uma F -álgebra A associadas a λ são combinações lineares sobre F de polinômios
centrais do tipo T de A

d∑
i=1

αieiSi1,

onde αi ∈ F , para todo i = 1, ..., d e d é o número de tabelas standard do tipo λ. E
mais, se for uma identidade, será combinação também de identidades.
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Além disso, podemos obter:

Lema 3.2.3 Sejam A e B duas F -álgebras tais que B ⊆ A. Para cada partição
λ ` n com n fixo temos:

Se ψ(Iλ) ∩ C(B) = spanF {ψ(f1), ψ(f2), ...ψ(fr)} onde os f ′js são da forma
d∑

i=1

αieiSikj
∈ FSnekj

com kj ∈ {1, 2, ..., d} e j ∈ {1, 2, ..., r}, então

ψ(Iλ) ∩ C(A) = spanF {ψ(fi1), ψ(fi2), ..., ψ(fis)} onde i1, i2, ..., is ∈ {1, 2, ..., r}.

Demonstração. Seja ψ(g) ∈ ψ(Iλ) ∩ C(A). Pelas considerações acima, existem
únicos ψ(gk

λ) ∈ ψ(FSnek) ∩ C(A) ⊆ ψ(FSnek) ∩ C(B) para todo k = 1, 2, ...d tais
que

ψ(gλ) = ψ(g1
λ) + ψ(g2

λ) + ...+ ψ(gd
λ).

Por outro lado, como ψ(g) ∈ ψ(Iλ) ∩ C(A) ⊆ ψ(Iλ) ∩ C(B), existem únicos
β′js ∈ F tais que

ψ(gλ) = β1ψ(f1) + β2ψ(f2) + ...+ βrψ(fr) ⇒

ψ(gλ) = ψ(β1f1) + ψ(β2f2) + ...+ ψ(βrfr) = ψ(g1
λ) + ψ(g2

λ) + ...+ ψ(gd
λ).

Lembrando que ψ(βjfj) ∈ ψ(FSnekj
) ∩ C(B), pela unicidade de decomposição,

segue que

ψ(g
kj

λ ) = ψ(βjfj) para todo j ∈ {1, 2, ..., r}

ψ(gk
λ) = 0 se k /∈ {k1, k2, ..., kr}

o que implica g
kj

λ = βjfj, para todo j ∈ {1, 2, ..., r}. Portanto, ψ(fj) ∈ C(A) para
todo j ∈ {1, 2, ..., r} tal que βj 6= 0, e o resultado segue.

Observação 3.2.4 Não é dif́ıcil ver que o lema acima continua válido se trocarmos
C(A) por Id(A). Desta maneira, se A e B são duas F -álgebras tais que B ⊆ A,
para encontrarmos polinômios centrais (ou as identidades) multilineares de um grau
fixo n de A, podemos encontrar os geradores do tipo T de ψ(Iλ) ∩ C(B)(ou de
ψ(Iλ) ∩ Id(B)) e verificar quais deles pertencem a C(A) (ou a Id(A)). Ainda, no
caso de polinômios centrais que não sejam identidades, devemos verificar se entre
os obtidos existe algum que não pertence a Id(A).
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3.3 Polinômios centrais de M2(F )

Vimos através do Exemplo 1.4.5 que, independentemente, Rasmyslov e Formanek
exibiram para Mn(F ), com n ≥ 3, um elemento de C(Mn(F )) \ Id(Mn(F )). Ras-
myslov também construiu em [42] polinômios centrais diferentes das identidades
para as álgebras Mk,l(E). Em [30], Kemer mostrou que este fato não é uma par-
ticularidade para estas álgebras verbalmente primas, mostrando que toda variedade
prima tem um polinômio central que não é uma identidade.

Diante deste fato, queremos aplicar a técnica desenvolvida acima para determinar
os polinômios centrais do tipo T de um grau espećıfico n para a álgebra verbalmente
prima M2(E) (ou pelo menos encontrar um que não seja identidade com o menor
grau posśıvel), onde E é a álgebra de Grassmann de dimensão infinita sobre um
corpo F de caracteŕıstica zero. Para isto, devemos buscar, para cada partição λ de
n, os polinômios centrais do tipo T de M2(F ) e fazer a verificação necessária, de
acordo com a Observação 3.2.4.

É interessante observar que, como PIgrauM2(E) = 8 (dado por Vishne em
[51]), a busca por um polinômio central de M2(E) que não é uma identidade deverá
começar com n = 7, aumentando o valor de n caso necessário.

O método desenvolvido aqui é um processo algoŕıtmico e agora vamos descre-
ver os argumentos que utilizamos para construir rotinas que foram implementadas
no software GAP [53] para determinação de polinômios centrais (e, em particular,
identidades) de M2(F ).

Dado n, consideremos uma partição fixa λ ` n e d = dλ o número de tabelas
standard associadas a λ.

Rotina “CoeficientesCentraisTestes(n)”: Pelo que vimos acima, se f é um
polinômio central de grau n de A do tipo T então existem α1, α2, ..., αd ∈ F tais que

f =
d∑

k=1

αkSk1e1 =
d∑

k=1

αkFk

onde Fk = Sk1e1 para todo k.

Por outro lado, para cada k = 1, ..., d, temos

Fk =
∑

p∈RT1

∑
q∈CT1

(sgn q)Sk1pq

que equivale, via o isomorfismo ψ, a

Fk = Fk(x1, x2, ..., xn) =
∑

p∈RT1

∑
q∈CT1

(sgn q)x(Sk1pq)−1(1)x(Sk1pq)−1(2)...x(Sk1pq)−1(n)
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onde T1 é a tabela standard canônica associada a λ. Observemos que, para encontrar
Fk, é suficiente encontrar RT1 , CT1 e Sk1 e que podemos escrever:

f(x1, x2, ..., xn) =
d∑

k=1

αkFk(x1, x2, ..., xn).

Portanto, para buscar os polinômios centrais de grau n do tipo T deM2(F ), temos
que buscar candidatos aos coeficientes αk’s de Fk, ou seja, queremos encontrar αk’s
tais que:

[f, xn+1] ≡ 0 em M2(F ) ⇒
d∑

k=1

αk[Fk(x1, x2, ..., xn), xn+1] ≡ 0 em M2(F ).

Ou seja, para qualquer coleção {A1, A2, ..., An+1} de matrizes unitárias de M2(F )
temos

d∑
k=1

αk[Fk(A1, A2, ..., An), An+1] = 0.

Se tomarmos, para cada k,

[Fk(A1, A2, ..., An), An+1] =

(
xk yk

zk wk

)
∈M2(Q) ⊆M2(F )

e substituirmos na igualdade acima, teremos:

d∑
k=1

αk

(
xk yk

zk wk

)
= 0 ⇔


x1 x2 ... xd

y1 y2 ... yd

z1 z2 ... zd

w1 w2 ... wd


︸ ︷︷ ︸

C


α1

α2
...
αd


︸ ︷︷ ︸

X

=


0
0
...
0


Contudo:

• Temos 4n+1 possibilidades de combinar as matrizes unitárias e11, e12, e21, e22
para formar uma coleção de n+ 1 matrizes.

• Após passarmos por todas as possibilidades de coleções de matrizes, podemos
formar um sistema BX = 0 onde B é formada aglutinando as matrizes C das sáıdas
de cada possibilidade estudada, tendo então 4n+2 linhas e d colunas.

• O próximo passo é solucionar o sistema. Para isto, buscamos a FER (forma
escalonada reduzida) de B. Porém isto é feito parceladamente, ou seja, tomada a
matriz C formada depois da primeira possibilidade escolhida, calculamos a sua FER
e aglutinamos a ela a matriz da próxima possibilidade. Em seguida, calculamos
novamente sua FER, e assim por diante. Isto evita ter que calcular a FER de uma
matriz de tamanho 4n+2 × d. E assim, encerra tal rotina.



60 Construção de polinômios centrais para M2(E)

Após este processo, criamos uma rotina que toma a FER de B (a sáıda de
“CoeficientesCentraisTestes(n)”) e, através das soluções de BX = 0, formamos os
candidatos a f . A rotina que executa este procedimento é a “PolinomiosCan-
didatos (B, n).”

Até o momento podemos concluir que, se o posto de B é menor que d, temos
valores não nulos para os αk’s que, a prinćıpio, poderiam gerar candidatos não nulos.
Mas, precisamos nos certificar disto. Dáı é que veio a necessidade de constrúırmos a
rotina “AgrupaMonomios (P )”, que soma os coeficientes dos monômios de P que
têm a mesma sequência de variáveis, é claro, se existirem. Note que isto só faz sentido
se o posto de B < d. Pois, se o posto de B = d, temos α1 = α2 = ... = αd = 0, e
isto significa de imediato que f = 0, isto é, não existe polinômio central de grau n
de A não nulo associada à partição λ.

Rotina “EncontraMonomiosTestesSeparados (Partição)”: Quando B = 0,
ou seja, quando C = 0 para cada uma das 4n+1 possibilidades, temos que, para cada
uma delas, a matriz

[Fk(A1, A2, ..., An), An+1] =

(
xk yk

zk wk

)
é nula, para todo k = 1, 2, ..., d. Isto é, para todo k = 1, 2, ..., d, temos

[Fk(A1, A2, ..., An), An+1] ≡ 0 em M2(F ).

Assim, os polinômios F1, F2, ..., Fd são os polinômios centrais de grau n do tipo T
de M2(F ) associados à partição fixada. Esta rotina determina estes polinômios.

Exemplo 3.3.1 Seja n = 7. Vamos dar alguns exemplos que obtivemos de sáıda
das rotinas relatas acima.

• Partição: λ = (6, 1) e Número de tabelas standard: 6 = d. Temos:

>> CoeficientesCentraisTestes(7); (dentro do algoritmo colocamos a partição)

>> B = [[1, 0, 0, 0, 0, 0],
[0, 1, 0, 0, 0, 0],
[0, 0, 1, 0, 0, 0],
[0, 0, 0, 1, 0, 0],
[0, 0, 0, 0, 1, 0],
[0, 0, 0, 0, 0, 1]];

(sáıda de CoeficientesCentraisTestes(7))

Como posto B = 6 = d temos que α1 = α2 = ... = αd = 0, ou seja, não existe
polinômio central de grau 7 de A não nulo associado à partição λ.
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• Partição: λ = (5, 1, 1) e Número de tabelas standard: 15 = d.

>> CoeficientesCentraisTestes(7);

>> B = [[1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 4/5, 8/5,−14/15,−2/15, 22/15,−22/15, 2/15,−2],
[0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 3/10, 3/5,−13/30, 13/15, 22/15,−73/60, 23/60,−3/4],
[0, 0, 1, 0, 0, 0, 0,−7/10,−2/5, 9/10,−4/5,−1/5, 29/20, 21/20,−3/4],
[0, 0, 0, 1, 0, 0, 0, 3/10,−7/5, 7/30, 8/15,−28/15, 67/60,−77/60, 17/4],
[0, 0, 0, 0, 1, 0, 0,−7/10,−2/5, 7/30,−7/15,−13/15, 7/60,−17/60,−3/4],
[0, 0, 0, 0, 0, 1, 0,−1,−2, 2, 0,−2, 5/2,−1/2, 5/2],
[0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0,−1, 1/3, 1/3,−5/3, 7/6, 1/6, 5/2]];

Como posto B = 7 < 15 = d o processo continua, construindo em seguida os
polinômios candidatos:

>> P := PolinomiosCandidatos (B, 7); ;

>> Size(P );

>> 8 (número de polinômios candidatos compondo P)

>> P := [P [1], P [2], ..., P [8]]; (a sáıda de PolinomiosCandidatos (B,7))

Os polinômios P [1], P [4] têm 5040 monômios e os restantes P [2], P [3], P [5], ..., P [8]
têm 5760 monômios. O próximo passo foi usar, para cada i = 1, 2, ..., 8, o “Agrupa-
Monomios (F [i])”(para diminuir o número de monômios, caso seja posśıvel):

>> P1 := AgrupaMonomios (P [1]); ;

>> P2 := AgrupaMonomios (P [2]); ;

...

>> P8 := AgrupaMonomios (P [8]); ;

Obtivemos, respectivamente, para P [1], P [2], ..., P [8] as reduções para 1152, 1152,
1296, 720, 1296, 1296, 1296 e 1728 monômios.

• Partição: λ = (3, 2, 2) e Número de tabelas standard: 21 = d.

>> CoeficientesCentraisTestes(7);

>> B = [ ]; (neste caso, obtivemos matriz nula como sáıda)

Como posto B = 0 < 21 = d o processo continua, só que agora não precisamos
da rotina “PolinomiosCandidatos (B,7)”, pois os candidatos são os próprios Fi’s.
Portanto usamos:

>> F := EncontraMonomiosTestesSeparados ([3, 2, 2]); ;
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>> Size(F );

>> 21

>> F := [F [1], F [2], ..., F [21]];

Neste caso, cada F [i] têm 864 monômios. No próximo passo usamos, para cada
i = 1, 2, ..., 8, o “AgrupaMonomios (F [i])”:

>> F1 := AgrupaMonomios (F [1]); ;

>> F2 := AgrupaMonomios (F [2]); ;

...

>> F21 := AgrupaMonomios (F [21]); ;

Neste exemplo, não obtivemos redução.

Podemos trabalhar de maneira análoga se desejamos encontrar, para cada partição
λ, as identidades de grau n do tipo T . A única mudança ocorreria na busca dos
αk’s, pois as matrizes C, e portanto B, seriam distintas do caso anterior. Vejamos:

f(x1, x2, ..., xn) =
d∑

k=1

αkFk(x1, x2, ..., xn) ≡ 0 em M2(F )

m

Para cada sequência {A1, A2, ..., An} de matrizes unitárias de M2(F )

f(A1, A2, ..., An) =
d∑

k=1

αkFk(A1, A2, ..., An) = 0.

Se escrevemos, para cada k = 1, 2, ..., d,

Fk(A1, A2, ..., An) =

(
xk yk

zk wk

)
temos

d∑
k=1

αk

(
xk yk

zk wk

)
= 0 ⇔


x1 x2 ... xd

y1 y2 ... yd

z1 z2 ... zd

w1 w2 ... wd


︸ ︷︷ ︸

C


α1

α2
...
αd


︸ ︷︷ ︸

X

=


0
0
...
0


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A rotina “CoeficientesIdentidadesTestes(n)”adapta esta mudança e retorna
FER de B. Em seguida, podemos usar a mesma sequência de rotinas que fizemos
para os polinômios centrais, e obtermos conclusões análogas para as identidades.

Conclúıda esta etapa, para obtermos as soluções das questões propostas pre-
cisamos verificar quais destes polinômios centrais (ou identidades) são polinômios
centrais (ou identidades) de M2(E) em cada grau correspondente. Vejamos como
isto é feito na próxima seção.

3.4 Polinômios centrais de M2(E)

Vamos obter agora os resultados que auxiliam na construção dos algoritmos
responsáveis em detectar quais dos polinômios centrais de grau n do tipo T de
M2(F ) são polinômios centrais de grau n de M2(E). A saber:

Rotina “TestaPolinomioCentral(P )”: Verifica se P pertence ou não a C(M2(E)).

Rotina “TestaPolinomioIdentidade(P )”: Verifica se P é ou não uma identidade
de M2(E).

Lembrando que E = 〈1, v1, v2, ... : vivj = −vjvi〉, vejamos os resultados sobre os
quais estas rotinas se baseiam. O seguinte foi observado por Vishne em [51].

Proposição 3.4.1 Seja f ∈ Pn. Então, para todo k ≥ 2:

f ≡ 0 em Mk(E) se, e somente se, f se anula para todas as posśıveis substituições
xi 7→ Aiv

∗
i onde Ai = eaibi

é uma matriz elementar de Mk(F ) e v∗i = vi ou v∗i = 1.

Demonstração. É claro que basta mostrarmos uma direção. Para isto, suponha-
mos que o polinômio

f(x1, x2, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2)...xσ(n) ∈ Pn

se anula para todas as posśıveis substituições xi 7→ Aiv
∗
i onde Ai = eaibi

é uma matriz
elementar de Mk(F ) e v∗i = vi ou v∗i = 1. Para provar que f ≡ 0 em Mk(E), basta
mostrar que f(A1w1, A2w2, ..., Anwn) = 0 para quaisquer matrizes A1, A2, ..., An

unitárias de Mk(F ) e quaisquer elementos de E da forma wi = vti1
vti2
...vtiri

, desde

que Mk(E) é linearmente gerado por elementos da forma Aw onde A é uma matriz
elementar de Mk(F ) e w = vt1vt2 ...vtr ∈ E. Notemos que, ao fazermos a substituição
acima, precisamos nos preocupar apenas com o produto dos elementos w′

is.

Por outro lado, se ri é par ou ı́mpar, podemos escrever, respectivamente, para
cada i = 1, 2, ..., n, wi = vti1

vti2
...vtiri

= Bi ou wi = vti1
vti2
...vtiri

= viBi onde vi = vti1
e

Bi ∈ E0 = Z(E).
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Desta maneira, para qualquer σ ∈ Sn temos

wσ(1)wσ(2)...wσ(n) = v∗σ(1)v
∗
σ(2)...v

∗
σ(n).Bσ(1)Bσ(2)...Bσ(n)

= v∗σ(1)v
∗
σ(2)...v

∗
σ(n).B,

onde B = B1B2...Bn e

v∗σ(i) =

{
vσ(i) se ri é ı́mpar
1 se ri é par.

Assim,

f(A1w1, A2w2, ..., Anwn) = f(A1v
∗
1, A2v

∗
2, ..., Anv

∗
n).B = 0

como queŕıamos.

Nosso próximo resultado mostra o que ocorre ao realizarmos as substituições.

Proposição 3.4.2 Considere um subconjunto {j1, j2, ..., jq} de {1, 2, ..., n} com j1 <
j2 < ... < jq e um monômio M(x1, x2, ..., xn) = ασxσ(1)xσ(2) . . . xσ(n) ∈ Pn. Se
r1 < r2 < ... < rq é tal que σ(ri) = jli onde li ∈ {1, 2, ..., q} para todo i ∈ {1, 2, ..., q},
então substituindo xi 7→ Aiv

∗
i no monômio M , onde Ai é uma matriz elementar de

Mk(F ) e v∗i = vi se i ∈ {j1, j2, ..., jq} e v∗i = 1 se i ∈ {1, 2, ..., n} \ {j1, j2, ..., jq},
temos

M(A1v
∗
1, A2v

∗
2, ..., Anv

∗
n) = (sgn τσ)ασAσ(1)Aσ(2) . . . Aσ(n)(vj1vj2 . . . vjq)

onde τσ ∈ Sq com τσ(1) = l1, τσ(2) = l2, ..., τσ(q) = lq.

Demonstração. De fato, substituirmos xi 7→ Aiv
∗
i no monômio M , onde v∗i = vi se

i ∈ {j1, j2, ..., jq} e v∗i = 1 se i ∈ {1, 2, ..., n} \ {j1, j2, ..., jq}, significa substituirmos,
para todo t ∈ {1, 2, ..., n}, xσ(t) 7→ Aσ(t)v

∗
σ(t) onde v∗σ(t) = vσ(t) se t ∈ {r1, r2, ..., rq} e

v∗σ(t) = 1 se t ∈ {1, 2, ..., n} \ {r1, r2, ..., rq}.
Assim,

M(A1v
∗
1, A2v

∗
2, ..., Anv

∗
n) = ασAσ(1)v

∗
σ(1)Aσ(2)v

∗
σ(2) . . . Aσ(n)v

∗
σ(n)

= ασAσ(1)Aσ(2) . . . Aσ(n)(v
∗
σ(1)v

∗
σ(2) . . . v

∗
σ(n))

= ασAσ(1)Aσ(2) . . . Aσ(n)(vσ(r1)vσ(r2) . . . vσ(rq))

= ασAσ(1)Aσ(2) . . . Aσ(n)(vjl1
vjl2

. . . vjlq
)

= ασAσ(1)Aσ(2) . . . Aσ(n)(vjτσ(1)
vjτσ(2)

. . . vjτσ(q)
)

= (sgn τσ)ασAσ(1)Aσ(2) . . . Aσ(n)(vj1vj2 . . . vjq),

como queŕıamos demonstrar.
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Vejamos agora como as rotinas mencionadas acima fazem uso destes resultados.

Seja

f(x1, x2, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2) . . . xσ(n) ∈ Pn.

O algoritmo “TestaPolinomioCentral(P )”foi constrúıdo a partir do raćıocinio
desenvolvido pelas seguintes etapas:

• Pela Proposição 3.4.1, para que f pertença a Id(M2(E)) é necessário que, para
qualquer escolha de {A1v

∗
1, A2v

∗
2, ..., Anv

∗
n} onde os Ai’s são matrizes elementares e

v∗i = vi ou 1, tenhamos f(A1v
∗
1, A2v

∗
2, ..., Anv

∗
n) = 0.

• Existem 4n.2n maneiras de fazer estas escolhas, pois temos 4n possibilidades
de escolhermos a sequência {A1, A2, ..., An} e 2n possibilidades de escolhermos a
sequência v∗1, v

∗
2, ..., v

∗
n.

• Podemos identificar cada uma das sequências v∗1, v
∗
2, ..., v

∗
n da seguinte forma

{v∗1, v∗2, ..., v∗n} ↔ {j1, j2, ..., jq} ⊆ {1, 2, ..., n} com j1 < j2 < ... < jq onde

v∗i = vi se i ∈ {j1, j2, ..., jq} e

v∗i = 1 se i ∈ {1, 2, ..., n} \ {j1, j2, ..., jq} .

• f(A1v
∗
1, A2v

∗
2, ..., Anv

∗
n) = 0 para cada uma das 4n.2n escolhas {A1v

∗
1, ..., Anv

∗
n}

equivale, pela Proposição 3.4.2, a testar para cada sequência {A1, A2, ..., An} de
matrizes elementares e para cada subconjunto {j1, j2, ..., jq} ⊆ {1, 2, ..., n} se∑

σ∈Sn

(sgn τσ)ασAσ(1) . . . Aσ(n)(vj1vj2 . . . vjq) = 0 ⇔

∑
σ∈Sn

(sgn τσ)ασAσ(1) . . . Aσ(n) = 0.

• Pelo item anterior, dado P (x1, x2, ..., xn) =
∑
σ∈Sn

ασxσ(1)xσ(2) . . . xσ(n) ∈ Pn, para

cada sequência {A1, A2, ..., An+1} de matrizes elementares e para cada subconjunto
{j1, j2, ..., jq} ⊆ {1, 2, ..., n+ 1}, a rotina “TestaPolinomioCentral(P )” constrói o

novo polinômio f = [P, xn+1] =
∑

γ∈Sn+1

αγxγ(1) . . . xγ(n+1) ∈ Pn+1 através da rotina

auxiliar “FormaPolinomio(P)”.

• Em seguida constrói, para cada monômio de f , a permutação τγ e, conse-
quentemente seu sinal, como foi descrita na Proposição 3.4.2, e calcula em seguida
Aγ(1)Aγ(2) . . . Aγ(n)Aγ(n+1) (testando se é nula ou não), até formar a matriz∑

γ∈Sn+1

(sgn τγ)αγAγ(1) . . . Aγ(n)Aγ(n+1).
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• Se a matriz acima for nula, para todas as sequências e para todos os subcon-
juntos, temos que f ∈ Id(M2(E)); caso contrário f /∈ Id(M2(E)).

Já o algoritmo “TestaPolinomioIdentidade(P )”foi constrúıdo da mesma maneira,
tendo diferença apenas no fato de que tal rotina trabalha com os monômios do
polinômio P de entrada e não do comutador [P, xn+1].

Exemplo 3.4.3 Voltemos ao Exemplo 3.3.1 e tomemos a sáıda obtida na partição
λ = (5, 1, 1).

Depois de obtermos os polinômios P [1], ..., P [8] candidatos a serem polinômios
centrais de M2(E), usamos a rotina “TestaPolinomioCentral(P )”, para cada um
deles.

Considerando que a terceira linha de cada sáıda abaixo é o vetor que indica o
j-ésimo subconjunto {j1, j2, ..., jq} ⊆ {1, 2, ..., 8} das 28 possibilidades, a quarta linha
é o vetor que indica a k-ésima sequência {A1, A2, ..., A8} de matrizes elementares
de M2(F ) das 48 possibilidades, e a quinta linha é o vetor que representa a matriz

2× 2 resultado de
∑
σ∈Sn

(sgn τγ)αγAγ(1) . . . Aγ(7)Aγ(8) onde j e k são os valores dados

na segunda linha, obtivemos os seguintes resultados:

>> TestaPolinomioCentral(P[1]);

Diferente de zero (ou seja, não é um polinômio central de M2(E).)

j = 61, k = 4193

[0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

[[1, 1], [1, 2], [1, 1], [1, 1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0, 6/5, 0, 0]

>> TestaPolinomioCentral(P[2]);

Diferente de zero

j = 61, k = 4193

[0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

[[1, 1], [1, 2], [1, 1], [1, 1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0,−28/5, 0, 0]

>> TestaPolinomioCentral(P[3]);
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Diferente de zero

j = 61, k = 4193

[0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

[[1, 1], [1, 2], [1, 1], [1, 1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0, 74/15, 0, 0]

>> TestaPolinomioCentral(P[4]);

Diferente de zero

j = 61, k = 4193

[0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

[[1, 1], [1, 2], [1, 1], [1, 1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0, 32/15, 0, 0]

>> TestaPolinomioCentral(P[5]);

Diferente de zero

j = 61, k = 4193

[0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

[[1, 1], [1, 2], [1, 1], [1, 1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0,−172/15, 0, 0]

>> TestaPolinomioCentral(P[6]);

Diferente de zero

j = 61, k = 4193

[0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

[[1, 1], [1, 2], [1, 1], [1, 1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0, 157/15, 0, 0]

>> TestaPolinomioCentral(P[7]);

Diferente de zero
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j = 61, k = 4193

[0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

[[1, 1], [1, 2], [1, 1], [1, 1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0,−227/15, 0, 0]

>> TestaPolinomioCentral(P[8]);

Diferente de zero

j = 61, k = 4193

[0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

[[1, 1], [1, 2], [1, 1], [1, 1], [1, 2], [2, 1], [1, 1], [1, 1]]

[0, 3, 0, 0].

Para finalizar, é interessante observar que as rotinas não precisam considerar os
subconjuntos unitários, pois quando isto ocorre τσ = 1 e, por exemplo,∑

σ∈Sn

(sgn τγ)αγAγ(1) . . . Aγ(7)Aγ(8) =
∑
σ∈Sn

αγAγ(1) . . . Aγ(7)Aγ(8)

que já sabemos que é zero, pois vamos testar a rotina para polinômios que já são
polinômios centrais (ou identidades) de M2(F ).

A implementação das rotinas garantiu até o presente momento que:

Teorema 3.4.4 Se f é um polinômio central de M2(E) que não é uma identidade,
então degf ≥ 9.

Além disso, usamos estas rotinas para constatar que, de fato, o PIgrau(M2(E))
é igual a 8.

Observação 3.4.5

1. Por enquanto, não testamos para n ≥ 9, pois para estes casos o problema se
tornou um problema computacional. Estamos tentando resolver através do uso
de um processamento paralelo.

2. Fixamos M2(E), mas não é dif́ıcil peceber que tais idéias podem ser estendidas
para Mn(E), com n ≥ 3.
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3. Usando racioćınio análogo podemos construir tais algoritmos para M2,1(E).
Basta trabalhar com a M3(F ) e ver que, usando o mesmo tipo de demonstração,
a Proposição 3.4.1 pode ser sustituida pela

Proposição 3.4.6 Seja f ∈ Pn. Então: f ≡ 0 em M2,1(E) se, e somente
se, f se anula para todas as posśıveis substituições xi 7→ Aiv

∗
i onde v∗i = 1

se Ai ∈ {e11, e12, e21, e22, e33} ou v∗i = vi se Ai ∈ {e13, e23, e31, e32} sendo eab

matriz unitária de M3(F ), para todo a, b ∈ {1, 2, 3}.

Foi posśıvel perceber que o problema de descrever os polinômios centrais e as
identidades polinomiais da álgebra M2(E) é muito dif́ıcil. Sendo assim, passamos
a considerar esta álgebra com uma Z2-graduação espećıfica e tentamos obter in-
formações sobre suas identidades polinomiais Z2-graduadas e sobre seus polinômios
centrais Z2-graduados. Tal trabalho contempla o próximo caṕıtulo.



Caṕıtulo 4

A álgebra Z2-graduada M

Considere

M = M2(E) =

(
E 0
0 E

)
⊕
(

0 E
E 0

)
.

O objetivo deste caṕıtulo é classificar todas as identidades Z2-graduadas de grau
menor ou igual a 5 e descrever todos os polinômios centrais Z2-graduados da álgebra
Z2-graduada M.

4.1 Identidades e polinômios centrais G-graduados

Nesta seção, introduziremos as definições e alguns resultados sobre identidades e
polinômios centrais G-graduados, onde G é um grupo abeliano finito. As demons-
trações seguem de modo análogo às constrúıdas no Caṕıtulo 1 para as identidades
e polinômios centrais ordinários, por isso faremos apenas observações.

Definição 4.1.1 Uma F -álgebra é dita G-graduada (ou dotada de uma G-gradu-
ação) se para todo g ∈ G, existem subespaços Ag de A tais que

A =
⊕
g∈G

Ag e AgAh ⊆ Ag+h

para quaisquer g, h ∈ G. Os subespaços Ag são chamados de componentes ho-
mogêneas de A e um elemento a ∈ A é dito homogêneo (ou homogêneo de grau
g) se a ∈ Ag.

70
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Notemos que qualquer elemento a ∈ A pode ser escrito unicamente como uma
soma finita a =

∑
g∈G ag onde ag ∈ Ag. Além disso, se A é G-graduada e tem

unidade, então 1 ∈ Ae onde e é o elemento neutro do grupo G. Notemos ainda que
toda álgebra admite uma G-graduação, bastando tomar Ae = A e Ag = {0} para
g ∈ G \ {e}. Esta graduação é chamada de graduação trivial.

Como tratar identidades e polinômios centrais de uma álgebra graduada, pre-
cisamos introduzir a álgebra livre G-graduada. Para isto, para cada g ∈ G, considere
um conjunto enumerável Xg de variáveis tal que Xg1 ∩ Xg2 = ∅ para g1 6= g2 com
X =

⋃
g∈GXg e considere a álgebra livre associativa e unitária F 〈X〉.

Definimos α(1) = 0 e α(m) = α(σ(1)) + α(σ(2)) + ... + α(σ(n)) se m =
xσ(1)xσ(2)...xσ(n), onde α(σ(i)) = g se xσ(i) ∈ Xg, e ainda, dizemos que α(m) é o
G-grau de m.

Tomando, para cada g ∈ G, F 〈X〉g = {m|m monômio de F 〈X〉 ;α(m) = g}
temos

F 〈X〉 =
⊕
g∈G

F 〈X〉g e F 〈X〉g F 〈X〉h ⊆ F 〈X〉g+h

para quaisquer g, h ∈ G, o que implica que F 〈X〉 é uma álgebra G-graduada.
Se f ∈ F 〈X〉g dizemos que f é homogêneo de G-grau g e usamos a notação
α(f) = g.

Definição 4.1.2 Seja A =
⊕

g∈GAg uma álgebra G-graduada. Dizemos que um
polinômio f = f(x1, x2, ..., xn) ∈ F 〈X〉 é:

1. uma identidade G-graduada de A se f(a1, a2, ..., an) = 0 para quaisquer
ai ∈ Aα(i), onde i = 1, 2, ..., n.

2. um polinômio central G-graduado de A se f(a1, a2, ..., an) ∈ Z(A) para
quaisquer ai ∈ Aα(i), onde i = 1, 2, ..., n.

Lembrando que ϕ é um endomorfismo G-graduado de F 〈X〉 se ϕ é um
endomorfismo de F 〈X〉 tal que ϕ(F 〈X〉g) ⊆ F 〈X〉g, definimos:

Definição 4.1.3 Dizemos que um ideal I da álgebra livre associativa G-graduada
F 〈X〉 é um TG-ideal se ϕ(I) ⊆ I, para todo endomorfismo G-graduado ϕ de F 〈X〉.
E ainda, um subespaço V de F 〈X〉 é um TG-espaço se ϕ(V ) ⊆ V , para todo
endomorfismo G-graduado ϕ de F 〈X〉.

Portanto, dizer que I é um TG-ideal equivale a dizer que I é um ideal e f(f1, ..., fn) ∈
I para quaisquer f(x1, ..., xn) ∈ I e fi ∈ F 〈X〉α(i).
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Dada uma álgebra A, se considerarmos IdG(A) o ideal de F 〈X〉 formado por
todas as identidades G-graduadas de A e C G(A) o subespaço vetorial de F 〈X〉
formado por todos os polinômios centrais G-graduados, não é dif́ıcil ver que IdG(A)
e C G(A) são TG-ideal e TG-espaço de F 〈X〉, chamados o TG-ideal e o TG-espaço
de A, respectivamente.

Além disso, as noções de TG-ideal e TG-espaço gerados por um subconjunto S de
F 〈X〉, que denotamos por 〈S〉TG

e 〈S〉TG , respectivamente, são análogas àquelas de
T -ideal e T -espaço.

É posśıvel provar que IdG(A) e C G(A) são gerados pelos seus conjuntos de
polinômios multihomogêneos, se F é infinito. E mais, se F tem caracteŕıstica zero,
IdG(A) e C G(A) são gerados pelos seus polinômios multilineares.

Note que se considerarmosX = Y ∪Z então podemos decompor F 〈X〉 = F0⊕F1,
onde F0 = F 〈X〉0 é gerada como espaço vetorial pelos monômios que possuem um
número par de variáveis em Z e F1 = F 〈X〉1 é gerada como espaço vetorial pelos
monômios que possuem um número ı́mpar de variáveis em Z. E ainda, é comum
usarmos Id 2 e T 2 ao invés de IdZ2 e TZ2. Portanto, usaremos Id 2(A) e C 2(A) para
representar o T2-ideal e o T2-espaço de uma álgebra Z2-graduada A = A0 ⊕ A1 e
temos que estes são completamente determinados pelos seus polinômios multilinea-
res. Neste caso, se considerarmos P 2

n o F -espaço vetorial dos polinômios multiline-
ares Z2-graduados de grau n em y1, ..., yn, z1, ..., zn (ou seja, cada variável yi ou zi

aparece com grau no máximo 1 em cada monômio e não aparecem simultaneamente
no mesmo monômio) temos

P 2
n = SpanF{uσ(1)...uσ(n)|σ ∈ Sn, ui = yi ou ui = zi, 1 ≤ i ≤ n}.

Por outro lado, para cada 0 ≤ r ≤ n, sejam {i1, i2, ..., ir} ∪ {j1, j2, ..., jn−r} =
{1, 2, ..., n} e f ∈ P 2

n . Denote por gi1,...,ir a soma de todos os monômios de f em que
as variáveis yi1 , ..., yir , zj1 , ..., zjn−r aparecem. Então, claramente

f =
n∑

r=0

∑
i1,...,ir

gi1,...,ir ,

onde gi1,...,ir são as componentes multihomogêneas de f . Portanto, se f ∈ Id 2(A)(ou
f ∈ C2(A)) temos que gi1,...,ir ∈ Id 2(A)(ou gi1,...,ir ∈ C 2(A)), para qualquer escolha
i1, i2, ..., ir. Isto motiva definirmos, para cada 0 ≤ r ≤ n,

P 2
r,n−r = SpanF{uσ(1)uσ(2)...uσ(n) | σ ∈ Sn, ui = yi, para i = 1, ..., r

e ui = zi, para i = r + 1, ..., n},

onde os elementos de P 2
r,n−r são polinômios multilineares em y1, ..., yr, zr+1, ..., zn. E

ainda, basta nos preocuparmos com os elementos de Id 2(A) ∩ P 2
r,n−r e de C 2(A) ∩

P 2
r,n−r, se quisermos classificar Id 2(A) e C 2(A), respectivamente.
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Temos que 〈f〉T2
= 〈g〉T2

e 〈f〉T2 = 〈g〉T2 para f = f(y1, ..., yr, zr+1, ...., zn) e
g = g(y1, ..., yr, z1, ...., zn−r) = ϕ(f) onde ϕ é o endomorfismo de F 〈Y ∪ Z〉 definido
por ϕ(zr+i) = zi, para todo i = 1, ..., n − r. Para simplificar a notação, a partir de
agora vamos considerar P 2

r,n−r o espaço dos polinômios multilineares nas variáveis
y1, ..., yr, z1, ..., zn−r.

Exemplo 4.1.4 A álgebra de Grassmann é Z2-graduada com E = E0⊕E1. De [19]
temos que

Id 2(E) = 〈[y1, y2], z1z2 + z2z1, [y, z]〉T2

e não é dif́ıcil ver que

C 2(E) = 〈y, x1[y1, y2]x2, x1(z1z2 + z2z1)x2, x1[y, z]x2 : x1, x2 ∈ Y ∪ Z〉T2 .

Exemplo 4.1.5 A álgebra de matrizes M2(F ) possui apenas duas Z2-graduações.
A saber, a graduação trivial e a graduação natural dada por

M2(F ) =

(
F 0
0 F

)
⊕
(

0 F
F 0

)
.

Em geral, Mn(F ) possui uma Zn-graduação definida por Mn(F ) = ⊕l∈ZnMl, onde
Ml =

〈
ei,j|j − i = l

〉
. De [7], Di Vincenzo mostrou que

Id 2(M2(F )) = 〈[y1, y2], z1z2z3 − z3z2z1〉T2

e de [4] segue que

C 2(M2(F )) =
〈
z2
1 , x1[y1, y2]x2, x1(z1z2z3 − z3z2z1)x2 : x1, x2 ∈ Y ∪ Z

〉T2 .

Em [48], Vasilovsky encontrou um conjunto gerador para IdZn(Mn(F )) e, diante
deste fato, Brandão e Koshlukov [4] descreveram C Zn(Mn(F )).

Exemplo 4.1.6 A graduação trivial e a graduação natural dada por

UT2 =

(
F 0
0 F

)
⊕
(

0 F
0 0

)
são as únicas Z2-graduações de UT2. Em geral, UTn possui uma Zn-graduação
definida por UTn = V0 ⊕ ...⊕ Vn−1 onde, para cada i = 0, ...n− 1,

Vi = {σ1,i+1e1,i+1 + σ2,i+2e2,i+2 + ...+ σn,i+nen,i+n|σr,s ∈ F}.
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Valenti, em [47], provou que Id 2(UT2) = 〈z1z2, y1y2〉T2
e em [32], juntamente

com Koshlukov, exibiu um conjunto gerador para IdZn(UTn).

Exemplo 4.1.7 A álgebra verbalmente prima Mk,l(E) =

(
P 0
0 S

)
⊕
(

0 Q
R 0

)
,

definida na Seção 1.2, é Z2-graduada. Particularmente, temos que

Id 2(M1,1(E)) = 〈y1y2 − y2y1, z1z2z3 + z3z2z1〉T2

provado por Di Vincenzo, em [7]. E ainda,

C 2(M1,1(F )) = 〈[z1, z2], x1[y1, y2]x2, x1(z1z2z3 + z3z2z1)x2 : x1, x2 ∈ Y ∪ Z〉T2

dado por Brandão e Koshlukov em [4].

Em [33], La Mattina determinou todas as identidades Z2-graduadas de grau
menor ou igual a 5 para M2,1(F ), obtendo como consequência as de M2,1(E).

Exemplo 4.1.8 Se A =
⊕
g∈G

Ag é uma álgebra G-graduada então

A⊗ E =
⊕

(g,i)∈G×Z2

(Ag ⊗ Ei)

é uma álgebra G × Z2-graduada. Em particular, se considerarmos a Zn-graduação
de Mn(F ) dada no Exemplo 4.1.5 temos que

Mn(E) 'Mn(F )⊗ E =
⊕

(l,i)∈Zn×Z2

(Ml ⊗ Ei)

é uma Zn × Z2-graduação. Por exemplo, se n = 2 temos que

M2(E) =

(
E0 0
0 E0

)
⊕
(

0 E0

E0 0

)
⊕
(
E1 0
0 E1

)
⊕
(

0 E1

E1 0

)
é uma Z2 × Z2-graduação.

Di Vincenzo e Nardozza em [8] mostraram que, conhecendo um conjunto gerador
para IdG(A), é posśıvel obter um conjunto gerador para IdG×Z2(A⊗E). Em particu-
lar, eles exibiram um conjunto gerador para IdZn×Z2(Mn(F )⊗E) = IdZn×Z2(Mn(E)).
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A partir deste artigo, Koshlukov, Alves e Brandão, em [1], mostraram que também
é posśıvel derivar um conjunto gerador de C G×Z2(A⊗E) de um conjunto gerador de
C G(A). Como exemplo, eles exibiram um conjunto gerador para C Zn×Z2(Mn(E)).
Nesse trabalho, eles também descreveram um conjunto gerador para Id 2(M2(E))
considerando a Z2-graduação de M2(E) dada por

M2(E) =

(
E0 E0

E0 E0

)
⊕
(
E1 E1

E1 E1

)
.

Exemplo 4.1.9 M = M2(E) =

(
E 0
0 E

)
︸ ︷︷ ︸

M0

⊕
(

0 E
E 0

)
︸ ︷︷ ︸

M1

é uma álgebra Z2-gradu-

ada.

Estaremos intessados em estudar Id 2(M) e C 2(M).

4.2 A ação de GLm ×GLm

Para classificar todas as identidades Z2-graduadas de grau menor ou igual a 5 de
M vamos fazer uso da boa relação que existe entre o grupo GLn × GLn e o grupo
simétrico Sn, lembrando que GLn é o grupo linear geral.

Vamos considerar F n
m 〈Y ∪ Z〉 o subespaço de F 〈Y ∪ Z〉 dos polinômios ho-

mogêneos de grau n ≥ m envolvendo somente as variáveis y1, ..., ym, z1, ..., zm. Temos
uma ação natural de GLm ×GLm sobre F n

m 〈Y ∪ Z〉 dada por:

(g, h)
(∑

kixi1 ...xin

)
=
∑

ki(g, h)(xi1)...(g, h)(xin)

onde

(g, h)
(
xij

)
=

{
g(xij), se xij = yij

h(xij), se xij = zij .

Portanto, a álgebra F n
m 〈Y ∪ Z〉 pode ser vista como um GLm × GLm-módulo.

Além disso, temos que

F n
m 〈Y ∪ Z〉 =

n∑
r=0

Wr,n−r

onde Wr,n−r é o subespaço de F n
m 〈Y ∪ Z〉 consistindo de todos os polinômios multi-

homogêneos de grau total r nas variáveis y1, ..., ym e de grau total n−r nas variáveis
z1, ..., zm.
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Agora, para cada 0 ≤ r ≤ n, defina o conjunto

Ir = {(i1, i2, ..., ir)︸ ︷︷ ︸
Ir

|{i1, i2, ..., ir} ⊆ {1, 2, ..., n} e i1 < i2 < ... < ir}

Assim, podemos reescrever Wr,n−r =
∑

Ir∈Ir
W Ir

r,n−r onde

W Ir
r,n−r = SpanF{w1w2...wn︸ ︷︷ ︸

m

|m é um monômio deWr,n−r; wl ∈ {y1, ..., ym},∀ l ∈ Ir}.

Não é dif́ıcil ver que Wr,n−r e W Ir
r,n−r são invariantes sob a ação de GLm ×GLm.

E ainda, é posśıvel mostrar que W Ir
r,n−r está imerso em F r

m 〈Y 〉 ⊗ F n−r
m 〈Z〉. Basta

verificar que
{yl1yl2 ...ylr |li ∈ {1, 2, ...,m},∀i ∈ {1, 2, ..., r}}

e
{zl1zl2 ...zln−r |li ∈ {1, 2, ...,m},∀i ∈ {1, 2, ..., n− r}}

formam uma base para F r
m 〈Y 〉 e F n−r

m 〈Z〉, respectivamente, e portanto,

ϕ : W Ir
r,n−r 7−→ F r

m 〈Y 〉 ⊗ F n−r
m 〈Z〉

w1w2...wn 7−→ wi1wi2 ...wir ⊗ ws1ws2 ...wsn−r

onde {s1, s2, ..., sn−r} = {1, 2, ..., n} \ Ir é um homomorfismo injetor.

Por outro lado, a partir da Seção 4 do Caṕıtulo 2, temos que

F r
m 〈Y 〉 ⊗ F n−r

m 〈Z〉 '
∑

λ ` r, µ ` n− r
h(λ) ≤ m, h(µ) ≤ m

αλ,µWm(λ)⊗Wm(µ)︸ ︷︷ ︸
Wλ,µ

onde Wλ,µ = Wm(λ)⊗Wm(µ) é o GLm ×GLm-submódulo irredut́ıvel de F r
m 〈Y 〉 ⊗

F n−r
m 〈Z〉 correspondente ao par de partições (λ, µ) e Wm(λ) e Wm(µ) são os GLm-

submódulos irredut́ıveis de F r
m 〈Y 〉 e de F n−r

m 〈Z〉, respectivamente.

Assim
F n

m 〈Y ∪ Z〉 '
∑

0 ≤ r ≤ n
λ ` r, µ ` n− r

h(λ) ≤ m, h(µ) ≤ m

βλ,µWλ,µ.

Desde que, pela Observação 3.2.4, Wm(λ) e Wm(µ) são gerados por fλ e fµ segue
que Wλ,µ é gerado por um polinômio do tipo

fλ,µ =

λ1∏
i=1

Sthi(λ)(y1, ..., yhi(λ))

µ1∏
j=1

Sthj(µ)(z1, ..., zhj(λ))
∑
σ∈Sn

ασσ.
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Tal polinômio é chamado vetor de altura máxima associado ao par (λ, µ).
E ainda, é posśıvel mostrar que fλ, µ pode ser expresso de forma única como com-
binação linear dos polinômios fTλ,Tµ definidos como

fTλ,Tµ =

λ1∏
i=1

Sthi(λ)(y1, ..., yhi(λ))

µ1∏
j=1

Sthj(µ)(z1, ..., zhj(λ)). γ
−1

onde Tλ = (aij) e Tµ = (bkl) são tabelas standard tais que {aij, bkl} = {1, ..., n} e
γ ∈ Sn é definida por

Tλ :

γ(1) γ(h1(λ) + 1) · · · · · ·
γ(2) γ(h1(λ) + 2) · · · γ(r)

...
...

.

.. γ(h1(λ) + h2(λ))
γ(h1(λ))

Tµ :

γ(r + 1) γ(r + h1(µ) + 1) · · · · · ·
γ(r + 2) γ(r + h1(µ) + 2) · · · γ(n)

...
...

.

.. γ(r + h1(µ) + h2(µ))
γ(r + h1(µ))

4.3 Identidades Z2-graduadas de M

Nesta seção vamos determinar todas as identidades Z2-graduadas de M de grau
n ≤ 5. Para isto, usaremos a teoria de representações de GLn × GLn, para n =
2, 3, 4, 5.

Inicialmente faremos a decomposição dos GLn ×GLn-módulos

Id 2(M) ∩Wr,n−r =
∑
λ `r

µ ` n− r

αλ,µWλ,µ

em somas diretas dos submódulos irredut́ıveis exibindo, para cada um destes, o
vetor de altura máxima que o gera e denotando por f 1

λ,µ, f
2
λ,µ, ... os vetores de altura

máxima distintos correspondentes ao mesmo par de partições (λ, µ).

Fixados n e r, para cada par de partições (λ, µ) tais que λ ` r e µ ` n − r,
consideramos o conjunto

T(λ,µ) = {(Tλ, Tµ)|Tλ = (aij), Tµ = (bkl) são tabelas standard e {aij, bkl} = {1, ..., n}}

de todos os pares de tabelas standard Tλ, Tµ dos tipos λ e µ, respectivamente.

Claramente, |T(λ,µ)| = dλ,µ =

(
n
r

)
dλdµ, lembrando que dλ(resp., dµ) é o número

de tabelas standard associadas a λ(resp., a µ).
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Para determinarmos a decomposição de Id 2(M) ∩Wr,n−r em irredut́ıveis, pre-
cisamos, para cada par de partições (λ, µ) tais que λ ` r e µ ` n − r, determinar
todos os vetores fλ,µ que são identidades graduadas de M e que são linearmente
independentes. Fixando o par (λ, µ), tal procedimento é feito seguindo as seguintes
etapas:

1aEtapa : Determinamos todos os dλ,µ vetores fTλ,Tµ , usando a definição dada na
seção anterior.

2aEtapa : Escrevemos a combinação linear∑
(Tλ,Tµ)∈T(λ,µ)

αTλ,TµfTλ,Tµ

sujeita a ser uma identidade graduada de M.

3aEtapa : Para encontrar todos os vetores fλ,µ que são identidades graduadas line-
armente independentes de M, escolhemos elementos convenientes da álgebra (em
geral usamos elementos do tipo ab, onde a e b são elementos da base de M2(F ) e de
E, respectivamente) e substitúımos na combinação acima para obtermos um sistema
linear envolvendo os αTλ,Tµ que possa ser resolvido. Em geral, o número de escolhas
(dando em cada uma delas 4 equações, pois os elementos de M são matrizes 2× 2)
varia com dλ,µ. Este sistema será montado se pelo menos um fTλ,Tµ não for uma
identidade. Mas, caso todos sejam identidades, já teŕıamos encontrado os vetores
desejados.

4aEtapa : Depois de feitas as várias escolhas e determinadas as relações posśıveis
entre os αTλ,Tµ é preciso tomar as combinações independentes dos fTλ,Tµ conseguidas
a partir destas relações e, então, provar que são de fato identidades graduadas deM.
Se forem, certamente foram encontrados os fλ,µ desejados, caso contrário, uma nova
relação entre os αTλ,Tµ será obtida. Então criamos novas combinações dos fTλ,Tµ e
continuamos o processo.

Desta forma obtemos a multiplicidade do GLn×GLn-submódulo irredut́ıvel Wλ,µ

na decomposição de Id 2(M) ∩Wr,n−r.

Aplicando tal esquema para todo 0 ≤ r < n para n = 4, 5 e para todo 0 ≤ r ≤ n
para n = 2, 3, obtivemos as decomposições abaixo seguidas dos correspondentes
vetores de altura máxima, considerando o produto de Jordan a ◦ b = ab + ba.

Lema 4.3.1 Temos as seguintes decomposições

• Para n = 2:
r = 0 : Id 2(M) ∩W0,2 = 0

r = 1 : Id 2(M) ∩W1,1 = 0

r = 2 : Id 2(M) ∩W2,0 = 0
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Portanto, M não possui identidades de grau 2.

• Para n = 3:
r = 0 : Id 2(M) ∩W0,3 = 0

r = 1 : Id 2(M) ∩W1,2 = 0

r = 2 : Id 2(M) ∩W2,1 = 0

r = 3 : Id 2(M) ∩W3,0 = W(2,1),∅

e o único vetor de altura máxima correspondente é f 1
(2,1),∅ = [y1, y2, y1].

• Para n = 4:

r = 0 : Id 2(M) ∩W0,4 = 0

r = 1 : Id 2(M) ∩W1,3 = 0

r = 2 : Id 2(M) ∩W2,2 = W(2),(1,1) ⊕W(1,1),(1,1)

r = 3 : Id 2(M) ∩W3,1 = 2W(2,1),(1)

com vetores de altura máxima correspondentes:

f 1
(2,1),(1) = −[y1, y2, y1]z,

f 2
(2,1),(1) = −z[y1, y2, y1],

f 1
(2),(1,1) = [[z1, z2], y, y],

f 1
(1,1),(1,1) = [y1, y2, [z1, z2]].

• Para n = 5:

r = 0 : Id 2(M) ∩W0,5 = W∅,(3,1,1) ⊕ 2W∅,(3,2)

r = 1 : Id 2(M) ∩W1,4 = W(1),(4) ⊕ 3W(1),(3,1) ⊕ 2W(1),(2,1,1) ⊕ 2W(1),(2,2)

r = 2 : Id 2(M) ∩W2,3 = W(2),(3) ⊕ 3W(2),(2,1) ⊕ 2W(2),(1,1,1)

⊕ 2W(1,1),(3) ⊕ 3W(1,1),(2,1) ⊕ 2W(1,1),(1,1,1)

r = 3 : Id 2(M) ∩W3,2 = 7W(2,1),(1,1) ⊕ 2W(3),(1,1) ⊕ 8W(2,1),(2)

⊕ W(3),(2) ⊕ 3W(1,1,1),(2) ⊕ 3W(1,1,1),(1,1)

r = 4 : Id 2(M) ∩W4,1 = 6W(3,1),(1) ⊕ 6W(2,1,1),(1) ⊕ 6W(2,2),(1)

com vetores de altura máxima correspondentes:

f 1
∅,(3,1,1) = [z1z2z3 − z3z2z1 + z2z3z1 − z1z3z2 + z3z1z2 − z2z1z3︸ ︷︷ ︸

St3(z1,z2,z3)

, z2
1 ],
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f 1
∅,(3,2) = z1[z

2
1 , z2]z2 − z2[z

2
1 , z2]z1,

f 2
∅,(3,2) = [z2

1 , z2] ◦ [z2, z1],

f 1
(1),(4) = −[y, z2, z2],

f 1
(1),(3,1) = [z2

1 , z1z2, y],

f 2
(1),(3,1) = [z2

1 , y, z1z2]− [z2
1 , y, z2z1]],

f 3
(1),(3,1) = [z2

1 , z2z1, y],

f 1
(1),(2,1,1) = [z2

1 , [z2, z3], y] + [z2z1, z3z1, y] + [z1z3, z1z2, y],

f 2
(1),(2,1,1) = [[z1, z2], z3z1, y] + [z1z3, [z1, z2], y],

f 1
(1),(2,2) = [z1z2, y, [z2, z1]] + [z2z1, y, [z1, z2]] = [[z2, z1], y, [z1, z2]],

f 2
(1),(2,2) = −[z2

1 , y, z
2
2 ]− [z2

2 , y, z
2
1 ] + [z1z2, y, z2z1] + [z2z1, y, z1z2],

f 1
(2),(3) = −[y, z2, y]z,

f 1
(2),(2,1) = −[y, z1z2, y]z1 + [y, z2z1, y]z1,

f 2
(2),(2,1) = −z1[y, z2z1, y] + z2[y, z

2
1 , y],

f 3
(2),(2,1) = −z1[y, z1z2, y] + z2[y, z

2
1 , y],

f 1
(2),(1,1,1) = [y, [z2, z1], y]z3 + [y, [z3, z2], y]z1 + [y, [z1, z3], y]z2,

f 2
(2),(1,1,1) = z1[y, [z3, z2], y] + z2[y, [z1, z3], y] + z3[y, [z2, z1], y],

f 1
(1,1),(3) = [y2, y1, z

2]z,

f 2
(1,1),(3) = z[y2, y1, z

2],

f 1
(1,1),(2,1) = [y1, y2, [z1, z2]]z1,

f 2
(1,1),(2,1) = −[y1, y2, z

2
1 ]z2 + [y1, y2, z2z1]z1,

f 3
(1,1),(2,1) = −z1[y1, y2, z2z1] + z2[y1, y2, z

2
1 ],

f 1
(1,1),(1,1,1) = [y1, y2, [z2, z1]]z3 + [y1, y2, [z3, z2]]z1 + [y1, y2, [z1, z3]]z2,

f 2
(1,1),(1,1,1) = z3[y1, y2, [z2, z1]] + z1[y1, y2, [z3, z2]] + z2[y1, y2, [z1, z3]],

f 1
(2,1),(1,1) = −y1[[z1, z2], y1, y2] + [y1, y1y2, [z1, z2]]− [z1, z2][y1, y2, y1],
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f 2
(2,1),(1,1) = [y1, y2, [z1, z2]]y1 − [y1, [z1, z2]y2, y1] + [y2, [z1, z2], y1]y1,

f 3
(2,1),(1,1) = [z2, z1][y1, y2, y1],

f 4
(2,1),(1,1) = [y1, y2, [z1, z2]]y1,

f 5
(2,1),(1,1) = [y1, y2, [z1, z2]]y1 − y1[y1, [z1, z2], y2] + [y1, y1[z1, z2], y2],

f 6
(2,1),(1,1) = [z2, z1][y1, y2, y1] + [y2

1, y2, [z1, z2]],

f 7
(2,1),(1,1) = −z1[y1, y2, y1]z2 + z2[y1, y2, y1]z1,

f 1
(3),(1,1) = [y, [z2, z1], y]y,

f 2
(3),(1,1) = [y, [z2, z1], y

2] + [y, [z2, z1], y]y,

f 1
(2,1),(2) = −y1[y1, y2, z

2] + [y1, y1y2, z
2]− z2[y1, y2, y1],

f 2
(2,1),(2) = −[z2, y1, y2]y1 − [y1, z

2y2, y1],

f 3
(2,1),(2) = [y1, y2, z

2]y1,

f 4
(2,1),(2) = [y1, y2y1, z

2],

f 5
(2,1),(2) = −z2[y1, y2, y1],

f 6
(2,1),(2) = [y2

1, y2, z
2]− z2[y1, y2, y1],

f 7
(2,1),(2) = −z[y1, y2, y1]z,

f 8
(2,1),(2) = [y1, y2, zy1z],

f 1
(3),(2) = −y[y, z2, y],

f 1
(1,1,1),(2) = [y1, y2, y3z

2] + [y2, y3, y1z
2] + [y3, y1, y2z

2],

f 2
(1,1,1),(2) = [y1, y2, z

2]y3 + [y2, y3, z
2]y1 + [y3, y1, z

2]y2,

f 3
(1,1,1),(2) = [y1, y2, z1y3z2 − z2y3z1] + [y2, y3, z1y1z2 − z2y1z1]

+[y3, y1, z1y2z2 − z2y2z1],

f 1
(1,1,1),(1,1) = [y1, y2, y3[z1, z2]] + [y2, y3, y1[z1, z2]] + [y3, y1, y2[z1, z2]],

f 2
(1,1,1),(1,1) = [y1, y2, [z1, z2]]y3 + [y2, y3, [z1, z2]]y1 + [y3, y1, [z1, z2]]y2,

f 3
(1,1,1),(1,1) = [y1, y2, z1y3z2 − z2y3z1] + [y2, y3, z1y1z2 − z2y1z1]
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+[y3, y1, z1y2z2 − z2y2z1],

f 1
(3,1),(1) = [y2y1, y1, y1]z,

f 2
(3,1),(1) = (2[y2y1, y1, y1] + [y1y2, y1, y1])z,

f 3
(3,1),(1) = [y2, y1, y1]zy1,

f 4
(3,1),(1) = z[y2y1, y1, y1],

f 5
(3,1),(1) = z(2[y2y1, y1, y1] + [y1y2, y1, y1]),

f 6
(3,1),(1) = y1z[y2, y1, y1],

f 1
(2,1,1),(1) = −[y1, y3, [y1, y2]]z,

f 2
(2,1,1),(1) = (−[y2, y3, y

2
1] + [y1, y3, y2y1]− [y1, y1, y3y1])z,

f 3
(2,1,1),(1) = z[y1, y3, [y1, y2]],

f 4
(2,1,1),(1) = z(−[y2, y3, y

2
1] + [y1, y3, y2y1]− [y1, y1, y3y1]),

f 5
(2,1,1),(1) = −y1z[y2, y3, y1] + y2z[y1, y3, y1]− y3z[y1, y2, y1],

f 6
(2,1,1),(1) = [y2, y1, y1]zy3 − [y3, y1, y1]zy2 − [y3, y2, y1]zy1,

f 1
(2,2),(1) = ([y2, y1, y2, y1] + 2[y1, y2, y1]y2 + [y2

2, y1, y1])z,

f 2
(2,2),(1) = ([y2

2, y1, y1] + [y1, y2, y2y1])z,

f 3
(2,2),(1) = z([y2, y1, y2, y1] + 2[y1, y2, y1]y2 + [y2

2, y1, y1]),

f 4
(2,2),(1) = z([y2

2, y1, y1] + [y1, y2, y2y1]),

f 5
(2,2),(1) = −[y1, y2, y1]zy2 − [y2, y1, y2]zy1,

f 6
(2,2),(1) = −y1z[y2, y1, y1]− y2z[y1, y2, y1].

Observação 4.3.2 Usando a igualdade de Jacobi, temos que:

[y1, y2, y3] = 1
3
([y1 + y3, y2, y1 + y3] + [y2 − y3, y1, y2 − y3]− [y1, y2, y1]

−[y2, y1, y2]− [y3, y1 + y2, y3])

o que implica que 〈[y1, y2, y3]〉T2
= 〈[y1, y2, y1]〉T2

, de acordo com o caso n = 3.
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Agora sim, podemos enunciar e provar o principal resultado da seção.

Teorema 4.3.3 As identidades graduadas de M =

(
E 0
0 E

)
⊕
(

0 E
E 0

)
de

graus menores ou iguais a 5 são geradas pelo subconjunto de Id 2(M) formado por:

f1 = [y1, y2, y3], f2 = [St3(z1, z2, z3), z
2
1 ], f3 = z1[z

2
1 , z2]z2 − z2[z

2
1 , z2]z1

e f4 = [z2
1 , z2] ◦ [z2, z1].

Demonstração. Seja f = f(y1, ..., yr, z1, ..., zn) ∈ Id 2(M) onde 2 < n = degf ≤
5. Suponhamos que r = n, ou seja, f só possui variáveis em Y e que f =∑
ασyσ(1)yσ(2)...yσ(n). Então, para quaisquer a1, a2, ..., an ∈ E e ȳi =

(
ai 0
0 0

)
∈

M teremos

0 = f(ȳ1, ȳ2, ..., ȳn) =
∑
ασȳσ(1)ȳσ(2)...ȳσ(n)

=
∑
ασ

(
aσ(1)aσ(2)...aσ(n) 0

0 0

)
=

( ∑
ασaσ(1)...aσ(n) 0

0 0

)
,

o que implica
∑
ασaσ(1)...aσ(n) = 0, isto é, f ∈ 〈[y1, y2, y3]〉T . Agora, suponhamos

que 0 ≤ r < n. Como F é infinito e, portanto, Id 2(M) é gerado pelo seu subconjunto
de polinômios multihomogêneos, podemos supor que f é multihomogêneo. Então
f ∈ Id 2(M) ∩Wr,n−r e o resultado segue diretamente do lema acima.

4.4 Polinômios centrais Z2-graduados de M

Consideremos:

Q = {f = f(y1, ..., yr, z1, ..., zn−r) ∈ F 〈Y ∪ Z〉 | 0 ≤ r ≤ n,∀a1, ..., ar ∈M0 e

∀ b1, ..., bn−r ∈M1, f(a1, ..., ar, b1, ..., bn−r) =

(
x 0
0 −x

)
, para algum x ∈ E0}

e

V = Id 2(M) +W

onde W é o T2-espaço gerado por g1 = [[z1, z2], [z3, z4]] e g2 = [z1 ◦ z2, z3 ◦ z4].

O resultado principal desta seção garante que V = C 2(M), ou seja, W é o
T2−espaço complementar de Id 2(M) em C 2(M). Agora vamos obter alguns lemas
necessários para concluirmos este resultado.
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Lema 4.4.1 Temos que:

1. g1 = [[z1, z2], [z3, z4]] e g2 = [z1 ◦z2, z3 ◦z4] são elementos de C 2(M)\Id 2(M).

2. Se w1, w2, w3, w4 ∈ F1 então [w1 ◦ w2, [w3, w4]] ∈ Q.

3. V ⊆ C 2(M).

Demonstração. Seja z̄i =

(
0 ai

bi 0

)
∈ M1, onde ai = ai,0 + ai,1 ∈ E e

bi = bi,0 + bi,1 ∈ E com ai,0, bi,0 ∈ E0 e ai,1, bi,1 ∈ E1, para todo i = 1, 2, 3, 4.
Então

[z̄i, z̄j]=

(
aibj − ajbi 0

0 biaj − bjai

)
=

 aibj − ajbi 0
0 −(aibj−ajbi) + 2bi,1aj,1−2bj,1ai,1︸ ︷︷ ︸

∈E0



z̄i ◦ z̄j =

(
aibj + ajbi 0

0 biaj + bjai

)
=

 aibj + ajbi 0
0 (aibj +ajbi) + 2bi,1aj,1+2bj,1ai,1︸ ︷︷ ︸

∈E0


para todo i, j = 1, 2, 3, 4. O que implica

g1(z̄1, ..., z̄4)= [[z̄1, z̄2], [z̄3, z̄4]]=

[a1b2−a2b1, a3b4−a4b3] 0
0 [a1b2−a2b1, a3b4−a4b3]︸ ︷︷ ︸

∈E0

∈Z(M)

e

g2(z̄1, ..., z̄4)= [z̄1 ◦ z̄2, z̄3 ◦ z̄4]=

[a1b2+a2b1, a3b4+a4b3] 0
0 [a1b2+a2b1, a3b4+a4b3]︸ ︷︷ ︸

∈E0

∈Z(M),

pois Z(M) =

{(
a 0
0 a

)
| a ∈ E0

}
. Portanto, g1, g2 ∈ C 2(M). Agora, tome, em

particular, a1 = v1, a3 = v2, b2 = 1 = b4 e a2 = a4 = b1 = b3 = 0.

Assim,

g1(z̄1, z̄2, z̄3, z̄4) = g2(z̄1, z̄2, z̄3, z̄4) =

(
2v1v2 0

0 2v1v2

)
6= 0.

E, portanto, g1, g2 ∈ C 2(M) \ Id 2(M) e o item 1 está provado. Diretamente
deste item segue que V ⊆ C 2(M).



Polinômios centrais Z2-graduados de M 85

Agora, dados w1, w2, w3, w4 ∈ F1 quaisquer, notamos que para provar [w1 ◦
w2, [w3, w4]] ∈ Q basta mostrar que [z1 ◦ z2, [z3, z4]] ∈ Q. Mas, pelos cálculos acima,
temos

[z̄1 ◦ z̄2, [z̄3, z̄4]]=

[a1b2+a2b1, a3b4−a4b3] 0
0 − [a1b2+a2b1, a3b4−a4b3]︸ ︷︷ ︸

∈E0

 =

(
x 0
0 −x

)

com x ∈ E0; para quaisquer z̄i =

(
0 ai

bi 0

)
∈ M1 onde ai, bi ∈ E, para todo

i = 1, 2, 3, 4. Logo, [z1 ◦ z2, [z3, z4]] ∈ Q e o resultado segue.

Lema 4.4.2 Sejam m e k inteiros pares tais que 0 ≤ k < m. Para quaisquer
wi ∈ F1, temos que módulo V :

1. [w0w1w2...wk, wk+1wk+2...wm−1] ≡ w0(w1w2...wm−1)− (w1w2...wm−1)w0 + h

2. [w1w2...wk, wk+1wk+2...wm] ≡ h
′

onde h, h
′ ∈ Q.

Demonstração. Se k = 0 então, para quaisquer wi ∈ F1, temos

[w0, w1w2...wm−1] = w0(w1w2...wm−1)− (w1w2...wm−1)w0.

E, portanto, o resultado segue. Considere que 2 ≤ k < m.

Temos que:

[abc, d] = [a, bcd]+
1

4
[[c, b], [a, d]]+

1

4
[a ◦d, [c, b]]− 1

4
[c ◦ b, [a, d]]+ 1

4
[c ◦ b, a ◦d] (4.1)

e

[ab, cd] =
1

4
[[a, b], [c, d]]− 1

4
[c ◦ d, [a, b]] +

1

4
[a ◦ b, [c, d]] +

1

4
[a ◦ b, c ◦ d]. (4.2)

Então, para todo inteiro 1 ≤ l < k ı́mpar e para quaisquer wi ∈ F1, temos, por
(4.1), que

[w0w1...wk, wk+1...wm−1] = [w0, w1...wm−1]

+
1

4
[[wl+1...wk, w1...wl], [w0, wk+1...wm−1]]
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+
1

4
[w0 ◦ (wk+1...wm−1), [wl+1...wk, w1...wl]]︸ ︷︷ ︸

h1

− 1

4
[(wl+1...wk) ◦ (w1...wl), [w0, wk+1...wm−1]]︸ ︷︷ ︸

h2

+
1

4
[(wl+1...wk) ◦ (w1...wl), w0 ◦ (wk+1...wm−1)]

= w0(w1w2...wm−1)− (w1w2...wm−1)w0

+ h1 − h2︸ ︷︷ ︸
h

+ ϕ([[z1, z2], [z3, z4]] + [z1 ◦ z2, z3 ◦ z4])

onde h ∈ Q, pelo lema anterior, e ϕ ∈ Endgr(F 〈Y ∪ Z〉) é tal que ϕ(z1) =
1
2
wl+1...wk, ϕ(z2) = 1

2
w1...wl, ϕ(z3) = w0 e ϕ(z4) = wk+1...wm−1, pois l e k − l

são ı́mpares e w0, w1, ..., wm−1 ∈ F1.

E ainda, se k + 1 ≤ s < m é ı́mpar, por (4.2), segue que

[w1...wk, wk+1...wm] =
1

4
[[w1...wl, wl+1...wk], [wk+1...ws, ws+1...wm]]

− 1

4
[wk+1...ws ◦ ws+1...wm, [w1...wl, wl+1...wk]]︸ ︷︷ ︸

h1

+
1

4
[w1...wl ◦ wl+1...wk, [wk+1...ws, ws+1...wm]]︸ ︷︷ ︸

h2

+
1

4
[w1...wl ◦ wl+1...wk, wk+1...ws ◦ ws+1...wm]

= −h1 + h2︸ ︷︷ ︸
h′

+ψ([[z1, z2], [z3, z4]] + [z1 ◦ z2, z3 ◦ z4])

onde h
′ ∈ Q, pelo lema anterior, e ψ ∈ Endgr(F 〈Y ∪ Z〉) é tal que ψ(z1) =

1
2
w1w2...wl, ψ(z2) = 1

2
wl+1wl+2...wk, ψ(z3) = wk+1wk+2...ws e ψ(z4) = ws+1ws+2...wm,

pois l, k − l, s− k e m− s são ı́mpares e w1, w2, ..., wm ∈ F1.

Como W ⊆ V , onde W é o T2-espaço gerado por [[z1, z2], [z3, z4]] e [z1 ◦z2, z3 ◦z4],
segue que, módulo V ,

[w0w1w2...wk, wk+1wk+2...wm−1] ≡ w0(w1w2...wm−1)− (w1w2...wm−1)w0 + h

e
[w1w2...wk, wk+1wk+2...wm−1] ≡ h

′
,

onde h, h
′ ∈ Q, como queŕıamos.
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Lema 4.4.3 Se f = f(y1, ..., yr, z1, ..., zn−r) ∈ P 2
r,m com 4 ≤ m = n− r par, então

f ≡ z1h1 + h2z1 + h mod V

onde h1 = h1(y1, ..., yr, z2, ..., zm), h2 = h2(y1, ..., yr, z2, ..., zm) são multilineares e
h = h(y1, ..., yr, z1, ..., zm) ∈ Q.

Demonstração. Como f ∈ P 2
r,m temos que

f = f(y1, ..., yr, z1, ..., zm) =
∑
σ∈Sn

ασuσ(1)...uσ(n),

onde ασ ∈ F , ui = yi, para i = 1, ..., r, e ur+j = zj, para j = 1, ...,m.

Considere S = {σ ∈ Sn | σ(1) 6= r + 1, σ(n) 6= r + 1} e reescreva f como

f=z1

 ∑
σ∈{σ|σ(1)=r+1}

ασuσ(2)...uσ(n)

+
 ∑
σ∈{σ|σ(n)=r+1}

ασuσ(1)...uσ(n−1)

z1+
∑
σ∈S

ασuσ(1)...uσ(n)︸ ︷︷ ︸
f1

.

Note que S = S1 ∪ S2 onde

S1 = {σ ∈ S| uσ(k+1)...uσ(n) tem um número par de z’s se σ(k) = r + 1}

e

S2 = {σ ∈ S| uσ(k+1)...uσ(n) tem um número ı́mpar de z’s se σ(k) = r + 1}.

Então

f1 =
∑
σ∈S

ασuσ(1)...uσ(n) =
∑
σ∈S1

ασuσ(1)...uσ(n)︸ ︷︷ ︸
f2

+
∑
σ∈S2

ασuσ(1)...uσ(n)︸ ︷︷ ︸
f3

.

Mas, para cada σ ∈ S1 temos

ασuσ(1)...uσ(n) = ασuσ(k)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1) − ασ[uσ(k)...uσ(n), uσ(1)...uσ(k−1)]

=ασz1uσ(k+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1)−ασ[z1uσ(k+1)...uσ(n), uσ(1)...uσ(k−1)].

Como uσ(k+1)...uσ(n) tem um número par de z’s e m é par então uσ(1)...uσ(k−1) tem
um número ı́mpar de z’s.
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Assim, escrevendo

uσ(1)...uσ(n) = uσ(1)...uσ(k−1)uσ(k)uσ(k+1)...uσ(n) = wl+1...wm−1z1w1...wl,

onde wi’s são monômios contendo apenas uma variável z distinta de z1 e l é par,
temos que ασuσ(1)...uσ(n) = ασz1w1...wlwl+1...wm−1−ασ [z1w1...wl, wl+1...wm−1]︸ ︷︷ ︸

Mσ

onde

m− (l + 1) é ı́mpar.

Pelo Lema 4.4.2, temos que

Mσ ≡ (z1(w1w2...wm−1)− (w1w2...wm−1)z1 + h
′

σ) mod V

onde h
′
σ ∈ Q. Logo, ασuσ(1)...uσ(n) ≡ (ασ(w1w2...wm−1)z1 − ασh

′
σ) mod V e,

portanto, ασuσ(1)...uσ(n) ≡ ((uσ(k+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1))z1 − ασh
′
σ) mod V , onde

h
′
σ ∈ Q, para todo σ ∈ S1.

Assim,

f2 ≡


[∑

σ∈S1

ασ(uσ(k+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1))

]
︸ ︷︷ ︸

h2
′

z1 +

(
−
∑
σ∈S1

ασh
′

σ

)
︸ ︷︷ ︸

h2
′′

 mod V

ou seja, f2 ≡ (h2
′z1 + h2

′′) mod V onde h2
′ = h2

′(y1, ..., yr, z2, ..., zm) é multilinear
e h2

′′ = h2
′′(y1, ..., yr, z1, ..., zm) ∈ Q.

Agora mostremos que f3 ≡ (z1h3
′ + h3

′′) mod V com h3
′ = h3

′(y1, ..., yr, z2, ..., zm)
multilinear e h3

′′ = h3
′′(y1, ..., yr, z1, ..., zm) ∈ Q. Para isto, tome σ ∈ S2 e suponha

que uσ(1)...uσ(k−1) tenha pelo menos uma variável z. Neste caso, considere

ασuσ(1)...uσ(n) = ασz1uσ(k+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1)−ασ[z1uσ(k+1)...uσ(n), uσ(1)...uσ(k−1)].

Como m é par temos que z1uσ(k+1)...uσ(n) e uσ(1)...uσ(k−1) têm um número par de
z’s. Portanto, usando o racioćınio anterior e o Lema 4.4.2, podemos mostrar que

ασuσ(1)...uσ(n) ≡ (ασz1uσ(k+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1) − ασh
′

σ) mod V

onde h
′
σ ∈ Q.

Agora suponha que uσ(1)...uσ(k−1) não tenha variável z. Tome k < s < n tal
que uσ(k)︸︷︷︸

z1

uσ(k+1)...uσ(s) e uσ(s+1)uσ(s+2)...uσ(n) tenha um número par de z’s. Isto é
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posśıvel, pois m ≥ 4. Agora, considere

uσ(1)...uσ(n) = uσ(1)...uσ(k−1)z1uσ(k+1)...uσ(s)uσ(s+1)...uσ(n)

= z1uσ(k+1)...uσ(s)uσ(1)...uσ(k−1)uσ(s+1)...uσ(n)

+ uσ(s+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1)z1uσ(k+1)...uσ(s)

− uσ(s+1)...uσ(n)z1uσ(k+1)...uσ(s)uσ(1)...uσ(k−1)

+ [uσ(1)...uσ(k−1), z1...uσ(s), uσ(s+1)...uσ(n)].︸ ︷︷ ︸
∈Id 2(M)

Por outro lado

uσ(s+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1)z1...uσ(s) = z1uσ(k+1)...uσ(s)uσ(s+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1)

− [z1uσ(k+1)...uσ(s), uσ(s+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1)]

e

uσ(s+1)...uσ(n)z1...uσ(s)uσ(1)...uσ(k−1) = z1uσ(k+1)...uσ(s)uσ(1)...uσ(k−1)uσ(s+1)...uσ(n)

− [z1uσ(k+1)...uσ(s)uσ(1)...uσ(k−1), uσ(s+1)...uσ(n)].

Usando o Lema 4.4.2 temos que existem h
′′
σ, h

′′′
σ ∈ Q tais que, módulo V ,

uσ(s+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1)z1...uσ(s) ≡ z1...uσ(s)uσ(s+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1) − h
′′

σ

e

uσ(s+1)...uσ(n)z1...uσ(s)uσ(1)...uσ(k−1) ≡ z1...uσ(s)uσ(1)...uσ(k−1)uσ(s+1)...uσ(n) − h
′′′

σ .

Portanto

ασuσ(1)...uσ(n) ≡

ασz1

(
uσ(k+1)...uσ(n)uσ(1)...uσ(k−1)

)
− ασ

(
h
′′

σ − h
′′′

σ

)
︸ ︷︷ ︸

∈Q

 mod V.

Logo, existem h3
′=h3

′(y1, ..., yr, z2, ..., zm) multilinear e h3
′′=h3

′′(y1, ..., yr, z1, ..., zm)
pertencente a Q tais que f3 ≡ z1h3

′ + h3
′′ mod V .
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Assim,

f1 ≡ (h2
′z1 + z1h3

′ + h) mod V

onde h = h2
′′ + h3

′′ ∈ Q. O que implica em

f ≡ (z1h1 + h2z1 + h) mod V

onde h1 = h1(y1, ..., yr, z2, ..., zm), h2 = h2(y1, ..., yr, z2, ..., zm) são polinômios multi-
lineares e h = h(y1, ..., yr, z1, ..., zm) ∈ Q, como queŕıamos.

Lema 4.4.4 Se f = f(y1, ..., yr, z1, ..., zm) ∈ C 2(M)∩P gr
r,m com 4 ≤ m = n− r par,

então f ∈ V .

Demonstração. Seja f = f(y1, ..., yr, z1, ..., zn−r) ∈ C 2(M) ∩ P gr
r,n−r tal que 4 ≤

m = n− r é par.

Pelo Lema 4.4.3 existem h1 = h1(y1, ..., yr, z2, ..., zm), h2 = h2(y1, ..., yr, z2, ..., zm)
multilineares e h = h(y1, ..., yr, z1, ..., zm) pertencente a Q tais que

f ≡ (z1h1 + h2z1 + h) mod V.

Afirmamos que h1, h2, h ∈ Id 2(M). Primeiramente, mostraremos que h1 ∈
Id 2(M). Sejam a1, ..., ar ∈M0 e b2, ..., bm ∈M1 quaisquer. Queremos mostrar que
h1(a1, ..., ar, b2, ..., bm) = 0. Como m − 1 é ı́mpar temos que h1(a1, ..., ar, b2, ..., bm),
h2(a1, ..., ar, b2, ..., bm) ∈M1. Portanto, considere que

h1(a1, ..., ar, b2, ..., bm) =

(
0 a
b 0

)
e h2(a1, ..., ar, b2, ..., bm) =

(
0 c
d 0

)
onde a, b, c, d ∈ E.

Suponha que a 6= 0 e tome v ∈ E tal que va 6= 0 e va /∈ E0. Isto é posśıvel, pois
basta tomar v tal que

v =


vs, se a ∈ E0

vsvs+1, se a ∈ E1

1, se a /∈ E0 e a /∈ E1

onde vs, vs+1 ∈ E1 e não aparecem na descrição de a.
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Portanto, se considerarmos b1 =

(
0 0
v 0

)
∈ M1, h(a1, ..., ar, b1, ..., bm) =(

x 0
0 −x

)
, com x ∈ E0, e g = z1h1 + h2z1 + h segue que

g(a1, ..., ar, b1, ..., bm) = b1h1(a1, ..., ar, b2, ..., bm) + h2(a1, ..., ar, b2, ..., bm)b1

+ h(a1, ..., ar, b1, ..., bm)

=

(
0 0
v 0

)(
0 a
b 0

)
+

(
0 c
d 0

)(
0 0
v 0

)
+

(
x 0
0 −x

)
=

(
cv + x 0

0 va− x

)
.

Por outro lado, como [(z1h1 + h2z1 + h) − f ] ∈ V ⊆ C 2(M) e f ∈ C 2(M),
então g ∈ C 2(M). E, portanto, va − x ∈ E0 o que implica va ∈ E0, pois x ∈ E0.
Mas, isto é uma contradição com a construção de v. Logo, a = 0.

Da mesma maneira, podemos concluir que b = 0. Basta tomar b1 =

(
0 v
0 0

)
∈

M1. Assim, h1(a1, ..., ar, b2, ..., bm) = 0, como queŕıamos.

Analogamente, é posśıvel concluir que h2 ∈ Id 2(M). Logo, (z1h1 + h2z1) ∈
Id 2(M) ⊆ V ⊆ C 2(M), o que implica h ∈ C 2(M), pois h ≡ (f−z1h1 − h2z1) mod V .

Agora mostraremos que h ∈ Id 2(M). Sejam a1, ..., ar ∈ M0 e b1, ..., bm ∈ M1

quaisquer. Como h ∈ C 2(M) ∩Q então

h(a1, ..., ar, b1, ..., bm) =

(
a 0
0 a

)
=

(
x 0
0 −x

)
,

onde a, x ∈ E0. Mas, isto só é posśıvel se a = x = 0, o que implica h(a1, ..., bm)=0.
Com isso, concluimos que f ∈ V , como queŕıamos.

Note que não é posśıvel obtermos o resultado anterior para m = 2 usando a
mesma argumentação dada na demonstração. Para resolver este problema usaremos
a seguinte observação.

Observação 4.4.5 Sejam L um T2-ideal contendo o comutador [y1, y2, y3] e M =
uσ(1)uσ(2)...uσ(r) onde σ ∈ Sr e ui ∈ F0, para todo i = 1, 2, ..., r. Então, para cada
1 ≤ s ≤ r, é posśıvel reescrever M módulo L como combinação linear sobre F de
polinômios dos tipos

ui1ui2 ...uik1
us[uj1 , uj2 ]...[uj2k2−1

, uj2k2
] e ui

′
1
ui

′
2
...ui′s1

[uj
′
1
, uj

′
2
]...[uj

′
2s2−1

, us]

onde i1 < i2 < ... < ik1; j1 < j2 < ... < j2k2; i
′
1 < i

′
2 < ... < i

′
s1

; j
′
1 < j

′
2 < ... < j

′
2s2−1

e {i1, i2, ..., ik1 , j1, j2, ..., j2k2 , s} = {1, 2, ..., r} = {i′1, i
′
2, ..., i

′
s1
, j

′
1, j

′
2, ..., j

′
2s2−1, s}.
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De fato, considere 1 ≤ s ≤ r tal que s = σ(k), para algum 1 ≤ k ≤ r, e veja

yσ(1)...yσ(r) = yσ(1)...yσ(k−1)ysyσ(k+1)...yσ(r)

= yσ(1)...yσ(k−1)yσ(k+1)ys...yσ(r) − yσ(1)...yσ(k−1)[yσ(k+1), ys]yσ(k+2)...yσ(r),

o que implica que, módulo L,

yσ(1)...yσ(r) ≡ yσ(1)...yσ(k−1)yσ(k+1)ysyσ(k+2)...yσ(r)−yσ(1)...yσ(k−1)yσ(k+2)...yσ(r)[yσ(k+1),ys].

Repetindo este processo sucessivamente, temos que

yσ(1)...yσ(r) = yσ(1)...yσ(k−1)yσ(k+1)yσ(k+2)...yσ(r)ys−yσ(1)...yσ(k−1)yσ(k+2)...yσ(r)[yσ(k+1),ys]

−
r∑

l = k+2

yσ(1)...yσ(k−1)yσ(k+1)...yσ(l−1)yσ(l+1)...yσ(r)[yσ(l), ys] mod L.

Agora, usando a Observação 2.3.1 para os monômios yσ(1)...yσ(k−1)yσ(k+1)...yσ(r),
yσ(1)...yσ(k−1)yσ(k+2)...yσ(r) e yσ(1)...yσ(k−1)yσ(k+1)...yσ(l−1)yσ(l+1)...yσ(r), usando 2.16 e
2.17 e o endomorfismo φ ∈ F 〈Y ∪ Z〉 tal que φ(yl) = ul, para todo l = 1, ..., r, o
resultado segue.

Daqui em diante, dado qualquer conjunto I = {d1, d2, ..., dk}, vamos escrever
O(I) para indicar a ordenação d1 < d2 < ... < dk.

Lema 4.4.6 Se f = f(y1, ..., yr, z1, z2) ∈ C 2(M) ∩ P 2
r,2 então f ∈ V .

Demonstração. Não é dif́ıcil ver que podemos escrever P 2
r,2 = V1 ⊕ V2 ⊕ V3 onde

V1 = spanF{wσ(1)...wσ(r+1)|σ ∈ Sr+1, wi = yi se i = 1, ..., r e wr+1 = z1z2}

V2 = spanF{wσ(1)...wσ(r+1)|σ ∈ Sr+1, wi = yi se i = 1, ..., r e wr+1 = z2z1}

e V3 = P gr
r,2 \ (V1 ⊕ V2).

Agora, seja f = f(y1, ..., yr, z1, z2) ∈ C 2(M) ∩ P 2
r,2 tal que f = f1 + f2 + f3 onde

fi ∈ Vi, para i = 1, 2, 3. Como [y1, y2, y3] ∈ Id 2(M) ⊆ V segue, pela Observação
4.4.5, que, módulo Id 2(M), podemos reescrever

f1 ≡
∑

O(I),O(J)

αIyi1 ...yik1
z1z2[yj1 , yj2 ]...[yj2k2−1

, yj2k2
]+
∑

O(I′ ),O(J ′ )

αI′yi
′
1
...yi

′
r1
[yj

′
1
, yj

′
2
]...[yj

′
2r2−1

, z1z2]

f2 ≡
∑

O(I),O(J)

βI yi1 ...yik1
z2z1[yj1 , yj2 ]...[yj2k2−1

, yj2k2
] +
∑

O(I′ ),O(J ′ )

βI′ yi
′
1
...yi

′
r1
[yj

′
1
, yj

′
2
]...[yj

′
2r2−1

, z2z1]
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e

f3 ≡
∑

O(I1), O(I2)
O(I3), O(I4)

αI1,I2,I3,I4yl1...yls1
(z1yt1...yts2

[yq1 , yq2 ]...[yq2s3−1 ,yq2s3
]z2)[ym1 ,ym2 ]...[ym2s4−1 ,ym2s4

]

+
∑

O(I1), O(I2)
O(I3), O(I4)

βI1,I2,I3,I4yl1...yls1
(z2yt1...yts2

[yq1 , yq2 ]...[yq2s3−1 ,yq2s3
]z1)[ym1 ,ym2 ]...[ym2s4−1 ,ym2s4

]

+
∑

O(I
′
1), O(I2)

O(I3), O(I
′
4)

αI
′
1,I2,I3,I

′
4
yl

′
1
...yl′n1

[ym
′
1
, ym

′
2
]...[ym

′
2n4−1

, (z1yt1 ...yts2
[yq1 , yq2 ]...[yq2s3−1 , yq2s3

]z2)]

+
∑

O(I
′
1), O(I2)

O(I3), O(I
′
4)

βI
′
1,I2,I3,I

′
4
yl

′
1
...yl′n1

[ym
′
1
,ym

′
2
]...[ym

′
2n4−1

,(z2yt1 ...yts2
[yq1 , yq2 ]...[yq2s3−1 , yq2s3

]z1)]

onde I = {i1, ..., ik1},I
′

= {i′1, ..., i
′
r1
}, J = {j1, ..., j2k2}, J

′
= {j ′1, ..., j

′
2r2−1}, I1 =

{l1, ..., ls1}, I2 = {t1, ..., ts2}, I3 = {q1, ..., q2s3}, I4 = {m1, ...,m2s4}, I
′
1 = {l′1, ..., l

′
n1
},

I
′
4 = {m′

1, ...,m
′
2n4
}, I1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ I4 = {1, ..., r} = I

′
1 ∪ I2 ∪ I3 ∪ I

′
4 e I2 ∪ I3 6= ∅.

Note ainda que podemos indexar α e β somente por I(ou por I
′
) sem perder a

generalidade, pois, para cada I(ou I
′
) escolhido, existe uma única maneira de se

dispor os comutadores com as variáveis y’s restantes, já que J = {1, 2, ..., r} \ I,
J
′
= {1, 2, ..., r} \ I ′ , j1 < j2 < ... < j2k2 e j

′
1 < j

′
2 < ... < j

′
2r2−1.

Afirmamos que

αI1,I2,I3,I4 = βI1,I2,I3,I4 = αI
′
1,I2,I3,I

′
4

= βI
′
1,I2,I3,I

′
4

= αI = αI′ = βI = βI′ = 0

ou seja, fi ∈ Id 2(M) para todo i = 1, 2, 3.

Provemos inicialmente que αI1,I2,I3,I4 = 0. Para isto, tomemos:

al1 = ... = als1
= e11 =

(
1 0
0 0

)
⇒ [a, alk ] = 0, ∀ k = 1, ..., s1 e ∀ a ∈M0

at1 = ... = ats2
= e22 =

(
0 0
0 1

)
⇒ [a, atk ] = 0, ∀ k = 1, ..., s2 e ∀ a ∈M0

aql
=

(
0 0
0 vql

)
, ∀ l = 1, ..., 2s3 ⇒ [aqk

, aqk+1
] = 2vqk

vqk+1
e22, ∀ k = 1, 3, ..., 2s3−1

aml
=

(
vml

0
0 0

)
,∀l = 1, ..., 2s4 ⇒ [amk

, amk+1
] = 2vmk

vmk+1
e11, ∀k = 1, 3, ..., 2s4 − 1

b1 = e12 =

(
0 1
0 0

)
e b2 = e21 =

(
0 0
1 0

)
.
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Desde que e11e22 = 0, temos que f1(a1, .., ar, b1, b2) = f2(a1, .., ar, b1, b2) = 0. E como

b1at1 ...ats2
[aq1 , aq2 ]...[aq2s3−1 , aq2s3

]b2 = a0e22 onde a0 ∈ E0 ⇒

[a, b1at1 ...ats2
[aq1 , aq2 ]...[aq2s3−1 , aq2s3

]b2] = 0; ∀ a ∈M0

e
b2al1 ...als1

[am1 , am2 ]...[am2s4−1 , am2s4
]b1 = a

′

0e11 onde a
′

0 ∈ E0 ⇒
[a, b2al1 ...als1

[am1 , am2 ]...[am2s4−1 , am2s4
]b1] = 0; ∀ a ∈M0.

segue que

f3(a1, ..., ar, b1, b2) = αI1,I2,I3,I4(e11)(e12)(e22)(2
s3vq1...vq2s3

e22)(e21)(2
s4vm1...vm2s4

e11)

+ βJ1,J2,J3,J4(e22)(e21)(e11)(2
s4vm1...vm2s4

e11)(e12)(2
s3vq1...vq2s3

e22)

= 2s3+s4

(
αI1,I2,I3,I4vq1 ...vq2s3

vm1 ...vm2s4
0

0 βJ1,J2,J3,J4vm1 ...vm2s4
vq1 ...vq2s3

)
onde J1 = I2, J2 = I1, J3 = I4, J4 = I3. Assim,

f(a1, .., ar, b1, b2) = 2s3+s4

(
αI1,I2,I3,I4vq1 ...vq2s3

vm1 ...vm2s4
0

0 βJ1,J2,J3,J4vm1 ...vm2s4
vq1 ...vq2s3

)
.

Como f ∈ C 2(M) temos que

αI1,I2,I3,I4vq1 ...vq2s3
vm1 ...vm2s4

=βJ1,J2,J3,J4 vm1 ...vm2s4︸ ︷︷ ︸
∈E0

vq1 ...vq2s3
⇒ αI1,I2,I3,I4 =βJ1,J2,J3,J4 .

De maneira análoga, se tomarmos

b
′

1 = vr+1e12 =

(
0 vr+1

0 0

)
e b

′

2 = vr+2e21 =

(
0 0
vr+2 0

)
teremos

f(a1, .., ar, b
′

1, b
′

2) = 2s3+s4

(
αI1,I2,I3,I4vr+1vq1 ...vq2s3

vr+2vm1 ...vm2s4
0

0 βJ1,J2,J3,J4vr+2vm1 ...vm2s4
vr+1vq1 ...vq2s3

)

= 2s3+s4vq1 ...vq2s3
vm1 ...vm2s4

(
αI1,I2,I3,I4vr+1vr+2 0

0 βJ1,J2,J3,J4vr+2vr+1

)
.

Como f ∈ C 2(M), segue que

αI1,I2,I3,I4vr+1vr+2 = βJ1,J2,J3,J4vr+2vr+1 ⇒ αI1,I2,I3,I4 = −βJ1,J2,J3,J4 .
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Portanto, αI1,I2,I3,I4 = βJ1,J2,J3,J4 = 0, como queŕıamos.

Analogamente, temos que βI1,I2,I3,I4 = 0. Agora, para mostrar que αI
′
1,I2,I3,I

′
4

=

βI
′
1,I2,I3,I

′
4

= 0 tomemos:

al
′
1

= ... = al′n1
= e11 =

(
1 0
0 0

)
⇒ [a, al

′
k
] = 0, ∀ k = 1, ..., n1 e ∀ a ∈M0

at1 = ... = ats2
= e22 =

(
0 0
0 1

)
⇒ [a, atk ] = 0, ∀ k = 1, ..., s2 e ∀ a ∈M0

aql
=

(
0 0
0 vql

)
, ∀ l = 1, ..., 2s3 ⇒ [aqk

, aqk+1
] = 2vqk

vqk+1
e22, ∀ k = 1, 3, 5, ..., 2s3−1

am
′
l
=

(
vm

′
l

0

0 0

)
,∀l = 1, ...,2n4−1 ⇒ [am

′
k
, am

′
k+1

] = 2vm
′
k
vm

′
k+1
e11, ∀ k = 1, 3, ...,2n4−2

b1 = e12 =

(
0 1
0 0

)
e b2 = vr+1e21 =

(
0 0
vr+1 0

)
.

Como

b1at1 ...ats2
[aq1 , aq2 ]...[aq2s3−1 , aq2s3

]b2 = 2s3 vq1 ...vq2s3︸ ︷︷ ︸
∈E0

vr+1e11 ⇒

[am
′
2n4−1

, b1at1 ...ats2
[aq1 , aq2 ]...[aq2s3−1 , aq2s3

]b2] = 2s3+1vq1 ...vq2s3
vm

′
2n4−1

vr+1e11

temos que f1(a1, .., ar, b1, b2) = f2(a1, .., ar, b1, b2) = 0 e

f3(a1, .., ar, b1, b2) = αI
′
1,I2,I3,I

′
4
(e11)(2vm

′
1
...2vm

′
2n4−3

vm
′
2n4−2

2s3+1vq1 ...vq2s3
vm

′
2n4−1

vr+1e11)

= 2n4+s3αI
′
1,I2,I3,I

′
4
vm

′
1
...vm

′
2n4−3

vm
′
2n4−2

vm
′
2n4−1

vq1 ...vq2s3
vr+1e11.

Assim,

f(a1, .., ar, b1, b2) = 2n4+s3

(
αI

′
1,I2,I3,I

′
4
vm

′
1
...vm

′
2n4−3

vm
′
2n4−2

vm
′
2n4−1

vq1 ...vq2s3
vr+1 0

0 0

)
.
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Como f ∈ C 2(M), temos que αI
′
1,I2,I3,I

′
4

= 0. De maneira análoga, se tomarmos

b
′

1 = vr+1e12 =

(
0 vr+1

0 0

)
e b

′

2 = e21 =

(
0 0
1 0

)
teremos

f(a1, .., ar, b
′

1, b
′

2) = 2n4+s3

(
βI

′
1,I2,I3,I

′
4
vm

′
1
...vm

′
2n4−3

vm
′
2n4−2

vm
′
2n4−1

vq1 ...vq2s3
vr+1 0

0 0

)

o que implica βI
′
1,I2,I3,I

′
4

= 0. Portanto, f3 ∈ Id 2(M). Agora, mostremos que fi ∈
Id 2(M) para i = 1, 2. Fixe I = {i1, ..., ik1} e tome

ai1 = ... = aik1
= e11 ⇒ [a, ais ] = 0, ∀ s = 1, ..., k1 e ∀ a ∈M0

ajl
=

(
vjl

0
0 0

)
, ∀ l = 1, ..., 2k2 ⇒ [ajs , ajs+1 ] = 2vjsvjs+1e11, ∀ s = 1, 3, ..., 2k2− 1

b1 = e12 e b2 = e21 Portanto,

f(a1, .., ar, b1, b2) = f1(a1, .., ar, b1, b2)+f2(a1, .., ar, b1, b2)︸ ︷︷ ︸
0

=

(
2k2αIvj1vj2 ...vjk2

0

0 0

)

de onde segue que αI = 0. Por outro lado, tomando I
′
= {i′1, ..., i

′
r1
},

ai
′
1

= ... = ai′r1
= e11 ⇒ [a, ai

′
s
] = 0, ∀ s = 1, ..., r1 e ∀ a ∈M0

aj
′
l
=

(
vj

′
l

0

0 0

)
, ∀ l = 1, ..., 2r2−1 ⇒ [aj′s

, aj
′
s+1

] = 2vj′s
vj

′
s+1
e11, ∀ s = 1, 3, ..., 2r2−3

e b1 = e12 e b2 = vr+1e21 temos que

f(a1, .., ar, b1, b2) = f1(a1, .., ar, b1, b2) + f2(a1, .., ar, b1, b2)︸ ︷︷ ︸
0

=

(
2r2αI′vj1vj2 ...vjr2−1vr+1 0

0 0

)
o que implica αI′ = 0 e, portanto, f1 ∈ Id 2(M). Analogamente, podemos provar
que f2 ∈ Id 2(M). E, portanto, f = f1 + f2 + f3 ∈ Id 2(M) ⊆ V , como queŕıamos.

Dos Lemas 4.4.4 e 4.4.6 segue o seguinte corolário.

Corolário 4.4.7 Se f = f(y1, ..., yr, z1, ..., zm) ∈ C 2(M)∩P gr
r,m com 2 ≤ m = n− r

par então f ∈ V .
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Finalmente, podemos obter o resultado principal desta seção.

Teorema 4.4.8 C 2(M) = V .

Demonstração. Pelo Lema 4.4.1 temos que V ⊆ C 2(M). Agora mostraremos
que C 2(M) ⊆ V . Seja f = f(y1, ..., yr, z1, ..., zn−r) ∈ C 2(M). Podemos supor que
f ∈ P 2

r,n−r.

Suponhamos inicialmente que n = r, ou seja, que f = f(y1, ..., yn) só dependa
das variáveis y’s. Pela Observação 2.3.1 segue que existe g ∈ Id 2(M) tal que

f = f(y1, ..., yn) =
∑

O(I), O(J)

αI yi1 .yi2 ...yik [yj1 , yj2 ][yj3 , yj4 ]...[yj2m−1 , yj2m ] + g

onde I = {i1, i2, ..., ik} e J = {1, ..., n} \ I. Afirmamos que αI = 0, para todo I.

De fato, considere

ai1 = ai2 = ... = aik = e11 =

(
1 0
0 0

)
e ajl

= vjl
e11 =

(
vjl

0
0 0

)
onde vjl

∈ E1, para todo l = 1, 2, ..., 2m com vjl
6= vjt , se l 6= t. Portanto, temos

f(a1, ..., an) = αI .e11.e11...e11.(2vj1vj2)e11...(2vj2m−1vj2m)e11 ,

pois

[ajl
, ajl+1

] =

[(
vjl

0
0 0

)
,

(
vjl+1

0
0 0

)]
=

(
2vjl

vjl+1
0

0 0

)
= (2vjl

vjl+1
)e11,

para todo l = 1, 2, ..., 2m, e [a0, ais ] = 0, para todo s = 1, 2, ..., k e para todo
a0 ∈ M0. Assim, f = f(a1, ..., an) = (2m.αI .vj1vj2 ...vj2m)e11. Por outro lado, f =

f(a1, ..., an) =

(
b0 0
0 b0

)
, para algum b0 ∈ E0, pois f ∈ C 2(M). Logo,(

b0 0
0 b0

)
=

(
2m.αI .vj1vj2 ...vj2m 0

0 0

)
⇒

b0 = 0 e 2m.αI .vj1vj2 ...vj2m = b0 = 0 ⇒ αI = 0

como queŕıamos. Portanto, f = g ∈ Id 2(M) ⊆ V .

Agora, considere que 0 < r < n. Neste caso, pelo menos uma variável z aparece
em cada monômio de f . Suponha que esta quantidade seja ı́mpar, isto é, n − r
seja ı́mpar. Então, para qualquer avaliação feita em f por a1, ..., ar, b1, ..., bn−r, onde
os ai’s estão em M0 e os bj’s estão em M1, para todo i = 1, 2, ..., r e para todo
j = 1, 2, ..., n− r, teremos

f(a1, ..., ar, b1, ..., bn−r) =

(
0 ∗
∗ 0

)
∈M1.
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Mas, como f ∈ C 2(M), segue que f(a1, ..., ar, b1, ..., bn−r) =

(
x0 0
0 x0

)
, para

algum x0 ∈ E0. E, portanto, f(a1, ..., ar, b1, ..., bn−r) = 0. Assim, f ∈ Id 2(M) ⊆ V .
Agora, se n − r é par, pelo Corolário 4.4.7, segue que f ∈ V e o resultado está
provado.



Considerações Finais

Dissemos no Caṕıtulo 3 que encontrar polinômios centrais ordinários de grau
maior ou igual a 9 para M2(E) usando o método constrúıdo aqui se tornou um
problema computacional. Isto acontece pois no momento de executar os algoritmos
para n ≥ 9 o tempo de processamento se torna enorme. O fato é que a ordem de
complexidade de algumas rotinas são exponenciais, devido ser grande o número de
possibilidades a serem testadas. Sendo assim, estamos propondo (através de um
projeto envolvendo um aluno da área de computação) implementar um programa
paralelo usando passagem de mensagens em um aglomerado de computadores (clus-
ter) para tentar resolver o problema.

No Caṕıtulo 4, obtivemos uma base finita para as identidades de grau até 5 de
M, mas seria interessante conseguirmos uma base finita para o T2-ideal Id 2(M).
Observe que, se isto é feito, os polinômios centrais estariam totalmente descritos.
Conjecturamos que as identidades até grau 5 são suficientes, ou seja, que Id 2(M) é
gerado pelas 4 identidades dadas no Teorema 4.3.3.

Além disso, temos a intenção de estender estes fatos, considerando M3(E) com
a seguinte Z3-graduação:

M3(E) =

 E 0 0
0 E 0
0 0 E

⊕

 0 E 0
0 0 E
E 0 0

⊕

 0 0 E
E 0 0
0 E 0


e provar para ela resultados semelhantes. Observe que, em geral, Mn(E) possui uma

Zn-graduação definida por Mn(E) =
⊕
l∈Zn

Ml onde

Ml =
⊕

i, j ∈ {1, ..., n};
j − i = l

ei,j(E) com ei,j(E) =


0 ... 0 ... 0
.
..

. . .
.
..

. . .
.
..

0 ... E ... 0
..
.

. . .
..
.

. . .
..
.

0 ... 0 ... 0

 → i ,

↓
j

podendo ser fruto de trabalhos futuros.
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