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Resumo

A Probabilidade, tao atil desde a sua criacdo, é uma das ferramentas mais
importantes e desafiadoras da Matemética, e por isso, € considerada tdo nobre.

Este trabalho tem como objetivo apresentar os principais conceitos da
Probabilidade voltada para o ensino médio, a fim de auxiliar o aluno no estudo
para o vestibular; analisar livros didaticos; observar problemas no processo de
ensino e aprendizagem do conteudo; propor sugestdes para obter melhores
resultados neste processo; analisar as competéncias e habilidades descritas
nos PCN'’s, ENEM, LDB e outros referenciais tedricos.

Este trabalho possui também um rico material didatico, com um vasto
banco de questbes ja resolvidas de vestibulares da UFMG, do ENEM, e de
outras instituicdes de ensino, proporcionando assim, maior interagdo entre o
aluno e o conteudo.

Dificilmente, uma boa prova de concurso deixa de lado uma questdo de

Probabilidade, o que justifica ainda mais a importancia do seu estudo.

Palavras-chave: Matematica, Probabilidade, competéncias e habilidades,
PCN's, LDB, vestibular, UFMG, ENEM.
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CAPITULO 1: INTRODUCAO

“A Educacdo é um processo que atua na formacdo do homem,
gue esta presente em todas as sociedades humanas e é inerente ao
homem como ser social e histérico. Sua existéncia esta
fundamentada na necessidade de formar as gera¢cbes mais novas,
transmitindo-lhes seus conhecimentos, valores e crencas dando-lhes
possibilidades para novas realizacdes. O préprio conceito de
Educacéo esta sujeito a um evoluir histérico, conforme o modo de
existir e de pensar das diferentes épocas (GONCALVES, 1997).”

1.1 A importancia do ensino da Probabilidade

De acordo com Lopes (2005), o estudo matematico é muito importante, pois
desenvolve o raciocinio l6gico, a capacidade de abstrair, generalizar, projetar e

prever resultados de eventos aleatérios e equiprovaveis.

Segundo os PCN's (Parametros Curriculares Nacionais), a probabilidade
desenvolve no estudante formas particulares de pensamentos, raciocinios e
atitudes que possibilitam o posicionamento critico, realizar previsées e assim,

tomar decisoes.

Segundo os estudos realizados por Lopes (2005) sobre os PCN's, a
probabilidade é extremamente Util na sociedade atual, devido a necessidade
que h& nos individuos de compreenderem as informacdes veiculadas e

fazerem previsdes que influenciam suas vidas pessoais e profissionais.

Devido a grande dificuldade apresentada por muitos professores
entrevistados em resolver certos problemas probabilisticos e ensinar a resolvé-

los aos alunos do ensino médio, escolheu-se este contetdo para ser estudado.

Costa (2005) pesquisou sobre a probabilidade no ensino médio e ressaltou
que o ensino da probabilidade no ensino médio pode se constituir em um
poderoso instrumento social, na medida em que permite ao estudante uma
melhor compreensao das estatisticas oficiais, tornando-o capacitado a exercer

mais conscienciosamente sua cidadania.



Em funcdo da importancia desse conteddo, ser4 apresentado, nesta
monografia, sugestdes para se trabalhar este conteldo de maneira que ele
esteja mais ligado com o cotidiano do aluno, sem desconsiderar a importancia
tedrica do assunto. O estudo deste contetdo devera ser realizado por meio de
uma abordagem histdrica, conceitos, exemplos préaticos, pesquisas e questdes
discursivas, que permitam ao aluno argumentar e refletir de forma critica sobre

0 que ele esta aprendendo.

1.2 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo observar problemas no processo de
ensino e aprendizagem do conteddo; propor sugestdes para obter melhores
resultados neste processo; analisar as competéncias e habilidades descritas
nos PCN’s - Parametros Curriculares Nacionais, LDB — Lei das Diretrizes e
Bases, e outros referenciais teéricos; verificar se a Probabilidade é realmente o
assunto mais desafiador numa prova de Matemética; proporcionar ao aluno um
material didatico composto por uma abordagem histérica, conceitos, exemplos
e uma vasta lista de exercicios resolvidos, com diversos niveis de dificuldade, a

fim de facilitar o estudo e a compreenséo deste nobre contetdo.

1.3 Metodologia

A metodologia adotada para a realizagdo desta monografia pode ser
descrita da seguinte forma: pesquisa sobre o tema nos PCN’s - Parametros
Curriculares Nacionais, LDB — Lei das Diretrizes e Bases, livros e sites,

elaboracdo de um material didatico e enquete.

A enquete foi realizada com o objetivo de verificar entre professores e
alunos se a Probabilidade é realmente o assunto mais desafiador da
Matematica. Foi criada uma pergunta e um publico alvo.

O resultado dessa enquete, assim como os gréficos gerados, encontram-
se na segao 2.7.

A metodologia utilizada para a realizagéo deste trabalho foi baseada no

roteiro de trabalho académico da Universidade Federal de Minas Gerais com a
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orientagcdo da Professora Edna Afonso Reis do Departamento de Estatistica da
UFMG.
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CAPITULO 2: COMPETENCIAS E HABILIDADES PEDAGOGICAS

“... a educacao tem como objetivo imediato o desenvolvimento da

capacidade de pensar, ndo apenas de ministrar conhecimentos”

SOCRATES (‘470-399 a . c.).
2.1 Recomendac8es do Ministério da Educag¢éo- MEC

No PCN de matematica para o Ensino Médio, ha uma divisdo em trés
blocos: Algebra - Nimeros e Funcdes, Geometria e Medidas e Anélise de
dados (inclui Contagem, Probabilidade e Estatistica).

O estudo da Analise de dados fica mais aprofundado e o estudante
devera, além de dominar os tépicos, interpreta-los criticamente e tomar
algumas decisfes. Além disso, na faixa etaria de 15 a 17 anos, espera-se que
o aluno abstraia, contextualize, compreenda as informagdes provenientes da
midia, com suas tabelas e graficos e reflita criticamente sobre seus
significados.

Como contetido escolar, deve-se aproximar do conteldo a realidade do

estudante, a fim de deixa-lo mais interessado e motivado para o estudo.

2.2 Lei de Diretrizes e Bases da Educagé&o Nacional - LDB

Em 1996, a nova Lei de Diretrizes e Bases da Educagdo, propds a
reforma do ensino no Pais. A elaboracéo deste trabalho segue as orientacdes e
tendéncias existentes na Lei n°® 9.3945, na Secao IV que trata do Ensino Médio,
através da RESOLUCAO CEB N° 36, que institui as Diretrizes Curriculares
Nacionais para o Ensino Médio, que foi homologada em 25 de junho de 1998.

A organizagdo dos curriculos do Ensino Médio segue uma base nacional
comum, que distribui 0 conhecimento em trés areas da seguinte maneira:
Ciéncias da Natureza e Matematica (Biologia, Fisica, Quimica e Matematica),
Linguagens e Caodigos, e Ciéncias Humana, onde o Artigo 10 da Lei 9.394,
trata das Ciéncias da Natureza, Matemética e suas Tecnologias, e 0s objetivos,
entre outros desta categoria, estdo destinados ao desenvolvimento de

habilidades e competéncias que permitam ao educando:



12

» Identificar variaveis relevantes e selecionar 0s procedimentos
necessarios para a producdo, andlise e interpretacdo de resultados de
processos ou experimentos cientificos e tecnolégicos;

» Compreender o caréater aleatorio e ndo deterministico dos fenébmenos
naturais e sociais e utilizar instrumentos adequados para medidas,
determinacé@o de amostras e célculo de probabilidades;

* Identificar, analisar e aplicar conhecimentos sobre valores de variaveis,
representados em gréficos, diagramas ou expressdes algébricas, realizando
previsao de tendéncias, extrapolagdes, interpolacdes e interpretacdes;

* Analisar qualitativamente dados quantitativos representados
graficamente ou algebricamente relacionados a contextos socioecondmicos,
cientificos ou cotidianos;

» Entender a importancia das tecnologias contemporéaneas de
comunicagdo e informacdo para o planejamento, gestdo, organizagdo e
fortalecimento do trabalho de equipe. (BRASIL, 1998, p. 46-55)

Segundo a LDB, os contetdos do bloco Analise de dados e Probabilidade
tém sido recomendados para todos os niveis da educacao béasica, em especial
para o ensino médio. Uma das razbes desse ponto de vista reside na
importancia das idéias de incerteza e de Probabilidade, associadas aos
chamados fendmenos aleatérios, presentes de forma essencial nos mundos
natural e social. O estudo desse bloco de contetdo possibilita aos alunos a
ampliacdo e formalizacdo de seus conhecimentos sobre o raciocinio
combinatdrio, probabilistico e estatistico.

Para dar aos alunos uma visdo apropriada da importancia dos modelos
probabilisticos no mundo de hoje, € importante que os alunos tenham
oportunidade de ver esses modelos em acdo. Por exemplo, é possivel simular
0 que ocorre em certa pesquisa de opinido estimando, com base em uma
amostra, a fragdo de bolas de determinada cor em uma caixa.

Os alunos devem fazer uma analise critica na discussdo de resultados de
investigacdes estatisticas ou na avaliacdo de argumentos probabilisticos que
se dizem baseados em alguma informacdo. A construcdo de argumentos
racionais baseadas em informacdes e observagdes, veiculando resultados
convincentes, exige o apropriado uso de terminologia estatistica e

probabilistica. E também com a aquisicdo de conhecimento em estatistica que
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os alunos se capacitam para questionar a validade das interpretacées de dados
e das representacfes gréaficas, veiculadas em diferentes midias, ou para
qguestionar as generalizagdes feitas com base em um Unico estudo ou em uma
pequena amostra.

O estudo da Combinatéria e da Probabilidade é essencial nesse bloco de
conteddo, pois os alunos precisam adquirir conhecimentos sobre o
levantamento de possibilidades e a medida da chance de cada uma delas. A
Combinatéria ndo tem apenas a funcdo de auxiliar o célculo das
probabilidades, mas tem inter-relacdo estreita entre as idéias de experimento
composto a partir de um espago amostral discreto e as operagdes
combinatorias.

A utilizag@o do diagrama de &rvores é importante para visualizar melhor a
conexao entre os experimentos compostos e a Combinatoria.

Ao estudar Probabilidade e chance, os alunos precisam entender
conceitos e palavras relacionadas a chance, incerteza e probabilidade, que
aparecem na nossa vida diariamente, particularmente na midia. Outras idéias
importantes incluem a compreensdo de que a probabilidade é uma medida de
incerteza, que os modelos sdo Uteis para simular eventos, para estimar
probabilidades, e que algumas vezes nossas intuicdes séo incorretas e podem
nos levar a uma conclusdo equivocada no que se refere a probabilidade e a
chance. Quando se trata de Probabilidade, a Unica certeza é a de que esta
variade 0 a 1.

Nas situacBes problema e nas experiéncias aleatdrias, os estudantes
precisam aprender a descrever 0s eventos, a levantar hipoteses, a observar as
frequéncias dos eventos, e utilizar a estatistica de tais frequéncias para estimar

a probabilidade de um determinado evento.
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2.3 O Programa Curricular Nacional do Ensino Médio para o Estudo da
Matemética — PCN

Com a sociedade da informacdo crescentemente globalizada, €
necessario que a Educagao se volte para o desenvolvimento das capacidades
de comunicagdo, de resolver problemas, de tomar decisbes, de fazer
inferéncias, de criar, de aperfeicoar conhecimentos, valores, e de trabalhar
cooperativamente.

Ao se estabelecer um primeiro conjunto de parametros para a
organizagdo do ensino de Mateméatica no Ensino Médio, pretende-se
contemplar a necessidade da sua adequagdo para o desenvolvimento e
promocéo de alunos, com diferentes motivagdes, interesses e capacidades,
criando condi¢des para a sua inser¢gdo num mundo em constante mudanca e
contribuindo para desenvolver as capacidades que deles seréo exigidas em
sua vida social e profissional. Em um mundo onde as necessidades sociais,
culturais e profissionais ganham novos contornos, todas as areas requerem
alguma competéncia em Matematica e a possibilidade de compreender
conceitos e procedimentos mateméticos € necesséria tanto para tirar
conclusbes e fazer argumentagdes, quanto para o cidaddo agir como
consumidor prudente ou tomar decisbes em sua vida pessoal e profissional.

A Matemética no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também desempenha
um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a vida cotidiana e
para muitas tarefas especificas em quase todas as atividades humanas.

Com o seu papel formativo, a Matematica contribui para o
desenvolvimento de processos de pensamento e a aquisicdo de atitudes, cuja
utilidade e alcance transcendem o ambito da propria Matematica, podendo
formar no aluno a capacidade de resolver problemas, gerando hébitos de
investigacdo, proporcionando confianga e amadurecimento para analisar e
enfrentar novas situagdes, proporcionando a formacéo de uma visdo ampla e
cientifica da realidade, a percep¢ao da beleza, da harmonia e da coeréncia, o
desenvolvimento da criatividade e de outras capacidades pessoais.

Quanto ao carater instrumental da Matematica no Ensino Médio, ela deve

ser vista pelo aluno como um conjunto de técnicas e estratégias para serem
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aplicadas a outras areas do conhecimento, assim como para a atividade
profissional. Ndo se trata de os alunos possuirem muitas e sofisticadas
estratégias, mas sim de desenvolverem a iniciativa e a seguranca para adapta-
las a diferentes contextos, usando-as adequadamente no momento oportuno.

Com isso, é necessario que o aluno perceba a Matematica como um
sistema de cAdigos e regras que a tornam uma linguagem de comunicagéo de
idéias, que permite modelar a realidade e interpreta-la.

Assim, os numeros e a algebra como sistemas de cédigos, a geometria na
leitura e interpretacdo do espago, a estatistica e a probabilidade na
compreensdo de fenbmenos em universos finitos sdo subareas da Matemética
especialmente ligadas as aplicacoes.

Contudo, a Matematica no Ensino Médio ndo possui apenas o carater
formativo ou instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com suas
caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba que
as definicdes, demonstragfes e encadeamentos conceituais e logicos tém a
funcdo de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que
servem para validar intuicGes e dar sentido as técnicas aplicadas.

A essas concepgdes da Matemética no Ensino Médio se junta a idéia de
que, no Ensino Fundamental, os alunos devem ter se aproximado de varios
campos do conhecimento matematico e agora estdo em condi¢cfes de utiliza-
los e amplid-los e desenvolver de modo mais amplo capacidades t&o
importantes quanto as de abstracdo, raciocinio em todas as suas vertentes,
resolugcdo de problemas de qualquer tipo, investigagédo, analise e compreenséo
de fatos mateméticos e de interpretac@o da propria realidade.

Por fim, cabe a Matematica do Ensino Médio apresentar ao aluno o
conhecimento de novas informagfes e instrumentos necessarios para que seja
possivel a ele continuar aprendendo. Saber aprender € a condigdo basica para
prosseguir aperfeicoando-se ao longo da vida. Sem duvida, cabe a todas as
adreas do Ensino Médio auxiliar no desenvolvimento da autonomia e da
capacidade de pesquisa, para que cada aluno possa confiar em seu proprio
conhecimento.

E preciso ainda uma rapida reflexo sobre a relagdo entre Matematica e
tecnologia. A Matematica ajuda a entender a tecnologia e a tecnologia, muitas

vezes, justifica o ensino da Matematica.



16

O trabalho recebe entdo uma nova exigéncia, que é a de aprender
continuamente em um processo ndo mais solitario. O individuo, imerso em um
mar de informagodes, se liga a outras pessoas, que, juntas, se complementarao
em um exercicio coletivo de memoria, imaginacdo, percepcao, raciocinios e
competéncias para a producgéo e transmissdo de conhecimentos.

Esse impacto da tecnologia, cujo instrumento mais relevante é hoje o
computador, exigird do ensino de Matematica um redirecionamento sob uma
perspectiva curricular que favoreca o desenvolvimento de habilidades e
procedimentos com os quais o individuo possa se reconhecer e se orientar
nesse mundo do conhecimento em constante movimento.

Para isso, habilidades como selecionar informacbes, analisar as
informacdes obtidas e, a partir disso, tomar decisbes exigirdo linguagem,
procedimentos e formas de pensar mateméaticos que devem ser desenvolvidos
ao longo do Ensino Médio, bem como a capacidade de avaliar limites,
possibilidades e adequagé&o das tecnologias em diferentes situagdes.

Assim, as fun¢bes da Matemética descritas anteriormente e a presenca da
tecnologia nos permitem afirmar que aprender Matematica no Ensino Médio
deve ser mais do que memorizar resultados dessa ciéncia e que a aquisi¢céo do
conhecimento matematico deve estar vinculada ao dominio de um saber fazer
Matematica e de um saber pensar matemético.

Esse dominio passa por um processo lento, trabalhoso, cujo comecgo deve
ser uma prolongada atividade sobre resolugdo de problemas de diversos tipos,
com o objetivo de elaborar conjecturas, de estimular a busca de regularidades,
a generalizagcdo de padrdes, a capacidade de argumentacdo, elementos
fundamentais para o processo de formalizagdo do conhecimento matemético e
para o desenvolvimento de habilidades essenciais a leitura e interpretacdo da
realidade e de outras areas do conhecimento.

Feitas as consideragfes sobre a importancia da Matematica no Ensino
Médio, devemos agora estabelecer os objetivos para que o ensino dessa
disciplina possa resultar em aprendizagem real e significativa para os alunos.

As finalidades do ensino de Matemética no nivel médio indicam como

levar o aluno a:
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» compreender 0s conceitos, procedimentos e estratégias matematicas
que permitam a ele desenvolver estudos posteriores e adquirir uma formacéo
cientifica geral;

» aplicar seus conhecimentos mateméticos a situagcbes diversas,
utilizando-os na interpretagdo da ciéncia, na atividade tecnoldgica e nas
atividades cotidianas;

» analisar e valorizar informacdes provenientes de diferentes fontes,
utilizando ferramentas matematicas para formar uma opinido prépria que lhe
permita expressar-se criticamente sobre problemas da Matematica, das outras
areas do conhecimento e da atualidade;

« desenvolver as capacidades de raciocinio e resolucéo de problemas, de
comunicacao, bem como o espirito critico e criativo;

» utilizar com confianga procedimentos de resolucdo de problemas para
desenvolver a compreensdo dos conceitos matematicos;

» expressar-se oral, escrita e graficamente em situagbes matematicas e
valorizar a preciséo da linguagem e as demonstracdes em Matemdtica;

* estabelecer conexfes entre diferentes temas matematicos e entre esses
temas e o conhecimento de outras areas do curriculo;

» reconhecer representacbes equivalentes de um mesmo conceito,
relacionando procedimentos associados as diferentes representacoes;

» promover a realizagdo pessoal mediante o sentimento de seguranca em
relagdo as suas capacidades matematicas, o desenvolvimento de atitudes de
autonomia e cooperagao.

Para que essa etapa da escolaridade possa complementar a formagao
iniciada na escola basica e permitir o desenvolvimento das capacidades que
sdo os objetivos do ensino de Matemética, € preciso rever e redimensionar
alguns dos temas tradicionalmente ensinados.

De fato, ndo basta revermos a forma ou metodologia de ensino, se
mantivermos o0 conhecimento matematico restrito a informacdo, com as
definicbes e os exemplos, assim como a exercitagdo, ou seja, exercicios de
aplicacdo ou fixagcdo. Pois, se 0s conceitos sdo apresentados de forma
fragmentada, mesmo que de forma completa e aprofundada, nada garante que
o aluno estabelegca alguma significacdo para as idéias isoladas e

desconectadas umas das outras.
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Acredita-se que o aluno sozinho seja capaz de construir as multiplas
relagBes entre os conceitos e formas de raciocinio envolvidas nos diversos
contelidos; no entanto, o fracasso escolar e as dificuldades dos alunos frente a
Matematica mostram claramente que isso ndo é verdade. Também por isso, 0
curriculo a ser elaborado deve corresponder a uma boa selecdo, deve
contemplar aspectos dos conteldos e praticas que precisam ser enfatizados.

Sem duavida, os elementos essenciais de um nucleo comum devem
compor uma série de temas ou topicos em Matematica escolhidos a partir de
critérios que visam ao desenvolvimento das atitudes e habilidades descritas
anteriormente.

O critério central é o da contextualizagdo e da interdisciplinaridade, ou
seja, € o potencial de um tema permitir conexdes entre diversos conceitos
matematicos e entre diferentes formas de pensamento matematico, ou, ainda,
a relevancia cultural do tema, tanto no que diz respeito as suas aplicacbes
dentro ou fora da Matematica, como a sua importancia histérica no
desenvolvimento da propria ciéncia.

Um primeiro exemplo disso pode ser observado com relagéo as fungdes.
O ensino isolado desse tema ndo permite a exploragdo do carater integrador
que ele possui. Devemos observar que uma parte importante da Trigonometria
diz respeito as fungdes trigonométricas e seus graficos. As sequéncias, em
especial progressdes aritméticas e progressdes geométricas, nada mais séo
que particulares fungbes. As propriedades de retas e parabolas estudadas em
Geometria Analitica s@o propriedades dos graficos das fungbes
correspondentes. Aspectos do estudo de polinbmios e equagbes algébricas
podem ser incluidos no estudo de fungbes polinomiais, enriquecendo o enfoque
algébrico que é feito tradicionalmente.

Além das conexdes internas a propria Matematica, o conceito de fungéo
desempenha também papel importante para descrever e estudar através da
leitura, interpretacdo e construgdo de graficos, o comportamento de certos
fenbmenos tanto do cotidiano, como de outras areas do conhecimento, como a
Fisica, Geografia ou Economia. Cabe, portanto, ao ensino de Matematica
garantir que o aluno adquira certa flexibilidade para lidar com o conceito de
funcdo em situacdes diversas e, nesse sentido, através de uma variedade de

situagbes problema de Matematica e de outras &reas, o aluno pode ser
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incentivado a buscar a solu¢éo, ajustando seus conhecimentos sobre fungdes
para construir um modelo para interpretacéo e investigacdo em Matematica.

Especialmente para o individuo que ndo prosseguira seus estudos nas
carreiras ditas exatas, o que deve ser assegurado sdo as aplicagbes da
Matematica na resolugcéo de problemas.

O trabalho com numeros pode também permitir que os alunos se
apropriem da capacidade de estimativa, para que possam ter controle sobre a
ordem de grandeza de resultados de calculo ou medicdes e tratar com valores
numéricos aproximados de acordo com a situacéo e o instrumental disponivel.

Numa outra diregdo, as habilidades de visualizagdo, desenho,
argumentacdo légica e de aplicacdo na busca de solucbes para problemas
podem ser desenvolvidas com um trabalho adequado de Geometria, para que
o0 aluno possa usar as formas e propriedades geométricas na representacao e
visualizagdo de partes do mundo que o cerca.

Essas competéncias sé&o importantes na compreensédo e ampliagdo da
percepcao de espago e construcdo de modelos para interpretar questdes da
Matematica e de outras areas do conhecimento.

De fato, perceber as relagbes entre as representagcdes planas nos
desenhos, mapas e na tela do computador com os objetos que lhes deram
origem, conceber novas formas planas ou espaciais e suas propriedades a
partir dessas representa¢gfes sdo essenciais para a leitura do mundo através
dos olhos das outras ciéncias, em especial a Fisica.

As habilidades de descrever e analisar um grande numero de dados,
realizar inferéncias e fazer predicdes com base numa amostra de populagéo,
aplicar as idéias de Probabilidade e Combinatéria a fendbmenos naturais e do
cotidiano sdo aplicagbes da Matemética em questdes do mundo real que
tiveram um crescimento muito grande e se tornaram bastante complexas.

Técnicas e raciocinios estatisticos e probabilisticos sdo, sem duavida,
instrumentos tanto das Ciéncias da Natureza quanto das Ciéncias Humanas.
Isto mostra como serd importante uma cuidadosa abordagem dos contetdos
de Contagem, Estatistica e Probabilidade no Ensino Médio, ampliando a
interface entre o aprendizado da Matemética e das demais ciéncias e areas.

Os conceitos matematicos que dizem respeito a conjuntos finitos de dados

ganham também papel de destaque para as Ciéncias Humanas e para o
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cidaddo comum, que se vé imerso numa enorme quantidade de informacdes de
natureza estatistica ou probabilistica. No tratamento desses temas, a midia, as
calculadoras e o computadores adquirem importancia natural como recursos
que permitem a abordagem de problemas com dados reais e requerem
habilidades de sele¢c&o e anédlise de informacgdes.

Integrando o curriculo, com 0 mesmo peso que 0S conceitos e 0s
procedimentos, o desenvolvimento de valores e atitudes sao fundamentais para
que o aluno aprenda a aprender.

Omitir ou descuidar do trabalho com esse aspecto da formacdo pode
impedir a aprendizagem inclusive da propria Matematica. Dentre esses valores
e atitudes, podemos destacar que ter iniciativa na busca de informagdes,
demonstrar responsabilidade, ter confianga em suas formas de pensar,
fundamentar suas idéias e argumenta¢gdes sdo essenciais para que o aluno
possa aprender a se comunicar, perceber o valor da Matematica como bem
cultural de leitura e interpretacdo da realidade e assim, possa estar melhor

preparado para sua inser¢do no mundo do conhecimento e do trabalho.

2.3.1 Competéncias e habilidades a serem desenvolvidas através do

ensino da Matematica de acordo com os PCN'’s

* Ler e interpretar textos de Matemética.

* Ler, interpretar e utilizar representagcbes matematicas (tabelas, gréficos,
expressoes etc.).

» Transcrever mensagens matematicas da linguagem corrente para
linguagem simbdlica (equagdes, gréficos, diagramas, formulas, tabelas etc.) e
vice-versa.

» Exprimir-se com correcéo e clareza, tanto na lingua materna, como na
linguagem matematica, usando a terminologia correta.

 Produzir textos matematicos adequados.

« Utilizar adequadamente os recursos tecnoldgicos como instrumentos de
producéo e de comunicagao.

o Utilizar corretamente instrumentos de medicdo e de desenho.

Investigagdo e compreensao.
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* |dentificar o problema (compreender enunciados, formular questdes
etc.).

* Procurar, selecionar e interpretar informacdes relativas ao problema.

» Formular hipoteses e prever resultados.

* Selecionar estratégias de resolucdo de problemas.

* Interpretar e criticar resultados numa situagéo concreta.

» Distinguir e utilizar raciocinios dedutivos e indutivos.

» Fazer e validar conjecturas, experimentando, recorrendo a modelos,
esbocos, fatos conhecidos, relagdes e propriedades.

» Discutir idéias e produzir argumentos convincentes.

» Utilizar adequadamente calculadoras e computador, reconhecendo suas

limitacdes e potencialidades.

2.3.2 Rumos e desafios de acordo com os PCN'’s

A educacd@o em geral e o ensino das Ciéncias da Natureza, Matematica e
das Tecnologias ndo se estabelecem como imediata realizacédo de definicbes
legais ou como simples expresséo de convicgdes tedricas. Mais do que isso,
refletem também as condic¢des politicas, sociais e econémicas de cada periodo
e regido, assim como sdo diretamente relevantes para o desenvolvimento
cultural e produtivo.

As idéias dominantes ou hegemdnicas em cada época sobre a educagéo
e a ciéncia, seja entre os tedricos da educacgdo, seja entre as instancias de
decis&o politica, raramente coincidem com a educacédo efetivamente praticada
no sistema escolar, que reflete uma situagéo real nem sempre considerada,
onde as condi¢des escolares sdo muito distintas das idealizadas. Por isso, na
elaboracdo de propostas educacionais, além de se considerarem as variaveis
regionais, de sentido cultural e sdcio-econémico, tdo significativas em um pais
de dimensfes e de contrastes sociais como o Brasil, € preciso ter clareza de
que as propostas, oficiais ou ndo, na melhor da hip6teses sao o inicio de um
processo de transformagéo, de reacomodacdo e de readequagdo. Os rumos
desse processo dependem nédo s6 do mérito da proposta, que condicionara as
reacOes a ela, mas também da histéria pregressa e dos meios empregados.

Quando foi promulgada a LDB 4024/61, o cenario escolar era dominado
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pelo ensino tradicional, ainda que esforgos de renovagéo estivessem em
processo. As propostas para o ensino de ciéncias debatidas para a confecgéo
daquela lei orientavam-se pela necessidade de o curriculo responder ao
avanco do conhecimento cientifico e as novas concepg¢fes educacionais,
deslocando o eixo da questdo pedagodgica, dos aspectos puramente logicos
para aspectos psicologicos, valorizando a participacdo ativa do aluno no
processo de aprendizagem.

A criac8@o e expansédo de centros de Ciéncias e de Matemética, em varios
Estados, teve a finalidade de preparar professores para o desenvolvimento de
ensino proposto nos projetos traduzidos e em producBes proprias que tiveram
grande influéncia na década seguinte. Nesta década de 70, ja se propunha
uma democratizagdo do conhecimento cientifico, reconhecendo-se a
importancia da vivéncia cientifica ndo apenas para eventuais futuros cientistas,
mas também para o cidaddo comum, paralelamente a um crescimento da
parcela da populacdo atendida pela rede escolar. Esse crescimento,
especialmente no tocante ao Ensino Médio, ndo foi acompanhado pela
necessaria formacédo docente, resultando assim em acentuada caréncia de
professores qualificados, caréncia que s6 tem se agravado até a atualidade.

Mesmo sem pretender subestimar a importancia das discussdes ocorridas
naquele periodo para a mudanca de mentalidade do professor, que comeca a
assimilar, mesmo que num plano tedrico, novos objetivos para o ensino, €
preciso saber que a aplicagéo efetiva dos projetos em sala de aula acabou se
dando apenas em alguns estabelecimentos de ensino de grandes centros.

Nessa época, 0 modelo de industrializacdo acelerada impds, em todo o
mundo, custos sociais e ambientais altos, de forma que, particularmente no
Ensino Fundamental, os problemas relativos ao meio ambiente e a saude
humana comegaram a estar presentes em curriculos de ciéncias. Discutiam-se
implicagbes politicas e sociais da producdo e aplicagdo dos conhecimentos
cientificos e tecnoldgicos, com algum reflexo nas salas de aula. Foi nesse
momento que se inaugurou a idéia de que tecnologia € integrante efetiva dos
conteddos educacionais, lado a lado com as ciéncias. Nao se deve confundir
essa idéia, contudo, com a real ou pretensa introducdo, em todo o Ensino

Médio, de disciplinas técnicas separadas das disciplinas cientificas, como
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preconizado pela jA mencionada Lei 5692/71, cuja perspectiva era a de formar
profissionais de nivel médio, e que teve resultados frustrantes.

No &ambito da pedagogia geral, naquele periodo, aprofundaram-se
discussdes sobre as relagbes entre educacao e sociedade, determinantes para
o surgimento de tendéncias cujo trago comum era atribuir particular importancia
a conteudos socialmente relevantes e aos processos de discussdo em grupo.

Nessa mesma época, estabeleceu-se um nucleo conceitual tedrico de
diferentes correntes denominadas construtivistas, cujo pressuposto béasico é
tomar a aprendizagem como resultado da construgdo do conhecimento pelo
aluno, processo em que se respeitam as idéias dos alunos prévias ao processo
de aprendizagem.

A proposta de condugao do aprendizado tem sido aperfeicoada no sentido
de se levar em conta que a construcdo de conhecimento cientifico envolve
valores humanos, relaciona-se com a tecnologia e, mais em geral, com toda a
vida em sociedade, de se enfatizar a organicidade conceitual das teorias
cientificas, de se explicitar a funcdo essencial do didlogo e da interagdo social
na producdo coletiva. Tais redirecionamentos tém sido relevantes para a
educacédo cientifica e Matematica e, certamente, suas idéias influenciam o
presente esforco de revisdo de conteldos e métodos para a educacao
cientifica. Sera preciso, além disso, procurar suprir a caréncia de propostas
interdisciplinares para o aprendizado, que tem contribuido para uma educagéo
cientifica excessivamente compartimentada, especialmente no Ensino Médio,
fazendo uso, por exemplo, de instrumentos com natural interdisciplinaridade,
como o0s modelos moleculares, os conceitos evolutivos e as leis de
conservagao.

No plano das leis e das diretrizes, a definigdo para o Ensino Médio
estabelecida na LDB/96, assim como seu detalhamento e encaminhamento
pela Resolucdo CNE/98, apontam para uma revisdo e uma atualizagdo na
direcéo correta. Véarios dos artigos daquela Resolugéo séo dedicados a orientar
o aprendizado para uma maior contextualizacdo, uma efetiva
interdisciplinaridade e uma formagdo humana mais ampla, ndo so técnica, ja
recomendando uma maior relacdo entre teoria e pratica no préprio processo de

aprendizado.
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No Ensino Médio, a familiarizagcdo com as modernas técnicas de edicao,
de uso democratizado pelos computadores pessoais, € s6 um exemplo das
vivéncias reais que é preciso garantir, ultrapassando-se assim o “discurso
sobre as tecnologias” de utilidade questionavel. E preciso identificar na
Matematica, nas Ciéncias Naturais, Ciéncias Humanas, Comunicacfes e nas
Artes, os elementos de tecnologia que lhes séo essenciais e desenvolvé-los
como conteuddos vivos, como objetivos da educacéo e, ao mesmo tempo, como
meios para tanto.

O desenvolvimento de projetos, conduzidos por grupos de alunos com a
supervisdo de professores, pode dar oportunidade de utilizacdo dessas e de
outras tecnologias, especialmente no Ensino Médio. Isso, é claro, ndo ocorre
espontaneamente, mas sim como uma das iniciativas integrantes do projeto
pedagdgico de cada unidade escolar, projeto que pode mesmo ser estimulado
pelas redes educacionais. Para a elaboragao de tal projeto, pode-se conceber,
com vantagem, uma nucleac@o prévia de disciplinas de uma &rea, como a
Matematica e Ciéncias da Natureza, articulando-se em seguida com as demais
areas.

Modificagcbes como essas, no aprendizado, vdo demandar e induzir novos
conceitos de avaliagéo. Isso tem aspectos especificos para a area de Ciéncia e
Tecnologia, mas tem validade mais ampla, para todas as areas e disciplinas.
H& aspectos bastante particulares da avaliagdo que deverdo ser tratados em
cada disciplina, no contexto de suas didaticas especificas, mas h& aspectos
gerais que podem ser desde ja enunciados. Como parte do processo de
aprendizado, precisa incluir registros e comentérios da produgdo coletiva e
individual do conhecimento e, por isso mesmo, ndo deve ser um procedimento
aplicado nos alunos, mas um processo que conte com a participacdo deles. E
pobre a avaliacdo que se constitua em cobranca da repeticdo do que foi
ensinado, pois deveria apresentar situacées em que os alunos utilizem e vejam
que realmente podem utilizar os conhecimentos, valores e habilidades que
desenvolveram.

O conhecimento prévio dos alunos, tema que tem mobilizado educadores,
especialmente nas Ultimas duas décadas, é particularmente relevante para o
aprendizado cientifico e matemético. Os alunos chegam a escola ja trazendo

conceitos proprios para as coisas que observam e modelos elaborados



25

autonomamente para explicar sua realidade vivida, inclusive para os fatos de
interesse cientifico. E importante levar em conta tais conhecimentos, no
processo pedagodgico, porque o efetivo didlogo pedagodgico s6 se verifica
quando h& uma confrontacdo verdadeira de visdes e opinides; o aprendizado
da ciéncia é um processo de transicdo da visdo intuitiva, de senso comum ou
de auto-elaboragdo, pela visdo de carater cientifico construida pelo aluno,
como produto do embate de visdes. Se ha uma unanimidade, pelo menos no
plano dos conceitos entre educadores para as Ciéncias e a Matematica, é
quanto a necessidade de se adotarem métodos de aprendizado ativo e
interativo. Os alunos alcangam o aprendizado em um processo complexo, de
elaboracdo pessoal, para o qual o professor e a escola contribuem permitindo
ao aluno se comunicar, situar-se em seu grupo, debater sua compreenséo,
aprender a respeitar e a fazer-se respeitar; dando ao aluno oportunidade de
construir modelos explicativos, linhas de argumentagdo e instrumentos de
verificagcdo de contradi¢des; criando situacdes em que o aluno é instigado ou
desafiado a participar e questionar; valorizando as atividades coletivas que
propiciem a discussdo e a elaboracdo conjunta de idéias e de préticas;
desenvolvendo atividades ludicas, nos quais o aluno deve se sentir desafiado
pelo jogo do conhecimento e ndo somente pelos outros participantes.

Ndo somente em Matematica, mas até particularmente nessa disciplina, a
resolucdo de problemas é uma importante estratégia de ensino. Os alunos,
confrontados com situagBes-problema, compativeis com os instrumentos que ja
possuem ou que possam adquirir no processo, aprendem a desenvolver
estratégia de enfrentamento, planejando etapas, estabelecendo relagfes,
verificando regularidades, fazendo uso dos proprios erros cometidos para
buscar novas alternativas; adquirem espirito de pesquisa, aprendendo a
consultar, a experimentar, a organizar dados, a sistematizar resultados, a
validar solu¢@es; desenvolvem sua capacidade de raciocinio, adquirem auto-
confianga e sentido de responsabilidade; e, finalmente, ampliam sua autonomia
e capacidade de comunicagéo e de argumentagao.

O aprendizado que tem seu ponto de partida no universo vivencial comum
entre os alunos e os professores, desenvolve com vantagem o aprendizado
significativo, criando condicdes para um didlogo efetivo, de carater

interdisciplinar, em oposicdo ao discurso abstrato do saber. Além disso,
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aproxima a escola do mundo real, entrando em contato com a realidade
natural, social, cultural e produtiva, em visitas de campo, entrevistas, visitas
industriais, excursfes ambientais. Tal sistema de aprendizado também atribui
sentido imediato ao conhecimento, fundamentando sua ampliacdo de caréter
abstrato.

Para o aprendizado cientifico, matematico e tecnolégico, a
experimentacdo, seja ela de demonstragdo, observacdo ou manipulagdo de
situagbes e equipamentos do cotidiano do aluno e até mesmo laboratorial,
propriamente dita, permite ao aluno a percepgéo de dados significativos, com
as quais possa verificar ou propor hipéteses explicativas e, preferencialmente,
fazer previsGes sobre outras experiéncias que poderdo ainda ser realizadas.

Quanto as aulas expositivas, € comum que sejam o Unico meio utilizado,
ao mesmo tempo em que deixam a idéia de que correspondem a uma técnica
pedagogica sempre cansativa e desinteressante. Nao precisa ser assim. A aula
expositiva € s6 um dos muitos meios e deve ser o momento do dialogo, do
exercicio da criatividade e do trabalho coletivo de elaboracdo do conhecimento.

Através dessa técnica podemos, por exemplo, fornecer informacdes
preparatérias para um debate, jogo ou outra atividade em classe, andlise e
interpretacdo dos dados coletados nos estudo do meio e laboratorio.

Aulas e livros, contudo, em nenhuma hipotese resumem a enorme
diversidade de recursos didaticos, meios e estratégias que podem ser
utilizados no ensino das Ciéncias e da Matematica.

Os projetos coletivos sdo particularmente apropriados para esse proposito
educacional, envolvendo turmas de alunos em projetos de produgéo e de
difusdo do conhecimento, em torno de temas amplos, como edificagdes e
habitagdo ou veiculos e transporte, ou ambiente, saneamento e polui¢cdo, ou
ainda producéo, distribuicdo e uso social da energia, temas geralmente
interdisciplinares.

A compreensédo da relacdo entre o aprendizado cientifico, matemético e
das tecnologias e as questfes de alcance social sdo a um s6 tempo meio para
0 ensino e objetivo da educagédo. Isso pode ser desenvolvido em atividades
Ccomo 0s projetos acima sugeridos, ou se analisando historicamente o processo
de desenvolvimento das Ciéncias e da Matematica. Nessa medida, a histéria

das Ciéncias € um importante recurso. A importancia da histéria das Ciéncias e
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da Matematica, contudo, tem uma relevancia para o aprendizado que
transcende a relacdo social, pois ilustra também o desenvolvimento e a
evolucao dos conceitos a serem aprendidos.

Cada um dos elementos pedagégicos da sequiéncia acima, que sequer
tem a pretensdo de ser completa, pode ser visto como meio e fim, como
processo e produto da educacdo, devendo ser promovido, portanto, com o
cuidado de se estar lidando com algo necesséario, ndo como eventual

expediente de que se langa méao, na falta de outro.

2.4 Dificuldades encontradas no ensino e na aprendizagem da
Probabilidade

“O desenvolvimento de uma consciéncia critica que
permite ao homem transformar a realidade se faz cada
vez mais urgente. Na medida em que os homens, dentro
de sua sociedade, vao respondendo aos desafios do
mundo, vao temporalizando os espagos geograficos e vao
fazendo historia pela sua prépria atividade criadora”
(FREIRE, 2003, p. 33).

O grande desafio para o profissional do ensino atualmente é buscar a
motivagdo, despertar o interesse do aluno com situacdes problema que
envolva, pelo menos na apresentacdo do conteudo, a realidade do meio em
que o aluno vive.

Entre as dificuldades encontradas no ensino e na aprendizagem da
Probabilidade, de acordo com os professores e alunos entrevistados,
destacam-se:

» Formagéao insuficiente do professor, por falta de aprofundamento no
conteudo, o que faz com que este seja 0 mais desafiador para os professores
entrevistados;

* Alguns problemas séo tdo complexos que geram dupla interpretagéo, e
0 pior, muitas vezes, ambas parecem estar coerentes. Com a prética

constante, essa situagéo tende a diminuir;
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* Trabalhar esse contetudo, sem antes estudar a resolucéo de problemas
envolvendo o Diagrama de Venn, Estatistica e Analise Combinatéria, além de
limitar os modelos de exercicios que podem ser desenvolvidos, aumenta o grau

de dificuldade do aprendizado e do ensino da Probabilidade.

2.5 Sugestdes para melhoria da aprendizagem da Probabilidade

Segundo os PCN'’s, espera-se que o aluno nesta fase de escolaridade
(ensino médio) ultrapasse a leitura de informagdes e reflita mais criticamente
sobre seu significado. O foco principal serd voltado para a necessidade de
estudar este contetdo de maneira reflexiva, ou seja, de que o aluno néo
resolva as questdbes de maneira mecéanica, mas sim que ele analise suas
respostas, reflita sobre o assunto e também perceba o elo que existe entre o
conteudo em estudo e o cotidiano.

Segundo Carmo, a ideia que em geral se tem é que para estudar
Matematica ndo se precisa escrever e muito menos ler. Porém se estudar um
pouco a histdria da Matematica, observa-se que muitos dos bons matematicos
eram também filésofos, e que, portanto, tinham boa intimidade com a leitura e
com a escrita.

Assim, proponho a incluséo de questdes discursivas, ou seja, questdoes
que permitam que o estudante de matematica tenha mais intimidade com a
escrita, e por consequéncia com a leitura. Ndo penso que seja interessante
retirar as questdes tradicionais abordadas pela maioria dos livros do ensino
médio, mas acrescentar, uma vez que estas questdes tém o seu valor, tanto
histérico quanto atual e sdo boas para desenvolver o raciocinio logico
matematico. Penso também que ensinar a Teoria dos Conjuntos, a Analise
Combinatéria e a Estatistica antes de ensinar as Teorias da Probabilidade
fortalece e prepara melhor o aluno.

Lopes e Carvalho (1999) dizem que o ensino de contetdos que envolvem
fendbmenos aleatorios, por meio de experimentagcfes, observacdes, registros,
coletas e andlise de dados de modo interdisciplinar, pode possibilitar aos
estudantes o desenvolvimento do senso critico.

Segundo Carmo, uma sequéncia interessante para a abordagem do

conteddo é: apresentacdo historica da Probabilidade, conceituar experimento
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aleatério, deterministico, espago amostral, eventos do espaco amostral,
equiprobabilidade, definicho de Probabilidade, propriedades, adigcdo de

Probabilidades, Probabilidade condicional e eventos independentes.

2.5.1 Introdugéo a Probabilidade

Segundo Costa (1999), referéncias sobre Probabilidade nos seguros
(ciéncias atuarais), teoria dos erros experimentais de Maxwel, mecanica
quéantica (fisica e quimica), controle de qualidade industrial (engenharia),
genética (biologia), pesquisa de mercado (marketing), dentre outros,
representam um manancial para introducdo ao estudo de fendmenos
aleatdrios/probabilidade. Portanto, uma destas aplicacdes, seria de extrema
necessidade para incitar a curiosidade do aluno a aprender e apreender a

probabilidade.

2.5.2 Experimento deterministico e experimento aleatorio

Pode-se dizer que experimentos deterministicos sdo experimentos em
que podemos determinar os resultados nas diversas vezes que repetirmos o
experimento; e experimento aleatério sdo experimentos que podem ser
repetidos diversas vezes sob as mesmas condi¢gdes iniciais, € mesmo assim
ndo é possivel determinar previamente o resultado. Alguns autores nem falam
sobre experimentos deterministicos, porém, considero interessante que se
apresente pelo menos um exemplo sobre este conteddo, mesmo sem
aprofundar, pois 0 objeto de estudo sdao os experimentos aleatérios. Diversos
autores se limitam em explicar experimento aleatdrio utilizando apenas
exemplos com jogos de azar. Os autores devem ter cuidado para que o aluno
ndo pense que a principal utilidade da probabilidade é estudar os jogos de
azar.

A fim de evitar essa impresséo, outros exemplos devem ser apresentados,
tais como, o0 nascimento de uma crianga, a previsdo do tempo, o teste de
qualidade de uma empresa, escolher uma pessoa ao acaso em um grupo de n

pessoas, jogo de futebol, etc.
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2.5.3 Espago amostral e eventos

Neste topico a teoria dos conjuntos & essencial para compreensdo da
Teoria de Probabilidades. Meyer (1983) e Lipschutz (1979) propdem tdpicos da
teoria de conjuntos antes de iniciar a teoria da probabilidade em seus livros.

Considerando que a maioria dos alunos do ensino médio iniciam o estudo
de Probabilidade sem dominio da teoria de conjuntos, refor¢a-se a necessidade
de incluir este topico no inicio do capitulo de teoria da probabilidade do ensino
médio.

Por exemplo, podemos dizer que dois eventos A e B sdo excludentes
quando AnB = @. No entanto, isto ndo faz sentido para um aluno que né&o
sabe que “n” significa intersegdo entre conjuntos, e que “@” significa conjunto

vazio.

2.5.4 Equiprobabilidade

Um espaco amostral é equiprovavel se as frequéncias relativas de seus
elementos tendem a um mesmo valor quando o numero de vezes que O
experimento € repetido tende ao infinito. Sabendo disso, proponho as seguintes
experiéncias para auxiliar na ilustragéo deste conceito: desenvolver no aluno a
nogao intuitiva de infinito, para que deste modo ele compreenda melhor a
equiprobabilidade, pois ela esta intimamente ligada com a noc¢do de infinito;
experiéncias como nascimento de uma crianga, retirada de uma bola branca de
uma urna que contém 4 bolas brancas, entre outros. Se o aluno encarar este
experimento com seriedade, ele podera perceber de maneira mais clara a

definicdo de Probabilidade.

Exemplo de experimento para o aluno perceber o significado de

equiprobabilidade:

a) Lance uma moeda 100 vezes e faca um relatdrio de suas observagdes.
b) Faca o0 mesmo com um dado.
c) Compare os resultados obtidos nos itens “a” e “b”.
Assim, o aluno provavelmente ira perceber o significado de

equiprobabilidade.
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2.5.5 Estatistica e Probabilidade

A partir de experiéncias prévias em sala de aula, no ensino médio,
percebo que seria mais interessante que a estatistica seja estudada antes da
Probabilidade. Dante (2005) apresenta no final do capitulo de Estatistica um
topico sobre a Estatistica e Probabilidade. Nesse tépico ele comenta que
experimentos do tipo: Probabilidade de um avido cair, Probabilidade de chuva,
resultados eleitorais, mortalidade causada por doenca, dentre outras, depende
do historico dos dados. Ele afirma que quanto maior for o histérico dos dados a
ser analisado melhor ser4 a apresentacdo das probabilidades do experimento
ocorrer. A idéia apresentada pelo autor é interessante, no entanto, proponho a
apresentacdo do contetdo de Estatistica antes da Probabilidade.

Com isso, 0 aluno ja teria estudado frequéncias relativas, uma otima
ferramenta para explicar a equiprobabilidade. Como consequéncia, a definigéo
de Probabilidade pode ser melhor compreendida. A Probabilidade condicional é
outro contetdo que seria beneficiado com esta alteracdo de ordem de
conteddos, pois vemos que a maioria dos exercicios de Probabilidade
condicional abordados pelos livros no ensino meédio envolvem dados

estatisticos.

2.6 Enquete

A Probabilidade é realmente o assunto mais desafiador da Matematica?

Um dos objetivos deste trabalho foi verificar, entre os professores de
Matematica, qual € o assunto mais desafiador da Matematica para ensinar e
verificar, entre os alunos e professores de outras disciplinas, qual o assunto
mais desafiador da Matemética numa prova. A fim de obter a resposta, foram
entrevistados professores de Matematica, professores de outras disciplinas e
alunos da 32 série do ensino médio do Colégio Salesiano, do Pré-Vestibular
Promove, e do curso de Engenharia Mecéanica e Engenharia de Produgéo do
Centro Universitario Newton Paiva.

Pergunta realizada aos professores de outras disciplinas e alunos da 32

série do ensino médio do Colégio Salesiano, do Pré-Vestibular Promove, e do
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curso de Engenharia Mecénica e Engenharia de Produgcdo do Centro

Universitario Newton Paiva:

Qual o campo da Matematica mais Ihe desafia ou lhe desafiou na hora da

prova?

I-  Algebra e Aritmética
II-  Geometria
Ill-  Analise Combinatéria, Probabilidade e Estatistica

Pergunta realizada aos professores de Matematica do Colégio Salesiano,

do Pré-Vestibular Promove e do Centro Universitario Newton Paiva:
Qual o campo da Matematica mais lhe desafia na hora de lecionar?
I-  Algebra e Aritmética
II-  Geometria

I1I-  Analise Combinatdria, Probabilidade e Estatistica

Os dados foram tabulados e os resultados estdo representados abaixo,

por gréaficos gerados no Excel:

Professores de Matematica

100% 20%
80%
60%
a0%
20% 0% 0% 0% 10%
0% 4 4 L’

Algebra e Geometria Analise Todas Nenhuma
Aritmética Com binatdria e
Probabilidade

N2 DE PES50AS ENTRREVISTADAS (34)

Total de entrevistas: 10

CONTEUDO

Gréfico 01: Professores de Matematica
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Para os professores de Matematica entrevistados, 0os assuntos mais
desafiadores sdo Analise Combinatéria, Estatistica e Probabilidade, com 90%

de preferéncia.

Professores de outras Disciplinas
58,75%

70,00%
g 60,00%

50,00%
:

40,00%
] A
E 30,00%
i 12,50% 12,50%
g 20,00% 6.259%
w 10,00% 0%
g A
= 0,00%
oﬂ' Algebra e Aritmética Geometria Anglise Combinatdria Todas Nenhuma
z e Probabilidade

. Total de entrevistas: 16
CONTEUDO

Gréfico 02: Professores de outras disciplinas

Para os professores de outras disciplinas entrevistados, o assunto mais

desafiador é a Geometria, com 68,75% de preferéncia.

Alunos(as) de Pré-Vestibular

£ 50,00% 2L
g 50,00%
< !
@
E 40,00% 28,12%
=
& 30,00%
g 18,55%
e 20,00%
il
£ 10,00% 0% 0%
a
y ___Jd y 4
z 0,00%
Algebrae Geometria Analize Todas MNenhuma
Aritmética Combinatdria e

Probabilidade
. Total de entrevistas: 32
CONTEUDO

Grafico 03: Alunos de Pré-Vestibular

Para os alunos de Pré-Vestibular entrevistados, o assunto mais desafiador

€ a Geometria, com 53,13% de preferéncia.
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32 Série do Ensino Médio

€ 55,35%

g 50,00%

Z 50,00%

a

= 40,00%

=

E 30, 23,20% 21,45%

g 20,00%

8 10,00% 0% 0%

&

& 000w —— _v

Z Algebra e Geometria Analise Todas Nenhuma
Aritmética Combinatdria e

Probabilidade

Total de entrevistas: 56

CONTEUDO

Gréafico 04: Alunos da 32 série do ensino médio

Para os alunos da 32 série do ensino médio entrevistados, 0 assunto mais

desafiador é a Geometria, com 55,35% de preferéncia.

Alunos(as) de Cursos de Engenharias

g
2 50,00% 42,60%
2
= 40,005 29,70%
& 27,70%
S
z 30,00%
g 20,00%
wi
il
[-%
u 10,00% o 0%
2 0,00% A A

Algebra e Geometria Analise Todas Nenhuma

Aritmética Combinatdria e

Probabilidade
CONTEUDO Total de entrevistas: 47

Gréfico 05: Alunos dos cursos de Engenharia

Para os alunos dos cursos de Engenharia entrevistados, os assuntos mais
desafiadores sdo Analise Combinatoria, Estatistica e Probabilidade, com

42,60% de preferéncia.
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Total de Entrevistados

45,30%

so00%

40,00% §

30,00%

2000 0

10,00% 4 0,6% 0,6%

Algebra e Aritmética Geometria Anglise Combinatdria Todas Menhuma
& Probabilidade

N2 DE PESSOAS ENTREVISTAS (35)

0,00% =

Total de entrevistas: 161

CONTEUDO

Gréfico 06: Total de entrevistados

No total, foram 161 entrevistas e destas, 21,1% disseram que Algebra e
Aritmética sdo os assuntos mais desafiadores, 45,3% disseram que Geometria
€ 0 assunto mais desafiador, 32,4% disseram que Analise Combinatoria,
Estatistica e Probabilidade sdo os assuntos mais desafiadores, 0,6% disseram
que tem dificuldade em todos os assuntos citados e 0,6% disseram que n&o

tem dificuldade nenhuma em Matematica.

Observe que, no geral, para os Professores de Matematica e para os alunos
do curso de Engenharia entrevistados, os assuntos mais desafiadores sé&o
realmente Andlise Combinatéria, Estatistica e Probabilidade. Ja para os
Professores de outras disciplinas, alunos da 32 série do ensino médio, e alunos
do Pré-Vestibular, a mais desafiadora é a Geometria, muitas vezes porque nao
foi bem trabalhada ao longo dos anos escolares, outras vezes pelo grande
namero de férmulas e abstracdo, ou porque nem viram 0s contetdos de

probabilidades.
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CAPITULO 3: MATERIAL DE PROBABILIDADE ELABORADO A PARTIR
DA ANALISE REALIZADA NOS LIVROS DIDATICOS E RECOMENDACOES
DOS PCN'S

“ Gosto de ser homem, de ser gente, porque ndo esta dado como
certo, inequivoco, irrevogavel que sou e serei decente , que
testemunharei sempre gestos puros, que sou e que serei justo, que
respeitarei 0os outros, que ndao mentirei escondendo seu valor porque
a inveja de sua presenca no mundo me incomoda e me enraivece.
Gosto de ser homem, de ser gente, porque sei que a minha
passagem pelo mundo ndo é predeterminada, preestabelecida. Que o
meu “destino” ndo é um dado mas algo que precisa ser feito e de cuja
responsabilidade ndo posso me eximir. Gosto de ser gente porque a
Histdria em que me fago com os outros e de cuja feitura tomo parte é
um tempo de possibilidades e ndo de determinismo. Dai que insista

tanto na problematizacdo do futuro e recuse sua inexorabilidade”.

PAULO FREIRE

3.1 Um pouco de historia

O tema que estudaremos nao teve uma origem muito nobre. As primeiras
investigacdes e os primeiros conceitos relacionados a Teoria da Probabilidade
tém origem nos chamados “jogos de azar”, ou seja, jogos que dependem mais
da sorte que dos célculos.

Dois famosos matematicos Tartaglia ( Francés - 1499 a 1557 ) e Cardano
( Italiano - 1501 a 1576 ) analisavam problemas de Probabilidade a partir de
jogos, mas esses trabalhos foram deixados de lado pelos mateméticos, pois
comecaram a considerar que o que discutiam estava ligado a uma aplicagéo
muito restrita; e os jogadores acabaram perdendo o interesse devido a
complexidade da Matemética envolvida.

A probabilidade na forma em que serd apresentada e estudada neste
material foi desenvolvida por trés franceses, nos meados do século XVII: O
cavaleiro De Méré ( um nobre da corte ) e os mateméaticos Pascal ( Francés —
1623 a 1662 ) e Fermat ( Francés — 1601 a 1665 ).
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Tartagla Cardano Pascal Fermat  Cavaleiro De Meéré

Fonte: www.educ.fc.ul.pt/icm/icm98/icm25/pagl.htm

Curiosidade histérica

Quis o0 acaso que o Cavaleiro de Méré e Pascal se encontrassem durante
uma viagem a cidade de Poitou ( Franca ).

Procurando assunto de conversa para a viagem, De Méré apresentou a
Pascal um problema que fascinara os jogadores desde a Idade Média: "Como
dividir a aposta num jogo de dados que necessite ser interrompido?"

A propdsito do problema colocado pelo jogador De Méré a Pascal, iniciou-
se uma troca de correspondéncia entre Pascal e o matematico Pierre Fermat,
gue se tornou historica.

As suas 7 cartas contendo as reflexdes de ambos sobre a resolucéo
deste problema, sdo consideradas os documentos fundadores da Teoria das
Probabilidades.

3.2 Consideragdes Iniciais

Segundo Carmo, uma sequéncia interessante para a abordagem do
contetdo é: apresentacdo da probabilidade, conceituar experimento aleatério,
experimento deterministico, experimentos equiprovaveis, espago amostral,
eventos do espaco amostral, tipos de eventos probabilisticos, definicdo de
Probabilidade, propriedades, adicdo de Probabilidade e Probabilidade
condicional.

Nesta sec¢do foi desenvolvido um material com conceitos, exemplos e

uma vasta lista de exercicios resolvidos sobre Probabilidade.
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3.3 Experimento Aleatorio

E aquele cujo resultado é imprevisivel, depende exclusivamente do acaso.
Apesar desta aleatoriedade, os possiveis resultados sdo conhecidos.
Exemplos:

a) O langamento de um dado;

b) O langamento de uma moeda;

c) O sexo de um filhote.
3.4 Experimento Deterministico

E aquele cujo resultado € previsivel, pois conhecendo certas condicdes, €
possivel calcular o resultado, sem realizar o experimento.

Exemplos:

a) A quetemperatura a 4gua entra em ebulicdo?

b) Se largarmos uma bola, com velocidade ela atinge o ch&o?
3.5 Experimentos Equiprovéaveis

S&o0 aqueles que possuem a mesma probabilidade de ocorrer.
Exemplo:
No lancamento de uma moeda, a probabilidade de ocorrer cara é a mesma

probabilidade de ocorrer coroa.

P(ocorrer cara)=P(ocorrer coroa) = %

3.6 Espago Amostral

E o conjunto de todos os possiveis resultados de um experimento aleatdrio.

Exemplos:

a) Possiveis resultados num Unico langamento de um dado com 6 faces:
0={1,2,3,4,56}
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b)  Possiveis resultados num Unico langamento de uma moeda:
Q={ cara, coroa };
c) Possiveis resultados de um nascimento de um filhote:

Q={ macho, fémea }.
3.7 Eventos de um espaco amostral

E qualquer subconjunto de um espago amostrall.

Exemplos:

a) A={1,2}éumevento do espaco amostral Q={1, 2, 3,4,5,6};
b) B ={cara}é um evento do espago amostral QO ={ cara, coroa };

c) C={fémea}é um evento do espaco amostral Q ={ macho, fémea }.
3.7.1 Tipos de eventos probabilisticos

Evento certo: Evento cuja probabilidade P de ocorrer € certa, ou seja, P = 1.
Exemplo:
Ao langar um dado com 6 faces uma Unica vez, calcular a probabilidade de

ocorrer um nimero menor ou igual a 6:

Evento impossivel: Evento cuja probabilidade P de ocorrer é impossivel
ou seja, P = 0.

Exemplo:

Ao langar um dado com 6 faces, calcular a probabilidade de ocorrer um
ndmero maior que 6:

:920
6

Eventos complementares: Eventos cuja unido resulta no conjunto universo.
Sabemos que um evento pode ocorrer ou ndo. Sendo p a probabilidade de que
ele ocorra (sucesso) e g a probabilidade de que n&o ocorra (fracasso), para um

mesmo evento existe sempre a relacéo:

p+g=1,logo, g=1-p
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Exemplo:

Sabemos que a probabilidade de tirar o 3 no lancamento de um dado é p = %
Logo, a probabilidade de n&o tirar o 3 no langamento de um dado é g =1 —%:

%. Observe que p +q =1, logo, p e g sdo eventos complementares.

Eventos mutuamente exclusivos: Eventos cuja ocorréncia de um elimina a
possibilidade de ocorréncia do outro. Neste caso a probabilidade de ocorréncia

de um ou outro evento é dada por:
P(A u B) =P(A) + P(B), se e somente se, AnB=0 eP(A nB)=0.

Observacgéo:
Na probabilidade:
U equivale a palavra ou, logo P(A U B) é o mesmo que P(A ou B);

N equivale & palavra e, logo P(AnB) é o mesmo que P(A e B);

Exemplo:
Num determinado casamento, sera estimada a probabilidade de nascer um

menino de olhos castanhos ou uma menina de olhos azuis. Assim, tem-se que:

P(A)=P(nascer menino de olhos castanhos) = g

P(B)=P(nascer menina de olhos azuis) =

gl

P(AU B) = P(A) + P(B)= =+

o|lw
(SRR

4
5

SeA nB # @ e P(A nB) >0, entdo P(AU B) =P(A) + P(B) - P(A nB).
Exemplo:

Num determinado casamento, sera estimada a probabilidade de nascer um

menino ou uma crianga de olhos azuis. Assim, tem-se que:
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P(A) = P(nascer menino) = %

P(B) = P(nascer crianga de olhos azuis) =

D

P(A n B) = P(nascer menino de olhos azuis) =

P(AU B)=P(A) + P(B) - P(An B) = %+3—3:§

A necessidade de subtrair a probabilidade de nascer menino de olhos azuis
vem da idéia de que na P(A u B), tanto no valor da P(nascer menino) quanto
no valor da P(nascer criangca de olhos azuis) esta incluido a possibilidade de
nascer menino de olhos azuis, conseqientemente esta probabilidade estaria

sendo somada duas vezes. Por isso a importancia da subtragao.

Eventos independentes: Dois eventos sdo independentes quando a
probabilidade de ocorrer B ndo depende da ocorréncia de A. A expressao que
define a lei para eventos independentes é a seguinte:

P(A N B) = P(A).P(B)

Exemplo:

Em uma familia serd estimada a probabilidade de nascer um menino de olhos

azuis:

P(A) = P(nascer menino) = %

P(B) = P(nascer crianga de olhos azuis) =

N|PEF

|~

P(A n B) = P(nascer menino de olhos azuis) = P(A).P(B) = %

N |-

Eventos equiprovaveis: Quando todos os elementos do espago amostral tem

a mesma chance de ocorrer.

Exemplo:

No langamento de uma moeda, a chance de sair cara é igual a chance de sair

coroa.
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3.8 Probabilidade

A probabilidade de um determinado evento ocorrer é determinada por um
calculo, realizado pela razdo entre o ndmero de casos favoraveis a um
determinado evento e o namero total de casos.

_ Ndmero de casos favoraveis
Numero total de casos

P

3.8.1 Propriedades

O célculo da probabilidade de um evento A deve satisfazer as seguintes
propriedades:

a) O0<P(A)<I1;

b) P(Q)=1,sendo Q o conjunto de todos os possiveis resultados;

c) P(Q)=0,sendo Q ocomplemento de Q.

Exemplos:

a) Probabilidade de ocorrer um nimero maior que 6 no langamento de um
dado honesto:

Obs.: Dado honesto € aquele equiprovéavel, ou seja, aguele em que cada uma
das faces tem a mesma probabilidade de ocorrer.

NUmero de casos favoraveis: 0

A={}
NUmero total de casos: 6
p-2_0

6

Se A={ }, entdo o evento é classificado como impossivel.

b) Probabilidade de ocorrer a face cara no langamento de uma moeda
honesta:

Numero de casos favoraveis: 1

B ={cara}

Numero total de casos: 2

p=1_s500%
2
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c) Probabilidade de nascer um filhote do sexo feminino:
NuUmero de casos favoraveis: 1

C ={fémea}

Numero total de casos: 2

p=L_s500%
2

Exercicios resolvidos:

1-  Numa classe com 60 alunos, 36 estudam inglés, 28 estudam espanhol, 12
estudam inglés e espanhol.

Responda:

a) Qual é a probabilidade de um aluno que estuda inglés estudar também
espanhol?

b) Qual é a probabilidade de, ao escolher um desses alunos ao acaso, ele
nado estudar nem inglés nem espanhol?

Resolugéo:

Neste exercicio, percebo a importancia do Diagrama de Venn, na organizagao

dos dados:
E
g
a) P =E=1=33,3%
36 3
b) P =£=£=13,3%
60 15

2- Calcule a probabilidade de se obter um triangulo retangulo, quando se
unem de modo aleatorio trés vértices de um hexéagono regular:

Resolugéo:
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Neste exercicio, como a ordem dos vértices desse hexagono na formacgao dos
triangulos retangulos ndo importa, percebo a importancia da utilizagéo da
Combinacao Simples na gerag&o do nimero total de casos.

Numero de casos favoraveis: 12, pois para cada aresta existem 2 tridngulos

retdngulos. Como séo 6 arestas, entdo, sdo 6 x 2 = 12 triangulos retangulos.

NUmero total de casos:
6! 6! 6.5.4.3

Cy,= =2 - =5.4=20
*73.6-3)! 3.3 3132
p-12_3_6ow

20 5

3-  Numa praca, 4 homens e 4 mulheres devem ocupar os 8 lugares de um
banco. Calcule a probabilidade de que nunca fiquem lado a lado duas pessoas

do mesmo sexo:

Resolugéo:

Neste exercicio, como a ordem dos lugares que serdo ocupados no banco
importa, percebo a importancia da utilizagdo da Regra do Produto na resolu¢éo
do problema.

Numero de casos favoraveis:

AMHMHMHM Esse resultado deve ser multiplicado por 2, pois a

443 3 2 211
ordem entre homens e mulheres deve alternar.

NUmero total de casos:

8.7.6.5.4.3.2.1
443322112 1

87654321 35
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3.9 Probabilidade condicional

Vamos introduzir o conceito de probabilidade condicional, por meio do seguinte
problema:

Uma urna contém 12 esferas numeradas de 1 a 12. Ao retirar uma esfera
dessa caixa, percebe-se que ela possui um numero par. Qual seria, entédo, a
probabilidade de que essa esfera seja um multiplo de 3?

O espago amostral pode ser considerado, inicialmente, como o conjunto
constituido por todas as esferas de 1 a 12.

0={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}

Entretanto, como sabemos que ela possui um namero par, podemos definir um
novo espago amostral S, constituido apenas pelas esferas pares.
S={2,4,6,8,10,12}en(S)=6

Chamaremos de T o conjunto dos nimeros multiplos de 3, de 1 a 12.
T={3,6,9,12}

Observe que SNT={6,12}en(SNT)=2

Vamos organizar os dados utilizando o Diagrama de Venn:

Logo, a probabilidade de ocorrer o evento T, j& tendo ocorrido o evento S, é

igual a:
nSnT) _2_1
n(S) 6 3

Essa probabilidade indicada porP(T /S) é chamada probabilidade condicional

do evento T, dado que o evento S j& ocorreu.
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A formula para o calculo dessa probabilidade é dada por:
P(T/S) = —”(E(Q)T)

Exemplo:

Um baralho completo é constituido por 52 cartas, distribuidas em 4 naipes:
ouros, copas, paus e espadas. Cada naipe possui 13 cartas: A(as),
2,3,4,5,6,7,8,9,10, J(valete), Q(dama) e K(rei). Foi extraida uma carta desse
baralho e observou-se que era uma carta de ouros. Determinar a probabilidade
de que essa carta seja um rei de ouros:

Resolucgdo:

Sabendo que a carta extraida é de ouros, o espago amostral fica reduzido a 13
cartas.

n(A) = n(cartas de ouros) = 13

n(B) = n(reis no baralho) = 4

(AnB) =n(reis de ouros) = 1

n(AnB) 1

Logo, P(B/A)=
0go. P(B/A) n(A) 13
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3.10 Lista de Exercicios Resolvidos

1. Nivel: Facil (ENEM/1998) Em um concurso de televisédo, apresentam-se
ao participante trés fichas voltadas para baixo, estando representadas em cada
uma delas as letras T, V e E. As fichas encontram-se alinhadas em uma ordem
qgualquer. O participante deve ordenar as fichas a seu gosto, mantendo as
letras voltadas para baixo, tentando obter a sigla TVE. Ao desvira-las, para
cada letra que esteja na posi¢ao correta ganhara um prémio de R$ 200,00.

A probabilidade de o PARTICIPANTE n&o ganhar qualquer prémio é igual a:
a0

b) 1/3

c) 1/4

d) 1/2

e) 1/6

Resolucgdo:

Namero total de casos: 6

Q={ TVE,TEV,ETV,EVT,VTE,VET }

Numero de casos favoraveis: 2

Sao aqueles que fazem com que o participante ndo ganhe qualquer prémio.
Logo, as possibilidades séo as seguintes:

ETV, VET

Portanto,

P= 221
6 3

2. Nivel: Facil (ENEM/1999) Uma estacdo distribuidora de energia elétrica
foi atingida por um raio. Este fato provocou escuriddo em uma extensa area.
Segundo estatisticas, ocorre em média a cada 10 anos um fato desse tipo.
Com base nessa informagéo, pode-se afirmar que:

a) a estacado esta em funcionamento ha no méximo 10 anos.

b) daqui a 10 anos deveré cair outro raio na mesma estagéo.

C) se a estacéo ja existe ha mais de 10 anos, brevemente devera cair outro

raio na mesma.
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c) aprobabilidade de ocorréncia de um raio na estagao independe do seu
tempo de existéncia.
d) éimpossivel a estagdo existir h4 mais de 30 anos sem que um raio ja a

tenha atingido anteriormente.

Resolucgdo:

a) Falsa, pois se a estacdo estivesse em funcionamento hd no maximo 10
anos, nao seria possivel estimar a tal média.

b) Falsa, pois ndo sei em que ano estou na contagem do tempo, pode ser
gue um raio tenha caido ha 7 anos atrds e entdo, de acordo com o estudo
realizado, é provavel que ele volte a cair daqui h& trés anos.

C) Falsa, pois ndo posso afirmar que um raio deveréa cair brevemente, ele
poderé cair ou ndo.

d) Verdadeira, pois apesar do estudo probabilistico realizado, a ocorréncia
de um raio na estagéo ndo depende do seu tempo de existéncia. Pode ser caia
um, dois ou mais raios num unico dia e depois ficar 100 anos sem a ocorréncia
de um caso como esse.

e) Falsa, pois de acordo com o estudo realizado € provavel e ndo um
evento certo que caia um raio a cada 10 anos. Pode ser que figue 100 anos

sem uma ocorréncia como essa.

3. Nivel: Fécil Os alunos quartanistas do curso diurno e do curso noturno de
uma faculdade se submeteram a uma prova de sele¢éo, visando a participacéo
numa olimpiada internacional. Dentre os que tiraram nota 9,5 ou 10,0 sera

escolhido um aluno, por sorteio.

Curso |

Nota
Diurno " Noturno |
L o5 Jf & || 7 ]
L w0 Jf s || 8 |

Com base na tabela, a probabilidade de que o aluno sorteado tenha tirado

nota 10,0 e seja do curso noturno é:
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a) 12/26
b) 6/14
c) 4/13
d) 12/52
e) 1/6

Resolucéao:
Obs.: Quartanistas sdo alunos do quarto ano da faculdade.

NUumero de casos favoraveis: 8 ( numero de alunos do noturno com nota

igual a 10).

Namero total de casos: 26 ( nimero total de alunos que tiraram nota 9,5 ou
10).
Logo, P = i=i

26 13

Caso tivesse %entre as opgoes de resposta, esta seria tentadora, pois poderia

pensar que o nimero total de casos € o nimero de alunos do noturno, que é

15, assim ficaria E
15

4. Nivel: Facil (ENEM/2007) Uma das principais causas da degradacdo de

peixes frescos é a contaminagdo por bactérias.

C Temperatura do pescado nas peixarias

130 45,
12 10,5
. 8,9
6
3 I ‘J,‘%
l] l_
I n m v v

Azzociagio Brasieira de Defesa do Consumidor
(com adaptacdes).
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O gréfico apresenta resultados de um estudo acerca da temperatura de
peixes frescos vendidos em cinco peixarias. O ideal é que esses peixes
sejam vendidos com temperaturas entre 2 °C e 4 °C. Selecionando-se
aleatoriamente uma das cinco peixarias pesquisadas, a probabilidade de ela

vender peixes frescos na condi¢éo ideal € igual a:

a) 1/2.
b) 1/3.
c) 1/4.
d) 1/5.
e) 1/6.

Resolucgdo:

Pela interpretacdo gréfica, fica facil perceber que das cinco peixarias

pesquisadas, somente uma mantém os peixes na temperatura ideal, a V.

Logo,

T
1
(SRR

5. Nivel: Facil (UNESP/2008) Numa certa regido, uma operadora telefénica
utiliza 8 digitos para designar seus numeros de telefones, sendo que o primeiro
é sempre 3, o segundo ndo pode ser 0 e o terceiro numero € diferente do
quarto. Escolhido um nimero ao acaso, a probabilidade de os quatro uUltimos

algarismos serem distintos entre si é:

a) 63/125
b) 567/1250
c) 189/1250
d) 63/1250
e) 7/125



Resolucgdo:

NUmero total de casos:

1910910101010’

algarismo é diferente do quarto.

NUmero de casos favoraveis:

1910910987

algarismos devem ser distintos entre si.

Logo,

1.9.10.9.10.9.8.7

_ 504 63

©1.9.10.9.10.10.10.10 1000 125

6. Nivel: Facil (ENEM/2007) A queima de cana aumenta a concentragao de

0 segundo algarismo ndo pode ser 0 zero e O terceiro

além das condigbes citadas acima, 0s quatro ultimos

dioxido de carbono e de material particulado na atmosfera, causa alteragdo do
clima e contribui para o aumento de doencgas respiratorias. A tabela adiante

apresenta nameros relativos a pacientes internados em um hospital no periodo

da queima da cana.

problemas problemas
respiratorios | respiratorios
. outras
pacientes causados resultantes total
doengas
pelas de outras
queimadas causas

idosos 50 150 1] 260
criangas 150 210 90 450

Escolhendo-se aleatoriamente um paciente internado nesse hospital por
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problemas respiratérios causados pelas queimadas, a probabilidade de que

le seja uma crianca é igual a:

a) 0,26, o que sugere a necessidade de implementacdo de medidas que
reforcem a atencdo ao idoso internado com problemas respiratorios.

b) 0,50, o que comprova ser de grau médio a gravidade dos problemas
respiratorios que atingem a populacdo nas regifes das queimadas.

c) 0,63, o que mostra que nenhum aspecto relativo a salde infantil pode ser
negligenciado.

d) 0,67, o que indica a necessidade de campanhas de conscientizagdo que
objetivem a elimina¢&o das queimadas.

e) 0,75, o que sugere a necessidade de que, em areas atingidas pelos efeitos

das queimadas, o atendimento hospitalar no setor de pediatria seja reforgado.

Resolucgdo:

Namero total de casos: 200

Total de pacientes com problemas respiratérios causados pelas queimadas: 50
+ 150 = 200

Numero de casos favoraveis: 150

Total de criangcas com problemas respiratorios causados pelas queimadas: 150

Logo,
p=20_3_¢75
200 4

Portanto, a opgéo correta é a letra e.
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7. Nivel: Médio (ENEM/2001) Uma empresa de alimentos imprimiu em suas

embalagens um cartéo de apostas do seguinte tipo:

FREMTE DO CARTAOD VERSO DO CARTAO

1 D 'G' 'G' Como jogar:
- Inicie raspando apenas uma das
2 O O O O alternativaz da linha de inicia (linkha 17
3 'O' O 'O' - Se achar uma bola de futehol | v
1 o O para alinha 2 & raspe apenas uma
5 D 'G' das a_alternativas. .
Continue raspando dessa forma até
o fim do jogo.
- Ze encontrar um "X em gualguer
uma das inhaz, ojogo esté
encerrado & vocé ndo terd dirsito ao
prémio.
- Se vocd encontrar uma bola de
futebol em cada uma daz linhas terd
direito a0 prémio.

Cada cartédo de apostas possui 7 figuras de bolas de futebol e 8 sinais de X"
distribuidos entre os 15 espagos possiveis, de tal forma que a probabilidade de
um cliente ganhar o prémio nunca seja igual a zero. Em determinado cartdo
existem duas bolas na linha 4 e duas bolas na linha 5. Com esse cartao, a
probabilidade de o cliente ganhar o prémio é:

a) 1/27.

b) 1/36.

c) 1/54.

d) 1/72.

e) 1/108.

Resolucgdo:

Como existem duas bolas na linha 4 e duas na linha 5, ja foram 4, restam 3,
uma para cada uma das trés primeiras.
Logo,

P(ganhar):lllgg— !

8. Nivel: Médio (PUC-MG/2004) As percentagens de filmes policiais
transmitidos pelos canais A, B e C de uma provedora de sinal de TV séo,
respectivamente, 35%, 40% e 50%. Se uma pessoa escolhe casualmente um
desses canais para assistir a um filme, a probabilidade de que ela ndo assista a

um filme policial é:
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a) 5/12
b) 6/12
c) 7/12
d) 8/12
e) 1/6

Resolucéao:
A—>0,35.. A—>0,65
B—>04..B—>0,6
C—->05..C—>05
Logo,

1 ( 65,6 5

~ o 7 o 1 . A
P(néo assistir) = =| — + —+— |=—, multipliquei por =, pois como s&o trés
3\100 10 10) 12 3

. . -1
canais, a probabilidade de escolher, ao acaso, qualquer um dos canais é 3

9. Nivel: Médio (PUC-Rio/2004) Um casal pretende ter 3 filhos. Qual a
probabilidade de que todos os trés filhos sejam do mesmo sexo?

a) 1/8

b) 1/6

c) 1/3

d) 1/4

e) 2/3

Resolucgdo:

1° filho: Pode ser de qualquer sexo, logo a probabilidade sera igual a 1.

2° filho: Deve ter o mesmo sexo do primeiro, logo a probabilidade é %

3° filho: Deve ter o mesmo sexo dos dois primeiros, logo a probabilidade é %

Portanto,
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P( 3 filhos do mesmo sexo ) =1.=.= =

1.1
2 4

N |-

10. Nivel: Médio (ENEM/2005) Um aluno de uma escola seré escolhido por
sorteio para representd-la em uma certa atividade. A escola tem dois turnos.
No diurno ha 300 alunos, distribuidos em 10 turmas de 30 alunos. No noturno
h& 240 alunos, distribuidos em 6 turmas de 40 alunos.

Em vez do sorteio direto envolvendo os 540 alunos, foram propostos dois
outros métodos de sorteio:

Método I: escolher ao acaso um dos turnos (por exemplo, lancando uma
moeda) e, a seguir, sortear um dos alunos do turno escolhido.

Método lI: escolher ao acaso uma das 16 turmas (por exemplo, colocando

um papel com o nimero de cada turma em uma urna e sorteando uma delas)
e, a seguir, sortear um dos alunos dessa turma.Sobre os métodos | e Il de
sorteio €é correto afirmar:

a) em ambos os métodos, todos os alunos tém a mesma chance de serem
sorteados.

b) no método |, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados,
mas, no método Il a chance de um aluno do diurno ser sorteado é maior que a
de um aluno do noturno.

c) no método Il, todos os alunos tém a mesma chance de serem sorteados,
mas, no método |, a chance de um aluno do diurno ser sorteado é maior que a
de um aluno do noturno.

d) no método |, a chance de um aluno do noturno ser sorteado é maior do que
a de um aluno do diurno, enquanto no método Il ocorre o contrario.

e) em ambos os métodos, a chance de um aluno do diurno ser sorteado é

maior do que a de um aluno do noturno.

Resolucgdo:
Pelo Método |, temos que a probabilidade de um aluno ser sorteado é:

l i=i no diurno

2300 600
Ou
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1
240

1 1
> =——nN0 noturno

Pelo Método I, temos que a probabilidade de um aluno ser sorteado é:

1 1 1 .
— . —=——nodiurno
16 30 480

Ou

1 1

—.—= 1 no noturno
16 40 640

Logo, a opcéo correta € a letra d, que diz que no método |, a chance de um
aluno do noturno ser sorteado € maior do que a de um aluno do diurno,

enquanto no método Il ocorre o contrario.

11. Nivel: Médio As 23 ex-alunas de uma turma que completou o Ensino
Médio h& 10 anos se encontraram em uma reunido comemorativa. Varias delas
haviam se casado e tido filhos. A distribuicdo das mulheres, de acordo com a

quantidade de filhos, é mostrada no gréfico a seguir.

10

Sem 1 filho 2 filhos Jfilhos
filhos

Um prémio foi sorteado entre todos os filhos dessas ex-alunas. A
probabilidade de que a crianca premiada tenha sido um(a) filho(a) unico(a) é:
a) 1/3.

b) 1/4.

c) 7/15.

d) 7/23.

e) 7/25.

Resolucgdo:
Numero de casos favoraveis: 7 ( total de filhos Unicos )

Numero total de casos: 25 ( total de filhos )

Logo,



57

7
25

P=

Essa questdo tem uma PEGADINHA, que é a letra d) 213 escolhida por muitos

por falta de atengéo, ja que 23 é o total de mulheres e néo o total de filhos.

12. Nivel: Médio (UFMG/2007) Em uma mesa, estdo espalhados 50 pares

de cartas. As duas cartas de cada par sdo iguais e cartas de pares distintos
sao diferentes.

Suponha que duas dessas cartas séo retiradas da mesa ao acaso.

Entéo, é correto afirmar que a probabilidade de essas duas cartas serem iguais
é:

a) 1/100.

b) 1/99.

c) 1/50.

d) 1/49.

Resolucgdo:

A primeira carta pode ser qualquer uma das 50 distribuidas entre as 100, logo a

probabilidade é de % . J& a segunda deve ser igual a primeira, logo a

probabilidade é de % Devo multiplicar por 2, pois existem duas possibilidades

de retiradas diferentes em relacdo a posi¢éo das cartas, posso retirar a

primeira e a segunda ou a segunda e a primeira.

Portanto,
01, 1
100 99 99

13. Nivel: Médio (UFMG/2008) Considere uma prova de Matematica
constituida de quatro questdes de multipla escolha, com quatro alternativas

cada uma, das quais apenas uma é correta.
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Um candidato decide fazer essa prova escolhendo, aleatoriamente, uma
alternativa em cada questéao.
Entdo, é correto afirmar que a probabilidade de esse candidato acertar, nessa

prova, exatamente uma questao é:

a) 27/64
b) 27/256
c) 9/64
d) 9/256

Resolucgdo:

NP

P(A)=P (acertar)

P(E)=P(errar) =

Logo,

P(acertar exatamente uma questao ) =

PANENENE)+P(ENANENE)+P(ENENANE)+P(ENENENA)=
1333, %
4444 64

Essa questdo tem uma PEGADINHA, que é a letra b) 22_576 escolhida por falta
de atencdo, quando n&o se leva em consideracgéo as 4 possibilidades distintas,
. ~ . N - 27
ou seja, quando nao se leva em consideragdo que se deve multiplicar 2—56por

4.
14. Nivel: Médio (UFG/2008) A figura a seguir mostra os diversos caminhos

que podem ser percorridos entre as cidades A, B, C e D e os valores dos

pedagios desses percursos.
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R$8,00 R$3,00 R$3,00
OO OO
— L Mo
R$10,00 R$4,00 R$4,00

Dois carros partem das cidades A e D, respectivamente, e se encontram na
cidade B. Sabendo-se que eles escolhem o0s caminhos ao acaso, a

probabilidade de que ambos gastem a mesma quantia com os pedagios é:

a) 1/18
b) 1/9
c) 1/6
d) 1/2
e) 2/3

Resolucéao:

Possiveis taxas de A até B:

R$ 6,00
R$ 8,00
R$ 10,00
Possiveis taxas de D até B:
R$ 5,00
R$ 6,00
R$ 6,00
R$ 7,00
R$ 7,00
R$ 8,0
Custo do pedagio de A para B Custo do pedagio de D para B
R$ 8,00
R$ 7,00
R$ 6,00 R$ 7,00
R$ 5,00
R$ 6,00
R$ 6,00
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R$ 8,00
R$ 6,00
R$ 8,00 R$ 6,00
R$ 5,00
R$ 7,00
R$ 7,00
R$ 6,00
R$ 5,00
R$ 10,00 R$ 7,00
R$ 7,00
R$ 6,00
R$ 8,00

Para cada caminho escolhido de A até B, tenho 6 caminhos de D até B.

Desses, 3 geram as mesmas taxas.

ol

P: 3:
18

15. Nivel: Médio (PUC-SP/2008) Um marceneiro pintou de azul todas as
faces de um bloco macigo de madeira e, em seguida, dividiu-o totalmente em
pequenos cubos de 10 cm de aresta. Considerando que as dimensdes do bloco
eram 140 cm por 120 cm por 90 cm, entdo a probabilidade de escolher-se
aleatoriamente um dos cubos obtidos apos a divisdo e nenhuma de suas faces

estar pintada de azul é:

a)1/3
b) 5/9
c) 2/13
d) 5/6
e) 8/9

Resolucgdo:
NUmero total de casos:
NUmero total de cubos: 9.12.14

NUmero de casos favoraveis:
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Numero de cubos que ndo foram pintados: (9-2).(12-2).(14-2) = 7.10.12

Logo,
p= 71012 5
91214 9

16. Nivel: Médio (FGV/2008) Uma urna contém cinco bolas numeradas com
1, 2, 3, 4 e 5. Sorteando-se ao acaso, e com reposi¢cao, trés bolas, os nimeros
obtidos sdo representados por x, y e z . A probabilidade de que xy + z seja um

ndmero par € de:

a) 47/125.
b) 2/5.
c) 59/125.
d) 64/125.
e) 3/5.

Resolucgdo:

Namero total de casos:

555=125

Namero de casos favoraveis:
Vamos considerar a seguinte legenda:
| — NUmero impar

P — NUmero par

Como a sequéncia retirada deve formar um namero par, as possibilidades sdo

as seguintes:

l.LI+41—> 3.3.3=27
P.Il+P—>232=12

P.P+P —»222=8

.P+P —»3.2.2=12

Total: 27+12+8+12 =59
Logo,
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P:5_9
125

Essa questdo tem uma PEGADINHA, que é a letra a) % escolhida por falta

de atencédo, quando nao se leva em consideragcédo que as sequéncias P.I+P e
I.P+P, apesar de formarem os mesmos numeros, sdo diferentes e por isso

devem ser levadas em consideragéo.

17. Nivel: Médio (UFPR/2008) Um grupo de pessoas foi classificado quanto

ao peso e pressao arterial, conforme mostrado no quadro a seguir:

= PESD
PRESSAO Excesso | Hormal | Deficiente Total
Alta 0,10 0,08 0,02 0,20
Hormal 0,15 0,45 0,20 0,80
Tatal 0,25 0,53 0,22 1,00

Com base nesses dados, considere as seguintes afirmativas:

1. A probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso nesse grupo ter presséo
alta é de 0,20.

2. Se se verifica que uma pessoa escolhida ao acaso, nesse grupo, tem
excesso de peso, a probabilidade de ela ter também presséo alta é de 0,40.

3. Se se verifica que uma pessoa escolhida ao acaso, nesse grupo, tem
presséo alta, a probabilidade de ela ter também peso normal € de 0,08.

4. A probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso nesse grupo ter pressao
normal e peso deficiente é de 0,20.

Assinale a alternativa correta:

a) Somente as afirmativas 1, 2 e 3 sdo verdadeiras.
b) Somente as afirmativas 1, 2 e 4 s&o verdadeiras.
c) Somente as afirmativas 1 e 3 sdo verdadeiras.

d) Somente as afirmativas 2, 3 e 4 séo verdadeiras.

e) Somente as afirmativas 2 e 3 sdo verdadeiras.
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Resolucgdo:
Analisando cada uma das afirmativas, temos:

1. A probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso nesse grupo ter pressao
alta é de 0,20.

Verdadeira, pois P = 0—12 =0,2

2. Se se verifica que uma pessoa escolhida ao acaso, nesse grupo, tem
excesso de peso, a probabilidade de ela ter também presséo alta é de 0,40.

Verdadeira, pois P - 0L =04
0,25

3. Se se verifica que uma pessoa escolhida ao acaso, nesse grupo, tem
pressao alta, a probabilidade de ela ter também peso normal é de 0,08.

0,08

Falsa, pois P = 0,4

4. A probabilidade de uma pessoa escolhida ao acaso nesse grupo ter pressao
normal e peso deficiente é de 0,20.

Verdadeira, basta ver direto na tabela.

18. Nivel: Médio A probabilidade de um casal com quatro filhos ter dois

do sexo masculino e dois do sexo feminino é:

a) 60%
b) 50%
c) 45%
d) 37,5%
e) 25%
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Resolucgdo:

Vamos considerar a seguinte legenda:

M — Masculino

F — Feminino
Namero total de casos: 16

2222=16 pois para cada filho existem duas possibilidades de sexo,

masculino ou feminino.
NUmero de casos favoraveis: 6

Q ={ MMFF, FFMM, MFMF, FMFM, MFFM, FMMF }
Logo,

P= £=§
16 8

19. Nivel: Médio (FGV/2007) Em um grupo de turistas, 40% s&o homens. Se
30% dos homens e 50% das mulheres desse grupo sao fumantes, a

probabilidade de que um turista fumante seja mulher é igual a:

a) 5/7
b) 3/10
c) 217
d) 1/2
e) 7/10

Resolucgdo:
Nesse exercicio, resolvi atribuir o valor de 100 para o nimero de turistas, a fim

de facilitar o trabalho.

NUmero de turistas: 100
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Nimero de homens fumantes:£.40=12
NUmero de homens: 40 100 20 )
NUmero de homens nao fumantes:m.40=28

NUmero de mulheres fumantes:5—o.60=30
NUmero de mulheres: 60 100 5o )
NUmero de mulheres ndo fumantes:m.60=30

NUmero total de casos:
Total de fumantes: 30 + 12 = 42
NUmero de casos favoraveis:

Total de mulheres fumantes: 30

Logo,
P= @ :E
42 7

20. Nivel: Médio (UFU/2007) De uma urna que contém bolas numeradas de
1 a 100 sera retirada uma bola. Sabendo-se que qualquer uma das bolas tem a
mesma chance de ser retirada, qual é a probabilidade de se retirar uma bola,

cujo numero € um quadrado perfeito ou um cubo perfeito?

a) 0,14
b) 0,1

c) 0,12
d) 0,16

Resolucgdo:

Quadrados perfeitos no intervalo de 1 a 100:
1,4,9, 16, 25, 36, 49, 64, 81, 100. Ao todo séo 10.
Cubos perfeitos no intervalo de 1 a 100:

1, 8, 27, 64. Ao todo séo 4.

Observe que 1 e 64 sdo comuns aos dois conjuntos.
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Namero total de casos: 100
NUmero de casos favoraveis: 10+4 -2 =12
Logo,

p=12_o10
100

Essa questdo tem uma PEGADINHA, que é a letra a)0,14, escolhida por falta

de atencd@o, quando néo se leva em consideracdo que os numeros 1 e 64 séo

. . . . . 14
comuns aos dois conjuntos. Deixando de subtrair os dois, obtemos 00"

21. Nivel: Médio (UFRS/2007) Uma caixa contém bolas azuis, brancas e
amarelas, indistinguiveis a ndo ser pela cor. Na caixa existem 20 bolas brancas
e 18 bolas azuis. Retirando-se ao acaso uma bola da caixa, a probabilidade de
ela ser amarela é 1/3.

Entdo, o numero de bolas amarelas é:

a) 18.
b) 19.
c) 20.
d) 21.
e) 22.

Resolucgdo:
NUmero de bolas azuis: 18
NUmero de bolas brancas: 20

NUmero de bolas amarelas: x

P( bola ser amarela ) = %
Logo,

oox 1

18+20+x 3

x=19



67

22. Nivel: Médio (UNESP/2007) Dado um poliedro com 5 vértices e 6 faces

triangulares, escolhem-se ao acaso trés de seus vertices.

vy

v L)

V3

A probabilidade de que os trés vértices escolhidos pertengam & mesma face do
poliedro é:

a) 3/10.

b) 1/6.

c) 3/5.

d) 1/5.

e) 6/35.

Resolucgdo:

Namero total de casos:

Cs; =10

Namero de casos favoraveis:

NuUmero de triangulos: 6

Logo,

S

23. Nivel: Dificil (FGV/2007) Em relacdo aos cinco dados indicados na figura,

sabe-se que:

- cada dado tem faces numeradas de 1 a 6;
- a soma das faces opostas em cada dado é igual a 7;

- a soma das faces em contato de dois dados €é igual a 8.
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Nas condi¢Oes dadas, a probabilidade de que as quatro faces sombreadas na

figura tenham o mesmo ndmero marcado é igual a:

a) 1/16.
b) 1/8.
c) 1/6.
d) 1/4.
e) 1/2.

Resolucgdo:

Pelas condigdes impostas pelo problema, os dados 2, 3 e 4 terdo a face
superior como 1 ou 6. O dado 1, por sua vez, terd como possiveis faces
superiores 2 ou 5. Como o dado que esta sobreposto a ele poderia ter como
face inferior apenas 1 ou 6 e a soma das faces em contato deve ser 8, a Unica
possibilidade é ter a face inferior igual a 6. A face superior do dado sobreposto
€, portanto, igual a 1. Das duas possibilidades para as demais faces

sombreadas, de acordo com o enunciado, a Unica possivel € a face 1.

No dado 5, a face sombreada é igual a 1.
No dado 4, a face sombreada pode ser 1 ou 6.

No dado 3, a face sombreada pode ser 1 ou 6.
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No dado 2, a face sombreada pode ser 1 ou 6.

Logo,
p=111,.12
222 8

24. Nivel: Dificil (UFRS/2005) Um numero natural N de trés algarismos,
menor que 500, é escolhido ao acaso. A probabilidade de que log N seja um

numero natural é:

a) 0,001.
b) 0,0025.
c) 0,01.
d) 0,05.
e)0,1.

Resolucgdo:
Para que Log N seja um namero natural, N deve ser uma poténcia de base 10

menor que 500, com 3 algarismos.

N=10°=1-Log 1 =0 ( N&o convém!)

N =10'=10—Log 10 = 1 ( Ndo convém! )

N =10°=100—Log 100 = 2 ( Convém!)

N =10°= 1000— Log 1000 = 3 ( N&o convém! )

Desses, 0 Unico que convém é o 100, pois é o unico menor que 500, com 3

algarismos, proveniente de uma poténcia de base 10.

Namero total de casos: 400
De 100 a 499, sdo 400 nimeros
NUmero de casos favoraveis: 1

Logo,
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P= 4%0 =0,0025

25. Nivel: Médio (PUC-MG/2007) Trés prémios foram sorteados entre 17
pessoas (6 homens e 11 mulheres), de modo que cada pessoa recebesse um
Gnico prémio. Se uma mulher ganhou o primeiro prémio e um homem, o
segundo, a probabilidade de uma mulher ter ganhado o terceiro prémio é
aproximadamente igual a:

a) 0,59

b) 0,67

c) 0,71

d) 0,82

Resolucgdo:

6homens N
17 pessoas e trés premios.
11mulheres

Se uma mulher e um homem ja ganharam um prémio cada, entéo, resta um
prémio para ser sorteado entre as 15 pessoas restantes, sendo10 mulheres e 5
homens.

Namero total de casos: 15

Namero de casos favoraveis: 10

Logo,
P = Q:E
15 3

26. Nivel: Médio (UFU/2006) Em um vilarejo com 1000 habitantes, 52% dos
habitantes sdo mulheres e 25% dos homens tém no maximo 20 anos.
Escolhendo-se aleatoriamente dois habitantes da cidade, a probabilidade de
que as duas pessoas escolhidas sejam homens, sendo um deles com no
méaximo 20 anos de idade e o outro com pelo menos 21 anos de idade, é igual
a:

a) 16/185

b) 27/625
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c) 12/275
d) 12/2775

Resolucgdo:

NUmero de mulheres: 5—2.1000=520

NUmero de homens: %.1%0: 480

NUmero de homens com, no maximo, 20 anos: §.480=120

Ndmero de homens com, no minimo, 21 anos: %.4%: 360

NUmero total de casos:
C 1000 o= 500.999
NUmero de casos favoraveis:

C 120,1C 300,,=120.360

Logo,

o 120360 _ 16
500.999 185

27. Nivel: Dificil (PUC-SP/2004) Na figura abaixo tem-se um octégono

regular inscrito em uma circunferéncia:
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Selecionando-se aleatoriamente trés vértices desse octégono, a probabilidade

de que eles determinem um tridngulo retangulo é:

a) 9/14
b) 4/7
c) 3/7
d) 3/14
e) 1/7

Resolucgdo:

Os trés vértices escolhidos determinardo um triangulo retangulo se dois deles
forem extremos de um mesmo diametro da circunferéncia. Para cada um dos 4
didmetros, temos 6 triangulos retangulos, 3 de um lado e 3 do outro, isso,
gracas a propriedade da geometria plana que diz que todo triangulo inscrito

numa semi-circunferéncia é retangulo.

NUmero de casos favoraveis: 4.6=24

NUmero total de casos: C8,3 =56

Logo,

P( determinar um triangulo retangulo ) = 24_3

56 7

28. Nivel: Dificil (UFMG/2006) Leandro e Heloisa participam de um jogo em
que se utilizam dois cubos. Algumas faces desses cubos s&o brancas e as
demais, pretas.

O jogo consiste em lancgar, simultaneamente, os dois cubos e em observar as
faces superiores de cada um deles quando param:
- se as faces superiores forem da mesma cor, Leandro vencerd; e
- se as faces superiores forem de cores diferentes, Heloisa vencera.

Sabe-se que um dos cubos possui cinco faces brancas e uma preta e que a
probabilidade de Leandro vencer o jogo é de 11/18.
Entéo, € CORRETO afirmar que o outro cubo tem:
a) quatro faces brancas.

b) uma face branca.
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c) duas faces brancas.

d) trés faces brancas.

Resolucgdo:

Mesma cor: Leandro vence.

Cores diferentes: Heloisa vence.

1° cubo:

5 brancas e 1 preta

2° cubo:

X brancas e (6 — X ) pretas

Assim, temos que:

P( Leandro vencer ) = P ( sair branca e branca ou sair preta e preta )
Logo,

11 6- X

5x 1
=
18 66 6 6
X =4

Portanto, o 2° cubo possui 4 faces brancas e 2 faces pretas.

29. Nivel: Dificil (ITA/2008) Considere uma populacdo de igual numero de
homens e mulheres, em que sejam dalténicos 5% dos homens e 0,25% das
mulheres. Indique a probabilidade de que seja mulher uma pessoa daltdnica

selecionada ao acaso nessa populagao:

a) 1/21

b) 1/8

c) 3/21

d) 5/21

e) Y%

Resolucgdo:

Nesse exercicio, resolvi atribuir o valor de 10000 para o nimero de homens e
para o numero de mulheres, a fim de facilitar o trabalho.

Numero de homens: 10000

NUmero de mulheres: 10000
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NUmero de homens daltdnicos: 1i.10000= 500

NUmero de mulheres daltdnicas: %.10000: 25

NUumero total de casos:

Numero de pessoas daltdnicas: 500 + 25 = 525
NUumero de casos favoraveis:

Numero de mulheres dalténicas: 25

Logo,

=2 _1
525 21

30. Nivel: Dificil (UERJ/2008) Um RNA sintético foi formado apenas pelas
bases citosina e guanina, dispostas ao acaso, num total de 21 bases. O
esquema a seguir mostra 0 RNA mensageiro, formado a partir da introducéo
dos cddons de iniciagdo AUG e de terminagdo UAA nas extremidades do RNA

original. Nesse esquema, B representa as bases C ou G:

AUG. BBB. BBE. BBB. BBE. BBB. BBE. BEBB. UAA

Sabe-se que:

- 0s cbdons correspondentes ao aminoacido arginina sdo AGA, AGG, CGA,
CGC, CGG e CGU;

- 0 aminoacido metionina correspondente ao cédon de iniciagdo AUG é
removido do peptidio sintetizado pela traducdo desse RNA mensageiro.

A probabilidade de que a arginina apareca pelo menos uma vez na estrutura
final deste peptidio é de:

a)l-(13)’

b) (1/8) '

c)1l-(34)7

d) (1/4) '

Resolucgdo:

S&o 7 sequéncias de BBB e s6 pode usar C ou G, entdo s6 aceita duas

possibilidades de arginina que sdo CGG e CGC.
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Para resolver o exercicio, pode-se calcular a probabilidade de NAO cair
nenhuma arginina e subtrair de 1.

Vejamos:

2.22=8, s&o duas possibilidades para cada, pois posso colocar C ou G em

cada lugar de B. No total s&o 8’ casos possiveis para BBB.

Como sdo 7 seqiiéncias de BBB, temos ( 8 — 2 )’ = 6’ possibilidades .
Diminuir 2 de 8, significa tirar as chances de aparecer CGG e CGC em cada
sequéncia de BBB.

7 7
Logo, a probabilidade de NAO cair nenhuma arginina é dada por :—7 = (gj

Portanto, a probabilidade de que a arginina aparega pelo menos uma vez na

estrutura final deste peptidio é:

=
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3.11 Exercicios resolvidos - UFMG 22 Etapa

o Prova do Ano 2011

Numa brincadeira, um dado, com faces numeradas de 1 a 6, sera lancado por
Cristiano e, depois, por Ronaldo. Sera considerado vencedor aquele que
obtiver o maior numero como resultado do langcamento. Se, nos dois
lancamentos, for obtido o mesmo resultado, ocorrerd empate.

Com base nessas informacoes,

1- CALCULE a probabilidade de ocorrer um empate.

2- CALCULE a probabilidade de Cristiano ser o vencedor.

Resolucgdo:

1- Considere o espago amostral dos dois langamentos:

C 1 2 3 4 5 =]
R
1 E C C C C C
2 R E c c c c
3 R R E C C C
4 R R R E c c
5 R R R R E c
=] R R R R R E

Legenda:
E - Empate
C- Cristiano vence

R — Ronaldo vence

S840 6 empates num total de 36 possibilidades, portanto, a probabilidade de

empate sera: P(E) = 3_66 :%
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2- Pelo espagco amostral acima, a probabilidade de Cristiano vencer seré:

P(C):E = i
36 12

. Prova do ano 2010

Um bloco de madeira retangular e sélido mede 30 cm de largura, 20 cm

de comprimento e 10 cm de altura e o seu exterior foi colorido d azul. Por meio
de cortes paralelos a cada de uma de suas faces, esse bloco é inteiramente
dividido em cubos de 1 cm de aresta, que séo colocados dentro de uma urna.

Com base nessas informagdes:

1- DETERMINE a quantidade de cubos que resultou da divisdo desse bloco
de madeira.

2- CALCULE a probabilidade de uma pessoa retirar da urna, que contém
todos os cubos em que o bloco foi dividido, um cubo com, exatamente, duas
faces azuis.

3- CALCULE a probabilidade de uma pessoa retirar um cubo da urna, que
contém todos os cubos em que o bloco foi dividido, lanca-lo sobre uma mesa e

obter a face superior azul.

Resolucgdo:

1-  Volume do bloco: 10.20.30 = 6000 cm?®
Volume do cubo: 1.1.1=1 cm?

Volume do bloco 6000
Volume do cubo 1

NUmero de cubos: =6000

4 mesas detamanhol0cm
2- Temos:<4mesasdetamanho20cm
4 mesas detamanho30cm

Em cada aresta devemos tirar os dois cubos que estédo em cada

extremo,logo temos: N = 4.8 + 4.18 + 4.28 = 216. Portanto a probabilidade
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de retirar um cubo com exatamente duas faces azuis sera;: P= ——=—

6000 250
3- Numero de cubos com 3 faces pintadas: 8

1° modelo:
Cubo com 3 faces azuis.
NuUmero de cubos no grupo: 8

Numero de cubos com duas faces pintadas: 216

2° modelo:
Cubo com 2 faces azuis.
Numero de cubos no grupo: 28.4 + 18.4 + 8.4 = 216

Numero de cubos com uma face pintada: 1744

3° modelo:
Cubo com 1 face azul.
Numero de cubos no grupo: 2.28.18 + 2.28.8 + 2.18.8 = 1744

Numero de cubos com nenhuma face pintada: 4032

Como esses cubos formam um bloco com arestas 8, 18 e 28, temos:
N =8.18.28 = 4032

Logo, a probabilidade seré:

_ 4032 g+1744 1. 216 g+ 8 3 11
6000 6 6000 6 6000 6 6000 6 80

. Prova do ano 2009

78

Rodrigo e Gabriel participam de um jogo, em que usam dois dados, cada um

com 6 faces. Primeiro, Rodrigo langca os dados e, quando ambos param, os

meninos somam os valores das duas faces superiores. Se o resultado dessa
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soma for igual a 6, Rodrigo vence 0 jogo. Se isso ndo ocorre, entdo, Gabriel
lanca os dados e, do mesmo modo, quando ambos param, 0S meninos somam
os valores das duas faces superiores. Se o resultado dessa soma for igual a 7,
Gabriel vence o jogo.

Caso se verifigue qualquer outro valor, o jogo prossegue, até que Rodrigo
obtenha o total 6, ou Gabriel, o total 7.

Com base nessas informagdes, calcule a probabilidade de Rodrigo.

1-  Vencer o jogo no primeiro langamento.

2-  Vencer o jogo fazendo, no maximo, dois langamentos.

3-  Vencer o jogo.

Resolucgdo:

1- Observe a tabela abaixo:

FesuRada 17
d3d0
T 1 z 3 4 5 ]
dadd
i [1,1} [1,2} [1,3} [1,4} [1,5} [L,Ef
e 2,1} 12,2} 12,3} 2,.4) 2,5} 2,6}
3 Y (B2 (B3 |[BA B |G
4 31 [ [(83) |4 [1@s |28
5 TR IEEEERNEEREREE
G 1 |62 [(63] |64 |65 | (68

Dos 36 resultados possiveis para o lancamento dos dois dados, Rodrigo vence
5:(1,5),(5,1),(2,4),(4,2),(3,3).

Logo, P(Rodrigo vencer no primeiro langamento) = 3_56

R — Rodrigo ganha
2-  Observe a arvore abaixo, em que |G — Gabriel ganha

N — Ninguém ganha
Obs.:

1- Se alguém ganha, acaba o jogo. Se ninguém ganha, o jogo continua.
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2-  2-Gabriel ganha com soma 7. Logo, P(G) = 3_66:%

P(Rodrigo vencer no primeiro langamento) = 3—2

P(Rodrigo vencer no segundo lancamento) = P(Rodrigo perder no primeiro
langamento).P(Gabriel perder no primeiro langcamento).P(Rodrigo vencer no

segundo langamento)

(=Y

5

P(Rodrigo vencer no segundo langamento) = —. ™

»
o | ol

Como Rodrigo pode vencer no primeiro langamento ou no segundo, pode-se
afirmar que a probabilidade de Rodrigo vencer o jogo fazendo, no méximo,

dois langamentos é dada por:

3- Aplicando o que foi feito no item 2 indefinidamente, temos:

5 3155 3153155
Pz —+ = - —+ === =—+..,
36 36 6 36 36 6 36 6 36

Que corresponde a uma soma de termos de uma PG infinita, com al:3—56 eq-=

315

36 6

Utilizando a féormula da soma dos termos de uma PG infinita S = 1Eilq ,temos:
5

S=—3s :%
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3.12 Exercicios resolvidos — ENEM
. Ano 2010- Matematica e suas tecnologias — Caderno cinza

Questao 155 - A figura 1 abaixo mostra um esquema das principais vias que
interligam a cidade A com a cidade B. Cada numero indicado na figura 2
representa a probabilidade de pegar um engarrafamento quando se passa na
via indicada. Assim, ha uma probabilidade de 30% de se pegar engarrafamento
no deslocamento do ponto C ao ponto B, passando pela estrada E4, e de 50%,

guando se passa por E3. Essas probabilidades sdo independentes umas das

7l 7\
NNV

D
Flg ura | Figura 11

outras.

Paula deseja se deslocar da cidade A para a cidade B usando exatamente
duas das vias indicadas, percorrendo um trajeto com a menor probabilidade de
engarrafamento possivel.

O melhor trajeto para Paula é:

a) EI1E3 b)E1E4 C)E2E4  d)E2E5 e)E2E6
Resolucgdo:

Neste caso, devemos observar as probabilidades por vias, pois essas
probabilidades s&o independentes umas das outras.

Observe que, partindo de A, o trajeto com menor probabilidade de
engarrafamento é o E2, que leva ao ponto D. Partindo de D, o trajeto com
menor probabilidade de engarrafamento € o E5, que leva ao ponto B. Logo, o
melhor trajeto é o E2ES5.

Resposta: letrad
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Questdo 174 — O diretor de um colégio leu numa revista que os pés das
mulheres estavam aumentando. H& alguns anos, a média do tamanho dos
calcados das mulheres era de 35,5 e hoje, é de 37,0. Embora ndo fosse uma
informacéo cientifica, ele ficou curioso e fez uma pesquisa com as funcionarias

do seu colégio, obtendo o quadro a seguir:

TAMANHO DOS CALCADOS NUMERO DE FUNCIONARIAS
35,0 1
38.0 10
47,0 !
g0

35.0

[=] on

Escolhendo uma funcionaria ao acaso e sabendo que ela tem cal¢cado maior

que 36,0, A probabilidade de ela calgar 38,0 é:

1 1 2 5 5
a = b)- ¢)— d-=- e)—
) 3 )5 )5 )7 )14
Resolucdo:

NUmero de casos favoraveis: 10
NUmero total de casos: 3+10+1 =14
P= E — E

14 7

Resposta: letra d
e Ano 2009- Matematica e suas tecnologias — Caderno cinza

A populacdo mundial estd ficando mais velha, os indices de natalidade
diminuiram e a expectativa de vida aumentou. No grafico seguinte, sdo
apresentados dados obtidos por pesquisa realizada pela Organizagcdo das
NagOes Unidas (ONU), a respeito da quantidade de pessoas com 60 anos ou
mais em todo o mundo. Os nimeros da coluna da direita representam as faixas
percentuais. Por exemplo, em 1950 havia 95 milhées de pessoas com 60 anos
ou mais nos paises desenvolvidos, nimero entre 10% e 15% da populagéo

total nos paises desenvolvidos.
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Paises desenmlwdns

769 / N

25
|_J9
|NGmeros em milhdes| /

5 =— 20
9s) =15
e H«Eﬁ_»"?aise em__ .,
_.ss==*" desenvolvimento
110 ESTIMATIVAS
e S T e e e S e T

1950 70 a0 2010 30 50
Fonte: "Perspectivas da Populagao Mundial®, ONU, 2009

Disponivel em: www.economist.com,
Acesso em: 9 jul. 2009 (adaptado).

Questao 137 — Em 2050, a probabilidade de se escolher, aleatoriamente, uma
pessoa com 60 anos ou mais de idade, na populacdo dos paises

desenvolvidos, serd um ndmero mais préximo de:

1 7 8 1 3
f = b)— ¢ — d= e —
) 2 ) 20 ) 25 ) 5 ) 25
Resolucéo:

De acordo com as informagdes citadas acima, em 2050 havera uma populacao
proxima de 461 milhdes, nos paises desenvolvidos, o que equivale a uma taxa
proxima de 32% (veja grafico).

32 8

Observe que 32% =
100 25

Resposta: letra c

Questdo 171- A populacao brasileira sabe, pelo menos intuitivamente, que a
probabilidade de acertar as seis dezenas da mega sena nao é zero, mas é
quase. Mesmo assim, milhdes de pessoas sdo atraidas por essa loteria,
especialmente quando o prémio se acumula em valores altos. Até junho de
2009, cada aposta de seis dezenas, pertencentes ao conjunto { 01,02,...,59,
60}, custava R$ 1,50.
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Considere que uma pessoa decida apostar exatamente R$ 126,00 e que esteja
mais interessada em acertar apenas cinco das seis dezenas da mega sena,
justamente pela dificuldade desta Ultima. Nesse caso, € melhor que essa
pessoa faca 84 apostas de seis dezenas diferentes, que ndo tenham cinco
ndmeros em comum, do que uma Unica aposta com nove dezenas, porque a
probabilidade de acertar a quina no segundo caso em relagdo ao primeiro é,

aproximadamente:

1 1
a)lEvez menor b) ZEvezes menor C) 4 vezes menor
d) 9 vezes menor e) 14 vezes menor
Resolucgdo:

Com R$ 126,00 pode-se fazer 84 apostas com seis dezenas cada, j4 que cada
aposta custa R$ 1,50. Numero de possibilidades de acertar a quina com 84
apostas de 6 dezenas cada:

| |
C, —84—2 84 %% _g46-_504
: 5L.(6-5)! 5.1

Numero de possibilidades de acertar a quina num jogo de 9 dezenas:

] ]
C,, - 9 _ 9.8.7.6.91 _126
© BL(9-5)! 51432

Observe que o numero de possibilidades de acertar a quina no segundo caso &

L. . 126 1
4 vezes menor que no primeiro caso, afinal, =— ==

504 4

Resposta: letra c
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CAPITULO 4: CONSIDERACOES FINAIS

“Ensinar € alumbrar e alumbramento é inspiragdo, iluminacdo. No
caminho que fazemos, é preciso criar a consciéncia de que métodos
e técnicas sao ferramentas a servico do pensamento e que O
pensamento € um mosaico formado por paixdo e razdo. A paixao de
ensinar € uma paixao sabia, aquela que nao turva os sentidos, mas
ilumina os caminhos”.

LUIZ ALBERTO SANZ

Considera-se, portanto, que a Probabilidade bem trabalhada, assim como
a sua assimilagdo e compreenséo, pode ser utilizada como um diferencial na
vida do individuo, em diversas etapas e setores da vida, para fazer uma prova
ou tomar uma deciséo.

Nessa monografia foram desenvolvidas criticas com embasamento no
estudo e na pesquisa realizada. Além disso, percebe-se a oportunidade de
verificar como € trabalhada a questdo da Probabilidade em alguns livros
didaticos e apostilas de pré-vestibular.

Vale ressaltar que os professores do ensino médio devem explorar bem
cada um desses assuntos que tém gerado mais dificuldade, como a Geometria,
a Analise Combinatoria, a Estatistica e a Probabilidade, a fim de despertar o
interesse do aluno para a utilizagéo destas poderosas ferramentas que podem
ser Uteis na resolugdo de inUmeros problemas.

Quanto aos autores dos livros e das questbes das provas de vestibulares,
sugere-se que 0s mesmos possam expor de uma forma bem expressiva,
detalhada e clara, as questbes de Probabilidade, pois muitas delas sdo mal
interpretadas pelos alunos/candidatos, ora por falta de preparo do mesmo, ou
por deficiéncia na montagem do problema criado pelo autor, gerando algumas
vezes, dupla interpretagéo.

Os professores podem iniciar o trabalho com a probabilidade utilizando
um contexto historico e exemplos que fagam parte do cotidiano do seu aluno,
por exemplo: Qual a probabilidade de um aluno ser sorteado numa turma de 40
alunos? Assim desperta-se o interesse pelo conteido e o envolvimento do

aluno.
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Através da pesquisa realizada, constata-se que a Probabilidade nem
sempre é o0 assunto mais desafiador da Matematica, e sim a geometria.

Contudo, percebe-se que o caminho é longo, que as lutas serdo
constantes, mas acredita-se que o caminho seja esse, pois a qualidade dos
livros e das questdes vem melhorando cada vez mais.

Enfim, a Probabilidade esta entre os assuntos que compdem a parte mais

nobre da Matemética e, portanto, deve ser tratada com seriedade.
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