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Resumo

O crescente uso de bases de dados enormes e complexas, chamadas de Big Data, torna
necessaria uma otimizagao dos métodos tradicionais de anélise de dados para viabilizar
sua aplicacao nesse tipo de dados. Mesmo métodos de analise estatistica considerados
simples, como a regressao linear, sao ineficientes quando aplicados na sua forma tradi-
cional a Big Data, devido ao seu alto custo computacional. Por consequéncia, exigem
adaptagoes. O presente trabalho trata da aplicacao em dados considerados Big Data de
uma classe de algoritmos, os Métodos de Krylov, a fim de se estimar os parametros da
regressao linear eficientemente. KEsses métodos retornam uma aproximacao da solucao
do problema dos minimos quadrados a cada iteracao, sendo computacionalmente mais
econdmicos para se obter uma estimativa satisfatoria da solucao quando comparados a
métodos tradicionais, como o método da decomposicao QR aplicado ao problema dos
minimos quadrados. Dois métodos de Krylov sao apresentados e estudados no texto: o
Generalized Minimum Residuals (GMRES) e o LSMR, com um grande foco no tltimo.
Por fim, para avaliar o desempenho do LSMR, sao apresentados varios estudos
de simulagoes em bases de dados de diferentes dimensionalidades, todas consideradas
Big Data, junto com aplicagoes em conjuntos de dados reais, também considerados Big
Data. O desempenho foi medido comparando algumas métricas resultantes dos estudos do
LSMR, como o tempo de execucao do algoritmo, com as métricas resultantes do método
direto da decomposi¢ao QR, aplicado ao problema dos minimos quadrados. Além disso,
as mesmas métricas foram usadas para comparar o LSMR com outros dois métodos de
Krylov, o LSQR e o método dos Gradientes Conjugados. No geral, observou-se um melhor
desempenho do LSMR quanto ao tempo de execucao, fornecendo estimativas de solugoes

equivalentes ou, em alguns casos, melhores as dos demais métodos avaliados.

Palavras-chave: regressao linear; métodos de Krylov; big data; algebra linear numeérica.



Abstract

The increasing use of massive and complex databases, known as Big Data, renders the
optimization of traditional data analysis methods necessary to enable their application
to this type of information. Even statistical analysis methods considered simple, such as
linear regression, are inefficient when applied in their traditional form to Big Data due
to their high computational cost. Consequently, they require adaptations. This paper
addresses the application of the Krylov Methods, a class of algorithms, to Big Data to
efficiently estimate parameters for linear regression. These methods return an approxima-
tion of the solution to the least squares problem at each iteration, being computationally
more economical to obtain a satisfactory estimate of the solution compared to other tra-
ditional methods, such as the QR decomposition method applied to the least squares
problem. Two Krylov methods are presented and studied in the text: the Generalized
Minimum Residuals (GMRES) and LSMR, with a strong focus on the latter.

Finally, to evaluate the performance of LSMR, several simulation studies are pre-
sented in databases of different dimensionalities, along with applications in real datasets,
all considered Big Data. Performance was measured by comparing metrics resulting from
the LSMR studies, such as the execution time of the algorithm, with those resulting from
the direct method of QR decomposition applied to the least squares problem. In addi-
tion, the same approach was employed to correlate LSMR with two other Krylov methods,
LSQR and the Conjugate Gradient method. Overall, LSMR performed better regarding
execution time, providing estimates of solutions similar to or even better than the other

methods evaluated.

Keywords: linear regression; Krylov methods; big data; numerical linear algebra.
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Capitulo 1

Introducao

Muitas vezes que lidamos com analise de dados, temos que nos preocupar com o quanto
aqueles dados demandam computacionalmente para uma méquina realizar sua analise. O
tamanho dos dados, seu tipo, e os algoritmos utilizados sao fatores que influenciam na
carga computacional de sua anélise. Neste texto, trabalharemos com colegoes de dados
classificadas como Big Data. Rigorosamente, definimos Big Data como uma colegao de
dados que nao pode ser controlada por meio de bases de dados tradicionais, dado seu
enorme tamanho [23]. Levando em consideragao o volume desse tipo de colegao, um dos
desafios de se trabalhar com Big Data é aplicar uma anélise estatistica em toda a base de
dados, ja que existe uma limitacao computacional e de tempo para fazé-lo.

Analisaremos os dados através do método de Regressao Linear, levando em consi-
deracao que é um modelo popular, simples e eficiente para o estudo dos dados. Apesar
disso, o método de regressao tem uma carga computacional alta, como demonstraremos.
Outra questao importante, digna de atengao, é ajustar o modelo de regressao a dados im-
perfeitos, que foram sujeitos a erros. Estudaremos também como os algoritmos tratados
no texto buscam contornar esse desafio. Além disso, é fato que quanto mais observacoes
forem fornecidas, mais precisamente os parametros do modelo serao estimados. O desafio
de “resolver” um sistema de equagoes linear sobredeterminado resulta disso. Mostraremos
que, nesse caso, a solugao 6tima é aquela que minimiza a soma dos quadrados do residuo.
Ou seja, no fim, a analise de dados utilizando a regressao linear se resume ao problema dos
minimos quadrados. Por curiosidade, quando Gauss tinha apenas dezoito anos, em 1795,
ele afirmou ter descoberto o método dos minimos quadrados [3], dando a este problema
pelo menos dois séculos de existéncia.

Desde entao, uma vasta literatura surgiu para estudar esse problema, principal-
mente apds o advento dos computadores. Junto com esse surgimento, houve também um
grande avanco na area da Algebra Linear Numérica, que pode ser considerada a intersecio
da matematica e da computagao para a resolucao de problemas na algebra linear. Ha uma
vasta literatura nessa area. Podemos dar como exemplo o livro de Golub e Van Loan [12],
considerado por Trefethen e Bau [38] como a enciclopédia da éalgebra linear numérica.
Nesse e em livros-textos semelhantes, sao tratados diversos tipos de fatoragoes de matri-

zes, como a decomposicao QR, e algoritmos usados na resolucao de sistemas de equagoes
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lineares do tipo Ax = b, em que A é uma matriz e x,b sao vetores. Esses algoritmos
podem ser classificados de duas formas: os diretos e os iterativos.

Os métodos diretos sao aqueles que exploram diferentes decomposicoes da matriz
A, como as decomposigoes Cholesky [38, Secao 23], QR!, ou LU [12, Segao 3.2|, para
simplificar o sistema e facilitar sua resolugao. Os algoritmos retornam a solugao exata
do sistema. Apesar de parecerem 6timos na teoria, em casos onde a matriz A tem alta
dimensionalidade, ou seja, os dados sao volumosos, esses algoritmos muitas vezes nao sao
viaveis na pratica. Como exemplo, para a resolugao das Equagoes Normais (Segao 2.4),
um método direto tem, em média, um custo computacional [31] de O(n?) flops (operagoes
de ponto flutuante) [39].

Em contrapartida, os chamados métodos iterativos, onde se enquadram os métodos
de Krylov, no mesmo exemplo, em geral, tém custo de O(n?) flops ou menos [39]. Além
disso, geralmente, ndo é necessario calcular o produto AT A explicitamente, tornando a
utilizagao de métodos iterativos para problemas de minimos quadrados bastante atraente.
Vagamente falando, podemos dizer que esses sao métodos que retornam uma solugao
aproximada do sistema linear a cada iteracao, tornando-a cada vez melhor & medida que
o algoritmo vai atuando. Uma defini¢ao rigorosa é dada no inicio do Capitulo 3.

Como exemplo de trabalhos que estudam e exploram as propriedades dos métodos
de Krylov pode-se citar [20], [10] e [13]. Brown e Saad exploram em [4] versoes modi-
ficadas do Método de Arnoldi (Se¢ao 3.3) e do GMRES (Segao 3.5) com o objetivo de
solucionar aproximadamente sistemas de equagoes nao lineares, mostrando uma outra
area de aplicacao desses algoritmos. Nenhum artigo sobre a aplicagao dos métodos de

Krylov na anélise de regressao linear foi encontrado.

1.1 Consideracgoes Preliminares

Para se ler o texto, é recomendado um conhecimento preliminar de conceitos béasi-
cos da Algebra Linear como subespacos, produto interno, tipos de matrizes, multiplicacio
matriz/matriz e vetor/matriz. Além disso, um conhecimento béasico em relagao a comple-
xidade de tempo de algoritmos ira facilitar a leitura.

Caso nao seja dito o contréario, matrizes serao definidas por letras maitsculas (A, B,
...), vetores serao definidos por letras mintsculas (v, u, ...) e constantes serdao definidas

por letras gregas (p, a, ...).

'A decomposicio QR sera bastante explorada no texto. Veja o Apéndice A.
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1.2 Objetivos

Neste trabalho, estudaremos e aplicaremos na analise de regressao linear e em
colecoes de dados reais considerados Big Data métodos iterativos no chamado subespaco
de Krylov (Segao 3.1) a fim de se obter solugoes satisfatorias das equagoes normais, em um
tempo viavel e nao necessitando de um grande armazenamento. A anéalise de Big Data é
visada por grandes empresas de tecnologia e é usada em véarias areas, como, por exemplo,
em aplicacoes de inteligéncia artificial. Buscamos testar e comparar o desempenho desses
métodos para aprofundar no estudo de dados volumosos simulados e reais, com o objetivo

de facilitar sua anélise em trabalhos seguintes.

1.3 Organizacao do Trabalho

Comecamos no Capitulo 2 revisando a definicao de anélise de regressao linear e
introduzindo o conceito de minimos quadrados, e como eles se relacionam. Em seguida, no
Capitulo 3, definimos os subespacos de Krylov e apresentamos dois algoritmos, o método
de Arnoldi e o método de Lanczos, que serao necessarios para o funcionamento de alguns
métodos iterativos. No fim do Capitulo 3 , introduzimos o algoritmo GMRES, explicando
a teoria por tras e realizando alguns testes. O Capitulo 4 sera dedicado exclusivamente
ao algoritmo LSMR?, que sera o foco do texto. Vamos introduzir a bidiagonalizacao
de Golub-Kahan e a teoria por tras desse algoritmo. Por fim, vamos estimar algumas
normas relacionadas aos minimos quadrados e analisaremos algumas condigoes de parada
do algoritmo. Nos Capitulos 5 e 6, comparamos o LSMR com outros métodos de Krylov
e com o método direto da decomposicao QR, através de estudos de simulagao e aplicagoes

em bases de dados reais. As conclusoes do texto estao no Capitulo 7.

2LSMR ¢ o nome original do algoritmo, ndo sendo considerado uma sigla.
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Capitulo 2

Minimos Quadrados

O método dos Minimos Quadrados sera a ferramenta essencial para encontrar o vetor que
minimiza o residuo, que seré definido na Secao 2.2, do sistema linear sobredeterminado
Ax =0b, em que A € R e b € R". Um sistema sobredeterminado é aquele que a matriz

A possui mais linhas do que colunas, ou seja, n > m.

2.1 Regressao Linear

Suponha que tenhamos uma cole¢cao de dados, com mais de uma variavel e mais
observagoes do que variaveis. Pesquisadores normalmente estao interessados em saber a
relacao de uma variavel com parte das outras, ou até sua relacao com todas as outras. A
analise de regressao ¢ um método usado para compreender essa relacao.

Existem alguns tipos de regressao [44], dentre elas a regressao linear multipla, que
serd estudada neste texto. Esse modelo assume que uma variavel, chamada de responsiva,
é funcao linear de outras variaveis, chamadas de independentes, que sao escolhidas de
acordo com o objetivo do estudo. A forma geral da regressao linear multipla para uma
observagao ¢é

Y=08+/Xi+ -+ BnaXm1+e (2.1)

onde Y é a variavel responsiva, [3; sao os coeficientes da regressao e cada X; representa
uma das m — 1 variaveis independentes do modelo. A variavel aleatoria e representa o erro
do modelo. Normalmente, € tem distribuicao normal de média 0 e varidncia constante
o%. A partir dessa equacao, conseguimos fazer uma predicao do valor de Y baseada nos

valores das varidveis X;.
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O experimento comum da regressao linear multipla é obter n observagoes

(X3, X3, ..., X! 1, Y;)! e inseri-los no modelo na forma
Y;=B0+ /X 4+ B XL e, parai=1,2,...,n (2.2)

com a esperanca de ¢; sendo igual a 0 e a variancia o2 desconhecida. Os erros aleatorios
¢; sao independentes.

O principio dos Minimos Quadrados surge aqui. Buscamos estimar os coeficien-
tes By, ..., Bm—1 de forma que a soma dos quadrados da distancia euclidiana das varidveis
Y; e da variavel estimada YZ = By + Ble R Bm_len_l seja a menor dentre todas as

possiveis escolhas dos coeficientes, ou seja,

(,éo, Bl, . ,Bm_l) arg min Z — (Bo+ 1 Xt 4 4 B X)) (2.3)

(50’517 Bm— 1 i=1

Podemos definir

1oxlox! o x

T 1 X7 X7 ... X2, T

b= [Yi }/2 Yn ) A= . . . . € B:: 50 ﬁl Bmfl]
Xy Xy X1

e, assim, a equagao (2.3) se torna?

2

B = (/307 /317 e 76771—1) - arg;nm”b - Aﬂ”Q

que é equivalente a
B = argmin||b — Az|, . (2.4)

Logo, para se estimar os coeficientes da equagao (2.1), basta resolver a equagao acima. O

resto do texto vai se basear no tratamento desse problema.

! Abuso de notacdo. O indice i representa o i-ésimo exemplo, e ndo o expoente de X;,j=1,...,p
O expoente em todos os casos sera igual a 1.
2Veja o Apéndice D
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2.2 Residuo

Vamos introduzir essa se¢ao com um importante teorema da &algebra linear, sem

antes fazer a seguinte definigao:

Definicao 2.2.1. Seja A € R™™ e b € R". Chamamos de matriz aumentada [A|b] a

matriz de dimensdo n x (m + 1) obtida ao concatenar o vetor b na matriz A.
Agora, podemos apresentar o teorema.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Kronecker-Capelli, [45], Pagina 56). O sistema de equagoes
Az = b tem solugdo se e somente se o posto® da matriz A € igual ao posto da matriz
aumentada [A|b].

A partir do teorema conclui-se que o sistema linear Ax = b tem solugao somente
se [A]b] tem posto deficiente, o que é bastante improvavel. Com efeito, o conjunto das
matrizes de posto deficiente tem medida de Lebesgue igual a 0 [6]. Dessa forma, como
o sistema muito provavelmente nao tem solucao, vamos chamar de solugao do sistema
sobredeterminado o vetor Z tal que o vetor b — Az tenha a menor 2-norma possivel.
Chamaremos esse vetor de residuo. Rigorosamente, procuramos encontrar o vetor & que
soluciona a equagao (2.4). Obviamente, caso o sistema tenha uma soluc¢do exata, o vetor

T serd a solugao, ja que a norma do residuo é zero.

2.3 Melhor Aproximacao

Seja V um espaco vetorial de dimensdao m, v € V, U = {uy,...,ux}, k < m, um

conjunto ortonormal de V' e S = span(U). Defina
U= <U,U1>U1 + -+ <U, uk>uk

O vetor v possui duas propriedades tteis. Sao elas [27]:

1) v é o tnico vetor s € S tal que (v —s) L S

2) 0 é a melhor aproximacao de v em S, ou seja, 0 é o vetor s € S mais préoximo a v,
de modo que

lo =2lly <[lv = sll;

para todo s € § — {0}.

3Veja a Segdo 2 de [27].
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2.4 Aplicacao

Queremos encontrar o vetor A% = ¢ € im(A)* que melhor se aproxima do vetor b

no sistema linear Ax = b, ou seja, o vetor AZ que satisfaz
16— Az, <||b— Ax]],

para todo Az € im(A) — {Az}.

Como vimos na ultima secao, esse vetor Az existe, é iinico e
(b— Az) =r L im(A)
ou seja, o residuo r € im(A)L. Temos que im(A)+ = ker(AT) [27], logo

r € ker(AT) <= Ar =0
— AT(b—A3)=0
— ATAz = ATb.

O sistema linear m x m
AT Az = ATb (2.5)

é chamado de Equag6es Normais [27].

Tem-se que ATA é ndo singular se, e somente se, A tem posto completo [39].
Neste trabalho vamos assumir que isso é verdade, ja que n >> m, o que torna bastante
improvéavel que a matriz A tenha posto deficiente.

Dessa forma, o sistema (2.5) tem solucao tnica, que é o vetor solugao do sistema

sobredeterminado Ax = b.

4Veja a Segdo 2 de [27].
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Capitulo 3

Métodos de Krylov

Nesta secao explicaremos por que os métodos iterativos nos subespacos de Krylov sao
vastamente utilizados para a resolucao do sistema linear Ax = b, onde A é quadrada
e grande. Nao existe uma definicao universal, mas podemos dizer que sao métodos que
retornam a cada iteracao uma solucao aproximada do sistema linear Ax = b apds repetidas
operagoes matriz/vetor envolvendo a matriz A [29], excluindo assim métodos que envolvem

essas operacoes na matriz transposta A7,

3.1 Subespacos de Krylov

Seja A uma matriz de tamanho n definida como na introdugao desta secao e v # 0,

v € R". Como em [34], definimos a sequéncia de Krylov de ordem k gerada por A e v

como os vetores {v, Av, A%v, ..., A¥=lv}. A partir desse conceito, definimos o subespaco

de Krylov de ordem k gerado por A e v como o subespaco gerado! por essa sequéncia, ou
seja,

KCr(A, v) = spanfv, Av, A%v, ..., A¥"1v} (3.1)

e a matriz de Krylov associada como
Kp(Av) = [v]| Av| A% ... | A" '] € R™F (3.2)

Podemos relacionar as duas defini¢oes percebendo que KCp (A, v) = im(Ki(A,v)).
Vamos supor nesta segao e no resto do texto que os vetores {v, Av, A, ..., Ak_lv}

sao linearmente independentes para k < n.

'Para compreender o conceito de subespaco gerado, veja a Segao 1 de [27].
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3.2 Ideia Geral

Considere o sistema linear Az = b, onde A é quadrada, grande e esparsa, como
na secao anterior. Além disso, seja A uma matriz de grande dimensao e esparsa. Os
chamados Métodos de Krylov [29] sdo algoritmos iterativos que buscam uma solugao
no subespago (3.1) (gerado por A e b) a cada itera¢do que minimiza a norma residual, ou
seja,

x, = argmin||b — Az||,. (3.3)
2€KK(A,D)

Para demonstrar o motivo pelo qual esses subespacos sao bons espagos de busca de solu-
¢oes, vamos primeiro supor que A é nao singular. Dessa forma, a solugao do sistema linear
Ar =béx = A7, A matriz A~! é computacionalmente cara de ser calculada, tendo
complexidade de tempo igual a O(n?) no classico algoritmo de eliminagao Gaussiana [36]
e, no melhor caso, usando uma modifica¢ao do algoritmo de Coppersmith-Winograd [43],

2'373). Por esse motivo, recorremos a métodos computa-

tendo complexidade igual a O(n
cionalmente mais viaveis, como os métodos de Krylov, que, apesar de nao retornarem as
solugbes exatas, muitas vezes as aproximagoes sao satisfatorias [41].

Precisamos compreender o que é o polindmio minimo e o polinémio caracteristico
de uma matriz A para entender a logica por tras dos métodos de Krylov. Veja o Apéndice
B para uma revisao detalhada sobre esses polinémios.

Seja m igual a soma das multiplicidades dos autovalores de A, como visto no
Apéndice B. Como z = A7, entao z € K,,(A,b). Observe que m < n, entao a solucao
sempre serda encontrada em menos de n iteracoes, dado que os algoritmos iterativos de
Krylov na k-ésima iteragao buscam a soluc¢ao em ICi(A, b). Esse fato nos faz acreditar que
os subespacos de Krylov sao bons espacos para se procurar a solucao do sistema Ax = b,
em que A é nao singular. Quando A é singular, esses espagos continuam bons espagos de

procura, mas nao vamos trabalhar com esse caso neste texto. Para uma abordagem mais

aprofundada, veja [20].

3.3 Meétodo de Arnoldi

Como os vetores {b, Ab, A%, ..., A¥=1b} sdo linearmente independentes e geram o
subespago Ky(A,b), eles formam uma base desse subespago. Essa base ndo ¢ uma base
apropriada para os subespacos de Krylov do ponto de vista numérico, ja que o vetor A*b

converge para o autovetor dominante [38|, fazendo com que os vetores progressivamente
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se tornem linearmente dependentes na precisao do computador. Dessa forma, a base é
bastante mal-condicionada [38], o que torna o uso do algoritmo de Gram-Schmidt inviavel
para sua ortogonalizacao. Uma alternativa para a ortogonalizacao dessa base é o método
de Arnoldi [3, 34, 39]. Esse algoritmo é equivalente ao processo de Gram-Schmidt
Modificado? [38] aplicado & sequéncia de Krylov de ordem n gerada por A e b. Apesar
disso, seu desenvolvimento tedrico, baseado nos subespagos de Krylov, seré ttil no decorrer

do texto.

3.3.1 Decomposicao de Arnoldi

Para introduzir esta se¢ao, vamos definir uma matriz semelhante a uma matriz

triangular e que é bastante encontrada em decomposicoes:

Definicao 3.3.1 ([12]). Chamamos uma matriz H de Hessenberg Superior se h;; = 0
caso i > j+1. Se h;; # 0 parat = j+1, entao chamamos H de Hessenberg Superior nao
reduzida. Da mesma forma, se h;; =0 caso j > i+ 1, entao chamamos H de Hessenberg
Inferior e se h;j # 0 para j = i + 1, entao chamamos H de Hessenberg Inferior nao

reduzida.

Seja Kjy1 := Ki11(A,b) definida como em (3.2) e seja

Kyt = Qry1 Rt (3.4)

a fatoragao QR de Kjy;. Como Kj, é invertivel, as colunas de (1 formam uma base
ortonormal de Kyi1(A,b) [38]. A partir dessa matriz, podemos reduzir A a uma matriz

de Hessenberg, como afirma o teorema a seguir:

Teorema 3.3.1 (|34, pagina 298|). Seja Qi1 o fator-Q de Kj.1. Entao existe uma
matriz (k + 1) x k nao reduzida de Hessenberg H,, tal que

AQi = Q1 Hy. (3.5)

Reciprocamente, se Q1 € uma matriz ortonormal com primeira coluna b e satisfaz (3.5),
onde H), é uma matriz (k 4+ 1) x k superior nao reduzida de Hessenberg, entio Qg1 € 0
fator-Q de Ky.,.

Ao leitor interessado, veja a prova do teorema no Apéndice C. Podemos, a partir

do teorema, elaborar a seguinte defini¢ao:

2Veja o Apéndice A.
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Definicao 3.3.2 ([34, pagina 299]). Seja Upyy € R™* Y wma matriz ortogonal e seja Uy,
a matriz que consiste das k primeiras colunas de Uyyy. Se existe uma matriz (k+1) X k

superior nao reduzida de Hessenberg H, tal que
AU}, = Upsr H,, (3.6)

entao chamamos (3.6) de Decomposi¢ao de Arnoldi de ordem k. Se H, ¢ reduzida,

falamos que a decomposi¢cao de Arnoldi é Reduzida.

Podemos reescrever a decomposicao de Arnoldi de uma forma que ira ser ttil no

. H
Hk = [ g k‘T] 9
hk+1,k€k

onde Hj é a matriz k X k de Hessenberg composta pelas primeiras k linhas de Hy e Pt i

que se segue. Particionamos

é o elemento da (k + 1)-ésima linha e k-ésima coluna de H. Seja wy = hyy1 5. Entdo a

decomposic¢ao de Arnoldi (3.6) é equivalente a relagao
AU, = U, Hy, + wkukﬂeﬁT. (3.7)
Multiplicando ambos os lados pela direita por Qf temos:
UL AUy, = Hy, + wpUlup el
e, como Upyy € ortonormal, wpUl u 1ef’” = 0, assim
Ul AU, = H,. (3.8)

O seguinte teorema, apresentado sem prova, demonstra a unicidade da decomposicao de

Arnoldi quando a sequéncia de Krylov nao termina em k + 1, ou seja, Kriq1 # Kot

Teorema 3.3.2 (34, pagina 300]). Suponha que Kpi1 # Kiio. Entdo, a néao ser por

sinais das colunas de Qry1, a decomposi¢ao de Arnoldi de Ky, € unica.

Esse teorema sera essencial para provar que a bidiagonalizagao de Golub-Kahan
Secao 4.1) é equivalente ao método de Lanczos (Secao 3.4) aplicado as matrizes simétricas
¢ ¢

AT A e AAT, dados certos vetores iniciais.

3.3.2 Algoritmo

Os teoremas 3.3.1 e 3.3.2 sugerem um algoritmo para se calcular ¢z, a partir de
41,92, - - -, Qk, OU seja, uma base ortonormal para Kp,;. Escrevemos a k-ésima coluna de

(3.7) como
Agr, = Qrhi + Wik
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Entao, pela ortogonalidade de Qy1, obtemos
Além disso, ja que wrqrr1 = Agr — Qrhi €]|qre+1]], = 1, devemos ter

wr = || Age — Qrhll,

Aqy — Qrhy

Wi

qk+1 =

Essas equagbes nos levam ao seguinte algoritmo, o método de Arnoldi [34]:

Algoritmo 1: Método de Arnoldi
Arnoldi (A, b)
n = size(A);

b .
N = >

Inicialize Hl e Q;
for k=1 atén—1do

he = QF Agy;
v = Aqr — Qrhy;
wi = hyr1e =||v]ly;
Qk+1 = 57
a, - [ﬁk—1 hy, ]’
0 hpsik
end

return Q,,, H,_;

O algoritmo retorna a matriz ortogonal (,, onde as colunas formam uma base or-
tonormal de IC,,, que sera util no algoritmo que veremos a seguir, o GMRES (Segao 3.5).

Além disso, o método de Arnoldi retorna também a matriz de Hessenberg H,.

3.4 Método de Lanczos

No caso particular em que A é uma matriz simétrica®, entao, por (3.8), Hj, também

¢é simétrica, visto que

HI = (UFAU,)T = U ATU, = UL AU, = H,,.

30 que ocorre, por exemplo, nas Equacdes Normais.
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Note que isso s6 ¢ possivel se Hj for tridiagonal, ou seja, h;; = 0 quando ¢ >
j+ 1 equando j > i+ 1, onde h;; sao os elementos de Hj. Obviamente, o método
de Arnoldi funcionaria perfeitamente nesse caso, mas podemos abusar das propriedades
desse tipo de matriz e modificd-lo para necessitar de menos processamento de maquina e
armazenamento de dados. Esse é o chamado método de Lanczos (3, 34, 39].

Primeiro, definimos

Vv, = h“ € W= hj—l,j

parai=1,2,... kej=1,2,...,k+1. A matriz de Hessenberg tridiagonal tera a forma

V1 W
Wy Vo W3
o wg vz Hy,
H, = = (3.9)
. . T
e Wk Wk+1€5,
Wi, Vg
Wk+1

onde Hj é a matriz de Hessenberg obtida ao excluir a tltima linha de H k-

De (3.7), como ¢ = ”bﬁ, temos que ¢o ¢ definido pela formula

Aqi = viq1 + wago,
e, da ortogonalidade de ¢; e ¢o, multiplicando a equagao acima por ¢{ pela direita temos
0 Aq =1

€, Jé que HQ2H2 = 17

wr =|[Aq1 — g [, -
Para a k-ésima coluna vamos ter
Aqy = WrQr—1 + VeGr + Wr1Gk+1, (3.10)
e, usando a mesma logica que usamos na primeira coluna, obtemos
quQk =V € Wkl = HAC]k — VkQk — kakAHQ'
De (3.10) podemos obter gx;; da seguinte forma:

Aqr — WrQr—1 — ViQk

Wi+1

Qh1 = (3.11)

Assim, podemos definir o método de Lanczos como o seguinte algoritmo [39]
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Algoritmo 2: Método de Lanczos
Lanczos (A, b)

n = size(A);
= ”biHQQ )
Inicialize as matrizes H,, como em (3.9) e Q,;
v = qf Aq;
w2 =[lAqi — v1qalfy;
q2 = —Aqlzlql;
for k =2 até n —1 do
t = Agy;
vk = Qi t;

t=1— WrQr—1 — VkQk;

wir = [[tly;

Wk41’

Gk+1 =
end
return Q,, H,

Os vetores que formam a matriz (), sdo chamados de vetores de Lanczos [39].

3.5 GMRES

Nesta segao, vamos introduzir o algoritmo idealizado por Saad e Schultz [30] cha-
mado de Generalized Minimum Residuals (GMRES), um método de Krylov usado na
resolucao de sistemas lineares do tipo Az = b, onde A é uma matriz quadrada. A simpli-
cidade do algoritmo o torna um bom exemplo para demonstrar a utilidade do método de
Arnoldi na resolucao de sistemas lineares nos subespacos de Krylov.

Uma vantagem desse método comparado a outros, como o método do Gradiente
Conjugado, criado por Stiefel e Hestenes [15], é que basta a matriz A ser quadrada nao
singular, ignorando outras condi¢oes mais fortes como simetria e positividade. A ideia
principal do GMRES é reescrever o residuo do sistema de forma a facilitar sua resolugao
a cada iteragao, ou seja, a cada passo do algoritmo vamos aproximar a solugao exata
xr = A7'b do sistema por uma aproximagao z € Kj(4,b) que minimiza uma forma mais
simples do residuo

Irall, =16 — Azl

Vamos agora entender como resolver esse problema.
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3.5.1 Teoria

Seja A € R™™. O vetor 2, € Kr(A,b) pode ser escrito como zp = Ky, para

algum g, € R™. Dessa forma
[7klly =110 — Azll, =16 — ARyl -

Entretanto, como vimos, esse problema continua sendo bastante instavel.

Assim, vamos recorrer ao método de Arnoldi, visto que uma base ortonormal fa-

cilitaria bastante a resolugao desse problema. Seja Qr = |¢1 ¢ ... qk] a matriz orto-
normal retornada pelo Algoritmo 1. Dessa vez teremos x, = Qryr para algum y, € R™.
Assim,

[relly =116 — Azyll, =[]b — AQkyxll, ,
e, por (3.5),

Irelly =16 = AQuyill, = b = Qs A

onde Hj é uma matriz de Hessenberg nao reduzida superior.

Como ()11 é ortonormal,

HT'kHQ =|b— QkJrlﬁkka2
— [ @F oo Qs |
= Q;}F+1b - QZ+1Qk+1ﬁkyk”2

= Qﬁrlb - ﬁkka2 .

Temos que Q7 b = [qlTb @b ... qgﬂb] e, por construcao, que q; = nz;ﬁ’ logo ¢i'b =
6], € ¢7b =0 parai=2,...,k+1. Assim,
Il = [ @Fab = B |, = erlbll, — Fron|
Dessa forma, o problema passa a ser encontrar o minimo do residuo
Irally = esliol, — Hao (3.12)

Vale destacar que a matriz H tem dimensoes (k+ 1) x k, ou seja, menor que n, o que
permite uma solu¢ao mais eficiente.

A questao agora é como encontrar o minimo do residuo (3.12). A resposta é aplicar
a decomposi¢ao QR na matriz H,. As propriedades de uma matriz de Hessenberg facilitam

na realizacao desse procedimento a cada iteragao. Para ver isso, seja

Hy = Qi1 Ry = Q;}FHHk = Ry,
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a decomposicao QR de H &, que é realizada na k-ésima iteragao do algoritmo. Como H,
tem dimensdes (k+1) x k, entfio a matriz ortonormal Q; tem dimensdes (k-+1) x (k-+1)
e a matriz triangular Ry, tem dimensoes (k+ 1) x k. A tltima linha de Ry é composta de

7€eros, ou seja

onde Ry é uma matriz triangular de tamanho k x k. Se particionarmos

. H, h
Ay = k S
0 Piyoptr

vemos que apenas a ultima linha e coluna da matriz de Hessenberg sao atualizadas de
uma iteragao para a proxima. Note que se multiplicarmos pela esquerda a matriz Hyyq
por uma matriz formada por QQx;1 € 0 vetor e, como linha e coluna adicionais, entao

vamos quase ter uma matriz triangular superior. Matematicamente, teremos
5 Ry rpq
k+1 H
k+1 — 0 p )
0 o

onde as constantes p e o sao elementos da matriz resultante da multiplicagao matricial do
lado esquerdo e 7,1 ¢ um vetor. A matriz da direita é triangular se, e somente se, 0 = 0.

Para resolver isso, basta aplicar a rota¢ao de Givens

I, 0 O
P(k+1,k+2)zpk: 0 Cr Skl »
0 —SEk  Ck
onde
p o
Cp = —F———— € S = .
k /p2 + 0-2 k /p2 + 0-2
Dessa forma,
NT %-1—1 0
Qk+2 = By 0 1
Logo,
Ry, Tk+1
QryoHi1 = | 0 Tt (3.13)
0 0

¢ uma matriz triangular com 711 g1 = \/p? + 0.
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Podemos agora modificar o residuo (3.12) da seguinte forma:

Il = el =

- Af+1(€1||b||2_ﬁkyk>H2

— | @Eeealivll, = QF )|
= Qfﬂ@leHz_R’fy’“Hz

Ry,

=19k — 0

2

. A Gk
onde g := Q}CHeleHz = [ ]
Wk

Observe que, para minimizar a norma acima, basta resolver o sistema Rpyr = gx.
Assim,
~1
Ye = Ry gr. (3.14)

3.5.2 Algoritmo

Podemos agora definir o algoritmo GMRES:

Algoritmo 3: GMRES

GMRES (A, b)

_ b .
N = oy

for k=2,3,... do
Realize a Decomposigao de Arnoldi (1) com n = k;

Encontre y que minimiza (3.12);

Faca z, = Qrys;
end

return z;

Para otimizar a implementacao acima, podemos definir novas funcgoes que nos
ajudarao no processo. Realizar a Decomposicao de Arnoldi na iteracao k faz com
que todas as colunas das matrizes @y e Hy sejam calculadas novamente. A fim de
evitar essas operagoes desnecessarias, podemos criar uma nova funcao com apenas as
operagoes do lago do Algoritmo 1 que calcula as novas colunas g1 € hy de Qpiq1 € H ks

respectivamente. Note-se que apenas as matrizes A, Qy e Hj_1 serao necessarias como
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parametros da funcao. Dessa forma, podemos implementar o Algoritmo auxiliar 4 como

alternativa a decomposicao de Arnoldi.

Algoritmo 4: Arnoldi Modificado
ArnoldiMod (A, Q, [:[k,l)

hi = Qf Agy;

v = Agy — Qrhy;

wi = hi1p =]y

Qr+1 -= wik;

a, - Hiy o hy ];
0 Dhptig

Qpt1 1= [Qk Qk—i-l};

return Hy, Qx.1

Na segao anterior, demonstramos como encontrar um y; que minimiza (3.12). An-
tes disso, serd necessério realizar a decomposicao QR na matriz Hy. Para isso, temos o

seguinte algoritmo:

Algoritmo 5: Fatoracao QR de H,
% (ﬁka Qk? )

Calcular p e o:

. his1
p = |:Qk+1 O] ;
Nky2 k41

oi=0 1] [ i

Prg2, k41

)

Calcular a matriz de Givens Gy (3.13);

Q — g—l—l 0 .
aux 0 1 )

Qk—l—l = GkQaur;
Ry := Quy1 Hy;
return Ry, Q11

Note que nao foi necessario realizar a multiplicacado (... Hy para obter p e o, bas-

tando apenas realizar duas multiplicacoes de vetores.
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Com essas duas fungbes conseguimos implementar uma versao otimizada e

completa do Algoritmo 6:

Algoritmo 6: GMRES Otimizado
GMRESOti (A, b, m)
(Inicializando as matrizes Qy e H;)
41 = Hbﬁ’ Q1= qi;
hy == QT Aqy, Hy = hy;
vi=Aq — Qihy, w1 = hyy = |vly;

@ =, Qo= [C_h C_I2}7 Q2= [”hhl—luz f?2}, onde g»
pode ser obtido pelo processo de Gram-Schmidt;
for k=23,...,mdo
Definir Hy,, Qpy1 = ArnoldiRed(A4, Hy 1, Qr);
Definir Ry, Q1 = QR(Hy, Qp);
end
. T
Fazer g :=||b||, QL e1 = [g w] ;
Seja R, = [Rm O}T;
Defina y := R !g;
Faca = = Q,,y;
return z

Os passos anteriores ao lago sao necessarios para inicializar as matrizes Hi, )s e
2. No laco, usamos as fungoes que definimos anteriormente para obter a Qxy1, Hy e

sua decomposicao QR, Qk+1 e Ry,. O valor m que limita a iteragao ¢ arbitrario, podendo

[[b— Ayl
181l

pequeno arbitrario. Veja que o lado esquerdo da desigualdade representa o erro relativo

ser um inteiro ou uma condig¢ao, como por exemplo < €, onde € é um valor
do residuo, fazendo com que, ao usar essa condi¢ao de parada, o algoritmo pare quando

esse erro for menor que €. Note em

Ik Ry,
Irell, =
Wk

0

Yk

2

que a norma minima do residuo ¢ igual a w, logo podemos usé-lo como condi¢ao do lago
ao invés de calcular x; a cada iteragao. Dessa forma, precisamos calcular y; e x; uma
Unica vez, ap6s a ultima iteragao.

O algoritmo converge em, no méaximo, n iteragoes, como vimos no Apéndice B.
Além disso, o residuo é ndo crescente, ou seja, ||rii1|ly <||7%|,- Isso é verdade pois 7y, é

minimizado no subespago Ky, e i1 D K.
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3.5.3 Estudo com Dados Simulados

Realizamos trés testes envolvendo o GMRES, todos aplicando esse algoritmo em
uma matriz e um vetor de tamanho n criados aleatoriamente a partir de uma distribui-
¢ao uniforme no intervalo [0, 1] usando a biblioteca Scipy [40] do Python. Além disso,
usamos as bibliotecas Numpy [14] para realizar operagoes entre matrizes e/ou vetores, e
a Matplotlib 18| para plotar os gréficos.

Primeiro, testamos o GMRES no sistema Az = b de tamanho n = 100. O algo-
ritmo foi interrompido na iteragao em que ||b — Azy||, <||b|, €, onde definimos e = 1075.
Registramos a relagao entre a iteracao e a norma do residuo ||b — Azy||,, onde x, é a solu-
¢ao aproximada retornada pelo algoritmo. A Figura 3.1 mostra essa relagao. Observe que
bastou apenas 49 iteragoes para que conseguissemos obter uma aproximagao satisfatoria,
menos da metade do limite superior, que € igual a 100.

Para o segundo teste, usamos n = 1000. O resultado estd na Figura 3.2. Nova-
mente, note que, aproximadamente, 330 iteracoes foram necessarias para obter a solugao
aproximada, um terco do limite superior de 1000 iteracoes.

Por tltimo, a Figura 3.3 representa o teste com n = 5000.

A partir dos testes, podemos observar o fato de que a sequéncia dos residuos
|7%]l, =6 — Azg||, ¢ monodtona nao-crescente, com limite igual a 0. Também nota-se que,
para a tolerancia e = 1079, o ntiimero de iteracoes necessarias para o GMRES retornar a
solucdo aproximada foi de no maximo, aproximadamente, n/2, com n sendo o tamanho

da matriz.

Figura 3.1: Teste GMRES com n = 100

Iteragdes x Residuo GMRES com n = 100

0.8-

06-

Residuo
S
2

0.2-

0.0-

Iteragao

Fonte: Elaborado pelo autor.
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3.5. GMRES
Figura 3.2: Teste GMRES com n = 1000
lteragdes x Residuo GMRES com n = 1000
3.0-
25-
20-
o
:g 15-
8
©
1.0-
0.5-
0.0- T
lteracdo
Fonte: Elaborado pelo autor.
Figura 3.3: Teste GMRES com n = 5000
- Iteragoes x Residuo GMRES com n = 5000
40 -
30-
S
%
D: 20,

0
500 -
1000
1500 -
2000 -
2500

lteragdo

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Capitulo 4

LSMR

O GMRES, analisado no ultimo capitulo, busca aproximar a solugao exata de um sistema
linear Az = b, onde A é uma matriz quadrada. O algoritmo nao é apropriado para
equacoes normais, ja que o produto AT A é caro de se calcular, necessitando de um tempo
igual a O(n?m) [32], onde n e m sdo as dimensoes da matriz A. Dessa forma, vamos
analisar um algoritmo especifico para esse caso, o LSMR |[8], proposto por Fong e Saunders
em 2011. Com melhor performance se a matriz A for esparsa, esse algoritmo iterativo
busca a solugao do problema dos minimos quadrados arg min,||b — Az||, nos subespagos
de Krylov. Fong e Saunders se basearam no processo de bidiagonalizagao de Golub-Kahan
[11], idealizado por G. Golub e W. Kahan em 1965.

4.1 Bidiagonalizacao de Golub-Kahan

Seja A € R™*", Sem perda de generalidade, vamos supor que m > n'. O objetivo
do processo de bidiagonalizacao de Golub-Kahan é decompor a matriz A na forma A =
UBVT, onde U € R™*™ ¢ V € R™" sdo ortogonais e B € R™*" & bidiagonal inferior.

Golub e Kahan em seu artigo demonstraram duas maneiras de se chegar nessa
decomposicao. A primeira se baseia em zerar os termos da matriz A que nao estao na
diagonal e sub-diagonal inferior utilizando refletores de Householder (Apéndice A.4). Uma
sequéncia de matrizes A = AV, AG) A@  AM AT ¢ construida recursivamente,

onde

Ak — g® AR para k=1,2,...,n

A+ p(k+3)/7 (k) parak=1,2,...,n— 1.

Y

As matrizes U® e V¥ sio transformagoes de Householder que zeram os tiltimos m—(k+1)

elementos da k-ésima coluna de A®) e os tltimos n — k elementos da k-ésima linha de

1Caso contrario, podemos aplicar o processo em A7
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A(H%), respectivamente. Essas matrizes devem ser construidas de forma que os elementos
zerados anteriormente nao sejam afetados. Para mais detalhes, veja a Segao 5.4.8 de [12].

A outra alternativa, que sera a usada no LSMR, é relacionada ao método de Lanczos
(secao 3.4) para tridiagonalizagao de matrizes simétricas. Por esse motivo, esse procedi-
mento recebeu o nome de bidiagonaliza¢ao de Golub-Kahan-Lanczos [24]. Para um vetor
inicial uy, onde ||u1||, = 1, o método constréi duas sequéncias de vetores uy, ug, ..., uy €
V1, Vg, ..., U, k=1,...,n, da seguinte forma:

Tomando Sivg :=0, parai=1,2,...,k,
a;v; = ATu; — Biviy, (4.1)
Bivruipr = Av; — oy, (4.2)
onde os escalares «; e ;41 sao escolhidos para serem nao negativos e ||u;y1 ||, =||vill, = 1.

Caso todos a; e ;11 sejam nao nulos parai = 1,2,..., k, o processo (4.1-4.2) é totalmente

definido para k iteracoes, e, se definirmos

651

52 (8%

U= w|u|...|uw |» V= v ovl|...|v | L= B3 as )

Bk 873

temos que as equacoes 4.1 e 4.2 podem ser reescritas como

ATu =VvIT,
AV = UL + Brrtsael

onde ef esté definido na Lista de Sfmbolos. Se definirmos

7 i -
5k+16£T

e, caso agyq # 0, podemos realizar o passo 4.1 mais uma vez para obter

AT =vIT + ak+1vk+1e£ﬂT, (4.3)

AV =UL. (4.4)
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Além disso, Paige prova em [24] por meio de indugao que
U'U =V"'V = I.

Note que, se A = ULVT, entdao LTL = VT(ATA)V e LLT = UT(AAT)U e, como L ¢é
bidiagonal, temos que LT L e LLT sdo tridiagonais. Dessa forma, como a decomposicao de
Arnoldi é unica dadas as condi¢oes do Teorema 3.3.2, a bidiagonalizacao de Golub-Kahan
¢ equivalente ao método de Lanczos aplicado as matrizes simétricas A7 A e AAT, com os
vetores iniciais ATu; e uq, respectivamente.

A partir disso, com esses vetores iniciais definidos, vamos ter que as colunas de V
formam uma base ortonormal para o subespaco Ki(AT A, ATu;) e as colunas de U formam

uma base ortonormal para o subespago Kj(AAT, uy).

4.2 Teoria

Enquanto alguns métodos de Krylov como o GMRES e o LSQR [25], também
idealizado por Saunders, se baselam na minimizagao de ||74||,, 0 LSMR busca encontrar
a solucdo que minimiza ||ATrk||2 = ||A"b - ATAxHQ, ou seja, que minimiza a norma
do residuo das equagoes normais. Provaremos que HATrkH , decresce a cada iteragao do
algoritmo.

Seja A € R™*™. A cada iteragao do processo de bidiagonalizacao de Golub-Kahan

aplicado a matriz A, com vetor inicial u; = vamos definir V, ==V, Ugyy = U e

b
° oI,
By, := L como nas Equagoes (4.3, 4.4). Como vimos na tltima segao, as colunas de V
formam uma base ortonormal para K (AT A, ATu,). Dessa forma, podemos escrever cada
estimativa x;, da solucdo nos subespacos de Krylov na forma z;, = Vjy, para um y; € R*.

Seja By, = Pk, para todo k € N. Como

ATTk = ATb — ATA.ZL'k
= Broqv, — ATAkam

temos entao

ATry, = Bivy — A"Up11 Bryi
—= T
= Biv1 — (Vi BL By + cve1vksr€iy Bi)yr

= Bvy — (Vi Bl By + Bk+1vk+1€§T)yk
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BI'By,

_ 7 k+1
= Vi1 5161 - T

Yk

5k+1€§

Dessa forma, lembrando que a norma de um vetor é invariante a uma matriz ortogonal,

o problema de minimizacao em questao se torna

. T . 2 _k+1 BkTBk:
argmin|| A" rg |l = argmin||Vii | fief™ — | % | vk
Tk 2 Yk ﬁk+1€k
2
_ BB
_ : k+1 k 2k
= argmin||fiey" — | 7 k|| - (4.5)

Yk /Bk+1€k

O LSMR tem como base a busca de uma solucao eficiente para esse problema de minimos

quadrados.

4.2.1 Decomposigcoes QR

Para simplificar a Equacao 4.5 novamente, vamos primeiro realizar uma decompo-
sigao QR na matriz By:
Ry,

Q} By, = 0

(4.6)

onde Q) € REFDXE+D ¢ yma matriz ortogonal e R, € RF*F ¢ uma matriz triangular
superior.

Note que R} sera uma matriz bidiagonal superior. Temos entao

p1 O
p2 03
Ry, = P3
O
Pk

Além disso, o vetor g que resolve a equacido RI gy = Briiek ¢ g = prer, onde

 Brtr
Pr = pr

se torna

sendo py = (Ry)gk. Defina também ¢, .= Ryyx. Dessa forma, a Equagao 4.5

BI'B,

= T
5k+1€’1§

‘ATT’“HQ = argmin||f et —

Yk

arg min
Tk

Yk
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= argmin||fef ! —

Yk

= argmin||fef ! —

tg

[RTR),
| 9 Ri

_Rg

123
_sﬂkef

Yk

2

(4.7)

Vamos realizar mais uma decomposicao QR, agora na matriz R, definida como

o= | T, Ol
Pre; 0
Assim, vamos ter
Ol = |
0 Gr1]

)

(4.8)

onde z;, € RF ¢ um vetor, (34, ¢ uma constante, Q, € REFVXEFD o R c RF¥* ¢ uma

matriz triangular definida da seguinte forma:

Combinando essas defini¢oes e a Equagao 4.7, obtemos

. M 5 RY
arg mlnHATrk‘ — arg min||fef ! — Pl te
Tk 2 tr Sokek
. 2k Ry,
=argmin|| | - — tr
th Crt1 0
2

O subproblema de minimizagao acima é facilmente resolvido encontrando o vetor ¢, que

resolve a equacao Rptp = zg.

4.3 Recorréncias

Primeiro, vamos estabelecer a recorréncia de xp. Sejam Wy e W) as matrizes que

satisfazem
(4.10)

RIWI=vI e RIWI=w[.
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Note que
_ _ 2k
Vikr = | Vi lvesr | Wekrr= | Wi | wpsr | »Werr = | Wy | Wigr |2k =
Crr1
Dessa forma, como z; = Viyi, Riyr = ti € Rty = 2, entdo
x = Wi Rpyr, = Wity = Wi Ryt = Wiz, = 21 + (g (4.11)

4.3.1 Primeira decomposicao QR

As recorréncias das decomposicoes QR serao baseadas no mesmo processo utilizado
no desenvolvimento do GMRES (Se¢ao 3.5).
Para a primeira decomposigao QR, que seré realizada na matriz By (Equacao 4.6),

na iteragao k = 1 temos que

C1 S1 ap Rl
P =Qf = , Bi= e Q1B = ;

—S51 52 0

— 2 2 o B _
onde p; = \/ai+ 57, ¢; = p—ll, 51 = p—f e Ry = p1.

Agora, definimos uma matriz auxiliar A; tal que
Qf 0
0 1

Al =

Para k = 2, podemos utilizar a decomposicao QR obtida no passo anterior junto
da matriz A; e de uma nova matriz de rotacao P, para obter a decomposicao QR de B,.

Ao multiplicar By & esquerda por A; vamos ter
. ) Rl 251 Rl 02
Q 0 Bl (2€5
A1B2 = ! = 0 agcg| = 0 ﬁQ ) (412)
0 1 0 B3
0 0G5 0 ps

onde 0y = 51 € Py = agcy. Podemos entao definir a matriz de rotagao P e a

matriz QI resultante de sua aplicagdo em Aj:

Po=10 ¢ sy e P2A1::ng
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% Assim, aplicando Q¥ pela esquerda em

4.3. Recorréncias
onde py 1= \/p3+ 33, cg = f)—; e Sy = 22,
B, temos
R, 05 1 0 0 R, 6, R, 0,
= |0 Co S9 0 ﬁg - 0 P2
0 B3 0 0

Q3 Bo = PyABy =P | 0 P2
0 B

C2
Podemos entao generalizar o processo para um passo qualquer k£, onde vamos ter

0 —S9

TB _ Rk
QB =
0
Logo, podemos iniciar a iteracao k + 1 da seguinte forma
k
Ry apqispey, Ry Opiaef
B o €k+1
k k+1CE 11 o . _
=10 agpee | =0 prgr |
0 Brto

Qi 0
Brt2
0 Br+2

ApBpy1 =
0 1 0
onde Oxy11 = 1Sk € Pry1 = Qgi1ck. Podemos entao definir a matriz de rotacao

P11 e a matriz Q;{H resultante de sua aplicacao em Ay:

I 0 0
k+1 - Ck+1 Sk+1 k+143k - k+1>
0 —Sit1 Crp1
Bl+2

_ Pk+1

]2 2 .
onde pry1 = 4/ Ppy1 + Birgs Char = oo © 5
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Assim, aplicando Q;{H pela esquerda em By, temos

Qti1Bii1 = Pey1ArBin

Rk 9k+1e’,§ 1 0 0 Rk 9k+1e’,§ Rk 9k+1€£
=Be1 |0 prrr | = |0 cry1 Skn 0O pPrri | =10 prga
0 Brro 0 —spr1 chra| | 0 Bryo 0 0

’3’““) = Ben k. Assim, podemos substituir a

Note que 041 = 15 = Qg ( o

notagao 1 por .

4.3.2 Segunda decomposicao QR

Seja
_ RT
Bk - F kT
Ok+1€%
Para a segunda decomposicao QR, que seréa
Ry,

Qi B =

na k-iteracao, vamos seguir a mesma ideia vista na primeira decomposicao QR.

Assim, comecamos a iteracdo k + 1 aplicando a matriz Ay, em By ;:

. _ il R pri1Skef Ry Opyief
- 5 Qi 0| |Br prtr€r B )
ApBry1 = =10 el | =0 prr |
0 1|0 6
0 Ok+2 0 Opio

onde 011 = Prr1Sk € Prr1 = Prr1Cr. Vamos entao definir a nova matriz de rotagao
Pyi1 e a matriz Q7 resultante de sua aplicagdo em Ay:
I+ 0 0
o _ _ b A .. AT
Py = 0 Ch+1  Sk+1 e Py Ay = Q15

0 —Sk41 Cren1
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~ . ~9 2 ~ Pkt = . Br+2 : : AT
onde pry1 = y/Pp +0i, Chy1 = o € Skl = 5 Assim, aplicando Q;,, pela

esquerda em By, temos

QerlBkJrl = Pii1ArBii

Rk §k+16£ 1 0 0 Rk ék+16]]: Rk ék+1€£
=P |0 prp | = |0 @ Sen 0 pPrr1 | =0 prpa
0 Orypo 0 —8k41 Cryt 0 Oireo 0 0
(4.13)

Observando a ultima linha das matrizes das Equagoes 4.10, obtemos duas equagoes

que determinam wgyq € Wyi1:

T T T
Op 1wy, + Pr1Whyy = Vgyrs
T

p T, - T
Or1Wy, + Pr1Wyyy = Wiy -
Além disso, podemos definir mais duas equagoes hy = prwi € hy = ppppWy que

tornam o LSMR mais eficiente. O algoritmo podera ser apresentado agora.

4.4 Algoritmo

O seguinte algoritmo implementa o que foi visto anteriormente a fim de encontrar a
solugdo de Ax = b que minimiza a normaHATrk H 5> onde 1 = b—Azy,. O valor dessa norma
a cada iteragao sera calculado na sequéncia. Vale lembrar que x; é a solugao do sistema
sobredeterminado se e somente se HATrkHQ = 0, ou seja, quando xj soluciona as equagoes
normais. Na pratica, o algoritmo é interrompido antes disso acontecer, retornando uma

aproximacao da solucao do sistema.
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Algoritmo 7: LSMR

LSMR (A4, b)
Bri=lblly, =g
o= [[AT ], o= AT

p1i=aq, (= agf;

po: =1, po:=1

co:=1, 50:=0;

hi:=v1, hg:=0;

xo = 0;

for k=1,2,3,... do
(Continuar bidiagonalizagao)
Bry1tgs1 = Avg — aguy;
1V = ATupp — Bror;
(Construindo e aplicando Py)

1
_ (2 2 \2 _ P _ Brta.
Pk = (pk + 6k+1)27 Cr = P_k7 S = )

Ore1 = SkQrt1,  Pr+1 = CrOli1s
(Construindo e aplicando Py)

Op = 311pk, Pk = ((ékflpw2 + 91%+1) )

D=

_ Ck—1Pk = Opq1.
Cr, = @ 3 75k ~ e )7
Ck = CkCr,  Cht1 = —SkCh;

(Atualizar h, h e x)
hi = hy, — (—Lekf" ) i1

Pk—1Pk—1
T = Tp-1+ (p;f%) hic;
k41 = U1 — 61:,?) hi;
end
return z

4.5 Normas e condicao de parada

Nesta secdo estimaremos as normas ||7||,, !ATrkHz, lzk|l, € [|A]l em conjunto
com k(A)?, que serdo uteis para estabelecer condigoes de parada para o LSMR. E de se
imaginar que esses valores podem ser facilmente calculados, ja que temos todos os vetores e

matrizes necessarias, mas Fong e Saunders [8] encontraram métodos computacionalmente

2Veja o Apéndice D
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mais eficientes para se obter essas normas.

Note queHATrkH2 = |[Cpy1] €, como (1 = —351Cx, temos que”AT?“kH2 > HATrkHHz,

para todo k € N, ja que |5;| < 1. Dessa forma, }ATrkHQ ? 0. Como visto no Apéndice

B, essa convergéncia acontece em no maximo n iteragoes.

4.5.1 Calculo de |7,

A ideia desta segao é definir algumas transformagoes de vetores/matrizes e gozar
de propriedades das matrizes ortogonais a fim de encontrar uma expressao simplificada
para a norma do residuo rg, ja que o método tradicional, calculando r, = b — Axy, é
computacionalmente caro se realizado em cada iteracgao.

Primeiro, vamos transformar RY, definida em (4.9), em uma matriz bidiagonal

superior realizando mais uma decomposi¢ao QR:
QTRI = R, (4.14)

A matriz Qy, sera definida a partir de rotacdes Py, semelhantemente as matrizes Qy, ¢ Qy,

vistas nas primeiras duas decomposi¢oes QR. Além disso, seja

. . QF 0
tk - gtk € bk = Ok 1 felﬁl.
Dessa forma
T = b— A.Ik
= frug — Avkyk

= f1Ugs161 — U1 Bryg
'R
=Up1 | 181 — Qk g

[+
=Upt1 | 181 — Qk k]

= Ups1 | Qr [C(B)k (1) by — Qu [thk]

RN
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B M. ]
. Tl
i)k = kal s fk = R ' . (415)
: Tk—1
B .
. k
| Bk | L
Note que 5 pode ser calculado através da equacdo
RYt, = 2. (4.16)

Ademais, temos que, em (4.15), B = 7 para i = 1,....,k — 1. A prova desse
fato é longa e nao somard a discussao, logo serda omitida. Aos interessados, veja
o Apéndice A de [8]. Com essa informacdo, podemos calcular ||r||, usando ape-
nas os ultimos dois elementos de l;k e o ultimo elemento de f;, como mostra o

seguinte algoritmo, que deve ser implementado em conjunto com o Algoritmo 7:
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Algoritmo 8: Calculo de ||7]|,

normaResiduo (A, b)

51 = b, Bo =0

po:=1 T71:=0;

O =0, (o :=0;

for k=1,2,3,... do
(Aplicando Py)
5k = CkBka BkJrl = _SkBkS
(Se k > 2, construir e aplicar ]5k_1)
por = (G +B) %

k—1

= _ P 3 — Ok .
Ch—1 = 5 kLT R

Ok = 861Dk, i = Cro1Pis
Br1 = G151+ 8k1 B i
B = o1 By — Sk1Br-1;
(Atualizar t}i a partir da Equagao 4.16)
_ Ck—1—Ok_1Tk—2 - Ck_e.k%k—l.

Th—1 = Pr—1 Tk Pk ’

(Formar Hrk||2)2
v=(=n) + B Il = V7

end

return ||ry ||,

4.5.2 Calculo de ||z,

Da Equacao 4.11 temos que zp = VkR,:lR;lzk. Da terceira decomposicao QR

(4.14) e de uma nova decomposi¢ao QR
Qi (QLRy)" = Ry,
podemos escrever
x, = ViR 'R 2 = ViR 'Ry RLQuzr = Vi Ry ' QrQF RiQrr = ViQu i,

onde Z; e Z; sao os vetores que solucionam as equagoes Rf%k =2z € Rf = Z. Como V}, é
teoricamente ortogonal, temos que |||, =2k ||,- Além disso, como a tltima diagonal de
Ry, e a submatriz Rk[k —1,k; k — 1, k], composta pelos elementos das ultimas duas linhas
e colunas de Ry, sdo alteradas a cada iteragio, o célculo de |24, pode ser atualizado de
forma computacionalmente econdémica.

Iremos omitir o pseudocodigo, visto que o processo até se chegar nas recorréncias

é semelhante aos usados nos Algoritmos 7 e 8, agregando pouco ao contetido do texto.
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4.5.3 Calculo de ||A||; e k(A)

Note que de (4.1) temos que v, € im(AT) = ker(A)t = ker(ATA)L e de (4.4)
temos

BlI'By, = VI AT AV,

Pelo Teorema Min-Max de Courant-Fischer [37], sabemos que os valores singulares de By
sao limitados superior e inferiormente pelos valores singulares de A. Além disso, pelo
Teorema de Interlago de Cauchy para matrizes hermitianas [19], os valores singulares de
By, sao interlagados pelos valores singulares de A. Dessa forma, podemos usar || By||  como

uma cota inferior para ||A|| -, ja que
IBrllp <lBrsillp <l1Allp, VEEN.

Como || Byl = I|Billz + o} + 87,1, a norma de By pode ser atualizada de forma
computacionalmente econdémica a cada iteragao.
De (4.6), (4.8) e (4.13) obtemos:

-
QkJrlBka - k—1T _
9k€k_1 Ck—1Pk-

RL, 0 ]

Note que o lado direito ¢ igual a RY, exceto pelo tiltimo elemento da diagonal. Como os
valores singulares de By, sdo aproximados pelos elementos da diagonal da matriz acima [33|
e esses elementos sdao todos positivos, podemos estimar x(A) pela razao entre os maiores
e menores valores do conjunto {p1, ..., px_1,Crk_10x}. Novamente, esses valores podem ser

atualizados de forma computacionalmente barata.

4.5.4 Condigoes de Parada

Vimos que o algoritmo ird convergir para a solu¢cao em até no maximo n itera-
¢Oes, mas uma solucao satisfatoria pode ser encontrada em muito menos passos. Cabe
ao pesquisador decidir qual condicao de parada serd a mais adequada no experimento.
Destacaremos trés regras, sugeridas por Paige e Saunders como critérios de parada para

o algoritmo LSQR. [25], que podem ser aplicadas em métodos iterativos como um todo:

S1: Parar se ||ry|, < BTOL|b||, + ATOL||A|| z ||kl »

S2: Parar se HATrk ‘2 < ATOL| Al ||z,
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S3: Parar se x(A) > CONLIM,

onde ATOL, BTOL e CONLIM sao constantes independentes de m ou n, escolhidas arbi-
trariamente pelo pesquisador. S1 se aplica a sistemas consistentes 3, permitindo incertezas
em A e b |16, Teorema 7.1]. S2 é aplicavel em sistemas inconsistentes® e S3 é aplicavel em
ambos. Uma discussao mais aprofundada, além de justificativas para as regras, ¢ dada
em [25] e [35]. Chang, Paige e Titley-Peloquin [5] analisam e tecem criticas aos critérios
de parada S1, S2 e S3, afirmando que sao regras conservadoras. Os autores propoem uma
nova condi¢ao de parada, que contorna esse problema, mas que é inviavel de ser aplicada

na pratica, pelo seu alto custo computacional.

3Gistemas consistentes sdo aqueles que possuem pelo menos uma solucao.
4Sistemas inconsistentes ndo possuem solucao.
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Capitulo 5

Estudo de Simulacao

Neste capitulo, tem-se por objetivo analisar a performance do algoritmo LSMR através de
estudos de simulagoes. Vamos aplicd-lo a uma grande base de dados gerada no Python,

no ambiente Jupyter, usando a biblioteca Numpy [14].

5.1 Comparacao com Método Direto

A ideia do estudo desta secao é comparar o LSMR com o método direto da de-
composicao QR para solucido do problema dos minimos quadrados'. Como a solucao do
problema dos minimos quadrados ¢ equivalente a encontrar uma solugao para as equagoes

normais AT Az = ATbh, entdo, se A = QR & a decomposicio QR de A, vamos ter

ATAr = ATh = (QR)'QRx = (QR)"b
— RTQTQRxz = RTQ"b
— RTRx = RTQ"b
— Rz =Q"b

Assim, o problema dos quadrados minimos se resume a solucionar um sistema
facilmente resolvido através de substituicao. Entretanto, realizar a decomposicao QR
usando refletores de Householder (Veja o Apéndice A) em uma matriz A € R™*" tem gasto
computacional de aproximadamente 2mn? — %n?’ flops [38], quando n e m sdo grandes.
Por outro lado, cada iteragao do LSMR tem custo igual a 3m + 5n flops [8].

A condigao de parada do LSMR sera o EQM (Erro Quadratico Médio) do preditor
obtido pela decomposicao QR?2, ou seja, o algoritmo ira parar quando o EQM do preditor
obtido pelo LSMR se torne menor que o EQM do preditor obtido da decomposicao QR.

1Veja a Secdo 1 para uma revisdo do que sio métodos diretos e suas diferencas em relacio aos métodos
iterativos.

2EQM do preditor é a média do quadrado dos erros (y; —;), onde 7 & a label retornada pelo algoritmo.
O EQM tem relagao com a norma do residuo. Veja a Segao 4.5.1
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Essa condigao de parada seré ttil para se comparar o tempo de execugao dos algoritmos,
algo de extrema importancia quando aplicados a Big Data. O tempo sera medido contando
o namero de itera¢oes k do LSMR até se chegar na estimativa e fazendo k(3m + 5n) para
se comparar com os 2mn?— %n?’ flops do método direto. Uma outra opc¢ao seria considerar
HATrk ||2, que representa o erro nas equagoes normais, mas, levando em consideragao erros
de arredondamento, a condi¢ao de parada HATrkH2 = 0 resultaria em mais iteracoes do
que 0 necessario.

Como dito, a base de dados sera gerada pelo Numpy. Em toda a secao, serao feitas
cinco ou dez simulagoes por estudo, devido ao grande tamanho da base de dados e pelo
fato de que todos os resultados serao anotados manualmente. Além disso, as observagoes
e os erros € serao gerados usando uma distribuicao normal com média px = 50 e variancia
0% =20 e pe = 0 e variancia 02 = 1, respectivamente. Os parametros 3 serdo gerados
a partir de uma distribui¢do uniforme discreta, com valores 3 < [ < 7. As labels do
problema serao geradas através da formula Y = XS +e¢ onde X é a matriz obtida ao se
concatenar um vetor de 1’s na matriz de observagoes, antes da primeira coluna.

Apos isso, solucionamos as equagoes normais X7 X 3 = XTY usando ambos os
métodos. O primeiro teste serd com n = 10° observacoes, com 2 parametros /3, definidos
como [y e (1, indicados na tabela, junto com o EQM do preditor, arredondado em 5 casas
decimais. Além disso, as estimativas Bo e Bl retornadas pelo LSMR, arredondadas em 5
casas decimais, junto com o ntimero de iteragoes k realizadas, também sao mostradas. No

total, cinco testes foram realizados:

Bo BOLSMR B AlLSMR EQM Pred. k

4 4.00100 ) 4.99997 1.00168 2

6 6.00047 6 5.99998 1.00021 2

5 4.99722 7 7.00003 0.99588 2

3 2.99701 4 4.00009 0.99925 2

7 6.99717 3 3.00004 1.00081 2
Média EQM: 0.99956

Tabela 5.1: Cinco simulacoes com as mesmas n = 10° observacoes cada, 2 parametros 3,
e 1 e uma covariavel X, com algumas métricas obtidas pelo LSMR.
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Podemos realizar mais dez simulagoes e observar o EQM das estimativas de cada
um dos betas obtidos pelo LSMR e pela decomposicao QR. As observagoes foram manti-
das fixas, alterando apenas o valor de §y e 31 entre as simulacoes, a fim de se manter a
consisténcia e analisar se apenas o valor de § tem influéncia na performance dos algorit-
mos. As novas simulacoes estao na Tabela 5.2 e os EQMs dos B estao na Tabela 5.3. O
EQM de 3, e 5 foi calculado a partir da equagao

10

BQM(B) = 16 > (5~ A1, i=0.1 5.1)
k=1

onde k indica o resultado na k-ésima iteracao.

By pESME - pERR By pESME BRE EQMrsur  EQMgr
6 6.00356 5.99772 6 5.99995 6.00004 1.00050 1.00029
3 3.00328  3.00276 3 2.99992  2.99993 1.00028 1.00204
4 3.99886 3.99717 5 5.00001  5.00005 0.99899 1.0043

6 5.99955 599902 5 5.00001  5.00004 1.00001 0.99834
7 7.00086 6.99835 5 499994 5.00003 1.00021 1.00148
6 5.99980 6.00132 7 7.00001  6.99998  0.99823 1.00063
6 5.99621 5.99257 4 4.00004 4.00012 1.00016 1.00171
5 5.00554 5.00103 4 3.99987  3.99998  1.00033 1.00219
5 499979 4.99536 6 5.99998  6.00005 1.00026 1.00176
5 499986 4.99931 7 6.99998 7.00001 1.00133 1.00122

Tabela 5.2: Dez simulacoes com as mesmas n = 10° observacoes cada, 2 parametros 3y e
[1, comparando as estimativas obtidas pelo LSMR com as estimativas obtidas usando o
método direto da decomposicao QR.

EQM sur de Bo: 7.08331 x 1076

EQMgr de fo: 10.45217 x 1076

EQM sur de Bi: 3.21000 x 106

EQMgr de fi: 3.72515 x 1076
Média EQM sy r da Reg.: 1.00003
Meédia EQMgr da Reg.: 1.00101

Tabela 5.3: Erros Quadraticos Médios das estimativas Bo e 5’1 retornadas pelo LSMR e
pela método direto, junto a média dos EQMs das regressoes.
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Note na Tabela 5.3 como o LSMR desempenhou melhor que o método direto,
apesar de a diferenga ser pequena na pratica. De forma geral, nota-se que ambos os méto-
dos tiveram boa performance em relacao as métricas analisadas, alcancando estimativas
satisfatorias em todas as simulagoes.

Agora, faremos simulagoes comparando os EQMs dos Bs do LSMR com os EQMs
dos Bs do método da decomposicao QR, enquanto fixamos o nimero de observagoes e al-
teramos o ntimero de covaridveis, e enquanto fixamos o niimero de covariaveis e variamos
o numero de observagoes. Os ntmeros de observagoes e covariaveis serao definidos arbi-
trariamente. Nao vamos comparar o EQM dos preditores, ja que a diferenca, na pratica,

como visto na Tabela 5.2, é irrelevante. Vamos definir uma constante

n = flops QR _ 2nm? — %m?’
flops LSMR  k(3n+6m)’

que relaciona o nimero de operagoes dos algoritmos, onde n é o numero de observagoes
e m o numero de covariaveis. Além disso, vamos medir o tempo de execucao de cada
algoritmo em segundos, definidos como Trsyr € Tor, para comparar diretamente os
métodos e analisar a relagao entre o niimero de operagoes e o tempo de execugao. Essa
medicao vai ser realizada através da biblioteca Timeit do Python. As métricas resultantes
das simulagoes estao na Tabela 5.4. Valores maiores de n e m nao foram possiveis por

falta de armazenamento na méquina onde as simulagoes foram realizadas.

n m  EQMpsurf EQMgrS Trsur 1gr k- n

109 5  932x10% 243x107% 0103 0107 6 2.8
106 10 11.95%x 1075 3.12x107% 0178 0355 7 9.5
106 50 5.95x107° 595x107° 0.716 3.515 10 166.6
109 100 11.30 x 107° 11.30 x 107° 1.238  11.629 11 605.9
108 300 3230 x 107° 3232 x 107° 3.583  48.86 12 4997

3x105 10 5.10x1077 526x 1077  0.62 126 7 9.52
5x 10 10  2.508 x 107% 2.505 x 1075 1.05 211 7 952
10 x 106 10 5.681 x 107 5.683x10°% 228 472 7 9.52
20 x 10 10  1.80 x 1077  2.15x 1077 448 949 7 9.52
30 x 105 10 4.73 26.72 5.82 3089 6 11.11

Tabela 5.4: Resultados de dez estudos de simulagao com diferentes valores de observagoes
n e covariaveis m, comparando o LSMR com o método direto da decomposicao QR.

Note na Tabela 5.4 que, quando n esté fixo e m variando, nao ha uma relacao direta de

proporcionalidade entre a razao de operagoes 1 e o tempo 7' de execugao dos algoritmos.
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Observa-se, contudo, uma correlagao, visto que na medida em que 7 cresce, T também
cresce. Além disso, Trsymr tende a aumentar mais com o aumento de m do que com o
aumento de n, fato este explicado pelo custo computacional de 3n + 6m flops por iteracao
do LSMR. Observe que, quando n >> m, o fator 6m se torna irrelevante. O ntmero
de iteragoes do LSMR tende a se manter constante quando m esta fixo e n varia, ja que
k esta diretamente ligado ao EQM do preditor do método direto, que é estavel, visto
que o ntimero de parametros estd fixo. Um fato curioso ocorre quando n = 30 x 10°
e m = 10. Note como os EQMs dos B do LSMR e do método da decomposicao QR
disparam, mostrando o provavel surgimento de uma instabilidade nesses algoritmos a
partir da quantidade de observac¢oes. Ademais, como n >> m, k é quase constante e
2nm® —Zm®  m*(2n—3m) _2m*n 2 m?

k(3n—+6m)  k(B3n+6m)  3kn 3 k

entao 7 também se mantém quase constante, como vemos na Tabela 5.4. Por fim, percebe-

77:

se que Trsmr < Tor em todos os casos, como era de se esperar.

5.2 Comparacao com outros Métodos de Krylov

O objetivo desta se¢ao é comparar o LSMR com outros dois métodos de Kry-
lov ja citados no texto, o LSQR [25] e o método dos Gradientes Conjugados [15], que
chamaremos aqui de CG. Os trés algoritmos serao executados em bases de dados de dife-
rentes dimensionalidades, como na se¢ao anterior, e varias métricas de performance serao
anotadas e comparadas.

A condicao de parada de todos os algoritmos serd a Regra S2 da Secao 4.5.4,
levando em conta que as constantes || A7r|| 5o [ITk|l5 e[| Al z sdo economicamente retornadas
pelo LSMR (Segao 4.5.4) e pelo LSQR [25]. O que néo é o caso para o CG, onde essas
constantes tiveram que ser calculadas pelos métodos convencionais, ocasionando um maior
custo computacional do algoritmo. De qualquer forma, para uma comparagao mais justa,
o nimero de iteragoes necessarias para o CG retornar uma solugao foi anotado e uma
nova execuc¢ao do CG com a mesma base de dados e quantidade de iteracoes foi realizada,
sem ser necessario o célculo de ||ATrkH2, 17|l € || Al 5. Fixamos ATOL =10~%, o mesmo
valor utilizado para os testes comparativos de [8].

Algumas métricas resultantes estao na Tabela 5.5. Os valores Trsymr, TLsor €
Tcoq indicam os tempos de execugao do LSMR, LSQR e CG, respectivamente, em cada
uma das simulagoes. O nimero de iteragoes em todas as simulagoes foi igual nos trés
algoritmos, por esse motivo k foi representado apenas uma vez. O EQM de B final dos

algoritmos foi omitido, ja que foram iguais na precisao de 7 casas decimais em todas as
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simulagoes. Entretanto, as rela¢oes entre os EQM dos B dos algoritmos e as iteragoes
estao na Figura 5.1. Observe como os erros nos LSQR e CG caem mais rapidamente que
os erros no LSMR, mas sao alcancados rapidamente depois. Apesar desse decaimento
mais rapido dos outros algoritmos, o tempo para o LSMR retornar uma solugao foi re-
lativamente menor em comparacao nas seis simulagoes, como mostra a 5.5, se provando
mais vantajoso. Note nas Figuras 5.1 como os erros no LSQR sao iguais aos erros do CG
em todas as simulagoes. Isso se deve ao fato de que, matematicamente, o LSQR gera a

mesma sequéncia de aproximagoes zj que o CG [3], apesar de ser mais rapido.

n m Trsmr Trsqr Tea k
50 x 10° 10 7.064 7.076 9.488

25 x 108 30 6.509 6.640 9.681

10 x 106 50 6.926 7.670 8.305 10
5 x 108 100 6.438 6.475 8.403 11
3 x 108 250 9.120 9.158 10.820 13
108 500 7.551 7.950 8.776 15

Tabela 5.5: Resultados de seis simulagoes com diferentes valores de observagoes n e cova-
riaveis m, comparando trés métodos de Krylov: LSMR, LSQR e CG.

Figura 5.1: Gréficos das seis simulagoes, comparando o EQM dos B de cada iteracao dos

algoritmos LSMR, LSQR e CG.
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Relagdo EQM x Iteragéo dos Algoritmos Relagdo EQM x lteragéo dos Algoritmos
B—0 AL -6 LSMR —&— LSMR
. it k- \ - CG m\ﬂ T T — - C8
‘“ﬂ..‘..__...w@\\ £ LSOR . 8- LSOR

Log dos EQM das Estimativas dos
& . & n & o
_—
Log dos EQM das Estimativas dos 8
& & & 4 & "
—

H 5 : 2 5 i H
lteragdo lteragéo



5.2. Comparacao com outros Métodos de Krylov

26

Log dos EQM das Estimativas dos B

&

75—

Log dos EQM das Estimativas dos B

Log dos EQM das Estimativas dos

Log dos EQM das Estimativas dos B

0

(c) n =10 x 105 m = 50

Relagédo EQM x lteragéo dos Algoritmos

—— LSMR

5
lteragdo

(d) n =5 x 10% m = 100

Relagdo EQM x lterag&o dos Algoritmos

5
lteragdo

(e) n =3 x 10% m = 250

Relagdo EQM x lterag&o dos Algoritmos

lteragdo

(f) n = 10%, m = 500

Relagdo EQM x lterag&do dos Algoritmos

5
lteragdo

Fonte: Elaborado pelo autor.

—— LSMR

—— LSMR
--&- CG
&+ LSQR

—— LSMR
--f- CG
& LSQR



57

Capitulo 6
Aplicacao

Neste capitulo, todos os algoritmos analisados nos estudos de simulagoes, tanto métodos
iterativos quanto diretos, serao novamente analisados, agora em duas bases de dados
reais. O objetivo das analises é compara-los na pratica, sem ambiente controlado inato
das simulac¢oes. Como o foco é a comparacao dos métodos, nao foi realizado um preparo
dos dados para as analises. Os estudos foram realizados no Python, no ambiente Jupyter,
usando as bibliotecas Numpy e Pandas [26, 42], a tltima sendo essencial para a importagao

das bases de dados.

6.1 Base de dados: Timbres Musicais

Nesta secao, os algoritmos sao aplicados a um conjunto de dados reais retirados do
repositorio UC Irvine Machine Learning Repository' chamado Year Prediction MSD [2].
O conjunto de dados possui 515345 exemplos de musicas, 90 covaridveis, que caracterizam
o timbre da musica, e uma varidvel dependente representando o ano que a misica foi
langada, variando de 1922 até 2011.

De acordo com a documentacao [21| do software de onde as covariaveis foram
retiradas, timbre é a qualidade de uma nota ou som musical que distingue diferentes tipos
de instrumentos musicais ou vozes. E uma nocéo complexa que independe do tom e do
volume. Cada uma das covaridveis representa uma abstragao de caracteristica do timbre.
Por exemplo, a primeira covariavel representa o volume médio do segmento, a segunda
enfatiza o brilho, a terceira estd mais intimamente correlacionada com a planicidade de
um som, a quarta para sons com um ataque mais forte, etc. No fim, o timbre é melhor

descrito como uma combinacao linear das covariaveis.

YURL: https://archive.ics.uci.edu
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Método EQM k T
LSMR 91.1689 400 11.9772
LSQR 91.1689 400 11.8040
CG 91.1689 410 23.5197
QR 91.1689 1 4.1921

Tabela 6.1: Comparacao entre os algoritmos iterativos LSMR, LSQR e CG, junto com o
método direto da decomposicao QR, aplicados na analise de regressao linear da primeira
base de dados real.

Os resultados das anélises de regressao linear estao na Tabela 6.1, onde o EQM
representa o erro quadratico médio dos preditores, k simboliza o nimero de iteracoes e T’
representa o tempo de execucao. Usamos ATOL = 1078 e a mesma condicao de parada
S2 da Segao 4.5.4 para todos os algoritmos iterativos. Note, curiosamente, como o método
direto retornou a solugao mais rapidamente que os outros algoritmos, que precisaram de
muitas iteracoes para convergirem. A provavel causa é o fato de o niimero de condiciona-
mento da matriz A% da regressao linear ser r(A) = 70614, considerado alto. O ajuste do
modelo R? foi similar em todos os métodos, aproximadamente igual a R? = 0.237. Além
disso, observe como, provavelmente pelo mesmo motivo, o EQM de todos os algoritmos é
alto, ou seja, o modelo nao conseguiu representar bem os dados. Em relagao aos métodos
diretos, vé-se entao que os métodos iterativos nao sao necessariamente a melhor escolha

para a analise de qualquer tipo de dados.

Figura 6.1: EQM dos preditores obtidos dos método iterativos por iteragao.

Relagdo EQM x Iteracao dos Algoritmos

5:]
o:]
o:]
2]

Log dos EQM da Regressao

l‘: S‘C '\D‘D 15'0 ZISD ZS‘D 360 35‘0 M;ﬂ
lteracao

Fonte: Elaborado pelo autor.

A Figura 6.1 mostra como os EQM do preditor obtido dos algoritmos se comporta

2Veja o Apéndice D
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com o passar das iteragoes, quando aplicados a essa base de dados real. Note que, apesar
de um namero superior de iteragoes, o comportamento do grafico é semelhante ao grafico

das Figuras 5.1, onde os mesmos algoritmos foram testados em bases de dados artificiais.

6.2 Base de dados: Bicicletas Compartilhadas

Esta segao foi inspirada no artigo de Jun, Lee e Ryu [22|, em que os autores
aplicaram uma abordagem dividir e conquistar na anélise de regressao linear da base de
dados que seré tratada nesta secao. A base de dados também é proveniente do repositério
UC Irvine Machine Learning Repository e se baseia em um sistema de aluguel de bicicletas
[7]. Os dados s@o constituidos por 17389 observagoes, duas covariaveis (temperatura e
umidade) e uma variavel dependente, que representa o ntimero total de bicicletas alugadas.

A Figura 6.2 contém uma breve analise exploratéria dessa base de dados.

Figura 6.2: Uma simples anélise exploratéria da base de dados das bicicletas comparti-
lhadas.

(a) Graficos de dispersao de 100 observagoes, re- (b) Mapa de calor da matriz de covariancia.
lacionando as varidveis.
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Fonte: Elaborado pelo autor.

Como na aplicacao do banco de dados dos timbres musicais, a comparacao do
LSMR com os outros algoritmos ¢é feita comparando-se as mesmas métricas tratadas na

Tabela 6.1. O objetivo aqui é avaliar o comportamento desses algoritmos em uma base
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de dados menor e com numero de condicionamento k(A) = 11, considerado pequeno. O

coeficiente de determinacdo ¢ R? = 0.251, préximo ao da base de dados da secao anterior.

Método EQM k T

LSMR 24639 3 0.00096
LSQR 24639 3 0.00090
CG 24639 3 0.00122
QR 24639 1 0.00596

Tabela 6.2: Comparacao entre os algoritmos iterativos LSMR, LSQR e CG, junto com o
método direto da decomposicao QR, aplicados na anéalise de regressao linear da segunda
base de dados real.

Os resultados estao na Tabela 6.2. As estimativas Bg, Bl e Bg foram bastante
similares para todos os métodos, em torno de Bo = 184.2446, Bl = 361.8051 e BQ =
—278.3578. Veja como esses resultados foram iguais aos obtidos por Jun, Lee e Ryu
em [22]. Observe as diferengas nos tempos de execu¢ao dos algoritmos aplicados na
analise dessa base de dados em comparacao com os resultados obtidos na Tabela 6.1.
Diferentemente da primeira base de dados, o método direto da decomposicao QR teve
tempo de execugao superior quando comparado aos métodos iterativos, mostrando indicios
da influéncia do ntimero de condicionamento na performance desses algoritmos. Com uma
tolerancia menor nas condigoes de parada, os métodos iterativos talvez precisassem de até
menos iteracoes que o método direto, aumentando ainda mais a diferenga nos tempos de
execucao. Note como, mesmo em uma base de dados relativamente pequena, onde o
custo computacional da decomposicao QR nao é alto, os métodos iterativos se mostraram
superiores ao método direto. Como poucas iteracoes foram realizadas, todas seguindo um

padrao ja observado, o grafico como o da Figura 6.1 nao seré apresentado.
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Capitulo 7

Conclusoes

7.1 Observacoes Finais

Este trabalho define e da exemplos de métodos de Krylov, uma categoria de al-
goritmos iterativos usados principalmente para se encontrar a solu¢ao do problema dos
minimos quadrados, aplicando-se esses métodos na analise de regressao linear de dados
considerados de grande volume, definidos como Big Data. Com foco no algoritmo LSMR,
essa proposta leva em consideracao a performance desses algoritmos em relagao a métricas
relevantes na pratica, como o tempo de execucao do algoritmo e o erro quadratico médio
da regressao obtida através das solugoes dos algoritmos.

Com o objetivo de avaliar as performances dos algoritmos, o presente trabalho
apresenta estudos de simulacao, gerados no Python através da biblioteca Numpy. Pri-
meiro, estuda-se como o LSMR se compara com o método direto da decomposicao QR,
usado no problema dos minimos quadrados, quando se varia a dimensionalidade da base
de dados e os parametros da regressao. Nota-se que a performance do LSMR ¢, no geral,
melhor quando se leva em conta o tempo de execugao do algoritmo, apesar da precisao
dos dois algoritmos ser semelhante quanto ao EQM dos parametros obtidos. Da mesma
forma, compara-se o LSMR com outros dois métodos de Krylov, o LSQR e o método dos
Gradientes Conjugados. Novamente, varia-se a dimensionalidade da base de dados e os
parametros. Percebe-se uma leve vantagem do LSMR em relacao aos outros algoritmos
quanto ao numero de iteragdes para a convergéncia e, consequentemente, uma vantagem
em relagao ao tempo de execugao.

Analisa-se também dois conjuntos de dados reais, considerados Big Data, onde
compara-se todos os métodos citados anteriormente. O primeiro banco de dados contém
informagoes sobre o timbre de diversos exemplos de misicas de anos variados. Curiosa-
mente, o0 método direto da decomposi¢ao QR, computacionalmente mais exigente que os
métodos de Krylov, apresentou melhores métricas na analise final. A provével causa disso
é o fato de o nimero de condicionamento da matriz de regressao desse banco de dados ser

considerado alto, tornando o problema mal condicionado. Para comparar os algoritmos
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em uma base de dados melhor condicionada, foi-se usada uma nova base de dados, que
contém dados sobre compartilhamento de bicicletas. Nesse caso, os testes indicaram uma
superioridade dos métodos de Krylov em relacao ao método direto, apesar de ser uma
base de dados menos volumosa em comparagao a tltima.

Conclui-se entao a partir dos estudos simulados e aplicacoes que os métodos de
Krylov tiveram um desempenho melhor que os métodos diretos quando aplicados em
problemas de minimos quadrados bem condicionados e de grande porte, permitindo uma

espera menor para a obtencao de uma solucao satisfatoria.

7.2 Toépicos para Trabalhos Futuros

Apesar dos resultados serem promissores, os métodos de Krylov ndao podem ser
aplicados em qualquer problema de minimos quadrados. Sugere-se como trabalho futuro a
pesquisa em formas de contornar o mal condicionamento de matrizes e um estudo de como
os pré-condicionadores influenciam nas métricas estudadas neste trabalho. Além disso,
sugere-se um estudo aprofundado em relacao a complexidade de tempo dos algoritmos
vistos neste texto, tanto os métodos diretos quanto iterativos, a fim de se encontrar

maneiras de acelerar a convergéncia dos algoritmos.
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Apéndice A
Decomposicao QR

Muitas vezes estamos interessados nos espacgos coluna de uma matriz A € R"*™ . ou seja,

nos sucessivos subespacos gerados pelas colunas ay, ao, ..., a,, de A:
(a1) C (a1,a2) € -+ C (a1, az,...,an).

A decomposigao (ou fatoracao QR) se baseia na constru¢ao de uma sequéncia de

vetores ortonormais que geram esses subespagos sucessivamente.

A.1 Processo de Gram-Schmidt

O Processo de Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt (PGS) é um processo classico
usado na ortogonaliza¢ao de um conjunto qualquer de vetores. Seja S; := {ay,as, ..., a;},
i =1,2,...,m, a sequéncia de conjuntos formados pelos i primeiros vetores do conjunto
S :={ay,as,...,a,}, onde a; € R™.

O processo é realizado da seguinte forma: no i-ésimo passo, buscamos encontrar

o vetor unitario ¢; € (S;) tal que ¢; L ¢; para j = 1,...,7 — 1. Dessa forma, podemos
comecar definindo:
Uy
Uy :'=a € (g = —.
1

Obviamente, ¢; € (a;1). Para que ¢; seja unitario, basta tomar r1; =||a;||. Fazendo
U ‘= a2 — T124q1,
temos que us € (ag, as), jA que up 1= ag — rigri1a; .- Além disso,
<Q1,U2> = <CI1, ag — T12Q1>

= ((h, a2> - 7“12<C]1, C]1>

= <Q1>az> — T12.

Para que us seja ortogonal a ¢;, devemos ter (gi,us) = 0. Dessa forma, a partir das

equagdes acima, basta fazer r12 = (q1, az). A partir dessa defini¢ao, temos entdo que uy ¢
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ortogonal a ¢i, mas nao é unitario. A fim de satisfazer essa condi¢ao, podemos dividir us

por sua norma e obter um novo vetor g, ou seja

Uz
qo ‘= i —-
[[uz]|
E 6bvio que ¢, é ortogonal a ¢;.
Vamos definir
Ui -= @y —Tiq1 — 7292 — =+ — Ti-1,i¢i—1- (A1)

Juntando as informagoes acima, podemos assumir que ¢; tem a forma

Uy
q; ‘— —, (AQ)

Tii
onde temos
Tj; = <qj,ai> ,se j <1, (A.3)

e os coeficientes r; sao escolhidos para normalizagao:
riil =llwill, , se j =1 (A.4)

Note que o sinal da constante de normalizagao r; é arbitrario. Por conveniéncia,

escolhemos r; > 0.

Vamos provar usando o Principio Da Indugao Forte (ou Segundo Principio Da In-
dugao) [1] que a definigao recursiva (A.2), junto com (A.3) e (A.4), dos vetores ¢; satisfaz

as condigoes:
1. ¢ L gj, para i # j.
2. |lgi|| = 1, para todo i < m.
3. q; € (S;), para todo i < m.

E facil ver que, a partir de (A.2) e (A.4), a regra (2) é satisfeita. Para as regras (1) e (3),
o caso base da inducao, em que i = 1, ja foi provado. Dessa forma, vamos supor que essas

regras valem para todo ¢; tal que 1 <[ < k. Definindo g1 como em (A.2), temos que

k
1
(Get1, @) = —<ak+1 - ZTj,qu]', ql>

Tk+1,k+1 =

1

k
= — | {ar1,9) — er,k+1<QJ7ql>
Tk+1,k+1 =
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Pela hipotese de inducao, <qj, CJz> =0, para todo [ # j e 1 <[ < k. Dessa forma

k
1
q ,q) = —— ak 7QI Tk q 7Ql
(a1, 1) Tttt +1 ; J.k+149;
1
= - ((akﬂ, @) — 71p1{q, QI>)
Tk+1,k+1
1
= ((ak+1aQZ> - Tz,k+1)
Tk+1,k+1
1
= ((%H,QD - <QZ7ak+1>)
Tk+1,k+1
=0.

Assim, temos que qx11 L q, para 1 <[ < k. A indugao matemaética confirma entao a
validade dessa condicao para todo 7 < m.

Quanto a condic¢ao (3), basta ver que, pela hipotese de indugao, ¢; é combinacao
linear de aq,as,...,a;, quando 1 < [ < k. Dessa forma, como ¢,1 é combinagao linear
de q1,q,- .., qr, entao qry1 também é combinagao linear de aqy,as, ..., ar, aprq. Assim,
Gk+1 € (Sk+1). Novamente, pela indugdo matematica, a condi¢ao vale para todo i < m.

Provamos entao que, a partir das definigoes (A.2), (A.3) e (A.4), o Processo de
Gram-Schmidt, em m iteragoes, produz uma sequéncia de vetores ortonormais ¢; que

geram o mesmo subespaco que o conjunto S.!

A.1.1 PGS em Conjunto Linearmente Dependente

Apesar de funcionar para qualquer tipo de conjunto enumerével de vetores, preci-
samos fazer algumas consideragoes especiais quando o conjunto é linearmente dependente.

Primeiro, vamos definir S; := {aj,as,...,a;}. Agora, suponha que j < m é o
menor inteiro i tal que a; é combinagao linear dos outros vetores de S;, ou seja, a; € (S;).
Afirmamos que u; =0 em A.1.

Com efeito, sabemos que o vetor

j—1 j—1
(e ZTU% = Z<QZ7 aj>Ql
=1 I=1

¢ a projecao ortogonal de a; no subespago O gerado pelos vetores qi, ¢, ..., qj—1-
A condicao (3) implica que O = (S;_1) e, como a; € (S;_1), entdo a; € O. Dessa forma,

a projecao de a; em O é o proprio a;. Assim, v; = a;, fazendo com que u; = 0.

INo geral, esse procedimento funciona para qualquer conjunto enumeréavel de vetores.
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O vetor 0 nao pode ser normalizado. Devemos entao descarté-lo para continuar o
PGS. Observe que, se a; € (Sj_1), entdo O = (5;).

A.2 Decomposicao QR Reduzida

Vimos na segdo anterior que, se S := {aj,as,...,a,} é um conjunto de vetores
de tamanho n linearmente independentes, entao o PGS gera uma sequéncia de vetores
ortonormais ¢;, 1 = 1,...,m, através das equagoes

ar = rqi
az = r12q1 + 2202

as = T13q1 + r23¢2 + 73343

Um = T1mq1 T Tomq2 + - + TmmQm-

Em formato matricial, temos

A=QR (A.5)

onde os vetores de S formam as colunas de A € R"*™ @) € R™™ é uma matriz com as

colunas ortonormais e R € R™*™ é uma matriz triangular superior. Ou seja,
™M1 T2 ... Tim
722
a;p | ay | ... | Qm - q1 | 42| ... | dm
Tmm

Essa decomposicao é chamada de decomposicao QR reduzida de A.

A.3 Decomposicao QR Completa

Podemos transformar a matriz Q (Equagao A.5) em uma matriz ortogonal adicio-

nando n —m vetores colunas ortonormais a matriz ). Caso o conjunto S seja linearmente



A.4. Refletores de Householder 71

dependente, podemos, durante o PGS, substituir os vetores u; = 0 em A.1 por um vetor
ortonormal em relagao ao conjunto S;, definido naquela se¢ao. Um método para se gerar
esses vetores ortonormais ¢ calculando a solucio do sistema QT¢ = 0, onde as colunas de
Q) sdo formadas pelos vetores ortonormais ¢; jé& calculados.

Apos esse processo, vamos ter entao uma nova matriz ortogonal () € R™*". Para
balancear a Equacao A.5, adicionamos n — m linhas compostas por zeros a matriz Re

chamamos a nova matriz de R € R™™. Assim, a Equagao A.5 se torna

A=QR (A.6)
ou seja
i ] B ] M1 T12 ... Tim
722
ap | az | ... | Qm - 1142 | ---|Qn
70’!’?7/]’1’7,
0 0 0

E facil provar usando o PGS que toda matriz real A tem uma decomposicio QR
reduzida, logo possui uma completa também. Além disso, caso a matriz A tenha posto
completo, a decomposi¢ao QR reduzida A.5 é tnica se os elementos da diagonal de R sédo

positivos, ou seja, r; > 0 para ¢ = 1, ..., m. Para mais detalhes, veja [38, Secao 7|.

A.4 Refletores de Householder

Apesar de teoricamente 1til, o PGS nao é numericamente estavel para a construcao
da decomposicao QR de uma matriz A [12]. Em vista desses problemas, Householder
publicou em 1958 um artigo que introduziu o método dos refletores de Householder [17],
mais numericamente estavel que o PGS.

O método de Householder se baseia na multiplicacao pela esquerda de uma matriz
A € R™™ por matrizes ortogonais ); € R"*", i =1,...,m, a fim de se obter uma matriz

triangular R € R™™. Matematicamente,

QnQn-1...Q1A=R. (A7)
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O produto QT := QQm_1...Q:1 & uma matriz ortogonal e, a partir dela, temos a de-
composicao QR
A=QR

Cada matriz ); sera construida de forma que os tltimos n —¢ elementos da i-ésima

coluna de A se tornem zeros. Por exemplo, para uma matriz 4 x 3, buscamos o seguinte

processo
ai; @1z Q13 X X X X X X X X X
a a a 0 x x 0 x x 0 x x
Sl A 22, s, (A.8)
as] Q32 ass 0 x x 0 0 x 0 0 x
41 Qay Q43 0 x x 0 0 x 0 0 0
A Q1A Q2014 Q3Q2Q1A

A ideia dos refletores de Householder é obter a reflexao de um vetor em relacao a um
hiperplano?(Veja a Figura A.1). Definindo como em [27], sendo V um espago vetorial,

para um v € V, [[v|| = 1, um refletor de Householder® ¢ uma matriz H, tal que

Hoy=-v e Hyuw=w paraw € (v)"

Figura A.1: Transformacao de Householder do vetor  em respeito ao subespaco S := (v)=*.

Fonte: Figura retirada de [38], levemente alterada.

E uma prova direta que H, = I — 2vv'. Para ver isso, note que para todo = € V,

r=av+w, aonde @ € R e w € (v)*t. Além disso

0= (w,v)

= (z — av,v)

2Lembre que um hiperplano em um espaco vetorial m-dimensional ¢ um subespago (m — 1)-
dimensional. Note também que todo vetor v € V define um hiperplano S := (v)*
3Também chamada de transformacéo de Householder ou matriz de Householder.
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Dessa forma

H,x = H,(ow + w)
= o+ Hyw
=—av+w
= (z — (x,v)v) — (x,v)v

=z — 2(z,v)v

=z —2ulx
= (I —2vv)z.
Logo, concluimos que
H, =1 — 2wt

A fim de se obter um processo generalizado do Exemplo A.8, podemos aplicar uma trans-
formacao de Householder em cada vetor, que vamos definir como z;.,, formado pelos

tltimos n — i + 1 elementos da i-ésima coluna de ;1 ... Q1A (aonde Qg = I), ou seja

T4
Ty = (J‘rl) LN Hyzin=1 1. (A.9)

Podemos ver pela Figura A.1 que uma das possiveis reflexoes para o processo A.9 é
a que transforma o vetor x;,, no vetor «e;, para algum « € R. Roman prova em [27] que,

se |[v]| = |lwl||, H e é o tnico refletor de Householder que envia v para w e vice-versa.
v—w

Dessa forma, temos que H, com v =
Zin e |

A9.

Podemos agora construir as matrizes );. Elas terao a forma

é uma das possiveis escolhas para resolver

L1 — ||J}|| €1

|71 =l e

Qi =

Q1 =H,,comuv=

Iy O Li:n —||$|| €1
, com v = .
0 v [Zin —llz]| €]

Temos que cada (); é uma matriz ortogonal. Assim, ap6s n multiplicagoes o processo
tera a forma A.7. Como a diagonal de R é positiva, pela unicidade da decomposicao QR,

vamos ter no fim a mesma decomposicao que a obtida no PGS.
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Apéndice B

Polinémios Minimo e Caracteristico de

uma matriz

Este apéndice foi baseado em [27].

B.1 Polindbmio Minimo

Um polinémio de grau n de uma varidvel, n € NU{0}, sempre pode ser escrito na

forma
n

k -1
P(z) = E apr” = apx”™ + ap_12" + -+ a1 + ao,
k=0

onde x é a variavel e ay sao os coeficientes. Podemos definir um tipo especifico de polinémio

de uma variavel, o polinébmio moénico.

Definicao B.1.1 (|9]). O Polinémio Ménico é um polindmio P(z) de grau n uma varidvel
onde P(x) #0 e a, = 1.

Como exemplo, os polinémios Pi(z) = z, Py(z) = 1 e Py(x) = 23 — 22 + 3 sao
polinébmios moénicos.

Por defini¢ao, o Polinémio Minimo P, de uma matriz A € R™*™ é o polinémio
monico de menor grau P, tal que P,(A) = 0. Ou seja, usando a matriz A como variavel,
temos que P,(A) = a,A"+a, A" '+ -+ay; A1 +agl,,. Tomando A = 21, como exemplo,
vamos ter que Py(z) = x — 2 ¢ o polindomio minimo de A, ja que Py(A) = 21, — 21, =0

e nao existe um polindmio de grau 0 que satisfaca essa equacao.
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B.2 Polindbmio Caracteristico

Antes de apresentar um teorema essencial da Algebra Linear, vamos fazer a seguinte
definicao. Seja A € R™*™, entao

Definicao B.2.1. O Polinomio Caracteristico Q4 de A € o polindmio definido pela equa-
¢ao Qa(x) = det(xl — A), onde det(xl — A) € o determinante da matriz xl — A e x € um

escalar.
Agora podemos enunciar o teorema.

Teorema B.2.1 (Teorema de Cayley-Hamilton, [27]). O polinémio minimo de A, Pa,
divide o polinémio caracteristico de A, Q. Ou seja, a divisio Py | Qa tem resto igual a

0. Dessa forma, Q4(A) = 0.

Note que o Teorema de Cayley-Hamilton garante a existéncia do polinémio minimo.
Os dois polindmios P4 e (Q4 possuem as mesmas raizes [27], que s@o os chamados
autovalores \; de A. A multiplicidade de cada autovalor \; em P4 é o menor inteiro m

tal que
ker((A — NI)Y) = ker((A — \I)™Y), ¥I > m;
ou seja, o nicleo da matriz (A — NI )l € 0 mesmo para expoentes maiores que m.

Sabemos que

— ag =
=1

onde a; sao os coeficientes do polindbmio ()4, m; é a multiplicidade do autovalor \; e

m =Y. m;. Logo, como A é nao singular, ag # 0. Dessa forma

Qa(A) =D a;A'=0
=0

m

— qol = —ZaiAi

i=1

1 & .
— AT =) gAT
@053

Dessa forma, a matriz inversa A~! pode ser escrita como combinacao linear das poténcias

de A.
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Apéndice C
Prova do Teorema 3.3.1

O seguinte lema sera necessario na demonstragao do Teorema 3.3.1:

Lema C.0.1 (|39, Pagina 98|). Sejam R € R™™ e S € R™" matrizes triangulares
0

S

€ uma matriz de Hessenberg superior nao reduzida.

supertores com diagonal nao nula e W =

] e RtDxn — Bntao a matriz H = RW

Demonstragao. Sejam R = [rl ro ... Tn], w = [wl Wy ... wn] e
S=|s1 s9 ... sn] Temos que
RW = —Rwl Rwy ... an}
= [RO s)" RO )" .. RO )]
= :Orl +sure+ -+ Spm—nitn .. Oy 4+ Sionre +-- -+ S(n—l)(n—l)rni|
= :5117"2 + o+ Sw-11" -+ Sian-pT2+ -+ 8(n—1)(n—1)rni|
= :8117’2 S12T2 + S22T3 ... Si(n—nT2+ -+ S(n—l)(n—l)rn:|
= H.

Obviamente H é uma matriz de Hessenberg superior e h;;1; = 5;7i41,i4+1, provando que

também é nao reduzida. O
Agora, podemos provar o teorema:

Demonstracao do Teorema 3.3.1. Se particionarmos 3.4 como

[Kk Akb] - [Qk Qk+1} 0 Pr+1k+

Ry 7mh+ ]
b

vemos que K = QR ¢ a decomposi¢io QR de Kj. Seja S, = R;'. Entao

AQ, = AKLS,
- [Ab A% A’fb} S,
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= Qkﬂﬁk-

onde

Hy, = Ry

0
S|

Pelo Lema C.0.1, H), é uma matriz de Hessenberg superior nao reduzida.

Reciprocamente, suponha que a matriz ortonormal ()1 satisfaz (3.5), onde H, ¢é
uma matriz (k4 1) X k ndo reduzida de Hessenberg. Se k = 1, entdo Aq; = h11q1 + ho1Go.
Como hoy # 0, g2 é€ combinacao linear de Ag; e ¢ e é ortogonal a ¢;, entao [ql qﬂ éo
fator-Q de Ks.

Assuma indutivamente que Qy é o fator-Q de Kj. Se particionarmos

a, - [ﬁk—1 hy ] |
0 hgtik
de (3.5) obtemos
Aq, = Qrhi, + i1 Qo1 - (C.1)

Logo, qx+1 € uma combinagao linear de Agy e as colunas de Qk, pertencendo ao subespago

Kri1(A,b). Dessa forma, Qg1 é o fator-Q de Ky, finalizando a prova. O
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Apéndice D
Normas

Neste apéndice revisaremos o conceito de norma, tanto de vetores quanto de matrizes.

Apobs isso, vamos introduzir o importante nimero de condicionamento de uma matriz.

D.1 Norma de Vetores

Vamos comegar definindo o que é norma:

Defini¢ao D.1.1 ([39]). Uma norma em R™ é uma fun¢ao real|-|| que satisfaz as sequintes
propriedades:
N1. ||z|| > 0 para todo x € R™, el|z|| =0 se e somente se x = 0.
N2. || Ax|| = |A| - ||=||, para todos x € R™ e X\ € R.
N3 ||z +yl| <[zl +[lyll, para todos z,y € R™.

A norma mais conhecida é a fun¢ao modulo sobre R, mas existem uma infinidade
de funcoes que satisfazem as condi¢oes acima. Intuitivamente, as normas transmitem
uma nocdo de tamanho e distancia nos espacos vetoriais. E através delas que surgem o
conceito de aproximagoes e convergéncia.

A classe mais importante de norma de vetores sao as chamadas p-normas, que sao

definidas da seguinte forma:
1

m
lzll, = | D lail?
=1

Dentre as p-normas, as mais usadas sao as normas 1,2 e 0o:

[lly = faa] + - |l
1
llly = (i * + -+ zal*)2,

] = ma fai|.
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Por exemplo, se & = (1,0, =2), /|, = [L[+[0[+|=2| = 3, ||z, = ([1P+[0P+]-2)2 = V5
ezl = maxi<i<n{[1], [0], | = 2[} = 2.
A 2-norma é a norma euclidiana, que é a tinica norma vetorial utilizada neste texto.

O teorema a seguir exemplifica o tamanho de sua utilidade:

Teorema D.1.1 ([39]). Seja Q € R™*™ uma matriz ortogonal e x € R™. Entao

Q|5 =13
Demonstragao. HQxHS = (Q2)"(Qz) =2"Q"Qr = 2"z = HJ?HE —~

Ou seja, uma transformacao ortogonal nao expande e nem comprime um vetor,

apenas realiza rotagoes e/ou reflexdes.

D.2 Norma de Matrizes

Como uma matriz m xn pode ser vista como um vetor mn-dimensional, toda norma
nessa dimensao pode ser usada para medir o 'tamanho’ de tal matriz. De qualquer forma,
como vetores e matrizes sao objetos matemaéticos diferentes, certas normas especiais sao
mais uteis que as normas vetoriais aplicadas em matrizes. Essas sao as chamadas normas
matriciais induzidas.

Dadas normas vetoriais||-[| ) e||-||,,) em R" e R™, respectivamente, a norma matri-
cial induzida| Af,, . onde A € R™*", & o menor ntimero C' tal que a seguinte desigualdade

¢é verdadeira para todo xz € R™:

||Al'||(m) < O||$||(n)-

| Azl|
(m) sobre todos os vetores

Em outras palavras, ||A[,,,, ¢ o supremo [1] das razoes s

xr € R", ou seja, é o fator maximo que A consegue expandir um vetor x. Chamamos
[I[[(,ny de norma induzida por [|-||,,, e [|[l,)-

Por N3 da Definicao D.1.1, podemos escrever a norma de matriz induzida em

termos de vetores unitarios:

1Az )
zeR™ [ L] () zER™
z#0 ||90H(n)—1

Da mesma forma que as normas vetoriais, podemos definir algumas normas matri-

ciais induzidas:

|All, = max ||a;||,, onde a; ¢ a j-ésima coluna de A,
1<l S
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| Ally = Omaz(A), onde 0,4, (A) é 0 maior valor singular de A,

Al = max |la?||, , onde a; é a i-ésima linha de A.
<i<m

Apesar da importancia das normas matriciais induzidas, as normas matriciais nao
precisam ser definidas dessa forma. No geral, uma norma matricial deve satisfazer as
trés condigoes para normas vetoriais da Definicao D.1.1 aplicadas no espago vetorial mn-

dimensional para matrizes:

M1. ||A]| > 0 para todo x € R",e ||A]| = 0 se e somente se A =0
M2. [[AA|| = |A] -||A]|, para todos A € R™" e A € R
M3. ||A+ B <||A|| +]||B||, para todos A, B € R™*".

A norma matricial ndao-induzida mais importante é a norma de Frobenius, definida como

m n 2
_ 2
1Al = { DD layl
i=1 j=1
Note que a norma de Frobenius é a norma euclidiana da matriz vista como um vetor

mn-dimensional.

A norma de Frobenius é a tinica norma matricial utilizada no texto.

D.3 Numero de Condicionamento

Nesta secao vamos analisar o que acontece quando perturbamos a matriz A no
sistema linear Az = b e vamos definir o ntimero de condicionamento x(A) da matriz A.

Seja b fixado e vamos observar o comportamento do sistema Axr = b quando A
é perturbado por um valor pequeno dA. Entao, r também deve ser perturbado por um

valor pequeno dz, onde

(A+6A)(x + 6z) = b.

Vamos definir Z := x + dx como a solu¢ao do sistema perturbado e o niimero de condi-
cionamento de A como k(A) =||A||||[A*]|, onde AT ¢ a matriz inversa de Moore-Penrose

[27]. Entao vale o seguinte teorema:

Teorema D.3.1 (|28, Pagina 134|). Seja A nao singular, b # 0, e sejam x e & = x + dx
as solugoes de Ax =b e (A+ 0A)T = b, respectivamente. Entao

< H(A)W[;TAH”. (D.1)
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O teorema mostra a importancia do namero de condicionamento de A. Se x(A) nao

é tao grande, entao uma pequena perturbagao em A resulta em uma pequena perturbagao
. szl . , .

em x, no sentido de que ﬁ é pequeno. Por outro lado, observe que é mais natural

buscarmos uma estimativa para =", j4 que x representa de fato a solu¢ao do problema

original que estamos 1nteressados em resolver. Este resultado é apresentado a seguir.

Teorema D.3.2 (|28, Pagina 134|). Se A € nao singular, lm‘” < A), b#0, Av =be
(A+0A)(z + dz) = b, entdo
[0A]
P k(A
lo= ) Al (D.2)
= —1— K(A)”H—H”
Se A é bem condicionada, ou seja, k(A) nao é grande' e %TAH” suficientemente

pequeno, entao oAl Nesse caso, o denominador do lado direito de D.2 é apro-

1Al H(A)
ximadamente igual a 1. Logo, a Desigualdade D.3.2 diz praticamente que

10|
]

JA

0 que é praticamente a mesma desigualdade do Teorema D.3.3. Isso mostra que se A é

bem condicionada e H”T”H é pequeno, entao HH_H” é pequeno. Por outro lado, se A é mal
condicionada, entao a desigualdade D.2 permite que ”” ”” seja grande, mesmo que ”H AH” seja
pequeno.

Chegamos a uma conclusao semelhante & do Teorema D.3.3 quando perturbamos

b por um valor db e fixamos A:

Teorema D.3.3 (|28, Pagina 121]). Seja A nao singular, e seja x e & = x+dx as solugdes

de Ax = b e AT = b+ db, respectivamente. Entao
[0 ]]

1]

b
< K(A)HHTH”.

Para finalizar esta secao, vamos enunciar mais duas propriedades importantes do
niumero de condicionamento k(A) de uma matriz A. Para um tratamento mais detalhado

do assunto, veja a Secao 2 de [28|.

Lema D.3.4. Se k(A) é o nimero de condicionamento de A, entao k(A) = k(A™1), e,
para ¢ constante, k(cA) = k(A) e k(A) > 1.

'Watkins [28] discute em seu livro sobre o que é considerado um niimero de condicionamento grande
ou pequeno.
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