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Resumo

Nessa dissertacao estudamos um modelo simples de interacao de um pulso de luz com
um atomo ressonante imerso em um meio dielétrico linear nao-dispersivo. O modelo
consiste em um tratamento classico para o atomo, considerando o ntucleo fixo e a
nuvem eletronica como um oscilador harménico (modelo de Lorentz), sendo for¢ado
pela radiacao eletromagnética do pulso incidente e absorvendo energia e momento
no processo. A oscilagao do dipolo elétrico do atomo gera uma segunda onda ele-
tromagnética que se superpoe com o pulso incidente. Faremos célculos da energia e
do momento presentes tanto nas ondas eletromagnéticas quanto transmitidos para o
atomo em questao e para o meio ao seu redor, procurando balancos de conservagao
de energia e momento no processo. Esses calculos serao feitos a fim de estudarmos o
debate Abraham-Minkowski, que trata de diferentes maneiras de formular o momento
linear de um pulso eletromagnético em um meio dielétrico. Em 1908 Minkowski pre-
viu que o momento de um pulso de luz em um meio seria proporcional ao indice
de refracao, enquanto que em 1909 Abraham previu que este momento seria inver-
samente proporcional ao indice de refracao, o que iniciou um debate secular sobre
o tema. Hoje entendemos que ambas as formulacdes sao corretas, com o momento
de Abraham estando associado ao momento cinético e o de Minkowski associado ao
momento canonico da onda eletromagnética. O objetivo principal desta dissertagao é
investigar o papel dos momentos de Abraham e de Minkowski no sistema em questao.
Palavras-chave: Momento eletromagnético, Debate Abraham-Minkowski, Eletrodindmica

cléssica, Optica classica



Abstract

In this dissertation we study a simple interaction model of a light pulse with a resonant
atom immerse in a linear, nondispersive dielectric medium. The model consists in a
classic treatment for the atom, considering a fixed nucleus and the electron cloud as a
harmonic oscillator (Lorentz model), being forced by the electromagnetic radiation of
the incident pulse and absorbing energy and momentum in the process. The electric
dipole oscilation generates a second electromagnetic wave that overlaps with the inci-
dent pulse. We will make energy and momentum calculations for the electromagnetic
wave, as well as transmitted to the resonant atom and to the surroundings, in order to
find conservation of energy and momentum in the process. We use these calculations
to investigate the Abraham-Minkowski controversy, that debates the correct expres-
sion for electromagnetic momentum within a material medium. In 1908 Minkowski
predicted that the momentum of a light wave in a medium would be proportional
to the refractive index, while in 1909 Abraham predicted that the momentum would
be proportional to the inverse of the refractive index, what initiated a century long
debate. Today we understand that both formulations are correct, with Abraham’s
momentum associated with kinetic momentum and Minkowski’s associated with the
canonical momentum of the electromagnetic wave. The main objective of this paper
is to investigate the role of Abraham’s and Minkowski’s momentum in the presented
system.

Keywords: Electromagnetic momentum, Abraham-Minkowski controversy, Classical elec-

trodynamics, Classical optics
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente, o estudo da déptica tem significado mais amplo do que o simplesmente
indicado por sua etimologia, do grego optike, significando "relativo a visao". Sendo
a area que estuda as propriedades da luz, ou mais amplamente, da radiacao eletro-
magnética, seja ela visivel ou nao, é responsavel por avancos em muitos ramos do
conhecimento, desde o entretenimento, com o uso de fibras o6pticas para transmissao
mais rapida de dados, midias Blu-ray© e tecnologias HD, até medicina, com cirurgias de
corregao de problemas visuais. Sendo intimamente ligada & informagao, a 6ptica é uma éarea

de grande importancia na era atual.

Nesse trabalho trataremos de uma controvérsia da teoria éptica, o debate Abraham-
Minkowski. Controvérsias fazem parte da ciéncia. Muitos trabalhos sdo amplamente criti-
cados quando propostos, e levam anos para ser aceitos pela comunidade cientifica, e ainda
mais que isso pelo publico leigo. Na figura 1.1 temos exemplos de trés controvérsias (a teoria
heliocéntrica de Copérnico, a teoria da relatividade de Einstein, o aquecimento global) e o

tempo estimado que levaram para serem aceitas tanto pela comunidade cientifica, em azul,
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quanto pelo publico, em verde. O raio significa agdo organizada por opositores, sejam eles

cientificos, politicos ou religiosos.
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Figura 1.1: Linha do tempo para as controvérsias heliocentrismo, relatividade geral e
aquecimento global. Fonte: http://dx.doi.org/10.1063/PT.3.1295 - Acesso: dezembro
2014

O debate Abraham-Minkowski trata de formulacoes diferentes para o momento
linear de um pulso de onda eletromagnética classica que se propaga em um meio material.
As formulacOes para essas caracteristicas sdo muito bem aceitas na comunidade cientifica
quando se trata de propagacdo no vacuo, mas, no meio material, a onda interage com as
cargas, e transfere energia e momento para elas, que por sua vez se movimentam, modificando
0s campos que compoem a onda. Abraham e Minkowski fizeram duas formulacdes, por muito
tempo consideradas contraditérias, que se tornaram as mais famosas para o problema, mas
nao foram as tunicas formulacoes para o problema, outras foram feitas ao longo do século

XX [1.

As formulacoes de Abraham e Minkowski se baseavam no formalismo de tensores
energia-momento, que sao objetos matematicos que possuem termos associados & densidade
de energia, densidade de momento, fluxo de energia e fluxo de momento, permitindo o calculo

da transferéncia de energia e momento entre regides distintas do espago a partir dos campos
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eletromagnéticos e das propriedades dos meios. A partir deles pode-se calcular a densidade
de energia e a densidade de momento da onda eletromagnética, entre outras propriedades.
A principal diferenca entre os dois é a previsao para o momento da onda no meio. Abraham
previa que o momento seria inversamente proporcional ao indice de refracdo, tendo densidade
E x H, enquanti Minkowski previa que o momento seria proporcional ao indice de refracao,
com densidade D x B, em que E é o campo elétrico, D é o vetor deslocamento elétrico, B o
campo magnético. O deslocamento elétrico se relaciona com a polarizacao P pela identidade
D = ¢E + P, sendo g¢ a permissividade elétrica do vacuo; e o campo H se relaciona com
a magnetizagdo M pela relacdo H = B/ug — M, sendo pp a permeabilidade magnética do
vacuo. Varios experimentos foram feitos ao longo do século XX a fim de determinar qual
das duas formulacoes era a correta, resultados que partiam diretamente do calculo da forca
de Lorentz concordavam com a formulacao de Abraham, e os resultados a partir da medicdo
da pressao de radiagdo em objetos submersos concordavam com a formulaciao de Minkowski

[2,3,4,5,6,7,8,9]

A resolugdo do debate surge da identificacdo de que as formulagoes de Abraham
e Minkowski sdo incompletas se analisadas isoladamente, nenhuma das duas descreve com-
pletamente o sistema [10]. Para que seja atingida essa descri¢io completa, é necessério
considerar nao apenas os tensores energia-momento eletromagnéticos, mas também os ten-
sores energia-momento materiais, e assim as duas formulagoes sdo equivalentes prevendo os
mesmos resultados experimentais. Também podemos analisar o problema do ponto de vista
de que o eletromagnetismo reconhece dois momentos lineares distintos, 0 momento cinético e
o momento candnico. O momento de Abraham deve ser identificado como momento cinético,
e o de Minkowski como momento canénico [11, 12, 13]. Esse debate serd discutido com mais

detalhe no capftulo 2.

O objetivo desse trabalho é avaliar o momento linear de um pulso de onda ele-
tromagnética em um meio dieletrico, a luz do debate Abraham-Minkowski. Consideraremos
um sistema simples de interacdo de um pulso de luz com um &tomo ressonante inserido
em um meio dieletrico linear nao-dispersivo. O medelo consiste em um tratamento classico
para o atomo, considerando o ntucleo fixo e a nuvem eletrénica como um oscilador harmo-

nico. A oscilagao do dipolo eletrico do 4tomo gera uma segunda onda eletromagnética que
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se superpoe com o pulso incidente. Faremos cédlculos da energia e do momento das ondas
eletromagnéticas e transmitidos para o adtomo ressonante e para o meio. Campbell e cola-
boradores [9], concluiram que o momento recebido de um f6ton por um atomo de um gas é
o momento de Minkowski, e compararemos seu resultado experimental com nossos calculos
tebricos. Também faremos o calculo do momento material da onda diretamente pela forca
de Lorentz, ou seja, consideraremos que o momento eletromagnético da onda é segundo a
formulacao de Abraham, como foi feito por alguns autores [14, 15, 16, 17]. Em meios mag-
néticos, no entanto, se calcularmos a parte material do momento pela forca de Lorentz, a

densidade de momento eletromagnético fica egE x B [18, 19].

No capitulo 3 faremos uma revisao de temas envolvidos nos calculos desta disser-
tacdo. A descrigdo do pulso de onda gaussiano em um meio dielétrico, do modelo de Lorentz
para o atomo, da onda emitida por um dipolo elétrico oscilante, e da reacdo de radiacao,
causada pela atuacao do campo gerado por uma particula acelerada, sobre a prépria parti-
cula. O pulso gaussiano é um tipo de pulso paraxial, ou seja, tem dispersao angular pequena,
com frentes de onda praticamente planas, e é interessante por ser a melhor descricdo de um

pulso produzido por um laser.

No capitulo 4 utilizaremos o pulso descrito no capftulo anterior para analizarmos
um modelo atémico simples, e faremos célculos das energias da onda, transferida para o
adtomo, transferida para o meio, e perdida por reacdo de radiagdo, bem como momento
linear da onda, transferido para o atomo e transferido para o meio. Por fim, calculamos
a razao entre momento e energia da onda, e discutimos o resultado com base no debate

Abraham-Minkowski.



Capitulo 2

O Debate Abraham-Minkowski

2.1 Controvérsia

As equagoes de Maxwell macroscopicas, no sistema internacional, sdo [20]

V.-D =, (2.1a)
V xH=J,4+0D/ot, (2.1b)
V x E = —9B/dt, (2.1¢)
V.B=0, (2.1d)

em que E é o campo elétrico, D é o vetor deslocamento elétrico, B o campo magnético,
p1 e J; as densidades de carga e corrente livres, respectivamente. O deslocamento elétrico
se relaciona com a polarizacao P pela identidade D = egE + P, sendo ¢g a permissividade

elétrica do vacuo; e o campo H se relaciona com a magnetizagdo M pela relagdo H = B/up—
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M, sendo po a permeabilidade magnética do vacuo. O fluxo de energia eletromagnética, em

qualquer lugar do espago, ¢ dado pelo vetor de Poynting S(r,t), definido como |20]
S(r,t) = E(r,t) x H(r, ), (2.2)
e o momento linear de uma onda eletromagnética, no vacuo, tem a seguinte forma [20]:
P = /d?’reoE x B. (2.3)

Quando uma onda se propaga em um meio dielétrico, porém, seu momento muda, e a busca
pela maneira correta de expressar o momento linear de uma onda eletromagnética em um
meio dielétrico deu luz a um debate que dura cerca de um século no meio cientifico, o cha-
mado debate Abraham-Minkowski. Duas maneiras de descrever o momento linear de uma
onda em um meio foram propostas por Minkowski, em 1908, ¢ por Abraham, em 1909, e
foram as duas propostas mais famosas, e por isso deram nome & discussdo, apesar de outras

formulagoes terem sido feitas ao longo do século XX [1].

Minkowski foi o primeiro autor do qual conhecemos a proposta para a densidade de mo-

mento da onda eletromagnética no meio dielétrico, que publicou em 1908 sua expressao
Puriin = D x B, (2.4)

sendo D o vetor deslocamento elétrico, e B o campo magnético. Isso significa que o momento
de uma onda é proporcional a n ao entrar em um meio dielétrico com indice de refracao n,

2 mas o volume da

j4 que sua densidade de momento é proporcional a n?, ja que D & n
onda diminui por um fator 1/n. Ja a proposta de Abraham, publicada em 1909, era de que

o momento da onda deveria ser, ao contrario de Minkowski, inversamente proporcional a n,

sendo sua densidade de momento descrita por
P = (1/¢*)E x H, (2.5)

em que H é o campo magnético. No caso de Abraham, a densidade de momento nao sofre

mudanca pelo indice de refragao, e o volume da onda diminui por um fator 1/n.

O maior problema enfrentado para comprovar qual formulacao é a correta é que o mo-

mento de um pulso de onda eletromagnética é um conceito abstrato, e é impossivel construir
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um experimento que possa medi-lo de maneira direta. O maximo que pode ser feito sdo me-
didas indiretas de energia ou momento transferidos para um aparato em um dado conjunto
de circunsténcias, que inclui contribui¢oes nao s6 eletromagnéticas, mas também da parte

material associada.

A seguir discutiremos alguns experimentos realizados na tentativa de se solucionar o de-

bate.

2.2 Experimentos

2.2.1 Jones et al.
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Figura 2.1: Esquema do experimento de Jones e Richards. Da referéncia [3]

Jones conduziu o primeiro experimento de medigdo de pressdo de radiagao de-
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vido & luz em um meio refrator, em 1951 [2], e depois refinou esse experimento juntamente
com Richards, em 1954 [3]. O arranjo experimental, mostrado na figura 2.1 consiste em
um par de espelhos (V e M) presos verticalmente, e amarrados nas extremidades por uma
fibra de torsao de liga de ouro, em um tubo preenchido parcialmente por um liquido. O
espelho V|, que estd submerso, é submetido a uma radiagdo assimétrica, que faz com que ele
gire, juntamente com o espelho M, até que o torque seja neutralizado pela fibra. O torque é
medido através do angulo do espelho M, e a partir desse valor, mede-se a pressao de radiacao

no espelho V. Foi observado que a pressdo de radiagdo era proporcional ao indice de refracao.

Em 1977, Jones e Leslie [4] repetiram o experimento de 1954, fazendo uso de novas tec-
nologias. Usando um laser como fonte de luz, ao invés de uma lampada de tungsténio, foi
possivel determinar mais precisamente o indice de refracao do liquido. Os espelhos foram
melhorados, para diminuir as correntes de conveccao geradas pelo aquecimento dos antigos e
mais uma vez se observou que a pressao de radiacao é proporcional ao indice de refracdo. Em
seu artigo teorico subsequente [5], ele conclui novamente que ambas interpretagoes seriam
aceitaveis, desde que o momento de Abraham fosse dividido em uma parte eletromagnética

e uma parte material.

2.2.2 Balazs

AX

<

Anti-reflection coating

> 2

E=u
(o)
A

Figura 2.2: Esquema do experimento mental de Balazs. Adaptado da referéncia [15]

Balazs propds um experimento mental [6] para mostrar que somente uma das
proposicoes satisfaz simultaneamente a conservacdo do momento e o teorema do centro
de massa-energia, no qual o centro de massa-energia do sistema estd em repouso ou em

movimento retilineo uniforme, dada a auséncia de forgas externas. O experimento consiste em
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um bloco transparente de comprimento L, com revestimento anti-reflexivo nas extremidades
de entrada e saida do pulso de luz, fazendo com que o pulso todo seja transmitido. Um pulso
de luz passa por dentro do bloco ou por fora. O pulso tem energia u e momento fora do bloco
p= u/cl% O experimento estd esquematizado na figura 2.2. Quando o pulso passa por fora
do bloco, o centro de massa-energia se move ao longo do eixo z com velocidade constante
Vem = [u/(u + Moc?)]e, sendo ¢ a velocidade da luz no vacuo e My a massa do bloco, e se
move uma distancia ur/[c(u/c?+ Mp)] em um tempo 7. Quando o pulso passa pelo bloco, sua
velocidade v € menor, entdo ele percorre uma distancia menor que o outro no mesmo tempo,
sendo essa diferenga [(¢/v) — 1]L. Sendo assim, para que o centro de massa-energia continue
na mesma posi¢ao do caso anterior, o bloco deve se deslocar Az = [(¢/v) — 1]Lu/c? My para

a direita. Com isso, o momento do bloco nesse intervalo de tempo 7 deve ser
U ~
Po = 5 (c—v)k. (2.6)

O momento inicial, que corresponde ao momento do pulso eletromagnético p = u/ck, deve

ser conservado, portanto o momento do pulso dentro do bloco deve ser

Pem. = (u/c)(v/0)k, (2.7)

ou seja, o momento diminuiu de (v/c) com relacdo ao seu valor no espago livre. Lembrando
que, em um meio nao dispersivo, o indice de refragdo n é dado por n = (¢/v), isso significa
que o momento do pulso eletromagnético dentro do bloco é pe.,. = (u/nc), o momento de

Abraham.

Balazs nao sé chegou a conclusao de que o momento de Abraham seria o correto, quanto
que o momento de Minkowski deveria fazer com que o bloco se movesse no sentido contrario

ao da propagacao do pulso, o que viola o teorema do centro de massa-energia.

2.2.3 Walker, Lahoz e Walker

Walker e colaboradores [7, 8] montaram um experimento a fim de demonstrar
experimentalmente a existéncia da forca de Abraham, de densidade x.£00/0t(E x H) em

um meio dielétrico ndo-magnético. Essa for¢a nao aparece na formulagao de Minkowski. A
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tungsten fiber

‘9‘7’3&7 - I
\ electronic

feedback

system

Figura 2.3: Esquema do experimento de Walker et al.. Da referéncia [8]

equipe mediu o torque sobre um disco de titanato de bario suspenso por uma fibra de torsao
em um campo magnético axial constante, e um campo elétrico radial dependente do tempo.

O experimento estd esquematizado na figura 2.3.

As oscilagoes do disco foram medidas refletindo um laser em um espelho preso no disco.
O periodo do campo elétrico foi sincronizado com as oscilagées do disco, para que a res-
posta do sistema fosse maximizada. Apoéds algum tempo, o disco, que estava inicialmente
em repouso, passou a oscilar, confirmando a existéncia da forca de Abraham, portanto esse

experimento foi considerado como comprovacao da proposta de Abraham.

2.2.4 Campbell et al.

O debate Abraham-Minkowski nao é restrito somente a fisica classica, e exis-
tem muitos experimentos e discussoes sobre o debate no dominio da fisica quéntica, esse

experimento é um deles.
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Figura 2.4: Esquema do experimento de Campbel et al. Da referéncia [9]

A ideia do experimento de Campbell et al. [9] era medir interferometricamente a
energia cinética de dtomos por refletir um f6ton (uma particula de luz) em um gas diluido. O
gés utilizado foi um condensado de Bose-Einstein de 87 Rb criado em uma armadilha magné-
tica. Nas condic¢oes iniciais do experimento todos os Atomos tinham momento praticamente
nulo, no que chamaremos de estado fundamental. O condensado recebe dois pulsos de on-
das opticas contrapropagantes. H& uma amplitude de probabilidade de que alguns atomos
espalhem fotons do primeiro pulso de um modo para outro (por exemplo, do modo que se
propaga para cima para o modo que se propaga para baixo na figura 2.4), ficando com duas
vezes o momento do féton. Espera-se um tempo 7 varidvel e o condensado é submetido
a outro pulso, idéntico ao primeiro. H4 entdo uma amplitude de probabilidade de que os
aAtomos de que os atomos voltem ao estado inicial, porém com uma fase em relacio a situa-
¢ao em que ndo espalham fétons nem no primeiro, nem no segundo pulsos. Essa fase surge
porque a evolucao da fungao de onda depende da energia do atomo, e ao refletir o féton a
energia ganha um termo cinetico, que nao existe na amplitude de probabilidade do 4tomo
que esteve desde o principio no estado fundamental. Essa fase gera interferéncia na medida
da fracdo de atomos no estado inicial ao variarmos o tempo 7, que oscila com a frequéncia
proporcional & energia cinética. A partir da energia cinética foi identificado que o momento
transferido para os dtomos é o momento de Minkowski, proporcional ao indice de refracao

do condensado de Bose-Einstein.
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2.3 Conclusoes

O debate Abraham-Minkowski, sobre a maneira correta de expressar o0 momento
de um pulso de onda eletromagnética em um meio dielétrico, foi resolvido depois de haver
o reconhecimento de que nenhuma das duas interpretaces estd totalmente correta, nem
totalmente errada [10]. O momento do pulso ndo estd completamente descrito sem se con-
siderar a parte material que o acompanha, ou seja, toda expressao que considerar somente
a parte eletromagnética é arbitréria e incompleta, mas as duas partes juntas sempre levam
ao mesmo resultado. Dessa maneira os resultados experimentais devem ser obtidos fazendo

uso de qualquer uma das duas formulacoes. E de fato sao.

Gordon [14], mostrou que enquanto o momento de Abraham representa o momento da onda
eletromagnética, a formulacao de Minkowski pode ser usada para calcular a pressao de ra-
diacdo em objetos imersos em meios dielétricos. Gordon mostrou que é um erro pensar que
pode-se desprezar as propriedades mecéinicas do meio, e que os experimentos que medem
pressao de radiagdo, assim como o de Jones e Richards [3?7 | podem ser descritos pela
formulagdo de Minkowski. O experimento mental de Balazs [6] também pode ser descrito
usando a formulagdo de Minkowski. O momento da barra é considerado momento material
pela formulacdo de Abraham, enquanto a formulacdo de Minkowski reconhece que o mo-
mento surge e propaga devido & presenca da onda, ou seja, para Minkowski o momento da

barra também faz parte do momento eletromagnético.

De acordo com Barnett [11, 12, 13|, o problema pode ser encarado como os momentos
de Abraham e Minkowski sendo duas partes diferentes de um momento total, material mais
eletromagnético, que se conserva, sendo o momento de Abraham o momento cinético, e o
momento de Minkowski o momento candnico. Para demonstrar essa relagao, partiremos da
lagrangeana de uma particula neutra nao-relativistica, com momento de dipolo elétrico e

magnético, em um campo eletromagnético:

1
$:§mv2+B-u+E-p7 (2.8)

em que u € o momento de dipolo magnético e p € o momento de dipolo elétrico. O momento

de dipolo elétrico, em movimento, gera momento de dipolo magnético, da seguinte maneira
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[21]:
© = o — V X Po, (2.9)
sendo po 0 momento de dipolo magnético de repouso. Simetricamente, o momento de dipolo

magnético, em movimento, gera um momento de dipolo elétrico:

vV X U
P=Po+— 0 (2.10)

em que po ¢ o momento de dipolo elétrico de repouso. Substituindo essas relagdes em 2.8,

temos:

E~p0 E
2 + R (Vv X o). (2.11)

1
.f:ﬁva—i—B-,u,O—B-(vxpo)—i—

Usamos a relagdo A - (B x C) = B - (C x A) e calculamos cada componente do momento

canbnico 0.7 /0v;:

0L x E);
Pi_can = Do =mv; — (po X B); + (uoc2)z. (2.12)
Portanto, a diferenca entre o momento cinético (mv) e o candnico é
o X E
Pean — Pein = —po x B+ =2 —. (2.13)

c2

Se tivermos uma densidade de dipolos elétricos P e uma densidade de dipolos magnéticos

M:
MxE
Peon — Pein =—P x B+ 2 (2.14)
Essa diferenca é a mesma entre o momento de Abraham e o de Minkowski:
M x E
Priin — Payr =P x B — 2 (2.15)

Sendo P iy € P ape 0s momentos de Abraham e Minkowski, das equagoes (2.5) e (2.4). Dessa
forma identificamos os termos da equacao 2.14 como o momento de Abraham e Minkowski,
sendo [22]:

Pt L Py =P L P, (2.16)

cin can
e podemos dizer que o momento total € o momento cinético material mais o momento de

Abraham, ou o momento canénico material mais o momento de Minkowski.

Para Kemp [23], o momento de Abraham seria o momento do campo eletromagnético, que

nao contém contribuicdes da massa no sistema, e o momento de Minkowski seria o momento
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da onda eletromagnética propagante, que inclui contribui¢bes tanto do campo, quanto da
matéria. Esses dois momentos dao origem, na teoria quantica, respectivamente, aos mo-
mentos cinético e canénico do féton. Kemp também argumenta que o debate s6 existe por
motivo de um equivoco de "plataforma", a questao fisica, diz, ndo é qual dos momentos é

correto, mas sim qual deles é mensurdvel.

A limitagfo para a construcdo de uma expressdo definitiva para o momento da luz em
um meio nio surge do eletromagnetismo, mas sim de ciéncia dos materiais. E possivel es-
crever todas as contribuigoes ao tensor energia-momento que sao relevantes em um meio
ideal particular, mas fazé-lo para um meio real generalizado esta além do escopo atual do
nosso entendimento. Felizmente, em muitas circunstincias nao é necessario conhecimento
completo das propriedades do material, ele pode se comportar préximo o suficiente do ideal,
ou ser necessario somente o entendimento sobre o centro de massa e podemos desprezar efei-
tos de forcas e tensbes internas que somente redistribuem as forcas aplicadas. A existéncia
de trabalhos que ainda defendem essa ou aquela formulagdo parece ser devido & natureza

fragmentada da literatura sobre o assunto.



Capitulo 3

Ondas eletromagnéticas em meios

dielétricos

Nesse capitulo faremos uma revisdao de assuntos necessarios para o desenvolvi-
mento desse trabalho. Partindo das equactes de Maxwell demonstraremos a equacao da
onda e a equacao de Helmholtz. Depois mostraremos o feixe monocromatico, o feixe pa-
raxial, e finalmente o feixe Gaussiano. Discutiremos o modelo de Lorentz para o atomo,
que consiste em tratar o atomo como oscilador harménico; a onda emitida por um dipolo
elétrico oscilante, e a reacdo de radiacao, efeito causado pela a variacdo da aceleracao de

uma particula carregada.

15
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3.1 Pulso de Onda Gaussiano

3.1.1 Equacao de Onda

Em uma regido do espago em que nao ha cargas nem correntes, as equagoes de

Maxwell dizem que|20, 24|

V-E=0, (3.1a)
V- -B=0, (3.1b)
0B
E = — .1
V x 5 (3.1c)
OE
V xB = /L()EOE, (31(1)

que sao equacoes diferenciais de primeira ordem, acopladas, para E e B. Se aplicarmos o
operador rotacional em (3.1c) e (3.1d) e utilizarmos a identidade vetorial V x (V x A) =

V(V -A) - V?A e as equagdes (3.1a) e (3.1b) para simplificacdo, obtemos|20, 24]

O’E

V?E = pe0——
2 o (3.2)

VB = —_—

HOE0 8752 )

que sao equacoes separadas para E e B, porém de segunda ordem, de modo que, no vacuo,

cada componente de E e B obedecem a equacgao de onda [20]

vep— L
v2 Ot2

com velocidade ¢ = 1/,/i0€g. Através desse resultado e de a velocidade da luz ter sido
medida com valor ¢, Maxwell se convenceu de que a luz era formada por ondas eletro-
magnéticas. Considerando que os campos oscilem com frequéncia w, podemos escrever:
E(r,t) = Eo(r)e ™! e B(r,t) = Bo(r)e ™!, sendo os campos a parte real das expressoes em

notagdo complexa. Se substituirmos esses campos na equacdo de onda (3.2), vemos que os

campos devem obedecer a equacgio de Helmholtz|25]
(V2 +k2)U(r) =0, (3.3)

com k =w/c e U(r) o campo escalar que representa uma componente de E ou B.

Esse resultado foi obtido com base nas equacoes de Maxwell no vacuo, mas

trabalharemos com ondas que se propagam na matéria, entdo precisamos encontrar uma
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maneira de expressar esse resultado para a onda que se propaga em um dielétrico linear e

sem dispersao. Podemos partir das equacoes de Maxwell microscopicas,

V- -E=151, (3.4a)
€0
V.-B=0, (3.4D)
0B
VXE=—— 3.4
OE
V x B = pgd + pogo—, (3.4(1)

ot

em que p é a densidade de carga e J é a densidade de corrente, e escolhendo a equagao (3.4a),

por exemplo, podemos fazer uma comparacao com a equagao (2.1a):

D =E+P = eo(1 + xo)E = £gn’E = egn®V -E=p - V. E= L (3.5)
eon

sendo assim, ao substituir g por e (ou n?sg), e p por p; em (3.4a) recuperamos (2.1a). O
mesmo pode ser feito partindo da equagao (3.4d), para chegarmos a equacdo (2.1b), e ai

devemos fazer tambem a substituicao J — Jj.

Dessa maneira, na equacio (3.2), teremos poeg — n2ppeg, entdo a velocidade
da onda muda de ¢ — ¢/n, e o vetor de onda, k, muda para k = nw/c. Entao, toda
demonstracao que fizermos nesse capitulo, para o vacuo, pode ser facilmente convertida a

um resultado para a matéria, simplesmente aplicando as substituicdes mencionadas.

3.1.2 Feixe monocroméatico

Consideremos o campo monocromatico de frequéncia w [25]:

propagando no espago livre, z > 0. U(z,y, z;w) pode ser escrito como uma superposicao de

ondas planas, com o mesmo nimero de onda

k=", (3.7)

C

ou seja:

U(w,y,Z;w)=//a(p,q,W)eik(p“q“mZ)dpdq, (3.8)
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em que a(p, q,w) é a amplitude espectral do pulso, e

m=+/1-p?—¢q? quando p? +¢* <1 (3.9a)
=ivVpP+¢ -1 quando p? +¢* > 1. (3.9b)

As ondas planas com p? + ¢? < 1 sdo ondas ordinarias e homogéneas que se propagam na
direcao do vetor unitario (p,q,m). As que tém p? 4+ ¢ > 1 sdo ondas planas evanescentes,
cuja amplitude decai exponencialmente com o aumento de z. A amplitude espectral pode

ser escrita em termos dos valores de contorno do campo U(z,y, z;w) no plano z =0
a(p, q;w) = KU (kp, kg;w), (3.10)
em que U%(kp, kq;w) é a transformada de Fourier espacial bidimensional de U(z,y, 0;w):

- 1 ,
UO (kp, kq; w) = W//U(:E,y, ziw)e” RPTHaY) grdy. (3.11)

3.1.3 Feixe paraxial

As relagbes anteriores sdo validas em geral. Para o caso de um feixe, as am-
plitudes serao despreziveis, exceto nas direcdes dos vetores unitarios s préximos do eixo do
feixe, esse é o chamado feixe paraxial [25]. Para um feixe com eixo coincidente com o eixo
z, esse resultado implica que os valores absolutos da amplitude espectral |a(kp, kq;w)| serdo
despreziveis a menos que p? + ¢> < 1. Fisicamente, isso significa que para um feixe que
se propaga proximo a direcdo +z, s6 as ondas planas cuja direcdo se encontre em um an-
gulo sélido estreito ao redor do eixo do feixe tem amplitudes ndo despreziveis. Sendo assim,
somente (3.9a) se aplica. Podemos fazer uma aproximagao dessa expressao pelos primeiros
dois termos da sua expansao binomial,

1
mml—i(p2—|—q2). (3.12)

Se substituirmos essa expressao em U (z,y, z;w) da equacdo (3.8), obtemos a seguinte repre-

sentacao para um feixe monocromético que propaga proximo ao eixo z em sentido positivo:

Uz, y,zw) = eik'z//a(p7 q;w)eik(prr+qy)e*ik(p2+q2)2/2dpdq' (3.13)
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Podemos estudar o feixe paraxial de uma maneira alternativa, sem usar a representacdo do

espectro angular do feixe para obter sua representagao. Definimos primeiramente
U(z,y,2) =z, y, 2)e™. (3.14)

Todo feixe real que se propague proximo ao eixo z deverd variar com X, y € z, mas se a
dispersao angular é suficientemente pequena, a variacdo em z serd muito menor que as outras.
Assumiremos que essa variacio é tao pequena que |0%¢/9z| < 2k|0v/0z|. Substituindo na
equacao de Helmholtz (3.3), e desprezando o termo de derivada segunda em z, encontramos

que ¥(z,y, z) satisfaz & equacdo paraxial de Helmholtz:
T S 4 2ik—— = 0. (3.15)
Z Y
Isolando v na equagdo (3.14), e usando a representagao (3.13) para U(x,y, 2):

V(x,y,2) ://a(p,q)eik(p‘”*qy)eik(p2+q2)z/2dpdq (3.16)

3.1.4 Feixe Gaussiano
O feixe gaussiano é um campo bastante direcional, produzido por grande parte
dos lasers mais comuns, gerado pela distribuicao [25]:
U(zx,y,0) = Ae~ @ +y?)/wg (3.17)

em z = 0, em que A e wy sdo constantes positivas. Observamos que quando p = /22 + y2 =
wp, U cai para 1/e do valor maximo U(0,0,0) = A no centro. Primeiramente temos que

calcular a(p, q):

2
a(p,q)zA(;jT> / / o~ @) 0B k() g gy (3.15)

A integral é avaliada usando a seguinte relagao:

/ o P emiat gy — ﬁe_q/wQ, (3.19)
0 B
e ficamos com:
2
a(p,q) = Me*(kwo)%%q?)/‘{ (3.20)

A7
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Para que essa expressao represente um feixe, |a(p,q)| s6 pode ter valores nao despreziveis
quando p? + ¢? < 1. A expressdo (3.20) tem valor maximo quando p = ¢ = 0 e diminui
para 1/e do seu maximo quando (p? + ¢?) = 4/(kwg)?. Como k = 27/), essa condicio é
equivalente a

wo > A/, (3.21)

ou seja, wy deve ser muito maior do que o comprimento de onda, para que a distribuicao
Gaussiana no plano z = 0 gere um feixe Gaussiano no subespago z > 0. O feixe Gaussiano

tem a seguinte representacao espectral:

2
Ulz,y,z) = A(kwo)eikz//e—[(kwo)2/4+ik2/2}(p2+q2)eik(pw+qy)dpdq (3.22)
Y Y 47T . .
Essas integrais podem ser calculadas utilizando (3.19). Definimos agora o vetor transverso

p = (x,y) e obtemos:

A(k’wo)z —(k 2 2 . .
U _ _ \WVO)—(kp)?/[(kwo)?+2ikz] zkz. 393
(xyya Z) (kf'IUO)z—FQ’LkZe e ( )

Definimos os seguintes parametros que serdo utilizados para evidenciar as caracteristicas do
feixe [26]:

—C (3.24)

w(z) = woy 1+ <Z>2, (3.25)
R(z) =z [1 + (Z)Q] , (3.26)

£(2) = arctan <Z> . (3.27)

Substituindo os novos parametros, temos:

U(p,2) = A {Jz)} 0P [0(2)? ikl + (07 /2R(2)]—€()} (3.28)

Essa equacio foi obtida para o feixe na regiao z > 0, mas também é vilida na regido z < 0.
O parametro z,, conhecido como comprimento de Rayleigh, é uma distdncia caracteristica
do feixe ao longo da sua direcdo de propagacdo, que estabelece uma escala para a variagdo
dos outros parametros definidos acima. Podemos ver pela figura 3.1a, que a intensidade do
feixe, I(p,2) = |U(p, 2)|?, & sempre gaussiano. A intensidade ¢ méxima em p = 0 e cai para

1/e? do maximo em p = w(z). Temos, entdo, que w(z) ¢ a chamada largura do feize. Na
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I Tw/wo

zfzr
L4

zfzr

(c) (d)
Figura 3.1: Parametros de um feixe Gaussiano que se propaga na dire¢do z: a)
Intensidade do campo em funcao da distancia do eixo emz um plano z constante. b)
Largura do feixe em funcao de z. ¢) Raio de curvatura da frente de onda em funcao

de z. d) Fase de Guoy em fungao de z.

figura 3.1b vemos que o valor minimo de w(z) é wp no plano z = 0. Nas figuras 3.1c e 3.2
vemos o comportamento de R(z), que representa a curvatura da frente de onda no plano
z. Em 2z =0e z = 0o o valor de R(z) é infinito, portanto a onda é praticamente plana.
A frente de onda corresponde & aproximacao de uma onda esférica centrada em um ponto
a uma distancia R(z) do plano de observagdo como ilustrado na figura 3.2. O parametro
&(z), chamado fase de Guoy é uma anomalia da fase do campo proximo ao foco. Vemos o
comportamento desse parametro na figura 3.1d. A fase de Guoy gera um adiantamento da

fase do feixe em relacdo a uma onda plana com o mesmo comprimento de onda.
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Figura 3.2: Tlustragdo do significado geométrico do parametro R(z), a curvatura da

frente de onda. Da referéncia [26]

3.1.5 Pulso Gaussiano

Nesse trabalho ndo usaremos feixes monocromaéticos, mas pulsos de onda Gaus-
siana. Por serem limitados no espaco, os pulsos ndo podem ser monocromaéticos, dado que a
limitacao espacial surge justamente pela interferencia destrutiva entre as varias frequencias
que compdem o pulso, crianto um pacote. Apesar disso, usaremos a aproximac¢ao monocro-
mética, considerando que o pacote de onda é grande o suficiente para que as frequéncias
que o compodem sejam muito préoximas, e consideraremos frequéncia unica. A diferenca
entre a equacao de feixe e a equagdo do pulso é a multiplicacdo pelo pacote gaussiano

exp[—(nz — ct)?/T?]. O campo elétrico do pulso gaussiano serd escrito da seguinte maneira;

Awy 2% il k|t | (2wt b (nzmen?
E(p,z,t)zwz’ge w<z>2e’{ [ 2R<z>] ) w}e SR (3.29)

3.2 O modelo de oscilador harmonico

Utilizaremos o modelo de Lorentz para um &tomo ressonante interagindo com o
pulso da equagao (3.29). O atomo serd modelado com uma nuvem eletronica como oscilador
harmoénico amortecido, forcado pelo campo elétrico oscilante incidente. O niicleo atéomico
serd considerado fixo na origem do sistema de coordenadas. A forca que atua em uma carga

negativa (-q), que se move com velocidade v na presenca de campos elétrico E e magnético



CAPITULO 3. ONDAS ELETROMAGNETICAS EM MEIOS DIELETRICOS 23

B é dada por [20]
F = —¢(E+ v xB), (3.30)

e é chamada forca de Lorentz. Essa é a forca de interacdo entre os campos da onda eletro-
magnética incidente e a nuvem eletronica do atomo ressonante. O sistema serd regido pela

seguinte equagao diferencial [27]

WX o et dx
dt? dt 6re dt3

- Kx, (3.31)

sendo m, x e (-q) a massa, a posicao do centro de massa e a carga da nuvem eletronica,
respectivamente, pg a permeabilidade magnética do espago livre, ¢ a velocidade da luz no
vacuo, v um coeficiente de amortecimento associado & absor¢ao de radiacao pelo atomo, n o
indice de refracao do meio e K a constante elastica associada ao potencial do niicleo. Do lado
direito da equacdo, os termos representam a forca de Lorentz, uma forca de amortecimento
proporcional & velocidade da nivem eletronica, a rea¢do de radiagdo (que seréd explicada em
uma sessao seguinte) e a forca eldstica, respectivamente. A forga magnética foi omitida,
porque é muito menor que a elétrica no caso tratado.

Consideraremos que as dimensdes do 4tomo sdo muito menores que o comprimento de onda
A, de forma que E ¢é constante no atomo. O campo elétrico (3.29), na origem do sistema de
coordenadas, é escrito da seguinte maneira:

02t2 A~

E;(0,t) = Ae @l T2 4 (3.32)

em notagao complexa. O campo real é dado por R[E]. Supondo solucao do tipo x(t) =
—twt —

c2t ~
roe e 12 ¢, sendo w a frequéncia do campo incidente, e substituindo na equacgao diferen-

cial (3.31), temos

2
<—mw2 —iwmy' — iw?’/éo—q + K) x = —qE;(0,1). (3.33)
e

A auséncia dos termos com I' advindos da derivada temporal de x, pode ser vista na figura
3.3. Consideraremos I'/c > T, em que T representa o periodo da onda. A varia¢do do

envélucro é pequena demais em vista da variacdo da fase da onda, por isso desprezamos

w?poq?

esses termos. Podemos definir um novo fator de amortecimento v = o' + “5E2L- e escrever
a posi¢ao do elétron em func¢ao do campo incidente como [27]
—qE; (0,1
x = ¢B:(0, ) (3.34)

—mw? — iwmy + K~
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Figura 3.3: Grafico de R[E;(0,¢)] mostrando a diferenga de grandeza entre I" e T.

Considerando o regime de ressonéncia, ou seja, com w = \/g, temos:

E;(0,¢
x = dEil0.1), (3.35)
iwmy
Dai podemos calcular a velocidade do centro de massa da niivem eletrénica v = Cc%:
O0E; (0,1 —qE; (0,1t
v= 4 9B00) _ —qBi0,0) (3.36)

iwmy Ot mry

E importante ressaltar que as posices e velocidades reais sio dadas por R[x]| e R[v].

3.3 Emissao de dipolo

No modelo de Lorentz, usado nesse trabalho, o &tomo ressonante é tratado como
um oscilador harmoénico, com nucleo fixo, e a nivem eletronica tendo seu centro de massa
acelerado pelo campo elétrico da onda incidente. O centro de massa da nuvem eletrénica e
o nucleo formam um dipolo elétrico, que oscila e emite uma onda de dipolo. A equacédo para
determinarmos o potencial vetor para fontes nao estaticas é [20]

J(r',t,
Ay(r,t) = % / (rr’>d3r’, (3.37)

sendo J a densidade de corrente, ¢, o tempo retardado, dado por ¢, = t — rn/c. Usamos

tempo retardado, porque a informacao viaja & velocidade da luz, portanto ndo interessa o
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status da fonte nesse momento, mas sim em um tempo anterior, ¢,.. A densidade de corrente

¢é dada por
2E(5 /
J = —quor) = LB (3.38)
mry

com v da equagao (3.36). Substituindo a densidade de corrente na equagao do potencial

vetor, podemos resolver a integral, ficando com

Aoq® g nry (et=nn?
Ad(r,t)zm’;‘;ire—lw(t—ﬂe ) (3.39)

Podemos escrever i em coordenadas esféricas, e tomar o rotacional do potencial vetor para

encontrar o campo magnético [24]:

MOCk'Z etkr 1
B, = 1——. 3.40
d dnm (rxp) T < ikr ( )

Sendo r o versor direcional, e p o momento de dipolo do 4tomo, dado por:

= —,Aiqze*iwte*cztz/rzi. (3.41)
iwmey
O campo elétrico é dado por [24]:
B, = “v xB (3.42)
d — nk ds :

ou explicitamente:

ikr

1
{kz(r X p) X re
;

N 471'80

E,

r2

+ [3r(r - p - )] <:3 - ”“) ek} L (34

sendo, na zona de radiacao:

A 2 . ™ T 7(ct—nr)2 ~
E; = —74:3%;064“’(“7)’5% 2 ((rx1i) xr). (3.44)
Na zona de radiagdo, o campo magnético é:
A 2 ™ s _ (Ct*"”")Q A
B,=— HOT N —ifwt—"2)=3] o~ (r x1). (3.45)

4mymer

3.4 Reacao de radiacao

A reacfo de radiacao, também conhecida como forca de Abraham-Lorentz, é

uma forga de recuo que age sobre uma carga elétrica em arrancada, ou seja, cuja aceleracio



CAPITULO 3. ONDAS ELETROMAGNETICAS EM MEIOS DIELETRICOS 26

varia. Essa forga é um efeito de "coice"dos campos da propria particula, agindo sobre ela
mesma. Devido a esse amortecimento, uma particula neutra sob influéncia de uma forca
acelera mais do que uma particula carregada sob influéncia da mesma forca, porque parte
da energia que a carga recebe, ela irradia ao acelerar. Nessa se¢do vamos mostrar como é a
forca de Abraham-Lorentz, baseado na segao 11.2.2 do livro do Griffiths [20]. A férmula de
Larmor indica a poténcia radiada por uma particula nao relativistica:

_ hog’a®
6me

, (3.46)

em que a é a aceleragdo da carga. Podemos pensar que a potencia radiada é a taxa de perda
de energia da particula, sob influéncia da forca de reagao de radiacao

pog?a®

3.47
e (3.47)

Frad'vz_

porém essa expressao nao leva em consideraciao toda troca de energia da particula com o
campo, somente a que é radiada para o infinito. A energia perdida em um intervalo qualquer,
deve ser igual & energia levada pela radiacao, somada a qualquer outra troca entre a particula
e os campos. Se considerarmos somente pontos em que a particula retorna ao estado inicial,

entdo a equagao acima, apesar de estar errada em um instante arbitrario, funciona na média:

ta 2 o
/ Froq - vt = — 104 / a2dt. (3.48)
t1 67TC t1
Fazemos a substituicio a® = (fl;’) (‘3—‘{) e integrando o lado direito da equagao por partes:
t2
to d to d2
/ a2dt = (v & —/ Y vt (3.49)
t dt ¢ dt?
t1

Como os estados inicial e final sdo iguais, o primeiro termo desaparece. Podemos escrever

to 2
/ (Fmd - ’é‘)qa> vdt =0, (3.50)
t1 e

que claramente é satisfeita se

(3.48) como

2
Q.
Frog = ’é‘;e a. (3.51)

Essa é a formula da forca de Abraham-Lorentz para a forca da reacéo de radiacido no vé-
cuo. No nosso caso, como trataremos de um atomo imerso em um meio, a onda emitida
sera modificada pelo indice de refracao, de acordo com as transformacoes (3.5), sendo sua
exXpressao:

Fraq = 1005, (3.52)

6me




Capitulo 4

Absorcao de luz por um atomo em

um melo

Neste capitulo sera investigado o comportamento de um atomo interagindo em ressonéan-
cia com um pulso gaussiano de onda eletromagnética, todo o sistema em um meio linear,
dielétrico, nao dispersivo, ndo absorvedor e ndo magnético. Usaremos o modelo de Lorentz
para o dtomo, um modelo classico que consiste em traté-lo como oscilador harmoénico amor-
tecido. O atomo é excitado pelo pulso, e a oscilagdo da sua nivem eletronica gera uma onda
de dipolo. Calculamos a energia e 0 momento linear do pulso incidente, do pulso resultante
e do sistema atémico, que leva a discussdes sobre conservacdo de energia e momento no
processo. Esse calculo servird de base para a discussao sobre o debate Abraham-Minkowski,
em que a razao entre a densidade de momento e a densidade de energia eletromagnéticas

vale 1/(nc) na formulagao de Abraham, e n/c na formulacdo de Minkowski.

27



CAPITULO 4. ABSORCAO DE LUZ POR UM ATOMO EM UM MEIO 28

4.1 Conservacao da energia

4.1.1 Energia da onda incidente

Para calcularmos a energia da onda incidente, usaremos a expressao do pulso

gaussiano (3.29) no limite ¢t < —I'. Nesse limite temos

2z

o k}w()’

62) = 7.

Com isso, o campo elétrico da equacao (3.29) tem a seguinte expressao:

2 n2w2w2 . 2 —ct 2
Am“’woe—p2 0 jme(p— )iz — B

EX(z,y,2,t) = 1222 e = e 2 q. (4.2)

2cz

A energia da onda terd dois termos. O primeiro termo, chamado eletromagnético, representa

a energia armazenada nos campos médios E e B:

1 €0 1
em. — 5 d3 *EiQ 7Bi2 . 4,
U =5 [ | JIBF + 5B (43)

O segundo termo, a energia material, se deve a transferéncia de energia do pulso eletromag-
nético incidente para o meio dielétrico em questdo. A densidade de trabalho realizado sobre
as cargas ligadas, em um material ndo magnético, é dada por

ap] : (4.4)

1 . 1 *
§§R[€OE J] = 5?]% |:€()E . ot

sendo P a polarizacdo do meio. Devido ao meio ser linear e nao dispersivo, a polarizacao
pode ser escrita como

P = XeEi(rvt)a (45)

sendo x. a susceptibilidade elétrica do meio. Portanto, a variacdo da densidade de energia

material serd dada por |24]

1 oP 1 OE; 10|E;|>  Oumar
—R Ef-—| == RIE". ' = — o= me. 4.6
2 {EO ot } g “0Xe { ot ] “OXey "ot ot (4.6)
A energia material serd a integral de Up,q, em todo o espacgo:
E;|?
Unat = /d3TXeEO 41| ) (47)
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Fazendo a substituicao y. = n? — 1, podemos calcular a energia inicial Uy = Ug.m. + Unat-

Como |B| = Z|E|, podemos trabalhar a expressao da energia, e ficamos com

1 A2n2wlwie 1 PPnPe’uwd  2(nz—ct)?
Uy = B /d3r50n2E2 -2 7% 700 d>r

52 2° 2227 e 17, (4.8)

As integrais em x e y sdo gaussianas do tipo

2 T
dre % =,/ —. 4.9
/ e . (4.9)

Depois basta resolver a integral em z, que tem o mesmo formato, e ficamos com o seguinte

A?wieonT
Uy = St [, (4.10

Este é o valor da energia total (eletromagnética mais material) da onda incidente.

resultado:

4.1.2 O trabalho da forca de Lorentz

A energia transferida do pulso incidente para o dtomo ressonante, na origem

do sistema de coordenadas, ¢ o trabalho realizado pela for¢a de Lorentz, U; = [F - d.
Substituimos dx = vdt e F = —¢E, porque a for¢a magnética ndo realiza trabalho, e ficamos
com

U= ;/dt%)%(—qE* V), (4.11)

na qual substituimos a expressao para v, da equacao (3.36). Nesse célculo devemos utilizar

a expressao (3.32) para o campo elétrico, entao ficamos com a integral

A2q2 222
U= [dt 2 4.12
= [ et (412

que ¢ uma integral gaussiana na variavel t. Portanto, de acordo com (4.9), o trabalho da

A?¢°T [«
U = —. 4.13
: 2m~ye \/; ( )

Esta é a energia transferida para o 4tomo pela onda incidente.

forca de Lorentz é dado por
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4.1.3 Reacao de radiacao

Também precisamos calcular a energia perdida pelo elétron devido & reagdo de

radiacdo, que é o trabalho da for¢a radiativa: U,q.q = %fdti)?[Fmd -v], com F,,q dado por

(3.50). Podemos escrever & = —w?v,com v dado por (3.36), e resolver a integral
2 2 2 2 2.4 2,2
W Lo n|v| A?pow?qn / 2
Uraa = — [ dtR =— dt 2, 4.14
rad / { 12mc ] 12mc2em?? ¢’ (4.14)

A integral a ser resolvida é igual & anterior, uma gaussiana na varidvel t. Apés o calculo,

chegamos ao seguinte resultado:

A2 pow?g*nl 7
Uisd = —————14/—. 4.15
rad 12c2m2+2 | 2 (4.15)

Essa é a energia perdida pelo 4tomo devido a reacao de radiacao.

4.1.4 Energia da onda resultante

Apo6s a interacao da onda incidente com o atomo, a onda resultante é a su-
perposicao da onda incidente com a onda gerada por um dipolo elétrico oscilante, ou seja,

E, = E; + E;. Considerando o limite ¢t > I', temos:

2 n2w2w2 nz—c 2
E$>::f¥;iﬂgefﬁ 17 il 22 () —wt+ 5l g~ P (4.16)
cz
A 2 . T™n ™ 7@ A~
E, = _ TS —ifw(t=r) 5] ((r x1i) xr), (4.17)

4mymr
em que foi considerado apenas o termo de radiacao da onda de dipolo. O céalculo da energia da
onda resultante, de acordo com (4.8), tem trés termos, ja que devemos calcular n?eg|E,|? =
n?eo(|Ei> + |Eq|? + 2R[E} - E4]) e integrar em todo o espago. O primeiro termo ja foi
calculado anteriormente, e é igual & energia da onda incidente. O segundo termo é facilmente

computado em coordenadas esféricas:
1
m:2/%mﬁEﬁﬁmwmmww (4.18)

sendo integrais de fungdes trigonomeétricas simples e uma gaussiana em r; assim encontramos

a energia da onda gerada pelo dipolo oscilante:

1 pdet A%w? _ 2(ct=nr)? Aeopiqtw?nl 7
Ug == 20/ r2 30drdfd = — 95— | —. 4.19
4= e 1672y2m? ¢ sen”drdfde 127y2m?2 2 (4.19)
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/7

Figura 4.1: Superposicao da onda incidente e da emissao de dipolo. As linhas azuis
representam o feixe incidente, e as linhas vermelhas representam a onda de emissao

de dipolo.

Note que este termo é igual & equagao (4.15), mas com sinal contrario, o que era de se
esperar ja que a reacdo de radiacdo media a troca de energia entre o oscilador e a onda
emitida. A ultima parte representa a superposicao entre as duas ondas, a incidente, e a
de emissao de dipolo. Este é o termo que resta ser calculado. Para calcular esse produto
escalar, vamos escrever a equacado para a onda de dipolo em coordenadas cartesianas, fa-
zendo duas aproximagoes considerando ct > I'. Como podemos ver na figura 4.1, na regido
em que oS campos se superpoem, o campo elétrico oscila praticamente na direcao %, entao

aproximaremos ((r X ¢) X r) = 7, ficando assim com o campo elétrico abaixo:

A QW 7(Ct7’ﬂ7‘)2
_Apogrw e

Ey = HEF Wt =3)3, (4.20)

drymr
Dessa maneira s6 precisamos multiplicar o complexo conjugado do campo elétrico incidente
pelo campo acima e integrar o resultado em todo espaco, mas para resolver a integral,
devemos fazer algumas aproximacoes, porque o campo de dipolo ainda tem a variavel r.
Faremos duas aproximagoes, porque estamos tratando as ondas no limite em que z é muito
maior que x e y: na exponencial imaginaria faremos uma expansao em série de Taylor de r

2 .
e tomaremos termos até segunda ordem, r = /2% + 92 + 22 = z + &-. Como a exponencial
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imaginaria representa fungoes seno e cosseno, uma pequena variacao do argumento (da ordem
de A) pode causar mudancas drasticas no valor da funcgao, portanto precisamos de uma
aproximacdo mais cuidadosa. Nas outras partes, podemos fazer r = z, que é o suficiente

para as partes nao oscilatérias, e ficamos com o campo

2
AM0q2W i "Tw(z#»g—z)fwtf% _(ctfnz)QA‘

E; = T, 4.21
d 4mymz ¢ ¢ o ( )

Calculando o produto escalar entre E; e Eg4, ficamos com duas integrais gaussianas, uma em
X e uma em y, que depois de resolvidas, levam a uma integral gaussiana em z. A terceira
parte da energia da onda resultante fica

A2n3 2&)2’11}2 dgr _p2n2w2w(2] _2(nzfct)2
_AngY il i (4.22)

Us =

8mymc3 22
Resolvemos trés integrais gaussianas, e encontramos a energia da superposicao das suas

ondas:

A%¢’T
U =-2-9°- /T (4.23)
2cym \ 2

Note que este termo é idéntico a U; da equagao (4.13), que corresponde & energia transferida
a0 4tomo, mas com sinal contrario. Agora somamos as trés partes, e temos a energia da
onda resultante:

U =Uyg+ Uz + Us. (4.24)

A energia total final vale Urp = U, + U,qq + Ug € é igual & inicial Uy, ja que Uy = —U,qq €
Us =-U;.

4.2 Conservacao do momento linear

4.2.1 Momento da onda incidente

Além de energia, as ondas eletromagnéticas também transportam momento. A

densidade de momento armazenada nos campos no vacuo é [20]

1
= —S 4.25
P= 35, (4.25)
sendo S o vetor de Poynting, dado por S = %(E x B). Consideraremos nessa dissertagao

que a densidade de momento eletromagnético em um meio dieletrico também ¢é dado por
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(4.25), correspondendo a proposta de Abraham (H = B/ no meio). Como foi mostrado
por varios autores |14, 15, 16, 17, 18, 19| isso é counsistente com o calculo da densidade de
momento material a partir da forca de Lorentz. Usaremos esta abordagem. E valido dizer
que em meios magneticos, a densidade de momento compativel com a forca de Lorentz é
eoE x B, ndo a densidade de Abraham [18, 19]. Portanto, consideraremos que o momento

eletromagnético da onda no meio é a integral no espaco da densidade:

Pem. = % / dBrRjegE* x B]. (4.26)

O momento material, relativo a interacao da onda com o meio, pode ser calculado direta-

mente da forca de Lorentz. Um dipolo elétrico sofre a seguinte forca |20, 24]:

d
Fup, = (p-V)E+ ch:) x B, (4.27)

sendo p o momento de dipolo. Como estamos tratando um meio linear, a densidade de
dipolos elétricos pode ser escrita como P = y.coE. Para tratar o termo da equagado acima,

utilizamos a seguinte identidade vetorial:
1
v (2\E\2> =Ex(VXE)+ (E-V)E, (4.28)

juntamente com a lei de Faraday

OB
VxE=-"" (4.29)

e podemos escrever a equacao da densidade de forga no meio como |14, 28]

0

f = xeco [V <;|E|2> + 5 (B % B)} . (4.30)

Para a onda incidente da equacdo (3.29), o operador divergéncia é uma derivada em z, e
podemos realizar a substitui¢ao 0/0z <+ —n/c(0/0t). Dessa maneira, a equacao (4.30) pode

ser escrita em termos somente de derivadas temporais:

0 n -~ 0
f=xeeo |7 (5 BR) k+ o (ExB)| . 4.31
o |51 (~3IBF) b+ (< B) (431
Podemos fazer ainda a mudanca (n/c)|E| = |B|, e identificar o produto |E||B| como o

produto vetorial entre E e B, ja que sdo sempre perpendiculares.

a e a *
(B x B) + xec0, (B x B) = X;O&(E % B). (4.32)

_ Xego O

f =
2 Ot
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Sendo assim, integramos a densidade de forga no tempo, para encontrarmos a expressao para

o momento material:
Pt = X%O / dBrR[E* x B]. (4.33)

Fazemos novamente a substituicio y. = n?—1, e podemos calcular o momento total da onda
a partir de (4.26) e (4.33) como

go(n®* +1)

PD = Pe.m. + Pmat = 4

/ dBrR[E* x B]. (4.34)

Para calcular o momento da onda incidente, basta substituir os campos da equagao (4.2) na
equagao acima:

d37a _p2n2w2w8 _(ct—nz)QA
(§]

2¢2,2 e r2 k‘ (4 35)

Py = (n? + 1) A%2egnw?w; /

16¢3 22
Resolvemos as integrais gaussianas nas trés variaveis, de acordo com (4.9), e chegamos ao

seguinte resultado:

AQ 2 r R
P = (n + 1)‘5‘;;;")7T\/Zk. (4.36)

Este &€ o momento total (eletromagnético mais material) da onda incidente.

4.2.2 Momento transmitido ao Atomo

A forca de Lorentz também é responsavel pela transferéncia de momento linear

para o elétron do dtomo ressonante. O momento transmitido tem a forma

Pr— % / dtR[(—q)v* x BJ. (4.37)

Nesse calculo usamos o campo magnético na origem, n/ c]E[j, sendo o campo elétrico da
equacao (3.32), e a velocidade v de (3.36), porque o atomo esta na origem do sistema de

coordenadas, e devemos resolver uma integral gaussiana na variavel t.

AQ 2 222 . A2 2 T R
pr=21 "/dte =2 T (4.38)
2mey 2c2my |\ 2

Este é o momento transferido para o atomo pela onda incidente. Note que o resultado é

consistente com os experimentos de Campbell e colaboradores [9]. Se calcularmos a razao
entre a energia (4.13) e o momento (4.38) transferidos ao 4tomo, vemos que é proporcional

ao indice de refracao:
Pr| _n

n 4.39
0 e (4.39)
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4.2.3 Momento da onda resultante

O momento da onda resultante tem quatro termos, que surgem através do pro-
duto vetorial E; x B, = E; x B; + E}; x B4+ E; x B4+ E}; x B;. A onda gerada pelo dipolo
oscilante, por simetria, tem momento zero. Isso pode ser verificado no calculo da integral
[ n?eoR[E} x By]d®r em coordenadas esféricas, fazendo 7+ = sen(@)cos(¢)i 4 sen(@)sen(¢)j +
cos(gb)l%. O termo referente ao momento da onda incidente ja foi cilculado, entao resta cal-
cular os termos referentes a superposicdo entre as duas ondas. No nosso caso, esses termos

serdo iguais, e chamaremos de P a soma dos dois termos de superposicao:
P, = (n*+ 1)eo/d3r§R(E:; x By), (4.40)

sendo Ey da equagao (3.44) e B; dado por:

AnZww? _ on?wd o 2 o _(nz—et)?
B;X) — 72 5 Oe p 40222 e’L[ c (Z+2z)_Wt+2]e r2 1. (441)
c°z

Nesse calculo, faremos as mesmas aproximagoes que fizemos para chegar a (4.21), e em

seguida, resta computar as integrais gaussianas nas trés variaveis.

2.2 2 2

2 2,2, 2 2 2 2
n® + 1)egA“n w W, _pinfwtug  (ct—n2)? L
( )<o pod 0/d3re ‘ k

P, =

20222 e r2
167Tymc?

A%¢°T [7.
P, = (n2+ 1)L T},
(" + )47mn02 2

O momento da onda resultante serd a soma do termo referente ao momento da onda incidente

(4.42)

com o referente a superposicao das ondas:

P, =P, +P,. (4.43)

4.2.4 Momento transmitido & vizinhanca do Atomo

Todos os calculos até aqui foram feitos utilizando os campos na zona de radi-
acao, mas a vizinhanca imediata do &tomo interage com os campos na zona préxima, e a
transferéncia de momento para esses atomos deve ser calculada separadamente. Usaremos a
equacdo para a densidade de forca (4.30), e a superposicao dos pulsos 2E7 - E4, visto que o

momento da onda de dipolo é nulo:

f=xeeoV (B - Ey). (4.44)
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Usaremos a parte do campo de dipolo que corresponde & zona proxima, da equagao (3.44)

[24]:
1

Eyj=——
4mn2eg

Br(r - p — )]t [:3 - :f;] . (4.45)

O termo de radiagdo ja foi utilizado no célculo do momento da superposicao dos dois pulsos
(4.42). Aproximaremos o campo incidente por uma onda plana na regido proxima a origem
do sistema:

E; = Ac'(hz=wt), (4.46)
Fazendo a substitui¢ao dos campos (4.45) e (4.46) na equacao da forca, usando o momento de
dipolo p da equagao (3.41) e integrando para calcular a componente z do momento, ficamos

Ccoml:

c (T*Z)e rz e T2

A202(n2 — 1
Py, = —Q(n)/d?’rdta[(35en29cos29—1)e

inw _ (ct—nn)? _<ct—nz)2] 1 nw i
imn?2 0z

3 cr?

(4.47)
O calculo sera feito em coordenadas esféricas, fazendo z = rcosf e transformando a derivada

da seguinte maneira:

0 senf 0

5, =cosfom — —— 7. 4.48
0z o8 or r 00 ( )
As integrais em t e ¢ sdo facilmente computadas, ficando os termos relativos ar e 6:
A2¢*(n* —1)0 2 0 senf 0
Py = By — /drd@r send {cos&ar - 7“60}
j{ ner s 1wl o,
2 i 1—cost)—Z
§ — 2)etl e (1—cost) LT
{(3sen )e 2 } [r3 c7”2} (4.49)

Esse calculo deve ser feito com o uso de métodos numéricos. Usamos dois programas com-
putacionais para fazer os calculos, Mathematica e Matlab, e devido & maneira que fazem
os calculos, devemos escrever a integral como fun¢do de termos adimensionais, para que
nao haja constantes arbitrarias na expressao, faremos isso substituindo u = nwr/c e calcu-
lando a integral com relacdo a u e 6. O célculo relativo ao termo inw/cr? é zero, portanto

explicitaremos somente o outro termo, proporcional a 1/r3.

A2 2 15) senf 0
Py, = 8n7mc2 \/>/dud9u senf [cosﬂa — u@@}

9 2.,2(,2
{ (35en%0 — 2) i1u(1-coot)- g]} o A -yr \/?I;; (4.50)
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u3 8nymc?

definindo Z como a integral:

0 sen?f — 2) o)
7= / dudfu?send {COSG;U bej 889] {(?’bezg)el[uﬂ—wbm—z]}. (4.51)
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Podemos saber o valor da integral Z a priori, usando o fato de que o momento de um sistema

fechado se conserva, portanto podemos avaliar a igualdade
Py=Pr+P,+ P’U’L'Za (452)

e sabemos que o momento transferido a vizinhanca do 4tomo ressonante deve ser:
A2°T 7
P, = —(n?2—1)—~ " —k, 4.53
v (n )4’ymn62 2 ( )

de maneira que o valor da integral Z, na equacao (4.50) tem que ser 2.

Infelizmente nao foi possivel mostrar por meio dos calculos numéricos que a
integral tem esse valor. Tentamos efetuar os célculos usando o intervalo de integragdo em u
de 0,0001 a 300, que foi un intervalo em que o programa comecou a reproduzir resultados
invariaveis. Tentamos efetuar os calculos usando o intervalo de integragdo em u de 0,0001 a
300, que foi um intervalo em que o programa comegou a reproduzir resultados invaridveis.
O programa Mathematica nos deu o valor de Z = —0.533, que praticamente nao variava ao
mudarmos os limites de integracdo, e o programa Matlab deu um valor divergente usando
o intervalo em u de 0,0001 a 300, mas que varia com a mudanca do limite de integracao.
Analisando as mensagens de erro dadas pelos programas, figuras 4.2 e 4.3, pensamos que os
métodos numéricos nao sejam capazes de avaliar uma fun¢do altamente oscilatoria com uma
singularidade. Acreditamos que esta seja a razdo de nao termos encontrado uma relagdo de

conservagao do momento no tratamento do nosso problema.
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Warning: Maximum function count exceeded; singularity 1ikely.
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Figura 4.2: Mensagem de erro do programa Matlab indicando problema provavelmente

devido a singularidade.

Nintegrate:slwcon:

Numerical integration
integration is 0, highly

converging too slowly;

suspect one of the following: singularity, value of the

oscillatory integrand, or WorkingPrecision too small. =

Figura 4.3: Mensagem de erro do programa Mathematica indicando problema de

convergéncia no calculo, provavelmente devido a oscilagao ou singularidade



Capitulo 5

Consideracoes Finais

Nessa dissertacao estudamos os mecanismos classicos de absor¢ao de um pulso de onda
eletromagnética por um atomo ressonante inserido em um meio dielétrico, e as consequéncias
dessa absorcao: transferréncia de energia e momento para o atomo ressonante, bem como

transferéncia de energia e momento para o meio em questao.

Fizemos revisao do debate Abraham-Minkowski, com exposicao das formulacoes
de Minkowski, na qual o momento de uma onda eletromagnética é proporcional ao indice de

refracdo n, sendo sua expressao
Purin = / d®rD x B (2.4)

e de Abraham, em que o momento da onda eletromagnética é inversamente proporcional ao

indice de refracdo, com a seguinte expressao:

ExH
PAer/d?’T . ; (2.5)

2
Mostramos alguns dos varios experimentos feitos ao longo do século XX para identificar

qual das duas formulagoes seria a corretal2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9] e em seguida apresentamos

39
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argumentos de alguns autores que mostraram que as duas formulagoes sdo equivalentes, desde
que sejam considerados os tensores eletromagnéticos juntamente com os tensores materiais
de cada uma delas, e também maneiras de identificar os momentos de Abraham e Minkowski

como momento cinético e momento canonico [11, 12, 13, 22, 23].

Fizemos revisao bibliografica de assuntos necessarios para os cilculos feitos nesse
trabalho. Partindo das equacdes de Maxwell, fizemos a demonstracao da equacao da onda,
e chegamos a equacgdo de Helmholtz. Mostramos que é possivel fazer a descricao dos objetos
no vacuo e usar uma mudanca de varidveis apropriada, a fim de usar o resultado em um
meio material. Em seguida fizemos a demonstracio do feixe gaussiano monocromatico, um
tipo de feixe paraxial, produzido pelos lasers mais comuns, e mostramos que, apesar de
tratarmos de um pulso, podemos fazer aproximacao monocromatica dadas as dimensoes
desse pulso. Em seguida foi feita uma anéalise do modelo de Lorentz para o atomo classico,
considerando o nucleo fixo e a ntivemn eletronica como oscilador harmoénico. Com uso desse
modelo encontramos as expressdes para a posicdo e a velocidade do centro de massa da
nuvem eletronica. Também demonstramos a emissdo de dipolo a partir da carga oscilatéria
do modelo de Lorentz, e a forca de Abraham-Lorentz, uma for¢a de reacio que atua sobre

uma carga cuja aceleracdo varia.

No capitulo 4 fizemos a anélise da interacao do pulso incidente com o &dtomo
ressonante, comegamos com os calculos da energia total do pulso (eletromagnética mais ma-
terial). Calculamos a parte dessa energia que é absorvida pelo dtomo como trabalho da forga
de Lorentz. A interacdo faz com que o 4&tomo se comporte como um dipolo elétrico oscilante,
e emita uma onda de dipolo, que, superposta ao pulso incidente, d4 origem & onda resultante.
Simultdneamente, a variacdo na aceleracdo da carga gera a reacdo de radiagdo. Fizemos os
calculos das energias desses dois fendmenos. Vimos que a energia da onda gerada pelo dipolo
¢é exatamente a energia perdida pelo atomo na reacao de radiacdo, e mostramos que a energia
se conserva. Para o calculo do momento linear do pulso incidente no meio, consideramos
que o momento eletromagnético é dado pela formulacdo de Abraham, e calculamos a parte
material a partir da forca de Lorentz. O momento transmitido ao 4tomo ressonante também
foi calculado pela forca de Lorentz, e mostramos que esse momento é proporcional ao indice

de refracdo, em concordancia com o experimento de Campbell e colaboradores [9]. Fizemos
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o calculo do momento da onda resultante, e verificamos que o momento nao se conserva, pro-
vavelmente porque ainda h& uma perturbacao permanente deixada na vizinhanca do dtomo
ressonante. O céalculo desse disturbio é feito utilizando a onda de dipolo na zona préxima, e
deve ser feito por meio de métodos numéricos. Evocando arguentos de conservagdo de mo-
mento em sistemas fechados, podemos inferir o valor desse momento deixado na vizinhanca,
mas devemos fazer os calculos para comprovacao. Infelizmente, nao conseguimos comple-
tar os calculos desse momento, provavelmente por uma dificuldade nos métodos utilizados
pelos programas Mathematica e Matlab, que nos mostraram mensagens de erro causadas,

provavelmente, por singularidades na expressao, ou pela funcao ser altamente oscilatéria.
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