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RESUMO

Esta Tese considera a presenca de incertezas na modelagem do problema
de otimizacao nao linear multi-objetivo. Para solucionar esse problema de
otimizagao robusta, trés métodos de busca originais foram propostos uti-
lizando a filosofia do pior caso, isto é, a metodologia na qual se busca de-
terminar as varidveis de projeto eficientes para o pior caso das incertezas.
Os métodos propostos sao o [[JRMOA I e [IJRMOA II, que utilizam téc-
nicas intervalares, e o [[[RMOEA que utiliza algoritmos evolucionarios e
técnicas intervalares. As solugoes eficientes encontradas neste contexto, sao
denominadas de solugbes robustas eficientes. Esses algoritmos sao descri-
tos detalhadamente, bem como a anélise de suas caracteristicas, vantagens
e desvantagens. Além destas contribui¢oes originais, este trabalho também
propde: a) uma técnica de nichos, baseada em intervalos, util para manter
diversidade nas populagdes em algoritmos evolucionérios; b) uma métrica
para medir a uniformidade da distribui¢ao de pontos eficientes; ¢) um con-
junto de fungoes teste, adaptadas para otimizagao robusta; e d) a descri¢ao e
resolucao de um problema de otimizacao robusta multi-objetivo envolvendo
sintonia de controladores PID. Em adigao, este texto apresenta e discute as
fontes de incertezas, as interpretacoes probabilisticas e deterministicas da
interferéncia das incertezas no sistema de otimizagao.
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RESUME

Cette these traite du probléme d’optimisation non linéaire multiobjectif
avec des paramétres d’optimisation non parfaitement connus. Afin de ré-
soudre ce probléme d’optimisation robuste non linéaire multiobjectif, trois
méthodes de recherche sont proposées dans cette thése. Les deux premiéres
méthodes utilisent 'analyse d’intervalle et sont baptisées [[[RMOA I et
[[]RMOA II. La troisiéme méthode, nommée [[|[RMOEA, utilise quant a elle,
des algorithmes évolutionnaires couplés a I’analyse d’intervalle. Les solutions
efficaces trouvées dans ce contexte sont appelées solutions robustes efficaces.
Une description détaillée de ces algorithmes est fournie dans ce manuscrit en
proposant une analyse de leurs caractéristiques, leurs avantages et leurs in-
convénients. En complément des contributions innovantes précédentes, cette
thése propose par ailleurs : a) une technique de niche basée sur 'analyse
d’intervalle, utile pour maintenir la diversité dans les populations des algo-
rithmes évolutionnaires, b) une métrique permettant de mesurer 'uniformité
de la distribution des points efficaces, ¢)un ensemble de fonctions test appro-
priées a l'optimisation robuste, d) la description et la résolution d’un pro-
bléme d’optimisation robuste multiobjectif concret portant sur la syntheése
de controleurs PID. Enfin, ce document présente les sources d’incertitudes et
fournit les interprétations probabilistes et déterministes de I'interférence de
celle-ci dans le systéme d’optimisation multiobjectif.
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ABSTRACT

This thesis considers the presence of uncertainties in the modeling of
nonlinear multi-objective optimization problem. To solve these nonlinear
multi-objective robust optimization problems, three original search methods
has been proposed using worst-case scenario strategies: [[[RMOA I and
[[]RMOA II, that use interval deterministic techniques, and [[[RMOEA that
uses evolutionary algorithms and deterministic interval techniques. The
found efficient solutions in this context are called efficient robust solutions
or non-dominated robust solutions. These algorithms are at great length
described, as well as the analysis of their characteristics, advantages and dis-
advantages. Beyond these original contributions, this work also considers:
a) one technique of niches, based on intervals, useful to keep diversity in the
populations in evolutionary algorithms; b) a metric technique to measure
uniformity in the non-dominated points distribution; c) a set of test func-
tions, suitable for robust optimization; e d) the description and resolution of
a multi-objective robust optimization problem about PID controller tuning.
In addition, this text presents and argues the sources of uncertainties, as
well as their probabilistic and deterministic interpretations in optimization
problems.
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Conceitos

O Capitulo “Algoritmos Intervalares e Evolucionario-Intervalar para Oti-
mizacao Robusta Multi-Objetivo” apresenta muitos aspectos que foram con-
siderados como contribuigdes importantes, como por exemplo: a) o confronto
de interpretagdes do termo “robusto” por diversos autores (texto introdutorio
do capitulo); b) a formulagao robusta multi-objetivo restrita, com a definigdo
do conjunto solucao robusto e da fronteira de Pareto robusta (Segao ; c)
a classificacao das regioes no espaco dos objetivos em “acima” da fronteira
robusta e “abaixo” da fronteira robusta (Sec¢ao [3.3); e d) os métodos inter-
valares para otimizacao robusta, para classificagao de nichos e para medir
desempenho de algoritmos multi-objetivo (Segoes [3.4H3.7)).



Meétodos

[[]RMOA I(Interval Robust Multi-Objective Algorithm), Se¢ao

[[]RMOA II(Interval Robust Multi-Objective Algorithm II), Segao

[[]RMOEA (Interval Robust Multi-Objective Evolutionary Algorithm),
Secao [3.6

NBII| (Nichos por Bissecgao Intervalar), Subsegao [3.6.2)

MBII] (Métrica por Bisseccao Intervalar), Subsegao [3.7.1]

Aplicacao

No capitulo destinado a resolucao de um problema real via algoritmos
propostos, foi escolhido como tema a otimizagao de sintonia de controladores
PID. De fato, existem trabalhos cientificos que tratam deste problema. A
novidade estd na abordagem robusta multi-objetiva e restrita apresentada e
na resolucao do problema através dos algoritmos propostos nesta Tese. Foram
desenvolvidas duas formulagoes: a) uma geral , onde o pesquisador in-
teressado pode utiliza-la para definir seu problema especifico; b) um formu-
lacao detalhada para um estudo de caso especifico.

Outras contribuigoes

Essa Tese contribui para o Programa de Pos-Graduagao em Engenharia
da Universidade Federal de Minas Gerais através da introdugao de duas lin-
has de pesquisa ainda nao investigadas por outros trabalhos desenvolvidos
no programa. Sao elas: Otimizagao Robusta Multi-Objetivo e Analise Inter-
valar.
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NOTACAO

A notagao empregada foi baseada em padroes de representagdo normal-
mente encontrados nas literaturas matematica e de engenharia. Entretanto,
mesmo nestas areas, é comum encontrar trabalhos cientificos utilizando no-
tagoes distintas para denotar, por exemplo, um mesmo parametro, grandeza
ou operagao matematica. Nestes casos, foram escolhidos padroes de nomen-
clatura que pudessem também atender a simbologia adotada para os para-
metros especificos deste trabalho. Em alguns casos, o leitor pode discordar
quanto & escolha da notacao. Justifica-se que as defini¢oes e escolhas de
simbolos nao se deram por facilidade e conveniéncia, e sim pela tentativa de
descrever os algoritmos, formulacao e outras partes do texto de forma clara,
objetiva e nao ambigua. Infelizmente, devido & grande quantidade de simbo-
los, talvez o leitor considere que as metas acima nao tenham sido atingidas.
Os critérios de notacao e algumas nomenclaturas bésicas empregados neste
texto estao descritos logo abaixo. Uma lista mais completa dos simbolos
com sua descricao estd apresentada nas proximas paginas desse trabalho.
Registra-se que essa lista nao cobre os parametros e constantes que auxiliam
de forma local a explicacao de equacoes, métodos e processos considerados
6bvios e desnecessarios.

Como de costume, R é utilizado para representar o conjunto dos nmeros
reais; TR, os ntmeros intervalares reais; 7, os numeros inteiros; e IB, o
conjunto booleano intervalar . O uso de expoentes numéricos nesses simbolos
denota a ordem do espago matematico que eles representam, por exemplo
IR?. Outros conjuntos, que representam parte dos conjuntos anteriores, sao
apresentados com letras maitsculas em negrito, como em A. KEssa mesma
notagao é empregada para matrizes. O contexto descarta a possivel confusao
entre conjuntos e matrizes. O negrito em letras minusculas denota vetores
como ¢é o caso de X, e listas encadeadas de vetores como em Q[yj, que significa
uma estrutura de dados tipo fila cujos elementos sao vetores intervalares. O
acesso aos elementos de listas encadeadas é feito com o uso de chaves, como
em Qu{1}. Todas as estruturas de dados do tipo fila sao iniciadas por Q
(Queue) e as estruturas do tipo pilha, por S (Stack).

Os termos em inglés estao em parénteses e em fonte normal. Os termos
em latim, em italico. O itdlico também é reservado para apresentagao ini-
cial de termos técnicos dentro do texto corrente. Vocéabulos ou trechos em
destaque no texto ou que representam uma linguagem menos formal se en-
contram entre aspas. Os intervalos sao delimitados por colchetes, como na
fungao de inclusao [f]. Os limites inferiores de intervalos sdo denotados pelo
acréscimo de grifos acima e abaixo simbolo, como em f e f;. Asletrasi, j, k
e t denotam iteragoes de processos, identificam elementos de conjuntos e par-
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ticularizam termos de vetores, entre outros usos. Por exemplo, f; ; significa
o0 j-éstmo termo da fungao objetivo f quando avalia o i-ésimo individuo x* de
uma populagao. O expoente ’ é utilizado como uma notagao suplementar ou
de transformagao do termo assinalado. Por exemplo, X é o espaco de busca;
X’ é 0 espago de busca apds a exclusao da regidao nao viavel. O expoente
* indica a informacao de otimalidade da base que o acompanha, como X*
simboliza o conjunto de solugoes do problema de otimizacao.

Finalmente, fugindo um pouco dos padroes, algumas expressoes literais
foram acrescentadas ao vocabulério técnico para explicar melhor dado pro-
cesso. Por exemplo, examine o uso dos termos “estreita”’ e “envelope” no
seguinte texto:

Funcgoes intervalares em R resultam em dois nimeros; um para o
limite inferior e outro para o limite superior. Uma func¢ao inter-
valar “estreita” significa funcao intervalar onde os limites inferior e
superior estao proximos. Além disso, um “envelope” dessa mesma
funcao intervalar significa uma regiao no espaco das funcoes que
contém intervalo resposta da funcdao intervalar.
Assim, apés a descricao de termos novos como feito acima ou por meio de
definicao formal, considerou-se que uma frase que utilize os verbos “estreitar”
e “envelopar”, ou outras formas similares dos termos, podem ser empregadas
no texto corrente com significado técnico.

Provavelmente, existam excec¢oes que fujam as regras apresentadas. Nestes
casos, espera-se que o contexto e o rigor das defini¢oes sejam suficientes para
deixar claras quaisquer outras classes de nomenclatura nao cobertos aqui ou
na lista completa apresentada no final deste trabalho.



NOMENCLATURA

Romanos

c([x]) Centro de caixa intervalar

C(s) Funcao de transferéncia do controlador

des; Desempenho da populagao na geragao t

des; Desempenho fitil da populagdo na geragao t

€; Contador de solugoes Pareto - métrica TE

e(t) Sinal de erro do sistema ou diferenca entre a referéncia e a saida do sistema
E(s) Sinal de erro do sistema no dominio da freqiiéncia

f Vetor de funcoes objetivo - notagao genérica e simplificada

f}mnt Desempenho de um individuo 7 segundo a fronteira que ele participa

i

richo Desempenho de um individuo i segundo o nicho que ele participa

f(x)  Vetor de fungoes objetivo - problema de otimizagao tradicional

f(x*) Imagem da solugdo 6tima ou ponto da fronteira de Pareto - problema de otimizagao
tradicional

f(X) Imagem direta do espago de busca, espago dos objetivos

f(X*) Fronteira de Pareto, imagem do conjunto solu¢do X* - problema de otimizagao
tradicional e robusta

f(x,e) Vetor de fungdes objetivo com incerteza na medigao de parte dos argumentos de f
f(x,£) Vetor de fungoes objetivo com incerteza devido ao ambiente computada

f([x]) Fungdo extensdo intervalar da funcao f(x), vetor de fungoes intervalares, vetor
fungoes objetivo com argumento intervalar

f(x,p) Vetor de fungoes objetivo - problema de otimizagao robusta
f(X’,P) Imagem do espaco de busca viavel sujeito as incertezas do sistema
[f] Fungéo inclusdo para objetivos - notagio genérica e simplificada

[£]* Funcao de inclus@ao minima - notagao genérica e simplificada

[f]ly  Funcdo de inclusdo minima para a caixa/individuo [x] considerando [P]
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[f]x  Fungdo de inclusdo minima para o ponto/individuo x considerando [P]
[f]([x]) Fungdo de inclusdo da fungao f([x])

[f](popy, [P]) Funcao objetivo para calculo do desempenho da populagdo na geragio t
[F) Nicho corrente

[Flo  Nicho inicial que contém toda a populagao

g(x)  Vetor de fungoes de restrigdo - problema de otimizagao tradicional

g([x]) Vetor de fungoes de restrigdo - problema de otimizagao intervalar

g(x,p) Vetor de fungoes de restrigdo - problema de otimizagao robusta

[g] Funcao de inclusao de restri¢oes - notagao genérica e simplificada

[g]([x], [p]) Fungao de inclusdo de restrigoes - problema de otimizagao robusta

G(s) Funcao de transferéncia resultante

H(s) Fungao de transferéncia da planta

HV Hipervolume de um conjunto solugao - métrica do hipervolume

HVR Hipervolume normalizado de um conjunto solugao - métrica do hipervolume

Ky Ganho proporcional

K; Ganho integral

K, Ganho proporcional
K Vetor de paradmetros do PID
K~ Representagao computavel de Y~

K+ Representacao computéavel de YT

K** Solucao robusta de projeto, selecionada na tomada de decisao
m(t) Resposta do controlador

M, Sobre-sinal méximo

Npis Numero de bissecgoes

npits  Numero de bits utilizado para codificagao dos individuos
Ngen, ~ NUmero maximo de geragoes

Nnicho Numero de integrantes de dado nicho

Npop ~ Numero de individuos da populagao

Nop Numero de subpavimentos

pi_4  Polinémios de Kharitonov
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Pm

pPop;

Parametro de incerteza geral - representa ¢, £ e ¢
Espaco de incertezas

Espago de incertezas finito

Parametro de incerteza

Espaco de incerteza

Probabilidade de cruzamento

Probabilidade de mutacao

Populacao na geragao t

proja(Z) Projecao do conjunto Z sobre o conjunto A

QF

Qk-
Qk+
Qv
Qxp

Qina{.} Lista FIFO com indices dos individuos de Qgj{.}

F
Qi
Qfry

Q)
Qi
r(t)
This

max
Tbis

Lista FIFO com nichos ativos
Lista FIFO pontos que definem K~

Lista FIFO pontos que definem K*

Lista FIFO pontos ideais para fronteira Pareto robusta

Lista FIFO com amostras avaliadas da fun¢éo grade

Lista FIFO com indices dos individuos de Qgj{1}

Lista FIFO com indices dos individuos de sdo vértices de caixas que separam

solugoes

Lista FIFO com subpavimentos do espago de parametros

Lista FIFO com subpavimentos do espago de busca

Referéncia ou entrada do sistema

Rodada de bissecgao

Numero maximo de rodadas de bissec¢ao
Referéncia do sistema no dominio da freqiiéncia

Variavel de Laplace

Lista LIFO com subpavimentos do espaco de busca

Lista LIFO com subpavimentos do pardmetro de incerteza

Periodo de tempo em que o sistema é observado
Tempo de acomodagao

Teste de inclusao real
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[t]([x]) Teste de inclusdo intervalar

X/
X*

Tempo de pico

Tempo de subida

Ponto ideal para maximizagao

Ponto ideal para minimizagao

Volume de caixa intervalar

Largura de caixa intervalar

Parametro ou varidvel de busca, ou de projeto

Parametro de busca impreciso, por incerteza na medi¢ao, na construgao e em
arredondamentos

Solugao 6tima ou eficiente - problema de otimizagao tradicional e robusta
Solugao 6tima - exemplo

Limite superior do intervalo [x]

Limite inferior do intervalo [x]

Espaco de busca ou das variaveis de busca

Espaco de busca viavel

Conjunto solu¢ao ou de pontos eficientes - problema de otimizagao tradicional e
robusta

Conjunto solugao discreto
Conjunto solugao encontrado ao fim de um processo de otimizagao
Intervalo de busca

Individuo ¢ de uma dada populacao

[x]1,[x]2 Caixas resultantes da bissecgdo de [x]

Y*
y
A\

Fronteira de Pareto - problema de otimizacao tradicional e robusta

Imagem de f(x,p)

Imagem do espago de busca viavel problema otimizagao tradicional e robusta
Porgao acima da fronteira robusta

Porcao abaixo da fronteira robusta

Imagem computada do espago de busca viavel em forma intervalar

Fronteira de Pareto robusta discreta, imagem do conjunto solucao discreto
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Fronteira de Pareto robusta ou imagem do conjunto solugao quando produtos do

processo de otimizagao
Funcao de inclusao para resposta do sistema de controle z
Resposta do sistema de controle no dominio da freqiiéncia

Saida do sistema de controle

Gregos e similares

«@ Variéavel para simplificacao, definicao em

o Variéavel para simplificacao, definicao em

¢ Parametro de incerteza - representa a influéncia do ambiente

C Nome de métrica usada para comparar conjuntos nao dominados

A Meétrica do espalhamento

AK™T  Porcao de YT nao computavel diretamente

AK~ Porg¢ao de Y~ nao computéavel diretamente

OK™  Fronteira inferior de KT

0K~  Fronteira superior de K~

€ Parametro de incerteza - tolerancia, erro maximo aceitavel para X

€ Parametro de incerteza - imprecisao na medigao de f

€[x] Preciso para [x]

Ext Precisdo para a fungao grade

ETE Precisao para a métrica TE

S Métrica do espacamento

o,(F)) Desvio padrdo das caixas entre solugoes - Técnica MBII]

T< Representa o subconjunto com os menores os pontos do conjunto que aparece como
argumento

T Representa o subconjunto com os menores os pontos do conjunto que aparece como
argumento

Expoentes

ng Ordem, dimenséo - espaco dos objetivos

ng Ordem, dimenséao - espago das restrigoes

N Ordem, dimensao - espago qualquer

Ordem, dimensao - espago de incertezas
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Ng Ordem, dimensao - espago de busca
Operadores
| Fim de teoremas e provas

<&

A O O

IA

1Y

=c
<F

i

Complemento de conjuntos

Numero de elementos do conjunto apresentado entre os simbolos |
Operador binario que representa as operagoes +, —, x e /

Operador subtragao para tratar a dependéncia na computacao de intervalos
Operador divisdo para tratar a dependéncia na computagao de intervalos

Operador de dominéncia, indicando que o operando da esquerda é estritamente
inferior ao da direita; o simbolo pode ser usado entre nimeros reais, entre nimeros
reais e intervalos e entre intervalos

Operador de dominéancia, indicando que o operando da direita ¢é estritamente infe-
rior ao da esquerda; o simbolo pode ser usado entre niimeros reais, entre nimeros
reais e intervalos e entre intervalos

Operador de dominancia, indicando que o operando da esquerda tem valor numérico
inferior ao da direita; o simbolo pode ser usado entre niimeros reais, entre nimeros
reais e intervalos e entre intervalos

Operador de dominancia, indicando que o operando da direita tem valor numérico
inferior ao da esquerda; o simbolo pode ser usado entre nimeros reais, entre
nimeros reais e intervalos e entre intervalos

Operador de dominéncia, indicando que o operando da esquerda nao tem valor
numérico inferior ao da direita; o simbolo pode ser usado entre nimeros reais,
entre nimeros reais e intervalos e entre intervalos

Indica que operando da esquerda é completamente melhor que o da direita
Indica que operando da esquerda é fortemente melhor que o da direita

Indica que operando da esquerda é fracamente melhor que o da direita

Algoritmos de otimizacao

[IIRMOA I Interval Robust Multi-Objective Algorithm I

[IIRMOA II Interval Robust Multi-Objective Algorithm II

[[IRMOEA Interval Robust Multi-Objective Evolutionary Algorithm

CO-MOEA Coevolutionary Multi-Objective Evolutionary Algorithm

DRMOGA Divided Range Multi-Objective Genectic Algorithm

ENORA Evolutionary Algorithm of Non Dominated Sorting with Radial Slots

MuGA Multi-objective MicroGA
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MOGA Multi-Objective Genetic Algorithm

NPGA Niched Pareto Genetic Algorithm

NSGA Non-Sorting Genetic Algorithm

NSGA-II Non-Sorting Genetic Algorithm II

PAES Pareto Archived Evolution Strategy

PSO  Particle Swarm Optmization

SGA  Simple Genetic Algorithm

SPEA Strength Pareto Evolutionary Algorithm
VEGA Vector Evaluated Genetic Algorithm
RMOGA Robust Multi-Objective Genetic Algorithm
WBGA Weight-Based Genetic Algorithm
Acroéonimos

CSC  Computable Sufficient Conditions

EAs  Evolutionary Algorithms

EEA  Election Evolutionary Algorithm

FIFO First In First Out - lista encadeada tipo fila
FON  Funcao Fonseca e Fleming

FPS  Feasible Point Searcher

GA Algoritmos Genéticos

ICP  Interval Constraint Propagation

ISE Integral Square-Error

LIFO Last In First Out - lista encadeada tipo pilha
MBJ[I] Métrica por Bissec¢ao Intervalar

MBII] front Valor conhecido da métrica MBJ[I] na fronteira
MB[I]hq Valor méximo computado da métrica MBJI]
MB[I],orm Valor normalizado da métrica MBJI]

MIF  Minimal Inclusion Function

MOEA Multi-objective Evolutionary Algorithms
NB[I] Nichos por Bisseccao Intervalar

RH Critério de estabilidade de Routh-Hurwitz
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RESUME EN FRANCAIS DE LA THESE



Préface au Résumé Francais

Ce résumé suit la structure du rapport de la these. Les sections de chaque
chapitre sont décrites dans ce résumé en utilisant les expressions mathéma-
tiques et les tableaux les plus importants de ce rapport, lorsque les figures
restent en portugais. Le titre intitulé “Contribuigdes” (page , dans les
pages préliminaires du rapport, contient la liste des contributions du tra-
vail de recherche comme les articles publiés, les formulations proposées et les
algorithmes développés, par exemple. De plus, au début des chapitres, en
“Notagoes” (page [i), sont décrits les différentes notations mathématiques
utilisées pour identifier les variables, les ensembles mathématiques, les opéra-
tions, les structures de données, ainsi que les autres types de paramétres qui
ont méritent des spécifications standards pour mieux les distinguer dans le
texte.

Le premier chapitre présente comment les sources des incertitudes asso-
cient, de maniére générale, a un systéme d’optimisation. Il est également
présenté comment établir une formulation multi-objectif robuste a partir
d’une formulation classique, ce qui constitue l'objectif principal répondu dans
cette thése. Ce premier chapitre conclue par traiter de I'importance de ce
sujet de thése, les objectifs et les méthodologies de recherche.

Le chapitre deux fournit un état de I'art en recherche qui a été la base
pour la modélisation des algorithmes développés. Il présente des langages
issus des communautés d’Optimisation Multi-Objectif, d’Algorithmes Evo-
lutionnaires et d’Analyse par Intervalles qui simplifient la compréhension et
la construction des algorithmes proposés pour I'optimisation robuste.

Le troisieme chapitre présente d’abord les concepts de base qui permettent
comprendre les algorithmes développés dans ce rapport. Les algorithmes
sont décrits en détail par la suite. De plus, une technique de niche par
intervalles est proposée et des métriques pour évaluer les résultats trouvés
par les méthodes.

Cinq fonctions tests ont été adaptées de 'optimisation multi-objectif clas-
sique pour l'optimisation robuste. Les résultats de tests sont présentés et
analysés dans le chapitre quatre et permettent de valider les performances
des algorithmes d’optimisation multi-objectif.

Le chapitre cing présente une application expérimentale permettant d’expliquer
comment les méthodes proposées peuvent étre appliquer a un probléme com-
plet. Ainsi, pas a pas, une étude de cas d’un probléme réel a été réalisée dés
la conception a la résolution. A travers ce cas, ont été montrés des avantages
des algorithmes et mis en évidence quelques difficultés techniques rencontrées
durant la réalisation du processus d’optimisation.

Enfin, les conclusions et les perspectives de ce rapport constitue le dernier
chapitre de ce rapport.



Chapitre [1] - Introduction

Cette section présente un probléme d’optimisation multi-objectif a travers
d’un exemple pour démarrer les discussions diverses sur la présence des in-
certitudes en systémes d’optimisation multi-objectif. L’exemple en question
se formule tel que :

(

min  fi1(x) = (xy — ¢1)* + (22 — )%
x€R?2

fQ(X) — C3X1 — C4 3. "
S.C.

g(X) =T + X9 S 0.

\
ol x; et xy sont les variables réelles, ¢; a ¢4 sont coefficients positives, g(x)
est la fonction de contrainte a satisfaire et fi(z1,z2) et fo(z1,x2) sont les
objectifs & optimiser. Une méthode pour résoudre un probléme comme
consiste a chercher un ensemble de solutions, appelées solutions Pareto, qui
sont non dominées entre elles et possédent une distribution uniforme dans le
Front de Pareto. Les caractéristiques de non dominance et de distribution
sont mesurées dans l’espace des objectifs.

En analysant , il est clair que ce systéme d’optimisation n’est pas
considéré en présence d’incertitudes sur les parameétres, qui sont présents
dans beaucoup problémes d’optimisation. Ensuite, d’autres scénarios ont été
imaginés dans lesquels les incertitudes existent autant pour mesurer et pour
construire x; et x5 que des imprecisions pour quantifier les coefficients ¢;,
1 =1...4. Ainsi, ce nouveau scénario défini par est devenu inconsistant,
et les solutions du probléme selon la formulation qui ont été trouvées ne
sont peut étre plus valides. Ainsi, I'expression ((1.1]) a besoin d’étre redéfinie
par une formulation appelée robuste, pour caractériser le scénario avec des
incertitudes et offrant des conditions aux méthodes pour trouver les solutions
optimales.

- L’importance du sujet de theése

Les problémes réels d’optimisation nécessitent souvent de la prise en
compte de plusieurs critéres. Formellement, un systéme d’optimisation multi-
objectif traditionnel sans contraintes est souvent défini comme :

min  f(x) (2.2)

xeRnz



ot x € R" est le vecteur des variables du probléme, et f(x) : R — R"™
est le vecteur des objectifs a optimiser.

Ensuite, on considére que ce systéme a été affecté par différents types
incertitudes. Par exemple, des incertitudes peuvent exister de part les impré-
cisions sur les parameétres du modele et de par les caractéristiques physiques
environnementales du milieu (pression, température, viscosité, etc). Par con-
séquent, il y a en général plusieurs possibilités pour modéliser un systéeme
d’optimisation qui prennent en compte des incertitudes. Cette these utilise
un vecteur de paramétre p pour représenter tous les sortes d’incertitudes
dans 'expression du vecteur de fonctions objectif, noté par f(x, p). Ainsi, en
considérant € et ¢ les incertitudes d’imprécision de mesurer et de quantifier
x et f, et ¢ le facteur d’ambiant, la formulation robuste de f(x) est définie
par :

f(x,p) =f(x,¢¢,§), peR™. (L6)
ou p = (x,¢,8,§).

De plus, d’aprés le paragraphe précédent, on peut écrire f(x) # f(x, p).
En conséquence, les résultats d’optimisation de f(x) et f(x,p) peuvent étre
aussi différents. En principe, il n’est pas possible de déduire I'influence de p
sur f(x, p), sauf dans les cas triviaux. Donc, si les incertitudes sont présentes
dans le probléme d’optimisation, alors les solutions trouvées utilisant f(x)
peuvent perdre l'attribut optimal.

Il y a plusieurs études dans la littérature sur les méthodes pour résoudre
les problémes multi-objectif traditionnelles comme . Mais, il y n’existe
que peu de travaux qui traite d’optimisation avec incertitudes. Par con-
séquent, nous avons jugé nécessaire de considérer les problémes multi-critéres
avec incertitudes et de développer des méthodes pour chercher cette sorte de
solutions, dit solutions robustes.

- L’objectifs

En considérant le vecteur des paramétres de projet x € X C R™ et le
parameétre d’ incertitude p € P C R™. Le but principal de cette these
consiste a étudier et a résoudre des problémes d’optimisation multi-objectif
robustes définis comme :

min  max f(x,p) ([T7)

xeX peP
sc. : gx,p)<0, peP,



ou f(x,p) : R™ xR™ +— R™ est le vecteur des fonctions objectif, et g(x, p) :
R™ x R™ +— R™ est le vecteur des fonctions de contraintes.

A partir de ces études, trois algorithmes multi-critéres ont été proposés
pour résoudre le probléme . Ces algorithmes ont été développés en
utilisant des techniques basées sur les méthodes intervalles et évolutionnaires.

Les objectifs secondaires sont le suivants :

e réaliser une étude de 'état de 'art sur la théorie de I’Optimisation
Multi-Objectif et I’Analyse par Intervalles mettant en évidence les prin-
cipales caractéristiques des algorithmes ;

e présenter d’autres philosophies sur 'optimisation robuste et situer la
formulation adoptée dans ce document ;

e développer des techniques par intervalles pour les procédés internes aux
les algorithmes proposés ;

e proposer cing fonctions test pour 'optimisation robuste multi-objectif ;
e valider les algorithmes grace a ces fonctions test ;

e développer un probléme multi-objectif réel et appliquer les algorithmes
développés pour le résoudre.

[1.3]- Limitations

Il y a plusieurs fagons de traiter et d’interpréter I'optimisation robuste,
et aussi de développer les algorithmes de résolution. Donc, il a eu besoin
d’établir quelques limitations ce travail. La thématique générale de cette
these a été limitée a :

e cmployer 'optimisation seulement au format de minimisation - la ma-
ximisation peut étre obtenu en replagant f(x) par f(x,p) ;

e utiliser seulement intervalles réels - les intervalles complexes n’ont pas
été traités ;

e définir un intervalle comme un nombre incertain qui existe dans les
limites inférieures et supérieures d’un intervalle ;



e présenter seulement les concepts fondamentaux d’Optimisation Multi-
Objectif, Algorithmes Evolutionnaires Multi-Objectif et Analyse par
Intervalles concernant les notions importantes pour le développement
des algorithmes proposés - des études plus profondes sur les sujets n’ont
pas été réalisées ;

e développer des problémes test en utilisant opérations et fonctions élé-
mentaires comment +, —, X, =+, exp, sin, cos, etc - la bibliothéque
mathématique des intervalles codifiés pendant la thése ne contient pas
opérateurs et fonctions plus complexes ;

e développer algorithmes que n’utilise pas I'information de dérivées dans
le processus de recherche - les algorithmes que utilisent ce genre d’information
sont abondants dans la littérature ;

e utiliser la structure des algorithmes génétiques pour élaborer la struc-
ture d’algorithme évolutionnaire hybride proposé - d’autres sortes d’
algorithmes évolutionnaires ne seront pas utilisées ;

e utiliser les méthodes traditionnelles pour la sélection, mutation et croise-
ment - la diversité de ces méthodes est grand et donc impossible d’
analyser ;

e utiliser la codification binaire pour représenter les paramétres de 1’ al-
gorithme évolutionnaire proposé.

- Méthodologie

Dans cette section, il a été expliqué, comment cette étude a été dévelop-
pée. Les pas ont été :

e |'étude d’état de I'art sur les sujets de la recherche ;

e développement d’une librairie des codes sources pour effectuer les opéra-
tions avec intervalles ;

e construction des standards, définitions et du modéle du Probléme d’
Optimisation Robuste ;

e développement des algorithmes ;

e ¢laboration des fonctions test ;



e application des algorithmes développés dans un probléme réel.

[I.5] - Planification

Le Chapitre 2 présente les fondements théoriques sur I’Optimisation Multi-
Objectif, I’Algorithmes Evolutionnaires et 1’Analyse par Intervalles, indis-
pensables au développement des algorithmes présentés au Chapitre 3. Au-
dela de les méthodes pour l'optimisation robuste, le Chapitre 3 introduit
d’autres techniques par intervalles comme une technique de niche et une
métrique pour mesurer la distribution de points dans de la Frontiére de
Pareto. Dans le Chapitre 4, des problémes tests sont proposés afin de valider
les algorithmes. Plusieurs tests sont faits. La formulation et la résolution
d’un probléme multi-objectif pour la synthese des controleurs PID ont été
faites au Chapitre 5. Finalement, sur le Chapitre 6, les conclusions sont
présentées.



Chapitre [2|- Révision Bibliographique

- Optimisation Multi-Objectif

Dans cette section plusieurs questions d’optimisation multi-objectif tra-
ditionnelle ont été présentées comment de la notion dominance, les notations
diverses pour les espaces de recherche et de solutions réalisables d'un pro-
bléme, et des classifications pour les algorithmes multi-objectif. Le contenu
principal de cette section est présenté dans la suite.

Les problémes mono-objectif sont caractérisés par 'existence d’un opti-
mum global. En revanche, 'optimisation multi-objectif cherche un ensem-
ble de solutions optimales qui refletent plusieurs compromis entre tous les
critéres. Ainsi, I'idée de trouver un optimum unique a été remplacée par la
recherche d’un ensemble de éléments qualifiés de solutions qui appartenant
a frontiére de Pareto, ou simplement, de solutions Pareto optimales. Pour
mieux comprendre les concepts d’optimisation multi-objectif et de solution
Pareto, on considére d’abord la notation X C R"* pour représenter I'espace
des variables, x; et x5 pour noter deux vecteurs de variables, et un vecteur
de fonctions objectif f(x) : R"™ — R™ pour évaluer les deux vecteurs. Si le
décideur préfére x; & Xo, il dit que “x; domine x5”. Formellement, I’'opérateur
de dominance < est défini dans l’espace des objectifs comme :

f(x1) X f(x2), sif(xy) <f(xz2), f(x1)# f(x2). (2.3)

Par analogie, il a été défini aussi 'opérateur =, et les cas stricts < et >.
Maintenant, une fois que 'operateur de dominance a été défini, le prochaine
pas est décrire le probléme multi-objectif avec contrainte, donc :

min  f(x) ()

xeX
s.c. © g(x)<0.

L’ensemble solution de ce probléme peux étre défini comme :

X' = (x' € X' | x € X £(x) < £(x')), £y

ou X' = {x € X | g(x) < 0} est I'espace réalisable et X* est ’ensemble de
solutions acceptables du probléme.

Le choix d’une solution particuliére parmi I'ensemble X* dépend du dé-
cideur et de la méthode employée. A critére du décideur, il peut utiliser trois
sortes de méthodes. Le premier réalise le choix de la solution a priori, c’est
a dire, ce genre d’algorithme s’agite de métre des pondérations sur chaque



objectif en transformant un probléme multi-objectif en un probléme mono-
objectif. Il y a des inconvénient en problémes ot la frontiére de Pareto est
convexe. Les algorithmes qui pertinent au deuxiéme type méthode, font les
choix a posteriori, c’est-a-dire, la décision est faite directement sur le X*.
Finalement, il y a des algorithmes le choix est fait de fagon progressif. Dans
ce cas, les préférences sont faites pendant le procédé d’optimisation.

Références : Marler et Arora [80f, Andersson [{|l, Sawaragi et al. [107],
Miettinen [84)], Yu [127], Osyczka [92], Koski et Silvennoinen [74], Zionts
[1530], Yu [1206], Zeleny [128], Waltz [12]|], Takahashi et al. [119], Benayoun
et al. [9], Steuer [116], Messac et al. [83], Messac et al. [82], Das et Dennis
[28], Nash Arbitrdrio, Davis [30], Rao et Freiheit [97], Messac [81)].

- Algorithmes Evolutionnaires

Dans cette section, ils ont été discutés la diversité des Algorithmes Evo-
lutionnaires, cella structure algorithmique, les techniques pour maintenir la
diversité dans la frontiére de Pareto, et des métriques pour mesurer ces per-
formances.

Les Algorithmes Evolutionnaires sont inspirés par des analogies avec les
phénomeénes biologiques, par exemple, du processus de sélection naturelle (Al-
gorithme Génétique), du comportement des fourmis (Algorithmes de Colonies
de Fourmis) et du déplacement d’'un groupe d’oiseaux (Optimisation par
Essaims Particulares). Dans cette thése, la métaheuristique d’optimisation
choisie pour le développent d’algorithme évolutionnaire hybride a été I’ Algorithme
Génétique. Ainsi, le vocabulaire utilisé pour expliquer cet algorithme a été
calqué sur la théorie de I’évolution et de la génétique. Par exemple, le terme
chromosome est associé a représentation discréte d'une variable ; les individus
d’une population représente les solutions potentielles. Aussi, la sélection, la
reproduction, le croisement et la mutation, parmi d’autres analogies, sont
employés comme techniques pour traiter les solutions des algorithmes hy-
brides a la recherche de ’ensemble optimal. La Table décrit un exemple
d’algorithme génétique multi-objectif.

Les informations principales des derniéres sous-sections sont présentées
ensuite. La Sous-section décrit plusieurs méthodes évolutionnaires
multi-objectif. La Sous-section [2.2.4] présente les paramétres communément
trouvés dans les algorithmes génétiques multi-objectif. La Sous-section [2.2.5
a met en question I'importance de la stratégie élitiste dans le contexte multi-
objectif.
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La Sous-section [2.2.6] discute cing métriques pour mesurer les perfor-
mances et la qualité d’ensemble solution des algorithmes multi-objectif en
général. Des métriques présentées sont comparées avec la métrique dévelop-
pée dans cette these a la Section (3.7, Plus particuliérement, une métrique
trouvée dans la littérature est utilisée dans la phase de validation. Elle
s’appelle TE (Taxe d’Erreur) et est basée sur la connaissance préalable d'un
ensemble de comparaison, par exemple Y*. La métrique TE est définie par :

SIAl e, P12
TE = &i=12
| A

ou | A | est le nombre de solutions de ’ensemble A, trouvé par la méthode
que 'on désire évaluer, et e; est tel que :

{ e, =1, sie€e A\Y™; [@.13)

e; = 0, autrement.

La conclusion qui un élément de A appartient a Y* est déterminé par une
distance Euclidienne, que représente la précision erg de la métrique TE.

La Sous-section disserte sur la formation de niche, qui sont tech-
niques que permettent aux algorithmes génétiques de rechercher plusieurs
portions d’espace en simultanéité et donc d’éviter que I’algorithme converge
a un optimum local.

Références : Dorigo et Stiitzle [37], Kennedy et Eberhart [69], Laumanns et
al. [76], Deb [32], Knowles [72], Holland [57], Goldberg [45], Soares [109],
Gao et al. [[4)], Schaffer [103], Fosenca et Fleming [{2], Murata et Ishibuchi
[89], Horn et al. [58], Goldberg et Richardson [{6]], Srinivas et Deb [115], Deb
et al. [34], Coello et Sierra [21], Knowles et Corne [73], Coello et Pulido
[20], Knowles [72], Soares et al. [114], Kenneth et Eberhart [69], zitzler
[131], Zitzler et al. [132], Veldhuilzen [121], Soares [113], Grefenstette [47],
Rump [101], Rudolph [99], Czyzak [Z4], Hansen et Jaszkiewicz [51)], Schott
[103)], et Zitzler et Thiele [15335].

- Analyse par Intervalles

Tout d’abord, cette section présente des avantages de faire le traitement
de donnés utilisant les intervalles. Les avantages sont la garantie de propa-
gation correcte d’'un nombre incertain contenu dans un intervalle. Aussi, des
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inconvénients, comme la lenteur des méthodes par intervalles, ont été listés et
discutés. Ensuite, un bref historique d’Analyse par Intervalles est présenté.

Les fondements d’Analyse par Intervalles sont basés sur la théorie des
ensembles. Donc, la Sous-section a défini les opérations fondamentales
pour traiter les ensembles, et comme conséquence, les intervalles. Les opéra-
tions sont présentées par les expressions , et des définitions et des
propriétés des ensembles sont montrés dans les expressions . Les
Sous-sections et présentent les définitions pour les intervalles réels
et pour I'arithmétique pour opérer les intervalles. Pour des raisons pratiques
et par simplicité, des définitions ont été réalisées en R. Par analogie, des
expressions peuvent étre étendus pour IR"*, ot n, représente la dimension
du vecteur x. Un intervalle réelle [x] est défini comme :

D31
[z,7] ={zeR|z<2<T}, zecRetTeR, 30

et les operations binaires 4+, —, * et / comme :

2-32)

[Zlolyl ={zoy|zelz], yely}
Les quatre opérations sont explicitées dans les expressions (2.33] ; quelques
exemples sont présentés ensuite. Dans la Sous-section [2.3.5] les fonctions qui
évaluent intervalles sont définis. Formellement, la fonction intervalle f([z])
est définie comme :

flz]) = {f (@) |z € [«]}].
Si une variable apparait plus d’une fois dans une fonction intervalle, alors le
résultat de cette fonction est’ un intervalle plus conservateur, car les incer-
titudes des intervalles sont propagées. Ce probléme est appelé dépendance.
La Sous-section [2.3.0] explique la dépendance en détailles.
Le vecteur intervalle ou une boite est décrit dans la Sous-section
Formellement, une boite [x] € IR™ est définie comme :

-39)

_ (2.42)

[x,X]| = [x1] X ... X [2,)],
Normalement, la précision des résultats des méthodes intervalles sont mesurées
par longueur des intervalles obtenus. La longueur w([x]) : IR"™ — R est
définie comme :

w(x]) = max w([z]). 2-43)

i={1,...,nz}

Aussi, a la fin d’'un procédé d’optimisation, le décideur a besoin de prendre
une solution réelle dans un ensemble de boites. Une estimation trés utilisée
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est le centre de la boite. Ainsi, le centre c([x]) : IR"™ — R"™ a été défini
par :

2.45

b)) = (@ +2)/2 i = (L), e

Le volume de boites est une importante mesure dans la technique de niche a

étre proposée dans le prochaine chapitre. Le volume v([x]) : IR™ — R est
défini par :

o= ] w(=. (2.49)
i={1,...,ng}

Plusieurs méthodes intervalles pour I'optimisation commencent le proces-
sus de recherche par une boite qui contient tout ’espace de projet, et itéra-
tion par itération, ces méthodes ont besoin d’examiner portions plus petites
d’espace pour améliorer la précision. Bissecter d’intervalle se fait nécessaire.
La bissection d’une boite [x]| en deux autres [x], et [x], est défini par :

X, = [m]x...x[z %;Ej]x...x[a:n], R
x], = [951]><...><[gj;xj,fj]x...x[gyn], (2.47)

ot j = min{i [ w(lz]) = w([x])}.

La Sous-section décrit les fonctions d’inclusion, qui sont utilisé par
les méthodes intervalles en général. Formellement, considére la fonction
f: R"™ — R™. La fonction [f] : [R"* — IR" est une fonction d’inclusion
pour f si
" (12.49)

V[x] € IR™, f([x]) € [f]([x])
La Fig[2.4) présente deux exemples de fonctions d’inclusion. Pour une méme
f, il y a plusieurs [f]([x]). Parmi ces fonctions [f]([x]), il est intéressant
d’obtenir des fonctions d’inclusion fine, convergentes, monotones et mini-
males. La fonction [f]([x]) est fine si :

Vx € [x]

f(x) = [f](x).

La fonction [f](]x]) est convergente si :

lim w([x]x) = 0= lim w([f]([x]x)) = 0.

k—oo k—o00

La fonction [f]([x]) est monotone si :
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) € s = [£1(05d0) € ()0 2
Finalement, la fonction [f]([x]) est définie minimale quand elle est la plus
petite boite que contient f(x), Vx € [x]. Les Fig. 2.5 et Fig. montrent
ces caractéristiques.

Dans les méthodes intervalles, une fonction d’inclusion que trop utilisée
est la fonction d’inclusion naturelle qui est obtenue en remplagant la vari-
able x par l'intervalle [x], et en remplagant chaque opérateur d’arithmétique
conventionnel ou fonction par son homologue pour les intervalles.

La Sous-section [2.3.9lont décrit la Logique booléenne pour les intervalles.
Dans cette logique, il y a quatre possibilités pour ’ensemble booléen inter-
valle IB, sont-elles :

IB = {0,0,1,[0,1]}. 253
ou () est la absence de connexion entre les ensembles en question, et [0, 1]
signifie le résultat booléen peut étre vrai ou faux.

La Sous-section [2.3.10] présente les tests booléens. Ces tests sont im-
portants pour guider les algorithmes dans ses procédés de recherche. Par
exemple, les tests booléens peuvent étre utilisés pour vérifier si une variable
particuliére est réalisable ou non via évaluation de fonctions de contraintes,
écrites sur la forme de tests d’inclusion. Un exemple de test est présenté dans
I’Exemple |8 (page [L01]).

Un sous-pavage de R™ est un ensemble de pavés R™ ne se recouvrant
pas. La Fig. montre des sous-pavages que ne se recouvrant pas pour
représenter une région selon les contraintes définies en I'Exemple [14] (124).
La Sous-section présente comment les sous-pavages sont organisés en
structures de données du type piles et files.

La Sous-section 2.3.12] a cité SIVIA comme une méthode d’inversion en-
sembliste que s’intéresse a la caractérisation d’espace X € R™ donné son
image Y € R™. SIVIA utilise plusieurs concepts d’Analyse par Intervalles
décrits dans les sous-sections précédents comme bissecter, test d’inclusion et
sous-pavages. De nouveau, donnés les fonctions de contraintes dans I’'Exemple
, SIVIA a trouvé I’ensemble des solutions réalisables, que sont mon-
trées en gris dans la figure.

La Sous-section présente les inéquations intervalles. La notion
d’inéquations intervalles est important pour la compréhension du traitement
de las fonctions de contraintes.

Références : Hayes [53], Daumas [29], Moore [85], Jaulin et al. [63], Kearfott
et Kreinovich [68], Hansen et Walster [50], Carreras et Walker [15], Morales
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et Son [88] em robdtica, Soares et al. [111], Siouris et al. [106], Healt [5]],
Alefeld et Mayer [2], Sunaga [117], Hansen [{8], Neumaier [90)], Kearfott
[67]], Hanson [52], Kahan [66], Walster et al. [123], Jaulin et al. [63], Hickey
et al. [56], Vaccaro [120], Moore [87], Walster [50], Benhamou et Older [10],
et Chabert et Jaulin [17].

- Optimisation Multi-Objectif Intervalle

Cette section montre 1’évolution des méthodes qui utilisent I’Analyse par
Intervalles dans le contexte d’optimisation, et spécifiquement dans le domaine
d’optimisation multi-objectif. Plusieurs travaux de recherche en cette direc-
tion sont cités. Aprés la partie historique, cette section a discuté des points de
vue optimuste et pessimiste pour la comparaison entre intervalles. La Fig. 2.8
a présenté la comparaison de dominance des intervalles ; le graphique centrale
a présenté le résultat en utilisant un point de vue optimiste et le graphique
a droit un point de vue pessimiste. Dans les algorithmes proposés, le pes-
simisme a été préféré comme stratégie a étre utilisé durant les comparaisons
de dominance, car il maintient des boites qui peuvent contenir des solutions
pour le probléme en question.

Références : Moore [83]], Skelboe [107], Moore [86], Alefeld [1)], Hansen [{9],
Skelboe [108], Ichida et Fugii [60], Hansen et Walster [50], Ichida et Fujii [61),
Mahato et Bhunia [78], Casado et al. CasadoGarciaMartinezSergeyev2003,
Csallener et al.[23], Sengupta et Pal [105], Ruetsch [100], Barichard et Hao
[6], Benhamou et Older [10)], et Jaulin [62].
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Chapitre [3|- Algorithmes Intervalles
Déterministes et Evolutionnaire pour
I’Optimisation Robuste Multi-Objectif

Au début du chapitre, pour introduire les algorithmes intervalles, quelques
définitions de robustesse d’autres domaines de recherche ont été présentées.
Par exemple, la notion de robustesse en Ingénierie du Logiciel a été associé
a tolérance aux erreurs, lorsqu’en biologie, la robustesse c¢’est une caractéris-
tique d’un individu de maintenir ses fonctionnalités méme quand ’ambiant
change. Dans le contexte d’optimisation, la robustesse d'une solution peut
étre interprétée comme la capacité de maintenir sa réponse au systéme, méme
s'il y a des perturbations. Cependant, on peut aussi définir la robustesse
d’une solution en regardant seulement sa performance du scénario du pire
cas. Dans la littérature, 'optimisation robuste a été décrite de deux fagons :
stochastique et déterministe. Les méthodes basées sur probabilités utili-
sant techniques d’échantillonnage pour mesurer la robustesse d'une solution.
Dongc, la qualité du résultat dépend da qualité d’échantillonnage. D’autre
part, les méthodes déterministes calculent la robustesse d’une solution con-
sidérant toutes les interférences des incertitudes. Dans plusieurs études, les
intervalles ont été utilisés pour réaliser la tache de traitement des incerti-
tudes. C’est donc l'optimisation robuste envisagée par ce travail : traiter
le probléme robuste multi-objectif au moyen des intervalles pour calculer le
scénario du pire cas.

Références : Kitano [71], De Vale et Koopman [35], Du et Chen [38], Parkin-
son et al. [95], Kouvelis et Yu [T5], Roy [98], Dias et Climaco [36], Beyer et
Sendhoff [12], Jin et Branke [65], Deb et Gupta [33], et Soares et al. [110)].

- Bref Historique de 1" Optimisation Robuste

Cette section a exposé briévement quelques travaux généralement cités
comme importants pour la démarche de 'optimisation robuste. Les pre-
miéres études qu’ont pris en compte des incertitudes apparaissaient dans les
années H0 en travaux de statistique pour améliorer la production agricole, par
"utilisation de la programmation linéaire sous incertitudes avec contraintes,
et pour améliorer la qualité en ingénierie dans le cadre du développement de
produits dés la phase de conception. Dés ce début, I'optimisation robuste a
évolué en plusieurs directions, par exemple, pour traiter les problémes con-
vexes, les systémes discrets et les systémes dynamiques.
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Références : Fisher [{1], Dantzig [26], Charnes et Cooper [18], Taguchi [118],
Ben-Tal et Nemirovski [7], Ben-Tal et Nemirovski [§], El Ghaoui et al. [{0)],
El Ghaoui et Calafiori [39], Kouvelis et Yu [T5], Bertsimas et Sim [11),
Mareschal [T9], et Dias et Climaco [36].

- Concepts et Notation

Les relations de dominance sont utilisées par les méthodologies multi-
objectif pour réaliser les taches de classification, de sélection et d’élimination
de solutions dans des procédés de recherche. Donc, il est important de définir
des opérateurs pour établir la supériorité ou l'infériorité d’une solution ou
d’autre. Une fois que les algorithmes de cette thése utilisent des données
réelles et intervalles simultanément, il est nécessaire redéfinir 'opérateur <
comme montré ci dessous.

Définition Soient u € R", v € R", [t] € IR"™ et [z] € IR".
L’opérateur de comparaison =< est redéfini comme :

u<v & u<v, u#v,; (13-1)
u=x[t] & u=t; (B3-2)
2] X [t] & z=¢ (3-3)

Utilisant la notion de dominance, il est possible de distinguer, dans un
ensemble de vecteurs : un groupe composé pour les vecteurs plus petits, autre
composé pour les vecteurs plus grands et un vecteur qui représente le point
idéal de maximisation. La définition de chacun est décrite ensuite.

Définition Considérons I'ensemble de vecteurs U = {uj,ug,...,u,},
U C R"™. Les plus petits vecteurs de U définissent ’ensemble YT~ décrit
comment :

3.5
Tx(U)={ucU| €U <u}. E:3)

Par analogie, les plus grands vecteurs de U composent ’ensemble T décrit
comme :

To(U)={uecU|p € Unu=u}. (8-6)
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Définition (18| Considérons '’ensemble de vecteurs U = {x,y,...,z} C R"".
Le point idéal de maximisation u™** € R™* de ’ensemble U est :

)

w,(U) = max{x;, ¥, .-, 2}, 1 =1,...,n,. .7

Pour faire suite & cette analyse, un théoréme a été formulé pour présenter
la relation entre u™** et YT.. Ce théoréme ameéne des conséquences impor-
tantes pour 'optimisation robuste décrite sur les prochaines sections.

Théoréme (1| Considére x € X C R™, f(x) : R™ +— R™ et U = {u € R |
Vx € X,u=f(x)}, U+#0. Donc,

T (U) # {u™™(U)} = u™>(U) ¢ U. (3.8)

Preuve : Assume u™*(U) € T, (U). Utilisant et (3.7) on a conclu
que Tx(U) est Pensemble unitaire Ty (U) = {u™>(U)}. Par définition, en
utilisant seulement on a conclu que Yu € U, u™*(U) > u. Donc, si
u™(U) ¢ T (U), alors u™*(U) ¢ U.

- Le Probléme Multi-Objectif Robuste

Comme il a été précisé dans I'introduction de ce chapitre, la notion de
robustesse enveloppe différents concepts. Pour ce travail, il a été choisi la
philosophie de la robustesse afin de prendre en compte le pire cas de chaque
solution évalué. Donc, le probléeme d’optimisation robuste considéré peut
étre définir comme présenté ensuite.

Considérons le vecteur de variables de projet x € X C R"* et le vecteur
de paramétres d’incertitude p € P C R™. En définissant le vecteur de
fonctions objectif par f(x,p) : R™ x R™ +— R et le vecteur de contraite
par g(x,p) : R™ x R™ — R, le probléme de minimisation robuste multi-
objectif peut étre écrit comment :

min max f(x, p) (BS)

xeX peP
s.c. g(x,p)<0.
Définissons I'espace réalisable par :

3.10
X' ={xeX|VpeP, gkxp) <0} .19

Résoudre (3.9) consiste en trouver l’ensemble de minimisateurs robustes
X* C X’ pour le pire cas d’influence des incertitudes. Formellement,
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X* = {X* c X’ I ﬂx c X',maX f(X, p) < max f(X*,p,)} 3]_1
peP p'eP

L’espace des objectifs est aussi objet de cette étude. Ainsi, considére les
images des fonctions y = f(x,p) et Y' = £f(X',P), ou :

fX,P)= J f(xp) (3.12)

xeX’ peP

Comme conséquent du Théoréme [I], si pour quelque solution x* le proces-
sus de maximisation en produit u™™(f(x*,p)) € T» (f(x*,p)), il est
possible que u™*(f(X*,p)) ¢ Y'. Ainsi, pour représenter l'image robuste
de toutes les solutions X* du probléme est nécessaire définir un espace
que contienne u™(f(x*,p)), Vx* € X* et Vp € P. Ceci est fait en replacant
I'image (X', P) par la boite [Y]" comme :

. — . ! ': .
[Y;] I[Elgl:}’( fl(xap>7 Vx € X7 t {17"'7nf} ) 313
M/ = glelll:’l fi(Xup)u VXGX/? 1= {177nf} 314

Maintenant, si Y* représente la frontiére de Pareto robuste ; YT et Y~
les portions au-dessus et au-dessous de la frontiere robuste, respectivement.
Les images Y*, YT et Y~ sont liées par la relation :

3.15
Y=Y UY', Y"CYT, .19
avec :
+ + / N (3.16)
Y ={y"e[Y]|xeXVpeP,f(x,p)y"};
_ _ (3-17)
Y ={y elY]'|lyelY.ygY'};
(3.18)

Y ={y elY'|fyeY y=y}

La Fig. [3.1 (page présente un probléme robuste de fagcon générale:
le coté a droit illustre les régions Y*, YT et Y™ ; le coté & gauche montre
I’espace de recherche et 'espace des incertitudes. Pour illustrer le probléme
robuste, cette section termine avec deux exemples simples.



19

- Algorithme Multi-Objectif Robuste par Intervalles 1

Le premier algorithme pour traiter le probléme (3.9)) était appelé de
[[JRMOA I (Algorithme Multi-Objectif Robuste par Intervalles I). En fait,
cet algorithme ne cherche pas trouver Y*, mais construit une enveloppe dis-
créte sur Y*. Ainsi, le [[JRMOA I a pour la finalité de valider d’autres
méthodes ; une méthode est considérée valide si 'image de son ensemble
trouve f(X*) appartient a 'enveloppe sur Y*, calculé par [[[RMOA I. Par la
suite, il est présenté comme 'enveloppe était obtenue.

Définition Considérons U = {uj,uy,...,u,}, U C Y. La représenta-
tion discréete de Y~ lié a U est :

3.21
K ={ue[Y]|JueT(U),u < u}. 21
Par analogie, si V. = {vy,vs,...,v,,}, V.C YT, donc la représentation dis-
créte de Y1 lié & 'V est :
(13.22)

T={Ve[Y|IveT(V),v=V]

Définition La frontiére supérieure & K~ et la frontiére inférieure a K+
sont définies comme :

K- = {ueK |t e K ,u=xu}; (13.23)
K" = {veK" | # e K" v <v}. (3.24)

Définition Symbolisant \ comment 'opérateur complément, les portions
discrétes non obtenues directement de Y~ et de Y sont définies par :

AK™ = (Y \K )UOJK ; (3:25)
AKT = (YT\K'") UOK'. (3-26)

Théoréme (2| Considérant la précision de K= et KT, on a l'inclusion sui-
vante :

Y*c AK-UAKT. |

Preuve: De Y] =Y UY™. De (3.25) et , Y =K UAK",

K NAK™ = aK et YT =KTUAKT, KJr OAKJr = KJr En remplagant
Y~ et Y™ en (3.15), il vient :
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Y] = (K"UAK ) U (K"UAKY).

Mais, K- N AK™ = 0K~ et KT N AK™ = 0K et ainsi, il existe des occur-

rences extras de 0K~ et K™ qui peuvent étre éliminées. Donc,

Y] = (K" \0K )UAK ) U ((K"\0K")UAKY) ;
Y] = (K \0K )U(K*"\dK") U (AK™ UAK™).

Les expressions (3.18)), (3.21)) et (3.22]) assurent que Y* 5 (K~ \ 0K") et
Y* 7 (K \ 0K"). Donc,

Y* C AK, soient AK = AK™ UAK™. [ |

En fait, I'Equation (3.18)) garantie que Y* C AK*. Mais AK™ seul ne peut
pas directement étre enveloppée. La Fig. ilustre la représentation des
approximations robustes.

Maintenant, nous présentons la méthode [[[RMOA 1. L’algorithme com-
mence & partir d’ensemble d’échantillons (solutions possibles) uniformément
distribués dans l’espace de recherche et de fagon aléatoire dans ’espace
des incertitudes. A la suite, ces échantillons sont évalués par le vecteur
des fonctions objectif f(x,p), et les résultats sont gardés dans la file Qgxp.
En fait, ’échantillonnage peut se donner directement dans ’espace des ob-
jectifs, mais il y a aussi des inconvénients. Chaque élément de Qgxp est
testé s’il appartient & K~ ou a K. Aprés la classification de tous les élé-
ments, [[[RMOA I a l'information suffisante pour trouver AK. Par exemple,
AK = [Y]"\ (K* UK™), et comme conséquence AK D Y*.

L’algorithme [IJRMOA I est présenté dans la Table[3.1] et ses paramétres
sont décrits dans la Table [3.2] La description schématique des algorithmes
FPS et CSC est donnée seulement dans le texte principal du mémoire a la
Table et a la Table respectivement. Le plus important c’est le savoir
que les deux algorithmes FPS et CSC retournent une seule conclusion parmi
des options: a) il existe au moins un minimisateur x* tel que f(x*,p) Xy ;
b) il n’existe pas un minimisateur x* tel que f(x*,p) <y. Si FPS et CSC
retournent (a), alors y appartient & Qg+ ; autrement, y appartient a Qg-.

Références: Soares et al. [112] et Jaulin et al. [67)].
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Table 3.1} Algorithme [[JRMOA 1.

© 00 1 O

entrée ([X],[P].exs.c) sortie(K™ K™)

Vider les files Qgxp, Qk+ et Qr-.

Appeler la fonction grid([X],[P],exx) pour générer un ensemble
de vecteurs x, uniformément distribué dans [X]. Pour chaque
X, un vecteur p est choisi par événement aléatoire dans [P], et
évaluer le pair (x, p) avec f(x, p), enfiler le résultat & Qgxp.

Si Qgxp est vide, alors aller au Pas 7, sinon exécute:

3.a défiler y de Qgxp ;

3.b vérifier si il existe un vecteur v € Qg+, tel que v Xy et si
il existe un vecteur u € Qgk-, tel que y < u. Ssi ces conditions

seraient fausses, aller au Pas 4. Autrement, aller au Pas 3.
Appeler les fonctions FPS([P],[X],y,crq) et CSC([x],y,[P].ex)
par vérifier si y appartient & K* ou si y appartient a K.
Siy appartient & KT, alors supprimer en Qg+ les éléments v tels
que y = v et enfiler y & Qg+. Autrement, supprimer dans Qg-

les éléments u tels que u Xy et enfiler y & Qg-.
Aller au Pas 3.

Calculer K~ utilisant (3.21]), par chaque u € Qk-.
Calculer KT, utilisant (3.22)), par chaque v € Qg-+.
Retourner K~ et KT,

Table 3.2} Symboles utilisé par [[JRMOA 1.

Symboles Description Type

X] espace de recherche initial IR""

[P] espace d’incertitude initial IR"
f(x,p) fonction objectif robuste R™s

y résultat de f(x, p) R™

Ex# précision requise pour le grid R

€lx] précision requise pour le [x] R

Qtxp échantillons évalués par f(x,p) File: R™f
Qg sous-pavages de [X] File: TR"*
Q) sous-pavages de [P] File: TR"»
Qx+ vecteurs que définissent K+ File: R™

Qk- vecteurs que définissent K~ File: R"™s




22

- Algorithme Multi-Objectif Robuste par Intervalles I1

Différemment du [[JRMOA I, la méthode [[[RMOA II (Algorithme Multi-
Objectif Robuste par Intervalles IT) cherche envelopper X*, alors que 'autre a
pour 'objectif d’envelopper Y*. Spécifiquement, le but principal de I’algorithme
[IJRMOA II est de trouver tous les sous-pavages [x]| de 'espace de recherche
initial [X], avec une précision e, tels que le pire cas de ses images est non
dominé entre se. Les images sont obtenues en prenant en compte I'action des
incertitudes sur chaque [x]. Aussi, il est possible estimer les valeurs réelles
des éléments de X* en prenant le centre de chaque boite solution, notée par
c([x]"). Avant de décrire le processus de recherche du [[[RMOA TI, il est
nécessaire présenter quelques notions fondamentales au développement des
algorithmes, comment: a) la représentation de 'espace d’incertitude [P] par
sous-pavages ; b) le traitement de contraintes ; c) la procédure de calculer la
fonction d’inclusion et le pire cas ; et d) la élimination de région non robuste.

L’espace des incertitudes [P] est remplacé par sous-pavages [p| qui ne se
recouvrent pas généré d’un nombre fini de bissections de [P]. Formellement,

Pl = J [k B.27)

soient ng, le nombre de sous-pavages généré, en considérant une précision epp).
Ces sous-pavages sont enregistrés dans une file Q). La Table présente
I’algorithme de calcul de sous-pavages.

Table [3.5} Décomposition en sous-pavages.

entrée ([Pl.cp) sortie(Qpp)

initialiser Qp) avec [P]
si w(Qpp){1}) < €pp), alors aller au Pas 5

défiler [p] de Q)

bissecter [p], enfiler les résultats a Q) et aller au Pas 2
retourner Q)

Uk~ W N~

Le traitement de contraintes a été fait en utilisant des tests d’inclusion.
En considérant que les fonctions de contraintes écrites comme en (3.9), les
tests d’inclusion pour ces cas peuvent étre formulés comme :
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17 s1 [g]([x]’ [p]) C [_0070]7
t(x]) =< 0, silg)([x],[p]) C[0,00], et
[0,1], autrement.

(3-30)

L’algorithme pour traiter les contraintes est présenté dans la Table [3.6]

Table [3.6; Algorithme pour traiter les contraintes.

entrée ([X],[P].epcp) sortie(Q,Qpp))

initialiser Qf,; avec (), Qpx avec [X] et Qpp) avec [P]

gérer sous-pavages(entrée: [P].epp ; sortie: Qp)) (Table

si Qx est vide, alors aller au Pas §

défiler [x] de Qg

si [g]([x], Qp) C [0, 00] alors aller au Pas 3

si [g]([x], Qp)) € [—o0, 0] alors enfiler [x] a Qj, aller au Pas 3
si w([x]) > e, bissecter [x], enfiler les résultats a Qg et aller

au Pas &
8  retourner Q’[x] et Qpp)

~N O T W N~

L’Exemple [14] traite un cas avec cinq contraintes. Son résultat est présenté
dans la Fig (page . En prenant compte cette figure, la région réali-
sable ([t]([x]) = 1) est en gris clair, la région non réalisable ([t]([x]) = 0) est
en blanch, et le gris foncé exhibe une région ambigué ([t]([x]) = [0, 1]).
Dans cette thése toutes les fonctions d’inclusion utilisée sont du type na-
turel. Les calcules des fonctions objectif robustes d’inclusion ont été faites
pour une boite [x| qui représente une région, et pour un vecteur x qui
représente une possible solution dedans [x]. Donc, en considérant x la fonc-
tion d’inclusion est notée par [f](x,[p]), [p] € Qpp- Ainsi, le pire cas de

[f](x,[p]), est le point idéal de maximisation [f]i calculé par :

[fil, = max [fl(x,[p), i={1,...,ns};

[PI€EQp) (13.28))
—— PIEQp——

Dans [I[JRMOA II, la Fonction d’Inclusion Minimale MIF(x, Q) = [fl;

Par analogie, MIF([x], Qp)) = [f]} La Figillustre des fonctions robustes
d’inclusion.
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[[JRMOA II élimine toutes les boites que sont dominées par les pires cas
trouvés. Les mieux pires cas y*, trouvés dés la premiére itération, sont en-
registrés dans la file Qy~. Maintenant, on considére une boite [x] n’importe

lequel. Le pire cas de [x] est obtenu de (3.28)) et (3.29)). Donc,

[x] est éliminé < Jy* € Qv+, y" = [f] - (3-32)

A la fin du procédé de recherche de [IJRMOA II, Qy- est composé par les
pires cas non dominés de tous les itérations. Ils composent la frontiére de
Pareto robuste.

[IJRMOA II est décrit dans la Table[3.7] Les paramétres de Palgorithme
sont déja présentés, sauf la file Qx+ qui enregistre les centres des boites

solutions, et la notation Q) {1}, ot le nombre 1 signifie la premiére position
de la file Q[p]-

Table 3.7t Algorithme [[JRMOA IL

entrée ([X],[Pl.epn.cp)  sortie(Qpu, Qx-,Qy~)

Initialiser Qx+, Qy~ et Qpy avec 0.
Traite contraintes(entrée:[X],[P],efx,ex ; sortie:Qp,Qp))-Table .
Si Qpyq est vide, alors aller au Pas 13, sinon défiler [x] de Q.
Appeler MIF([x], Q[p]), metter le résultat en [f].
Si existe un y en Qy- tel que y < [f]}; alors aller au Pas 5.
Appeler MIF (c([x]), Qpp]), metter le résultat en [f]5.
Si existe un y en Qv+ tel que y < [f]%,
si w([x]) > e}, alors bissecter [x], enfiler les résultats a Qp et
aller au Pas 3 ; sinon enfiler [f]i; & Q) et [x] en Q.

0 3 O T = W N+~

9  Supprimer tout le y en Qy- tel que [f]:
éléments en Qx-.

10 Enfiler mi a Qy- et c([x]) & Qx-.

11 Supprimer tout le [y| en Qpy tel que [f]
boites en Q[y].

12 Aller au Pas 3.

13 Retourner Q, Qx- et Qy-.

< y et les respectifs

*
X

= [y] et les respectifs

Références: Dao [27].
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- Algorithme Evolutionnaire Multi-Objectif Robuste

[[]RMOEA est un algorithme stochastique que cherche trouver directe-
ment l'ensemble optimal X*. La structure algorithmique du [[JRMOEA est
similaire & d’un Algorithme Génétique en général, mais internement, les vari-
ables sont écrites en utilisant le formate réel et intervalles. En conséquence,
les processus qui manipulaient ces variables sont aussi adaptés pour traiter
les deux sortes de données. Avant de décrire le [[[RMOEA, il est expliqué
quelques notions importantes pour mieux lui comprendre, comment la forma-
tion de la population, la méthode de sélection, d’élitisme et de niche utilisés.

Considére la notation x* pour un individu ¢, qui dans 'optimisation est
le parameétre de recherche. En génération ¢, la population pop, est :

pop, = {x',...,x',... x"r}, (3-34)

soient pop, (i) 'accés au i-iéme individu. La performance de pop, est :

. I (335)
des = {[fl, - [Flir - [Flonpen }-

Par analogie, des;(7) représente la performance du i-iéme individu. La Ta-
ble [3.8 exhibe les détailles pour trouver des;.

Le traitement des contraintes est fait de la méme facon que celle présentée
pour I'[I]IRMOA IT en (3.30). La différence c’est que [[JRMOA II a besoin

aussi d’évaluer le vecteur x dans les tests d’inclusion. Ainsi,

1, sigl(x,[p]) € [~o0 0]
1) =4 0, silgl(x[p]) C [0,00], (3:36)
[0,1], autrement.

La procédure utilisée pour choisir les individus dans la population est la
méthode de sélection du type Roulette. Dans les problémes mono-objectif,
cette méthode attribue a chaque individu une valeur de pourcentage, selon
I’évaluation obtenue de la fonction objectif, qui représente la probabilité
d’individu d’étre choisi. Dans les méthodes multi-objectif, la méthode Roulette
est peu efficace parce qu’il a, normalement, des objectifs qui sont contradic-
toires. Donc, dans cette thése, il est développé une agrégation des objectifs
que ne favorise pas directement un objectif spécifique. Ainsi, la probabilité
reste dépendant de la valeur obtenu pour 'agrégation. La performance utile
des;(i) de chaque individu 7 est mesurée comme :

1 1
des(i) = —— + (13.37)

mcho ffront
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Soient f!, . la valeur de performance selon la quantité d’individus que par-
ticipent de la méme niche que Vindividu i, et f},,,, selon la frontiere de
dominance ou l'individu 7 est situé. Par exemple, si 'individu ¢ appar-
tient & la premiére frontiére (de Pareto) alors f}mntzl ; si il appartient a
la deuxieme frontiere alors f},,,,=2, etc. La méthode Roleta utilise la valeur
des; (1) /X727 des;(j) de probabilité pour chaque individu .

La codification de I'individu, la méthode de croisement et la méthode de
mutation employés dans [[[RMOEA sont classifiées comment classiques. La
codification est binaire, le croisement est réalisé avec un point de coupe et la
mutation est faite avec le changement de bits, selon une probabilité p,,. La
technique de élitisme consiste en ajouter les populations des générations ¢ et
t + 1, et choisir les premieres n,,, individus des premicres frontiéres.

Les méthodes de niche ont la finalité d’obtenir et maintenir un niveau de
diversité dans les populations & travers de I’ encouragement la formation de
sous-populations de solutions stables. Ainsi, les niches permettent aux algo-
rithmes génétiques de rechercher des régions en paralléle et donc d’éviter la
convergence anticipée de l'algorithme & une région optimale local. Plusieurs
méthodes de niche ont été reportées dans la littérature. Dans ce travail, est
introduit la technique de niche NB[I] (Niches par Bissection d ’Intervalles).
NBJ[I] sépare les niches naturellement sans avoir besoin d’exécuter calculs de
distance entre les solutions, qui est un inconvénient normalement cité dans
les travaux scientifiques. NB[I] commence par encadrer toutes les solutions,
noté pour la performance individuelle mi, dans une boite [F]y sur I'espace
des objectifs. Ainsi, pour chaque individu, on a I'inclusion suivante :
Fix...x[F, F.] €39

=—nys nf

[fl.. C [Flo, [Flo=[F,Fi]x...x[F

=

avec :

.= mi T et F, = (3-39)
=i Wb et Fy= max [k

La boite [F]y est la niche initiale. Dans la prochaine iteration, [F|y est bis-
secté en produisant les deux boites :

F; +F;
[F]l = [Fl] X ... X [Ej ) ]T] XX [an]’ 340
¥, — [Fl]x...X[JTJa 1% X By (3-41)



27

Ainsi, la classification de x* est réglée par :

[y € [F), si [T < 2572 B19)
[f]: € [F]2, autrement.

Apres la classification de toutes les solutions, s’il y a une niche vide, alors elle
est éliminé. Le procédé de bissection continue jusqu’a un nombre maximale de
cycles de bissection r'¢”, soient un cycle de bissection ’exécution d'un seule
bissection en chaque boite qui était disponible dés le début da l'itération.
Sur le texte principal du mémoire, la Fig (page et la Fig (page

133)) présentent quelques itérations réalisées sur un exemple générique. La
Table [3.9) détaille la méthode NBJI|. Aprés les définitions, le [[[RMOEA est
présenté dans la Table [3.11] et ses parameétres dans la Table [3.12]

Table [3.11} Algoritme [[[RMOEA.

entrée(nbits TV s MepopsTgensPesPmis [X] ) [P] 1€[p] ) Sortie(popt 7dest>

1 Initialiser ¢ avec 0.

2 Traiter contraintes(entrée: [X],[P],ex,e[x ; sortie: Qpx,Qpp)-Table .

3 Initialiser pop; avec nys, Mg, Npop €6 Qx-

5  Calculer des; = mz, X € pop,,. - Equation (3.28)) et Equation
E2) |

6  Classifier les frontieres et calculer [, ;.

7 Sit > nge, aller au Pas 15.

8 Ajouter 1 at.

9  Calculer f!., - NBL

10 Calculer des; - Equation (3.37).

10 Realiser sélection - probabilité des;(i)/X;"7 des;(j).

11 Realiser croisement et mutation selon les probabilités p. et p,,.
Composer la population pop,,,-

12 Replacer Vx € pop,,, tel que [g](x,Qpp) C [0,00] par autre
généré par événement aléatoire en Q).

13 Calculer desg,, = mz, X € pop,,, - Bquation et Equa-
tion @ .

14  Reéaliser élitisme en considérant des;_;Udes,,., composer la pop-
ulation pop, et aller au Pas 7.

15 Retourner pop, et des;.
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Table [3.12} Parameétres du [[[RMOEA.

Symboles Description Type
Tbits nombre de bits de la codification Z
Ngen nombre de générations Z
Npop nombre d’individus Z
ny nombre de fonctions objectif Z
Fhront performance d’individu 7 selon sa frontiére Z
S ho performance d’individu 7 selon sa niche Z
pop, population en nge, =t Matrice: R"f
des; performance de pop, Matrice: R™f
POP iz population auxiliaire Matrice: R"f
des,yz performance de pop,,, Matrice: R™/

Références: Deb [32], et Deb et al. [34)].

- Métriques de Mesure des Performances Révisées

Dans cette section est présenté une technique, appelée MBJI| (Métrique
par Bissection d’Intervalles), pour mesurer ’homogénéité des images des so-
lutions sur la frontiére de Pareto. La structure algorithmique est similaire
a celle décrite pour la technique NBJI|. La métrique MB|I] commence par
encadrer toutes les solutions, selon ses valeurs de performance des; :

3.43
dest:{fxl,,..,fxi,...,fxnpop}, i:{la'-'anpop} ‘ ’

soient f,; € R™ et I'accés & j-iéme fonction objectif d’individu x est fait par
fjyi- Ainsi, pour chaque individu, on a Iinclusion suivante :

(3-44)

!/

-/ R —1 R
fo C[Flo, [Flo=[F] . Fi]x.. . x[E)  Filx.. . x[EF, F, ],

avec

Fi,= min f; . e F; = max fj. (3-45)
1*1a---7npop

i=1,...,npop
Un exemple de la construction de la boite [FJj est montré dans la Figl3.§
itération 0. Le prochain pas est de bissecter [F]j. La bissection est faite sur
un individu k interne a [F]; et une fonction objectif j choisi un événement
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aléatoire,
[Fli = [F]x...x[E;, fia] X .o x [Fol, (3-46)
[Fly = [Fi] X ... X [fj, 5] %0 x [Fy,l. (13.47))

Pour mieux comprendre la premiére bissection, on observe la Fig)3.§ (page
136)), iteration 1. Les individus ¢ dans la boite [F] sont séparés en considé-
rant ’objectif 7, selon la régle :

{ fxi € [F]l, si fjxi S fjx’“ 348

fii € [F]2, autrement.

A la suite, les bissections continuent jusqu’au pas oil toutes les boites qui
lient les points sont vides, conformément a ce qui est montré sur la Fig[3.§
(page , itération 11. A la fin du procédé de bissection, toutes les boites
sont mémorisées dans la file Qgy, et en calcula le volume v([F]) de chacune,
la métrique MBJI] est définie comment 'écart type o,(g)), ou formellement,

(3.49)
MBI[I] = o)

Plus o,(g)) est petit, meilleure sera I’homogénéité de la frontiere de Pareto.

Alternativement, on peut utiliser une valeur normalisée M B[I], .

MB[I| — MB[I] 1,

_ (3-50)
e MBI ., — MBI,

MBII|

MB[I]max 7& MB[I]front’

max

soient M B(I];,,,, la valeur de M B[] calculée pour un ensemble solution
de Pareto connu, et M B[I] . la valeur maximale trouvée pour la métrique
apres I'évaluation d’autres ensembles solution.

Cette section a réalisé aussi un comparatif entre les autres métriques
présentés sur le chapitre dernier. Les résultats situent MBJ[I| comme une
méthode efficace pour évaluer la qualité de la distribution de points sur la
frontiére de Pareto.
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Chapitre (4| - Validation Numérique des
Algorithmes pour ’Optimisation Robuste

Dans ce chapitre, sont présentés des tests de validation pour les algo-
rithmes [[JRMOA I, [[[RMOA II et [[JRMOEA. La validation a été réalisée
par moyen de fonctions tests. Les expressions mathématiques des fonctions
tests ont été formulées selon la philosophie du scénario du pire cas. Il est im-
portant d’observer que les méthodes proposées dans ce travail sont lentes et
un peu précises si comparées avec des méthodes spécifiques pour un probléme
particulier. Par exemple, si le probleme robuste en question est continu et
convexe, alors il y a des méthodes de points intérieurs, basés en I'information
du gradient, pour résoudre ce genre de probléme rapidement, précisément et
en considérant plusieurs centaines de variables. Par contre, les algorithmes
proposés ont été développés pour traiter des problémes d’optimisation multi-
objectif génériques, c’est a dire, qu'ils soient: a) de recherche globale ; b)
garantis pour envelopper la frontiére robuste ([IJRMOA I et [IJRMOA II) ;
b) n’utilisent pas de dérivées ; ¢) ne demandent pas de probabilités pour le
calcul les incertitudes ; et d) ne nécessitant pas de convexité de la Frontiére
de Pareto.

Références: Kouvelis et Yu [75], et Boyd et Vandenberghe [13]

- Méthodologie

En partant de I'idée de valider les méthodes d’optimisation proposées, ont
été formulés cing problémes tests qui présentent quelques caractéristiques dif-
férentes comme la non convexité et non continuité de la frontiére de Pareto
robuste. Les problémes choisis sont des versions robustes adaptées de pro-
blémes tests multi-objectif traditionnelles, et ils prennent en compte deux
objectifs pour faciliter I'interprétation graphique des résultats. Donc, la val-
idation consiste d’analyse de tests expérimentaux.

4.2 - Fonctions Test

La définition de problémes robustes est dépendant d’interprétation d’action
des incertitudes sur le systéme d’optimisation, comme cela a été discuté an-
térieurement. Dans ce travail, l'incertitude a été considérée un parameétre
borné et différent a la variable de projet. Les fonctions tests robustes utilisées
sont présentées a la suite. Dans le texte principal du rapport se trouvent aussi
les expressions originales de chaque probléme et un graphique confrontant les
images résultantes des deux cas.
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La fonction SCH2 (Fonction Schaffer 2 - Equation Figl4.1) se carac-
térise par utiliser q'une seule variable, par avoir la frontiére de Pareto non
continue et par avoir simples occurrences de = et p. Ce dernier aspect est
important pour la qualité des résultats des fonctions d’inclusion. Quand
il y a plusieurs occurrences, la fonction d’inclusion produit une image plus
pessimiste, qui est indésirable. Dans ce cas, l'incertitude peut étre classi-
fie comme quelque type d’imprécision de x. L’ensemble solution robuste
est X* € {[1,2] U [4,5]}. Le pire cas se trouve en p; = 0.1 par fi et en
p ={-0.1,0.1} por f;. Comme conséquence Y* ¢ f(x,p).

—(ZE +p1)a sex <1
‘ _ ) (@+p)—2, sel <z <3
xer{r}g}m pe[%?fo.u filz,p) = A—(z+p), se3<z<4 {2
(x+p1)—4, sex >4,

fa(z,p) = ((z +p1) — 5)2 + po.

La fonction FON (Fonseca et Fleming - Equation , Fig se carac-
térise par ses n variables et deux objectifs, par avoir la frontiére de Pareto
continue, non convexe. Aussi dans ce cas, 'incertitude peut étre interprété
comment une sorte d’imprécision de paramétre. Le pire cas se trouve en
p =13, quand z; = 1/y/n et ; = —1/y/n, par fi et fy, respectivement.

2

n _ P

: - = (fcz y )
f— 1 _ i=1 vn .
Jnin max fi(x,p) e ; @)

f2(X>p) =1- 6*2?:1(zi+ﬁ)2.

La fonction ZDT1 (Fonction Zitzler, Deb et Thiele 1 - Equation
Figld.3) se caractérise par ses n variables, par avoir la

min - max  fi(x,p) =1 +p1 ;

x€[0,1] p€[0,0.05]
fa(x,p) = W'(x) X h(f1, I, p).

soient : W(x)=1+-23" a2,

h(flvh/7p) =1- V fl/h/+p2-

sa frontiére de Pareto continue et convexe, et par ses multiples occurrences
de x et p. Dans ce cas, le paramétre d’incertitude représente un type
d’imprécision de x; en f;, et 'idée que fy; est’'une approximation de sa
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valeur correcte. Le domaine de la région robuste est z; € [0,1] et z; = 0,
1=2,...,n.

La fonction ZDT2 (Fonction Zitzler, Deb et Thiele 2 - Equation
Fig se caractérise par avoir contraintes, par ses n variables, par avoir la
frontiére de Pareto non continue et non convexe, et par avoir multiples occur-
rences de x et p. Aussi dans ce cas, la fonction f; est’'une approximation de
sa valeur correcte. Le domaine de la région robuste est z; € [0,1] et x; = 0,
1=2,...,n.

min max fix,p) =1 ;
x€[0,1] p€[—0.05,0.05]
fg(X,p) = h,(X,p) X h(fl: h/7p>'

s.c. g(x) = /(21 = 0.7)2+ 23 + ... +22 > 0.1 (&9

soient : W(x,p) =1+ "0, 2) +p,
h(fi b p) =1 = (fi/W)? +p.

La fonction ZDT3 (Fonction Zitzler, Deb et Thiele 3 - Equation m
Fig se caractérise par ses n variables, par avoir la frontiére de Pareto
non continue, par avoir ’espace des objectifs multimodaux, et par ses multi-
ples occurrences de x et p. Dans ce cas, le paramétre d’incertitude représente
I'idée que la fonction f5 est’'une approximation de sa valeur correcte. Le do-
maine de la région robuste est x; € [0,1] et x; =0,i=2,...,n.

min ~ max  fi(x,) =1 ;

x€[0,1] p€[—0.1,0.1]
fQ(X) = h/(X7p) X h(fh h/ap)'
@)

soient : h'(x,p) =1+ L((Z?:z ;) —I—p),

n—1

h(fi,h,p)=1—+/fi/W — (fi/h)sen(107 f1).

Références: Barichard et Hao [6f, Coello et Sierra [21], Deb et al. [34], Deb
[32], Schaffer [103], Fonseca et Fleming [43], Deb [31], et Zitzler et al. [132]
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[4.3] - Tests et Résultats

Dans les tests, il a été observé comment les algorithmes se comportent
quand ses parameétres changent de valeurs. Les critéres d’évaluation ont été
basés en approximations de l’ensemble solution robuste X* et son image
Y*. Donc, pour aider ces comparaisons, ont été définis un ensemble solution
discrete X C X* et sa image Y C Y* comme les ensembles de référence
a obtenir pour chaque fonction test (X% a été trouvé en testant toutes les
solutions d’un domaine discret), et les ensembles X* et Y représentent les
résultats obtenus des algorithmes proposés.

Les algorithmes sont différents, donc les paramétres a tester sont aussi un
peu variés. Ainsi, les résultats sont présentés en considérant les exécutions
réalisées pour chaque algorithme de fagon séparée. Avant les résultats, un
sommaire sur la Table présent quelques valeurs fixées des problémes tests.

Table 4.1} Sommaire du probléme tests pour l'optimisation robuste.

Fonction f(x,p),g(x,p) [X]€IR™ [P]€IR™ n, n,
5

SCH2 (42) 5,10 [-0.1,01] 1 2
FON [—4, 4] 1.1,1.3) 2 1
7ZDT1 [0,1] [0,005] 2 2
ZDT?2 0,1  [-0.05005 2 1
ZDT3 [0,1] [-0.1,01] 2 1

- [[RMOA 1

La performance et Uefficacité du [[JRMOA I dépendent de ses parame-
tres de précision ex4 et €. Donc, les tests consistent en observer comment
I'algorithme se comporte quand ex4 et €[y changent leurs valeurs. Pour cet
algorithme trois résultats de tests sont présentés : a) la quantité d’éléments
de K~ et K™, qui définissent ’enveloppe sur la frontiére robuste ; b) Veffort
calculatoire pour évaluer les échantillons obtenus de la fonction grid et pour
compléter toute la simulation (ces efforts ont été mesurés en nombre de cal-
culs de fonctions objectif) ; et ¢) la qualité des enveloppes sur Y*.

Pour réaliser les tests, ont été utilisés plusieurs valeurs pour exy et €.
En considérant que la notation exyx = [0.02 : 0.02 : 0.1] pour représenter la
structure de données exy = {0.02,0.04,...,0.1}, la table & la suite décrite
de valeur de paramétres de précision testés.
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Fonction Ex# €lx]

SCH2 [0.02:0.02: 0.1] [0.02:0.02: 0.1]
FON [0.05,0.1,0.2: 0.2 : 1] [0.2:0.2:1]
ZDT1 [0.02:0.01 : 0.1] [0.02:0.01 : 0.1]
ZDT2 [0.02:0.02:0.1] [0.01,0.02: 0.02 : 0.1]
ZDT3 [0.02:0.02:0.1] [0.02:0.01 : 0.1]

L’enveloppe sur la frontiére robuste est composée pour les éléments des
ensembles discrets K~ et K'. Ainsi, la quantité de ces éléments refletent
une augmentation de la précision des forme d’enveloppe. Les figures Fig[4.6]
Figld.9] Figlt.12 Figld.15 et Figld.1§ confrontent K~ et KT, en considérant 3
valeurs de €[y. En analysant les figures, il est constaté que I’échantillonnage,
défini par exy, est le facteur fondamental pour controler le taille les ensembles
K™ et K.

[[]RMOA T se présente comme un algorithme “cotiteux” en considérant la
quantité de calcule de fonctions objectif dépensées pour résoudre tous les cas
discutés. La question du cotit calculatoire est montré dans les figures Fig[4.7]
Figld.10, Figld.13] Figld.16| et Fig[d.19] L’effort principal se concentre sur les
deux fonctions FPS (Table et CSC (Table quand elles essayent, en
vain, trouver un minimisateur pour une candidat & K.

Quelques résultats des enveloppes obtenues ont été exhibés dans les figu-
res Figld.8| Figll.11] Figld.14] Figl. 17 et Figld.20] Parfois, les figures ont été
présentées des simulations qui ne réussissaient pas envelopper toute la fron-
tiere robuste comment en Fig[4.11|(b) Fig[4.20[a). Les raisons pour lesquelles
ca est arrivé sont dues aux fonctions d’inclusions utilisées, que ne sont pas
fines, car de la multiplicité d’occurrences des parameétres dans la formulation,
par exemple. Pour équilibrer l'effet de la multiplicité, le parameétre e[, doit
étre suffisant plus petit que exx, au moins € < x4 /2, pour assurer que la
précision de recherche soit mieux que la précision de 1’échantillonnage.

En considérant les résultats, le [[[RMOA I a réussi envelopper les fron-
tiéres robustes dés que les facteurs de précision sont réglés et que le vecteur
de fonctions objectif d’inclusion soit fini. Le processus de recherche dans le
[[JRMOA T est simple et utilise seulement deux parameétres. De l'autre coteé,
des inconvénients sont liés au grand effort dépensé pour finir la recherche par
solutions, et au fait qu’il trouve une enveloppe sur Y* et non sur le X*. En
fait, il y a des méthodes qui font 'inversion d’ensembles et trouvent X*. Mais,
I'enveloppe sur Y* est aussi une donnée intéressant, car le [[[RMOA I peut
devenir une méthode de validation pour autres méthodes. Ce sujet est traité
dans la Section [4.4]
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- [JRMOA 1I

La performance et l'efficacité du [[[RMOA II dépendent de ses paramétres
de précision ey et epp). Pour chaque fonction test, e a été fixé, et ainsi,
les tests consistent en observer comment 1’algorithme se comporte quand
€x] change de valeur. Pour cet algorithme trois résultats de tests ont été
présentés: a) la quantité de solutions trouvées ; b) effort calculatoire ; c)
la comparaison entre X! et X% ; et d) la comparaison entre Y et Y. Les
valeurs utilisées pour €y et €[p] sont montrés dans la table a la suite.

Fonction Elx] €1p]
SCH2 [0.1:0.1:1] 0.2
FON [0.1:0.1:1] 0.025

ZDT1 [0.01:0.01:0.1] 0.02
ZDT2 [0.01:0.01:0.1] 0.02
ZDT3 [0.01:0.01:0.1] 0.02

Selon la Table les produits de [[JRMOA II sont une file Qpx qui con-
tient toutes les boites qu’enveloppent les solutions robustes, et deux autres
files Qx+ et Qy+, composées pour les points centraux de chaque élément de
Q[ et de ses images robustes, respectivement. Les figures Figld.2T] Fig[4.24]
Fig[d.27, Figld.30] et Fig[4.33] présentent comment le nombre de solutions
augmente avec la précision de €f,. En fait, a chaque itération ils sont réal-
isés des bissections sur toutes les boites enregistrées en Qpj, et apres les
bissections, I'algorithme [IJRMOA II met & jour Qp, Qx- et Qy-. Par
conséquent, a chaque itération la précision augmente et aussi la quantité
de solutions. Aussi, les figures citées derniérement ont montré 'effort cal-
culatoire par valeur de précision. [[[RMOA II se présente aussi comment
un algorithme cotiteux, car dans toutes les itérations des évaluations sont
doublee: sur les boites de Qy et sur ses centres Qx-.

Les figures Fig[d.22] Fig[i.25] Fig[i.28] Fig[.31] et Fig[4.34] exhibent le
confrontation entre les solutions discrétes X7 et les solutions trouvés X7, en
considérant deux valeurs de ¢[,). Dans les cas, on observe que tous les élé-
ments de X7 ont atteint la précision déterminée par €, et avec une évidente
uniformité de la distribution. Cependant, [[[RMOA II est dit garanti. Pour
obtenir plus solutions un nouveau cycle de bissections est requis.

Les figures Figld.23] Fig[1.26], Fig{d.29] Figl1.32) et Fig[l.35 comparent les
frontieres robustes Y7 et Y, en considérant deux valeurs de €. Dans les
cas, on observe que la frontiére trouvée Y est uniforme et s’approche de Y
quand la valeur de €[ se devenue plus petit.

En considérant les résultats, il peut étre vérifier que le [[[RMOA II est
une méthode multi-objectif globale, car il converge vers les régions optimales.
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La proximité de X! a l’ensemble solution du probléme est dépendant du
parametre de précision €. Les tests ont montré que [[]RMOA II un peu
sensible caractéristiques, qui normalement sont considérées source de diffi-
cultés, comme fonctions objectif non continues, non convexes et contraintes.
Il y a aussi des inconvénients. Le nombre de variables et d’incertitudes peut
laisser le procédé de bissection irréalisable, au moins qu’une stratégie opti-
miste soit utilisée (voir Figl2.8). Le [[JRMOA II, comme toutes méthodes
intervalles, est dépendent de la qualité de la fonction d’inclusion. Donc, il
est tant et plus préférable que les fonctions objectif d’inclusion soient fines
et minimales, et fondamental qu’elles soient convergentes et monotones.

~ [IJRMOEA

La performance et efficacité du [[[RMOEA dépendent de plusieurs pa-
ramétres comme les autres algorithmes évolucionnaires en général. Pour
simplifier les expérimentations, quelques paramétres ont été fixés, ils sont :
a) probabilité de croisement p. = 1 ; b) probabilité de mutation p,, = 0.001 ;
et ¢) nombre maximal de cycles de bissections r;}¢* = 8. Les parameétres €
et erp ont été définis pour chaque probleme. Les tests ont évalué comment
le [[JRMOEA répondre quand la taille de la population n,,, et le nombre
de génération ng., changent de valeur. Pour cet algorithme cinq résultats de
tests ont été présentés: a) la convergence de I'algorithme, mesuré en nom-
bre de frontiéres ; b) la comparaison entre X* et X}, via métrique TE ; ¢)
I'homogénéité de I'ensemble Pareto, via métrique MBJI| ; d) la comparaison
entre Y7 et Y}, via métrique TE ; et e) l'effort calculatoire, mesuré en nom-
bre de calculs de fonctions. Les valeurs utilisées pour npop, ngen, €p) €t €15
sont listés dans la table présentée suivant.

Fonction Npop Ngen Elp] ETE
SCH2 [10:10:100] [10:10:50] 0.2 0.10
FON [10 : 10: 100] [10:10:50] 0.02 0.05
ZDT1 [10 : 10 : 100] [10:10:100] 0.01 0.01
[10 ]
[10 ]

ZDT2 :10:100] [10:10:100] 0.01 0.01
ZDT3 :10:100] [10:10:100] 0.01 0.01

Dans les algorithmes évolutionnaires, l'effort est normalement constant
par itération principalement parce que la taille de la population de solutions
ne change pas. Cest le cas du [IJRMOEA. La Fig[4.36] résume les valeurs
d’effort par génération en considérant n,,, sur le abscisse, pour tous les pro-
blémes tests. Le cott calculatoire du [[[RMOEA est le plus petit d’entre
aux autres algorithmes proposés.
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L’évolution da quantité de frontiéres en fonction des générations est un
indicateur la convergence du [[[RMOEA au l'ensemble Y. Les figures
Figld.37] Fig{l.41] Figld.45 Figld.49) et Fig[.53] ont montré cette conver-
gence. En fait, la convergence a la premiére frontiére est importante, mais il
est aussi important d’avoir diversité et uniformité dans I’ensemble optimal.

L’application de la métrique TE dans cette phase de tests a une double
finalité: a) mesurer combien des solutions dans l’ensemble X* appartient
X% ; et b) mesurer combien de solutions sont dupliquées. Le but en (b) a été
qualifier la diversité dans les ensembles produits. En utilisant la métrique
TE, les figures Figd.38, Figld.42| Figld.46| Figid.50] et Figld.54| présentent
que les mieux résultats ont été obtenus en pour les populations et le nombre
de générations plus grandes. Mais, le nombre de duplicates augmente aussi
avec la taille de la population.

La métrique MBJ[I] a été développée pour mesurer 'uniformité des en-
sembles Pareto. La MBJ[I] est aussi un indicateur indirect de la qualité de la
technique de niche NBJ[I], qui est le mécanisme responsable pour maintenir
la diversité avant du procédé de sélection. Les figures Figld.39, Figl.43)
Fig[d.47, Figl.51] et Figld.55 ont montré que les populations plus grandes
ont eu plus de succes pour obtenir ensembles plus uniformes.

Les résultats dans I'espace des objectifs ont été montrés sur les figures
Fig[1.40] Figll.44] Fig{l.48, Figl.52] et Fig[f.56] L’uniformité de distribu-
tion des ensembles Y sur la frontiére robuste a été clairement mieux quand
ils ont a été utilisées des populations de tailles plus grandes. Mais, il faut
justifier le pourquoi. Dans les expérimentations, ont été fixés le nombre max-
imal de cycles de bissection (r}}** = 8) pour exécuter la technique NBJI|. Si
rprd® définit le volume des niches et s’il a plusieurs niches, alors les popu-
lations de tailles plus petites n’ont pas beaucoup nombre de représentants
pour appartenir & toutes les niches. Les niches vides sont éliminées dans les
procédés du NB[I] amenant Papparition de “trous” sur la frontiére robuste.

Selon les résultats présentés pour le [[[RMOEA, on considére que la mé-
thode a obtenu succés pour trouver les frontiéres robustes en chaque cas,
méme quand [[[RMOEA a confronté les frontiéres robustes non continues
et non convexes. Le traitement de contraintes par intervalles a été considéré
efficace, car la classification a priori éliminée toutes les régions irréalisables.
Le cotit d’exécution 'algorithme a été bas quand se compare avec les deux
autres méthodes proposées. La convergence a la premiére frontiére est arrivée
avant la vingtiéme génération en tout les cas étudiés. Ainsi, le critére pour
arréter le [[[RMOEA avait pu considéré ce renseignement et finir I'exécution
avant le nombre de génération fixé a priori.

Références: Dao [27)], et Soares [109]
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- Tests Complémentaires

Cette section a présenté des expérimentations spécifiques pour chaque
méthode proposée. Pour le [[JRMOA 1, il a été démontré que l'algorithme
peut étre utilisé pour valider d’autres méthodes développées pour 1’ opti-
misation multi-objectif robuste. Pour les [[[RMOA II et [[[RMOEA, les
expérimentation réalisées ont validé la dépendance des algorithmes en rela-
tion a dimension du probléme, c’est a dire lesquels ont des limitations pour
résoudre les cas avec plusieurs variables.

- Le [[[JRMOA I comment Outil de Validation

[[IRMOA I a été développé pour étre une méthode de validation d’autres
techniques construits pour traiter des problémes robustes, formulés utilisant
la philosophie du scénario du pire cas. Pour étre apte a validation, le pre-
miére pas est trouver, pour un probléme connu, les paramétres de précision
€x] €t exg que produisent une enveloppe correcte sur la frontiere robuste.
Dans cette phase, c’est le temps aussi de tester quelques fonctions objectif
d’inclusion et choisir laquelle qui a le moins pessimisme. Supposons qu’une
frontiére robuste Y7 et que un ensemble solution X7} sont connus pour une
valeur particuliére d’incertitude p;. On considére aussi qu’ont été construits
des fonctions objectif d’inclusion de “bonne” qualité, et qu'ont été trouvés
une pair €y et exx qu’a résulté une analyse cotit-bénéfice jugée satisfaisante.
Encore, suppose que le scénario d’incertitude a changé complétement, c’est a
dire, la valeur p; a changé pour pa, et probablement, la frontiére robuste Y7
ne sera pas consistent avec ce nouveau scénario. Ainsi, on denote Y3 et X3
les ensembles liés & pa. Dans l'espace de recherche, trois cas sont possibles :
a) X3 =X5:b) XinX5 #0, Xy #X5; ¢) X; # X3, Silaction des
incertitudes n’est pas claire dans les expressions des fonctions objectif, alors
il peut étre difficile, a priori, savoir lequel sera le cas de X3. Ainsi, en prenant
en compte le scénario a p, comment garantir qu'un ensemble Y3 trouvé par
une méthode quelconque est correct? Une possible réponse a cette question
est Iapplication du [[JRMOA T pour envelopper Y3. Parce que, une fois qu’il
a été vérifié pour résoudre le probléme avec pq, il est garanti créer une autre
enveloppe en utilisant ps (voir Théoréme. A savoir, le [IJRMOA I utilisera
les mémes fonctions d’inclusion, e[y et exx ; et un nouveau p.

Les expérimentations ont consisté en confronter le [[[RMOA I et un algo-
rithme stochastique adapté pour résoudre problémes multi-objectif robustes.
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Le RMOGA (Algorithme Génétique Multi-Objectif Robuste) utilise la config-
uration suivante : a) la codification binaire ; b) le croisement avec un point de
coupe ; ¢) la mutation par changement de bits ; d) la sélection par Roulette
(performance individuelle calculée par Equation ; e) technique niche
NB[I] (voir Sous-section ; et ) Pélitisme a été défini comme le choix
des premiers individus non dominés d’entre les deux derniéres populations.
Les fonctions tests choisies ont été ZDT3 et FON. La Figd.57 a présenté les
enveloppes sur les frontiéres robustes correctes pour les cas ZDT3 et FON.
Pour le RMOGA, le probléme multi-objectif robuste a été défini comment
une approximation stochastique de la philosophie du pire, soient :

(4.12)

. !
min max f(x
xeX p/eP’ (. P).

ou P’ est un ensemble discréte d’échantillons sélectionné par événement aléa-
toire de P. En observant , on note que la qualité de la frontiére Pareto
gérée dépend de la taille de P’. Alors, le [[[RMOA I a été utilisé pour aider
le RMOGA en trouver une taille de population que représente la frontiére
robuste. Dans les experimentations, pour raisons de simplicité, le paramétre
p a été fixé, donc les enveloppes présentés sur la Fig{d.57 sont encore valides.
Les tailles des populations testés ont été n,,, = {5, 10,...,50}, et les autres
parameétres ont été p. = 1, p, = 0.0005, ny,, = 50 et nge, = 40. Pour
chaque cas, le RMOGA a été exécuté 10 fois, soient les résultats jugées plus
intéressantes exhibés en Figd.58] et Figd.59] On observe que dans les deux
cas, la taille inadéquat a géré des frontiéres robustes faux, soient le n,,, = 50
la taille minimale to RMOGA produit des frontiéres de qualité acceptable.

- [IJRMOA II x Dimension d’Espace de Recherche

Le but de cette sous-section est de présenter la limitation du [[JRMOAII en
relation aux dimensions des parameétres d’'un probléme. Pour cet expérimen-
tations, seulement la fonction ZDT3 a été utilisée. La précision pour la com-
putation des incertitudes a été gpp) = 0.01 et 'espace de recherche analysée
a été composé pour 3 et 4 variables. La précision ey = 0.04 a été employé
pour limiter les bissections dans le processus de recherche. [[[RMOA II est
une méthode garantie, alors les résultats obtenus ont été similaires a ceux
présenté a la Sous-section [4.3.2] et donc ils ont été omis. Les simulations avec
plusieurs variables pour les mémes e[y et € cités plus haut ont été déclaré
comment “irréalisables”pour I’équipement utilisé pour réaliser les tests (CPU

Core Duo 1.73GHz/1.73GHz ; RAM 1024).
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- [IJRMOEA X Dimension d’Espace de Recherche

Dans cette sous-section, la batterie des tests vise a vérifier le comporte-
ment “moyen” du [[[RMOEA en fonction des dimensions des paramétres d'un
probléme. Pour réaliser les testes, seulement la version robuste da fonction
ZDT3 a été utilisé. Les espaces de recherche adoptés pour les simulations ont
été 5, 10, ..., 30 variables, et la taille de la population a changé irréguliére-
ment de 15 a 300 individus, dépendant du cas. Le paramétre de précision
d’incertitude a été fixé comme e = 0.01. Ils ont été utilisés deux criteres
pour arréter le [[[RMOEA: a) pour le nombre maximal de 200 générations ;
et b) pour la convergence de la population dans la premiére frontiére pendant
20 générations consécutives. En fait, les populations plus petites, n,,, < 100,
ont la tendance de converger selon le critére d’arréte (b). Trois tests ont été
exécutés chaque fois. Les résultats jugés les plus intéressants sont présentés
a la suite.

Les Figl4.60 et Fig[4.61) ont exemplifié les résultats des frontiéres robustes
pour les cas de 10 et 30 variables respectivement. On observe que la proximité
de Y dépend de la taille de la population. En analysant le cas plus critique
(n=30 variables), les résultats ont été considérés satisfaisant, car le cotit pour
génération est resté constant et la frontiére a été obtenu. La Table 4.3|résume
les résultats de cette section.

Table 4.3} [[JRMOEA - Résumé des tests complémentaires

n Ny TE (%) Dupliquées (%) MBII]

5 100 1.00 67.0 0.0040
10 100 3.00 52.0 0.0079
15 100 22.0 60.0 0.0244
20 200 1.50 62.5 0.0044
25 250 2.00 26.0 0.0040
30 300 3.33 47.7 0.0050

Références: Soares et al [112], Deb et al. [5]], et Soares et al. [110)
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Chapitre [5|- Optimisation Robuste Multi-
Objectif de Synthése des Régulateurs PID

Normalement, le développement de fonctions d’inclusion part de 1" ex-
pression analytique que décrit le probléme. Dans le Chapitre 4, les fonctions
test d’inclusion, classifiés comme fonctions d’inclusion naturelle, qui ont été
obtenue par le remplacement direct des parameétres réels par son correspon-
dant intervalle. Cependant, la construction de fonctions d’inclusion est une
tache plus complexe quand les situations problémes réelles sont examinées.
Il y a aussi des particularités pour traiter problémes par intervalles, comme
contraintes de singularités dans les opérations de division par exemple. Donc,
ce chapitre a été dédicacé a traiter un probléme d’optimisation multi-objectif
robuste compléte, de la conception a la résolution, qui a été composée par les
étapes suivantes : a) une petite révision de 'application ; b) la description du
probléme général ; et c) la formulation, résolution et discussion d’une étude
de cas.

En considérant des facteurs comme I'importance de l'application réelle
dans l'ingénierie et I'industrie, l'intéresse de la communauté scientifique sur
le sujet, et la possibilité de traiter le probléme par intervalles, il a été choisi
un probléme d’optimisation multi-objectif de synthése des controleurs PID.

Donc sur le probléme général, un cas spécifique a été proposé et résolu en
utilisant les algorithmes [[[RMOA I, [[[RMOA II et [[[RMOEA.

5.1 - Révision sur les Controleurs PID

Les controleurs PID, soient analogiques et digitaux, sont utilisés en di-
verses applications industrielles pour controler flux de liquides, température
des fours et vitesse de moteurs par exemple. La simplicité de fonctionnement
et la performance considérée optimale sont souvent citées comme motifs pour
le choix de controleurs PID dans l'industrie.

En controleurs PID, I'ajustement de variables de controle est fait de fagon
automatique selon les mesures obtenues de la sortie du processus z(t) com-
paré a une valeur de référence r(t) dans le temps t. La différence entre les
valeurs 7(t) et z(t) est le signal d’erreur e(t) :

6D

qu’on désire minimiser ou éliminer, en stabilisant z(¢) au niveau plus proche
de r(t). L’action de controle agite dans le processus de fagon proportionnel,
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intégrale et dérivée conforme ’expression :

m(t) = Ke(t) + K, /0 (bt + K, d‘zl(tt) | %)

soient m(t) la sortie du controleur, K, le gain proportionnel, K; le gain
intégrale et K; le gain dérivatif. Un schéma simple d’un controleur PID
associé & un processus générique ou une planta a été présenté dans la Fig[5.1]

Le vecteur de paramétres K = { K}, K;, K4} du PID est ajusté en fonction
du systéeme a étre régler. On suppose la variable & manipuler prennent les
valeurs définies par le controleur, guidées par l'erreur existant entre r(t) et
e(t). La tache de sélectionner les valeurs appropriées pour les gains K est
appelé de calibration ou régulation de PID. 11 y a différentes méthodes pour
le calibrage de ces controleurs, lesquels ont été cités sur le texte principal.
La méthode employée ici est basée sur I'optimisation.

Références: Astrom et Hugglund [3], Ziegler-Nichols [129], Cohen-Coon [22],
Visioli [122], Wang et Cai [125], et Chidambaram et Sree [19].

- Description du Probléme

L’optimisation de systémes de contréle PI, PD ou PID pour un systéme
générique signifie trouver le mieux ensemble de parameétres K,, K; et Ky
que minimise quelques métriques/spécifications de performance de la réponse
indicielle du systéme. Les spécifications dans le domaine du temps sont
observées dans les systémes ou la réponse est considéré stable. La Figl5.2
présente l'identification de ces métriques via un exemple de réponse indicielle
d’un systéme en boucle fermée.

Le dépassement M, est la valeur de la réponse indicielle du systeme au-
dessus de r(t). Le temps de monté ts marque la vitesse du systéme pour
répondre a l'entré. Ils sont valeurs typiques a tg: a) de 10% a 90%, b) de 5%
a 95% e c¢) de 0% a 100%. Dans ce travail, 'option (c) a été choisie pour ;.
De méme fagon, le temps de dépassement mazimum t, est le temps mesuré
des le début du procédé jusqu’au plus haut dépassement M,. Le temps de
réponse t, marque la stabilisation de la réponse du systéme dans une région
stable (tolérance) proche de la valeur 7(t) que se désire obtenir. La tolérance
permise est normalement définie en tour de £2% a +5%. Excepte dans cer-
taines applications, il est désiré que la réponse indicielle soit suffisamment
rapide et amortie. Ainsi, les métriques des réponses listées antérieurement,
il est désiré que le processus d’optimisation minimise M, t5, t, et ¢,. En
addition, il a été choisi une métrique basée en erreur accumulée pour évaluer
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la qualité de la réponse du systéme. Il a été choisi la métrique ISE (Integral
Square-Error) donné par 1'équation :

ISE = / e?(t)dt. (-3)
0

Les mesures de performance et de qualité décrites en haut ont été utilisées
pour formuler le probléme d’optimisation de synthése de controleurs PID.
Cependant, avant de décrire le probléme, il a besoin établir les conditions
de stabilité du systéme. Normalement, la stabilité est une caractéristique
fondamentale en systémes avec rétroaction, soit comme considérée une pré-
condition de projet de systémes de controle linéaires.

Le critére RH (Routh-Hurwitz) a été la méthode choisie pour vérifier la
stabilité du systéeme. Il utilise seulement les coefficients de I’équation carac-
téristique (dénominateur de la fonction de Laplace en boucle fermée) pour
conclure sur 'existence de stabilité. L’équation caractéristique est donnée
par :

(-4)

—1
ans" + ap_18"" + -+ ars+ag, a, #0,

soient s la variable de Laplace et les coefficients a,,...,ao sont grandeurs
réelles. En partant de (5.4 la Table , dit Table RH, a été construit pour
déterminer les conditions RH de stabilité.

Table B.1t Coeficientes RH.

s" Qn Ap—2 QAp—4
n—1
S ap—1 Ap-3 GQp—5
Sn_2 bl b2 bg
"3 Co s
Les coefficients by, bo, . .. sont :
b — Ap—10n—2 — QpAp—3 by — Ap—10n—4 — QpGp—5 "
1 — s 5 = , e
an—1 An—1
Et les coefficients ¢y, cs, ... sont :
o — b1y 3 — baa, 1 o — bian—5 — b3, 1 (15.6)
1 — 9 = .

by ’ by ’
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Le systéme est déclaré stable si les termes de la premiére colonne sont tous
positifs ou tous négatifs.

Le critére RH peux étre étendu quand les coefficients de 1’équation ca-
ractéristique sont intervalles. Mais, il y a plusieurs occurrences de mémes
coefficients comme se peux voir en et , en résultant une analyse de
stabilité trés pessimiste. Donc, Kharitonov a développé une technique pour
traiter les coefficients intervalles. Avant, de 'introduction de la technique de
Kharitonov, considére I’équation caractéristique intervalle :

[@n]s" + [an_1]s" " + - + [a1]s + [ag], O & [an], (.7)

et maintenant, les polynéomes de Kharitonov sont :

1o @S 4 A, ST Ay oS Ty yasT T
Pe 1 ApS" Wy S"T A, 08" R a, 38" Ty as" T+ (B.9)
p3 0,8 8" FApos"  ta, 58" P4 a, 45"t (5.10)
Pyt oa,s" + gms”’l + Ay 2+ Tpygs™ T + Qn_4s”’4 + ... (b.11)

Le systeme est déclaré stable si py, ps, p3 et py sont stables, selon le critére
RH. Pour systéemes d’ordre n < 5, les conditions de stabilité sont plus sim-
ples, comme a été proposé par Anderson au-dessous :

n =2 : stable si as,a;,a9 <0 ou as,a,ag >0 (5.12
stable si p; est RH
n =4 : stable si p;,p, sont RH

o [
= | =
EEcs

I
—
=2

n =25 : stable si py,ps, p3 sont RH

Une fois que les conditions de stabilité sont satisfaites, le probléme de controle
PID peut étre formulé.

En récente recherche sur le travail de controle robuste de systéemes inter-
valles, il a été observé un intérét grandissant de la communauté scientifique
sur le sujet. Il a des études qu’associe le terme “controle robuste” & capacité
du systéme a maintenir la stabilité quand la valeur de ses paramétres change.
Dans 'optimisation, le but souvent est trouver le ensemble de paramétres que
maximise la performance de la réponse indicielle, dans une région garantie
robuste. Pour d’autres les méthodes étudiés, un algorithme génétique a été
employé pour minimiser I’erreur ISE dans une formulation mono-objectif qui
utilisait le pire cas du scénario de la fonction de contrainte. Dans ce cas, les
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incertitudes ont été considérées sur les paramétres du systéme ; les parameé-
tres des controleurs ont été fixés. Dans une autre étude, des intervalles ont été
utilisé pour trouver les poles du systéme, et aussi en partant d’équation carac-
téristique intervalle des parameétres de controleurs intervalles ont été obtenus
via I’équation Diophantine intervalle. Finalement, le probléme PID a été
formulé comme un probléme multi-objectif, soit le systéme a étre optimisé
sous la forme d’intervalles. Les références sur ces travaux de recherche sont
présentées a la fin de la section. La formulation du probléme robuste choisie
dans cette thése peut étre considéré comme un “mélange” de ces études,
car: a) le traitement de la stabilité est fait par moyen d’intervalles ; b) les
controleurs sont écrits en format d’intervalles ; et ¢) la formulation du pro-
bléme est multi-objectif. Ainsi, soient le vecteur K les gains du systéme et p
le paramétre d’incertitude, un probléme robuste multi-objectif pour la syn-
these de controleurs PID d’un systéme générique de ordre n peux étre écrit
comme :

min max f17f27f37f4

Ke[K] pe[P]
S.C: g1 = critere RH ;
g2 = max z(K, p, t) < écart acceptable de u(t), t =tg ;
g3 = singularités (Analyse par Intervalles) ;
g4 = autres singularités. (2-16)
Avec : fi=maxz(K,p,t), t€0,00] ;
fo = arg max (fi);
fs= min {t]2(K.p.t) =r(t)}
fa =1ISE.

Normalement, le dépassement M, (f1) et le temps de dépassement maxi-
mum t, (f2) sont spécifications contradictoires, cependant que le temps monté
ts (f3) et t, ne sont pas. Par fois, il y a des situations que M, et t, n’existe
pas comme dans les systémes sur-amortis. La métrique ISE (f4) inséré béné-
ficie les réponses avec mineur erreur accumulée dans période transitoire. En
, la contrainte g; est lié a la vérification de la stabilité via Routh-
Hurwitz, Kharitonov et Anderson. La contrainte g, disqualifie les réponses
“mauvaises”’ en régime stationnaire, définies au temps t = t. Et, g3 garantit
I'utilisation de méthodes intervalles. Par exemple, on considére l'intervalle
[a,b],a € Retbe R. Sia<0etb>0,les calculs y/[a, b] et 1/[a, b] représen-
tent des singularités, car ces opérations ne sont pas définies en Analyse par
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Intervalles basée en systémes finis, qui est le cas cette thése. Finalement, g4
traite d’autres singularités. Par exemple, g4 sauve la formulation de produire
résultats impossibles tels que ¢, < 0.

Références: Ogata [91)], Kharitonov [T0], Anderson et al. [3], Dahleh et al.
[25], Pujara et Roy [96], Henrion et Bachelier [55], Hsu et Yu [59], Lordelo
et al. [T1], Takahashi et al. [119].

5.3 - Etude de Cas

La formulation proposée en peut étre employée dans plusieurs pro-
blémes de systémes de controle via PID. Donc, il est nécessaire préciser
I’étude de cas abordé ici. Le cas considéré est simple. Cependant, la fi-
nalité est de détailler le processus d’optimisation robuste via les algorithmes
proposés. Le lecteur intéressé peux étendre la procédure & des problémes que
la fonction de transfert soit de ordre n < 4. La limitation d’ordre se justi-
fie, car il y a besoin de définir la fonction d’inclusion du systéme de forme
analytique. Ainsi, si la réponse du systéme dépend du calcul des racines
du polyndéme caractéristique, alors la solution analytique “fermée” seulement
existe pour équations de quatriéme ordre.

Pour mieux décrire de cette étude de cas, cette section a été fragmentée
dans les parts suivantes : a) Caractérisation du system ; b) Réponse Tem-
porelle du Systéme ; ¢) Formulation du Probléme Multi-Objectif Robuste ;
d) Functions Objectif ; d) Analyse des Fonctions Objectif et de Contrainte ;
et e) Expérimentation et Résultats.

- Caractérisation du Systéme

Dans I'étude de cas, on considére un systéme de controle linéaire, invari-
ant au temps, sans retard, sans bruit d’entrée et avec le controle analogique
proportionnel plus dérivatif pour répondre & une entrée échelon unitaire. Le
systéme a été présenté dans la Fig[5.3] La fonction de transfert resultant
G(s) pour le cas est donné par :

)= HECE) Kyt (Ka)s 6T
1+ H(s)C(s) 24+ (1+Ky)s+ K,

- Réponse Temporelle du Systéme

En appliquant un échelon unitaire (r(t) = 0,t = 0; r(t) = 1,t > 0)
et réalisant la transformé inverse Laplace est obtenu la réponse du systéme
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2(K,, K4, t) suivante :

! -1+ K
(K, Kayt) = 142 (_cosh<@t> + %Smh(\/at)) (18)

avec !

a=(Kq+1)*—4K,.

En considérant l'incertitude p dans la précision du controleur analogique, les
gains K, et Ky doivent étre récrits comment K, £ p et K;+ p. L’action des
controleurs K, et K, sur le plant est linéaire, cependant 'effet de I'incertitude
p sur K, et Ky n’est pas triviale. Ainsi, en considérant p, les formulations

en (5.18) et (5.19) peuvent étre réécrits comme suit :

(1 P 7
2(Ky, Ko, pt) = 1+ 6_#75 <_ cosh( \/QEt)) T

+ e e ((—1 + K4+ p) sinh(\/;—/t)>

avec !

H.21
a’:(Kd+p+1)2—4(Kp+p). ‘ )

[b.3.3 - Formulation du Probléme Multi-objectif Robuste

En considérant la réponse temporelle du systéme en ((5.20) et (5.21)), le
probléme multi-objectif robuste pour I’étude de cas est défini comme :
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min Ji: f2, f3, Ja

Ky, Kq€[0,15] pe[ 0.1.0. 1]

s.C. 1 g =5"+(1+K;+p)s+ (K,+p) soit RH ;
go = max z (K,, K4,p,t) <13, t=3s;
gg=a >1;

—Va'+1—(Kd
94:#%351, 0¢Z Vo +1—(Kd+p). (5.22)

Avec : fi = max z(K,, Kq,p,t), t€]0,00] ;

fo = arg tg[loa}og](fl) ;

fs= min {t|z2(K,, Kqsp,t)=r(t)}, r(t)=1;

te10,00]

1 = ISE.

5.3.4] - Functions Objectif

Les fonctions objectif f; et fs traitent du dépassement M, et du temps de
dépassement maximum ¢, de z(K,, K4,p,t) (5.20). Pour les fonctions con-
tinues et dérivables, la dérivée a valeur s’annule sur les points maximums et
minimums. Donc, M, et ¢, sont calculés grace a la relation :

dZ(Kpa Kd7p> t)
dt

=0,

Il en résulte :

tp =

1 ( — (Vo' + (K4 +p)) ) F29)
\/_ — (Vo — (K4 +p)) 7
et

G.25)
M, = 2(K,, Kq,p,ts) — 1.

La déduction de les équations (5.24)) et (| - ont été faite dans I’Appendice
[Aldu document compléte en cons1derant un modéle sans le paramétre d’incertitude
p et pour valeurs fixes de K, et K.
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La fonction objectif f3, que traite du temps de monté ¢, est aussi obtenue
de z(K,, K4,p,t). En considérant ¢, comme le période pour le systéme aller
atteindre la référence (r(t) = 1), t5 est formulé comment :

L —Va' +1— (Kq+p) (5.26))
Va! \/J—i—l—(Kd-i—p)

ts =

Le développement de 1'équation ¢, a été réalisé dans I’Appendice [B], que
sans perdre de généralité, ont été fixés K, et Ky, et le parameétre p n’a pas
été considéré.

La fonction fy, référent a métrique ISE, a été calculé de I’équation inté-
grale . La résolution de l'intégrale, a été faite dans I’Appendice |C| de la
version compléte de la thése, a produit comme résultat :

2
(1 + 1_(5%‘“7))

ISE = -
Vo —1—(Ky+p) B.27)
2
2<1 B (1—(\1/%%)) ) (1 B 1_(5%%))2
—1—(Kaq+p) Vol —1— (Kq+p)

Les fonctions objectif d’inclusion pour cette application sont les fonctions
d’inclusion naturelles. Les fonctions objectif formulées en con-
tient seulement des opérateurs mathématiques élémentaires, donc les fonc-
tions d’inclusion sont convergentes et monotones. Cependant, la minimalité
et la finesse dépendent du nombre d’occurrences des variables et du type
d’opérations que les relie. Ce fait justifie les simplifications réalisées dans les
appendices.

- Analyse des Fonctions Objectif et de Contrainte

Le traitement de contraintes formulé en est similaire au procédé
présenté a la Sous-section [3.5.1] Dans cette étude de cas, les tests d’inclusion
classifient tout ’espace de recherche en “réalisable” ou “de frontiére”, selon
la précision donnée. Aucun espace n’a été classifié comment “non réalisa-
ble” car les fonctions de contraintes n’ont pas été construites pour garantir
I'instabilité. La Figl5.4] présente 'espace réalisable de I'étude de cas. La
région en gris foncé représente 'espace réalisable ; en gris clair, les inter-
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valles de frontiéres. Détail pour obtention de la figure: a) algorithme SIVIA
; b) paramétre de précision ¢ = 0.1 ; et ¢) 590 boites réalisables.

Antérieurement, il a été dit que la fonction d’inclusion de 1’étude de
cas est convergente et monotone. Les Figl5.5] Figl5.6] et Table [5.3] confir-
ment, a travers d’un exemple, les propriétés listées en haut importantes pour
I'utilisation de méthodes intervalles. Dans ’exemple, on note la propriété
K]z € [K]1 C [K]o = f([K]2) C f([K]1) C f([K]o). Si les fonctions ne
sont pas convergentes et monotones, alors elles ne seront pas utiles, car il est
impossible d’éliminer des régions avec sécurité en garantissant la globalité
des méthodes par intervalles, par exemple.

- Expérimentation et Résultats

L’expérimentation a consisté a utiliser les méthodes validés, pour résoudre
le probléme multi-objectif robuste décrit en . Le probléme a quatre
objectifs, donc la visualisation graphique a été limitée pour présenter trois
objectifs simultanément. Les résultats d’optimisation de ont été or-
ganisé dans quatre blocs: a) les enveloppes sur la frontiére robuste ; b) les
ensembles solutions ; c) les frontiéres robustes ; et d) 'analyse des solutions
choisies dans la réponse du systéme de controle.

Les paramétres de ’exécution sont présentés ensuite. Conforme la formu-
lation (5.22)), ils ont été employés K, = [0,15], K4 = [0,15] et P = [—0.1,0.1].
Aussi, les parameétres spécifiques de chaque algorithme sont: a) exx = 0.25 et
e = 0.05 pour [IJRMOA I ; b) epq = 0.05 et g5 = 0.025 pour [IJ[RMOA 1T ;
et ¢) pe = 1, pp, = 0.0005, npop, = 100, ngep, = 60, npy = 15, gp] = 0.025
et r7%* = 8 pour le [[[JRMOEA. Dans l'expérimentation qu’analyse les en-
veloppes, nous avons pris g = 0.005 et g = 0.001 pour les méthodes
[[[RMOA II et [IJRMOEA.

Dans les premiers tests, le [[[RMOA I a confronté le [I[RMOA II et
le [[RMOEA. Les résultats ont été montrés en Fig[.7 et Figl5.8] Dans
ces figures, les enveloppes 3D pour K~ et KT ont été remplacées par une
visualisation plus simplifiée, qu’utilise seulement des points sur le graphique
que définissent K~ et K*. Ainsi, la comparaison entre les algorithmes est
devenu plus claire. I’enveloppe produite par [[[RMOA I a été comparée avec
trois cas des autres algorithmes. Les cas de simulation consistent & vérifier
les valeurs de précision du parametre d’incertitude € que produisent des
frontieres robustes correctes. Les résultats des les simulations (voir Fig[5.7]
et Fig sont illustrant la dépendance de la frontiére robuste de ). Cette
dépendance est conséquence que les fonctions objectif d’inclusion n’est sont
pas minimales. Aussi, a travers de ces tests, le [[[RMOA T se confirme comme
outil de validation.
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Les ensembles solutions ont été analysés dans la deuxiéme batterie de
tests. Les résultats du [I[[RMOA II et du [[[RMOEA ont été présentés en
Fig[.9 et Fig[5.10] respectivement. En observant les résultats, il est pos-
sible de conclure: a) 'ensemble solution trouvée se situe en K, = 15 et
K4 € [9.5,13.5] ; b) 'ensemble solution n’est pas dépendent de epp), mais
I'image de I’ensemble 'est ; et ¢) I'uniformité de distribution des solutions
est satisfaisante.

Les frontiéres ont été aussi analysées en considérant les mémes valeurs de
£[p] pour contraster les algorithmes [[[RMOA II et [I[JRMOEA. Les résultats
(voir Fig[5.11]) ont montré la cohérence entre les deux méthodes. Une fois
que les deux algorithmes sont différents, cette information est suffisante pour
valider les deux et aussi les ensembles solutions trouvées.

Le probléme d’optimisation multi-objectif proposé en (5.22) ne peut pas
étre considéré concluant avec seulement ’ensemble solution et son image ro-
buste. Pour compléter la tache d’optimisation multi-objectif, il est nécessaire
prendre la décision sur une solution spécifique choisir, c’est a dire, ¢’est impor-
tant déterminer la solution robuste de projet K™ = {K;*, Kj*} qu’optimise
I'action du controleur. Deux K** ont été choisi: un ensemble du [I[][RMOA II,
et l'autre du [I[]RMOEA. Le critére adopté pour la prise de décision a été basé
sur une sorte de fonction objectif normalisée. Ainsi, en dénotant I’ensemble
solution robuste par K* et par f™*(K* p) le maximum valeur de perfor-
mance de la fonction objectif f; selon K*, K** est formulé comme :

(5.28)

ny
max (| — f; k*,
K* = arg min i m;f) *f( P)
k*cK* i—1 fz (K 7p>

1=

, PEP,

soient fM**(K* p) > 0 garanti par (5.24))-(5.27). Ainsi, en considérant la
précision ep) = 0.001, la solution robuste choisi par [IJRMOA II a été

K;* = 14.9854 et Kj* = 9.6240, et pour le [[[RMOEA a été K;* = 15.0000
et Kj* = 9.6088. Selon les métriques de performance du systéme formulé
en (5.24)-(5.27), la solution du [[[RMOA IT (K,* = 14.9854, Kj* = 9.6240)
a produit ¢y = 0.3411, ¢, = 0.5730, M, = 0.0305 et ISE = 0.2031, et le
[IIRMOEA  (K3* = 15.0000, Kj* = 9.6088) en t, = 0.3409, t, = 0.5728,
M, = 0.0307 et ISE = 0.2034. La réponse du systéme en considérant
la solution du [[JRMOA II a été montré dans la Figls.12] Le résultat du
[[]JRMOEA est similaire, et donc il a été omis. On observe dans la figure
que la réponse indicielle a été réellement optimale, car la réponse a été sta-
ble, rapide, presque sans dépassement et avec la réponse en régime dedans
la tolérance et le plus important, en prisant compte les incertitudes de la
formulation.
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Chapitre [6]- Conclusions et Perspectives

6.1 - Conclusions

Le choix d’étudier et proposer des algorithmes pour traiter la philoso-
phie d’optimisation robuste que considére le pire cas est lié la a décision
d’utiliser Analyse par Intervalles ; le calcul des incertitudes se fait de facon
naturelle dans les méthodes par intervalles. En traitant les incertitudes du
systéme d’optimisation comme un paramétre isolé, le calcule d’incertitude
peut étre encore plus intuitif. Si le paramétre d’incertitude apparie une
seule fois dans ’expression formelle de la fonction objectif robuste, donc avec
une seule évaluation de la fonction objectif, il est possible & calculer tout
I'incertitude avec le minimum pessimisme (voir Sous-section . Sl y a
multiplicité d’occurrences du paramétre d’incertitude, alors il est nécessaire
créer les sous-pavages pour calculer plus précisément la performance robuste
d’une solution particulieére. Il est important de noter qu’il y des avantages et
des inconvénients de considérer le pire cas. Par exemple, dans I’optimisation
de dispositifs, I'image d’une solution robuste peut, souvent, étre irréalisable
dans I'espace des objectifs. Par contre, il y a des situations de risque tel qu’il
soit inadmissible une erreur. Donc, le pire cas est la philosophie indiquée
pour ce dernier scénario robuste.

Le probléme d’optimisation robuste est plus complexe que 'optimisation
traditionnelle, car il considére les définitions f(x,p) : R™ x R™ — R"f,
x € R™ et p € R™. Par conséquent, 'ordre du systéme augmente par
une facteur n, X n,. Si le probléme d’optimisation avoir seulement fonc-
tions convexes, la résolution du probléme est simple, rapide et précise a
travers d’application de méthodes dirigées par dérivées. Cependant, dans
la phase de planification de la thése il a été défini de développer méthodes
pour 'optimisation robuste indépendante des caractéristiques particuliéres
de fonctions objectif et de contraintes, par exemple non convexité et discon-
tinuité de la frontiére robuste.

Les méthodes proposées [I[RMOA I, [[[RMOA II et [[[RMOEA présen-
tent, en cet ordre, I’évolution temporelle de la création des algorithmes dans
cette thése. Chaqu'un de ces algorithmes représente une contribution. Pre-
miérement, ’abstraction de la frontiére Pareto robusta a été fondé avec les
résultats du [I[RMOA I, a travers de la construction d’enveloppes sur la
frontiére robuste. Une fois que le [[JRMOA I est calibré pour un spéci-
fique P, la méthode est préte a gérer 'autre enveloppe pour un autre scé-
nario robuste différent de P. De l'autre coté, le [[JRMOA II recherche
solutions robustes & partir d’une boite que contient toute la région d’espace
de recherche. Les régions irréalisables sont éliminées pour les fonctions de
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contraintes, écrites sur la forme d’intervalles. En utilisant la philosophie pes-
simisme, les régions réalisables sont éliminées lorsque on a la garantie que
cette région ne contient pas de solutions robustes. Ainsi, le point fort du
[IJRMOA II est la garantie d’enregistrer tous les points de la frontiére, avec
une précision, dedans les intervalles non éliminés. Tant [I[[RMOA I tant
[[JRMOA II sont dépendants des dimensions des variables de projet et le
parameétre d’incertitudes, cas les bissections utilisant ces espaces. Par contre,
dans le [[[RMOEA la recherche est stochastique et I'influence des dimensions
n’augmente pas l'effort calculatoire. Cependant, le [[[RMOEA ne garantie
pas trouver les solutions robustes. La contribution des méthodes intervalles
est limitée au calcul de l'interférence des incertitudes et aussi dans la tech-
nique de niche NBJ[I]. D’entre autres aspects, une caractéristique vérifiée dans
les algorithmes [[[RMOA I et [[[RMOA II, et commun dans les méthodes in-
tervalles, est la convergence du procédé de recherche, c’est a dire, les étapes
dans les processus de recherche sont tous déterministes, et les algorithmes
finissent de fagon globale et naturelle selon les valeurs des paramétres de pré-
cision définis. Par contre, dans le [[[RMOEA la convergence est déterminée
en fixant un nombre maximum d’itérations, ou a travers d’autre critére em-
pirique qu’évalue la convergence. Finalement, les méthodes [[[RMOA I et
[[JRMOA II ont seulement deux paramétres a régler, et le [[[RMOEA en
a plusieurs. Cette information est cohérente avec la nature déterministe
des algorithmes [[[RMOA I et [[JRMOA II, et stochastique-déterministe de
[[[RMOEA. La Table résume la comparaison des algorithmes proposés.
On note dans la table qu’il y a des items comme “cotit” avaient eu une éval-
uation subjectif. Ces évaluations sont parties d’observations durant la phase
de tests.

Table [6.1f Comparaison entre [[JRMOA I, [[[RMOA II et [IJRMOEA.

Attribut [[JRMOA 1 [[JRMOA II [[][RMOEA
Classification déterministe déterministe hybride
Recherche globale globale globale
But envelopper Y* envelopper X* trouver X*
Qualité Y* non applicable haut moyen/haut
Convergence oui oui dépend critére
Garanti dépend {[f].exs e} oui non
Cont haut moyen/haut bas
Dimension sensible sensible moins sensible
Parameétres peu peu plusieurs

En analysant les expérimentions réalisées pour le [[[RMOEA, il a été
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considéré que 'uniformité dans la frontiére de Pareto robuste a été obtenue
avec succeés, et avec cotit bas. Le succés de 'uniformité est da a la technique
de niche NBJI|. Aussi, la métrique MB|I] est présentée comme une technique
efficace pour mesurer la qualité d’uniformité dans I’ensemble de Pareto (voir
les comparaisons & Sous-section .

Les méthodes d’optimisation par intervalles ont besoin de construire des
fonctions d’inclusion convergentes, monotones, minimales et fines. Une fois
que ces caractéristiques sont satisfaites, les méthodes par intervalles peu-
vent éliminer avec sécurité les régions ou les solutions du systéme ne sont
pas. En fait, les caractéristiques d’étre minimales et fines sont importantes
principalement pour réduire le pessimisme. D’entre les fonctions tests util-
isés, la fonction d’inclusion naturelle & ZDT3 a présenté le pire cas de pes-
simisme, car il y a des multiplicités de paramétres. Comme conséquence, le
[IJRMOA I que dépende d’exhaustifs calculs de fonctions d’inclusion a eu sa
performance affecté. Dans I'application réelle de synthése de controleurs, la
construction de fonctions d’inclusion a été une tache plus difficile. Pour des
systémes d’ordre supérieur a quatre, la construction de fonctions d’inclusion
c’est plus compliqué, car n’existent pas des solutions analytiques par ces cas.

L’application des algorithmes [[JRMOA I, [[[RMOA II et [[[RMOEA a
une application réelle a établi une connexion importante entre toutes les
étapes du procédé d’optimisation. Le probléme choisi a été la synthése de
controleurs PID. D’entre autres questions, il a été détaillé comment le pro-
bleme pouvait étre modeliser et traiter par intervalles, en considérant tous les
inconvénients. La stabilité est, normalement, une caractéristique désirable
dans les systémes de boucle fermée. Donc, les critéres de stabilité ont été
considérés comme contraints. En addition, les autres contraintes sont liées a
singularités des méthodes intervalles ont été aussi traités comme contraintes.
Le résultat du traitement de contraintes (voir Figl5.4) démontre Pefficacité
des méthodes par intervalles a séparer les régions que sont réalisables de celles
qui ne le sont pas. L’étude de cas a été finie avec I'application des algorithmes
proposés. Les résultats obtenus ont été comparés, comme les frontiéres et les
ensembles solution. Les résultats ont montré la cohérente entre eux, donc
prouvant que les trois méthodes produisent des solutions correctes.

Références: Boyd et Vandenberghe [13], Jaulin et al.[6])/, Benhamou et Older
[10], et Chabert et Jaulin [17)]

- Perspectives

L’optimisation robuste multi-objectif est un probléme de cotit haut par
définition (f(x,p) : R™ x R™). Donc, la plupart des perspectives consistent
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a améliorer le temps d’exécution des algorithmes intervalles. L’utilisation
de dérivées en problémes continus, I'emploi d’architecture paralléle dans
quelques procédés, le enregistrement et manipulation de boites intervalles
en arbres sont exemples de comme des algorithmes pouvant améliorer ses
performances. Aussi, il est désiré développer la métrique MBJ[I] par traiter
I'espace multidimensionnel. De plus, la technique de niche NB[I] est facile
d’adapter, en principe. Donc, NB[I| sera employé a différents algorithmes
évolutionnaires et aussi aux autres algorithmes proposés dans cette thése.



Parte 11

TESE EM PORTUGUES



1. INTRODUCAO

Os métodos de otimizagao tém sido utilizados como suporte a tomada de
decisoes em diferentes aplicagoes reais. Em muitos casos, os problemas de
otimiza¢ao podem ser dificeis de resolver, como por exemplo, quando o mo-
delo matematico do problema for nao linear e/ou nao convexo, composto por
parametros multi-dimensionais e com imagem no espago dos objetivos multi-
modal. A tarefa de otimizacao pode complicar-se quando o contexto for
multi-objetivo. Em adigao, considere um cenério onde o sistema de otimiza-
¢ao esta corrompido por varios tipos de incertezas as quais podem prejudicar
o real desempenho das solugoes supostamente 6timas. O tomador de decisao
pode eventualmente valer-se de métodos que nao computem incerteza e em
seguida encontrar solugoes confiaveis acreditando em sua experiéncia e intu-
icao, ou ainda empregar técnicas de analise de sensibilidade para ajudar em
suas escolhas. Alternativamente, os tomadores de decisao podem criar uma
versao robusta para as func¢oes objetivo através da insercao de um parametro
que simule a acao das incertezas. Certamente, a melhor maneira de resolver
depende do caso. Para ilustrar o problema multi-objetivo robusto, considere
o problema de minimizacao descrito abaixo

min fl(X) = ([L’1 — 61)2 + (372 — 62)2;
x€R?2
fz(X) — C3X1 — C4X9.
(1.1)
s.a. :
\ g(x) =214+ 22 <0.
Sendo ¢1, ..., cq coeficientes positivos; z; e xo varidveis reais; fi(x1,z3) e

fo(x1, x2) as fungdes objetivo; e g(r1,x2) a tnica fungao de restrigao de de-
sigualdade. A otimizacao multi-objetivo, aplicada a problemas como em
, tem como finalidade encontrar um conjunto de pontos solucao vidveis
tais que: a) haja diversidade entre os pontos; b) nenhum ponto dentro do
conjunto solugao seja considerado pior que qualquer outro em todos os ob-
jetivos; e ¢) nenhum ponto fora do conjunto seja melhor que qualquer outro
dentro do conjunto em todos os objetivos. Neste contexto, suponha que se
aplique um algoritmo de otimizagao sobre um problema multi-objetivo cu-
jas varidveis representem medidas de pecas, e as fungoes, o desempenho do
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equipamento. Suponha ainda que se obtenha sucesso nos itens (a), (b) e (c),
e com o conjunto de pontos solucao disponivel, o tomador de decisao defina-
se por uma solucao que melhor atenda aos interesses da empresa. Assuma
também que a confeccao das pecas seja realizada. Se o equipamento para
executar tal tarefa nao oferecer a precisao necessaria, entao um novo grupo
de medidas deveria ser encontrado. Certamente, a precisao do torno pode ser
embutida na formulagao do problema. Mas, isto é desnecessario se for uti-
lizado um algoritmo para otimizacao robusta que leve em conta a imprecisao
de x.

Considere o conjunto de pontos solucao para o problema . A escolha
do tomador de decisao pode levar em conta a sensibilidade da solugao. Por
exemplo, imagine que uma pequena alteracao do ponto solucao escolhido
implique em uma indesejével variacao nas fungoes objetivo, ou equivalen-
temente, permita que haja um eventual ajuste nos valores dos coeficientes
para deixar o modelo descrito em ([1.1]) mais correto. Nestes casos, uma outra
solugao pode surgir como melhor alternativa simplesmente se ela apresentar
menos sensibilidade a presenca de ruido na formulacao. As técnicas de anélise
de sensibilidade podem ajudar nas decisoes. Por outro lado, se o problema
for reformulado do ponto de vista de otimizagao robusta, a sensibilidade pode
ser garantida por defini¢ao.

A presenca de incertezas pode deixar a expressao vulneravel e su-
jeita a falhas, sendo necessaria a aplicacao de métodos suplementares para
resolucao do problema. Entretanto, a introducao das incertezas no sistema
de otimizacgao deve ser realizada com cautela, observando-se por exemplo, sua
procedéncia e sua provavel intensidade. A correta insercao das incertezas na
formulagao transforma o problema de otimizacao tradicional em um problema
de otimizacao robusta, sendo a versao multi-objetivo o objeto de estudo desta
tese.

1.1 Justificativa

Considere inicialmente x € R"* o vetor de variaveis (ou vetor de parametros
de projeto) e f(x) : R"™ — R"™ o vetor fungdes objetivo. Um problema de
otimizacao multi-objetivo irrestrito pode ser escrito como:
in f
Juin - f(x) (1.2)
Agora, assuma que o sistema de otimizacgao esteja sujeito a presenga de in-

certezas, sejam elas vinculadas aos parametros ou as fungoes objetivo. Cer-
tamente, a expressao (1.2)) ndo representa um modelo mateméatico que con-
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temple a interferéncia das incertezas e portanto, o vetor de fungoes objetivo
em deve ser, de alguma forma, alterada.

As fontes de incerteza sao diversas. Por exemplo, usualmente os proble-
mas de otimizagao envolvem calculo numérico com variaveis reais que nao
podem ser representadas exatamente por um equipamento computacional,
porque ha limite de memoria para discretiza-las. Em algum ponto, niimeros
muito grandes ou muito pequenos sao arredondados e com isso ha perda da
precisao. Além disso, as incertezas estao presentes ao medir e ao construir
x. Claramente, a formulagao em (1.2]) ndao cobre estes casos. Por tudo isso,
assuma x impreciso. O parametro de projeto atualizado X, dependente ou
independente de x, poderia ser escrito como

X =x(€) oux = X L, (1.3)

sendo € € R interpretado como um parametro de tolerancia, por exemplo.

O ambiente no qual o sistema de otimizacao esta imerso também é fonte
de incertezas. Por exemplo, fatores como umidade, temperatura, pressao e
vibracao podem afetar a avaliagao das fungoes objetivo. Uma alternativa se-
ria acrescentar um novo parametro que quantifique esta interferéncia. Assim,
o vetor de fungoes objetivo poderia ser reformulado como

f=1f(x,¢), (1.4)

com ¢ € R simbolizando o parametro dependente da influéncia do ambiente.
Similarmente ao vetor de variaveis de projeto, as incertezas podem estar

presentes na medi¢ao de parte dos argumentos de f. Assumindo-se o desvio

entre os valores medido e real como fixo, uma possivel interpretagao seria

f=1f(x,¢), (1.5)

sendo € € R o valor da imprecisao na medida de f.
Substituindo-se todas as fontes de incerteza acima, representadas pelos

parametros €, £ e e, por unico parametro p, as expressoes (|1.3]), (1.4) e ((1.5)

podem ser reescritas como
f(x,p) = f(x,¢,6,8), peR™. (1.6)

Neste trabalho, f(x, p) representa a forma robusta de f(x), ou seja, o vetor de
fungdes objetivo robustas f(x, p) incorpora todas as incertezas identificadas
no sistema de otimizagao.

A discussao em torno de f(x,p) poderia considerar ainda que a intensi-
dade das incertezas variasse no tempo; ou que o projetista, por desconhe-
cimento ou descuido, criasse um modelo falso para o sistema de otimiza-
¢ao. No entanto, decidiu-se por limitar a discussao porque a expressao
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atende aos propositos deste trabalho. Neste momento, o mais importante
é registrar que as incertezas estao, mesmo sendo despreziveis, sempre pre-
sentes no sistema de otimizagao. Por outro lado, desconsiderar as incertezas
em um problema onde elas realmente sao relevantes, leva os métodos tradi-
cionais a encontrar solugoes ineficientes, o que é indesejado. O interesse em
resolver problemas de otimizacao envolvendo incertezas foi a principal moti-
vacao deste trabalho.

1.2 Objetivos

A otimizacao robusta multi-objetivo pode ser considerada como uma linha
de pesquisa pouco explorada, mas que recentemente, tem recebido crescente
atencao da comunidade cientifica. Existem diversas questoes em discussao
que vao desde a interpretagao do significado do termo robusto até os algorit-
mos para resolvé-la. Neste sentido, este trabalho contempla varios aspectos
de otimizacao robusta e busca ser um ponto de partida para outros estudos
no mesmo tema.

1.2.1 (eral

Considere o parametro de projeto x € X C R"™ e o parametro de incerteza
p € P C R™. O proposito principal deste trabalho é desenvolver algoritmos
que utilizem técnicas intervalares para encontrar o conjunto solucao X* C
X para os problemas de otimizacao multi-objetivo robusto do tipo

i ax f(x,
mig may fp) o

s.a. g(x,p) <0, peP,

sendo f(x,p) : R™ x R™ — R™, o vetor de fungbes objetivo; e g(x, p) :
R™ x R™ +— R™, o vetor de fungoes de restricao de desigualdade.

Trés algoritmos intervalares foram desenvolvidos para resolver , sendo
dois deles puramente deterministicos e o terceiro hibrido, usando processos
estocéasticos para busca de solugoes e processos deterministicos para com-
putagao das incertezas.

1.2.2 Especificos

Concomitantemente ao desenvolvimento de algoritmos para otimizagao ro-
busta, este trabalho tem como objetivos secundéarios:

e revisar Otimizagao Multi-Objetivo, Analise Intervalar e os Algoritmos
Evolucionéarios Multi-Objetivos, pois estes temas sao suporte aos algo-
ritmos propostos;
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apresentar outras formulagdes para otimizacgao robusta, e com isso posi-
cionar a formulagao adotada neste trabalho;

desenvolver técnicas intervalares para os algoritmos robustos propostos
e estender seu uso para outros algoritmos de otimizacao;

propor problemas teste para estudar os algoritmos desenvolvidos, faci-
litando a comparacao entre métodos em outros estudos;

validar os algoritmos robustos propostos com problemas teste;

analisar a aplicabilidade dos algoritmos robustos em um problema real.

1.3  Escopo

Existem diferentes abordagens para investigar e interpretar os problemas de
otimizacao robusta. Conseqiientemente, o desenvolvimento de métodos para
resolver problemas desta natureza fica dependente da abordagem escolhida.
Por isso, julgou-se importante e necessério apresentar as principais decisoes
empregadas nesta pesquisa. O escopo deste trabalho se limita a:

apresentar e discutir os problemas de otimizacao no formato apenas de
minimizacgao - isto facilita a padronizacao e o entendimento sem perda
da generalidade; as expressoes para maximizacao podem ser obtidas de
forma anéaloga as de minimizacao;

empregar somente o conjunto dos Numeros Intervalares Reais - inter-
valos complexos nao serao tratados;

considerar somente o intervalo como um conjunto onde o valor dese-
jado, que ¢é pontual, esta contido - a abordagem de intervalos como
uma entidade matematica isolada nao sera utilizada. No entanto, a
diferenciacao entre as abordagens sobre intervalos é realizada;

apresentar apenas conceitos basicos sobre a Otimizagao Multi-Objetivo,
Anélise Intervalar e Algoritmos Evolucionarios Multi-Objetivo que su-
portem o desenvolvimento tedrico e pratico das propostas deste tra-
balho - referéncias estao disponibilizadas ao longo do texto para con-
sultas mais aprofundadas;

utilizar problemas teste para os algoritmos robustos cuja formulagao
seja composta de fungoes elementares - desenvolveu-se biblioteca inter-
valar apenas para fungoes com operacoes elementares, ou seja fungoes
que envolvam operacoes do tipo 4+, —, X, =+, exp, sin, cos, etc;
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desenvolver algoritmos que nao necessitem informacao do gradiente
para realizar o processo de busca - algoritmos intervalares tipo New-
ton e similares sao abundantes. Além disso sdo limitados a resolver
problemas onde o céalculo de derivadas seja possivel;

desenvolver algoritmo evolucionério para resolver o problema robusto
definido em com estrutura tipica de Algoritmos Genéticos - a
adaptacgao de outros algoritmos evolucionarios poderé ser realizada por
analogia;

empregar métodos tradicionais de sele¢ao, cruzamento e mutacao com
parametros fixos - testes exaustivos de busca por melhores conjuntos
de parametros e métodos nao serao realizados;

utilizar cadeia de caracteres binaria para representar as variaveis de
busca no algoritmo evolucionario proposto - variaveis com codificagao
real nao serao investigadas.

1.4 Metodologia

A metodologia cientifica consistiu principalmente nas fases:

levantamento do “estado da arte” dos objetos de pesquisa;
desenvolvimento de biblioteca intervalar;

elaboracao de padroes, definigoes e do modelo de otimizacao multi-
objetivo robusta;

desenvolvimento de algoritmos;
definicao de funcgoes teste robustas para validacao dos algoritmos;

aplicagao dos algoritmos propostos em um problema real.

A busca por referéncias bibliograficas sobre otimizacao robusta multi-
objetivo nao foi tarefa trivial visto que o tema tem, segundo a pesquisa
realizada, limitado acervo bibliografico. Os trabalhos encontrados foram su-
ficientes para dar suporte aos conceitos de otimizagao robusta propostos nesta
tese. Similarmente, a comunidade cientifica que estuda e aplica intervalos em
algoritmos de otimizacao multi-objetivo nao ¢ numerosa se comparada a seus
concorrentes evolucionérios. Entretanto, as teorias e algoritmos apresenta-
dos nas bibliografias estudadas foram referéncias importantes para a criacao
e implementacao dos métodos neste trabalho.
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Sobre a codificagao, hd na Web diversas bibliotecas disponiveis gratuita-
mente que computam a aritmética intervalar. No entanto, decidiu-se por
desenvolver a propria, pelos seguintes motivos: a) utilizar padrao proprio de
codificagao; b) construir codigo mais portavel para integra¢do com os algo-
ritmos desenvolvidos; e c¢) liberdade para disponibilizar o codigo. Quanto
a ferramenta computacional, optou-se pelo MATLAB por sua versatilidade,
pela sua biblioteca disponivel, pelos recursos graficos e pela facilidade de
programagcao.

Descrever o problema robusto e resolvé-lo via algoritmos intervalares
exigiu um formalismo matematico objetivo, coerente e completo para evi-
tar ambigiiidade. Assim, primeiramente foi escolhido o modelo matematico
para o problema robusto, foco dessa tese, e em seguida foram desenvolvidos
os algoritmos para resolver tais problemas. As atividades de criac@o, correcao
e adequagao de padroes para as nomenclaturas se estenderam durante todo
o tempo restante do trabalho.

A implementacao de algoritmos para otimizagao multi-objetivo robusta
foi realizada gradativamente. Primeiramente, foram criadas e testadas as
bibliotecas intervalares. Em segundo lugar, foi implementado um algoritmo
genético multi-objetivo que se tornou a base para o método hibrido proposto
para otimizacao robusta. Na seqiiéncia, os métodos de otimizacao foram
finalmente implementados.

Nao foram encontradas funcgoes teste especificas para tratar otimizacao
robusta multi-objetivo conforme a formulagao (1.7, Por isso, decidiu-se por
criar algumas funcoes teste para otimizagao robusta através da adaptagao de
outras funcoes de casos nao robustos.

A resolugao de um problema de engenharia pelos algoritmos propostos
teve como meta verificar a aplicabilidade dos métodos. Por isso, julgou-
se necessario descrever todo um processo de otimizacao, contextualizando a
concepgao tedrica do problema, a formulacao (fungoes objetivo e de restri-
¢ao), o desenvolvimento das fungdes objetivo, o tratamento das restrigoes,
e finalmente a resolucao do problema robusto via os métodos apresentados
nessa Tese. Os resultados obtidos foram comparados entre si, demonstrando
as caracteristicas de cada um.

1.5 Organizagao do Trabalho

No Capitulo 2, apresentam-se os niimeros intervalares com suas propriedades,
sua origem, definicoes importantes, seméanticas associadas a intervalos, re-
lagoes e operagoes aritméticas. O capitulo cobre também algumas questoes
relacionadas & otimizagao multi-objetivo, abordando os conceitos, formu-
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lagoes e os métodos para encontrar as solugoes Pareto. Ainda, neste capi-
tulo estao apresentadas descri¢oes de alguns algoritmos evolucionarios multi-
objetivos existentes na literatura, assim como funcoes teste, métricas e técni-
cas de nicho para validé-los. O Capitulo 3 trata da descricao completa dos al-
goritmos robustos propostos. Sao apresentados os [[[RMOAT e [[[RMOA IT que
sao deterministicos, e o [[[RMOEA que é estocéstico-deterministico. O Capi-
tulo 4 valida os métodos robustos via utilizacao de fungoes teste robustas.
No Capitulo 5, os algoritmos robustos sao empregados para resolver um pro-
blema real. Finalmente, o Capitulo 6 traz as conclusoes.

1.6 Consideragoes Finais

Os problemas de otimizacao reais sao, em grande parte, de natureza multi-
objetivo e estao sujeitos a diferentes fontes de incerteza. O projetista do
sistema de otimizagao deve avaliar se as incertezas afetam os resultados. Em
caso afirmativo, alguma acao deve ser tomada. Por exemplo, se o projetista
definir robustez como a capacidade de uma solucao candidata manter o nivel
de desempenho frente as perturbagoes originadas pelas incertezas, ele pode
agir a posterior: utilizando técnicas de analise de sensibilidade e buscar pelas
solugoes mais estaveis a essas perturbacoes. Por outro lado, ele pode agir a
priori inserindo o parametro de incerteza na definicao do problema e utilizar
algoritmos para otimizacao robusta para encontrar as solucoes que resolvem
o problema proposto. Considerou-se a segunda opg¢ao mais interessante para
este trabalho.

Existem diferentes definigoes para problemas de otimizagao robusta multi-
objetivo. Aqui, adotou-se que o problema robusto deve ser equacionado de
forma a permitir que os algoritmos busquem as melhores solucgoes, segundo a
avaliacao dos objetivos, quando observado a pior interferéncia do parametro
de incerteza, conforme descrito em ([1.7)).

Os algoritmos [[JRMOA I, [I[]JRMOA II, [[JRMOEA para resolver o pro-
blema robusto proposto em ([1.7) constituem o foco principal desta Tese.
Observa-se que todos algoritmos utilizam métodos intervalares. Os dois
primeiros sao puramente intervalares, o ultimo é algoritmo hibrido desen-
volvido a partir de um algoritmo genético multi-objetivo. No entanto, nos
capitulos seguintes pode ser observado que este trabalho também contribui
através do desenvolvimento dos métodos auxiliares aos algoritmos principais,
da discussao sobre as diversas formas de se interpretar a otimizagao robusta,
da forma de se tratar as restrigoes, por exemplo.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

A decisao de formular e resolver o problema de otimizagao robusta conforme
proposto no Capitulo 1 envolve duas grandes linhas de pesquisa: a) os Al-
goritmos Evolucionérios Multi-Objetivo; e b) a Analise Intervalar. Por isso,
este capitulo foi dedicado para introduzir padroes de nomenclatura, apresen-
tar defini¢oes e conceitos de cada uma destas linhas. Entretanto, por razoes
didaticas, decidiu-se por extrair do item (a) algumas questoes basicas sobre
a Otimizacao Multi-Objetivo deixando a se¢ao dos algoritmos evolucionérios
mais voltada para descricao do processo evolutivo. A secao enderecada &
Analise Intervalar cobre questoes fundamentais, como por exemplo h& uma
parte destinada ao historico da computacao intervalar. Justifica-se esta de-
cisao porque o emprego de métodos intervalares é recente e trata-se de uma
técnica ainda nao tao difundida na comunidade cientifica, principalmente no
Brasil.

2.1 Otimizacao Multi-Objetivo

Em engenharia, otimizar significa buscar pelo melhor conjunto de parame-
tros que modelam um problema matemético, que é definido em termos de
ganho em desempenho e/ou diminuigao de custos nos objetivos ou critérios
propostos como quesitos de avaliagao. Os critérios estao organizados em
funcoes objetivo e a sua avaliacao pode ser obtida diretamente da imagem
destas fungoes. Entretanto, nos problemas de otimizacao multi-objetivo a
imagem isolada de um critério nao permite afirmar que uma solugao é a me-
lhor dentro de um grupo de solugoes. Geralmente, todos os objetivos devem
ser considerados durante o processo de otimizacao e o resultado é um con-
junto de solugoes onde nao ha uma hierarquia entre elas, a menos que seja
declarada alguma regra de preferéncia. A escolha dos métodos de otimizacao
considera o momento em que é feita esta preferéncia. Elas podem ser in-
seridas antes, durante e ap6s o processo de otimizagao conforme apresentado
Marler e Arora [80] e Andersson [4]. Alternativamente, pode-se optar por
nao informar a preferéncia por critérios. Portanto, a escolha do método para
resolver dado problema multi-objetivo depende da decisao de como sera feita
a preferéncia sobre critérios.



2. Revisao Bibliografica 66

Esta secao aborda aspectos fundamentais da otimizagao multi-objetivo
que sao importantes no decorrer do trabalho. Mais detalhes e informacoes
sobre o tema multi-objetivo podem ser obtidos em Sawaragi et al. [102],
Miettinen [84] e Yu [I127]. No entanto, nenhuma destas referéncias trata os
problemas multi-objetivos sujeitos a presenca de incertezas.

2.1.1 Fundamentos e Defini¢oes

Usualmente, as variaveis de busca ou de projeto sao os parametros que se de-
seja otimizar. Entre outras classificagoes, elas podem ser: a) independentes;
b) dependentes; e ¢) de ambiente. As variaveis de projeto sao independentes
quando isoladamente caracterizam algum aspecto do projeto. Dependentes,
quando a variavel esta vinculada a outro parametro, ou seja, seu desempenho
modifica-se com a alteragao de outra variavel. Finalmente, as varidveis de
projeto podem ser classificadas como variaveis de ambiente. Elas nao fazem
parte do sistema de otimizacao diretamente, mas podem interferir nos resul-
tados. Por exemplo, num dado problema a temperatura pode alterar variaveis
independentes e dependentes. Andersson [4] ainda classifica as variaveis de
projeto como de estado e de operacao. Neste trabalho, as variaveis de projeto
independentes, dependentes ou de ambiente sao freqiientemente notadas por
x, e definidas no espago de projeto ou espago de busca X,

sendo n, o numero de variaveis de projeto. Adiante, a relacao de continéncia
(2.1) reaparece toda vez que for julgado que isso deixaréd o texto mais claro.

As fungoes objetivo sao expressoes mateméticas para avaliar ou medir
os critérios estabelecidos pelo projetista utilizando-se como argumentos as
variaveis de projeto. Considerando-se um problema multi-objetivo com ny
critérios, as fungoes sdo definidas como f(x) : R"™ — R"™. No entanto, o
vetor de fungoes objetivo também pode representar uma notacao de conjunto,
€como

£(X) = {f(x) | x € X}. (2.2)

A comparagao entre vetores tem papel essencial na otimizagao multi-
objetivo. Uma solucao s6 é considerada melhor que outra depois de com-
paradas as avaliacoes de todas as fung¢oes objetivo do problema. Os opera-
dores necessarios para fazer esta comparagao sao descritos abaixo. Considere
x1,X2 € X e o vetor de fungoes objetivo f(x) : R"™ — R™. O operador de
comparacao = ¢é definido como

f(x1) < f(x2), sef(x;) <f(xa), f(x1)# f(x2). (2.3)
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Por analogia, define-se > e os casos estritos < e >. Adicionalmente, A sig-
nifica nao dominéancia do primeiro para o segundo operador. No contexto
de minimizagao, a expressao f(x;) < f(x2) é lida como f(x;) domina f(x,),
f(x5) é dominado por f(x;) ou ainda, x; ¢ eficiente em relagao a x3. O uso
dos termos “eficiéncia” e “dominancia” pode gerar confusao dependendo do
contexto. Aqui, emprega-se o conceito de ponto eficiente para tratar o vetor
de variaveis x no espaco das varidveis e o de dominancia esta voltado para o
vetor das fungoes f(x) no espago das fungoes.

Os objetivos de um problema real sao normalmente diversos em sua na-
tureza e em seus valores quantitativos. Quando o uso de alguma ponderagao
nas fungoes objetivo nao é realizada ou nenhum agrupamento de critérios é
feito, usualmente utiliza-se métodos de comparagao aos pares para separar
as solucoes eficientes. As solugoes eficientes sao definidas abaixo.

Definicao 1 Considere x* € X e f(x) : R™ — R"™. A solug¢io x* € ponto
eficiente ou Pareto dtimo, se fx € X, f(x) < f(x*). O conjunto de pontos
eficientes € simbolizado por X*.

2.1.2 Problema de Otimizagao Multi-Objetivo

Considere X C R™ o espago de busca e x a variavel de projeto, tal que
x € X. Se f(x) : R™ — R™ representa o vetor das fungdes objetivo e
g(x) : R™ — R"s expressa as restri¢oes sobre as variaveis de projeto, entao,
o problema de otimizagao multi-objetivo pode ser escrito como

Héi)l{l f(x)
sl g(x)<0. (24)

O vetor de fungoes de restrigdes define sobre X o espago viavel X/,

X' ={xeX|g(x)<0}. (2.5)
Resolver , significa encontrar um conjunto X*,

X*={x" e X'| fx € X', f(x) < f(x*)}, (2.6)

sendo x* o ponto Pareto 6timo, como anteriormente. Como conseqiiéncia da
Def. [1} a fronteira de Pareto Y* é definida como

Y* = £(X5). (2.7)

A Fig.[2.1]apresenta graficamente um problema multi-objetivo de forma geral.
O lado direito ilustra o espaco dos objetivos, e o lado esquerdo ilustra o espaco
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Fig. 2.1: Os espagos de busca e dos objetivos em um problema de otimizagao multi-
objetivo convencional: o espago vidvel X’ e um minimizador xj; a fron-
teira de Pareto Y*; as imagens de X' e x§,.

de busca. Ainda, um minimizador x;, estabelece relacao entre os espagos de
busca e dos objetivos.

Algumas formulagoes multi-objetivo, por exemplo em Osyczka [92], e
Koski e Silvennoinen [74], utilizam a informagao da imagem da solugao ideal
para minimizacao u™® € R™ para criar uma funcao de transformacdo sobre
f(x). Formalmente, u™® ¢ expressado por

u™™ = min fi(x), Vx € X. (2.8)

t i=1,..,ny

Importante observar que, u™™ ¢ f(X) quando os critérios sdo conflitantes.
Na pratica, u™" ¢ uma estimativa baseada nos pontos x disponiveis. Como
o proprio nome diz, a solucao ideal seria a tnica que, indiscutivelmente,
otimizaria todos os objetivos. No entanto, ela raramente existe e, portanto
alguma outra solucao que esteja proxima da ideal pode vir a atender satisfato-
riamente aos requisitos. Esta solugao é denominada solu¢do de compromisso.
A proximidade até a solucao ideal pode ser medida, por exemplo, através da
aplicagao da norma Euclidiana.

2.1.3 Classificagao dos Métodos Multi-Objetivos

Em problemas multi-objetivo, segundo o ponto de vista do projetista e/ou
do tomador de decisao, alguns critérios podem ser considerados mais impor-
tantes que outros. Se isso ocorre, o projetista pode adicionar “pesos” a alguns
termos nas fungoes objetivo para realgar essa preferéncia. Alternativamente,
pode-se resolver o problema multi-objetivo em um primeiro momento e em
seguida escolher dentre as solugoes 6timas uma solugao que represente alguma
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preferéncia extra do tomador de decisao. Marler e Arora [80] e Anderson [4]
classificaram os métodos multi-objetivos de acordo com a ordem da articu-
lacao das preferéncias no processo de otimizagao e tomada de decisao. Se o
método multi-objetivo realizar alguma manipulacao dos objetivos antes da
sua execucao, ele sera classificado como técnica de preferéncias a priori. Por
outro lado, ele participara do grupo de métodos de preferéncias a posteriori
quando a escolha por solugoes acontece apds a busca pelos pontos 6timos. Ha
ainda métodos com apresentacoes de preferéncias progressiva e sem articu-
lacoes de preferéncia. Detalhes e mais informagoes sobre métodos de tomada
de decisao s@o encontrados em Parreiras e Vasconcelos [95] e Parreiras et al.
[94].

A caracteristica principal dos métodos a priori é a articulacao das pre-
feréncias pelos critérios antes de aplicar os procedimentos para encontrar as
solugoes Pareto. Métodos classificados nesta categoria, utilizam geralmente
coeficientes, expoentes e outros tipos de parametros para enfatizar quais ob-
jetivos sao mais importantes naquele problema em questao. O papel do
tomador de decisao é fundamental para a escolha destes valores, que muitas
vezes, sao definidos de forma empirica e/ou baseados em resultados de ex-
periéncias anteriores. Os parametros conectam as fungoes objetivo, criando
uma nova fungao a ser otimizada chamada de funcao de utilidade. Como ex-
emplos de métodos desta classe citam-se: a) Soma Ponderada Zionts [130]; b)
Critério Global Ponderado Yu [126] e Zeleny [128§]; e ¢) método Lexografico
Waltz [124].

Os métodos da categoria de preferéncias progressivas tem sido aplicados
com freqiiéncia na area de pesquisa operacional. O ajuste das preferéncias
é feito de forma dinamica ao longo da busca pelas solugoes eficientes. O
primeiro passo é conhecer uma solugao pertencente a fronteira de Pareto. Em
seguida, utilizam-se métodos para determinacao de dire¢oes de busca para
encontrar outros pontos. Como nao ha necessidade de se fixar as preferéncias
no inicio do processo, o tomador de decisao pode fazer ajustes locais de
preferéncias durante o processo, diminuindo as chances de cometer erros.
Alguns exemplos: a) método da Relaxagdo dos Objetivos, Takahashi et al.
[119]; b) método STEM, Benayoun et al. [9]; e ¢) método Steuer, Steuer e
Choo [116].

Muitas vezes o projetista esta em duvida sobre como manipular os para-
metros sobre os objetivos antes de iniciar o processo de otimizacao. Nestes
casos, ele pode utilizar-se de métodos para descobrir, dentre as solugoes en-
contradas, quais sao Pareto. Por isso, métodos de otimizagao deste grupo tém
o papel principal de elencar varias solugoes ao longo de toda a fronteira de
Pareto. Algoritmos evolucionarios, principalmente os Algoritmos Genéticos,
tém sido muito utilizados para solucoes a posteriori. Esta classe de métodos
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tem se mostrado muito eficiente para encontrar pontos sobre a fronteira de
Pareto. Detalhes destes algoritmos sao apresentados no préoximo capitulo.
Dentre os algoritmos nao evolucionarios utilizados a posteriori citam-se: a)
Programagao Fisica, Messac et al. [83]; b) método da Restrigdo Normal,
Messac et al. [82]; e ¢) método de Intersec¢ao Normal a Fronteira, Das e
Dennis [28]. As referéncias sobre os algoritmos evolucionarios é apresentada
na proxima secao, dedicada somente a esta classe de métodos.

Alguns métodos foram desenvolvidos para permitir que as fungées ob-
jetivo sejam avaliadas sem interferéncia direta de pesos. Neste modelo, um
método simples sem articulagao das preferéncias tem como funcao a ser mini-
mizada a soma direta dos objetivos. Como a ordem de magnitude das fungoes
objetivo podem ser diversas, os métodos a seguir prometem suavizar essa dis-
tancia numérica entre elas. Estes métodos tém sido pouco utilizados e nao
foram detalhados aqui. Assim, para os leitores interessados em aprofundar
nestes métodos, os seguintes trabalhos sdo sugeridos: a) Nash Arbitrario,
Davis [30]; e b) método Rao, Rao e Freiheit [97].

Algumas metodologias multi-objetivo contém versdes em grupos diferen-
tes de manipulacao das preferéncias. Por exemplo, o método da Programacao
Fisica foi inicialmente empregado a priori em Messac [81] e a formulagao
utilizada para a Soma Ponderada também é usada em algoritmos a poste-
riori. Importante observar que os algoritmos propostos neste trabalho se
enquadram na categoria a posteriori.

2.2 Algoritmos Evolucionarios Multi-Objetivos

Os sistemas naturais sao assuntos multi-disciplinares e recentemente vérias
analogias em sistemas artificiais tém sido realizadas. Por exemplo, existem
contextos em que etapas do processo evolutivo foram redefinidas, adequadas
e modeladas & otimizacao. Otimizacao baseada em processos de formacao de
colonias de formigas (Dorigo e Stiitzle [37]), do voo de péassaros (Kennedy
e Eberhart [69]) e da caca de predadores (Laumanns et al. [76]) sao ex-
emplos. Em cada modelo artificial os termos sao importados da biologia e
adaptados ao ambiente computacional. Uma vez que todas estas analogias
dependem, entre outros detalhes, de uma estrutura de dados, da codificacao
e computagao destes dados para simular os processos naturais, elas estao su-
jeitas a tecnologia vigente. Talvez por este motivo, os métodos de otimizagao
baseados em mecanismos naturais se tornaram realidade somente nas tltimas
décadas.

Grande parte das primeiras técnicas de otimizagao utilizam informacoes
do gradiente. Nestes modelos, freqliientemente chamados métodos deter-
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ministicos, o processos de pesquisa pelos pontos solucao é pré-determinado,
a busca ¢é local e, para encontrar novas solugoes, outros pontos de partida
devem ser lancados. Em algumas técnicas, detalhes como descontinuidade
deixavam o modelo sem funcionalidade. Por outro lado, os métodos estocés-
ticos utilizam procedimentos probabilisticos para guiar a pesquisa para a
regiao de otimalidade. Dentro do grupo estocastico, destacou-se uma classe
de algoritmos com as seguintes caracteristicas: a) eficiéncia em encontrar
as regioes Otimas; b) flexibilidade para adaptar em diferentes problemas; c)
independentes do uso de derivadas; e d) permite encontrar multiplos pon-
tos 6timos em uma tUnica execucao. Estes e outros itens caracterizam os
Algoritmos Evolucionarios que ainda sao associados as seguintes terminolo-
gias: Computacao Evolucionéria, Estratégias Evolucionarias, Programagao
Genética e Vida Artificial.

Algoritmos Evolucionarios tém sido cada vez mais aplicados para resolver
problemas multi-objetivos. Dentre inimeros trabalhos cientificos dedicados a
tratar deste assunto, dois tém sido citados com freqtiéncia: Deb em [32], em
2001; e a tese de doutorado de Knowles [72], em 2002. Nestas referéncias,
h& uma excelente diversidade de conceitos, comparagoes e reflexdes sobre di-
versos processos de algoritmos evolucionarios multi-critérios. Alguns tépicos
dos trabalhos citados foram motivadores para realizacao dos estudos deste
capitulo por se identificarem como possiveis investigagoes desta Tese.

2.2.1 Estrutura Geral dos Algoritmos Evolucionéarios

Véarios métodos de otimizagao tentam reproduzir artificialmente algum pro-
cesso natural. O fator motivador para realizar a analogia é que, se determi-
nado mecanismo esté presente e é eficaz na natureza, entao ha expectativa
para seu sucesso quando aplicado em modelos artificiais. O custo computa-
cional muitas vezes determina a viabilidade do método. Em especial, grande
parte dos Algoritmos Evolucionarios sao baseados no processo evolutivo das
espécies descrito por Darwin. No entanto, o termo “evolucionérios” é mais
amplo e pode ser aplicado aos métodos que desenvolvem solugoes a partir
da melhoria das solugoes da iteragao anterior. O mais importante é que os
Algoritmos Evolucionarios sao similares no proposito de desenvolver solugoes
de forma evolutiva. De forma geral, os Algoritmos Evolucionarios tém estru-
tura algoritmica apresentada na Tab[2.1] Os parametros de entrada variam
de método para método, mas estao sempre relacionados a detalhes de for-
macao da populacao e as probabilidades dos operadores evolucionarios. Os
passos anteriores ao lago evolutivo, passos 1—2, sao destinados ao lancamento
da populacao de solugoes candidatas e sua avaliagao pelas fungoes objetivo.
No lago evolutivo, passos 3 — 8, os processos de selecao, recombinacgao e de
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Tab. 2.1: Estrutura tipica de algoritmos evolucionarios.

entrada (pardmetros)
saida (solugdes candidatas)

inicialize as soluc¢oes candidatas com pardmetros.

compute o desempenho das solucoes candidatas.

se critério de parada ¢é atingido siga para 9.
aplique método de selecao sobre as solugoes candidatas.
aplique operador de recombinacao sobre o resultado da selecao.
aplique operador de diversidade sobre o resultado da recombinacao.
compute o desempenho do novo grupo de solugoes candidatas.
siga para 4.

retorne as solugoes candidatas.

© 00 1O UL W N

diversidade agem sobre a populagao até que algum critério de convergéncia
seja atingido. No passo 9 a populagao corrente contém a solugao que deveré
ser escolhida pelo decisor.

Os GAs (Algoritmos Genéticos) constituem a classe de algoritmos evolu-
cionérios mais popular. Um modelo bésico de Algoritmos Genéticos é mos-
trado na Tabf2.2] A analogia ao processo evolutivo das espécies inicia-se nos
passos 1 e 2, com inicializacao do contador de geragoes e com a criagao das
primeiras solugoes candidatas. Cada solucao é chamada de individuo, e seu
grupo, de populagao. No passo 3, os individuos recebem uma nota de desem-
penho obtida da funcao objetivo que simula um ambiente de sobrevivéncia.
O ciclo evolutivo, marcado pelos passos 4 — 10, prossegue com a selecao de
individuos para gerar a proxima populacao. Os métodos de selecao tentam
preservar, durante as geracoes, os individuos considerados mais aptos para a
evolucao. Os individuos selecionados participam do processo de propagacao
de informagao genética cruzamento, segundo uma dada probabilidade. Sobre
o resultado do cruzamento, aplica-se o operador de diversidade e finaliza-se
a geragao com a nova populagao. Os passos anteriores se repetem até que al-
gum critério seja satisfeito. Termos como populagao, cruzamento e mutagao
variam de algoritmo para algoritmo. No entanto, o mais importante é que
esta estrutura atende aos passos principais de um algoritmo evolucionario.

O primeiro GA foi apresentado por Holland [57] em 1975, porém a téc-
nica s6 foi popularizada por Goldberg [45] em 1989. Goldberg apresentou o
SGA (Simple Genetic Algorithm). Neste algoritmo a populac¢ao tem tamanho



2. Revisao Bibliografica 73

Tab. 2.2: Estrutura tipica de Algoritmos Genéticos.

entrada (pardmetros)
saida (populag¢do)

inicialize ¢t com 0.
inicialize a populacao com parametros.
compute o desempenho populacao.
se critério de parada ¢é atingido siga para 11.
incremente t.
aplique método de selecao.
aplique método de cruzamento.
aplique método de mutacao.
compute o desempenho da nova populacao.
siga para 4.
retorne a populacao corrente.

© 00 1O Ul Wi
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fixo e os individuos sao codificados por cadeia de caracteres binaria. As
probabilidades dos operadores de cruzamento e mutacao sao definidas pre-
viamente e passada por meio dos parametros de entrada. Apos a etapa de
defini¢oes, o mérito de cada individuo é avaliado. Um processo de selegao,
chamado pelo autor de Roleta, é acionado. Neste método, a probabilidade de
escolha de cada individuo é proporcional ao desempenho dele na populacao.
O cruzamento é realizado aos pares e, a troca de material genético é feita
a partir de um corte na cadeia binaria. Os novos individuos substituem os
anteriores e ficam sujeitos & mutagao de seus bits. Termina-se a geracao.
O algoritmo prossegue ciclicamente a partir dessa nova populagao e s6 ter-
mina quando algum critério de convergéncia é alcancado, como por exemplo
quando um nimero maximo de geragoes ng., seja atingido. Observe que os
passos citados acima estao de acordo com o algoritmo da Tabf2.2] Durante
muito tempo o SGA foi padrao de comparagao para outros GAs. Depois dele
surgiram outros comprovadamente superiores. Uma referéncia que aborda
muitos aspectos topologicos de GAs voltado exclusivamente para otimizacao
mono-objetivo, foi desenvolvida por Soares em [109]. Mesmo que o interesse
nesta Tese seja a estrutura multi-objetiva, os GAs mono-objetivo contém
passos fundamentais para o entendimento dos mecanismos evolucionarios.
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2.2.2 Algoritmos Evolucionarios para Problemas Multi-Objetivo

Existem diversos motivos para empregar EAs (Evolutionary Algorithms)
para tratar problemas multi-objetivos. Dentre eles, ressalta-se a vantagem
de se trabalhar com populagoes, onde o processo de busca é feito segundo
informagoes obtidas por um grupo de pontos, promovendo a possibilidade de
se listar mais solugoes Pareto em uma tnica execucao. Estes detalhes deixam
os EAs mais versateis e eficientes na resolucao de problemas multi-objetivos.
Para a classe de problemas multi-objetivos, os EAs sao mais conhecidos por
MOEAs (Multi-objective Evolutionary Algorithms). Segundo Gao et al.
[44], os algoritmos evolucionérios podem ser divididos em vérias categorias,
tais como: a) abordagens por planos de agregagao; b) abordagens por popu-
lagdo nao Pareto; c¢) abordagens por Pareto; e d)Abordagens por Técnicas
de Inducgao a Nicho. O texto a seguir descreve cada uma destas estratégias.

Os algoritmos que empregam abordagens por planos de agregagao tém
a finalidade de resolver o problema multi-objetivo do ponto de vista mono-
objetivo. Assim, esses algoritmos realizam o tratamento das preferéncias a
priori, ponderando as fungoes objetivo e agrupando-as em apenas uma. Se for
permitida a oscilagao de pesos, o niimero de solugoes encontradas diferentes
tende a aumentar. Entretanto, ha casos em que a variagao dos pesos produz
os mesmos resultados. Agregar objetivos parece natural mas fragiliza a busca
por varios pontos nao dominados. Por exemplo, quando a fronteira de Pareto
¢ nao convexa, os pontos sobre esta regiao podem nao ser encontrados. No
entanto, esta agregacao fornece resultados satisfatorios se o responséavel pela
execucao conhecer o comportamento das fungoes objetivo.

Os métodos por abordagem nao Pareto, que utilizam subpopulagoes,
sendo cada uma encarregada de uma fun¢ao objetivo. Um exemplo da abor-
dagem por populagao nao Pareto é o VEGA (Vector Evaluated Genetic Al-
gorithm) apresentado em 1985 por Schaffer [103]. Este método realiza a ope-
ragao de selecao para cada objetivo separadamente. A populacao é dividida
igualmente de acordo com o ntimero de objetivos. Os operadores genéticos
sao executados como de costume. O resultado final oferece freqiientemente
pontos nao dominados encontrados paralelamente em cada uma das subpopu-
lagoes. O VEGA tem dificuldades para mapear todos os pontos da fronteira
quando o espacgo das fungoes é nao convexo.

Diferentemente do VEGA, 0o MOGA (Multi-Objective Genetic Algorithm),
apresentado pela primeira vez por Fosenca e Fleming [42], faz uso do princi-
pio da nao dominéncia sobre as solu¢oes. A idéia é conduzir a busca para
a fronteira de Pareto ponderando aleatoriamente os objetivos cada vez que
os individuos sao selecionados para o cruzamento. O MOGA de Murata e
Ishibuchi [89] distingue-se por separar numa populagao externa, a cada gera-
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¢ao, os individuos eficientes. Apos o ciclo evolutivo, as solugoes da populagao
externa sao comparadas, sendo selecionadas aquelas que sao eficientes dentro

deste grupo. O MOGA de Murata é apresentado na Tab[2.3

Tab. 2.3: MOGA - Adaptado de Morata et al. [89]

entrada (pardmetros)
saida (populagao)

inicialize t com 0.
inicialize a populag¢ao com parametros.
compute o desempenho populagao.
se critério de parada ¢é atingido siga para 14.
set>1
atualize populacao externa.
aplique estratégia elitista.
incremente t.
aplique método de selegao.
aplique método de cruzamento.
aplique método de mutacao.
compute o desempenho da nova populacao.
13 siga para 4.
14 selecao de populacao dentro de populacao externa pelo usuério.
14 retorne a populacao selecionada.

© 00 O Ul Wi

[E G S —Y
N = O

GAs bem interessantes sao aqueles que utilizam técnicas de nicho. Em
1994, Horn et al. em [58] publicaram o primeiro trabalho sobre formagao de
nichos na area multi-objetivo, sendo o primeiro estudo na area mono-objetivo
atribuido a Goldberg e Richardson [46] em 1987. A meta principal da for-
macao de nichos é manter a diversidade e com isso elencar pontos distintos
sobre a fronteira eficiente. Em poucas palavras, o processo inicia-se encon-
trando a “vizinhanca” entre individuos, pois elas indicariam a distribuicao
da populagao no espaco. Vizinhos proximos formam uma subpopulag¢do que
¢ a chave da diversidade. Em um segundo momento, as técnicas de nicho
tentam manter as subpopulagoes através de funcoes de partilha, cuja finali-
dade é degradar a funcao de mérito proporcional ao nimero de individuos
da vizinhanca. Apoés esta etapa, faz-se a selecao, cruzamento, etc, ou seja,
o algoritmo continua normalmente. Vale a pena registrar que a vizinhanca
é definida como alguma medida de distancia entre dois individuos, fato que
provoca crescimento consideravel no custo de processamento do algoritmo.
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2.2.3 Diversidade de Algoritmos Evolucionarios

Existe uma imensa variedade de algoritmos evolucionarios multi-objetivo pro-
postos na literatura. Qualquer um que partindo da estrutura da Tab[2.3]
alterando o operador de recombinacao e fixando todos os outros procedi-
mentos, valida o algoritmo transformado como um novo método. Seguindo
este raciocinio, pode-se modificar o tipo de mutacao, selecao, estratégia de
recolocagao da populagao, etc. Se for realizado um calculo combinatorial,
contabilizando todas as variagoes propostas pelos pesquisadores existem cer-
tamente milhares de algoritmos. A possibilidade de alteragoes em métodos e
parametros é tao extensa que ha necessidade de cautela para apresentar uma
novidade. E verdade que muito ja se publicou sobre os MOEAs, mas como
véarias linhas de pesquisa, o assunto esta longe da maturidade e, uma idéia
que pode parecer Obvia, talvez ainda nao tenha sido apresentada.

O NSGA (Non-Sorting Genetic Algorithm) inicialmente proposto por
Srinivas e Deb em [115] tem duas finalidades principais: a) gerar as solugdes
nao dominadas; e b) manter diversidade destas solugoes. A cada geracao os
Nypop iNdividuos sao agrupados em subpopulagoes que se distribuem em fron-
teiras nao dominadas. Técnicas de nicho buscam desenvolver estas subpopu-
lacoes espalhando solugoes sobre cada fronteira nao dominada. Segundo, Deb
et al. [34], os modelos de MOEAs que utilizam mecanismos de classifica¢ao
baseados em nao dominancia e partilha tem sido criticados principalmente
por causa do custo computacional O(n * nfmp), abordagem nao elitista e a
necessidade de se especificar um parametro para partilha. No mesmo tra-
balho, Deb et al. amenizam estes pontos negativos lancando o NSGA-II.
Para resolver o custo relacionado a classificagao da populagao em fronteiras
de pontos eficientes, o NSGA-II associa a cada solu¢ao candidata um con-
tador para o nimero de solugoes que a dominam, e outra contendo indices
das solugoes dominadas pela solucao candidata. As solucoes nao dominadas
pertencem & 1* fronteira e sao separadas do grupo. O processo continua, e
as fronteiras vao sendo separadas uma a uma. Para preservar a diversidade,
o NSGA-II substituiu a func¢ao de partilha por uma abordagem de compara-
¢ao de multidao E] Sendo que esta nova aproximacao nao requer qualquer
definicao de parametro feita pelo usuério para manter a diversidade entre os
membros da populagao. O elistimo é introduzido comparando as melhores
solugoes da nova geracao com a anterior. Os vencedores sao mantidos nas
primeiras fronteiras.

Coello e Sierra |2I] apresentam a co-evolu¢ao como a mudanga na com-
posicao genética de uma espécie como resposta para mudanca genética de
uma outra. O relacionamento entre duas espécies diferentes pode ser des-

! Termo original: crowded-comparison
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crito considerando todos os possiveis tipos de interagao. Partindo desta
idéia, as abordagens de MOEAs envolvem troca de material genético en-
tre individuos de populagoes diferentes. O desempenho individual depende
dos individuos de diferentes populagoes. Ainda segundo Coello e Sierra,
existem duas classes de algoritmos co-evolucionarios: a) baseados em rela-
cionamento de competigao; b) baseados em relacionamento de cooperagao. O
CO-MOEA (Coevolutionary Multi-Objective Evolutionary Algorithm) uti-
liza tanto da competicao quanto da colaboracao dentro de sua estrutura.
Os autores do CO-MOEA dividem a execugao em quatro estagios que per-
manecem ativos durante parte das geragoes.O CO-MOEA foi comparado com
0 NSGA-II, com o MuGA (Coello e Pulido [20]) e com PAES (Knowles [72])
e seus resultados foram considerados competitivos.

Soares et al. [114] apresentaram o EEA (Election Evolutionary Algo-
rithm). O EEA possui a estrutura béasica semelhante aos mais tradicionais
algoritmos genéticos, ou seja, os individuos sao codificados binariamente, o
cruzamento é feito com apenas um ponto de corte e, a mutacao ocorre como
evento de mudanca de um bit, segundo dada probabilidade. O que ha de
diferente no EEA sado os processos de selecao e de separagao de fronteiras:
a dominancia de um individuo nao é medida em relagao a todos os outros
membros da populacao e sim com a maioria da populacao, sendo a definicao
de maioria dependente dos varios tipos de métodos utilizados nos processos
eleitorais politicos. O parametro maioria tem papel fundamental para dis-
tribuicao de fronteiras e conseqiientemente para convergéncia do algoritmo.
O EEA utiliza estratégia elitista para formacao da nova populacao, ja que
mantém os elementos das primeiras fronteiras das duas ultimas populagoes.

O algoritmo PSO (Particle Swarm Optmization) foi proposto por Ken-
neth e Eberhart [69] em 1995. Trata-se de um algoritmo baseado no voo dos
passaros quando estao em bando, ou similarmente, o movimento de peixes
em cardumes. O lider dita a velocidade e conduz todos os companheiros.
Se ele muda o rumo, todos o acompanham. Em alguns momentos hé espa-
lhamento e subitamente voltam a se reagrupar. Ainda segundo Kenneth e
Eberhart, zodlogos criaram modelos sobre esta movimentagao, nos quais as
distancias inter-individuais e velocidade sao caracteristicas importantes. A
movimentagao ocorre, por exemplo, para evitar predadores, procurar comida,
impressionar a fémea para acasalar, otimizar a temperatura ambiente, etc.
Analogamente, cada péassaro ou peixe poderia ser uma particula (solugao).
O espalhamento teria a finalidade de investigar o espaco, o agrupamento
apontaria a melhor solucao dentro do grupo. Trazendo essas idéias para o
contexto da otimizacao, o espalhamento entre solugoes ajuda a mapear pon-
tos ao longo da fronteira eficiente e, a velocidade de aproximacao, trata da
convergéncia local.
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Ha diversos outros MOEAs que tém sido freqiientemente citados nos pe-
riodicos de computacao evolucionaria e que nao foram descritos neste tra-
balho. Uma lista nao exaustiva destes métodos pode ser composta pelos
algoritmos: a) ENORA (Evolutionary Algorithm of Non Dominated Sorting
with Radial Slots); b) DRMOGA (Divided Range Multi-Objective Genec-
tic Algorithm); ¢) MuGA (Multi-objective MicroGA) [20]; d) PAES (Pareto
Archived Evolution Strategy) [72]; e ¢)SPEA (Strength Pareto Evolutionary
Algorithm) [131].

2.2.4 Pardmetros Gerais

Toda vez que um novo algoritmo é apresentado, seu desempenho é testado
frente a outros ja consagrados na literatura. Bons exemplos para estas com-
paragoes podem ser encontrados em Deb et al. [34], Knowles [72] e Zitzler et
al. [132]. Nestes trabalhos, os autores propuseram algoritmos com estruturas
diferentes, sendo que as particularidades sao assistidas por uma série de pa-
rametros. Dependendo da variagao introduzida em um destes parametros o
desempenho geral do algoritmo fica afetado. Até mesmo a escolha do nimero
de execugoes pode gerar uma estatistica de convergéncia diferente, visto que
os MOEASs sao estocasticos. Por esses e outros motivos, torna-se importante
analisar quais aspectos interferem na comparacao de algoritmos.

MOEASs baseados em populacoes e codificacao binaria tém como ponto de
partida discretizar o espaco de busca. Se ny;s € 0 niimero de bits para cada
faixa de variavel, entao o nimero de cadeias de caracteres possiveis é 2"vits
para cada varidvel. Uma forma de comparar erroneamente ¢ discretizar o
espago com ny;, diferentes, como ocorreu quando Zitzler et al. [I32] registrou
resultados divergentes de Veldhuizen [121].

O tamanho da populagao n,., interfere em praticamente todos os as-
pectos do MOEA. Deixado outros parametros fixos, populagao grande tem
mais diversidade, é mais lenta para convergir, a realizacao de processos como
selecao e separacao de fronteiras é mais cara, despende-se mais memoria
para armazenamento e aumentam as chances de mapeamento de mais pon-
tos na fronteira eficiente. Logo, ao comparar-se algoritmos com populagoes de
tamanhos muito diferentes pode-se esconder a real situagao entre um método
e outro. Uma maneira de amenizar este erro é contabilizar o niimero de cél-
culos de fungao em cada caso.

A probabilidade de operadores de recombinacao p. e de diversidade p,,, al-
tera consideravelmente os resultados finais de execucao. Fato verificado em
Soares [I13]. Muitas vezes, novos algoritmos trazem consigo diferentes ope-
radores. Uma pratica comum ¢é aplicar os operadores como proposto pelos
autores de cada algoritmo e ajustar a probabilidade de seus novos opera-
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dores segundo o melhor desempenho adquirido em testes empiricos. Testes
como os realizados em 1986 por Grefenstette [47] que encontrou p. = 0.60 e
Pm = 0.001 para os Algoritmos Genéticos descritos em seu artigo.

O processo de selecao de individuos para a etapa de recombinacao afeta,
por exemplo, a convergéncia dos MOEAs. Assim, a comparagao entre al-
goritmos que empregam métodos de selegao diferentes, pode ser, em alguns
casos, incoerente e perder sua validade.

O ntmero ny de fungoes objetivo e o nimero n, de varidveis tém sido
fatores determinantes de desempenho. O motivo é que em problemas multi-
objetivos o calculo de dominancia e as técnicas de nicho exigem comparacao
aos pares de individuos. Logo, para que a comparacao seja justa entre al-
goritmos, os valores de parametros como ny e n, devem ser proximos. Para
manter esses parametros constantes basta adotar as mesmas fungoes teste
durante as comparagoes.

Comparar tempo computacional nao é tarefa facil. Nos trabalhos cienti-
ficos, geralmente sao detalhadas as explicagoes sobre os algoritmos, mas nem
sempre sobre as implementacoes realizadas. Talvez por nao ficar elegante ou
por ocupar espaco. No entanto, durante a implementacao, solu¢oes numéri-
cas criativas dao resultados significativamente menores em termos de custo
computacional. Rump [I0I] multiplicou duas matrizes A e B de dimensoes
200 x 200 de quatro formas diferentes, no MATLAB, utilizando um Pentium
[300Mhz. A diferenga entre a implementacao melhor e a pior foi 2265 vezes!
Portanto, para comparar tempo computacional é necessario cautela.

Os MOEAs sao sensiveis a mudanga dos valores de seus parametros. Ao
realizar um confronto entre algoritmos, deve-se observar cuidadosamente o
conjunto de parametros de cada método para fazer o confronto mais justo.

2.2.5 FElitismo

Quando Zitzler [I31] propos SPEA ele o comparou com outros sete algorit-
mos, entre eles o NSGA, o NPGA (Niched Pareto Genetic Algorithm) e o
MOGA. O desempenho do SPEA foi significativamente melhor porque era o
unico que tinha em sua estrutura uma estratégia elitista. Na mesma pesquisa,
foi introduzido elitismo nos demais algoritmos. Todos melhoram o desem-
penho. Este fato nao traz nenhuma surpresa para algoritmos evolucionarios
multi-objetivos. Uma vez encontrado um ponto eficiente, ele nao pode ser
descartado e, por outro lado, nao se pode permitir que ele funcione como
um atrator para toda populacao. Dificil afirmar qual estratégia é melhor. A
seguir algumas implementagoes de elitismo.

Rudolph [99] descreveu um MOEA elitista que mantém varias solugoes
nao dominadas para a proxima geracao. Quando um valor limite de solugoes
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eficientes, fixado anteriormente, é atingido, nao hé espago para novos pontos.

O elitismo no NSGA II é mantido simplesmente realizando comparacoes
de dominancia entre a populagao anterior e a atual. Os n,,, primeiros ele-
mentos nao dominados formam a proxima populagao. Novos pontos podem
ser adicionados em toda geracao, mas ha um acréscimo no custo computa-
cional com a comparacao de duas populagoes.

Por outro lado, o SPEA realiza elitismo simplesmente mantendo uma po-
pulagao externa. Desde as primeiras geragoes os pontos nao dominados sao
armazenados numa populacao de tamanho fixo. A cada iteragdo as novas
solugoes eficientes sao classificadas junto as da populacao externa. A diversi-
dade é controlada por meio do calculo da distancia via hipercubos. Solugoes
muito proximas sao eliminadas da populagao externa.

Inserir elitismo foi um passo evolutivo e definitivo dentro dos MOEAs.
Nao ha como afirmar que existam trabalhos que divergem desta afirmacao.
Mas nas bibliografias mais citadas é indiscutivel que as melhores solugoes
devam ser guardadas de alguma forma.

2.2.6 Meétricas para Medir Desempenho

Em Zitzler et al. [132], os algoritmos evolucionarios multi-objetivos tém, além
dos objetivos propostos no problema, mais outros trés objetivos: a) encon-
trar o seu conjunto de solugdes nao dominadas o mais proximo possivel da
Fronteira de Pareto; b) possuir solugoes uniformemente espagadas ao longo
da fronteira; e ¢) maximizar pontos nos extremos da fronteira nao dominada
para cada objetivo. De forma semelhante, Deb [32] enfatiza como meta para
os MOEASs apenas os itens (a) e (b). Independente do item a ser empregado,
quando deseja-se comparar MOEAs ou medir sua eficiéncia em resolver os
problemas de otimizacgao, uma pratica freqiiente em muitos estudos é apre-
sentar os resultados em gréaficos bi ou tridimensionais, onde observa-se com
facilidade o comportamento e talvez até mesmo o desempenho dos algoritmos
em questao. Nao ha duvidas que se o resultado visual for de alguma forma,
quantificado e confirmado, ha suporte cientifico para distinguir qual a melhor
opcao. No entanto, se o problema de otimizagao possuir varios objetivos a
apresentacao dos resultados em forma grafica torna-se mais complicada.

Com a intencao de investigar desempenho de algoritmos, pesquisadores
como Czyzak [24], Deb [32], Hansen e Jaszkiewicz [51], Schott [104], Veld-
huizen [121], Zitzler [131] e Zitzler et al. [132] apresentaram trabalhos rele-
vantes para construcao de métricas para MOEAs. Algumas delas estao des-
critas nesta se¢ao. Mas, antes de apresenta-las, alguns conceitos importantes
devem ser introduzidos.

Considere inicialmente os conjuntos de solugoes nao dominadas A C



2. Revisao Bibliografica 81

R" e B C R"™ de dois MOEAs quaisquer, sendo n,, uma dimensao genérica.
Agora, considere o operador Y < represente uma fungao que retorne o subcon-
junto de pontos nao dominados de um conjunto “.” (a definigao formal de T«
é apresentada na Subsecao [3.2.1). De acordo com Hansen e Jaszkiewicz [51],
o conjunto solu¢do A pode ser declarado melhor que B em trés niveis: a)
A <; B (A é fracamente melhor que B); b) A <p B (A ¢é fortemente
melhor que B); e ¢) A <¢ B (A é completamente melhor que B). Abaixo,
encontram-se as expressoes que definem essas conclusoes sobre A e B, e na

Fig. 2.2] encontram-se os exemplos graficos.

A<;B & T(AUB)=A, A#B (2.9)
A<pB & Ti(AUB)=A, B\T(AUB)# 2.10)
A<¢B & Ti(AUB)=A, BNYT(AUB)=10 2.11)
@] (@]
fi e o fie o fo e
[ ] o] [} o [ ] o
L o [ [ B3
[ J o [ o [ 23
[ ) ° .*. O*.*
J1 fi 1

Fig. 2.2: Relagdo de desempenho entre os conjuntos de solugao A(e) e B(o). No
primeiro caso, A <¢ B. Na seqiiencia, A <r B e A <y B. O simbolo
* representa ponto comum em A e B. Nota-se claramente que se A <¢

B=A<rBAA<;B.

As métricas para comparar os resultados de algoritmos multi-objetivos
podem nao estar em sintonia com os conceitos apresentados em (12.9)), (2.10))
e (2.11). Por isso dois critérios de compatibilidade foram propostos no mesmo
estudo.

Definicao 2 Compativel fracamente: uma métrica de compara¢io € fraca-
mente compativel com a relagao de desempenho <;, 1 € {f, F,C} se para
cada par de conjuntos nao dominados A e B, tal que A <; B, a métrica
avalia A como nao pior que B.



2. Revisao Bibliografica 82

Definicao 3 Compativel: uma métrica de comparacao € compativel com a
relagao de desempenho <;, i € {f, F,C} se para cada par de conjuntos nao
dominados A e B, tal que A <; B, a métrica avalia A melhor que B.

As métricas apresentadas a seguir sao avaliadas quanto a compatibili-
dade com <¢, <r e <y, quanto a utilizarem mecanismos para classificar as
solugoes, quanto a necessidade de comparacao com conjuntos Pareto e quanto
ao custo computacional. O estudo destas métricas estd suportado princi-
palmente pelo livro de Deb [32] e pela tese de doutorado de Knowles [72].
Informacgoes complementares podem ser obtidas nas referéncias originais.

Taxa de Erro: Com a finalidade de contabilizar a propor¢ao de pontos
eficientes, Veldhuizen [12I] elaborou a métrica TE (Taxa de Erro)E] que é
baseada no conhecimento prévio dos pontos eficientes Y* como mostrado na
equagao abaixo.

|A|

e,
TE = &=l (2.12)
[ A |

sendo | A | o numero de solugoes de A, e contador de erros e; ¢é tal que:

e; = 0, caso contrario. (2.13)

{ ei=1, see; € A\Y™
Para concluir se um ponto pertence ou nao a Y*, definiu-se uma distancia
Euclideana minima com relagao a qualquer um dos elementos pertencentes
ao conjunto referéncia erg. Em outras palavras, erp representa a precisao
da métrica TE medida em termos de distancia Euclideana.

TE é uma métrica simples de implementar, com poucos parametros e é
simétrica, ou seja, (1 — EF'R) contabiliza o nimero de pontos pertencentes
a Y*. Como desvantagens, tém-se: a) o custo computacional associado &
comparagao de proximidade com ponto eficiente em Y*; b) ndo mede uni-
formidade espacial das solu¢oes em A; c) penaliza conjuntos solugoes com
muitos pontos em Y*, se também existirem muitos pontos fora; e d) a métrica
é fracamente compativel com <¢.

Importante observar que a métrica TE foi desenvolvida para ser aplicada
no espago dos objetivos. Analogamente, ela pode medir a proximidade do
conjuntos solucao encontrado em relagao ao conjunto solucao referéncia, no
espaco de busca.

2 Termo original: Error Ratio
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Meétrica C: A métrica C foi proposta por Zitzler [I31] para comparar dois
conjuntos de solugoes nao dominadas A e B quanto & dominancia. Formal-
mente,

ta =X
CA7B2|{b€B]EI|a]§|A a =< b} | (2.14)

Considerando-se dois conjuntos A e B quaisquer, observa-se que nao neces-
sariamente CA g = Cp,a-

O custo computacional é baixo quando comparado as demais métricas
desta secao, mesmo sendo preciso calcular CAg € Cga. Também é uma
métrica simples de implementar e de interpretar, nao exigindo a classificacao
do conjunto solucao e nao necessitando da informacao do conjunto Y*. No
entanto, essa métrica é compativel apenas com <¢ e ainda ela nao mede
uniformidade da distribuicao das solugoes.

Métrica do Espacamento: Diferentemente da finalidade das métricas an-
teriores, Schott [104] elaborou um mecanismo para medir a qualidade da
distribuicao dos pontos ao longo da fronteira nao dominada. Considerando
novamente que | A | representa o ntumero de solugoes de A, observe abaixo
como o célculo de uniformidade é feito.

S — ]A|Z (2.15)

O termo d; é a menor distancia, no espaco dos objetivos, a qualquer outro
ponto pertencente a A e d é a média de todos os d; calculados. Esta for-
mulacao simplesmente calcula o desvio padrao das menores distancias entre
solucoes. Logo, quanto menor o desvio padrao mais uniformemente estao
espalhados os pontos.

Como vantagens, a métrica de Schott nao depende de comparagao com
conjunto Pareto e nao necessita classificar o conjunto A. E como desvanta-
gens, a métrica nao mede a proximidade com a fronteira eficiente, tem custo
computacional relativamente alto e ainda nao é possivel definir relacao de
compatibilidade com <y, <p ou <¢.

Meétrica do Espalhamento : Trata-se de outra métrica destinada a medir
qualidade na distribuigao das solugoes que foi desenvolvida por Deb et al. e
descrita em [32]. Seu célculo é mostrado a seguir.

|A\ —d
Zm | m+|A\d
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Sendo A o valor da métrica, d; é a distancia até algum outro ponto na
vizinhanca, d ¢ a média de todos os d; calculados e d¢, ¢ a distancia entre
os pontos extremos de A e Y* em cada objetivo. Portanto, sao investigadas
tanto a uniformidade de distribuicao dos pontos quanto o quao extensa é
essa distribuicao na fronteira. Na implementacao desta métrica, realizada
neste trabalho, calculou-se d; como a menor distancia entre uma solugao ¢ a
qualquer outra do conjunto solugao.

Uma vantagem desta métrica é a penalizagao de conjuntos nao dominados
com solugoes dispersas e longe dos extremos em cada objetivo. Por outro
lado, s@o consideradas como desvantagens: a) a necessidade de se conhecer
Y*; b) o custo com classificacao tanto de A quanto de Y* para todos os
objetivos; ¢) a incompatibilidade com as relagoes de desempenho; e d) a nao
medicao de proximidade com a fronteira de Pareto.

Meétrica do Hipervolume: Essa métrica é enderegada tanto para analisar
proximidade de conjuntos solugao a fronteira de Pareto quanto para quali-
ficar a uniformidade da distribuicao dos pontos sobre a fronteira. Cada ponto
do conjunto solugao A é um vértice de um hipercubo hc;. O outro vértice,
tomando-se a diagonal principal, ¢ um ponto fixo que pode ser definido como
o pior valor para cada objetivo. Considerando um conjunto solucao A, a
uniao das regioes de cada hipercubo gera um hipervolume HV que é norma-
lizado com um hipervolume HVR construido a partir de Y*. Observa-se que
o indice é acrescentado para denotar o conjunto sobre o qual age a métrica
do hipervolume. As equagoes e deixam claro como o célculo do
hipervolume é feito.

HV, = volume( Uﬁ' he;) (2.17)
HVa

HV R, = 2.18

1= 215)

Pelas expressoes acima, conclui-se que hipervolume maior significa melhor
proximidade da fronteira eficiente.

A métrica do hipervolume tem custo computacional relativamente médio
quando comparado as outras métricas, é de facil implementacao e interpre-
tagao para casos 2D e quantifica tanto dispersao quanto proximidade de Y*.
Entretanto, a classificacao das solugoes e a escolha do ponto fixo pode nao ser
tarefa trivial. Adicionalmente, a compatibilidade da métrica do hipervolume
com <y, <p ou <¢ nao esta clara.

Como descrito, todas as métricas apresentam vantagens e desvantagens
para medir a proximidade com a fronteira de Pareto e uniformidade das



2. Revisao Bibliografica 85

solugoes. Certamente, o uso de mais de uma métrica ajudar a julgar melhor
os conjuntos solugoes encontrados. Para os interessados em aprofundar no
estudo de métricas, sugere-se a consulta Knowles [72].

2.2.7 Técnicas de Nicho

Diversidade com qualidade é umas das caracteristicas chaves buscadas pelos
MOEAs. Ha algum tempo, época dos primeiros MOEAs, como o SGA para
problema mono-objetivo, a convergéncia prematura para uma determinada
solucao ja nao era desejada. O motivo principal é que a perda da diversi-
dade dificulta a exploragao de novas regioes e, conseqiientemente o algoritmo
pode ficar “preso” em uma regiao 6tima local. Técnicas de manutencao de
diversidade, conhecidas como técnicas de nicho, foram sendo desenvolvidas
para tentar resolver problemas desta natureza. A seguir, sao descritos trés
modelos destes procedimentos.

A primeira técnica de nicho para os MOEAs foi desenvolvida por Goldberg
e Richardson [46] em 1987. A idéia era alterar, o valor da funcdo objetivo
de acordo com o nimero de individuos que estivessem na vizinhanga. Uma
fungao de partilha, como por exemplo (2.19), mede a proximidade entre duas
solugoes.

Opartilha

L (2.19)
0, caso contrario.

d
{ (1 - )a) s5€ dij S Opartilha

Sendo d;; a distancia entre as solugoes i e 7. O somatorio de todas as fungoes
de partilha, define o quanto o desempenho f; do individuo 7 sera degradado.
O novo desempenho f; segundo a técnica de nicho é dado por f{ = fi/ > sq,;-

A fungao de partilha de Goldberg e Richardson foi adaptada para proble-
mas multi-objetivos em alguns algoritmos, como é o caso do WBGA (Weight-
Based Genetic Algorithm). Nesta abordagem o valor dos pesos sao definidos
via (2.19). Algoritmos multi-objetivos baseados em pesos tem problemas
quando a fronteira de Pareto é nao convexa. Mas em casos convexos WBGA
consegue distribuir pontos ao longo da fronteira.

O NSGA II substitui a fun¢ao de partilha por um modelo onde o parametro
Opartilha A0 necessita ser determinado. Em primeiro lugar uma estimativa
de densidade populacional é calculada, através do célculo de um cuboide for-
mado com vértices nas solugoes mais proximas. O perimetro do cubdide é
denominado de distdncia de agrupamento. Em seguida um operador de com-
paragao de agrupamento guia o processo de sele¢ao levando em conta uma
classificagao de nao dominéncia e na distancia calculada no procedimento de
estimativa de densidade.
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Além das técnicas de nicho, um algoritmo que cria aglomerados] foi pro-
posto por Zitzler e Thiele [I33] com a mesma finalidade de dificultar a con-
centragao de solugoes muito proximas. Segundo os autores, os resultados
apresentados também foram satisfatorios.

2.3 Analise Intervalar

Hayes [53] e Daumas [29] relataram alguns acidentes ocorridos com equipa-
mentos de tecnologia avancada que resultaram em vitimas fatais. Foram
registrados como causa, os erros em rotinas de calculo numérico, devido por
exemplo, & propagacao desastrosa de arredondamentos. Qualquer um, ciente
apenas dos fatos, poderia dizer que as rotinas numéricas aplicadas pudessem
ter sido construidas descuidadamente ou que os hardware utilizados devessem
ter sido mais precisos e confidveis. Sabendo-se que hardware trabalha com
grandezas discretas, conclui-se que ele tem limites finitos para tratar valo-
res precisos. O nimero de acidentes desta natureza pode aumentar com a
crescente aplicagao de tecnologia de precisao, habitualmente empregada em
conjunto com a automagao de processos. Em contra-partida, novos meca-
nismos tém sido criados para aumentar a seguranga, oferecer um nivel mais
alto de confiabilidade diminuindo os riscos de danos materiais e humanos.
Algumas destas solugoes sao baseadas em métodos intervalares, definidos em
novo conjunto numeérico préoprio, o conjunto dos Numeros Intervalares Reais
IR. Este conjunto manipula incertezas considerando as grandezas numéricas
como entidades compreendidas dentro de uma faixa de valores.

A Analise Intervalar, area que estuda o conjunto dos Numeros Inter-
valares, comegou com Moore [85] justamente para tratamento de erros de
arredondamento em computacao numeérica. Atualmente, ela tem sido efi-
cientemente utilizada em aplicacoes que envolvem parametros de incerteza,
veja Jaulin et al. [63] e Kearfott e Kreinovich [68]. Uma manipulagao segura
destes intervalos resulta em um intervalo no qual se pode garantir a presenca
da solucao pontual. Entretanto, os métodos intervalares sofrem algumas
criticas quanto a lentidao, em termos de tempo computacional. Hansen e
Walster [50] rebateram a maioria das criticas e destacam as vantagens dos
métodos intervalares: a) a possibilidade de obter solugoes de certos pro-
blemas que nao podem ser resolvidos por métodos nao intervalares, como
por exemplo, os problemas que envolvem operagoes de divisao por zero em
sua formulagdo; b) a convergéncia, pois as etapas dos processos internos dos
métodos intervalares sao finitas; e ¢) a confiabilidade dos resultados. Uma
outra caracteristica importante a ser inserida no conjunto de vantagens: a

3 Termo original: clustering
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usual globalidade dos métodos intervalares.

Anélise Intervalar tem sido empregada em diversas areas como por exem-
plo: Carreras e Walker [15] e Morales e Son [88] em robética; Soares et al.
[111] e Siouris et al. [106] em rastreamento por radar;

2.3.1 Breve Historico

E dificil precisar onde os primeiros indicios sobre intervalos surgiram. Alguns
estudos apontam que provavelmente o primeiro documento onde aparece a
presenca de intervalos foi elaborado por Arquimedes, registrado no livro de
Healt [54] em 1897, onde Arquimedes buscava calcular o valor de 7. No en-
tanto, existe divergéncia entre os pesquisadores da area de Analise Intervalar
quando dissertam sobre quem efetuou os passos concretos iniciais. Alefeld e
Mayer [2] registraram alguns estudos isolados na area de Computagao Cien-
tifica, na década de 1950. Sunaga [117] em 1958, apresentou as primeiras
regras sobre operagoes aritméticas intervalares simples e também para ve-
tores e matrizes. Sunaga ainda tratou da resolucao de equacoes intervalares
e calculo de fungoes integrais. Em 1965 Hansen [48], realizou manipulacao de
intervalos com a algebra linear e, no mesmo ano, um grupo de pesquisadores
alemaes incluindo Alefeld, Krawczyk e Nickel desenvolveram vérios aspectos
de implementagoes computacionais. Embora todos os estudos acima sejam
relevantes, o primeiro trabalho consistente, reconhecido por todos os pesqui-
sadores como uma contribuicao real para a Anélise Intervalar foi o livro de
Moore [85] em 1966. Durante quase duas décadas, a Anélise Intervalar nao
foi um tema muito investigado pela comunidade cientifica. Talvez, simples-
mente porque ainda nao existia necessidade para sua utilizacao. No fim deste
periodo, trabalhos interessantes foram realizados por Neumaier [90], em 1985,
sobre o conjunto solugao de equagoes lineares e nao lineares e, Kearfott [67]
sobre otimizacao, em 1989. Nos anos 90, a Anélise Intervalar tornou-se po-
pular com a adesao de varios grupos de pesquisa nas mais diversas partes do
mundo.

Retornando a 1966, o mérito maior de Moore [85] foi devido & organizagao
realizada na pesquisa sobre intervalos até aquele momento, fundamentando
e transformando a Aritmética em Anélise Intervalar. No entanto, situacoes
que envolviam intervalos contendo 0 e limitados por 00 nao tinham solugao.
Para resolver este problema, Hanson [52] e Kahan [66], ambos em 1968, em
pesquisas independentes, descreveram incompletas extensoes nas quais os li-
mites para os intervalos pudessem ter valor +£00. Estes estudos marcaram o
inicio do Sistema Intervalar Fechado, que é uma extensao do Sistema Inter-
valar Finito proposto por Moore [85]. Mais tarde, Walster et al. em [123]
descreveram um sistema que representasse completamente uma extensao do
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sistema de Moore. Neste modelo, a resolucao de problemas que envolvam as

operacoes 2, 0o — 00, 0 X 0o e =2 foram definidas.
0 ’ foo

2.3.2 Relagoes Algébricas de Conjuntos

Numeros Intervalares sao definidos como conjuntos, e portanto, ele herda as
operacoes e relacoes para esse tipo de dado. A seguir, uma revisao baseada
em Jaulin et al. [63] sobre relagoes basicas entre conjuntos é apresentada, e
na seqiiéncia, as operagoes baseadas nessas relagoes.
Considere dois conjuntos numéricos A e B quaisquer. Sao validas as
seguintes operacgoes, relagoes e definigoes:
Interseccao : ANB={a|a€ AAacB}. (
Unido : AUB={ala€ AVacB} (
Complemento : A\B={a|a€ AANa¢B}. (2.22
Produto Cartesiano : A x B ={(a,b) |a € ANDbe€ B}. (
Inclusao : ACB & Vae A aeB. (
[gualdade : A=B < ACBABCA. (2.25

SeZ =A xBeZ; CZ, entao a projecao de Z; sobre A, com respeito a B,
é dada por:

proja(Z,) = {a € A,3b€ B | (a,b) € Z;}. (2.26)

A Figl2.3]ilustra o produto cartesiano e a proje¢ao de conjuntos.

A A

AXB N Z,

A / projA(Zl)
A

Fig. 2.3: Operacgoes sobre conjuntos: produto cartesiano e projecao.

Novamente, considere dois conjuntos A e B e uma funcao f : A — B. Se
A, C A, a imagem direta de A, por f é:

(A1) ={f(a) | a € As}. (2.27)
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Se By € B, a imagem reciproca de By para f é

[ B1) ={ac Al f(a) € B1}. (2.28)
Se () representa o conjunto vazio, entao:

f@)=f"1=()=0. (2.29)

Partindo das expressoes (2.27), (2.28)) e (2.29) e definindo A; e Ay como
subconjuntos de A, infere-se que:

S(A1NAs) C f(A1) N f(A2).

f(ATUAg) = f(A1) U f(Ay).

fﬁl(Al NA;) = fﬁl(Al) N fﬁl(AQ).

FTHALUAY) = FH(A) U fH(Ay).

f(F7H(A) C A (2.30)
fHf(A) 2 A,

A CAy= f(A)) C f(Ay).

A C A= fTH(A) Cf(Ay).

2.3.3 Fundamentos e Defini¢oes

Algumas definigoes sobre conjuntos apresentadas por Hickey et al. [56] para
suportar a teoria de intervalos sao apresentadas a seguir.

Definicao 4 Um conjunto aberto bdsico de reais € da forma {z € R | a <
x < b}, sendoa € R eb e R. Un conjunto A é aberto se para cada ponto
x € A existe um conjunto aberto basico Ay tal que x € Ay C A.

Definicao 5 O conjunto A é fechado se seu complemento é aberto. Por
definicao, ) conjunto € fechado.

Definicao 6 Um conjunto de nimero reais A € dito conectado se nao exis-
tem conjuntos separados, abertos nao vazios A; e Ay que intersectam A e
para 0s quais A C Ay U A,y. Por definicao, o conjunto () é conectado.

Definicao 7 Um intervalo conectado fechado [x] é definido por
2, 7] ={zeR|z<2<7T}, teReTeR, (2.31)

sendo x e T os limites inferior e superior do intervalo [x] respectivamente.
O congunto de todos os intervalos do tipo ¢ IR.
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Em se tratando de intervalos, alguns casos especiais sao:

e intervalos tais que T = z sao ditos degenerados ou pontuais;

e intervalo que nao contém numero é denominado de intervalo vazio;
e notagoes de intervalo como [0, 00] e [0, 00[ tem o mesmo significado;
e as formas [00, 00| e [—00, —00| ndo correspondem a intervalos.

Estes casos sao excegoes que, se nao forem previstos e tratados adequada-
mente, deixam invalidos os teoremas, as relagoes e as operagoes intervalares
que estao apresentadas adiante.

Em [120], Vaccaro descreve duas seméanticas para interpretar e tratar
intervalos. Na primeira, os intervalos sao descritos conforme a Def. [7] e na
segunda, como Niumero Intervalo. A definicao formal de ntmero intervalo
é suprimida para evitar confusao e adicao de nomenclatura desnecesséria.
Mas informalmente, o ntimero intervalo é um tipo de dado constituido por
todos os nimeros reais pertencentes no intervalo. Assim, o intervalo [—1, 3]
representa todos os nimeros reais compreendidos entre —1 e 3, inclusive —1
e 3. Como conseqiiéncia, um ntmero intervalo difere dos reais por poder
assumir simultaneamente valores negativos, positivos e nulos. Os niimeros
intervalos nao sao objeto de estudo deste trabalho e por isso o termo intervalo
estara sempre vinculado ao tipo de dado da Def. [7]

2.3.4 Operagoes Aritméticas Elementares

Uma vez diferenciadas as seménticas sobre intervalo, o proximo passo é a
definicao das operagoes intervalares.

Definicao 8 Considere o um operador bindrio que represente as quatro ope-
ragoes cldssicas da aritmética real +, —, * e /. Entao

[z] o[yl ={zoy |z €lz], y € [y]} (2.32)

Por simplicidade, optou-se por descrever as operacoes aritméticas para
IR. Similarmene, algumas outras defini¢oes seguem o mesmo caminho. Por
analogia, o espago IR pode ser estendido a um espaco IR"* qualquer.

Cada intervalo nao degenerado contém infinitos nimeros. Logo, opera-
¢oes aritméticas, como soma e multiplicacao, devem ser diferentes daquelas
utilizadas para ntimeros reais. Da mesma forma que os argumentos, a res-
posta também é um intervalo. Adiante, os procedimentos para célculo das
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operagoes basicas sao descritos considerando dois intervalos [z] e [y] quais-
quer. Os resultados das operagoes devem compreender todas as possiveis
instancias dos intervalos [z] e [y]. Assim, definem-se as operagoes como

[z]+ly] = [z+yT+7) (2.33)
[zl = [y] = [z-7,7—y] (2.34)
[z]*[y] = [min{z*y,z+7,T+y,Tx7, (2.35)
max{z * Y,z * 7, T+ Y, T * 7} (2.36)
[=]/lyl = [a]* (1/[y]), (2.37)
sendo
1y = 0, se [y] = [0,0];
= [1/7,1/yl, se0 ¢ [y];

ool/y] sey <0 A y=0;

[
= [1/7.oc], sey=0A7y>0; (2.38)
[—
[—00,00], sey<0 A F>0.

Observe que a operagao divisao foi construida sobre a multiplicacao do nume-
rador pelo inverso do denominador. Segundo Hickey et al. [56], na literatura
¢ indiscutivel a aplicagao de para os operadores 4+, — e *, indepen-
dente dos valores reais que os limites podem assumir. No entanto, existem
divergéncias sobre a divisao de intervalos, quando o denominador contém zero
entre seus limites inferior e superior. Definindo-se intervalos como fechados,
a associacao das equagoes e tem sido usualmente empregada.
Computacionalmente, algumas operagoes aritméticas anteriormente des-
critas podem ser implementadas mais eficientemente que no formato didatico
apresentado. Por exemplo, se antes da operagao multiplicacao identificar a
negatividade dos limites de cada intervalo, haveria apenas dois produtos para
se calcular, eliminando-se ainda as fun¢oes min e max. Para exemplificar as
operagoes aritméticas descritas até entdo, observe os casos no Exem. [T}

Exemplo 1 (Operagoes intervalares)

[—2,4] + [1, 6] [—1,10]
[—1,5.4] — [-3,-2.1] = [1.1,84]
[—4,-1] % [-2,3] = [-12,§]
2,3]/2,5] = [0.4,1.5]
[1,3]/[0,0] = 0
[1,4]/0,3] [1/3, 09
2,5]/[-3,0] = [—o0,—-2/3]
[1,2]/[-2,1] = [-o0,00]
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2.3.5 Funcoes Intervalares Elementares

Uma funcao intervalar f é uma fungao cujos argumentos e resultados sao
intervalos. Assim, se f : [R — IR, entao

fl2]) = {f(2) [ = € [«]}] (2.39)

As operagoes aritméticas intervalares sao suportadas pela . Simi-
larmente, as fungoes intervalares precisam de apoio tedrico para definicao de
seus escopos. Moore [87] descreve um teorema sobre as fungoes intervalares,
cujas conseqiliéncias sao descritas a seguir.

Considere uma fungao real f(xy,...,2,) — y e uma funcao intervalar
f'([x1], - .., [xn]) — [y] com a mesma expressao formal da funcao f real. Se
f(xy,...,z,) = f(x1,...,x,) para quaisquer argumentos reais, entao f’ é

denominada uma func¢ao extensdo intervalar de f. Entretanto, na pratica é
possivel que se compute apenas uma fun¢ao intervalar f” O f’, considerando
as multiplas ocorréncias de seus argumentos e/ou os arredondamentos reali-
zados nos limites dos intervalos ao longo da computacao da funcao intervalar.

Além das operagoes matematicas elementares, a expressao de [f] pode ser
composta de fungoes matematicas como cosseno, seno, quadrado, logaritmo,
etc. Na implementacao computacional, os algoritmos de fungoes intervalares
sao desenvolvidos para evitar que o dominio seja violado. Veja o caso da
funcao poténcia intervalar para n nao negativo.

[z]" = 1], se n = 0;
se x > 0V n impar;
se T < 0 A n par;

)
,max(z",T")], sexz <0 <7ZAn par.

[
_ { (2.40)
[

O Exem. [2| trata numericamente algumas fungoes matematicas.

Exemplo 2 (Algumas funcgoes intervalares)

1,3 = [0,9]
[—10,4] = [0,2]
log([-2,-1]) = 0
exp?? = [7.39,148.41]
sen([0,7]) = [0,1]

Algoritmos para fungoes como seno precisam de uma atencao especial. De-
pendendo do intervalo, os valores da funcao f podem passar por varios mé-
ximos e minimos locais que nao sejam obteniveis apenas pela avaliacao da
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fungdo em z e T. A Tab]2.4] mostra os passos bésicos para construgao da
fungao sen([x]). A extensdo, em termos de linhas de c6digo, do algoritmo do

Tab. 2.4: Calculo de f([z]) = sen(]z]) (Jaulin et al. [63]).
entrada ([z])

saida (f([x]))

se Ik € Z | (2km —7/2) € [x],

entao f([z]) = —1.

sendo f([z]) = min (sen(z), sen()).
se Ik € Z| (2kn 4+ 7/2) € [z],

entao f([z]) = 1.

sendo f([z]) = max (sen(z), sen(T)).

SO = W N~

céalculo do seno de intervalos é um exemplo para a principal critica sobre os
métodos intervalares: o tempo computacional.

2.3.6 Dependéncia

As operagoes aritméticas e fungoes intervalares enfrentam problemas quando
hé repetigao de uma mesma variavel como em [x] — [z] e [z]/[z], por exemplo.
Para niimeros reais, os resultados da subtracao e da divisao de um niimero
por ele mesmo ¢ 0 e 1 respectivamente. No entanto, para nimeros intervalares
estes mesmos resultados sao obtidos somente em casos particulares. Observe
a subtragao [x] — [x]:

z—7,T—z]=0&2=7.

Este problema que surge com as multiplas ocorréncias de variaveis inter-
valares ¢ denominado de dependéncia e tem como conseqiiéncia principal o
alargamento do intervalo resultante, deixando-o menos preciso. Para reduzir
a dependéncia, deve-se inicialmente reorganizar as expressoes matematicas
de forma a reduzir o nimero de vezes que uma mesma varidvel aparece. Veja
como fazer isso através do Exem. 3 e do Exem. [l

Exemplo 3 (Tratando a dependéncia) Considere a fun¢ao f([z]) = [z]/(1+
[x]). O walor de f para o intervalo [1,3] pode ser computado como:

a) substituindo [1,3] em f([x]), tem-se

£(a]) = 23

=" _ =10.25,1.50];
1+[1,3] [ ’ J
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b) reorganizando f([x]) obtém-se f'([z]) = ﬁ, ou seja, foi extraida a ocor-
[z]

réncia extra da varidvel [x] mantendo-se uma expressao equivalente a fungao
original. Assim
1

f(la]) = {7 = 0.50,0.75].
L3

Ambas fungoes f([x]) e f'([x]) estao corretas. Mas, f'([x]) é mais precisa e
portanto deve ser aplicada no lugar de f([x]).

Exemplo 4 (Tratando a dependéncia) Considere a funcao f([z]) = [z]*—
[z]. O wvalor de f para o intervalo [x] = [—1, 3] pode ser computado como:

a) substituindo [—1,3] em f([z]), tem-se
[—1,3]* = [-1,3] = [0,9] — [-1,3] = [-3,10];

b) reorganizando f([z]) obtém-se f'([x]) = ([x] —3)*—3. Substituindo [—1, 3]
em f'([x]), tem-se

([~1,3] — 0.50)* — 0.25 = [~1.50, 2.50]* — 0.25 = [—0.25, 6].

Novamente, as duas solugoes sao verdadeiras porém f([x]) produz a solugao
mais pessimista.

Caso nao seja possivel eliminar a multiplicidade de ocorréncias de vari-
aveis, pelo menos deve-se buscar diminui-las. Adicionalmente, uma outra
forma de tratar a dependéncia, descrita em Hansen e Walster [50], ¢ redefinir
operacoes aritméticas para os casos de dependéncia. A subtracao dependente
¢é definida por

eyl =F-yz-y (2.41)

As operacoes de dependéncia foram desenvolvidas de forma que seja real-
mente a operacao inversa daquela que remove uma variavel dependente. Por
exemplo, dados [z] e [y], calcula-se [z] por [z] = [z] * [y]. No entanto, é
possivel que [y] # [z]/[z], pois * e / ndo sdao operadores que resolvem de-
pendéncia. Definido-se @ como divisao dependente, [y] = [x| @ [z] recupera
[y] completamente.

Para maiores informagoes sobre a construgao de fungoes de inclusao mais
precisas e a questao do pessimismo, sugere-se a consulta a Benhamou e Older
[10] e Chabert e Jaulin [I7] respectivamente.



2. Revisao Bibliografica 95

2.3.7 Vetores Intervalares

Em muitas situagoes, é preciso agrupar mais de um intervalo para representar
um parametro. A maneira formal é feita via vetores intervalares ou caizas,
que sao descritos a seguir.

Definigao 9 Uma caiza [x] € um vetor intervalar em IR™ definido como o
produto cartesiano de n, intervalos fechados

[x,X]| = [21] X ... X [2,), (2.42)
sendo x e X os limites inferior e superior de [x].

Como conseqiiéncia da defini¢ao dos vetores intervalares, todas as definigoes
descritas anteriormente sobre intervalos em IR sao estensiveis a TR".

Muitos métodos intervalares utilizam medidas relacionadas aos limites
inferiores e superiores de uma caixa como medida de incerteza de seus paréa-
metros. Esta medida é denominada de largura e é definida a seguir.

Definicao 10 Considere uma caiza [x] € IR"™ nao vazia e ndo composta
somente intervalos degenerados, entao sua largura w([x]) : IR"™ — R € dada
por

w(xl) = max m}w([:vi])' (2.43)

Ainda, por defini¢ao w(f)) = —oco.

Como dito anteriormente, um intervalo real representa um ntmero real e
sua incerteza. Uma estimativa habitual do niimero que a caixa representa ¢é
o seu centro, cuja definicao vem a seguir.

Definigao 11 Considere uma caiza nao vazia [x] € IR™, entao seu centro

c([x]) : IR™ — R" ¢ dado por
(X)) =@ +x;)/2, i={1,...,n.}. (2.44)

Além da largura e do centro pode-se introduzir uma outra medida para
caracterizar os vetores intervalares, o volume.

Definicao 12 Considere uma caiza nao vazia [x] € IR", n, > 2. Entdo, o
volume v([x]) : IR"™ — R ¢ dado por

o(ix)= ][ w(ld). (2.45)
i={1,...,ng}

Por definigao, a) se x € R, v([z]) = w([z]); e b) v(D) = —o0.
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Se w([x]) # 0, entdo existe pelo menos um plano de corte que divide [x]
em duas outras caixas. E chamado de plano principal aquele originado no
maior lado da caixa. A operagao que divide a caixa é chamada de bissec¢aio.

Definigao 13 A bissecgdo reqular é uma operagao que divide uma caiza [X]
em duas outras simétricas [x|; e [X],, tais que

mlzhﬂ»”u%%;@w”mu¢ (2.46)
mzz[mx“»qﬁgﬁ@ﬂxmxpm (2.47)

sendo j = min{i | w([z;]) = w([x])}.

Neste trabalho, a bissec¢ao ¢ utilizada em todos os algoritmos intervalares.
O exemplo a seguir, mostra como ela funciona na pratica.

Exemplo 5 (Operagao de bissec¢ao) Considere a caiza [x] = [-2,3] %
[2,4] x [0,3]. A operagdo de bissec¢io inicia-se com o cdlculo da largura da
caira

w([x]) = w([~2,3] x [2,4] x [0,3]) = 5. (2.48)

Finalmente, utilizando o intervalo de maior largura como plano principal de
corte a bissec¢cao produz:

x|, = ([—2,0.5] x [2,4] x [0,3])
x], = ([0.5,3] x[2,4] x[0,3])

2.3.8 Funcoes de Inclusao

Segundo Jaulin et al. [63], um dos objetivos principais da Anéalise Intervalar
¢ oferecer, para uma grande classe de fungoes f, funcoes de inclusio f([x])
que possam ser avaliadas rapidamente. Em outras palavras, as fungoes de
inclusao sao formulagoes equivalentes, consistentes e que resultem em solugao
mais rapida que o modelo inicialmente proposto.

Definigao 14 Considere a fungao f : R™ — R"™. A funcao [f] : IR™ —
IR" € uma funcgao de inclusao para f se:

V[x] € IR™, £([x]) < [£]([x]) (2.49)
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A fungao de inclusao [f] comporta-se como uma caiza intervalar e portanto
¢é possivel contornar algumas situagoes como descontinuidade e nao conve-
xidade da fungao f, que dificultem o seu manuseio. Analise a Fig. [2.4] e
observe como uma func¢do de inclusdo mapeia uma caixa [x] para o espago
das funcgoes. As fungoes de inclusao podem ser classificadas como estreita,

r'y 'S

f([x])

_;_, | /\
[x] (1] ([xD)

I
=
[
[
=

|~
=
X

A

Fig. 2.4: Imagem da caixa [x] via fungoes de inclusao.

convergente, monoténica e minima. A funcao de inclusao é estreita quando

Vx € [x], f(x)=I[f](x). (2.50)
Considerando que o indice k represente o niimero de bissec¢oes realizados
sobre uma caixa [x], a funcao de inclusdo é convergente quando

lim w(fx)y) = 0 = lim w([)((x))) =0, (2.51)

k—o0

e monotonica quando
xle € [Xlo-1 = [f]([x]e) € [F]((x]5-1)- (2.52)

Finalmente, a fungao de inclusao é dita minima, com notagao [f]*([x]), quando
ela mapear a menor caixa que contém a imagem de f. A Fig. 2.4] apresenta
a agao de f, [f]* e [f] sobre a caixa [x]. Fig. e Fig. mostram fungoes
de inclusao convergentes, monotonicas e nao monotdnicas.

As fungoes de inclusao podem ser construidas a partir de polinémios,
de algoritmos e de equacgoes diferenciais. Este trabalho aborda somente as
fungoes de inclusao naturais, as quais sao descritas a seguir.

Definicao 15 Considere a funcao f : R"™ — R, expressada como uma com-
posicao finita dos operadores +, —, % e | e de fungdes elementares (seno, exp,
quadrado, ... ). A fun¢ao de inclusio natural pode ser obtida pela substitui¢do
de cada operador e funcao elementar pelo seu modelo intervalar equivalente.
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x; [(f1(1x1) f.

(f1(1x].)

LD R—
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Fig. 2.5: Fungoes de inclusao monotoénica e convergente.
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[f]([x].)

[f1([x].)

[x]. =0
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Fig. 2.6: Fungoes de inclusao ndo monotonica e convergente.

Em Jaulin et al. [63] (pg.30), um teorema sobre as fungoes de inclusao natu-
rais diz que quando a fungao natural [f] envolve apenas operadores e fungdes
elementares continuos, entdo [f] é convergente. Ainda, se cada variavel ocor-
rer no maximo uma vez, [f| ¢ minima. A caracteristica de ser minima esté
diretamente ligada a precisao da fungao de inclusao [f]. Em geral as fungoes
de inclusao naturais nao sao minimas por causa, por exemplo, da dependén-
cia. Entao, em alguns casos, a expressao matematica da fungao de inclusao
pode ser rearranjada de modo a reduzir as ocorréncias extras de variaveis.
Os algoritmos de otimizagao que utilizam intervalos necessitam de in-
formacgoes das fungoes de inclusao para garantir que redugoes no espago de
busca nao conduzam a perda do ponto 6timo. Por isso é importante que se
construa fungoes de inclusao minimas, convergentes e monotonicas.
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2.3.9 Logica Booleana Intervalar

A légica booleana intervalar tem papel fundamental nos métodos intervalares.
Por exemplo, ela auxilia em testes de continéncia entre intervalos. O conjunto
booleano intervalar IB possui, além dos elementos verdadeiro (1) e falso (0),
as opgoes impossivel () e indeterminado ([0,1]). Pela notacao de conjuntos,

B = {0,0,1,[0,1]}. (2.53)

O elemento indefinido [0, 1] de 1B, é empregado quando ha duavida no jul-
gamento de alguma expressao. Por outro lado, () é utilizado, por exem-
plo, quando nao existe interseccao entre intervalos. Pelas equagoes acima,
([0,1] V1) A([0,1]AL) = 1A[0,1] = [0,1]. Da mesma forma que os operado-
res logicos, os operadores relacionais também aplicam-se a intervalos. Veja
alguns casos nos exemplos que seguem.

Exemplo 6 (Operadores l6gicos nas comparagoes de intervalos)

] <[y] — B=1, seT < y.

— B =0, se£>§.

— B=[0,1, se@>y A z<7). (2.54)
[z]=y] — B=1, = se(z=y N T=7),

— B =0, caso contrdrio.

Se operadores como A e V associam-se a conjuntos e intervalos, entao
podem ser estendidos para o conjunto IB. As expressoes que seguem tratam
destas definigoes.

[2]VIy] = {zVvylzelz]yely} (2.55)
[ZIA[y] = {zAy|zelz]yey} (2.56)

—[z] = {—x|ze€|x]}. (2.57)
[z]M[y] = [max(z,y), min(z,7)]. (2.58)
[z]U[y] = [min(z,y), max(7,7y)]. (2.59)

Outros relacionais podem ser obtidos por analogia. Veja o Exem. [7]

Exemplo 7 (Valores das expressoes booleanas)

[-1,2] <[2,3] — B=1
[-1,2] > [4,6] — B=0
[1,2] > [-1,0) — B=1
[—1,2] € [0,6] — B=1]0,1]
[-1,2]N[3,5] — B=10
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Os relacionais descritos acima foram implementados em um formato esten-
dido para comparacao de caixas intervalares. Expressoes booleanas, inter-
valares ou nao, sao empregadas em diversas situagoes, como por exemplo para
direcionar passos de métodos e algoritmos. Entre os usos mais freqiientes na
Analise Intervalar esté a aplicagao nos testes de inclusao.

2.3.10 'Teste de Inclusao

Um teste ¢ uma fungao ¢(x) : R™ — B. Similarmente, um teste de inclusao
¢ uma funcao de [t](][x]) : IR™ — IB tal que para qualquer [x] € IR"*,

t(x])=1 = Veelx], t 1,

[tl([x]) =0 = Vzelx|, t(x)=0.

O teste de inclusao [t] é estreito se [t](x) # [0,1] para qualquer x € R", e
minimo se

Vx| € IR™, [t)([x]) = {t(x) | x € [x]} (2.60)

Um teste de inclusao minimo é necessariamente estreito. O Exem. |§| a seguir
apresenta uma funcao para teste de inclusao.

Exemplo 8 (Teste de inclusao) Considere o teste t(x) = x1 + 3, 0.5 <
112 + 292 < 1. Um teste de inclusio [t|([x]) para este problema pode ser
escrito como

1, se [1]” + [z2] € [0.5, 1];
L(x]): 4 0, se ([z1]? + [22)? N [0.5,1]) = 0 (2.61)
[0,1], caso contrdrio.

Um teste de inclusao pode ser formado pela composicao de vérios outros
testes de inclusao utilizando-se de operadores booleanos para efetuar a inte-
gragao.

2.3.11 Subpavimentos

Substituir uma func¢do f([x]) por uma correspondente func¢do de inclusao
[f]([x]) facilita a realizagdo de célculos sobre ela, mas perde-se precisao de-
vido & porgao extra de espac¢o nao vinculada a fungao, que surge da com-
putacgao de intervalos. Este problema pode ser amenizado se os argumentos
intervalares forem decompostos em caixas menores. Jaulin et al. [63] definem
a caixa inicial [x] como pavimento e caixas que surgem da decomposigao de
subpavimentos [x]; e [x]o. O método utilizado para dividir as caixas ¢ a
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bisseccao. Neste trabalho, a bissecdo é realizada conforme e
produzindo duas caixas simétricas e conseqliientemente com mesmo volume,
por isso os subpavimentos sao ditos regulares.

Os métodos que empregam subpavimentos executam bissec¢oes continu-
amente até que algum critério de parada seja satisfeito. Ao longo das etapas,
os subpavimentos sao convenientemente armazenados e organizados em es-
truturas de listas encadeadas do tipo filas FIFO (first in first out) e pilhas
LIFO (last in first out). Os métodos desenvolvidos aqui fazem uso destas

listas e por isso uma pequena revisao das operacoes em uma FIFO e em uma
LIFO sao apresentadas no Exem. [9] e no Exem. [10]

Exemplo 9 (Operagoes em fila FIFO) Considere a fila Qg de pardme-
tros [x] e o banco de dados com as caizas [X]; e [X]a.

1 inicializar Qg com ) & Qg =10

2 insira [x]; em Qg & Q= {[xI}

3 insira [X]y em Qg & Qg = {[x]1, [x]2}
4

retire elemento de Qi & Qpg = {[x]2}

Exemplo 10 (Operagoes em pilha LIFO) Considere a pilha Sy de pa-
rametros [x| e o banco de dados com as caizas [X]; e [X]a.

inicializar Spy com ) < S
empilhe [x];, em Sy & S
empilhe [x]; em Sy & S
desempilhe de Spy &S

[}
1 [xl2}

[x]1}

A utilizacao de listas ou pilhas para armazenar os subpavimentos regulares
traz vantagens no controle e na organizacao dos elementos pertencentes a
elas. Para manter a regularidade dos subpavimentos, o método intervalar
deve garantir que todas as caixas numa dada iteracao passem pelo mesmo
nimero de bisseccoes ny;s. Uma rodada de bisseccao ry;s se completa quando
todos os elementos da estrutura de dados sofrem uma bisseccao e o resul-
tado sempre sera composto por caixas simétricas com metade do volume das
caixas da rodada anterior. Ao final de ry;; rodadas de bisseccao ter-se-a 2"
subpavimentos, se nao houverem exclusoes.

X

[l

b =0
x = {
= {
=1

=~ O DN =

X

2.3.12 SIVIA

O algoritmo SIVIA (Set Inversion Via Interval Analysis), proposto por Jaulin
[63] (pg.56), ¢ um método que classifica subpavimentos quanto a pertinéncia
ou nao em fungoes de inclusao [f]. Em poucas palavras, SIVIA busca pelo
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dominio, dada a imagem da fun¢ao [y]. SIVIA tem como entrada o espago
de busca [x], o intervalo-imagem [y] que deseja encontrar o dominio, e o
parametro de precisao € para limitar a discretizacao dos subpavimentos de
[x]. Com relacdo ao processo, SIVIA bissecta [x] até classificar todos os
seus subpavimentos. Usualmente, SIVIA produz como resultado trés listas
encadeadas: a) uma lista contendo as caizas solugao [X]s que satisfazem
[f]([x]s) C [y]; b) uma lista formada pelas caizas nao solug¢ao [X],, tais que
[£]([x]n) N [y] = 0; e ¢) uma outra lista constituida pelas caizas de fronteira
[x] ; que ndo foram classificadas quanto ao critério (a) e nem quanto ao critério
(b). SIVIA foi amplamente utilizado neste trabalho para eliminar porgoes
nao viaveis do espago de busca, usando nestes casos, fungoes de inclusao para
tratar as restricoes do problema.

2.3.13 Inequacoes Intervalares

Apo6s abordar varios aspectos da mateméatica para intervalos importantes
para o tratamento de funcoes objetivo e de restrigao nos algoritmos de otimi-
zacao intervalares, resta apresentar, mesmo que sucintamente, as tnequacgoes
intervalares.

Uma inequagdo que contenha variaveis e/ou coeficientes intervalares é
denominada de inequacao intervalar. Por exemplo, considere o parametro
[x] € IR™, uma fungao ¢([x]) : IR"™ — IR e o intervalo [y] € IR. Uma
inequagao intervalar pode ter a forma

9([x]) < [yl. (2.62)

O conjunto solugao para a inequacao (2.62)) pode ser dado por
(X" ={x]" € IR™ | g([x]") < y}- (2.63)

Claramente, ¥Vx € [x]|* é a solugdo real de (2.62)). Agora considere um sis-
tema de ny inequagoes intervalares formado pela composicao de inequagoes
gi([x]) <lyli, i ={1,...,ny}. O conjunto solucdo pode ser reescrito como

X" = () {X"e€IR™ |g(x]") <y} (2.64)
i={1,..ng}

Como exemplo de aplicacao, as inequagoes intervalares podem ser utilizadas
no auxilio a resolugao de sistemas de equagoes intervalares. Veja o Exem|[IT]
A caracterizacao de um sistema de equacoes intervalares é intuitiva e por
isso a defini¢ao formal nao sera realizada. A Fig. apresenta os intervalos
solugao.
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Exemplo 11 (Sistema de equacgoGes intervalares) Considere o sistema
proposto por Hansen e Walster [50] (pg.87):

{ (2,3] % [x1] +[0,1] % [22] = [0, 120]
[1,2] * [x1] + [2,3] * [x2] = [60,240]

Para resolver este problema € necessdrio analisar separadamente cada qua-
drante. Se por exemplo [x| estiver no primeiro quadrante, os limites inferi-
ores de [x1] e [xs] sao maiores ou iguais a 0 e portanto o sistema pode ser
reescrito como:

{ [ 2% 1] , 3 [x1] + [x2] | =0, 120]
[[x1] + 2% [x2] ,[x1] +3*[x2]] = [60,240]

Os wvalores dos limites inferiores do lado esquerdo do sistema nao podem ul-
trapassar os limites superiores do lado direito. Por outro lado, os limites
superiores do lado esquerdo nao podem ser menores que os limites inferiores
do lado direito. Matematicamente:

2 x [11] <120 3 [r1] + [w2] > 0

[T1] + 2% [22] <240 [z1] 4 3 * [xs]] > 60
Resolvendo as inequagoes estabelece-se os limites para [x1] = [—120,90] e
[zo] = [—60,240]. Observa-se que, se os intervalos solugao forem inseridos

nas equacoes, a resposta € mais larga que o lado direito do sistema.

Defini¢oes e métodos para resolver equacgoes intervalares podem ser encon-
trados em Vaccaro [120]. Adicionalmente, os interessados em sistemas de
equagoes, podem ser também suportados por Hansen e Walster [50)].

2.4 Otimizacao Multi-objetivo Intervalar

Dentre os primeiros indicios da otimizac¢ao utilizando intervalos destaca-
se um relatorio técnico da Universidade de Stanford em 1962 descrito por
Moore. Neste estudo, os intervalos eram reduzidos conforme a monotonici-
dade das funcgoes intervalares e quando eram satisfeitas algumas condigoes
para aplicacao do método de otimizacao de Newton. Além disso a subdivisao
de intervalos ja estava prevista. Mais tarde, o contetido deste relatério foi
inserido no livro [85], também de Moore em 1966, considerado por muitos
autores como a primeira referéncia de Anélise Intervalar. Em 1974, Skel-
boe [107] desenvolveu um método para computar as formulagdes propostas
por Moore e deixar a subdivisao de intervalos mais rapida. Atualmente,
este método é conhecido como o algoritmo de Moore-Skelboe. Moore [86],
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Fig. 2.7: Solucoes de equagOes intervalares com duas equacoes e duas varidveis.
A parte acinzentada mais escura representa o intervalo correspondente &
analise do primeiro quadrante. A parte em destaque restante corresponde
ao resultado completo do sistema.

influenciado pelo trabalho de Skelboe e pela versao do método de Newton
elaborada Krawczyk desenvolveu um algoritmo para otimizagao global. O
método de Krawczyk e outras variantes do método de Newton intervalar po-
dem ser encontradas em Alefeld [I]. No entanto, o emprego da terminologia
otimizagao global utilizando-se de algoritmos intervalares foi primeiramente
realizada por Hansen em [49], por Skelboe [108] e por Ichida e Fujii [60],
sendo todos os trabalhos no ano de 1979.

Mesmo com inicio da década de 1960, a otimizacao intervalar foi abor-
dada em relativamente poucos trabalhos quando se compara com nimero
de publica¢oes com outras classes de métodos, como a classe dos métodos
evolucionarios. Os motivos da nao preferéncia pelos métodos intervalares
normalmente envolvem questoes de custo computacional, mesmo tendo co-
nhecimento que a garantia de convergéncia para a regiao de otimalidade pode
compensar esse suposto esfor¢o. Hansen e Walster [50] defendem o uso dos
métodos intervalares e sao referéncia quando o assunto é otimizagao inter-
valar. Os métodos intervalares aplicados & otimizacao tém usualmente a
mesma filosofia de busca: eliminar regioes onde seguramente a solu¢ao ou o
conjunto solugao nao esti. Assim, as regioes restantes certamente contém
o(s) 6timo(s) do problema. Por outro lado, os algoritmos intervalares tam-
bém podem ser estendidos de métodos de otimizacao que utilizam variaveis,
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constantes e fungoes definidas em R. Nestes casos, os algoritmos equivalentes
podem ser obtidos através da substituicao dos termos R por intervalos IR
que os contém e da adequagao de métodos e das operagoes aritméticas para
intervalos.

Ichida e Fujii [61], em 1990, também estiveram entre os primeiros pesqui-
sadores a utilizar-se de métodos intervalares para resolver problemas multi-
objetivos. Neste estudo, as relagoes classicas de dominancia foram contex-
tualizadas para realizar comparagoes entre intervalos; intervalos dominados
significam auséncia de solugao e permissao para descartd-lo. Comparacoes
desta natureza sao freqiientemente encontradas nos algoritmos intervalares
multi-objetivo atuais. No entanto, a comparagao e posteriormente escolha
entre dois intervalos depende da opiniao do projetista. Por exemplo, um pro-
jetista pode ser considerado “otimista” quando ele declara preferéncia a um
intervalo segundo uma dada vantagem posicional entre o intervalo preferen-
cial e o outro intervalo. Por outro lado, um projetista é classificado como
“pessimista” quando a preferéncia por intervalo a outro é clara posicional-
mente; todos os pontos contidos no intervalo preferido dominam todos os
pontos contidos no outro intervalo. Os pontos de vista otimista e pessimista
sdo claramente explicados por Mahato e Bhunia [78]. A Fig[2.§ilustra uma
configuracao onde a estratégia pessimista resulta em menor exclusao de in-
tervalos. Na figura, assuma que [x] € IR" represente qualquer uma das

Iteracdo n Iteragdo n+1 - otimista Iteragdo n+1 - pessimista
4 4 A

1> ® otimismo extremo 1> 7,
" pessmismo extremo =

u o

1, £ /,

Fig. 2.8: O grafico a esquerda representa a iteragao n onde 9 intervalos devem ser
comparados para compor a iteragdo n + 1. A fronteira de Pareto deveria
ser formada pelos pontos “e”, caso fosse considerado o otimismo extremo,
ou pelos pontos “B”, no caso de pessimismo extremo. Os gréaficos no
centro e a direita mostram os intervalos nao dominados segundo as
visoes otimista e pessimista respectivamente.

caixas. Definiu-se por otimismo extremo utilizar o ponto x como referén-
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cia para dominancia, e por pessimismo extremo, o ponto X. Otimismo e/ou
pessimismo nao extremos definem usualmente valores estimados da solucao
como os pontos de referéncia, como por exemplo o centro de cada caixa.
Existem outras formas de se comparar intervalos. Dentre os trabalhos que
discutem a comparagao de intervalos podem ser citados Casado et al. [16],
Csallener et al. [23] e Sengupta e Pal [105]. Ainda pela Fig. 2.8 nota-se que
a estratégia pessimista é conservadora. Como conseqiiéncia, ha garantia de
encontrar todas as solugoes do problema.

Ichida e Fujii [61] desenvolveram versoes intervalares para os métodos
multi-objetivo soma ponderada e método min max. O uso de derivadas foi em-
pregado para direcionar a busca. Ruetsch [100] propos um algoritmo hibrido
onde a busca é global mas guiado por dire¢oes apontadas pelo gradiente.
Os testes foram realizados utilizando-se de fungoes objetivo convexas, nao
convexas e com fronteira de Pareto multi-modal. Barichard e Hao [6] de-
senvolveram um algoritmo multi-objetivo intervalar baseado em populagoes.
Diferentemente dos outros algoritmos, a bissec¢ao ocorre no espago dos ob-
jetivos. Como conseqiiéncia, as bissecgoes causam redundancias no espago
de busca que sdo eliminadas por técnicas ICP (Interval Constraint Propaga-
tion), consulte Benhamou e Older [10] e Jaulin [62] para maiores informagoes
sobre técnicas ICP.

2.5 Consideracoes Finais

Os problemas de otimizagao reais sao, em sua maioria, multi-objetivo. E,
a existéncia de critérios conflitantes motiva os responsaveis pelo sistema de
otimizacao a indicar suas preferéncias. Os métodos multi-objetivo citados
foram classificados segundo a ordem de se articular as preferéncias. No en-
tanto, outras classificagoes sao possiveis, como por exemplo os métodos po-
dem depender ou nao de calculo de derivadas e ainda, os métodos podem
ser deterministicos ou estocasticos. O fato é que nao existe nenhum algo-
ritmo que seja reconhecidamente melhor. De maneira geral, os problemas
de otimizagao possuem suas particularidades, as quais definem os algoritmos
a serem utilizados. Neste trabalho, a otimizacao multi-objetivo apresentada
até agora sofre mudancas com a inser¢cao do parametro de incerteza. Logo,
a definicao do problema multi-objetivo é alterada para a nova realidade, a
otimizacao robusta multi-objetivo.

Em muitos casos, os algoritmos evolucionarios mantém uma estrutura
bésica de funcionamento, diferenciando-se uns dos outros por detalhes de
implementagao em métodos como os de sele¢cao e técnica de nicho.

A representacao de um pardmetro x € R™ por seu correspondente in-
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tervalo [x] € TR"* traz mudangas profundas nos métodos empregados para
tratamento do referido parametro. Por isso, julgou-se necesséario realizar a
apresentacao de defini¢oes basicas sobre alguns aspectos da algebra intervalar
como operacoes aritméticas, funcoes e inequagoes que contemplem o tipo de
dado intervalar. Importante registrar que a algebra intervalar é usualmente
classificada como conservativa ou pessimista, propagando todas as instan-
cias dos intervalos que participam do processo. Exatamente por esse motivo
escolheu-se os métodos intervalares para suportar a construgao de algoritmos
para otimizacao robusta: a propagacao da incerteza deve ser realizada em
problemas onde a resposta robusta é tinica realmente desejada, observando
é claro a precisao oferecida pelos intervalos solugao.

Considerando que os métodos intervalares podem substituir métodos pon-
tuais em diversos problemas de engenharia e ainda proporcionar garantia de
envolver a solucao do problema, surge a questao do porque de terem sido
freqiientemente utilizados. Dentre as respostas, o ponto mais levantado esté
relacionado ao tempo computacional. Realmente, em grande parte dos pro-
blemas a aritmética real é muito mais répida e precisa que a intervalar.
No entanto, ha situagoes onde o tempo computacional é equivalente e, em
outros momentos, até mesmo mais rapida. Como a velocidade dos proces-
sadores esta cada vez maior e com a construcao de compiladores proprios
para resolver problemas via Analise Intervalar, provavelmente os algoritmos
apresentados neste capitulo tenham mais uso.



3. ALGORITMOS PARA OTIMIZACAO ROBUSTA
MULTI-OBJETIVO

O termo “robusto” tem sido empregado em diferentes contextos. Por exemplo,
Kitano [71] define robustez como a manutencao de especificas funcionalidades
de um sistema contra perturbagoes do ambiente. Em engenharia de software,
De Vale e Koopman [35] usaram robustez como sinénimo de tolerancia a er-
ros em software. Para Du e Chen [38], em engenharia de projeto, o vocabulo
robustez esta ligado a escolha do melhor modelo que relaciona compromissos
com atributos tipo média e a variancia, por exemplo. Nas aplicacoes em en-
genharia, robustez significa confiabilidade do sistema quando, eventualmente,
falhas ocorrem ou na presenca de incertezas. Mesmo quando o significado
muda, intuitivamente, a palavra robustez faz lembrar caracteristicas como
forga, resisténcia, flexibilidade e adaptabilidade.

No contexto de otimizagao, Parkinson et al. [03] apresentaram uma
metodologia robusta baseada no pior caso de projeto. Similarmente, Kouvelis
e Yu [75] definiram o problema da otimizagao robusta como a minimizagao
do méaximo desvio de uma solucao candidata frente as incertezas aos quais o
sistema esta sujeito. Outras definicoes de robustez categorizam as solucoes
robustas. Neste sentido, Roy [98] definiu andlise de robustez como o processo
de encontrar conclusdoes robustas que podem ser perfeitamente robustas, apro-
zimadamente robustas e pseudo-robustas. Em [36], Dias and Climaco classi-
ficaram as conclusoes robustas em robusto absoluto, robusto bindrio relativo
e robusto undrio relativo. Classificacoes como as feitas acima sao uteis prin-
cipalmente quando as incertezas sao dificeis de computar e/ou quando néo é
possivel predizer aproximadamente sua intensidade. Isto motivou varios pes-
quisadores a concentrar sua aten¢ao em métodos probabilisticos. No ponto de
vista deste trabalho com relacao a otimizagao robusta, as solugoes robustas
sao aquelas que tém o melhor desempenho para o pior caso da interferéncia
de incerteza. Desse modo, observando dado grau de precisao, uma solucao é
declarada robusta ou nao.

Na Segao [2.1} a otimiza¢do multi-objetivo apresenta-se como uma area
de pesquisa madura, onde diversos métodos de otimizagao estao disponiveis.
Por outro lado, o modelo de otimizagao robusta multi-objetivo tem um longo
caminho pela frente. Sao vérias as questoes a considerar para o desenvolvi-
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mento dos algoritmos. Primeiramente, a filosofia robusta a ser adotada. Por
exemplo, Calafiore e Campi [I4] compararam duas filosofias: a) o pior caso
de projeto, onde a influéncia das incertezas ¢ maximizada; e b) a aproxima-
¢ao probabilistica, onde o termo robusto é definido por um nimero fixo de
amostras. Similarmente, Soares et al. [I10] apresentaram uma aproxima-
¢ao probabilistica para o pior caso de projeto e utilizaram o modelo para
otimizar um equipamento SMES (Superconducting Magnetic Energy Stor-
age System). Em segundo lugar, a natureza das incertezas e a maneira de
inseri-las no modelo matematico também devem ser levadas em considera-
¢ao no modelo robusto. Para Beyer e Sendhoff [12], as incertezas estao nas
condicoes operacionais, no espa¢o dos parametros, na medi¢cao da saida do
sistema e na construgao do modelo. Quanto a inser¢ao nos modelos robustos,
Jin e Branke [65] apresentam expressoes para fungdes objetivos que incluem
ruido, erros por aproximagoes devido arredondamento, erros na medigao e as
incertezas em sistemas dinamicos. Finalmente, Beyer e Sendhoff [12] apre-
senta trés caminhos diferentes para modelar incertezas: a) deterministica-
mente; b) probabilisticamente; e ¢) possibilisticamente. Claramente, a oti-
mizacao robusta pertence a um grupo diferente da otimizacao tradicional.
No entanto, alguns trabalhos trataram os problemas de otimizagao robusta
com métodos que sao extensoes de versoes nao robustas de algoritmos evolu-
cionarios, deterministicos e hibridos, por exemplo Deb e Gupta [33] e Soares
et al. |[I10]. Nesta Tese, decidiu-se por desenvolver métodos construidos es-
pecificamente para otimizacao multi-objetivo robusta, segundo um modelo
min max, onde as incertezas ocorrem em qualquer parte do modelo robusto,
sendo a computacao de incertezas realizada utilizando-se de técnicas inter-
valares.

3.1 Breve Historico da Otimizacao Robusta

Entre os primeiros trabalhos onde se reconhecem os indicios de busca de
robustez citam-se Fisher [41] em 1951 que desenvolveu um experimento es-
tatistico para melhorar a producdo agricola. Em outro estudo, Dantzig [20]
em 1955 formulou problemas onde as incertezas do sistema dependem dos
valores de demanda obtidos em etapa inicial do processo de otimizacao. Em
1959, Charnes e Cooper [18] apresentaram o modelo probabilistico para oti-
mizagao robusta denominado Chance-constrained programming. No entanto,
muitos autores convergem em indicar que a teoria da otimizagao robusta ini-
ciou com Taguchi, também no final dos anos 50, cujo trabalho teve como foco
o desenvolvimento de produtos de alta qualidade mesmo considerando a pos-
sivel influéncia de fontes de ruido. Taguchi [I18] apresentou uma metodologia
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em trés estagios: a) projeto de sistema; b) projeto de parametro; e ¢) pro-
jeto de tolerancia. Sucintamente, os requisitos de qualidade sao definidos em
(a), segundo as tecnologias vigentes com comprovada maturidade industrial,
em um formato de uma func¢ao de perda de qualidade. Em (b), o objetivo é
estabelecer niveis de otimalidade dos parametros de projeto independente do
ambiente em que esté imerso ou das condi¢oes de uso. Em outras palavras, os
parametros devem ser “robustos” aos fatores de ruido. Em (c), sdo definidas
estratégias para reduzir a variacao de desempenho ou aumentar a tolerancia
do produto quando este estiver submetido as possiveis fontes de incerteza.
Existem diversos trabalhos que utilizaram a metodologia robusta de Taguchi
em diferentes areas como economia, eletronica e na induastria automotiva, por
exemplo.

Os conceitos definidos por Taguchi relativos & interferéncia de alguma
forma de ruido no desempenho dos parametros de projeto influenciaram o
desenvolvimento da otimizacao robusta atual. Diferentemente de outros pes-
quisadores, Taguchi tratou ruido como um parametro a parte. Ben-Tal e
Nemirovski também simularam a agao das incertezas como um parametro
independente, nos seus trabalhos sobre otimizagao convexa robusta [7] e []].
Em sistemas dindmicos, El Ghaoui et al. [40] e El Ghaoui e Calafiori [39]
estiveram entre os precursores. Em outra direcao, Kouvelis e Yu [75] e Bert-
simas e Sim [II] estenderam a metodologia robusta para sistemas discretos.
Técnicas de analise de sensibilidade tém sido empregadas apds procedimentos
tradicionais de otimizagao para simular o ambiente de incertezas e encontrar
solugbes robustas. Como exemplos Mareschal [79], e Dias e Climaco [36].

3.2 Conceitos e Notagoes

3.2.1 Comparacgao de vetores reais e intervalares

As metodologias multi-objetivo freqiientemente definem relagoes de domi-
nancia baseadas em avaliagoes de funcoes objetivo para comparar, classificar,
selecionar e rejeitar solugoes candidatas em seus procedimentos. Em otimi-
zagao robusta, realizar as tarefas acima tornam-se mais complicadas pois
o valor da fungao objetivo varia dependendo da intensidade das incertezas.
Por isso, para afirmar que uma solu¢ao domina outra, é necessario computar
todas as instancias das fungoes objetivo sobre as solugoes que se deseje con-
frontar. Decidiu-se neste trabalho, substituir as relacoes de dominéancia por
operadores descritos pelas defini¢oes a seguir.

Definigao 16 Considere u € R™, v € R™, [t] € IR™ e [z] € IR"™. O



3. Algoritmos para Otimizagao Robusta Multi-Objetivo 111

operador de comparacao = € redefinido como seque

u=v & u<v, u#v; (3.1)
u=<t] & u=t; (3.2)
z) 2 [t] & z=xt

O operador de comparacao para o caso estrito < € expresso como
u<veu<lv, (3.4)
Por analogia estende-se 0os operadores = e >.

A expressao u =< v deve ser lida como u é menor que v ou v &€ maior que
u, adicionando-se estritamente quando for o caso. Similar leitura também se
aplica as demais variacoes destes operadores.

Empregando os operadores de comparacao acima, os pontos internos a
conjuntos reais podem ser classificados nos subconjuntos dos menores ve-
tores ou dos matores vetores. Essa distingao é importante nos métodos de
otimizagao multi-objetivo. As defini¢oes formais destes conjuntos sao apre-
sentadas a seguir.

Definigao 17 Considere o conjunto de vetores U = {uy,uy,...,u,}, U C
R". Os menores vetores de U definem o conjunto T < descrito como
Ti(U)={ucU|H cU,u =<ul (3.5)

Analogamente, os maiores vetores de U formam o conjunto Y~ expresso por

To(U)={uecU|M € Unu=u}. (3.6)

Agora, utilizando os conceitos de menores e maiores vetores de um con-
junto de niimeros reais é possivel definir o ponto ideal para maximizacao a
ser usado como referéncia para identificar o pior caso de uma variavel de
projeto segundo a presenca das incertezas.

Definigao 18 Considere o conjunto de vetores U = {x,y,...,z} CR". O
ponto ideal (ou utdpico) para mazimiza¢ao u™* € R™  do conjunto U é

w,(U) = max{x;, yi, ..., 2}, i =1,...,n,. (3.7)

(2

O ponto ideal para maximizacao pode nao pertencer ao conjunto dos
maiores vetores de um conjunto. O Teo[l] trata essa questao. Esse fato traz
conseqiiéncias diretas na formulacao de otimizagao robusta e nos algoritmos
apresentados nas préximas secoes, pois a robustez de uma dada solugao can-
didata é medida utilizando-se u™*, mesmo sabendo-se da possibilidade de
u™™ nao pertencer a imagem das fungoes objetivo.
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Teorema 1 Considere x € X C R™, f(x) : R™ +— R™ ¢ U = {u € R |
Vx € X,u=f(x)}, U#0. Se T-(U) # {u™*(U)}

u™(U) ¢ U. m (3.8)

Prova: Assuma u™®(U) € T, (U). Usando (3.6) e (3.7) conclui-se que
T+ (U) é o conjunto unitario T»(U) = {u™*(U)}. Por defini¢do, usando
apenas conclui-se que Yu € U, u™(U) > u. Logo, se u™*(U) ¢
T:(U) entao u™(U) € U.

3.3 Problema Multi-Objetivo Robusto

Considere as variaveis de projeto x € X C R" e o parametro de incerteza
p € P C R™. Definindo-se o vetor de fungoes objetivo por f(x,p) : R" X
R"™ +— R™ e o vetor de fungoes de restrigdo por g(x,p) : R™ x R™ +— R,
o problema de minimizacao robusta multi-objetivo pode ser escrito como

—
B (39)

st. g(x,p) <0.
Definindo o espaco viavel por
X' ={xeX|VpeP,gx,p) <0}, (3.10)

resolver ([3.9) consiste em encontrar o conjunto minimizadores robustos X* C
X' para o pior caso da acao das incertezas. Formalmente,

X* = {x* € X' | #x € X', max f(x,p) < max f(x*,p/)}. (3.11)
peP p'eP
A proxima etapa é apresentar as imagens do espago de busca sujeito a agao

das incertezas. Considere as imagens das fungdes y = f(x,p) e Y' =
f(X',P), sendo

f(X'.P)= [J f(xp) (3.12)

xeX/ . peP

No entanto, como conseqiiéncia do Teo[l] se para alguma solu¢ao x* o pro-
cesso de maximizagao em resultar em u™>(f(x*,p)) € T (f(x*,p)),
entao pode ocorrer que u™*(f(X* p)) ¢ Y’'. Portanto, para representar
a imagem robusta de todas as solugoes X* do problema (3.9 ¢ necessério
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definir um espago que contenha u™*(f(x*, p)), Vx* € X* e Vp € P. Isso é
feito substituindo-se a imagem f(X', P) pela caixa [Y]" definida como

;| = max filx,p), VxeX' i={l,...,ns}; (3.13)
P

VI min fix,p), vxeX, i={l,...,ns}. (3.14)

i e

Agora, seja Y* a fronteira Pareto robusta, e YT e Y~ as porcoes acima
e abaizo da fronteira robusta, respectivamente. As imagens Y*, Yt e Y~
associam-se da forma

[Y'=Y uY', Y"CYT, (3.15)
sendo:

Yr={y*e[Y]'|3xeX,Vpe P f(x,p) Xy"}; (3.16)

Y ={y elY]'|yelY]\ygY} (3.17)

Y ={y' e[Y'|IyeY" y=<y} (3.18)

Na Fig. o lado direito ilustra as regices de Y*, Y e Y ; o lado esquerdo,
apresenta o espacgo de busca e o espago das incertezas. A titulo de exemplo, o
par (x§,p;) estabelece relagao entre os espagos de busca e de incertezas com
o espago dos objetivos. Na seqiiéncia, sao apresentados dois exemplos.

Exemplo 12 Problema com solucoes robustas pertencentes a ima-
gem Y'.

min max X, 2+ 22+ p1,
x€[—1,1] pe[0,0.25] hi(x,p) ! 2P (3.19)

f2(x,p) = (1 — 1) + 23 + po.

Problema irrestrito, logo X = X'. O espaco dos objetivos estd plotado na
Fig. [3.9(a). Os minimizadores robustos estio localizados em z1 € [0,1] e
x9 = 0. O pior caso acontece quando p = 1. FEste exemplo apresenta as
regioes robustas claramente separadas.

el
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f(X",p,)

A
X, p._ P P f

. >
>

X; fi

Fig. 3.1: Os espagos de busca, de incerteza e dos objetivos no problema de otimi-
zagao multi-objetivo robusto.

v
LR
LA
£(x,=(0.4,0.0),P)

0 . 1 15 2 . = E - 4

(a) Problema onde Y* C Y. (b) Problema onde Y* ¢ Y'.

Fig. 3.2: Exemplos de problema multi-objetivo robusto. Observe em (b) que toda
a fronteira robusta esta fora da imagem das fungdes objetivo.

Exemplo 13 Problema com solugoes robustas nao pertencentes a
imagem Y.

min max z, = -2+ p1,
e = (3.20)

fo(z,p2) = = + p2.

Problema irrestrito, logo X = X'. O pior caso acontece quando || p ||= 1 para
qualquer instante da varidvel x. Como mostrado na Fig. ( b), a fronteira
robusta Y* ¢ Y'.
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3.4 Algoritmo Intervalar Multi-Objetivo Robusto I

3.4.1 Preliminares

Encontrar a fronteira de Pareto robusta Y* e o conjunto de minimizadores
X* pode ser uma tarefa dispendiosa em termos de esforco computacional e,
dificil de ser concluida com éxito. Entretanto, computar envelopes precisos
que contenham Y* e f(X* P) é mais facil e considerou-se uma contribuigao
importante. O primeiro método de otimizacao desta Tese computa estes
envelopes, e sua precisao depende diretamente da representacao de Y* que é
descrita nas proximas definigoes.

Definigao 19 Considere U = {uj,uy,...,u,}, U C Y. Entao, a repre-
sentacao computdvel de Y~ associada com U é

K ={uec[Y]|FueT(U),u <u}. (3.21)

Analogamente, se V.= {vy1,va,..., v}, V.C YT, entao a representagao
computdvel de Y associada com 'V €

Kr={ve[Y]'|IveTi(V),v=v} (3.22)

Definigao 20 A fronteira superior de K~ e a fronteira inferior de Kt sao
definidas como

K- = {ueK | K ,u=xu}; (3.23)
K" = {veK" | e K" v <v}. (3.24)

Definigao 21 Simbolizando \ como operador complemento, as por¢oes nao

computdveis diretamente de Y~ e YT sdo definidas por

AK™ = (Y \K )UOJK; (3.25)
AKT = (YT\K")UOK". (3.26)

Teorema 2 [Envelope sobre a fronteira Pareto robusta] Dada a precisao para
computacao de K= e K, a sequinte inclusao é sempre verdadeira

Y* C AK™ UAK™. |
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Prova: De (3.15), [Y]' = Y- UY™. De (3.25) e (3.26), Y- = K- UAK™,
K NAK =0K e YT =KTUAK", K" N AK" = gK'. Substituindo
Y e Y em (3.15), resulta em

Y] = (K"UAK")U(K"UAKY).
Mas, K- NAK™ = 0K~ e KT N AK" = JK™ e portanto, h4 ocorréncias
extras de 0K~ e K™ que podem ser removidas. Entao,

Y] = (K \0K )UAK")U ((K"\0K") UAK");

Y] = (K" \0K)U(K"\0K")) U (AK UAKY).

As expressoes (3.18)), (3.21)) e (3.22) asseguram que Y* % (K~ \ 0K™) e
Y* % (K*\ 9K*). Entao,

Y* Cc AK, sendo AK = AK~ UAK™. |

De fato, (3.18) garante que Y* C AK™. Mas AK™ sozinho nao pode ser
diretamente envelopado. A Fig. [3.3]ilustra a representacao das aproximagoes
das regides robustas.

A

e

/i

Fig. 3.3: Representacao computavel das regides robustas.

Teorema 3 (Envelope sobre os minimizadores robustos) A seguinte in-
clusao € sempre verdadeira

f(X*,P) C K- UAK™ UAK". u
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Prova: De (3.15), [Y] = Y- UY*. De (3.16), f(X*,P) ¢ Y*. Desse
modo, f(X*,P) C [Y]'\ YT. Como Y = K* UAK™ e somente K™ pode
ser diretamente computéavel, entao é também verdade

f(X,P) C [Y]'\K";
f(X*,P) ¢ K UAK UAK";
f(X*,P) ¢ K UAK, sendo AK=AK UAK*'"N

Estes dois teoremas suportam o algoritmo apresentado na préxima sub-
secao a envelopar a fronteira de Pareto robusta, segundo dada precisao. A
validacao é feita no capitulo seguinte.

3.4.2 [IJRMOA I

O primeiro algoritmo para otimizagao robusta proposto aqui, [[[RMOA I (In-
terval Robust Multi-Objective Algorithm) [112], é uma técnica heuristica
baseada inteiramente em Analise Intervalar desenvolvida para envelopar Y*.
Em poucas palavras, o algoritmo inicia com um conjunto de amostras uni-
formemente distribuidas no espacgo de busca e aleatoriamente no espaco das
incertezas. As solugoes sao avaliadas pela fungao f(x,p) e seus resultados
sao armazenados em uma lista encadeada tipo fila. Cada elemento desta
fila ¢ testado se ele pertence & K~ ou K*. Apods a classificacao completa,
[[[RMOA T tem informagao suficiente para encontrar AK. Por exemplo,
AK = [Y]'\ (K* UK"™), e conseqgiientemente AK O Y*. Em adicdo, a
regiao definida por K~ e AK contém f(X*, P).

Considerando a existéncia de suporte computacional para a aritmética
dos métodos intervalares apresentados na Sec@o [2.3] a implementacao do
[[JRMOA I foi dividida em duas partes: a) o algoritmo principal e; b) o
algoritmo para as fungoes FPS (feasible point searcher) e CSC (computable
sufficient conditions). FPS e CSC foram introduzidas por Jaulin et al. em
[64] para dividir intervalos e resolver aplicagoes na area de controle. Aqui,
estas fungoes sao usadas no contexto de otimizacao. O pseudo codigo do
[IJRMOA I esta na Tab[3.1]e seus simbolos na Tab[3.2] Neste método, a es-
trutura de dados principal sao filas. A precisao final do método é assegurada
por dois paradmetros ¢ declarados na entrada. O passo 1 contém as inicializa-
coes das filas. No passo 2, o espaco de busca é amostrado pela funcao grade,
que divide cada dimensao do espaco de busca em fatias de tamanho méximo
ex#. Para cada amostra x, um valor de incerteza p é escolhido aleatoria-
mente. Todos os pares (x,p) da fungdo grade sdo avaliados pelas fungoes
objetivo e inseridos em Qgxp. O laco principal do algoritmo, entre os passos
3 e 14, se mantém ativo enquanto Qgxp for nao vazio. Nos passos 4, 5 e 6
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Tab. 3.1: Algoritmo [I[RMOA 1.

entrada ([X],[P],ex,e1x)
saida (K_ 7K+)

1 inicialize Qgp, Qr+,Qk- com ) e Qp com [X]
2 grade([X], exy,[P]), avalie as amostras usando f(x, p)
e armazene os resultados em Qgxp
3 se Qup = 0 entdo siga para 15
4 retire f(x,p) de Qgxp
5  seexiste um v em Qg+ tal que v <X f(x, p) entdo siga para 3
6  se existe um u em Qgk- tal que f(x,p) < u entao siga para 3
7 chame FPS([P],[X].f(x,p),c[x)
8  se FPS retornar x*
9 descarte todos v em Qg+ tais que f(x,p) < v

10 insira f(x,p) em Qg+

11 senao

12 descarte todos u em Qk- tal que u < f(x, p)

13 insira f(x,p) em Qk-

14 siga para 3

15 compute K~ usando os elementos de Qg- em (3.21
16 compute K™ usando os elementos de Qg+ em (3.22
17 retorne K=, K*

os pontos sao avaliados e comparados com todos os elementos em Qg+ e/ou
Qk-. Se f(x,p) é maior que algum ponto em Q-+, ele certamente pertence
a KT e pode ser descartado. Também, se f(x,p) é menor que algum ponto
em Qg- ele certamente pertence a K~ e pode ser descartado. No inicio, as
filas Qi+ e Q- sao vazias e o algoritmo é dirigido a 7. Os procedimentos 5
e 6 evitam esforgo computacional extra no passo 7, A fungao FPS e sua sub-
fungao CSC dividem o espago de busca armazenado em Q e a incerteza [P]
para encontrar um minimizador para f(x,p). Se o teste retorna “x*”, entao
f(x, p) tem que ser inserido em Qg+ (passo 10), por outro lado, FPS retorna
“sem solugao” e f(x,p) tem que ser inserido em Qg- (passo 13). Antes da
inser¢ao, novas comparagoes sao executadas entre f(x, p) com sua respectiva
fila para eliminar pontos redundantes (passos 9 e 12). O passo 14 marca o
final da insercao de uma iteracao e conduz o algoritmo para o passo 3. Depois
da classificacdo de todo elemento em Q, [[[RMOA I sai do lago principal
retorna os pontos que definem K~ e K* (passos 15 e 16). As versoes orig-
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Tab. 3.2: Simbolos nos algoritmos [[[RMOA I, FPS e CSC.

Simbolos Descrigao / Conteido Tipo

[X] espago de busca inicial IR"

[P] espago de incerteza inicial IR"»

[p] parametro de incerteza IR"

] parametro de busca IR"

x* minimizador para f(x, p) R™

f funcao objetivo R"

y resultado de f(x, p) R"

f] funcao de inclusdo para f IR"!

Ext minima precisao para a funcao grade R

€lx] minima largura para [x] R

Qexp amostras avaliadas da funcao grade Fila: R™
Qi subpavimentos do parametro de busca Fila: TR"~
Q copia de Q[ Fila: TR"~
Qx-+ pontos que definem K* Fila: R™s
Qk- pontos que definem K~ Fila: R™
Sip) subpavimentos do parametro de incerteza Pilha: TR"®

inais do FPS (Tab[3.3) e do CSC (Tab3.4) em [64] foram adaptadas para
[[]JRMOA I. Detalhes técnicos e provas de convergéncia sdo encontradas na
referéncia citada. Por agora, FPS bissecta o espago de busca e tenta encon-

Tab. 3.3: Algoritmo FPS.

© 0 O Ttk Wi+~

entrada ({P]v[X]vyag[x])
saida (x* ou “sem solugao”)

inicialize Q com [X]

retire (x| de Qpy

se w([x]) < ey siga para 9
chame CSC([x],y,[P],e[x)

se CSC retornar x* entao insira [x] em Qp e retorne x*. Fim.

se CSC retornar “sem solugao” entao siga para 8
bissecte [x] e insira as duas caixas em Q[

se Q[x ¢ nao vazio entao siga para 2

retorne “sem solucao”. Fim.
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trar um minimizador para f(x,p), considerando as incertezas. Entao, FPS
comega com a primeira caixa [x] de Qpx e [P] e chama CSC exaustivamente
até CSC retornar um ponto solugao “x*” ou “sem solug¢ao”. Se CSC retornar
“sem conclusao” entdo FPS bissecta [x] e o processo é repetido. A precisdo
deste procedimento ¢ definida pelo usuério na escolha de €. Na subrotina
CSC, um processo similar a FPS acontece, mas somente o parametro de in-
certeza [P] é bissectado. Quando CSC retorna um ponto solu¢ao “x*” ou
“sem solugao” para FPS, FPS reenvia a informacao para [[[RMOA T e o lago
principal recomeca.

Tab. 3.4: Algoritmo CSC.

entrada ([X]aYa[P]vg[x])
saida (x* ou “sem conclusdo” ou “sem solugao”)

empilhe [P] em Sy, prossiga < verdadeiro

desempilhe de Sy, em [p]

se [f]([x],c([p])) = y entdo retorne “sem solugao”. Fim.

se [f](c([x]), [p]) X y entdo siga para 7

se w([p]) < e entdo prossiga < falso e siga para 7

bissecte [p] e empilhe em Sy, as duas caixas resultantes

se Spp) € nao vazio entao vai para 2

se prossiga = verdadeiro entao x* < c([x]) e retorne x*. Fim.
retorne “sem conclusao”. Fim.

© 00 O Ul Wi

A qualidade das fungoes de inclusao e o parametro de precisao e[y sao
os responsaveis pelo resultado correto dos algoritmos FPS e CSC, e con-
seqiientemente, do [[JRMOA 1. Usualmente, se as relacoes e < w([P]) e
Ex] < %# puderem ser asseguradas o resultado de FPS e CSC é satisfatorio.
A primeira condicao garante bisseccoes no espago de incertezas e a segunda
permite caixas menores que a precisao da amostragem inicial sejam analisa-
das.

Se a memoria de maquina for suficiente para armazenar as estruturas
de dados, garante-se que [[JRMOA I converge (Tab[3.1) porque todos os
processos sao finitos. A funcao grade no passo 2 é um processo finito baseado
na divisao do espago de busca. O laco principal no passo 3 e seus lacos
internos 5, 6, 9 e 12 sao baseados em filas com finitos elementos. Finalmente,
os detalhes de convergéncia no passo 7 sao discutidos pelos autores de FPS
em [64].
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3.5 Algoritmo Intervalar Multi-Objetivo Robusto 11

A expressao formal que define o problema robusto deve ser interpretada
como a maximizac¢ao da interferéncia das incertezas sobre as func¢oes obje-
tivo, seguida pela minimizacao destes resultados. Neste sentido, o problema
multi-objetivo robusto se assemelha a resolucao de dois problemas multi-
objetivos. Mas existe uma particularidade a comentar: para cada ponto
viavel x, usualmente a fase de maximizacao resulta em conjunto de pontos,
sendo o ponto ideal para maximizacao deste conjunto considerado como a
imagem robusta para x. Assim, considerando a computacao de incertezas
sobre todo o espaco de busca viavel, o conjunto Pareto robusto é formado
pelo menores pontos ideais para maximizacao. O [[[RMOA II (Interval
Robust Multi-Objective Algorithm II) computa os pontos ideais explorando
conceitos da Analise Intervalar. O calculo dos pontos ideais e outros detalhes
que suportam o [[JRMOA II sao explicados nas proximas subsegoes.

3.5.1 Preliminares

Processo de maximizagao e ponto ideal: O algoritmo [[[RMOA II ma-
ximiza a acao das incertezas sobre os pontos vidveis com a finalidade de
descobrir o ponto ideal de maximizacao. O processo para computar o ponto
ideal inicia com a divisao do dominio das incertezas P, convenientemente
descrito na forma [P], em ng, subpavimentos sem sobreposicao [p];,

Pl = U [l (3.27)

O algoritmo da Tab[3.5|apresenta como foi implementado a divisao do dominio
de incertezas [P] em subpavimentos com precisao efp). Os subpavimentos ge-
rados foram armazenados na fila Q).

Tab. 3.5: Divisao de dominio em subpavimentos.
entrada ([P],e)
saida (Qpp))

inicialize Qpp com [P]
se w(Qp{1}) < epp), siga para 5

retire [p] de Qppy
bissecte [p], insira as duas caixas resultantes em Qpp e siga para 2

retorne Q)

O W DN =
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Assim, considerando a representacao de [P] por subpavimentos [p] ar-
mazenados em Qp), considerando que x seja uma varidvel de busca vidvel e
que [f](x, [P]) represente sua fungao de inclusao, a rotina MIF(x, Qpp)) (Mi-
nimal Inclusion Function), que representa [f]’, é computada como

[fil, = [plf]ggflm(xa[p]), i={1,....ns}; (3.28)
Ui, = o [fi)0[pl), i = {1, m) (3.29)
PIEQ[p)

Analogamente, a rotina MIF([x], Qp)) computa a fun¢ao de inclusao minima
para o intervalo [x]. O ponto ideal para maximizagao, expressado por m:, é
a imagem robusta de x. Similarmente, mrx] ¢é a imagem robusta do intervalo
[x]. A Fig. ilustra a computacao do ponto ideal para maximizacao de um
intervalo [x] € IR"* e de um de seus pontos internos xy € [x|. Em alguns
casos, a funcao de inclusao minima pode ser computada de uma tnica vez.
De acordo com a Subsegao 2.3.8] se cada variavel ocorre no maximo uma vez
na formulac@o que vai ser computada, entao a funcao natural é minima.

A

[£]%(x . [P]) _
% e [£]%([x],[P]) (1)
x

(f]([x].[p].)

[x]

(f)([x].[p],)

>

X, i

Fig. 3.4: Computagao dos pontos ideais de maximizacao para intervalos [f]i‘x] e
para pontos [f]; quando sujeitos & incerteza [P].

Tratamento de restrigoes: O desenvolvimento desse topico considera que
as funcgoes de restrigao sao escritas no formato g < 0. Sendo utilizadas,
para intervalos, a notagdo [g] < 0 ou equivalentemente [g] C [—00,0]. O
[[JRMOA II exclui espago de busca nao viavel empregando testes de in-
clusao [t] sobre o vetor de fungoes de restricao [g]. Assim, considerando
os parametros de busca e de incerteza no formato de intervalos, o teste de
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inclusao é expressado como

1> €aso [g]([X], [p]) C [_0070]7
t(x]) =4 0,  caso[g]([x],[p]) C [0,00], e (3.30)
[0,1], por outro lado.

Assim, Vx € [x], x é viavel se [t]([x]) = 1 e nao viavel se [t]([x]) = 0. Por
outro lado, nada se pode concluir sobre os elementos de [x], e ele devera
ser encaminhado a bissec¢ao. As caixas resultantes da bissecgdo sdo tam-
bém submetidas ao teste [t|([x]). Um parametro de esforco ep, por exem-
plo w([x]) < €, marca o fim das bissec¢oes e o tomador de decisao deve
decidir sobre o futuro de todas as caixas [x] tais que w([x]) < €. Para o
[[]RMOA II, optou-se pela exclusao de todas as solugdes cuja condigao acima
nao tenha sido satisfeita. Observe que o procedimento acima foi baseado no
método SIVIA (veja . O algoritmo para tratamento de restrigoes esté
apresentado na Tab[3.6) e o Exem[14] mostra um caso geral.

Tab. 3.6: Algoritmo para tratamento de restri¢oes.
entrada ([X],[P].epq,£(p))
saida (Q[,: Q)

1 inicialize Q,; com (), Qpx com [X] e Qpp) com [P]

2 gerar subpavimentos(entrada: [P].epp); saida: Qpp)) (Tab
3 se Qpy esta vazia siga para 8

4 retire [x] de Qg

5 se [g]([x],Qp) C [0, 00] entdo siga para 3

6  se [g]([x], Q) C [—00,0] entdo insira [x] em Qp e siga para 3
7

se w([x]) > 5[x], bissecte [x], insira as duas caixas resultantes em
Q’[X] e siga para 3
8  retorne Q’[x] e Q]

Exemplo 14 (Tratamento de restrigdes) Considere o espago de busca

[X] = [—4,4] x [-3,3] € o seguinte conjunto de fungdes de inclusio de res-
trigoes
[91] = =[]? = [22]* + 1 C [=00,0]
[92] : [a] = [41] =3 € [~00, 0]
[gs] = =[a] + [21] =3 € [=00,0] (3.31)
[9a] : [wa] + 1] =3 €[00, 0]
[g5] + —[z2] — [21] — 3 € [—00,0].
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O pardametro de incerteza foi omitido por motivos de simplicidade. O espaco

vidvel [X]' ¢ apresentado na Fig|3.3,

Fig. 3.5: O cinza claro representa o conjunto viével; o cinza escuro os intervalos
de fronteira; e em branco os intervalos nao vidveis. A figura foi obtida
usando-se o algoritmo SIVIA (veja , com parametro de precisao
e = 0.05, para resolver as restrigoes propostas.

Exclusao de regioes nao robustas: No algoritmo [[[RMOA II, os pontos
ideais sdo armazenados na fila Qy-. Agora considere qualquer [x], avaliado
pela funcdo objetivo [f]([x], [p]), sendo [p] € Qp como anteriormente. A

fungdo de inclusdo minima [f];,, é obtida conforme 1’ e 1' Desta

forma,
[x] ¢ descartado < Jy* € Qv+, y" X [l (3.32)

Portanto, a existéncia de pelo menos um elemento em Qy+ menor que [f] ’[kx],
é suficiente para excluir [x] sem risco de se perder nenhuma solugao robusta.
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3.5.2 [IJRMOA II

O algoritmo [[[RMOA II ¢ apresentado na Tab[3.7 As entradas sao as
caixas [X] e [P] com seus respectivos parametros de precisao e € €pj. O
tratamento de restrigoes é realizado segundo a Tab[3.0] as regioes viaveis sao
armazenadas em Q). Enquanto Q[ permanecer nao vazio, o processo de
encontrar solugoes robustas continua ativo. A primeira caixa [x]| é retirada
de Q[x. Os proximos passos sao computar a funcao de inclusao minima
[f]} e comparar com os elementos na fronteira robusta em Qy-. Se existe
pelo menos um ponto em Qy- menor que [f]}; entdo [x] é descartado e
retorna-se ao passo 3; senao c([x]) é avaliado por MIF(c([x]), Qpp)) € a saida
¢ armazenada [f]5. Uma vez mais, se existe elementos em Qy+ menores que
mi, entao conclui-se que c([x]) nao é solucao robusta. Agora, se w([x]) > e
entdo [x] ¢ bissectado e os resultados inseridos em Qy, € 0 laco ¢ reiniciado
no passo 3. Por outro lado, [x] ¢ inserido em Qy e [f]},; em Qjyj, € 0 algoritmo

prossegue ao passo 10. Se nao existe pontos menores que [f]:, entao o [f]:
faz parte da fronteira de Pareto robusta atual e é inserido em Qy-, e c([x])
em Qx+. O processo ciclico se mantém até que todas as caixas factiveis [x]
sejam investigadas. Ao final, é esperado que Q[ envelope todas as solugoes
do problema robusto e que Qx+ e Qv+ contenham estimativas satisfatorias
do conjunto solucao e da fronteira robusta respectivamente. Como mostrado
no Exemplo , talvez as supostas solugoes de Qv+ nao pertencam a f(X’, P).
Portanto, outro método deve ser executado para validar os pontos em Qv+,
por exemplo o PROJ2D (Dao [27]) que computa projegao de conjuntos. A
projecao de conjuntos esté definida em e a Fig. [2.3]ilustra um exemplo
de projecao.

3.6 Algoritmo Evoluciondrio Intervalar Multi-Objetivo Robusto

Os algoritmos evolucionarios utilizam processos estocasticos para guiar a
busca pelas solugoes 6timas. Contrariamente, algoritmos de otimizagao inter-
valares utilizam geralmente processos deterministicos. Considerando o mo-
delo de otimizacao robusta descrito pelas expressoes —, apresenta-se
nesta se¢ao um algoritmo que mescla conceitos evolucionarios e intervalares.
Enquanto que a aritmética e algumas funcgoes intervalares sao empregadas
para computar as incertezas sobre as solugoes candidatas, os mecanismos
evolucionarios como sele¢ao, recombinacao e diversidade conduzem o método
a convergéncia para a fronteira robusta. Denominou-se este algoritmo de
[[]RMOEA (Interval Robust Multi-Objective Evolutionary Algorithm).
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Tab. 3.7: Algoritmo [IJRMOA II.

entrada ([X],[P] Ex] 75[p])
saida (Q[x,Qx+,Qy-)

inicialize Qx+, Qv+, Qpy com 0.

tratar restri¢oes(entrada: [X],[P],epq,pp); saida: Qp,Qpp)) (Tab
se Qx € vazio, entdo va para 13; senao retire [x| de Qg

chame MIF([x], Qpp]), insira seu resultado em [f]f,

*

se existe um y em Qv+ tal que y < [f] ) entao vai para 3
chame MIF(c([x]), Qpp)), insira seu resultado em [f];

X

se existe um y em Qv tal que y < [f]:,

se w([x]) > €, entdo bissecte [x], insira as duas caixas resul-

tantes em Qpy e siga para 3; sendo insira [f]};; em Q) e [x] em

Qx .

9  descarte todo y em Qy- tal que [f]_ <y e seus respectivos ele-
mentos em Qx+

10 insira mi em Qy- e insira c([x]) em Qx-«

11 descarte todo [y] em Qp tal que [f]; = [y] e suas respectivas
caixas em Qx

12 siga para o passo 3

13 retorne Qp, Qx~ e Qy~

00 3 O Ol i~ W N+~

3.6.1 Preliminares

Formacao da populagao: O parametro de busca x* corresponde a figura
de um dado individuo i no [[JRMOEA, sendo formado pela concatenagao de
vetores pertencentes ao espago de busca [X| € TR". Algebricamente,

X' =z x@' x . oxal, x e [X] (3.33)

sendo ¢ o identificador individual dentre os n,,, individuos da populacao. Na
seqiiéncia, numa geracgao t, a populagao ¢ dada por

pop, = {Xl,...,Xi,...,an"p}, (3.34)
sendo pop,(i) a forma de acesso ao i-ésimo membro.

Avaliagao da populagao: A cada geragao t, o desempenho da populagao
des; frente as incertezas do sistema ¢ representado por [f|(pop,, [P]). A
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computagao de [f] é feita utilizando-se de métodos intervalares, similarmente
ao [[JRMOA II conforme mostrado a seguir. Em primeiro lugar, assuma
que Qpp) armazene todos os ng, subpavimentos de [P], como ja descrito an-
teriormente. Em segundo lugar, o desempenho de cada individuo x* é um
envelope sobre uma regiao que considera a computagao dos subpavimentos
do espaco de incerteza sobre x’. Finalmente, des, ¢ definido como o ponto

*

ideal de maximizacao de cada [f],,, ou seja
des; = {[fl1,- -, s s Elymen }- (3.35)

O acesso ao i-ésimo membro ¢é feito de forma andloga a pop,. O algoritmo
da Tab[3.8 apresenta como é calculado o desempenho da populagao.

Tab. 3.8: Computacao de [f](popy, [P]).

entrada (pop,,Qp)) %% denote [P] por Q)
saida (des;)

1  parai = 1 até n,, faca

2 chame MIF (pop, (i), Q(p)), insira seu resultado em [f];
3  fim para

4  armazene {m;, ceey mi, e ,m;npop} em des;

5

retorne des;

Tratamento de restrigoes: A eliminagao das regioes nao viéveis ocorre de
maneira analoga aquela apresentada na Subsegao(3.5.1} pois o [[[RMOEA tam-
bém realiza os testes para vetores reais. Assim, o teste de inclusao que re-
presenta as funcoes de restricao torna-se

L, €aso [g](X, [p]) c [_0070]7
[tl(x) =¢ 0,  caso[g](x,[p]) C[0,00], e (3.36)
[0,1], por outro lado.

Meétodo de selecao: A selegao dos individuos para o cruzamento é realizada
de acordo com o método Roleta, sendo no caso mono-objetivo, o percentual
de escolha do individuo dependente do desempenho perante a populacao.
Aqui, o método Roleta foi adaptado para o caso multi-objetivo avaliando o
desempenho com o auxilio da técnica de nicho baseada em intervalos e da
posicao individual nas fronteiras de nao dominéncia da geracao atual. A téc-
nica de nicho ¢é descrita na proxima secao, mas para o momento, assuma que
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ela disponibilize informacoes sobre os nichos formados e 0s 7,;ch, individuos
neles contidos. Entao o desempenho de um individuo ¢ segundo o nicho que
ele participa é f!, .. = Nuicho- Suponha também que todos os individuos
tenham sido classificados em fronteiras. O desempenho f},,,, ¢ fixado em 1
caso o individuo 7 pertenca & primeira fronteira, 2 para a segunda fronteira,
etc. O resultado é o desempenho util des;(i) : R medido como

des;(i) = % !

7 .
nicho ffront

(3.37)

O método da Roleta usa des;(i)/¥;”7 des;(j) para computar a probabilidade
de cada individuo 7 ser escolhido. O método Roleta permite que alguns indi-
viduos sejam escolhidos vérias vezes e outros nenhuma. Logo, considerando
a transicao da geracao t para geracao t + 1, é possivel a perda de solugoes
pertencentes a fronteira eficiente. Por isso, tornou-se necessario aplicar uma
técnica de elitismo para assegurar a permanéncia dos individuos considerados
melhores que aqueles gerados na geracao vigente.

Meétodo de elitismo: Os métodos de elitismo tém a finalidade de impedir
que solugoes avaliadas como “melhores” ou “nao piores” deixem de participar
da proxima geracao. A estratégia elitista utilizada aqui foi baseada na es-
tratégia empregada no NSGA II (Deb [32]). Em poucas palavras, o método
une a populacao na geragao corrente pop, com a populacao recém surgida
da aplicagao dos operadores genéticos pop,,,. Em seguida, compara todos
os integrantes, separando os primeiros n,,, individuos da primeira fronteira
para compor a nova populacao pop,,;. Enquanto o nimero de integrantes
da primeira fronteira for menor que n,,, a técnica de nicho do [[[RMOEA ¢
exatamente a mesma do NSGA II. Entretanto, quando a uniao de pop, com
pop,,, resultar em uma populacao na primeira fronteira maior que 7, en-
tao a técnica de nicho novamente é acionada, e a populacao na primeira
fronteira é dividida em nichos. Os nichos sao percorridos, e a cada visita um
de seus integrantes é selecionado aleatoriamente e retirado para compor a
nova populagao. O processo continua até a selecao dos n,,, individuos.

3.6.2 Técnica de Nicho por Bissec¢ao Intervalar

As técnicas de nicho foram desenvolvidas para preservar diversidade. Elas
degradam a funcao objetivo conforme a distancia entre as solu¢oes, medida
por uma func¢dao de partilha. Se ha comparacoes entre todas as n,,, solucoes
com ny objetivos ¢ facil perceber que o custo computacional é elevado. O
custo é ainda mais critico para algoritmos que classificam as fronteiras. Se-
gundo Deb et al. [34], enquanto MOEAs desta natureza despendem esforgo
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na ordem de O(ny * nj, ), seu NSGA II gastava apenas O(ny * n’,,). Nesta
secao ¢é proposto uma técnica de nicho em que o custo nao depende de com-
paracoes entre as n,,, solucoes e os ny objetivos, ¢ a técnica de Nichos por
Bissecgao Intervalar.

Em poucas palavras, a técnica NBJI| (Nichos por Bissec¢ao Intervalar)
bissecta o espaco dos objetivos diversas vezes formando os nichos. A cada
bisseccao o volume dos nichos cai pela metade, e as solugoes candidatas sao
classificadas nas sub-regioes acima e abaixo do ponto de corte. O resultado
final fica disponivel para o processo de selecao, onde as solugoes tém seus de-
sempenhos penalizados segundo o namero de individuos de seu nicho. A téc-
nica de nicho NBJI| é pontual podendo ser utilizada diretamente em algorit-
mos evolucionarios tradicionais ou indiretamente nos algoritmos intervalares
utilizando-se algum ponto de referéncia de intervalos para a classificacao de
pertinéncia aos nichos. Aqui, decidiu-se pela descricao do método conforme
o emprego no algoritmo evolucionéario-intervalar e utilizou-se o ponto ideal
para maximizagao como o ponto de referéncia do intervalo.

A descrig¢ao da técnica de nichos, inicia-se assumindo uma populac¢ao com
Npop iIndividuos x*. Na iteragao ¢, considere que o desempenho des; de cada
x' seja calculado conforme mostrado na Tab. Entao, é sempre verdadeira
a seguinte inclusao

— - J—

[fle € [Flo, [Flo=[F, ,Fi]x...x[F; Fj]x...x[E, ,F,], (3.38)

_j —nyg

>k E— *

F,= min [fj]; e F;= max [fj].. (3.39)

i=1,...,npop i=1,...,npop
Em toda geracao, [F]y representa o nicho inicial contendo toda a populagao.
O proximo passo é bisseccionar [F]p em uma de suas ny fungoes objetivo,
escolhida aleatoriamente. Por exemplo, assuma que a fungao objetivo j seja
sorteada. O resultado s@o dois novos nichos [F]; e [F|s tais que

F,+F;

[Fl, = [F]x...x[E; JTJ] XX [F, (3.40)
F.+F; _
———, Fj] x...x[Fy]. (3.41)

[F]Q = [Fl]x...x[ 5 , j

Assim, a classificacao de cada x* é dada por

[ € [Fli, caso [l < 2572,
[fl €

3.42
[F]2, por outro lado. (3.42)
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Apos o processo de classificagao, se algum nicho for vazio, ele é eliminado.
O processo de bissecgao continua enquanto algum critério de parada seja
atingido, como o nimero mdzrimo de rodadas de bissecgao r;}*. A Fig.
mostra as quatro primeiras bisseccoes num problema genérico com dois ob-
jetivos.

+ +
12¢ @ 12F !
+ +
1} 1
+ +
08} + o8} +
N ¥ N ¥
1 2 (3
06} + = o6 + = =
+ +
+ +
04} + 04l +
+ +
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02} + 02f +
+ +
02 04 06 08 1 12 02 04 06 08 1 12
{1 {1
(a) Npis = 1. (b) Npis = 2.
14 14
+ i +
2
12} ® 12
+ +
1t 1
+ +
08} + o8} +
] o
= () (2 = 3 (1
06} X - 06} 4
+ +
+ + i
04f + 04f ¥
+ +
+ +
02} + 02t +
+ +
02 04 06 08 1 12 02 04 06 08 1 12
(1 ’1
(c) npis = 3. (d) mpis = 4.

Fig. 3.6: NBJI]: primeiras bissec¢oes sobre uma popula¢ao com 13 individuos. As-
suma que “+” denote m; Observe que entre (c) e (d) ha exclusao das
regioes que nao contém solucao. No canto direito superior de cada regiao
ha indicacao da ordem de classificacao das caixas para bissecgao.

Analisando o grupo de gréficos da Fig. [3.6] percebe-se que o processo
de agrupar pontos vizinhos é simples. Decidiu-se por implementé-lo usando
a estrutura de dados baseada em listas encadeadas FIFO para armazenar
os nichos e os indices dos individuos que cada um contém. O algoritmo
da Tab3.9] apresenta a técnica NBI[I] e a Tab[3.10] descreve a simbologia

empregada no algoritmo.
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Tab. 3.9: Algoritmo NBJ[I].
entrada (des;,r}'%")
saida (Qr};Qina)

1 inicialize 73, com 0, Q) com ) e de{l} com os indices 1, ..., Npop
2 usando des; em - - compute [F], e insira em Q[F]
3 se Tys > et siga para 14
4 adicione 1 a 7y,
5 retire o primeiro elemento de Q) e armazene em [F|
6 retire os indices de Qina{1l} € armazene em QE]d
7 bissecte [F| e armazene o resultado em [F]l e [Fla
8 usando (3.42)), classifique os indices em de

e armazene o resultado em Qﬂ; Qllﬂf
9 se de = () siga para 11
10 insira [F]; em Qg de em Qjina{(0ltima posi¢ao) + 1}
11 se Q2 — ¢ siga para 3
12 insira [F]z em Qg e Qﬂf em Qina{(altima posigao) + 1}
13 siga para 3
14 retorne Qg € Qjina

Tab. 3.10: Simbolos no algoritmo NBJI].

Simbolos Descricao Contetudo Tipo
Nopop tamanho da populagao Z
This contador de rodadas de bissecgao Z
Tt nimero maximo de rodadas de bissecgao 7
des; desempenho da populagao R"/
[F| caixa do nicho corrente IR"f
[Fl1, [F]2 caixas dos nichos recém bisseccionados IR"
Qi Lista FIFO com nichos ativos Fila: TR"/
Q[F] Lista FIFO com indices dos individuos de Q{1} Fila: R
Qlilil, de2 Lista FIFO com indices de nichos correntes Fila: TR"/
Qina{.} Lista FIFO com indices dos individuos de Qm{.} Fila: R

Como qualquer método de nicho, NB[I] também contém parametros criti-
cos que interferem na qualidade da formacao dos nichos. Estes parametros
sao ligados ao critério de parada escolhido. Por exemplo, a Fig. mostra
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os nichos resultantes da técnica NB|I| para diferentes valores para r/**. Se
muitas bissec¢oes ocorrerem, os nichos limitam apenas um ponto isolado,
veja Fig. |3.7(a). Por outro lado, se poucos cortes forem feitos, a técnica

de nicho falha em agrupar somente solugoes vizinhas. Considerando o caso

08 + 4 08 +
06 + 1 06 S
0.4 + 8 0.4 ; +

02 + 1 02 +

L L L L " L L L L L " L
02 04 06 08 1 12 02 04 06 08 1 1.2
f, f,
" il

(a) rpo* =8 e nyis = 49. (b) rd® =4 e nys = 10.

Fig. 3.7: Técnica NBJI| - problemas com bissecgdes. Em (a), NB[I] falha pois os
nichos contém apenas um individuo cada. Em (b), individuos proximos
se situam em nichos diferentes.

onde o critério baseia-se em r}¢*, percebe-se que héa necessidade de desco-

brir um valor satisfatério de bisseccoes que permita explorar a informacao de
proximidade entre os individuos. Uma solugao seria deixar o valor de ;%"
variar, por exemplo, segundo um valor de uma densidade populacional. Mas
isso significa acréscimo de mais um parametro critico. A Fig. [3.7(b) mostra
outro aspecto importante: solugoes proximas que estao em nichos diferen-
tes. Este problema pode ser amenizado executando NBJ[I| mais vezes, porém
utilizando-se de espacos de busca iniciais diferentes. No final, o desempenho
seria calculado empregando-se uma média aritmética entre as densidades
populacionais que dada solucao participa.

O algoritmo NBJI| pode ser facilmente adaptado para outros critérios de
parada, como por exemplo, o NBJI| pode encerrar as bissec¢des impedindo
que o volume do nicho seja menor que o volume de nicho minimo, fixado
previamente.

3.6.3 [[JRMOEA

O algoritmo [[[JRMOEA apresentado na Tab[3.11] tem estrutura semelhante a
de outros algoritmos genéticos multi-objetivo, no entanto, a estrutura de da-
dos e as operagoes genéticas sao baseadas em parametros reais e intervalares.
A entrada contém todos os parametros utilizados no [[[RMOEA, cuja des-
cricao estd mostrada na Tab[3.12] Em 2 as solugdes sao testadas quanto a
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Tab. 3.11: Algoritmo [I[RMOEA.

entrada (nbits T Mpop s Tgen sPesPm s [X] ) [P] 75[x] 75[p})
saida (pop,,des;)

inicialize t com 0
tratar restri¢oes(entrada: [X],[P],epq,pp); saida: Qp,Qpp)) (Tab
inicialize pop; com Npits, N f, Npop € Qx]
compute o desempenho [f](pop,, Qpp)) ¢ armazene-o em des;,
separe as fronteiras e armazene o resultado em f}mm
se t > ngen Siga para 18
incremente 1 a ¢
chame NBI e armazene o resultado em f!
utilize para computar des;
utilize des; para selecionar casais para cruzamento
realize cruzamento; mutagao segundo a probabilidade p,,,
armazene o resultado em pop,,,.
substitua todo individuo x € pop,,, tal que [g](x, Q) C [0, o0]
por outro gerado aleatoriamente de Qy
13 compute o desempenho [f](pop,,,, Qp) € armazene-o em des,,,
14 armazene pop,_; U pop,,., €m pop,,.; des;_1 U des,,, em des,,,
15 separe as fronteiras e armazene o resultado em f7,,,,
16 finalize a populacao para a proxima geracao
COM 08 7y, Primeiros individuos de f},,,,,
17 siga para 6
18 retorne pop, e des;

icho

© 00 1 O U = W N+

—_ =
— O

—_
[\

viabilidade; as nao viaveis sao substituidas. Em 3 a populagao ¢ inicializada.
Em 4, a populacao é submetida a avaliacao de desempenho expressa pelas
fungbes objetivo. O resultado é armazenado em des;. O desempenho des;
¢é utilizado na separacgao de fronteiras no passo 5. O passo 6 marca o inicio
do lago principal. O critério de parada foi definido como niimero maximo de
geracoes. Segundo sua conveniéncia, o decisor pode inserir outro critério. O
contador de geracoes é atualizado e em seguida, no passo 8 — 9 a técnica de
nicho NBJ[I| é aplicada e o resultado f!,,  torna-se suporte para os métodos
de selegao, cruzamento e mutagao nas etapas subseqiientes (passos 9 — 11).
Novos testes de restricao sao realizados, assim como uma nova avaliacao de
desempenho (passos 12 — 13). Em 14 — 16, As populac¢oes pop;_; € POP v
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e os desempenhos des;_; e des,,, sao acoplados, e fronteiras robustas sep-
aradas pelo método do elitismo. Os primeiros n,,, elementos das primeiras
fronteiras formam pop,. O restante dos individuos sao excluidos. Clara-
mente, o algoritmo descrito acima se assemelha a um MOEA tipico, que nao
leva em conta o tratamento de incertezas. Contudo, as diferencas estao nos
detalhes: a) as fungdes objetivo contém o pardmetro de incerteza [P]; e b)
os métodos intervalares sao empregados para computar a incerteza e para
classificar os individuos na técnica de nicho.

Tab. 3.12: Parametros do [[[RMOEA

Parametro Descricao Contetdo Tipo
Nbits namero de bits da cadeia binaria Z
Ngen nimero de geragoes 7
Npop nimero de individuos da populacao 7
ny nimero de fungoes objetivo Z
De probabilidade de cruzamento R
Dm probabilidade de mutagao R
Fhront desempenho do individuo ¢ segundo sua fronteira 7
~ icho desempenho do individuo 7 segundo seu nicho Z
pop; populagao na geragao t Vetor: R"/
des; desempenho de pop, Vetor: R"™/
POP .z populacao auxiliar Vetor: R™f
des . desempenho de pop,,,,, Vetor: R™/

Como dito anteriormente, os algoritmos evolucionarios buscam pelos pon-
tos 6timos via mecanismos estocasticos. Portanto, o desempenho destes al-
goritmos esté associado a escolha correta dos parametros de controle destes
mecanismos.

3.7 Métricas para Medir Desempenho Revisadas

Na Secao foram apresentadas algumas métricas utilizadas para testar
desempenho dos MOEAs. Agora, apresenta-se a Métrica por Bisseccao de
Intervalar que é empregada para avaliar algoritmos propostos nesta Tese com
relacao a aproximacao da fronteira robusta.



3. Algoritmos para Otimizacao Robusta Multi-Objetivo 135

3.7.1 Métrica por Bissec¢ao Intervalar - MBJI]

A métrica foi desenvolvida para qualificar a uniformidade de um conjunto
de solugoes nao dominadas de um espaco bidimensional em relacao ao con-
junto Pareto Y*. Os casos n-dimensionais podem ser obtidos por analogia.
Seguindo a idéia basica da técnica de nicho NBJI|, esta métrica subdivide o
espago dos objetivos escolhendo, a cada iteracao, a imagem de uma solucao
como ponto de bissec¢ao para as duas novas regioes. As bissec¢bes vao ocor-
rendo até que nao haja mais solucoes internas as regioes restantes dos pro-
cessos de bisseccao. A Fig. ilustra quatro etapas do processo.

1'4- B I 14 e e

1.2} : ¢ 7 1.2} : e ¥
L L A

i : L ;

L S lteragio0 ;. 0.8} 1 e lteragio]

0.af B, 0.4 Y

041 - +, : 04r s s _

BEF o S . ; 0.2 i N
0.2 04 06 08 1 12 0.2 04 06 08 1 12

1?1 1?1

1.4- L 14 *-

Bgh $ Laf i ¥y
D ] I

I, I8

R D.5¢ +‘§ [teracio:d i 0.3 ++ Iteracdo:11

Dﬁ ........ ¢+’ ...... |:|6 +++

0.4r STt Mieomennig : 0.4 Hoptkine

0.2} - 0.2 R AR STTETIIN
0.2 04 06 08 1 12 0.2 04 06 08 1 1.2

f £

Fig. 3.8: Algumas iteragoes da métrica MB[I] sobre uma populagao de solugoes nao
dominadas. Em cada iteragao ha exclusao das regides que nao contém
solugao.

A descrigao formal do método MBJI| inicia-se por considerar o desem-
penho des; de uma populacao de pontos em uma geracao ¢, como

deSt: {fxl,...,fxi,...,fx’ﬂpop}, i:{l,...,npop} (343)

sendo fi € R™ e o acesso a j-ésima funcao objetivo do individuo x* da-se
por f; ;. Assim, para todo individuo fy: da populagao é sempre verdadeira
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a seguinte inclusao

— — —
fo CFlo, [Flo=[F . Fi] x ... x[E)  F)]x...x [, F,] (3.44)

_nf )

sendo

/

Ej=,_min fise Fj= max fi. (3.45)
Um exemplo da construgao de [F]; pode ser visto na Fig. |3.8] iteragao 0.
A caixa [F[j inicializa a fila de caixas Q). O proximo passo é bisseccionar
[F];, segundo um de seus pontos internos, ou seja quaisquer pontos exceto
aqueles locados nos vértices. Os indices dos individuos situados nos vértices
sao armazenados em Qg escolhas aleatorias sao feitas: a) um indice k (k =
{1,...,npop} € k & QfF]) para o individuo de corte fyx; e b) um indice j
para a funcao objetivo do individuo £ escolhido, f; .. Apos as escolhas, duas
novas regioes sao geradas [F]; e [F|y expressadas como

[F]}, = [Fi]x...x [E;, fige] X
[Fly = [Fi] x ... X [fiw, Fj] %

F,,], (3.46)

S X
coo X By (3.47)
Para melhor compreensao, veja Fig. , iteracao 1. A lista de vértices QfF]
deve ser atualizada apos a bissecc¢ao incluindo o ponto de corte entre as novas
caixas [F]] e [F]5. Em seguida, os individuos até entao pertencentes a [F]j

devem ser classificados quanto ao novo espaco a que pertencem, com

foi € [Fly, caso fi. < fi,
{ fi € [Fla, por outro lado. (3.48)

O processo de bissecgao continua enquanto houver solugoes internas as caixas
intervalares, ou similarmente quando o ntimero de elementos de Qg for igual
a Npep — 1. Um exemplo de fim das bisseccoes ¢ mostrado na Fig. , iteracao
11. Depois de executar todas as bissecgdes, computam-se os volumes v([F])
das caixas intervalares restantes, para entao calcular o desvio padrao o, gy
do grupo. Esse desvio padrao o,(gj) corresponde ao valor quantitativo da
métrica MBJI|, ou formalmente

MB[I] = O'v([F])‘ (349)

Quanto menor o,(g)) mais uniformemente esta distribuida a populagao. O
algoritmo da TabJ3.13] apresenta a técnica MBI|I| e a Tab[3.14] descreve a
simbologia empregada no algoritmo.

A aplicac¢do da métrica MB[I] para qualificar a uniformidade de um con-
junto de pontos nao dominados s6 tem validade quando comparado com um
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Tab. 3.13: Algoritmo MBJIJ.

0O I O UL =~ W N

— = = O
W N = O

14
15
16
17
18
19
20
21

entrada (des;)
saida (MBJ[I])

inicialize Q[F] e Qf (] com 0; de com os mdlces <> Mpop
compute [F] usando des; em e
insira [F]; em Qg
insira os indices dos pontos que definem os vértices de [F]g em Qfm
atualize Qina{1} com Qina{l}\ Qr {1}
se o numero de elementos de Qgj € igual a ny,, — 1 siga para 19
retire o primeiro elemento de Qg e armazene em [F|
retire os indices de Qing{1} e armazene em [F|inq
se [Flina = 0 insira: [F] em Qg € [Flina em Qina; siga para 6
sorteie um indice de [F]ing € armazene em k
sorteie um objetivo de {1,...,ns} e armazene em j
bissecte [F| em f» e armazene os resultados em | ’1 e [F]5
classifique os 1nd1v1duos em [F]| e [F], usando ,
armazenando seus indices em [F]’l ind € / ou [F]’2 ind
se [F]} ;,q = 0 siga para 16
insira [F]} em Qg e [F|} ;hq €M Qina
se [FJy ;nq = 0 siga para 6
insira [F]5 em Qg e [Fl5 ;.4 em Qjng, siga para 3
siga para 6
compute os volumes v(Qg{i}), sendo i =1,... 1y — 1
calcule o desvio padrao o,(qp{i}) € armazene o resultado em MBI|
retorne MBI

valor de referéncia, como por exemplo, o valor da métrica sobre a fronteira de
Pareto computada sob dada precisao, aqui designada por MBJ[I| f,on:. Ainda,
comparar o valor de MBJI| diretamente com MBJ[I| ¢,0,: pode nao resultar em
analise clara, por causa dos valores numeéricos que MBJ[I] pode gerar. A situ-
acao se agrava quando ha comparacao simultanea da métrica para mais de
uma simulacao. Por tudo isso, torna-se importante desenvolver uma fungao
de transformagao para normalizar a métrica MBJ[I]. A métrica por bissecgao
intervalar normalizada MB/I],,omm € descrita como

MBII|

MB[I| — MB[I] 1, ..,
"o MBI o — MBI,

MB[I]max 7& MB[I]front’ (350)

max
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Tab. 3.14: Simbolos no algoritmo MBII].

Simbolos Descrigao/Contetdo Tipo

Nopop tamanho da populagao R

Npop — 1 n° maximo de caixas intervalares entre solugoes R

des; desempenho da populacao Vetor: R"™f
fox desempenho do individuo & R

[F], caixa intervalar inicial IR"f

[F| caixa intervalar corrente IR"f

[F}, [F]5 caixas intervalares temporarias IR"f
[Flina indices dos individuos internos a [F] Vetor: R
(F1} ina [Fl25,q indices dos individuos internos a [F]; e [F]5 Vetor: R
Qr caixas intervalares Fila: TR"/
QI[’F] indices dos individuos nos vértices Fila: R
Qina indices dos individuos internos a Qg Fila: R
v(Q{i}) volume da caixa armazenada em Qgj{7} R™

To(Que i) desvio padrao dos volumes v(Qg{i}) R

sendo MBJI| o valor da métrica para dada execugao e MB|I|ax 0 valor ma-
ximo da métrica para todas execucoes em um dado teste.

3.7.2 MBI[I] x Métricas Apresentadas

Apos a apresentacao da Métrica por Bisseccao de Intervalos, é feita nesta
subsec¢ao, uma analise numérica de todas as métricas apresentadas através
do estudo de casos ficticios de fronteiras Pareto, que podem ser robustas ou
nao. Em seguida, é feita a justificativa das métricas escolhidas para avaliar
o algoritmo evolucionario no proximo capitulo. Para melhor compreensao
da analise numérica registra-se que: a) em todos os graficos, existem dois
conjuntos de pontos A e B e, ocasionalmente um terceiro conjunto C; b) a
fronteira de Pareto Y* nao estd explicitada para deixar mais claros os ex-
emplos graficos. Para o leitor que deseje examinar métricas, basta observar
que Y* é formado por todos os pontos eficientes existentes no grafico; c)
os conjuntos avaliados s@o, dentro de seu grupo, ndo dominados; d) indices
quando acrescentados denotam o conjunto sobre o qual a métrica foi calcu-
lada; e) os célculos para obtengao dos resultados mostrados nas figuras foram
arredondados com precisao de 0.001; f) nao empregou-se métrica MB[I] nor-
malizada por causa da simplicidade dos testes, sendo utilizado o resultado
direto do algoritmo da Tab; e g) durante a avaliacdo de caso de teste, as
métricas sdo marcadas com o sinal “y/” para indicar a aprovac¢ao da métrica,
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e com o “?” para indicar que a métrica nao obteve resultado satisfatério para
a avaliacao dos conjuntos solucao.
Caso 1: dominancia completa entre conjuntos solugao

No primeiro estudo, mostrado pela Fig. [3.9] ¢é facil notar que o conjunto A
domina completamente B, e ainda que A é melhor distribuido que B.

/9
(0.12,1.1)
(0.1%{1_41) X A Meétrica A| B | OK
_‘g).ss,o.g) + B TE 0 1 \/
X (0.45,0.75) CaB;CBA 6 0 \/
o8 A 'B; VB,
(©:2.0-9 HVR 1] 082
o S 0]008|
(0.3,0.5) _}<_0.55,0.4) yAN 0 | 0.16 \/
0% _|LOA9, 0.3) MB[I] 1 3 \/
B 0.89.2) _|(_1.15,0.15)
(1.1,0.1)
fi

Fig. 3.9: Dominéancia completa do conjunto A em relacao ao conjunto B.

Como pode ser visto, as métricas apontam A melhor que B e por isso
todas sao avaliadas positivamente. Cada componente de B é dominado por
pelo menos um componente de A. Nota-se claramente que a métrica TFE
contabiliza a presenca dos elementos de A em Y*. Entretanto, considere que
os conjuntos A e B fossem translados de tal forma que mantivessem o mesmo
posicionamento entre si, porém com nenhum ponto de A em Y*. Neste caso,
a métrica nao deixaria claro quem teria a melhor ou pior fronteira.

Caso 2: dominancia forte entre conjuntos solugao

A Fig. demonstra uma situacao na qual os elementos de A dominam
fortemente os elementos de B.

Neste caso, também nao ha dividas sobre a superioridade do conjunto
A. As métricas convergem para mostrar esse resultado. Comparando com o
Caso 1, observa-se que as métricas foram sensiveis a melhoria do conjunto B
deste exemplo em relagao ao anterior.
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f2
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Fig. 3.10: A domina B fortemente.

Caso 3: dominagao fraca entre conjuntos solugao

A Fig. expoe um caso onde ambos conjuntos solugoes retornam corre-
tamente pontos na fronteira eficiente. No entanto, esta claro que o resultado
A é superior a B, pelo numero de solugoes geradas.

f
0.1,1.1)
(0.1*141) X A Métrica A| B OK
+B TE ol 0 | ?
X CA,B; CB,A 0 0 ?
(©0:2.08) * ANB HVR 1079
(0.3,0.5) S 0 0 ?
(0.3,0.5) JAN 0 | 0.53 vV
x MB[I] | 1 ]000]| ?
©050.3)
(0.8,0.2)
(1.1,0.1)

hi
Fig. 3.11: A domina B fracamente.

As fronteiras eficientes A e B estao completamente sobre Y*, mas o
conjunto A possui mais pontos que B. A métrica Espalhamento acusa dis-
tribuicao de B inferior a de A, por B nao possuir pontos nas extremidades.
Caso os dois tinicos pontos de B estivessem nos extremos, a métrica também
retornaria Ag = 0 indicando igualdade com A, e entao, somente a métrica
Hipervolume acusaria a superioridade de A. MB[I] aponta que o conjunto
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mais bem distribuido é B. No entanto, o nimero de solugoes oferecidas em
A deixa ele em vantagem em relagao a B. Logo, a técnica MBJI| falha neste
caso.

Caso 4: conjuntos solucao de desempenho equivalente

A Fig. exibe uma situagao onde visualmente nao ha como afirmar que
um grupo de solugoes supera o outro. Pela figura, nenhuma fronteira é
completamente eficiente.

f
0.12,1.1
(0.1%{1_4; : X A Métrica A B OK
3§0-35,0.9) + B TE 0.5 | 0.5 V4
(0'2—’1—0.8) 340-45.0.75) CaB;CBA 3 3 4
HVR 090 | 094 | /
n S 0.08 | 0.02 ?
(0.3,0.5) 40.55,0.4) A 0.14 | 0.03 | /
055 4(0:9,0:3) MBJ[I] 350 | 1.75 | /
0552 J§1-15,0.15)
(1.1,0.1)
fi

Fig. 3.12: A e B tem desempenho melhor sobre o outro em trés pontos.

As métricas TE e C concordam entre si apontando equivaléncia em desem-
penho do conjunto A em relagao ao conjunto B. Por outro lado, as métricas
que medem a distancia entre as solucoes apontam que o conjunto B contém
solucoes mais uniformemente distribuidas que A. A métrica do Hipervolume,
destinada a medir tanto proximidade com Y* quanto distribuicao, apresenta
superioridade de B. Idem para MBJ[I].

Caso 5: comparacao entre trés conjuntos solu¢ao

A Fig. apresenta um caso interessante onde os conjuntos internamente
nao dominados A, B e C tém, aparentemente, desempenho superior um ao
outro.

Ao comparar trés conjuntos simultaneamente, as métricas TE e C conver-
giram para indicar, novamente, equivaléncia entre os trés conjuntos solucao.
Analisando as outras medigoes, a métrica S apresenta o conjunto C como
melhor, A indica A, o HVR mostra B como melhor e MBJ[I] registra supe-
rioridade do conjunto A. Em outras palavras, nao ha convergéncia para o
conjunto com a melhor distribuigao.
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(1.1,0.1)

(0.12,1.1) % A
(0.1,1.1)
+(0-35,0.9) +B
X 0.45,0.75)
(0.2,0.8) >£ % C
(0.3_,’5.5) _'30.55,0,4)
% $40-9,0.3)
(0.5,0.3)
0.870.2) 4(1:15,0.15)

Métrica A B C OK
TE 0.33 | 0.33 | 0.33 \/
Cam;Cac | - 0 2 v
C,a; CB,C 2 - 1 v
Cc,a; CcB 0 2 - Vv
HVR 0.87 | 0.93 | 0.76 ?
S 0.18 | 0.16 | 0.05 ?
A 0.18 | 0.38 | 0.30 ?
MB[I] | 65 | 108 | 258 | ?

S

Fig. 3.13: Os conjuntos A, B e C sao, entre si, equivalentes.

Caso 6: uniformidade de distribui¢ao nos conjuntos solugao

A Fig. mostra uma situacao onde A e B estao distribuidos uniforme-
mente, porém B possui solugoes em uma extensao superior a A.

_'go.15, 1.3)
X A

+B

X
(0.2,1.1)
(0.25, 495?<H$0‘3’0'9)

X
(0.3,0.8)
(0.45, 0.75)
(0.4,0.6)
(.
(0.5,0.5) —>|<-
(0.65, 0.4)

65,0.45)

_lLoA9,0,3)

_'i1.15, 0.15)

Meétrica A B OK

TE 0 05|
CaB;CBA 3 0 Vv
HVR 0.94 | 0.90 | y/

S 0.02 | 0.08 | v/

A (Ay- =0.08) | 043 | 0.11 | /
MBI 0.46 | 1.46 | /

S

Fig. 3.14: Uniformidade e extensibilidade das solugoes de A e B.

Quatro métricas registram superioridade de A. Contudo, como foi abor-
dado no Capitulo 4, é desejado que as solucoes tenham solugoes ao longo das
extremidades da fronteira de Pareto, portanto seguindo este critério B tem

conjunto mais representativo.
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Conclusoes sobre as métricas

Nos casos de comparacao de conjuntos apresentados pdde ser observado que
as métricas atingem o objetivo ao qual foram propostas. No entanto, nen-
huma delas cobre adequadamente e simultaneamente os quesitos de proximi-
dade da fronteira de Pareto e de distribui¢ao uniforme dentro do conjunto
solugao. Dentre as métricas apresentadas, para o capitulo de testes decidiu-se
por empregar a métrica TE para medir proximidade e MB|I| para medir uni-
formidade de conjuntos solucao pela simplicidade de implementacao e pelos
poucos parametros exigidos.

3.8 Consideracoes Finais

Conforme discutido neste capitulo, sao varias as formas de se abordar a oti-
mizacao robusta. A forma adotada nesta Tese, descreve a otimizacao robusta
como um problema min max, ou seja, como a minimizac¢ao da maxima inter-
feréncia da incerteza. Em outras palavras, o problema de otimizacao robusta
consiste em encontrar os minimizadores com os menores valores de desem-
penho quando observado pior caso de incerteza. Uso de Anélise Intervalar
para contabilizacao da acao das incertezas é vantajoso quando o parametro
de incertezas aparece apenas uma vez na expressao formal do problema de
otimizacao. Nestes casos a funcao objetivo de inclusao é minima e a com-
putacao das incertezas é feita com apenas um célculo. Por outro lado, quando
ha multiplas ocorréncias do parametro de incerteza, a fungao objetivo de in-
clusao minima ¢é gerada a partir da divisao do parametro de incertezas em
subpavimentos e da computacao isolada de cada um destes subpavimentos.
A precisao da fungao de inclusao e o esfor¢co computacional crescem com o
nimero de subpavimentos, podendo deixar a aplicacao do método intervalar
inviavel.

Trés novos métodos de otimizacao foram apresentados para resolver o
problema robusto proposto, sdo eles: a) o [[JRMOA I; o [IJRMOA II; e o
[[]RMOEA. Todos empregam técnicas intervalares para computar a incerteza
e para realizar outros processos internos, no entanto, cada um tem suas
particularidades. As consideracoes sobre cada um deles é dada a seguir.

O [IJRMOA I foi desenvolvido para definir um envelope sobre os mi-
nimizadores robustos ao invés de encontra-los. O envelope é construido da
seguinte forma: a partir da amostragem do espaco de busca e do espago
de incertezas, o [JRMOA I classifica cada exemplar como pertencente as
regioes superior ou inferior a fronteira robusta. Observa-se que classificar
um exemplar como pertencente a regiao inferior a fronteira robusta conduz
a um custo computacional elevado, pois os espagos de busca e de incertezas
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devem ser continuamente bisseccionados e investigados. Nota-se que espagos
multi-dimensionais sejam eles de busca e/ou de incertezas deixam o processo
ainda mais caro. Dentre os pontos fortes do método, destacam-se a simpli-
cidade, o uso de poucos parametros e o fornecimento de uma regiao onde os
pontos da fronteira de Pareto robusta se encontram, segundo dada precisao
do método. Por causa deste tltimo item, o [[[JRMOA I pode ser interpretado
como um método de validacao.

O [IJRMOA II computa intervalos diretamente nas fungdes objetivo du-
rante o processo de busca dos minimizadores robustos. Em poucas palavras,
o algoritmo subdivide os espagos de busca e de incertezas, utiliza estes in-
tervalos como argumentos das fungoes objetivo de inclusao e realiza as com-
paracoes de dominéancia usando os intervalos gerados pelas fung¢oes objetivo
de inclusao. Empregando uma filosofia “pessimista’, somente sao excluidos os
intervalos que, seguramente, nao contém minimizadores. Como conseqiién-
cia, o [JRMOA II garante encontrar todos os minimizadores robustos. A
garantia do método depende das func¢oes objetivo de inclusao; quando for
possivel assumir que elas sejam monotonicas e convergentes (veja a Fig.
o [IJRMOA II converge garantidamente para o conjunto solugao. Mas, a
garantia do [I[[RMOA II custa caro; qualquer intervalo com uma infima pro-
babilidade de conter minimizadores robustos nao pode ser excluido. Assim
o [IJRMOA II mantém armazenado em sua estrutura de dados todas as
caixas intervalares candidatas a conterem minimizadores. Se fosse utilizada
uma filosofia “otimista” ([2.8)) a estrutura de dados poderia ser otimizada,
o esfor¢o computacional seria menor, mas em contrapartida, a garantia de
encontrar todos os minimizadores seria perdida.

O [IIRMOEA ¢ um método hibrido que associa intervalos a algoritmos
evolucionarios, especificamente, o grupo dos Algoritmos Genéticos. O pro-
cesso de busca das solugoes robustas é composto por etapas tradicionais dessa
classe de algoritmos, sendo que os vinculos com os métodos intervalares ocor-
rem na computacao da incerteza, no tratamento das fungoes de restri¢ao, no
processo de selecao e na escolha de solugoes na fronteira robusta. No tdltimo
caso, quando a fronteira robusta tem mais solu¢oes candidatas que o nimero
méximo estabelecido por n,.,. O custo computacional é fixo por geracao e
menos sensivel & dimensionalidade dos espacos de busca e de incertezas que
os demais algoritmos apresentados.

Além dos algoritmos, este capitulo apresentou como pode ser feito o trata-
mento de restrigoes com métodos intervalares. As fungoes de restricao sao
escritas na forma de fungoes de inclusao. Assumindo-se que estas fungoes
sao monotonicas e convergentes, elas asseguram a exclusao de porgoes nao
viaveis do espaco de busca. Claramente, elas sao também dependentes da
dimensionalidade dos espacos de busca e de incertezas.
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As técnicas de nicho tradicionais buscam descobrir informagoes de pro-
ximidade entre as solugoes. O esfor¢o para medir essas distancias é conside-
rado como “alto” por diversos pesquisadores. Refletindo sobre essa questao
de custo, elaborou-se a técnica de Nicho por Bissecgao Intervalar NBJI| que
usa um mecanismo diferente para criar nicho que é independente da me-
dida da distancia entre as solugoes. As bisseccoes no espaco dos objetivos
separam a cada iteracao os nichos em duas partes. As solugoes internas
em cada nicho sao também separadas nos novos nichos gerados de acordo
com os seus valores de desempenho. Sobre as solugoes que participam de
um mesmo nicho, independente critério adotado, pode-se afirmar que elas
sao vizinhas segundo aquele critério. Em principio, os nichos deixam pontos
vizinhos agrupados, mas ha exce¢oes como pdde ser visto na Fig. 3.7 O
dnico parametro ¢ o numero de rodadas de bisseccao 75, que na verdade
é o critério de parada. Outros critérios de parada podem substituir 7y,
como por exemplo a definicao de limites inferior e superior para o volume
dos nichos.

A métrica por bissecgao de intervalos MBJ[I] foi desenvolvida para medir
a uniformidade de conjuntos compostos por elementos nao dominados entre
si. Sucintamente, a métrica bissecciona o espaco dos objetivos até que todas
as solugoes estejam “unidas” por uma caixa intervalar. A uniformidade do
conjunto é medida pelo desvio padrao dos volumes dessas caixas. No entanto,
o resultado deve ser comparado com um valor de referéncia calculado sobre
uma fronteira de Pareto cujos pontos sejam conhecidos, ou ainda, a métrica
pode ser utilizada para comparar dois conjuntos solugoes quaisquer. Menor
valor de desvio padrao, melhor distribuicao de conjunto solucao.



4. VALIDACAO NUMERICA DOS ALGORITMOS PARA
OTIMIZACAO ROBUSTOS

A otimizacao robusta tem uma formulacao mais complexa que a otimiza-
¢ao tradicional, e conseqiientemente, os métodos para resolvé-la sao também
mais elaborados. Os algoritmos para tratar problemas de otimizacgao ro-
busta apresentados neste trabalho carecem agora de serem validados. Neste
contexto, o termo “validagao numérica” é empregado para representar os pro-
cedimentos de observagao, comparagao e avaliacao do grau de fidelidade dos
algoritmos com suas especificagoes técnicas, através de simulagoes implemen-
tadas com uso de fungoes teste de minimizagao. Os métodos sao considerados
“validados” se for comprovado que eles conseguem resolver, dentro dos limi-
tes de precisao definidos, os problemas teste propostos. Além da validagao,
foram analisados outros aspectos considerados importantes para avaliacao de
quaisquer métodos numéricos como a flexibilidade de adaptacao a problemas
diferentes, simplicidade de escolha dos parametros e esforco computacional
para executar a tarefa de otimizacao.

Geralmente, a validagao dos algoritmos é feita comparando-se com ou-
tros similares anteriormente criados para resolver o mesmo tipo de problema.
Entretanto, nao foram encontrados métodos intervalares para o modelo de
otimizacdo multi-objetivo robusta definido nas expressoes (3.913.18). Ou-
tros métodos, como descrito por Kouvelis e Yu [75], resolvem a tarefas de
maximizacao da incerteza e minimizacao das fungoes objetivo utilizando-se
métodos puramente deterministicos que analisam todo o espago de busca.
Adicionalmente, se as fungoes objetivo e de restricoes do problema robusto
formarem uma regiao convexa, certamente algoritmos quasi-Newton ou que
usam diregoes conjugadas do gradiente e planos de corte podem resolver o
problema de forma confiavel e eficiente. Boyd e Vandenberghe [13] (pg.13),
apresentaram os métodos de pontos interiores como as melhores opcoes para
otimizacao convexa. Importante observar, que os métodos propostos aqui
nao competem em velocidade e precisao com os métodos de otimizacao con-
vexa pois é inversamente proporcional a relagao entre esses dois quesitos nos
métodos intervalares. Os pontos fortes dos métodos intervalares sdo: a) inde-
pendéncia da convexidade e da continuidade da fronteira Pareto robusta; b)
independéncia do célculo de derivadas nas fungoes objetivo; ¢) globalidade
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da busca; d) garantia de computacao do pior caso da incerteza; e) garantia
de envelopar a fronteira robusta nos métodos [[[RMOA I e [I[RMOA II; f)
baixa quantidade de parametros; e g) simplicidade dos algoritmos. Por serem
grandes as diferencas entre os algoritmos e formulagoes robustas existentes,
decidiu-se por elaborar testes independentes de estudos anteriores.

A natureza dos problemas teste implementados cobrem diversos aspectos
de complexidades citados acima. A proxima secao descreve os detalhes de
como foram organizados os testes e apresentacao dos resultados.

4.1 Metodologia

Naturalmente, o desempenho dos algoritmos é sensivel a estrutura dos pro-
blemas teste. Assim, foram escolhidas 5 func¢oes com diferentes questoes de
complexidade. Considerando o espago dos objetivos, esse conjunto de fungoes
cobrem situagoes de multimodalidade no espago dos objetivos, onde as fron-
teiras de Pareto robusta podem ter forma convexa ou nao convexa, continua
ou descontinua, e algumas possiveis combinacoes destas caracteristicas.

Os testes foram organizados e especificados de tal forma que seja facili-
tada a compreensao do funcionamento dos algoritmos. Os problemas multi-
objetivos escolhidos para teste se limitam a casos com dois critérios para au-
xiliar a anélise visual do espago dos objetivos. As funcoes teste foram expres-
sadas formalmente sendo descritas algumas de suas caracteristicas de com-
plexidade com seus respectivos conjuntos solugao. Observa-se que as funcoes
utilizadas originaram-se de problemas de otimizacao tradicional, sendo os
parametros de incerteza inseridos posteriormente. O efeito da incerteza nas
funcoes teste também foi interpretado. No préoximo passo, sao definidos os
valores dos parametros fixos de cada algoritmo, para cada problema. Fi-
nalmente, os experimentos sao realizados, os resultados sao mostrados em
graficos, e seguida discutidos.

4.2 Fungoes Teste

Como discutido no texto introdutoério do Capitulo 3, a definicao do pro-
blema de otimizacao robusta depende da interpretacao do projetista. Logo,
as funcgoes teste para otimizacao robusta devem estar em sintonia com os
mesmos conceitos da definicao formal. Como conseqiiéncia disso, decidiu-se
por adaptar fungoes teste enderecadas para algoritmos multi-objetivos tradi-
cionais uma vez que nao foram encontradas funcoes teste para otimizacao
robusta que sejam referéncia para o modelo de otimizacao utilizado neste
trabalho.
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Além da finalidade de encontrar solu¢oes Pareto, os métodos de otimiza-
¢ao multi-objetivo tradicionais também tém sido projetados para maximizar
o nimero de pontos nao dominados e ainda que estes pontos estejam espaga-
dos o mais uniformemente possivel. Funcoes teste que nao tragam consigo
nenhum empecilho quanto a estes dois fatores, podem ser consideradas nao
eficazes para comparacao de desempenho entre algoritmos. Por exemplo,
quando existe funcao objetivo multimodal ou com pontos Pareto isolados,
os algoritmos terao mais dificuldade para ter sucesso na busca pela fronteira
repleta de pontos homogeneamente distribuidos. Da mesma forma, descon-
tinuidade e nao convexidade da fronteira Pareto, presenca de fungoes de
restricao e dispersao das solugoes no espago de busca, sao fatores que podem
complicar a representatividade das solugoes eficientes ao longo da fronteira
eficiente. Além disso, o desempenho dos métodos intervalares fica compro-
metido quando a func¢ao objetivo de inclusao nao for estreita. Em outras
palavras, as ocorréncias multiplas de mesmos parametros na funcao objetivo
aumenta o pessimismo na computacao da funcao a qual produz um intervalo
mais “largo” que ¢é propagado ao longo do processo de otimizagao. Como con-
seqliéncia, os métodos intervalares perdem em precisao e desempenho. Os
casos teste apresentados aqui simulam algumas situagoes citadas acima onde
os algoritmos podem encontrar dificuldade de realizar a busca pelos pontos
otimos. As funcoes teste desta secao foram utilizadas como referéncia em
varias publicagoes, como por exemplo Barichard e Hao [6], Coello e Sierra
[21] e Deb et al. [34]. Para encontrar mais detalhes sobre fungoes teste, veja
Deb [32]. As fungoes teste estao descritas abaixo em duas formas: a) versao
tradicional; e b) versao adaptada para otimizagao robusta.

Funcao Schaffer 2 (SCH2) - A fungao Schaffer 2 [103] é irrestrita, uti-
liza uma tnica variavel e se caracteriza pela descontinuidade da fronteira de
Pareto. A forma tradicional da funcao é definida pelas expressoes

—, ser <1
min  fi(z) = r—2, sel<z<3
z€[—5,10] ! ) 44—z, sed<x<4 (4.1)

r—4, sex >4,
fa(x) = (x —5)%

A fronteira de Pareto estd destacada na Fig. [4.1]a) e ocorre quando X* €
{[1,2] U [4,5]}. A versdo robusta de SCH2, veja Fig. [.(b), foi criada
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adicionando-se o parametro de incerteza p conforme mostrado abaixo

—(x‘i‘pl)a sex <1
' ) (z+p)—2, sel<az<3
Ao e TP T a @, ses<aza gy
(x+p1) —4, sex>4;

fo(z,p) = ((z +p1) — 5)2 + p2.

O parametro p; pode ser interpretado como incerteza paramétrica e p, como
uma imprecisao na medida de f;. O conjunto solu¢ao permanece inalterado
X* e {[1,2] U [4,5]}, mesmo com a presencga de incertezas. Importante ob-
servar que para dada solucao x*, diferentes p podem produzir op¢oes 6timas
nao dominadas entre si. Por exemplo, considere a solugao robusta z] = 4.34.
O pior caso para fi(z3, p) ocorre quando p; = 0.1 e para fo(z}, p) quando
p = {-0.1,0.1}. Note que o pior caso de f; e de f, ndo podem acontecer
ao mesmo tempo, pois usam diferentes instancias de p;. Como resultado, a
fronteira robusta Y* ¢ f(z,p). Observa-se ainda que a versao robusta da
funcao SCH contém apenas simples ocorréncias de x e de p. Logo a funcao
de inclusao neste caso é considerada estreita.

30 T T T T T T T T T 30
— Y

= Fraonteira de Pareto | v

4 05 0 05 1 18 2 25 3 35 4 -1 0 1 2 3 4
i i

(a) SCH2 - versao original [T03]. (b) SCH2 - verséao robusta.

Fig. 4.1: Fungbes SCH2. Em ambas figuras, a cor cinza representa o espago dos
objetivos; a cor preta as fronteiras de Pareto (a) e fronteira de Pareto
robusta (b). Observe que somente alguns pontos da fronteira robusta
pertencem a imagem de f(z, p).

Funcao Fonseca e Fleming (FON) - Fonseca e Fleming [43] apresentaram
uma funcao de teste irrestrita, exponencial, nao convexa de n variaveis e dois
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objetivos descrita por

min ~ fi(x)=1—¢" Y= g=)?,

?

x€[—4,4] (43)
Fox) =1 — ¢~ i@+ 77,

Pelas expressoes acima nota-se que os menores valores de desempenho em
f1 e fa ocorrem quando x; = 1/y/n e ; = —1/4/n, respectivamente. O es-
pacgo dos objetivos da fungao FON é mostrado na Fig. @(a). A imagem da
funcao foi plotada amostrando-se o espago de busca e de incerteza uniforme-
mente. No entanto, o grafico apresenta uma maior concentracao de pontos
nas regioes mais afastadas da fronteira de Pareto. Esta é uma conseqiiéncia
da contribuicao exponencial na fungao objetivo e ainda é um fator que difi-
culta a convergéncia para a fronteira de Pareto. A versao robusta da funcao

0 1 1 1 1
] 02 04 0.6 08 1

£

(a) FON - versdo original [43]. (b) FON - versao robusta; n=2.

Fig. 4.2: Fungbes FON. Em ambas figuras, a cor cinza representa o espaco dos
objetivos; a cor preta as fronteiras de Pareto (a) e fronteira de Pareto
robusta (b). Entretanto, neste caso é facil perceber que Y* C f(x, p).

FON foi construida assumindo-se a incerteza conforme mostrado abaixo

min ~ max  fi(x,p)=1-— 6—2?:1(%—%)2;
x€[~4,4] pe[1.1,1.3] (4.4)
fo(x,p) = 1 — " Zm b 7o),

Similarmente, os menores valores de desempenho ocorrem em f; e f, quando
x; = p/y/n e x; = —p/+/n, respectivamente. Mas o pior caso de cada uma
dessas fungoes, para dada solucao z;, acontece sempre no maior valor de p.
Neste problema, p pode ser considerado como uma incerteza paramétrica.
Nota-se em (4.4) que o parametro p é computado independentemente para
cada x;. Logo a funcao de inclusao neste caso é considerada estreita.
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Familia de fungoes ZDT - Deb [31] apresentou um trabalho sobre cons-
trucao de fungoes teste 2D. O gerador de fungoes é descrito pelas equagoes
a seguir

min  fi1(x) = fi(z1, 29, ..., Tk);

xeX
fg(X) = h/($k+1, . 7In) X h(fl, h/)

Manipulando adequadamente , criam-se funcoes teste com as compli-
cagoes citadas anteriormente. Por exemplo, dependendo do valor de A as ca-
racteristicas de nao convexidade e descontinuidade sao introduzidas na fron-
teira Pareto. Escolhendo h’' apropriadamente, tal como uma funcdo multi-
modal, dificulta-se a convergéncia para solugoes nao dominadas. Por outro
lado, se f; for nao linear ou multi-dimensional, as solugoes estarao mais dis-
persas. Através da (4.5) Zitzler, Deb e Thiele criaram em [132] a familia
de fungoes ZDT. Foram escolhidas trés delas para realizacao dos testes. A
primeira, ZDT1 é descrita como

(4.5)

fl(x) = 1,
h'(x) = 1+-53" (4.6)
h(fi,h') = A/l
sendo n = 1,...,30 e o conjunto solugao é formado por z; € [0,1] e z; = 0,
i = 2,...,n. Como pode ser visto na Fig. .3} a regido ndo dominada no

espago dos objetivos é convexa.

O parametro de incerteza foi introduzido em dois pontos do problema
ZDT1: a) como incerteza paramétrica em fi; e b) como imprecisao na for-
mulacao de fo. As expressoes em apresentam o caso robusto para ZDT'1.

i oy 0PI T
fa(x,p) = I'(x) x h(f1, I, p).
(4.7)
sendo : Wix)=1+2550,
h(fi,h,p)=1- \/WH%

Observa-se em (4.7) que os parametros de busca e incerteza nao sao computa-
dos em multiplicidade. Assim, também para esse caso a funcao de inclusao
pode ser considerada estreita.
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(a) ZDT1 - versao original [132]. (b) ZDT1 - versdo robusta; n=2.

Fig. 4.3: Fungdes ZDT1. Em (a) a fronteira de Pareto estende-se no intervalo de
[0,1] para fi e fo. Em (b), fica claro que a fronteira robusta sofre um
deslocamento para direita em funcao do efeito aditivo do parametro de
incerteza.

A funcao ZDT2, descrita abaixo, foi construida similarmente & ZDT1,
diferenciando-se pela expressao formal da funcao h. No entanto, a mudanca
de h gerou uma fronteira de Pareto com forma nao convexa, como pode ser
observado na Fig.

fl(x) = 1,
W (x) = 14530, (4.8)
h(fih') = 1= (fH/0)2
Novamente, n = 1,...,30 e o conjunto solugdo ¢é formado por z; € [0,1]
ex; =0,7=2,...,n. A versao robusta da funcdo ZDT2 é mostrada na

Fig. [1.4b) e descrita formalmente em ([4.9).
min max fi(x,p) = 21;
x€[0,1] p€[—0.05,0.05]
f2<x7p) - h/<X7p) X h(f17h/7p>'

s.a. g(x) = /(1 —0.7)2+ 22+ ... +22 > 0.1

(4.9)

sendo : R(x,p)=1+ %(ZLQ ;) + p,
h(fi,l',p) =1 = (f1/W')* + p.

Neste caso, p representa imprecisao na computacao de partes distintas da
funcao f5. Note que, para dado x, h’' cresce com crescimento de p e como
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(a) ZDT?2 - versao original [132]. (b) ZDT2 - versdo robusta; n=2.

Fig. 4.4: Fungdes ZDT2. Observa-se em (b) a agao da fungao de restrigao; parte
do espaco dos objetivos e da fronteira de Pareto robusta sao excluidos por
serem nao viaveis.

conseqiiéncia h decresce. Por outro lado, a segunda contribuigao de p produz
um efeito direto a fy; fo tem maior valor de desempenho quando o valor de
incerteza p é maior. Logo, p age de forma contraditoria dentro de fy. Além
do parametro de incerteza, foi introduzido a funcao de restricao quadratica
g(x). Observe que a restrigdo deixa inviavel uma parte de fronteira robusta.

Na expressao robusta da funcao ZDT2 verifica-se a multiplicidade do
parametro p. Logo, a funcao de inclusao nao pode ser considerada estreita.

A funcdo ZDT3, mostrada na Fig. [1.5] tem como caracteristicas a mul-
timodadilidade no espago dos objetivos e a fronteira de Pareto descontinua.
ZDT3 é dada por

f1<x) = T,
W(x) = 1450w, (4.10)
h(fi, W) = 1—=+/fi/W = (fi/W)sen(107 fy).

Como em ZDT1 e ZDT2,n =1,...,30 e a fronteira de Pareto ocorre quando
x1 € [0,1] e g, x3,...,2, =0.

A formulagao robusta foi obtida inserindo-se o parametro de incerteza
na funcao fy conforme mostrado na formulagao [£.11] Observe que também
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(a) ZDT3 - versao original [132]. (b) ZDTS3 - versdo robusta; n=2.

Fig. 4.5: Fungdes ZDT3. Em (b), observe que a descontinuidade na fronteira de
Pareto robusta é mantida na versao robusta.

neste caso, p representa imprecisao na computacao de fs.

min max fl(Xa) = T1;

x€[0,1] p€[—0.1,0.1]
f2(X) = h/(X,p) X h(flah/7p)'
(4.11)

sendo : W(x,p)=1+-2(0,z)+p),

h(fi,0,p) =1—+/fi/W — (fi/W)sen(107 f1).

A funcao ZDT3 contém repetidas ocorréncias tanto de x; quanto
de p. Logo, a funcao de inclusao neste caso nao pode ser considerada estreita.

A partir da apresentacao das funcgoes teste, a proxima etapa descreve os
experimentos com os algoritmos robustos e os resultados obtidos com cada
funcao teste.

4.3 estes e Resultados

Em um primeiro momento, os testes foram voltados ao estudo comparativo
dos métodos, onde os mesmos casos de teste foram realizados. A finalidade
foi acompanhar o comportamento de cada algoritmo frente a variacao de
alguns de seus parametros. Na seqiiéncia, alguns testes independentes para
cada algoritmo sao executados, sendo que o foco principal esté nas questoes
de desempenho e complexidade computacional.

Os critérios para a avaliagao dos métodos foram definidos como se segue.
Primeiramente, determinou-se uma aproximagao para o conjunto de mini-
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mizadores robustos X*, o conjunto solugao discreto X} C X*, para servir
de comparacao. Alternativamente, utilizou-se a imagem de X}, Y; C Y,
quando a discussao dos resultados foi realizada no espago dos objetivos. Os
conjuntos X7 e Y; de cada fungao teste foram obtidos com a discretizacao
dos espagos de busca e de incerteza, seguida pela computagao das fungoes ob-
jetivo e das fronteiras robustas. Finalizando as notagoes, o conjunto solugao
encontrado pelos algoritmos e sua respectiva imagem foram simbolizados por
X} e Y:. Em segundo lugar, as avaliagoes dos métodos foram baseadas nas
propostas de cada algoritmo. A proposta do [[[RMOA I ¢é de envolver a
fronteira de Pareto robusta por duas regioes demarcadas pelos elementos de
K~ e K%, segundo dada precisao efy. Entao, o [IJRMOA I sera conside-
rado aprovado quando Y} C [Y]'/(K~ UKT™). Por outro lado, os algoritmos
[[JRMOA II e [I]JRMOEA tém a finalidade de encontrar o conjunto solugao
para a otimizacao robusta. Para esses casos utilizou-se, quando necessario,
a métrica da TE para quantificar a proximidade da fronteira robusta encon-
trada com Y e a métrica por bissec¢@o intervalar MBJI| para qualificar a
distribuigao dos pontos na fronteira. No entanto, nos testes do [[[RMOA 1I,
a andlise de proximidade do conjunto solucao foi feita por meio de gréfi-
cos, pois as informacoes contidas neles foram suficientes para concluir sobre
a eficiéncia do método. A Tab[d.1] resume as caracteristicas dos problemas
robustos testados e em seguida, os testes sao iniciados.

Tab. 4.1: Sumério dos problemas testes para otimizagao robusta.

Funcdo f(x,p),gx,p) [X]e€lIR™ [P]eIR™ n, n,
SCH2 4.2 [-5,10]  [-0.1,0.1] 1 2
FON (—4, 4] 11,13 2 1
ZDT1 [0, 1] 0,0.05] 2 2
ZDT?2 0,1  [-0.05005 2 1
ZDT3 [0,1] —0.1,0.1] 2 1

4.3.1 [IJRMOA I

Para cada funcao teste trés tipos de resultados estdo apresentados: a) a
quantidade de elementos dos conjuntos K~ ¢ K™ que demarcam o envelope
sobre a fronteira robusta segundo o nimero de pontos da discretizacao do
espago de busca; b) o esforgo computacional tanto para discretizacao do
espago de busca, quanto nos processos mais internos do [[JRMOA T; e ¢)
qualidade do envelope sobre Y segundo o nimero de pontos em K~ e K.
Em outras palavras, nestes experimentos foi examinado como o [[[RMOAT se
comporta diante dos parametros x4 € €[y
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[IIRMOA I x SCH?2

Nas simulacoes, empregaram-se exx = [0.02:0.02 : 0.1] e g = [0.02 : 0.02 :
0.1]. A Fig. mostra alguns exemplos de como o ntimero de elementos em
K~ e K variam com exy e €f.

Fig. 4.6:

o
=
T
o
I
=
=
£

=
(=]
=
(=)

=

MN* elementos em K
L 2 Lh

(o]
=

1 | | 1
0.05 006 007 003 008 01

|
0.04

1
0.0z 0.03

+

M® elemenitos em K

2 1 1 1 1 1 1 1
0.0z 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.0 0.1

Ex #

SCH2 - [[IRMOA I: K~ e KT X exx. Acima, o nimero de pontos no
conjunto K~ diminui com o ntumero de amostras. Abaixo, a quantidade
de pontos de K™ néo apresenta tendéncia com a variacio de ex.

Pela Fig. [.1(b) nota-se que ndo sao necessarios muitos pontos em KT
para definir Y. Assim, a relacdo entre K™ e exx ndo apresenta nenhuma
tendéncia. Por outro lado, o conjunto K~ apresentou-se sensivel ao nimero

de pontos da fungao grade.

Oc

usto computacional no [[[RMOA I foi considerado elevado, veja a

Fig. , seja para a realizacao da discretizagao inicial com f(x,p), seja no
processo de busca por solugdes com [f](c([z]), [p]) e [£]([z], c([p]))-

Aq
acordo

ualidade dos envelopes sobre Y} pode ser observada na Fig. [£.§ De
com as informagoes nas figuras Fig. e Fig. nao percebe-se

claramente que o envelope sobre a fronteira robusta é mais preciso para as
simulacoes com maior quantidade de elementos em K~ e K™.
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Fig. 4.7: SCH2 - |[IJRMOA I: custo computacional. Acima, o esfor¢o na funcao
grade em ntmero de célculos de f(z, p). Abaixo, o nimero de chamadas

das fungdes [f](c([z]), [p]) e [£]([z]. c([p])) (Tab[.4] linhas 3 e 4).

(a) SCH2 (E[x] = 0.02,6X# = 0.02). (b) SCH2 (s[x] = 0.04,Ex# = 0.08).

Fig. 4.8: SCH2 - [I]RMOA I: envelopes sobre Y. Por se tratar de uma fronteira
simples para ser envelopada, nao esta visualmente claro que o aumento
de precisao resulta em melhoria de qualidade no envelope.
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[IRMOA I x FON

Para a funcao FON, foram utilizados exx = [0.05,0.1,0.2 : 0.2 : 1] e g5 =
[0.2:0.2: 1]. Os resultados encontram-se nas Fig. [1.9 Fig. e Fig. [4.11]

Examinando a Fig. constata-se que o namero de elementos de K~
e KT decresce fortemente nos primeiros pontos no grafico. Para evidenciar
este comportamento, decidiu-se por inserir as simulagoes com os parametros
de discretizacao exx = 0.05 e exy = 0.1.

(=)
_

Y
—_

M elementos em K°
[ ]
=

+M s[x]=D.2
E ......... g[x]=D_ﬁ
o PR ST ==

E %] 1
£

k)

&

Fig. 4.9: FON - [[JRMOA I: K~ e KT x exx. Em ambos os graficos, o nimero de
pontos nos conjuntos K~ e K* diminuem com o ntimero de amostras.

Os graficos da Fig. apresentam que os custos para gerar as amostras
e para envelopar Y] sao relativamente menores a partir de exx = 0.2. Con-
seqiientemente, reduziu-se também a qualidade dos envelopes.

A Fig. apresenta duas simulagoes onde o [[[RMOA I falhou em criar
envelopes rigorosos sobre Y. Isso pode ocorrer quando e, nao é suficien-
temente menor que x4 e quando w([P]) = ¢y (Tab., linha 5), pois sdo
condigoes para gerar fungoes de inclusoes estreitas. A discussao sobre este
problema encontra-se detalhada no final desta se¢ao.
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N chamadas de fx.p)

I° chamadas de
[f]Ce ([=00.00] & [f0] e (nl)

Ex#

Fig. 4.10: FON - [IJRMOA I: custo computacional. Acima, o esfor¢o na fungao
grade, e a abaixo, o nimero de chamadas das fungoes [f](c([x]),[p]) e

[£]([x], e([p]))-

03 04 05 06 07 0F 09 E 0.2 03 04 06 07 08 09

f fi

(a) FON (6[x] = 0.2,6x# = 0.04). (b) FON (E[X] = 0.5,8x# = 0.2).

Fig. 4.11: FON - [IJRMOA I: envelopes sobre Y. A qualidade do envelope sobre
Y7 é melhor para menores valores €y € exgx. Em (b), claramente o
[IJRMOA I falha, pois em alguns pontos Y* C K.
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[IRMOA I x ZDTI

Para a funcao ZDT1, foram utilizados exx = [0.02: 0.01 : 0.1] e g5 = [0.02 :
0.01 : 0.1]. Os resultados encontram-se nas Fig. [1.12] Fig. [1.13]e Fig. [1.14]
Observa-se na Fig. que os conjuntos K~ e K* contém relativamente
muitos pontos para defini¢cao do envelope sobre Y};, mesmo para nao expres-
sivos valores de exy, tais como exy = 0.05. Isto ocorre por causa da forma
do espaco dos objetivos; ZDT1 tem fronteira robusta convexa e continua.

MN* elementos em K

].D 1 1 1 1 1 & 1
0.0z 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.0 0.1

Ex #

+

IN* elementos em K

10k e e

1 1 1 1 1 1
0.0z 0.03 0.04 0.0 0.06 0.07 0.08 0.0 0.1

Ex &

Fig. 4.12: ZDT1 - [IJRMOA I: K~ e Kt X exx. Em ambos os graficos, o ntimero
de pontos nos conjuntos K~ e K diminuem com o niimero de amostras
com mais regularidade que com as fungées SCH2 e FON.

A Fig. comprova novamente que o [[JRMOA I exige consideravel
esforgo computacional para classificar os pontos da fungao grade.

Dois exemplos de envelopes sobre a fronteira robusta estao expostos na
Fig.[4.14] Atente para o fato que o [[[JRMOA I falha no caso (a), pois parte
da fronteira robusta encontra-se sobre a regiao definida por K. Isso ocorreu
porque a discretizacao do espago das incertezas foi insuficiente para resultar
funcoes de inclusao mais estreitas.
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Fig. 4.13: ZDT1 - [IJRMOA I: custo computacional. Acima, o esfor¢o na funcao
grade, e a abaixo, nas fungoes de inclusao [f](c([x]), [p]) e [f]([x], c([p]))-

03 04 06 07 08 08 I

03 0.4 05 06 07 EIS 0.9

fi fi

(a) ZDT1 (S[x] = O.OQ,EX# = 0.04). (b) ZDT1 (E[X] = 0.04,6x# = 0.06).

Fig. 4.14: ZDT1 - [IJRMOA I: envelopes sobre Y7. Em (a), note que alguns pontos
de Y nao sao cercados pelo envelope AK. Em (b), o envelope sobre

Y ¢ realizado com sucesso.
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[IRMOA I x ZDT2

Para a funcdo ZDT2, foram utilizados exx = [0.02 : 0.02 : 0.1] e € =
[0.01,0.02 : 0.02 : 0.1]. Os resultados estao apresentados nas figuras Fig. [1.15
Fig. e Fig. [4.17]

O ntmero de elementos de K~ e K*, veja na Fig. [4.15] seria maior caso
nao houvesse restricoes. Claramente, a separacao da fronteira robusta em
duas partes pela funcao de restricao interferiu na definicao dos pontos em
K~ e K* que pertenceriam a regido excluida pela restricao.

18
16
144
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10

M* elementos em K-

g 1 I 1 I T~
0.0z 0.03 n.04 0.0% 0.06 0.07 0.08 n.09 0.1

Ex &

. 55,002
--------- 85 =0-05
— =g 0

M* elementos em K

5 1 L 1 PR o e AR
0.0z n.o3 0.04 0.0s 0.06 n.o7 0.08 n.09 0.1

Ex #

Fig. 4.15: ZDT2: K~ e KT X exx. Em ambos graficos, os trechos onde o ntimero
de pontos nos conjuntos K~ e K* crescem com o niimero de amostras
de exy indicam que a discretizagao nao foi suficientemente adequada.

A Fig. apresenta o custo computacional total, ou seja, esta contabi-
lizado as consultas as funcoes de restricao no inicio do algoritmo.

O tratamento da funcao de restricao foi realizado anteriormente a dis-
cretizacao, e portanto, nenhum ponto nao viavel foi gerado no espaco dos
objetivos pela funcao grade. Assim, como esperado, nao foi possivel visu-
alizar a imagem da regiao nao viavel na Fig.
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Fig. 4.16: ZDT2: custo computacional.

Acima, o esfor¢o da funcdo grade, e a

abaixo, o nimero de chamadas das fungdes objetivo [f](c([x]),[p]) e

[£]([x], e([p]))-

05 06 07 08 09 1
fl

R

01

0.1

(a) ZDT2 (5[x] = 0.01,Ex# = 0.02).

0g 09 1

01 02 03 04 06 07

(b) ZDT?2 (€[x] = 0.01,Ex# = 0.04).

Fig. 4.17: ZDT2: envelopes sobre Y. Em (a), claramente o [IJRMOA I falha pois,

em alguns pontos Y* C K™.
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[IRMOA I x ZDT3

Para a funcao ZDT3, foram utilizados exx = [0.02: 0.02 : 0.1] e g5 = [0.02 :
0.01 : 0.1]. Os resultados estao apresentados nas figuras Fig. |4.18] Fig. [4.19|
e Fig. [4.20

Dentre as funcgoes teste, ZDT3 apresentou-se como a mais dificil de en-
velopar a fronteira robusta. Isso pode ser comprovado pela Fig. que
mostra o nimero reduzido de pontos em K~ e K+.

MN* elementos em K

s 1 1 1 1 1 1
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Ex &

Fig. 4.18: ZDT3: K~ e Kt x exx. Em ambos graficos, o nimero de pontos nos
conjuntos K~ e KT diminuem com o namero de amostras de ex.

De acordo com a Fig. o custo alto para classificar os pontos dis-
cretizados também é confirmado para a fung¢ao ZDT3.

A Fig. exibe dois resultados de envelopes sobre a fronteira robusta.
O [IJRMOA I falhou em envelopar Y para os valores de efx € exy testa-
dos. Isto ¢é resultado das fungoes de inclusao [f](c([x]), [p]) e [£]([x],c([p]))
(Tab[3.4] linhas 3 e 4) nao terem sido desenvolvidas suficientemente estrei-
tas. Uma forma de corrigir esse problema ¢ dividir [P] (Tab[3.4] linhas 5)

em subpavimentos [p] menores ainda.



4. Validagao Numérica dos Algoritmos para Otimizagao Robustos 165

3DDD T T T T T T T
I
b
=3
&L 20001 .
B
§ 1000} ;
% D 1 1 | 1 1 1 I
0.0z 0.o3 0.04 0.05 0.06 0.o7 0.0& 0.o09 0.1
Ex#
= .7
E ].I:l E T T T T T
= x E[x]=D.EIE
P [
Eélﬂﬁz— ......... E[]_DD4 ]
,%i i Bral o
& 10 3 TR S S
A=
E 1|:|4_ 1 1 | 1 1 1 |
= 002 0.o3 0.04 0.0 0.06 0.o7 0.0s 0.09 0.1
g
e

Fig. 4.19: ZDT3: custo computacional. Acima, o esforco da fungdo grade, e a
abaixo, o namero de chamadas das fungoes objetivo [f](c([x]), [p]) e

[£]([x], e([p]))-

01 02 03 0 ; E 09 SAET 60 08 1

(a) ZDT3 (e = 002,654 = 0.02). (b) ZDT3 (e = 0.02,e54 = 0.05).

Fig. 4.20: ZDT3: envelopes sobre Y. Ambas as tentativas de envelopar Y, fa-

lham, visto que Y; C K™. O resultado em (b) sugere que os parametro
£[x] deve ser ainda mais preciso para envelopar satisfatoriamente Y.
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Consideragoes sobre o [[[RMOA T

De modo geral, os algoritmos de otimizacao concentram esforcos para encon-
trar “diretamente” as solugoes do problema em questao. Diferentemente, o
[[]RMOA T busca por envelopar em AK a regiao no espago dos objetivos onde
a fronteira de Pareto robusta esta, por exemplo, AK C [Y]'\ (KT UK™) e
[Y]’ como definido em e @ . A partir dessas informagoes oferecidas
pelo [IJRMOA I, pelo menos dois caminhos podem ser utilizados na seqiién-
cia. O primeiro seria computar a regiao no espaco de busca correspondente a
imagem de AK empregando-se de algoritmos de projecao de intervalos, tais
como o desenvolvido por Dao em [27]. No entanto, para o contexto presente,
existem diversas fontes de incerteza que podem prejudicar o resultado final
da projecdo de AK. Por exemplo, geralmente [Y]' contém porcdes extras de
espacgo (veja Fig. |3.1]) e essas regides também teriam sua projegao realizada.
Neste caso, o resultado da projecao deveria ainda ser submetido a interseccao
com o espaco de busca inicial, para eliminar os espacgos extras. O segundo
caminho seria considerar o [[[RMOA I como um método de validagao. Em
outras palavras, ele seria utilizado para auxiliar o projetista/decisor a exa-
minar outros algoritmos robustos. Veja como. A precisao continuaria sendo
estabelecida pelo parametro exy e a fronteira robusta do método em teste
Y deveria obedecer a seguinte inclusao Y* C [Y]' /(K- UK™).

O [IJRMOA T é caro computacionalmente. O processo interno que mais
despende esforgo ¢ o FPS (Tab[3.3) e CSC (Tab[3.4)). Esse processo se ba-
seia na bissecc¢ao do espago de busca e de incertezas para definir se um ponto
pertence a K~ ou K*. Logo, a dimensionalidade desses espacos pode inviabi-
lizar a aplicacao do método. A qualidade dessa busca, e conseqiientemente o
custo, dependem dos parametros €[y, €x#, da discretizagao do parametro de
incerteza [P] e da qualidade das fungoes de inclusao. O pardmetro € deve
ser suficientemente menor que exx, pelo menos € < exx/2, para garantir
que a precisao de busca seja melhor que a precisao da discretizacao. Além
disso, quanto mais subpavimentos de [P], mais estreita e mais precisa sera
a func¢ao de inclusdo sobre os pontos solugao (veja Fig. [3.4). Em outras
palavras, subpavimentos [p] maiores que o adequado podem conduzir a erros
de precisao e conseqiientemente a erros na computagao de pertinéncia das
solucoes candidatas as regioes K~ e KT.

Portanto, quando utilizou-se ng, adequado para cada teste, fronteira ro-
busta discreta Y foi envelopada pelo [I[[RMOA I. Considerando o quadro
acima e as fungoes teste definidas anteriormente, o [[[RMOA I foi declarado
aprovado.
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4.3.2 [JRMOA II

O método [IJRMOA II néo precisa discretizar o espago de busca previamente
como ocorre no [[[RMOA I. A discretizacdo ¢ realizada durante o processo
de otimizacao, utilizando-se de um parametro de precisao para o espaco de
busca €[y € um parametro de precisao para o espago de incertezas €. Nos
testes realizados, e[p) foi mantido constante, e portanto, o comportamento do
[IIRMOA II foi examinado variando-se €[5]. Para cada fungao teste trés tipos
de resultados estdo apresentados: a) o nimero de solu¢oes em relacdo & ey
juntamente com o esforco computacional medido em namero de calculo de
fungdes objetivo; b) a comparac¢ao do conjunto solugao X* com o conjunto
solugdo discreto XJ; e ¢) a comparacao da imagem do conjunto solugao Y
em relacao a fronteira computada Y.

O valor dos parametros ey e € empregados durante os testes desta
subsecao foram listados.

Tab. 4.2: [I]IRMOA II - Parametros de testes.

Fonction Elx] €p]
SCH2 [0.1:0.1:1] 0.2
FON [0.1:0.1:1] 0.025

ZDT1 [0.01:0.01:0.1] 0.02
ZD'T2 [0.01:0.01:0.1] 0.02
ZDT3 [0.01:0.01:0.1] 0.02
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[IRMOA II x SCH2

Para a funcao SCH2, o parametro de precisao examinado foi g = [0.1: 0.1 :
1]. Os resultados estao apresentados na Fig. Fig. e Fig. [4.23

O nimero de solugoes encontradas pelo [[[RMOA II e o esfor¢o computa-
cional estdo mostrados na Fig. £.2I] Observe que, de forma geral, o nimero
de solugoes decresce com a diminuigao da precisao. No entanto, em alguns
trechos o ntimero de solugoes permanece inalterado. Nesses trechos, como
por exemplo entre g = 0.5 e g5 = 0.9, esse comportamento ¢é justificado
pois os parametros de precisao €[y sao equivalentes em termos de precisao.
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"
Fig. 4.21: SCH2 - [I]RMOA II: quantitativo de solugdes robustas e de esforgo com-
putacional segundo o pardmetro de precisao €[]

A precisao do método e a uniformidade dos conjuntos solu¢ao podem ser
examinadas na Fig.[£.22] Nota-se que nao é necessario utilizar a métrica TE,
pois os conjuntos solu¢ao estao em concordancia com a proposta de precisao
definida pelo parametro €[5. A distribuigao do conjunto solucao ¢ claramente
homogénea.

A Fig. compara Y} com Y. Observa-se que o resultado cobre re-
gularmente a fronteira robusta. No entanto, o espacamento entre as imagens
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(85g=0-5)

Fig. 4.22: SCH2 - [I]JRMOA II: paralelo entre X} e X}.

das solugoes encontradas Y ¢ devido a precisao utilizada em cada simulagao.

-
a.,
™ om ., o]

(a) SCH2 (E[x] = 0.1). (b) SCH2 (E[x] = 0.5).

Fig. 4.23: SCH2 - [I]RMOA II: paralelo entre Y} e Y.
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[IRMOA II x FON

Para a funcdo FON, o parametro de precisao examinado foi epq = [0.1 :
0.1 : 1]. Os resultados estao apresentados nas figuras Fig. Fig. e
Fig. [£.26]

O processo de busca do [IJRMOA II mostrou-se independente da nao
convexidade da funcao FON. Na verdade, esse processo de busca é somente
vinculado aos parametros de precisao €y € €p). O nimero de solugoes ro-
bustas e o esfor¢o computacional estdo mostrados na Fig. [£.24]
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Fig. 4.24: FON - [IJRMOA II: quantitativo de solugdes robustas e de esfor¢o com-
putacional segundo o pardmetro de precisao €[y

A Fig. compara os conjuntos solugdo do [[JRMOA II para duas
instancias de efy). Visualmente nao esté claro se a precisao em cada caso foi
atendida. Por isso, aplicou-se a métrica TE, segundo a precisao proposta. O
resultado foi de 100% de conformidade dos conjuntos X* em relacao a XJ.

A imagem de dois conjuntos solugao estd mostrada na Fig. [£.26] Note
que o espagamento nao uniforme no espaco de busca foi substituido por um
espagamento homogéneo no espaco dos objetivos. Esse resultado é devido a
acao da técnica de nicho NBJI| no espago dos objetivos.
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Fig. 4.25: FON - [IJRMOA II: paralelo entre X}, e X}. Percebe-se a aproximacao
ao conjunto solugao discreto X7 a medida que diminue-se €.
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Fig. 4.26: FON - [[JRMOA II: paralelo entre Y} e Y. Os graficos contém resulta-

dos em conformidade com a precisao proposta. Entretanto, (a) apresenta
um resultado mais interessante: Y} no mesmo alinhamento de Y.
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[[IRMOA II x ZDTI

Para a fungao ZDT1, o pardametro de precisao utilizado foi e = [0.01 :
0.01 : 0.1]. O custo computacional e o ntimero de elementos de X! estao

apresentados na Fig. [4.27]
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Fig. 4.27: ZDT1 - [IJRMOA II: quantitativo de solugdes robustas e de esforgo com-
putacional segundo o pardmetro de precisao €[y

A Fig. confronta X7, com varios X}. O exame visual da figura é
suficiente para avaliar a precisao e uniformidade de espagcamento dos conjun-
tos solucao. O ntmero de solucoes robustas para ey = 0.05 e g5y = 0.1 &
contavel diretamente da figura; para 5 = 0.01 e demais valores de precisao,
veja a Fig. [4.27]

A Fig. mostra a fronteira gerada pelo [[JRMOA II em duas simu-
lacoes. Ambas as fronteiras sao homogéneas em espacamento e respeitam o
valor de ¢[y estipulado como precisao do método.
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Fig. 4.28: ZDT1 - [I]JRMOA II: paralelo entre X’ e X¥. Observa-se que todos
os conjuntos solugdo estdo em conformidade como o valor de precisao
proposto.
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(a) ZDT1 (g = 0.01). (b) ZDT1 (gp5 = 0.05).

Fig. 4.29: ZDT1 - [[]RMOA II: paralelo entre Y}, e Y. Nota-se que a convergéncia
para fronteira Y; depende nitidamente do parametro de precisao.
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[[IRMOA II x ZDT2

Para a funcao ZDT2, o parametro de precisao analisado foi eq = [0.01 :
0.01 : 0.1]. Considerando-se inicialmente as questoes de custo e de ntimero
de solugoes gerados, comparou-se os resultados para fungao ZDT1 (Fig.
com os resultados para ZDT?2 (Fig. [£.30). Em valores numéricos, as duas si-
mulacoes produziram resultados similares confirmando que a caracteristica
de convexidade nao interfere nos processos de busca do [[[RMOA II. A se-
melhanca entre os produtos das simulacoes seria ainda maior caso a fungao
ZDT2 fosse irrestrita.
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N chamadas de [£]([2].[p])

| | | | | | | |
o.or 002 003 004 005 006 007 003 009 0.1

“x]

Fig. 4.30: ZDT2 - [IJRMOA II: quantitativo de solugdes robustas e de esfor¢o com-
putacional segundo o pardmetro de precisao €[]

A Fig. mostra os produtos do [[[RMOA II no espago de busca.
Atenta-se para o fato de que Elx] interfere no mapeamento de pontos proximos
a funcao de restricao. Veja na Secao [3.5.1] como as fungoes de restricao sao
tratadas para mais detalhes.

As imagens de dois conjuntos solugao estao plotadas na Fig. [£.32] Nova-
mente, nem a nao convexidade da fun¢ao e nem a restricao sao empecilhos
para o [[JRMOA II encontrar as solugoes robustas.
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Fig. 4.31: ZDT2 - [IJRMOA II: paralelo entre X} e X}. Percebe-se que nenhum
ponto esté presente na regiao nao viavel, pois somente sao gerados pontos
que respeitaram a funcao de inclusao de restrigao.

[IRMOA II x ZDT3

Para a fungdo ZDT3, o parametro de precisao examinado foi epq = [0.01 :
0.01 : 0.1]. Os resultados encontram-se nas Fig. [4.30] Fig. [4.31]e Fig. [4.35]

O custo computacional é similar as demais fungoes da familia ZDT. No
entanto, a descontinuidade da fronteira robusta diminuiu a regiao efetiva
da fronteira robusta. Logo, muito menos solugoes foram encontradas para
mesmo valor de precisao.

A uniformidade também pode ser verificada na funcao ZDT3, veja na
Fig. [£.35, mesmo com menos elementos em cada regiao étima.

As imagens de dois conjuntos robustos estao plotadas Fig. .35 As com-
paragoes entre os conjuntos Y7 e Y confirmam que o [[[RMOA II garante
encontrar a fronteira, segundo a precisao indicada.
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(a) ZDT2 (E[x] = 0.01).

(b) ZDT2 (gfyg = 0.05).

Fig. 4.32: ZDT2 - [I]JRMOA II: paralelo entre Y e Y. A uniformidade de es-
pacamento entre as solugoes e a precisao nao foram prejudicados pela
presencga de restrigoes.
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Fig. 4.33: ZDT3 - [I]JRMOA II: quantitativo de solugdes robustas e de esforgo com-
putacional segundo o pardmetro de precisao €[y
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Fig. 4.34: ZDT3 - [IIRMOA II: paralelo entre X e X7.
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(a) ZDT3 (g, = 0.01). (b) ZDT3 (g5 = 0.05).

Fig. 4.35: ZDT3 - [IJRMOA II: paralelo entre Y} e Y.

Consideragoes sobre o [[[RMOA 11

O numero de solugoes robustas e o custo para encontra-las dependem inver-

samente do valor dos parametros de precisao e[y e €[p].
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De modo geral, os métodos intervalares buscam resolver problemas a que
sao propostos eliminando regides onde a solucao seguramente nao esta. As
regioes restantes sao normalmente armazenadas em listas de caixas inter-
valares, cuja quantidade de elementos é inversamente proporcional ao valor
do parametro de precisao do método. O [[JRMOA II segue essa regra geral
dos métodos intervalares, nao descartando porgoes do espaco onde possa
existir solugao robusta, ou seja, o [[[RMOA II emprega estratégia pessimista
(veja Fig. Por isso ele é considerado um método garantido. No entanto,
existe um custo para armazenar e classificar as regioes nao excluidas. A cada
iteragao essas regioes nao excluidas sao bisseccionadas, e portanto o trabalho
para prosseguir nos processos de otimizagao é aumentado. O problema se
agrava quando o espago de busca e de incertezas é multi-dimensional. Se a
memoria de maquina disponivel for considerada suficiente e tempo computa-
cional for um fator menos importante, o [[[RMOA II converge globalmente
para todas as solucgoes.

Uniformidade. As figuras dessa secao destinadas a visualizacao das fron-
teiras robustas ou aquelas que apresentam os conjuntos de minimizadores
exibem resultados claramente uniformes seja no espacgo de busca seja no
espago dos objetivos. Isso devido a trés razoes simples: a) a bissecgao é re-
alizada por corte no ponto médio do primeiro intervalo com maior largura
da caixa, resultando sempre em duas caixas simétricas; b) a cada iteragao
todas as caixas sao bisseccionadas, resultando em um conjunto de caixas de
mesma forma e volume; e ¢) o procedimento de nao exclusao de espagos com
solucao, pois isso resulta na nao existéncia de lacunas na fronteira robusta.
Em conjunto, esses fatores resultam na convergéncia para fronteira robusta
de forma gradual, uniforme e garantida. No entanto, a uniformidade pode
ser corrompida nos problemas restritos, visto que o espago de busca viavel
é formado, normalmente, por caixas de forma e volume nao uniformes que
passaram pelos testes das funcoes de restricao.

4.3.3 [JRMOEA

Os algoritmos evolucionarios e outras técnicas estocasticas de busca pro-
duzem resultados diferentes a cada nova execucao, pois seus processos inter-
nos sao guiados por operadores probabilisticos. Geralmente, sao utilizados
varios testes para estudar o comportamento desses métodos frente a mu-
danga de seus operadores evolucionarios. Especificamente, o [[[RMOEA foi
estudado fixando-se alguns operadores e examinando-se os outros que mais
influenciaram no processo de busca.

A avaliagao do [[JRMOEA foi realizada fixando-se a probabilidade dos
parametros genéticos p. = 1 e p,, = 0.001 e variando-se os parametros ny,, e
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Ngen Para cada caso de teste. Cada individuo foi codificado com ng;; = 10 bits
e para técnica de nicho empregou-se 7;]¢* = 8 rodadas de bissecgoes. Para
analise do [[[RMOEA, cinco tipos de resultados estao apresentados para cada
funcao teste: a) a convergéncia do algoritmo medida em ntimero de fronteiras
em relagao & nge,, para diversos valores de n,,,; b) a métrica TE em relagao
& Npop, para diversos valores de nge,; ¢) a métrica MB|I] em relac@o & ny,p,
para diversos valores de nye,,; d) a imagem do conjunto solugao Y7 em relagao
a fronteira computada Y}; e) o esfor¢o computacional por geragao, medido
em numero de calculo de fungoes objetivo, em relagdo & n,,,. Os itens (a-
d) foram apresentados separadamente por fungao teste e, o item (e) esta
apresentado no grafico da Figf4.36]

Considerando o niimero de calculos de fungoes objetivo, o esforco com-
putacional (Fig. no [I[JRMOEA possui custo fixo com namero de cal-
culos de funcao proporcional ao tamanho da populacao, sendo a constante
de proporcionalidade o niimero de subpavimentos originados da discretizacao
do espago das incertezas (Tab..
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Fig. 4.36: [[JRMOEA: Custo computacional por gera¢ao. Observa-se que nao foi
considerado o custo da funcao de restricao para a fungao ZDT2.
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[IRMOEA x SCH2

Para a funcao SCH2, utilizou-se n,,, = [10 : 10 : 100] e nge, = [10 : 10 : 50].
A Fig. apresenta a convergéncia do [[[RMOEA ao longo das geragoes.
Por se tratar de uma fungao com uma tnica variavel e de simples convergén-
cia, o numero de fronteiras diminuiu rapidamente ji nas primeiras geragoes,
mesmo para as populagoes com maior niimero de individuos. Se fosse dese-
jado, a convergéncia poderia ser desacelerada aumentando-se, por exemplo,
a probabilidade de mutacao p,,.
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Fig. 4.37: SCH - [IJRMOEA: Convergéncia das fronteiras. O nimero de fronteiras
decresce indicando que o algoritmo converge para sua primeira fronteira.

A Fig. apresenta a eficiéncia do [[[JRMOEA em encontrar o conjunto
robusto, medida em termos de TE. A métrica TE, utilizada com precisao
erg = 0.1, acusou 0% de erro, ou seja, todas as solucgoes foram classificadas
como pertencentes ao conjunto robusto X7. No entanto, para examinar com
mais detalhes a proximidade com o conjunto solugao contabilizou-se também
TE com erp = 0.01. A Fig. (grafico superior) apresenta que as po-
pulagoes maiores contém mais menores taxas de erro independentemente da
geracgao pesquisada. O gréfico inferior apresenta que o nimero de individuos
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iguais no conjunto solugao obedece uma tendéncia independente relacionada
ao tamanho da populacao.
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Fig. 4.38: SCH - [[JRMOEA: métrica TE. Em (a), a métrica TE utilizando erp =
0.01. Em (b), o nimero percentual de solugdes iguais dentro de X}.
Pelas informagoes de (a) e (b) pode-se estimar o nimero de solugoes
diferentes produzidas pelo [[[RMOEA.

A uniformidade do conjunto solugao foi medida pela métrica MBJ[I]; o
resultado encontra-se plotado na Fig. [4.39] A aproximacao do valor norma-
lizado MB(I],,orm ao valor zero indicou melhoria da uniformidade do espaga-
mento & medida que a populagao cresceu. Em outras palavras, percebeu-se
que populagoes maiores atingem os melhores indices MB[I],opm-

A imagem da fronteira robusta esta plotada na Fig.[4.40l Como esperado,
a simulacao com populagao maior supera em qualidade a outra simulagao.



4. Validagao Numérica dos Algoritmos para Otimizagao Robustos 182

1 T T T T T T T T
! ngen=llil
0.9 =
'II ......... ng\en=3|:|
0.8 — =1, =501
: it

CMB[I] . =3.7108
- Iax

| MB[I],__=0.0050613

P ey

10 20 30 40 50 a0 70 a0 an 100

f1
Pop

Fig. 4.39: SCH - [[JRMOEA: métrica MBII|. A partir de ny,, = 40, a métrica indica
ganho em uniformidade para todas as simulagoes.
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Fig. 4.40: SCH2 - [I]RMOEA: paralelo entre Y} e Y}. No graficos em detalhe,
é mostrada a proximidade e distribuicao das populagoes ao longo da
fronteira robusta.
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[IRMOEA x FON

Para a fungao FON, utilizou-se n,,, = [10 : 10 : 100] e nge, = [10 : 10 : 50].
A convergéncia do [[[RMOEA para a fungao é mais lenta que para a fungao
SCH2, como pode ser visto na Fig. £.41l Um dos fatores que retardaram
a convergéncia foi o aumento do ntimero de variaveis de busca. Na pro-
xima se¢ao, esse ponto ficara ainda mais claro com os testes realizados com
mais variaveis. Novamente, nota-se que o tamanho da populacao é um fator
determinante na convergéncia do algoritmo.
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Fig. 4.41: FON - [[JRMOEA: Convergéncia das fronteiras. O nimero de fronteiras
decresce mais lentamente que para a funcao SCH2.

A eficiéncia do algoritmo frente & fungao estd mostrada na Fig. ATE
foi utilizada com precisao de erg = 0.05. Observe que a métrica resultou em
valores relativamente altos para as populagoes menores (n,,, = 10); e valores
baixos a partir de n,,, = 50. No grafico inferior, a simulagao com n,,, = 10
apresentou uma evolucgao instavel do niimero de individuos duplicados. De
fato, as populagoes menores (pequenas amostras) sao mais sensiveis a agao
dos operadores evolucionarios.



4. Validagao Numérica dos Algoritmos para Otimizagao Robustos 184

Taxa de Errro (%)

Taxa de individuos
duplicados (%)

pop

Fig. 4.42: FON - [[JRMOEA: métrica TE. Em (a), a métrica TE utilizando erp =
0.05. Em (b), o percentual de solugbes iguais dentro de X*.

O resultado da avaliagdo da métrica MB|I| para a funcdo FON esta na
Fig. [4.43] A uniformidade no espago dos objetivos nesta funcao foi relativa-
mente dificil de ser obtida quando comparada as outras fungoes teste. Neste
caso, mesmo se a populacao estivesse uniformemente distribuida no espaco de
busca, ela se apresentaria mais concentrada no espaco dos objetivos. Essa ca-
racteristica da fungao FON é devida ao termo exponencial em sua expressao
formal. Novamente, as populagoes maiores atingem os melhores indices de
uniformidade.

Duas imagens robustas foram escolhidas para exemplificar a saida do
[IJRMOEA, veja-as na Fig. [1.44 A simula¢ao com populagao de 100 indivi-
duos apresenta todos os pontos na fronteira robusta e com distancia visual-
mente homogénea. Essa informacao estéd em concordancia com os graficos da

TE e MBII| apresentados anteriormente.
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Fig. 4.43: FON - [I]RMOEA: métrica MBJ[I|. A uniformidade e convergéncia mais
suave ocorreu para populagdes maiores.
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(a) FON (npop = 100; ngen = 50). (b) FON (npop = 60; ngen = 50).

Fig. 4.44: FON - [I]RMOEA: paralelo entre Y e Y}. Em (a), as fronteiras Y, se
Y confundem, devido & proximidade. Em (b), percebe-se a presenga de
alguns pontos fora da fronteira e sem espacamento uniforme.

[IRMOEA x ZDTI
Para a funcao ZDT1, utilizou-se ny,, = [10 : 10 : 100] e nge, = [10 : 10 : 100].
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A convergéncia do [[[RMOEA em termos de fronteiras é mostrada na
Fig. A partir geragao 13, todas as simulagdes convergiram para a
primeira fronteira. Uma vez que a populagao encontra-se na primeira fron-
teira, o processo de selecao e a técnica de nicho buscaram manter um nivel
aceitavel de diversidade. Esta questao é tratada na Fig. que mostra
nimero de individuos repetidos.
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Fig. 4.45: ZDT1 - [[JRMOEA: Convergéncia das fronteiras. As populagoes maiores
oferecem, inicialmente, mais diversidade em nimero de fronteiras. Nes-
tas simulagoes, a diversidade inicial das fronteiras néo foi suficiente para
impedir a convergéncia simultdnea para primeira fronteira na mesma
geragao.

A Fig. apresenta os resultados da métrica TE com precisao de erp =
0.01. A métrica apresentou, a partir de n,,, = 50, que o [[[RMOEA produz
conjuntos solugao com todos os elementos do conjunto na fronteira robusta.
Além disso, no grafico inferior, o nimero de individuos duplicados é mais
baixo que aqueles apresentados para outras funcoes teste. Isso ocorre pelo
motivo de ZDT1 conter fronteira convexa e continua, facilitando exploracao
de regioes robustas.
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Fig. 4.46: ZDT1 - [I]RMOEA: métrica TE. Acima, a TE indica alto nivel de con-
formidade para populacées maiores. Abaixo, o numero de individuos
iguais foi o mais baixo dos testes realizados.

O nivel de uniformidade de espagamento entre os elementos dos conjuntos
solugao esté apresentado na Fig. [£.47. Uma vez que as simulagoes mostradas
na Fig. apresentaram a convergéncia para primeira fronteira ocorreu
na 13* geracgao, decidiu-se por examinar como a uniformidade se modifica
para geragoes maiores que 20. Por isso, a métrica MBJ[I] foi utilizada para
geracgoes superiores a 20. Concluiu-se, que mesmo apo6s a convergéncia a
primeira fronteira, o algoritmo necessita de algumas geracoes para atingir
niveis aceitaveis de homogeneidade.

A Fig. mostra as fronteiras robustas obtidas para duas execucoes do
[[]RMOEA. Ha regides com melhor representatividade de solugbes que outras,
principalmente para o caso (a). No entanto, considerando a natureza estocés-
tica dos algoritmos evolucionarios e o baixo indice de duplicatas, avaliou-se
positivamente a qualidade de distribuigao das solugoes na fronteira robusta.
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Fig. 4.47: ZDT1 - [I]RMOEA: métrica MBJI|. A métrica indica que a melhoria da
uniformidade depende mais de 7., que de ngep.

(a) ZDT1 (npop = 30; ngen, = 60). (b) ZDT1 (npep = 70; ngen = 80).

Fig. 4.48: ZDT1 - [IIRMOEA: paralelo entre Y e Y. Ambos gréaficos confirmam
a eficiéncia em encontrar a fronteira de Pareto robusta e a qualidade de
distribuigao das solugoes sobre ela.

[IRMOEA x ZDT?2
Para a funcao ZDT2, utilizou-se 1., = [10 : 10 : 100] e nge, = [10 : 10 : 100].
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Alguns testes foram realizados até a 100* geragao. No entanto, em todas
as simulacoes a convergéncia para a primeira fronteira ocorreu antes da 20*
geragao. O Resultado da convergéncia é mostrado na Fig. .49, A funcao
ZDT2 é nao convexa e restrita. Observou-se que tratamento de restri¢oes
do [IJRMOEA néo influenciou em sua convergéncia das fronteiras porque é
feito independentemente de outros processos internos do algoritmo. Quanto a
nao convexidade, os testes nao foram conclusivos para compreender a relagao
com a convergéncia de fronteiras. Entretanto, comparando-se ZDT1 e ZDT?2,
ZDT?2 teve convergéncia mais lenta.
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Fig. 4.49: ZDT2 - [IJRMOEA: Convergéncia das fronteiras. A presenga de restri-
¢Oes nao interfere na convergéncia de fronteiras. Por outro lado, popula-
¢Oes maiores oferecem mais diversidade inicialmente e retardam, mesmo
que suavemente, a convergéncia do algoritmo.

A Fig. apresenta os resultados da métrica TE com precisao de erp =
0.01. A métrica apresentou melhor conformidade dos resultados para simu-
lagdo com nye, = 100. Isso significa que o [[[RMOEA produziu conjuntos
solucao completamente situados na fronteira robusta. No gréfico inferior,
o nimero de individuos duplicados manteve-se abaixo dos 40%. Resultado
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considerado normal frente ao testes ja apresentados.
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Fig. 4.50: ZDT2 - [IJRMOEA: métrica TE. Em (a), [[[RMOEA provou ser eficiente
para resolver o problema ZDT2. Em (b), o percentual de solugoes iguais
dentro de X¥ permanece com valor abaixo de 40%.

O resultado da métrica MBII| esta apresentado na Fig. [1.51] Observa-se
que em pelo menos duas simulagoes (npop, = 70; Ngep, = 60) € (npe = 90;
Ngen = 100) a métrica avaliou erroneamente a distribuicao dos pontos em X
melhor que em X. Essa falha ocorreu porque esses conjuntos X geraram um
ponto proximo a regiao nao viavel entre as partes descontinuas da fronteira
robusta, causando uma melhoria “falsa” de distribuicao dos pontos. Esse
ponto pode ser visto na Fig. [4.52]

Uma fungao de inclusao foi empregada para avaliar a viabilidade de pontos
solucao gerados, na inicializagao do algoritmo e apoés a troca de material
genético através do cruzamento. A Fig. mostra duas simulagoes onde
pode ser notado a auséncia de pontos na regiao da funcao de restrigao.
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Fig. 4.51: ZDT2 - |[I]RMOEA: métrica MBJI]. A métrica falha nos pontos abaixo
de MBI} ,,orm = 0, devido a presenca de falsa solugao robusta proxima a
regiao nao viavel.
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(a) ZDT2 (np0p = 100; ngen, = 100). (b) ZDT2 (npop = 70; ngen = 60).

Fig. 4.52: ZDT2 - [IJRMOA II: paralelo entre Y e Yi. Em (a), a imagem da
regiao nao viavel nao contém pontos. Em (b), a solugao isolada em Y
é, de fato, ineficiente.
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[IRMOEA x ZDT3

Para a funcao ZDT3, utilizou-se n,,, = [10 : 10 : 100] e nye, = [10 : 10 : 100].

A Fig. expoe trés curvas de convergéncia do [[[RMOEA. O decresci-
mento do nimero de fronteiras é esperado conforme ji visto nas simulacoes
anteriores. No entanto, a simulacao com n,,, = 60 individuos apresentou
um tracado interessante; em trés geracoes o numero de fronteiras cresceu.
Isto ocorreu quando o algoritmo encontra um ou mais pontos em uma regiao
robusta diferente. Na verdade, desde o inicio das geracoes o [[[RMOEA en-
contra novas regioes com robustez melhor que as anteriores. Entretanto,
pelo grafico apresentado s6 é possivel visualizar quando o nimero de fron-
teiras cresce. Apos encontrar uma nova regiao, o [[[RMOEA busca convergir
toda a populacao para a primeira fronteira.
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Fig. 4.53: ZDT3 - [I]RMOEA: Convergéncia das fronteiras. As geragdes onde ha
crescimento do niimero de fronteiras indicam descoberta de novas regioes

robustas.

A Fig. apresenta os resultados da métrica TE com precisao de erp =
0.01. Conforme anteriormente, a métrica comprovou que os melhores resulta-
dos ocorrem para populagoes maiores. A partir de n,,, = 50, o [[[RMOEA pro-
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duz conjuntos solu¢ao com grande parte de seus os elementos do conjunto na
fronteira robusta. O grafico inferior mostra que nimero de individuos iguais
no conjunto solucao é proximo daquele contabilizado para as demais fungoes
apresentadas da familia ZDT. Dentre todas as fung¢oes, ZDT3 foi considerada
a mais dificil de se encontrar o conjunto solucao robusto, talvez por causa da
continuidade de sua fronteira robusta ser interrompida em quatro regioes.
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Fig. 4.54: ZDT3 - [IJRMOEA: métrica TE. Em (a), a TE utilizando e = 0.01;

em (b), o percentual de solugoes iguais dentro de X7.

A uniformidade do conjunto solugao avaliada pela métrica MB[I| esta
apresentada na Fig. .55 A homogeneidade das solugdes robustas para a
funcao ZDT3 foram consideradas as piores de todas as fungoes teste investi-
gadas. No entanto, a figura mostra que indicadores equivalentes as demais
simulacoes foram obtidos para as populagoes maiores, neste caso 1,0, = 100.

Duas imagens robustas foram escolhidas para exemplificar a saida do
[IJRMOEA frente ZDT3, veja-as na Fig. [£.56] Ambas simulagoes contém
todos os individuos locados na fronteira robusta. Contudo, a distribuicao da
populagao com 80 individuos é visualmente mais uniforme que no outro caso.
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Fig. 4.55: ZDT3 - [IJRMOEA: métrica MBJI|. A métrica aponta dificuldade de se
obter uniformidade no conjunto solugao para npep—=20 € 1y, —60.
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(a) ZDT3 (npop = 50; ngen = 20). (b) ZDT3 (npop = 80; ngen = 100).

Fig. 4.56: ZDT3 - [IIRMOA II: paralelo entre Y} e Y}. Em (a), pode se notar
concentragoes de solugoes de forma nao homogénea, como no grafico em
detalhe. Em (b), a imagem robusta esta uniformizada.
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Consideragoes sobre o [[[RMOEA

Levando em conta os resultados obtidos pelas métricas TE e MB[I] ao longo
das simulagdes, considerou-se que o [[[RMOEA obteve sucesso em todos os
casos de teste. Entretanto, alguns pontos merecem ainda ser comentados.

Custo fixo. Uma grande vantagem em muitos algoritmos evolucionérios
¢ manter o esforco computacional ao longo das geracoes. Por exemplo,
considerando-se que o critério de parada seja por nimero maximo de ge-
racoes, assumindo-se que a populagao permanega com mesmo tamanho e os
demais processos evolucionarios seguirem um padrao, entao o custo computa-
cional total pode ser estimado anteriormente a execucao do algoritmo.

Critério de parada. O término do processo evolutivo foi estabelecido
pela escolha, a priori, de um valor maximo para o numero de geragoes. No
entanto, as figuras de convergéncia, como por exemplo Fig. e Fig.
mostram que a convergéncia & primeira fronteira ocorreu antes da vigésima
geragao, isso foi verificado para todas as simulagoes. Por isso, pelo menos dois
outros critérios de parada podem ser inseridos. O primeiro critério estaria
relacionado a convergéncia do algoritmo, ou seja, o [[[RMOEA poderia ser
finalizado ap6s um ntmero fixo de geracoes que o algoritmo permanecesse
com todos os individuos apenas na primeira fronteira. O segundo, seria um
critério complementar ao descrito anteriormente. A técnica de nicho seria
empregada para qualificar a distribuicao de pontos na fronteira. O nimero
de rodadas de bissecao seria aumentado em uma ou duas unidades, de forma
que mais nichos fossem definidos sobre a fronteira. Como o processo de
selecao busca distribuir os pontos para os nichos, espera-se um resultado
ainda mais homogéneo na fronteira de Pareto Robusta.

Convergéncia. A convergéncia para primeira fronteira é desejada. To-
davia, uma vez que a primeira fronteira é atingida por toda a populacao,
é necessario manter a diversidade diminuindo ao maximo o ntmero de du-
plicatas. Duas op¢oes podem ser facilmente implementadas. Inicialmente,
deve-se definir um indice de diversidade baseado, por exemplo, no nimero
de individuos iguais dentro da primeira fronteira. De acordo com o indice:
a) a probabilidade de mutagao poderia ser aumentada dinamicamente para
inserir diversidade, como por Soares [109]; ou b) o namero de rodadas de bis-
secao seria alterado de forma a proporcionar a criagao de mais nichos sobre
a fronteira, permitindo ao processo de selecao distribuir melhor a populacao.

Tratamento de restricoes. As restrigoes sao escritas em forma de fungoes
de inclusao, desta forma realiza-se a classificacdo de regides como vidveis
ou nao. As regides nao viaveis sao excluidas definitivamente e, as regioes
declaradas como viaveis suportam o [[[RMOEA na oferta de solugoes can-
didatas aleatorias, quando da criacao da populacao inicial ou para substituir
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uma solucao nao viavel fruto de uma operacao como o cruzamento ou mu-
tacao.

Computacao da robustez. Dada uma populacao de solucoes candidatas, o
pior caso da presenca de incertezas é computado ponto a ponto, empregando-
se uma fungao de inclusdo minima. O algoritmo da Tab[3.8 mostra como ¢é
simples o processo defini¢ao do valor robusto para os individuos da populagao.

O [IJRMOEA contém muitas vantagens, entre elas destacam-se: a) o
custo fixo por geracgao; b) a computacao da robustez utilizando-se de inter-
valos; ¢) a exclusdo de espagos nao viaveis definitivamente; e d) a técnica
de nicho simples, eficiente e flexivel. Dentre os trés algoritmos robustos,
o [IJRMOEA se apresenta como o mais promissor para tratar problemas
multidimensionais.

4.4 Testes Complementares

Os algoritmos [I[RMOA T e [I[JRMOA II que sdo puramente deterministicos
e suportados por intervalos, sao sensivelmente dependentes da dimensionali-
dade dos espacos de busca e de incerteza, espacos onde ocorrem as bissecgoes.
Por isso, a garantia de resolver o problema de otimizagao custa caro. Por
outro lado, sem a vantagem de garantir a convergéncia para o resultado cor-
reto, o0 método [[[RMOEA ¢é independente da dimensionalidade do espago
de busca, sendo a estrutura de dados de tamanho fixo geracao apos geracao.
Contudo, o [[JRMOEA ¢ dependente do espaco de incerteza, pois a com-
putacdo da interferéncia das incertezas ¢ similar ao [[JRMOA II. A quest@o
da dimensionalidade ¢ tratada nesta segao para o [[[RMOA II e [[][RMOEA.
Para o [[JRMOA I, apresenta-se como ele pode ser utilizado como ferramenta
de validacao.

4.4.1 [I[RMOA I como Ferramenta de Validagao

Como dito anteriormente, o [[[RMOA I é uma ferramenta para validacao de
outros métodos multi-objetivos robustos. Os proximos experimentos, retira-
dos de Soares et al [112], foram dedicados a mostrar como isso pode ser feito.
O primeiro passo é descobrir, para dado problema, os valores dos parametros
Elx] € Ex# que produzem um envelope minimo sobre a fronteira robusta. A
comprovagao que os envelopes estao corretos deve ser feita via comparacao
do conjunto solu¢ao encontrado a um conjunto solugao referéncia, conhecido
previamente para um dado valor de incerteza, por exemplo, p;. Esse também
é o momento de testar e tentar encontrar melhores fungoes de inclusao. As-
sumindo que o conjunto solucao do problema possa variar conforme o valor
do paradmetro de incerteza, entao o conjunto utilizado como referéncia para
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calibrar o [I[JRMOA I perderia a validade quando o valor de incerteza fosse
alterado para ps. Por outro lado, o processo do [[[RMOA I continua valido,
bastando apenas ser executado uma vez mais para o novo valor de incerteza.
Depois disso, o novo envelope pode ser utilizado para validar outros algorit-
mos.

As fungoes teste FON e ZDT3 foram as escolhidas para realizar os ex-
perimentos. Foram aproveitados alguns resultados das execucgoes realizadas
para descrever a Subsecao que refere aos testes do [[JRMOA 1. Veja na
Fig[d.57 as configuragoes que geraram os envelopes com qualidade satisfatoria
sobre a fronteira robusta. Para simplificar os experimentos, o parametro p
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(a) ZDT3 (g = 0.01,654 = 0.04). (b) FON’ (g = 02,654 = 0.05).

Fig. 4.57: Envelopes sobre ZTD3 e FON (fonte: resultados de testes realizados
para Subsegao [4.3.1)).

que define a posicao da fronteira robusta manteve-se constante, e um algo-
ritmo puramente evolucionério foi empregado como o método a ser validado
pelo [IJRMOA 1. Trata-se de um algoritmo genético multi-objetivo com ve-
tor das fungoes objetivo adaptado para lidar com problemas de otimizagao
robusta. Doravante esse algoritmo ¢ chamado de RMOGA (Robust Multi-
Objective Genetic Algorithm), e possui a seguinte configuragdo: a) codi-
ficagdo binaria; b) cruzamento com um ponto de corte; ¢) mutagao pela
mudanga de bits; d) sele¢ao pelo método da Roleta (desempenho individual
calculado por (3.37)); e) técnica de nicho NBJI| (veja Subsegao [3.6.2); e f)
elitismo utilizado no NSGA-IT [34]. A descrigao completa do algoritmo pode
ser encontrada em Soares et al. [I10]. Para esse método evolucionério, o
problema multi-objetivo robusto |3.9, considerando a filosofia do pior caso,
deve ser redefinido para funcionar segundo a estrutura estocastica, entao

i f(x,p' 412
min max f(x, p'), (4.12)
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sendo P’ um conjunto finito de amostras selecionadas aleatoriamente de P.
Considerando que a qualidade da amostragem aumenta com a quantidade
de elementos coletados, entao quanto maior o nimero de amostras mais o
algoritmo se aproxima da fronteira robusta correta. Todavia, esse aumento
da qualidade acarreta um indesejavel crescimento do tempo consumido no
processo de otimizagao. Assim, para tentar encontrar uma relagdo custo-
beneficio vantajosa a aplicacao do algoritmo estocéstico, o [[JRMOA I foi
empregado para validar um tamanho de amostra P’ tal que o algoritmo
estocastico gere a fronteira robusta correta.

Nos testes de validacao, os valores dos parametros do RMOGA foram
fixados em p. = 1, p,, = 0.0005, np,, = 50 e nge,, = 40. Dez diferentes
tamanhos de amostra de P’ foram testados, 5,10,...,50. Em cada teste o
RMOGA foi executado 10 vezes, sendo os resultados julgados mais interes-

santes apresentados na Figld.58 e na Fig[.59

+ 5samples
+ 20 samples
& 50 samples

g, 0.2 0.4 0.6 0.8 1

L

Fig. 4.58: ZDT3 (e = 0.02,ex% = 0.02) - Validagdo do RMOGA. As pequenas
amostragens produzem piores representagoes da fronteira de Pareto ro-
busta.

Observe que cada tamanho de amostra de P’ esté associado a uma fron-
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Fig. 4.59: FON (g5 = 0.01,ex4 = 0.04) - Validagdao do RMOGA. As pequenas
amostragens produzem piores representagoes da fronteira de Pareto ro-

teira de Pareto robusta.

Um dado tamanho de amostra foi considerado
aceitavel se a imagem de todo seu conjunto solucao ficou situada dentro

do envelope gerado pelo [[[RMOA 1. Na Fig e na Fig nota-se que
50 amostras foi tamanho minimo aceitavel.

50 elementos.

Em outras palavras, para o
RMOGA poder ser utilizado na resolugao dos problemas robustos ZDT3 e
FON ¢é necessario que a amostragem minima do espago de incertezas seja de

4.4.2 [I[RMOA II x Dimensionalidade do Espago de Busca

Para esse experimento, somente a versao robusta da funcao ZDT3 foi uti-
lizada. A precisao para computacao da interferéncia das incertezas foi de
ep] = 0.01. O espago de busca investigado foi formado por 3 e 4 varidveis,
sendo utilizada a precisao €[ = 0.04 para limitar as bissec¢oes no processo
de busca. O [IJRMOA II é um método garantido, entao os resultados sao

semelhantes aos apresentados na Subsecao [4.3.2], e por isso foram omitidos.



4. Validagao Numérica dos Algoritmos para Otimizagao Robustos 200

As simulagoes com nimero de varidveis acima de 4, para os mesmos valo-
res de gy e gp) citados acima, foram declaradas como “invidveis” para o
equipamento utilizado (CPU Core Duo 1.73GHz/1.73GHz; RAM 1024).

4.4.3 [I[RMOEA x Dimensionalidade do Espago de Busca

Para essa bateria de testes, somente a versao robusta da fungao ZDT3 foi
utilizada. O espaco de busca investigado foi formado por 5, 10, ..., 30 va-
riaveis, e o numero de integrantes da populacao variou irregularmente de 15
a 300 individuos, dependendo do caso. A precisao para computacao das in-
certezas foi e = 0.01. Foram utilizados dois critérios de parada: a) pelo
namero maximo de 200 geragoes; e b) pela estagnacao de toda a populagao
na primeira fronteira por 20 geragoes consecutivas. De fato, somente as po-
pulagées com n,,, < 100 convergiram pelo critério de parada (b). Trés testes
foram executados em cada caso. Os resultados julgados mais interessantes
estao apresentados a seguir.

A Figll.60] e Fig[f.61] exemplificam resultados das fronteiras de Pareto
robusta para os casos com 10 e 30 variaveis respectivamente. Observe que a
proximidade de Y} depende do tamanho da populagao. Analisando o caso
mais critico, ZDT3 com n=30 variaveis, considerou-se o resultado da simula-
¢ao do [[JRMOEA como satisfatorio e seu desempenho ficou comprovado nao
depender da dimensionalidade no espago de busca. A Tab[.61|resume alguns
dos resultados obtidos. A métrica TE foi calculada com precisao 0.01 para
cada variavel, ou seja erp = /21 ,0.012, sendo n o nimero de variaveis. Si-
milarmente, foram consideradas solu¢oes duplicatas aquelas cujo desvio por
variavel foi menor que 0.0001. De fato, se for aumentado a probabilidade de

Tab. 4.3: [IJRMOEA - Sumaério dos testes complementares.

n Ny TE (%) Duplicatas (%) MBI

5 100 1.00 67.0 0.0040
10 100 3.00 52.0 0.0079
15 100 22.0 60.0 0.0244
20 200 1.50 62.5 0.0044
25 250 2.00 26.0 0.0040
30 300 3.33 47.7 0.0050

mutagao p,,, nao haveria convergéncia por estagnacao na primeira fronteira.
Contudo, a busca poderia se tornar aleatéria. Confirmou-se, com esse pro-
blema teste, que a diversidade deve vir da amostra (populac¢do) e diminuir
gradualmente até um ponto de equilibrio, balanceado pela técnica de nicho.
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Fig. 4.60: ZDT3 (n=10 variaveis) x [I[|[RMOEA.

Registra-se que pontos na fronteira de Pareto robusta foram obtidos com po-
pulagoes menores. No entanto, quando isso ocorreu a populagao apresentou
indices maiores de duplicatas.

4.5 Consideracoes Finais

Vérios outros testes poderiam ser acrescentados neste capitulo de experimen-
tos. Por exemplo, em se tratando de algoritmos evolucionarios uma pratica
comum tem sido realizar numerosas simulagoes para verificar a contribuicao
de cada operador evolucionario. Examinando estas simulagoes, encontram-se
muitas vezes resultados nao conclusivos a respeito do desempenho de algorit-
mos, pois sao muitos parametros a testar e a relagao deles com os problemas
teste é certamente particular; cada caso é um caso. Optou-se aqui por con-
centrar a atengao nos pontos julgados como mais importantes. Os algoritmos
puramente intervalares possuem poucos parametros e portanto considerou-
se facil a tarefa de testar e demonstrar a dependéncia de desempenho e de
convergéncia com os parametros de precisao tanto no [[[RMOA I quanto no
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Fig. 4.61: ZDT3 (n=30 variaveis) x [I[|[RMOEA.

[I]RMOA II. Por outro lado, conforme dito anteriormente o [[[RMOEA tem
muitos parametros. Por isso nao foram investigados os diversos operadores
e métodos genéticos. Os experimentos cobriram, no entanto, a proximidade
da fronteira robusta encontrada com a fronteira robusta computada quando
observados o tamanho da populagao e o nimero de geragoes do processo
evolutivo. Os resultados numéricos obtidos foram considerados satisfatorios
para a aplicacao dos algoritmos desenvolvidos nesse estudo.

Como qualquer grupo de algoritmos de otimizacao, os algoritmos que
utilizam intervalos tém vantagens e desvantagens. Como pontos positivos
destacaram-se a garantia de convergéncia e da computacao segura da in-
certeza, o nimero reduzido de parametros para ajustar, e a simplicidade do
c6digo, entre outros. Como aspectos negativos, sobressaiu-se o custo com-
putacional pago por essas vantagens. De qualquer forma, classificou-se os
resultados obtidos como “encorajadores”, de modo especial para aqueles pro-
blemas robustos que nao dependem de resposta imediata. No entanto se héa
necessidade de considerar questoes de memoria e/ou velocidade de execugao,
entao é necessario alterar aspectos de precisao e/ou perder a garantia de com-
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putacao do pior caso de incerteza. Alternativamente, existem outras técnicas
a serem inseridas nos algoritmos para acelerar a busca como o uso de deriva-
das para intervalos ou de técnicas de propagacgao intervalar de restrigoes, por
exemplo. Acelerar o processo de busca é desejavel para qualquer método de
otimizacao. Portanto, trata-se de um toépico interessante e motivador para
continuar a pesquisa desenvolvida neste trabalho.



5. OTIMIZACAO ROBUSTA MULTI-OBJETIVO PARA
SINTONIA DE CONTROLADORES PID

A validagao dos algoritmos robustos propostos foi realizada considerando-
se fungoes objetivo analiticas cujo conjunto solug¢ao pudesse ser reconhecido
via analise da expressao formal que lhes definia. As funcoes teste robustas
abrangeram varios tipos de situa¢oes normalmente encontradas em situagoes
reais, como descontinuidade e nao convexidade da fronteira Pareto robusta.
Ainda na validacao, foi reforcada a necessidade de se criar fungoes de inclusao
monotonicas, convergentes e mais estreitas possivel. Estes quesitos foram
atendidos para funcoes teste, exceto para ZDT2 e ZDT3 que contém ocor-
réncias miltiplas de variaveis. Normalmente, o desenvolvimento de fungoes
de inclusao parte da expressao analitica que descreve o problema. Como
as fungoes teste continham apenas operadores matematicos elementares, a
funcao de inclusao natural foi suficiente para a finalidade de teste a que
foram propostas. Em problemas reais, a obtencao de func¢oes de inclusao
pode ser tarefa complicada. Assim, para verificar que a aplicacao dos algo-
ritmos desenvolvidos nesta tese é dependente da modelagem do sistema de
otimizacao pelas func¢oes de inclusao, decidiu-se tratar um problema real.

A escolha do problema e do estudo de caso especifico levou em conside-
ragao aspectos tais como: a) a abrangéncia da aplicacao na engenharia; b)
o interesse da comunidade cientifica na area; e ¢) a aplicabilidade de méto-
dos intervalares. Observando estes critérios, decidiu-se pela otimizacao de
processos controlados por PID (Proportional Integral Derivative). Nas prox-
imas se¢oes, uma formulagao geral para o problema robusto multi-objetivo
para sintonia de PID é apresentada; uma formulacao especifica para resolver
o estudo de caso proposto é descrita juntamente com os detalhes de res-
olugao pelos algoritmos [[[RMOA I, [[[RMOA II e [IJRMOEA. Antes das
formulagoes, é feita uma revisao sobre os controladores PID e critérios de
estabilidade.
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5.1 Revisao sobre o Controlador PID

Os controladores PID, sejam eles analdgicos ou digitais, sao encontrados em
diversas aplicacoes industriais como no controle de abastecimento e vazao de
liquidos, no controle de temperatura e pressao de caldeiras e no controle de
velocidade de motores, por exemplo. Astrom e Hugglund [5] justificam que
pela simplicidade de funcionamento e com o desempenho muitas vezes consi-
derado 6timo, o emprego de controladores PID na industria chegou a atingir
a cifra dos 95%, em se tratando de sistemas malha-fechada. A introducao de
controladores do tipo PID tem como finalidade gerir processos com eficicia e
precisao, tais que na auséncia do controlador exigiriam atencao continua de
um ou mais operadores para realizar a tarefa de controle.

No controlador PID, o ajuste da variavel de controle é feito de forma
automatica segundo as medidas obtidas na saida do processo z(t) comparadas
a um dado valor de referéncia r(t), ao longo do tempo ¢. A diferenga entre
os valores de r(t) e de z(t) é o sinal de erro e(t)

e(t) = r(t) — 2(t), (5.1)

que se deseja minimizar ou eliminar, estabilizando z(¢) no ponto mais proximo
de r(t). A agao de controle age no processo de forma proporcional, integral
e derivativa em relagao ao sinal de erro conforme a expressao

de(t)
dt -’

t
m(t) = Kye(t) + Ki/ e(t)dt + Ky (5.2)
0
sendo m(t) a saida do controlador, K, o ganho proporcional, K; o ganho de
integracao e Ky o ganho derivativo. Um esquema simples de um controlador
PID associado a um processo genérico ou uma planta esta apresentado na
Figh.1]

O vetor de parametros K = {K,,, K;, K;} do PID ¢ ajustado em funcao
da planta a ser controlada. A variavel a ser manipulada assume os valores
definidos pelo controlador, guiado por e(t). A tarefa de selecionar valores
apropriados para os ganhos K ¢é chamada de calibracao ou sintonia de PID.
Existem diferentes métodos para calibragao desses controladores, tais como:
a) manualmente (tentativa-erro); b) pelo método de Ziegler-Nichols [129]; e c)
pelo método Cohen-Coon [22]. Cada um desses métodos tem a sua aplicabil-
idade. Mais detalhes sobre sintonia de controladores podem ser encontrados
em Visioli [122], Wang e Cai [125], e Chidambaram e Sree [19)].

A acao dos ganhos K no controlador é linear, sendo o papel de cada
ganho no controle da planta bem definido. Em poucas palavras, o termo
K, acelera a resposta linear do sistema em direcao ao valor de referéncia
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Fig. 5.1: Diagrama de blocos de um sistema malha-fechada com PID.

desejado. A integral relacionada ao ganho K; computa a contribuicao do
erro acumulativo. Assim, o ganho K; age sobre o erro conhecido ao longo do
intervalo de integragao. O termo derivativo contabiliza a variagao do valor
do erro no tempo. Portanto, o ganho simbolizado por K, funciona como
um compensador para a taxa de desvio do valor de referéncia. Importante
salientar que existe uma relacao de dependéncia entre os ganhos; a alteracao
do valor de um, interfere no valor a ser ajustado nos outros.

5.2 Descri¢ao do Problema

A otimizacao de sistemas controladores PI, PD ou PID para uma planta
genérica, significa encontrar melhor conjunto de parametros K,, K; e K; que
minimizam algumas métricas/especificagoes de desempenho da resposta do
sistema. As especificacoes no dominio do tempo sao observéveis nos sistemas
em que a resposta temporal é estdvel. A Figl5.2| apresenta a identificacao
dessas métricas em um exemplo de resposta transitéria de um sistema malha-
fechada. O sobre-sinal mdzimo M, & o valor mais alto da resposta transitoéria
acima da referéncia. O tempo de subida t, registra a velocidade com que o
sistema responde a entrada, sendo portanto definido em intervalos de tempo
proporcionais ao valor da entrada. Ogata [91] apresenta como valores tipicos
para ts: a) de 10% a 90%, b) de 5% a 95% e ¢) de 0% a 100%. Para efeitos
deste trabalho foi a faixa (c) para t,. Similarmente, o tempo de pico t, &
medido como o tempo do inicio do processo até o valor de M,. O tempo
de acomodagao t, marca a estabilizagao da resposta do sistema numa faixa
de valor estéavel (tolerancia) proxima do valor de referéncia em que se deseja
que o sistema atinja. A tolerincia permitida é normalmente definida em
torno de £2% a +5%. Segundo Ogata [91], exceto em certas aplicagdes em
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Fig. 5.2: EspecificagOes para caracterizar a resposta transitoria de um sistema de
controle malha-fechada.

que nao se pode aceitar oscilagoes, ¢ desejavel que a resposta transitoria
seja suficientemente rapida e amortecida. Portanto, considerando Ogata e
as métricas da resposta transitoria listadas acima, é desejavel que o processo
de otimizag¢ao minimize M, s, t, e t,. Adicionalmente, foi escolhida uma
métrica baseada no actimulo do erro para contabilizar a medida da qualidade
da resposta do sistema. Optou-se pela métrica ISE (Integral Square-Error)
dada pela equagao

ISE — / (). (5.3)

As medidas de desempenho e qualidade descritas acima sao utilizadas
para formular o problema de otimizacao de sintonia de controladores PID.
No entanto, antes de descrever o problema, sao apresentados condigoes em
que a estabilidade é garantida.

5.2.1 Anaélise da Estabilidade do Sistema

A estabilidade é fundamental em sistemas de controle realimentados, devendo
portanto ser tratada como um pré-requesito para o projeto de sistemas de
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controle lineares. Por isso, decidiu-se por aplicar um método para verificar se
o sistema otimizado é estavel ou nao. Os detalhes do método sao apresentados
a seguir.

Critério de Routh-Hurwitz

Para o caso de controle estudado, escolheu-se o método RH (Routh-Hurwitz).
Em poucas palavras, usando apenas os coeficientes da equagao caracteristica,
o método RH é conclusivo sobre a existéncia ou nao de raizes positivas da
equagao polinomial caracteristica (denominador da fung¢ao de transferéncia
de malha-fechada), sem que haja necessidade de se resolver a equagao. O
método é apresentado considerando-se inicialmente a equacao caracteristica

8" + Q18"+ + a5+ ag, an #0, (5.4)

sendo os coeficientes grandezas reais. A partir de ((5.4]) constroi-se a TabJ5.1]
apresentada a seguir.

Tab. 5.1: Coeficientes RH.

n
S G, ap—2 Ap—4g
n—1
S ap—1 Ap-3 Gp—5
Sn_2 bl bg bg
sn3 c1 Co C3
Os coeficientes by, by, . .. sao calculados como
Ap—10p—2 — Apdp_3 Ap—10p—4 — ApQp_5
b1 - 5 b2 - gy T (55>
Ap—1 Gp—1
E os coeficientes ¢y, ¢y, ... por
o b1an—3 — baa, 1 B bian—5 — b3a, 1
C1 = , Co = s (56)
b1 bl

Pode-se concluir a partir do critério RH que o sistema ¢é estavel se todos
os termos da coluna iniciada por a, na Tabl5.1] forem positivos ou se todos
forem negativos. Esse critério foi definido para pontos reais. A seguir a
interpretacao do critério RH para intervalos.
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Polinémios de Kharitonov

O critério de RH pode ser estendido para tratar polinomios caracteristicos
cujos coeficientes sejam intervalos. No entanto, pode ser notado na Tab 5.1}
que existem multiplas ocorréncias de coeficientes conduzindo o critério a um
resultado muito conservativo. Uma alternativa para resolver o problema da
estabilidade nesse caso é a aplicacdo da técnica de Kharitonov [70]. Para
introduzir a descricao desta técnica, considere o seguinte polindémio caracte-
ristico intervalar

[an]8™ 4 [an_1]s" "1 4 -+ + [a1]s + [ag], O & [an], (5.7)

e os seguintes polindémios de Kharitonov

p1oc Gps" Fay, " b a, 08" T3S A Ty L (5.8)
I L S L S I e S N S (T L SN G X))
P30 ,S" A 8" G 0s" P a, 35" P 4a, 45" (5.10)
I e (I LU Y T L SIS GR B )

O sistema é declarado estével se p;, pa, p3 e py forem estaveis, segundo o
critério RH. Para sistemas de ordem n < 5, Anderson et al. 3] apresentam
as seguintes simplificagoes nos polindémios de Kharitonov

n=2 : estavel se az,a;,ag <0 ou as,ay,aqg >0 (5.12)
n=3 : estavel se p; for RH (5.13)
n=4 : estavel se p;,ps forem RH (5.14)
n=>5 : estavel se p1,po, p3 forem RH (5.15)

Muitos casos de sistemas de controle sao formulados como sistemas de
ordem até 5. Logo as simplificagoes de Anderson et al. representam ganho
“expressivo” na computacao de estabilidade das plantas.

5.2.2  Formulagao do Problema Multi-Objetivo Robusto para Sistemas de
Controle com Planta Intervalar

Em recente pesquisa sobre trabalhos que envolvam controle robusto de plan-
tas intervalares, observou-se o crescente interesse da comunidade cientifica
nesta linha de pesquisa, como por exemplo Dahleh et al. [25], Pujara e Roy
[96]; e Henrion e Bachelier [55]. No contexto acima, termo “controle robusto”
esta relacionado & manutencao da estabilidade do sistema caso haja altera-
¢oes nos valores dos parametros do sistema, dentro de uma regiao delimitada
por intervalos. O termo “robusto” no contexto de otimizagao definido nesta
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tese tem significado semelhante: encontrar o melhor conjunto de parametros
tais que, dentro de uma regiao garantidamente estavel, maximize o desem-
penho da resposta transitoria. A seguir, apresenta-se a descri¢ao sobre alguns
trabalhos que envolvem otimizacao de controladores em plantas intervalares.
Hsu e Yu [59] descreveram um sistema de otimizagdo mono-objetivo uti-
lizando o ISE como métrica a minimizar. Um algoritmo genético foi empre-
gado para realizar tal tarefa. Importante salientar que foi utilizada a filosofia
do pior caso para otimizacao robusta, com o critério RH funcionando como
funcao de restricao, sendo a incerteza considerada apenas nos parametros
da planta; os parametros do controlador foram considerados com valores
fixos. Lordelo et al. [T7] usaram plantas intervalares para localizar os polos
do sistema. Partindo da funcao de transferéncia da planta e do polinémio
intervalar caracteristico do sistema malha-fechada, os controladores inter-
valares foram obtidos via resolucao da equacao de Diofantina intervalar.
Esses controladores, no formato de intervalos, contém todas as possibilidades
de localizagao dos poélos. Na seqiiéncia, os controladores foram empregados
para caracterizar a regiao no plano que assegura o bom desempenho para o
caso malha-fechada. Entao, um método de otimizacao determinou os con-
troladores nao frageis, objetivo principal do trabalho. Takahashi et al. [119]
apresentaram um método para otimizar o sistema de controle PID de plantas
com incerteza nos parametros e ainda sujeita a distiurbio. A otimizacao de
desempenho do sistema foi formulada como problema multi-objetivo, cujos
critérios foram definidos empregando-se as normas Hy e H,, da matriz de
transferéncia dos disttrbios e da referéncia de entrada para o erro da saida
controlada. Os autores garantiram a estabilidade pela inspecao de politopo
construido a partir dos valores dos parametros com a respectiva tolerancia.
Dentre os estudos apresentados acima, a aplicacao proposta a seguir se
assemelha: a) ao trabalho de Hsu e Yu [59], no que se refere ao tratamento
do quesito estabilidade; b) ao artigo de Lordelo et al. [77], porque manipula
os controladores como intervalos; e ¢) ao estudo de Takahashi et al. [119]
quanto ao tipo de formulagdo multi-objetivo do problema. Assim, sendo o
vetor K os ganhos do sistema e o parametro p a presenca de incertezas, um
problema robusto multi-objetivo para sintonia de controladores PID de uma
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planta genérica de ordem n pode ser escrito como

I?Eu[lré] gé?lgﬁ f17f27f37f4

sujeito a : gy = critério RH;
g2 = max z(K, p, t) < desvio aceitavel de u(t), t = to;

g3 = singularidades Analise Intervalar;

g4 = outras singularidades. (5.16)
Sendo : fi=maxz(K,p,t), te€l0,o00];

fo = arg max (f1);

fs= min {t]2(K.p.t) =r(t)};

f1=1SE.

Normalmente o sobre-sinal méximo (f;) e o tempo de pico (f3) sao es-
pecificagoes conflitantes, ou seja, o decréscimo do sobre-sinal acarreta no
acréscimo do tempo de pico. O crescimento/decrescimento do tempo de
subida (f3) estd em conformidade com o crescimento/decrecimento de t,.
Porém, em algumas situacoes M, e t, podem nao existir, pois nem sempre
ha sobre-sinal. Com isso as métricas M, e t, podem resultar em quesitos
“ruins” a otimizar. Por outro lado, o indice ISE (f;) representa um quesito
seguro a otimizar. O ISE contabiliza o menor erro acumulado no periodo
transitorio. Em ([5.16]), a restricao g; esta relacionada a verificacao da esta-
bilidade via Routh-Hurwitz, Kharitonov e simplificagoes de Anderson et al.,
quando for o caso. A restricao go desqualifica as respostas “ruins” com erro
em estado estacionério, até o tempo t = t5. E, g3 certifica a aplicabilidade
dos métodos intervalares. Por exemplo, considere o intervalo [a,b], a € R e
beR. Sea<0eb>0,os calculos \/[a,b] e 1/[a,b] representam singulari-
dades, pois nao estao definidos para Anélise Intervalar que emprega sistemas
finitos, que ¢é o caso desta Tese. Finalmente, g4 trata outras singularidades.
Por exemplo, evita que a formulagao gere resultados impossiveis tais como
ts < 0.

5.3 Estudo de Caso

A formulagao proposta em ([5.16|) pode ser empregada em varios problemas de
controle via PID. Por isso é necessério estabelecer o escopo para o estudo de
caso abordado aqui. O caso considerado é simples. No entanto, a finalidade é
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detalhar o processo de otimizacao robusta. O leitor interessado pode estender
o procedimento para resolver sistemas cuja funcao de transferéncia tenha
ordem n < 4. A limitacao de ordem deve-se & necessidade da funcao de
inclusao da resposta do sistema ser analitica. Como a resposta transitoria
depende do calculo das raizes do polindbmio caracteristico, a solucao analitica
fechada fica restrita até equagoes de quarta ordem.

Para melhor descrigao do estudo de caso, esta se¢ao foi divida nas seguintes
partes: a) Caracterizagdo da Planta; b) Resposta Temporal do Sistema; c)
Formulagao do Problema Multi-Objetivo Robusto; d) Fungoes Objetivo; d)
Analise das Fungoes Objetivo e de Restri¢ao; e e) Experimento e Resultados.

5.3.1 Caracterizacao da Planta

No estudo de caso, foi considerado um sistema de controle linear, invariante
no tempo, sem atraso, sem distirbio de entrada e com controle analégico
proporcional-mais-derivativo para responder a uma entrada degrau unitario.
O sistema esta apresentado na Figl5.3] A fungao de transferéncia resultante

G(s)
R(s) | E(s) M(s) | | 2(s)
> > + : >
Kyt ks s(s + 1) |
| C(s) H(s) i
Fig. 5.3: Diagrama de blocos do estudo de caso.
G(s) para o caso da Fig[5.3|¢ dada por
H(s)C K K
G(s) (5)C(5) = p+ (Ka)s . (5.17)

T 1+ H()C(s) 24 (1+ Kg)s+ K,

5.3.2 Resposta Temporal do Sistema

Aplicando o degrau unitéario (r(t) = 0,t = 0; r(t) = 1,¢ > 0) e realizando
a transformada inversa de Laplace obtém-se a seguinte resposta do sistema
Z(Kp, Kd, t)

2(Kp, Kg,t) = 1—|—6_(1+2Kd)t (— Cosh(@t) + (_1—\75[(01) sinh(?t}) (5.18)
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sendo

a=(Kq+1)*—4K,. (5.19)

Considerando a incerteza p na precisao do controlador analdgico, os ga-
nhos K, e K; devem ser reescritos como K, £p e K; £ p. A agao dos
controladores K, e K, sobre a planta ¢ linear, no entanto o efeito aditivo da
incerteza p sobre K, e K4 nao ¢ trivial. Assim, considerando p, as formulacoes

em (5.18)) e (5.19) podem ser reescritas como

( » 7
2(Kyp, Ka,p,t) = 1 +6_#t <_ COsh(\/QEt)) T

1 P -1 K !
T <( +¢57 ~r) sinh(\/ft)> (5.20)

sendo

o = (Kg+p+1)°—4(K,+p). (5.21)

5.3.3 Formulagao do Problema Multi-Objetivo Robusto

Considerado a resposta temporal do sistema descrita por (5.20) e , 0
problema robusto multi-objetivo para o estudo de caso é definido como

min max
Kp,Kq€[0,15]  p€[-0.1,0.1] h for I3, fa

sujeito a: g = s + (1 + K4+ p)s + (K, + p) for RH;
go = max z (K,, K4,p,t) < 1.3, t=3s;

g3 =a' > 1;

_ Vol 1-(Kd+p) o
94—m>1,0¢@+1 (Kd-f—p)

Sendo : fi = max z(K,, K4,p,t), t€]0,00];

(5.22)

fo = arg tler[lofgé](fl)Q

fs= min {t|z(K,, Kq,p,t)=7r(t)}, r(t)=1;

te10,00]

1 = ISE.
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5.3.4 Funcgoes Objetivo

As funcoes objetivo f e f; referem-se ao sobre-sinal maximo M, e ao tempo
de pico t, da resposta do sistema z(K,, K4,p,t) descrita em . Para
funcoes continuas, a derivada tem valor nulo nos pontos de maximo e minimo
da funcao. Portanto, M, e t, ocorrem quando

dZ(Kpa Kd7p> t)
dt

resultando em

=0, (5.23)

1 1_(@+(Kd+p>)2>
ty = In 5 | 5.24
Va! (1-(\/&—(Kd+p)) | )
M, = 2(K,, Kq,p,ts) — 1. (5.25)

As dedugoes das equagoes (5.24) e (5.25)) foram realizadas no Apéndice

considerando um modelo sem o parametro de incerteza p e para valores fixos
de K, e K.

A funcao objetivo f3, que trata do tempo de subida t,, também é obtida
da resposta do sistema z(K,, K4, p,t). Considerando ¢, como o periodo para
o sistema atingir a referéncia (r(t) = 1), t, é formulado como

L —Va +1— (Ky+p)
Vo Vo +1— (K +p)

O desenvolvimento da equagdo para ts foi realizado no Apéndice [B] que
sem perda de generalidade, foram fixados K, e K4, e o parametro p foi
desconsiderado.

A funcao fy, referente ao indice ISE, é calculada a partir da equacao
integral . A resolugao da integral, feita no Apéndice produz como

resultado
2
1—(Kg+p)
(1 + e )

Vo —1-(Ka+p)

2
2<1 B (1—(K5l+p)> ) (1 B 1_(K5/+p))2
- - - . (5.27)
1 (Katp) o —1-(Ki+p)

Os algoritmos para otimizagao robusta propostos nesta tese utilizam-se de
funcoes de inclusao intervalares para o calculo do desempenho das solucoes

ty = (5.26)

ISE =




5. Otimizagao Robusta Multi-Objetivo para Sintonia de Controladores PID 215

candidatas. As funcgoes de inclusao criadas para as fungoes objetivo do es-
tudo de caso foram classificadas como func¢oes de inclusao naturais, ou seja,
foram obtidas pela substituicao da variavel real pela sua correspondente va-
riavel intervalar. Como as fungoes objetivo descritas pelas equacoes
contém apenas operadores mateméticos elementares, pode-se afirmar
que elas sao convergentes e monotonicas. No entanto, a caracteristica de
ser minima e mais estreita possivel depende do niimero de ocorréncias das
varidveis internas e do tipo de operacao em que essas ocorréncias miltiplas
estao envolvidas. Esse fato justifica as simplificacoes realizadas nos apéndices
deste texto. Acredita-se que outras simplificacoes ainda sao possiveis. Desta
forma, decidiu-se por nao afirmar que as func¢oes de inclusao deduzidas sao
estreitas. Contudo, elas atendem a finalidade de suporte a otimizacao pelos
algoritmos propostos.

5.3.5 Analise das Func¢oes Objetivo e de Restricao

O tratamento das restrigoes da formulacao é similar aquele procedi-
mento apresentado na Subse¢do [3.5.1] No tratamento de restriges deste
estudo de caso, os testes de inclusao classificam todo o espago de busca em
“vidavel” e “de fronteira”, segundo dada precisao. Nenhum espaco foi classifi-
cado como “nao viavel” porque nao foram adotadas funcoes de restrigao que
garantissem a instabilidade. A Fig[5.4] apresenta o espago viavel do estudo
de caso que sera objeto da tarefa de otimizacao.

Neste ponto, torna-se importante esclarecer como as fungoes de inclusao
interpretam a resposta do sistema. Isso é feito através do exemplo que se
segue. Considere a caixa viavel [K]o formada por [K,|+[p] = [9.3749, 10.3126]
e [Kq4] + [p] = [5.6249,6.5626]. A Fig[.5| apresenta o envelope criado a par-
tir da fun¢do de inclusdo natural [2]([K,], [Kd],[p],t) de (5.20). A figura
também mostra a resposta no ponto central desta caixa, ou seja, o ponto
c([Klo) = {9.8438,6.0938}. Os resultados das fungoes de inclusdo refe-
rentes as equacoes para o exemplo acima descrito estao mostra-
dos na Tab[5.2, Observe que as fungoes de inclusao para M, e ISE geram

Tab. 5.2: Analise das fungdes objetivo de inclusao em [K]o e c([K]o).

M, ty (s) ts (s) ISE
Klo  [644.5,2210.1] [0.178,3.495] [0.104,2.447] [-2.888,5.033]
c([K]o) 1.0397 0.7737 0.4682 0.3106

resultados nao estreitos e até mesmo irreais, como por exemplo, o sobre-
sinal nao poderia ser negativo. No entanto, considerando a filosofia do pior
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15 T
10
b=
i
B S|
0 il
8] 5 10 15
Ep

Fig. 5.4: Espago de busca ap6s o tratamento de restrigoes. A regido em cinza escuro
representa o espago vidvel; em cinza claro, os intervalos que nao puderam
ser classificados como viaveis e nem como nao viaveis. A figura foi obtida
empregando-se o algoritmo SIVIA para interpretar o resultado
dos testes de inclusdo das fungoes de restricao. Detalhes: parametro de
precisao € = 0.1; 590 caixas viaveis.

caso, o que conta para efeitos de avaliagdo de robustez sao os limites su-
periores. Para analisar a convergéncia e monotonicidade das fungoes de in-
clusao, considere as caixas [K]; = [9.5749, 10.1126] x [5.8249, 6.3626] e [K]2 =
[9.7749,9.9126] x [6.0249, 6.1626] com as caracteristicas K] C [K]1 C [K]o
e ¢([KJ2) = ¢([K]1) = ¢([KJo). A Tab]5.3] mostra os resultados. Por outro
lado, a Figl5.6) mostra a convergéncia e monotonicidade da resposta do sis-
tema.

A medida em que as bissec¢oes vao sendo realizadas sobre as solugoes
candidatas, as funcoes de inclusao vao aumentando sua precisao auxiliando
os algoritmos a aproximarem-se do ponto que eles realmente devem represen-
tar. No entanto, as bissec¢oes geram um custo computacional que se eleva
exponencialmente com as dimensoes do problema e com a precisao desejada.
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Fig. 5.5: Envelope sobre z(K,, K4,p,t). A fungdo de inclusao [z]([K,], [K4l, [p],t)
engloba todas as possiveis respostas contidas nos intervalos especificados.

Tab. 5.3: Analise das fungdes objetivo de inclus@o em [K]; e ¢([K]1).

M, ty (s) ts (s) ISE
K]o  [644.5,2210.1] [0.178,3.495] [0.104,2.447] [-2.888,5.033)|
K],  [1.627,6.718] [0.394,1.536] [0.233,0.975] [-0.643,1.432]
K, 0.920,1.231]  [0.658,0.911] [0.395,0.556] [0.108,0.520|
c([Ko) 1.0397 0.7737 0.4682 0.3106

5.3.6 Experimento e Resultados

O experimento consistiu em utilizar os algoritmos [[[RMOA I, [[[RMOA II e
[[]RMOEA, validados no Capitulo 4, para resolver o problema robusto multi-
objetivo descrito em . Como trata-se de um problema com quatro ob-
jetivos a visualizagao gréfica ficou restrita para trés objetivos simultaneos.
Os resultados da otimizacao de foram divididos em quatro grupos:
a) envelopes sobre a fronteira robusta; b) conjuntos solucao; c) fronteiras
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Fig. 5.6: Conjunto de envelopes sobre z(Kj, K4,p,t). Note as propriedades de
convergéncia e monotonicidade da funcao de incluséao.

robustas; e d) andlise de algumas solugoes na resposta do sistema de con-
trole. Em (a), os resultados no espago dos objetivos dos trés algoritmos sao
confrontados, mas o foco esta nos envelopes. Em (b), os conjuntos solugao
encontrados via os algoritmos [[[RMOA II e [[[RMOEA sao apresentados.
Em (c), as fronteiras robustas do [[[RMOA II e do [[[RMOEA sao tragadas
e comparadas. E em (d), algumas solugdes resultantes de [[J[RMOA II e
de [IJRMOEA sao utilizadas como respostas para a sintonia do sistema de
controle.

Para as execucoes, conforme apresentado na formulacao , foram em-
pregados K, = [0,15], Ky = [0,15] e P = [—0.1,0.1]. Além destes parame-
tros, foram configurados os seguintes parametros especificos: a) exx = 0.25 e
€] = 0.05 para o [[JRMOA I; b) epg = 0.05 e £[p] = 0.025 para o [[[JRMOA II;
e c) pe =1, pm = 0.0005, 1y, = 100, Ngen = 60, Ny = 15, gp) = 0.025 e
rpe® = 8 para o [[[RMOEA. No experimento que investiga os envelopes,
também foram utilizados e, = 0.005 e gp) = 0.001 para o [[[RMOA II e o
[[[RMOEA.
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Envelopes sobre a Fronteira Robusta

A visualizacao de envelopes 3D nao é clara, por isso optou-se por apenas
marcar as regioes de K~ e K pelos pontos que definem cada regiao e con-
trastar com as fronteiras robustas dos outros algoritmos. Os resultados estao
apresentados nos graficos que se seguem.

;

/
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(c) ty x M, x ISE. (d) t, x M, x ISE.

Fig. 5.7: Estudo de Caso PD - [[JRMOA I x [[JRMOEA. O envelope definido por
K~ e KT reprovou as imagens robustas geradas pelo [[[RMOEA quando
foram utilizados e, = 0.005 e g = 0.025.

A Fig[5.7 mostra a dependéncia da fronteira robusta com relagao a pre-
cisao €fp] do parametro de incerteza p. Portanto, uma ou mais fungoes de
inclusdo dos objetivos ndo sdo minimas (reveja Segao [2.3.8) para mais infor-
magoes sobre fungdes de inclusdo minimas). Dentre as quatro sub-figuras,
o envelope exibido no grafico (b) envolveu tanto o resultado obtido com
ep) = 0.001, quanto gp) = 0.005. Isto sugere que M), tnica fun¢ao nao
plotada em (b), é fun¢do objetivo menos estreita. A confirmagao desta in-
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formacao pode ser verificada resolvendo-se o problema formulado em
com menor nimero de objetivos.

Similarmente a figura anterior, a Fig[5.§ compara os envelopes com o
conjunto solugao gerado no [[JRMOA II.

0.22

+  IRMOAI(K)
o RMOAIE"Y
IRMOA T

\\af/ W
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(c) ts x M, x ISE. (d) t, x M, x ISE.

Fig. 5.8: Estudo de Caso PD - [[[RMOA I x [I[]JRMOA II. O envelope definido por
K~ e K* mostrou conformidade do conjunto Pareto robusto gerado pelo
[[IRMOA II' quando foi empregado epp; = 0.001. As fronteiras robustas
para os demais valores de e[ foram reprovadas.

A Fig[5.§ apresentou resultados semelhantes aqueles exibidos na Figl5.7]
Essa convergéncia de resultados, para esse estudo de caso, prova que: a)
as fungoes objetivo, e conseqiientemente a fronteira de Pareto robusta, sao
dependentes de €p); e b) o [[[RMOA I cumpriu o papel de ferramenta de
verificagao, reprovando as execugoes com €[p inadequado.
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Espaco de Busca

Os conjuntos solucao do problema robusto multi-objetivo em determi-
nados pelos métodos [IJRMOA II e [IJRMOEA encontram-se na Figl5.9 e
na Fig. respectivamente. Ao todo, foram geradas 181 (efp) = 0.025), 168
(ep) = 0.005 e gpp) = 0.001) solugdes pelo [IJRMOA II. E, 100 solugoes para
o [IJRMOEA, sendo esse namero igual ao tamanho da populagao utilizada.
Os resultados na Fig/5.9 e na Fig[5.10] sugerem que o ganho K, 6timo tem
valor 15 e que K,y 6timo se situa dentro do intervalo [9.5,13.5]. Registra-se
que o [IJRMOA II encontrou o mesmo conjunto solu¢ao para e = 0.005 e
gp) = 0.001.
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Fig. 5.9: Conjuntos solugdao do [[JRMOA II para o Estudo de Caso PD. A
regularidade e proximidade da distribuicdo no conjunto solucdo do
[[[RMOA II impede a visualizagdo da distribuigdo das solugoes. No
entanto, é possivel verificar que a precisao e[, = 0.05 foi atendida para a
maioria das solugoes.

Nota-se que apenas alguns elementos do conjunto solugao [[[RMOA IT que
estao isolados a esquerda, nao satisfizeram a precisao ey = 0.05 definida
como parametro no método. Nao se trata de erro no método ou perda de
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garantia. Por causa da estratégia pessimista adotada, uma regiao no espago
de busca s6 pode ser eliminada quando houver certeza que ela nao contém
solugao robusta. Assim, os intervalos que contém as citadas solugoes isoladas
ainda sao candidatos a proverem solucoes robustas. Em uma suposta pro-
xima rodada de bissecgoes, o pessimismo é diminuido e as solugoes isoladas
tendem a desaparecer, deixando a fronteira gerada pelo [[[RMOA II com a
distribuicao ainda mais homogénea.

Pela Fig[5.10] nota-se que a dispersdo do conjunto solugdo aumenta a
medida que efp] diminui. Dentre as possiveis causas, cita-se que o aumento
da precisao na computacao das fungoes objetivos de inclusao permitiu que
solugoes proximas a regiao 6tima apresentarem desempenho equivalente.
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Fig. 5.10: Conjuntos solucao do [[[RMOEA para o Estudo de Caso PD. Note que
o namero de solugoes com K = 15 diminui com o decréscimo de ep).

Observa-se que os conjuntos solugao apresentados na Fig[5.9 e na Fig[5.10]
convergiram para a regiao 6tima independente do valor de €. Por outro
lado, a imagem robusta desses conjuntos solucao ocupou regioes diferentes no
espago dos objetivos (veja a Fig ea Fig. Essa informagao é tutil, pois
permite reduzir o custo da computacao das fungoes de inclusao com emprego
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de €[p] Maiores.

Comparacoes entre Fronteiras Robustas

Para um dado valor para epp), os métodos [IJRMOA II e [IJRMOEA pro-
duziram fronteiras de Pareto robustas em regioes “préximas” no espago dos
objetivos, como pode ser observado na Fig[5.11] Como os métodos funcionam
utilizando-se de processos de busca diferentes, essa coeréncia de resultados
comprova a equivaléncia entre os métodos para resolver o problema robusto
e que os conjuntos solucao gerados situam-se realmente na regiao 6tima.
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Fig. 5.11: Comparagoes entre as fronteiras robustas do [[JRMOA II e do
[[]RMOEA. Observa-se que os métodos produzem fronteiras equivalentes
para os mesmos valores de £[).

A Fig apresenta distribuicao do conjunto solu¢ao mais homogénea em
[IJRMOA II que em [I[RMOEA. Por outro lado, a aproximacao da fronteira
robusta é melhor no [[[RMOEA, como pode ser visto na Fig[5.9)e na Fig[5.10
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Sintonia Otima

Conforme a filosofia a posteriori (Subsecao empregada, durante o
processo de otimizacao nenhuma preferéncia foi atribuida as func¢oes obje-
tivo. Portanto, o problema de otimizagao multi-objetivo proposto em (}5.22))
nao pode ser considerado como concluido com a apresentacao dos conjuntos
solucao e de suas respectivas fronteiras de Pareto robusta nesta se¢ao. Para
finalizar é necessario realizar a tomada de decisao, ou seja, definir a solu¢ao
robusta de projeto K** = K;*,KC’;*} que sintoniza otimamente o contro-
lador. Dois K** foram escolhidos: um do conjunto solugao do [I[J[RMOA II e
outro do [IJRMOEA. O critério adotado para a tomada de decisao foi a mi-
nima soma das fun¢oes objetivos normalizados. Assim, denotando o conjunto
de solugoes robustas por K* e por f*(K*, p) o méaximo valor de desempenho
da fungao objetivo f; segundo K*, K** é formulado como

ny
o . (K", p) — fi(k*, p)
K™ = arg nin 3 s (K p) , pepP, (5.28)

1=

sendo f(K*,p) > 0 garantido em ([5.24)-(5.27). Assim, considerando a
precisao ) = 0.001, a solugao robusta selecionada pelo [IJRMOA II foi

K;* = 14.9854 e Kj* = 9.6240, e para o [[[RMOEA foi K;* = 15.0000
e K = 9.6088. As respostas do sistema estao mostradas nas figuras que
se seguem. De acordo com as métricas de desempenho do sistema de con-

2 (e, P[Pl
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(a) E[p] =0.2. (b) 5[p] = 0.001.

Fig. 5.12: Resposta do sistema para sintonia 6tima segundo o [[[RMOA II. Em
cada grafico, a resposta robusta é curva superior. A esquerda, a in-
certeza é computada com um tnico calculo, [p] = [~0.1,0.1]; A direita,
o parametro de incertezas é subdividido em subpavimentos com precisao
gp] = 0.001. O envelope com e[ = 0.001 é mais preciso.
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trole formuladas em (5.24)-(5.27)), a solugio do [[[RMOA I (K* = 14.9854,
K3* = 9.6240) resultou em ¢, = 0.3411, t, = 0.5730, M, = 0.0305 ¢ ISE =
0.2031, e o [IJRMOEA (K;* = 15.0000, Kj* = 9.6088) em t, = 0.3409,
t, = 0.5728, M, = 0.0307 e ISE = 0.2034. Considerando a precisao de
cada método, pode-se afirmar que os algoritmos convergiram para a mesma
solucao robusta, e por isso nao foi necessario apresentar a resposta tempo-
ral [[[RMOEA. Observe na Figl5.12] que a sintonia robusta 6tima realmente
produziu uma resposta eficiente ao sistema: estével, rapida, com sobre-sinal
quase nulo e com resposta em regime permanente dentro da tolerancia e, o
mais importante, considerando as incertezas da formulagao.

5.4 Consideracoes Finais

A resolucao de um problema de engenharia pelos algoritmos propostos repre-
senta um papel importante nesta tese: verificar como os problemas reais sao
tratados e resolvidos pelos algoritmos [[[RMOA I, [[JRMOA II e [I][RMOEA.
Para atingir essa finalidade, decidiu-se por detalhar o processo de otimizacao,
conforme listado a seguir. O procedimento de otimizagao foi inicializado com
a contextualizagao do problema, destacando-se algumas abordagens interes-
santes encontradas em trabalhos cientificos da area. Em seguida, foram apre-
sentadas as métricas a serem otimizadas, as restrigoes a serem respeitadas e
como pode ser inserido o parametro de incerteza. Como resultado, foi de-
senvovida uma formulagao robusta multi-objetivo que atendesse a diversos
problemas de sintonia de controladores PID. Um estudo de caso, foi escolhido
e as equagoes especificas para as fungoes objetivo de restricao foram desen-
volvidas. O comportamento das fungoes de inclusao tanto aquelas relativas
aos objetivos quanto as demais enderecadas as restri¢oes foi discutido. Fi-
nalmente os algoritmos intervalares foram aplicados e os resultados obtidos
foram confrontados, comprovando o desempenho de cada um dos métodos.
A seguir as observagoes sobre os fatos mais importantes ocorridos durante o
processo.

A resposta temporal de um sistema de controle genérico, conforme ilus-
trado na Fig/5.1| pode ser obtida facilmente utilizando-se de fungoes com-
putacionais ja implementadas em ferramentas computacionais comerciais,
tais como a fungao “step” do Matlab. Como estas fungoes utilizam-se de
métodos numéricos para tratar a resposta temporal, elas nao podem ser uti-
lizadas pelos algoritmos intervalares propostos, pois usualmente os métodos
numeéricos acarretam na perda de garantia de convergéncia e monotonicidade
das func¢oes de inclusao. Como exemplo, reveja novamente as caracteristi-
cas de convergéncia e monotonicidade na Figl5.6] da resposta temporal do
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sistema. No entanto, a resposta temporal no formato de funcao de inclusao
ainda nao atendeu as necessidades de interpretacao do problema de otimi-
zacdo. Por exemplo, considere a resposta temporal [z]([K]o,?) apresentada
na Figpp.5] O sobre-sinal méximo relativo a todos os vetores contidos em
[K]o poderia ser interpretado como a maxima amplitude mostrada na figura.
Mesmo que essa interpretagao nao correspondesse a realidade, ela ainda pode-
ria ser aceita como uma definigao do projetista. O problema de obtencao das
métricas via analise gréafica se tornaria mais dificil para determinar o “menor”
sobre-sinal maximo de todos os vetores contidos em [KJg. Se o sobre-sinal
maximo é uma métrica intervalar logo, ele deve ser definido por limites in-
ferior e superior. Assim, os métodos intervalares também tém dificuldades
em utilizar fungoes objetivos baseadas em valores medidos do sistema de oti-
mizagao. Os métodos intervalares sao mais facilmente aplicdveis quando a
solucao analitica das fungoes objetivo e de restricao forem disponiveis. Por
isso, a resolucao do problema de sintonia de controladores PID pelo procedi-
mento descrito se limita a casos cuja equagao polinomial caracteristica seja
de até quarto grau. A limitacao deve-se ao fato da necessidade de se encon-
trar as raizes da equagao caracteristica pelo método analitico, que por sua
vez é valido até a quarta ordem.

As restrigoes foram projetadas conforme as particularidades dos métodos
intervalares e das métricas, e também para atender os requisitos de desem-
penho associados a planta. Uma grande vantagem dos métodos intervalares
em relagao a diversos outros métodos € o tratamento de restrigoes. As regioes
nao viaveis sao excluidas permanentemente apos a reprovacgao por alguma
funcao de inclusao de restri¢cao. Isso é sempre verdade quando as fungoes de
restricao sao conclusivas, o que nao ocorreu na aplicacao escolhida. O critério
RH é um exemplo. Os intervalos eram testados quando a estabilidade. Os
intervalos aprovados pelo critério eram selecionados; os demais eram conti-
nuamente bisseccionados, testados novamente pelo critério e reclassificados,
até uma dada precisao. Uma fungao de inclusao mais eficiente para esse pro-
blema mediria a “instabilidade”. Assim, as solugoes consideradas instaveis
poderiam ser eliminadas mais eficientemente.

Os algoritmos [[[RMOA I, [[JRMOA II e [[JRMOEA foram considera-
dos aprovados para resolver a aplicagao proposta, pois mostraram-se eficazes
tanto para formar um envelope ([[[RMOA I) sobre a fronteira robusta quanto
para elencar varios pontos dessa fronteira ([IJRMOA II e [[[RMOEA).



6. CONCLUSOES E TRABALHOS FUTUROS

A motivagao principal desse trabalho foi resolver problemas de otimizacao em
situagoes onde pode-se constatar a presenca de incertezas. Decidiu-se por de-
senvolver métodos de busca que acoplassem as disciplinas Analise Intervalar,
Otimizacao Robusta Multi-Objetivo e Algoritmos Evolucionarios. Em sepa-
rado, cada um dos topicos acima representa uma grande area de pesquisa; a
uniao deles certamente resulta em um amplo tema multidisciplinar. Por isso,
fugiu completamente do escopo desta tese (Segao a tentativa de esgotar
qualquer um destes assuntos. Pelo contrario, a contribuicao principal desta
tese foi pontual: discutir otimizacao robusta multi-objetivo e introduzir fer-
ramentas para resolvé-la cuja estrutura se baseia em métodos intervalares e
evolucionarios. Para finalizar esse estudo, nas secoes que se seguem foram
apresentadas as principais conclusoes percebidas no decorrer da tese e alguns
topicos a serem cobertos em trabalhos futuros.

6.1 Conclusoes

A escolha de estudar e propor algoritmos para tratar a filosofia de otimiza-
¢ao robusta que considera o pior caso esta ligada a decisao de se trabalhar
com Anélise Intervalar; a computacao completa das incertezas é feita na-
turalmente nos métodos intervalares. Tratando as incertezas do sistema de
otimizacao como um parametro separado, a computacao pode ficar mais in-
tuitiva. Se o parametro de incerteza aparece apenas uma vez na expressao
da funcao objetivo robusta, com apenas uma avaliacao da funcao objetivo
pode-se computar toda incerteza com o minimo de pessimismo (veja Sub-
se¢ao [3.5.1). Quando hé multiplas ocorréncias do parametro de incerteza,
entao € necessaria a criagao de subpavimentos no espago das incertezas para
avaliar mais precisamente o desempenho robusto de dada solugao. Vale a
pena registrar que existem vantagens e desvantagens de se considerar o pior
caso. Por exemplo, em otimizacao de dimensionamento de dispositivos a
imagem de uma solucao robusta pode, freqiientemente, ser um ponto fora do
espago dos objetivos. Em outras palavras, uma dada imagem robusta pode
estar relacionada a pontos nao pertencentes ao espaco de busca definido na
formulagao do problema. A situagao piora com o aumento da ordem do es-
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paco de busca. Por outro lado, situagoes onde nao se pode correr risco, o
pior caso deve ser a filosofia adotada para a otimizacao robusta.

O problema de otimizagao robusta é mais complexo que a otimizacao
tradicional, pois considerando que as fungoes objetivo foram definidas como
f(x,p) : R™ x R — R™, x € R™ e p € R", nota-se que a ordem do
problema cresce com o fator n, x n,. Se o sistema de otimizagao robusta
envolver apenas fungoes objetivos convexas, a resolugao é simples, réapida e
precisa através da aplica¢ao de métodos dirigidos por derivadas [13] (pg.13).
No entanto, na fase de planejamento da tese, foi decido desenvolver méto-
dos para otimizacao robusta que fossem independentes de particularidades
das fungoes objetivo e de restri¢oes, como por exemplo nao convexidade e
descontinuidade da fronteira robusta.

Os métodos propostos para otimizagao robusta multi-objetivo [[JRMOA T,
[[IRMOA II e [I]JRMOEA apresentam, nesta ordem, a evolu¢ao temporal da
criacao dos algoritmos nessa tese. Cada um desses algoritmos teve sua con-
tribuicdo. Primeiramente, a compreensao de diversos aspectos da fronteira
de Pareto robusta partiu dos resultados do [[][RMOA I, através da construgao
de envelopes sobre a fronteira robusta. Uma vez que o [[[RMOA T é calibrado
para dado valor de P, o método esta preparado para gerar outro envelope
em um cendrio robusto diferente de P. Por outro lado, o [[[RMOA II busca
as solugoes robustas a partir de uma caixa contendo toda a regiao do espago
das variaveis. A regiao inviavel é eliminada pelas func¢oes de restri¢ao, es-
critas também sob a forma intervalar. Utilizando uma filosofia pessimista, as
regioes viaveis somente sao descartadas quando puder ser provado que aquela
regido nao contém solugdes robustas. Assim, o ponto forte do [[JRMOA II &
a garantia de armazenar toda a fronteira Pareto robusta, segundo dada
precisao, dentro dos intervalos nao excluidos. Tanto [[JRMOA I quanto
[[JRMOA II sofrem com o aumento das dimensoes no espago de busca e de
incerteza, porque sao nesses espacos que sao feitas as bissec¢oes. Diferen-
temente, no [[[JRMOEA a busca é probabilistica e a influéncia das dimen-
soes nao causa aumento consideravel no custo computacional. No entanto,
o [IJRMOEA néo garante encontrar solugoes robustas. A contribuigao dos
métodos intervalares se restringe a computagao da acao das incertezas so-
bre a formulacao e durante a aplicacao da técnica de nichos NBJI|. Dentre
outros aspectos, uma caracteristica verificada nos algoritmos [[[RMOA I e
[[]RMOA II, e comum nos métodos puramente intervalares, é a convergéncia
do mecanismo de busca. Isso pode ser facilmente verificado uma vez que
todos os processos sao formados por passos finitos. No [[[RMOA I, o pro-
cesso de fatiar o espaco de busca ou dos objetivos para gerar as amostras
que formarao K~ e K™' ¢é finito por definicao. O procedimento de busca
de minimizadores para as amostras geradas (fungoes FPS e CSC) tem con-
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vergéncia comprovada em [64]. No [[[RMOA II, o término do processo de
busca também é certo e previsivel; 0 mecanismo tem inicio com uma tnica
caixa, e ao longo das iteragoes, as bissecgoes vao ocorrendo até que todas as
caixas atinjam um valor minimo de largura. Por outro lado, no [[[RMOEA a
convergéncia é imposta fixando-se o nimero de iteragoes. Alternativamente,
critérios de parada podem ser definidos como alguma métrica que mede a
diversidade, por exemplo. De qualquer forma, o [[[RMOEA finaliza a busca
por solugoes sem a certeza que esgotou todas as possibilidades de busca. Fi-
nalmente, os métodos [[[RMOAT e [[JRMOA II tém apenas dois parametros,
ao passo que [[[RMOEA tem varios. Essas caracteristicas dos métodos de-
senvolvidos nesta tese concordam com a natureza puramente deterministica
do [IJRMOAT e do [I]JRMOA II, e estocastica-deterministica do [[[RMOEA.
A Tabl6.] resume a comparagao dos algoritmos propostos. Importante ob-
servar que quesitos como “custo” tem avaliacao subjetiva, levando em conta
a anélise empirica realizada na fase de testes.

Tab. 6.1: Comparacao dos métodos [[[RMOA I, [I]JRMOA II e [I[RMOEA. O sim-
bolo 7 denota uma relacao de dependéncia do método em relacao aos
itens listados.

Propriedade [IIRMOA 1 [I]JRMOA II [I]RMOEA
Classificagao deterministico deterministico hibrido
Busca global global global
Finalidade envelopar Y*  envelopar X* encontrar X*
Qualidade Y* nao se aplica alta média/alta
Convergéncia sim sim critério de paradaf
Garantia {[£], exg, e} sim nao

Custo alto médio/alto baixo
Dimensionalidade sensivel sensivel pouco sensivel
Parametros poucos poucos muitos

O sucesso da uniformidade da fronteira robusta para o [[[RMOEA deve-
se & técnica de nicho NBJI|. Pelos experimentos realizados, nao ha davidas
quanto a sua eficiéncia e ao seu baixo custo computacional.

A métrica MBII| mostrou-se eficaz na contabilizagao da uniformidade da
fronteira robusta. Compare novamente os resultados na Subsecao En-
tretanto, ela foi desenvolvida para espaco dos objetivos com apenas duas
dimensoes.

Os métodos intervalares para otimizagao precisam construir fungoes de
inclusao convergentes, monotonicas, minimas e estreitas. Uma vez que esses
quesitos sejam atendidos, os métodos intervalares podem excluir seguramente
regioes onde a solucao do sistema de otimizagao nao esta. Na verdade, a ca-
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racteristica de ser minima e estreita ajuda principalmente na reducgao do
pessimismo gerado na computacao dos intervalos. A propagacao do pes-
simismo ao longo dos processos de otimizacao pode resultar em uma solugao
intervalar com largura tal que nao ajuda no processo decisério. Dentre as
funcoes teste apresentadas, a funcao de inclusao natural para ZDT3 nao
é estreita porque contém ocorréncias repetidas de variaveis. Como conse-
qiiéncia, o [JRMOA T que depende da computagao exaustiva de fungoes de
inclusao teve seu desempenho prejudicado. No problema de otimizagao de
sintonia dos controladores de processo a construcao da funcao de inclusao
das funcoes objetivo foi a tarefa mais complicada. Para sistemas de ordem
maior que quatro, a construcao dessas func¢oes pelo método empregado nao
se aplica, pois as raizes do polinémio caracteristico tem solugao analitica até
o quarto grau. A construcao de fung¢oes de inclusao estreitas e a questao do
pessimismo est@o tratadas em Benhamou e Older [10], e Chabert e Jaulin
[17].

Aplicacao dos algoritmos propostos em um problema real estabeleceu
uma conexao importante entre todas as etapas do processo de otimizacao.
O problema escolhido foi a otimizagao de sintonia de controladores PID. En-
tre outras questoes, foi detalhado como o problema deve ser modelado para
ser tratado por métodos intervalares, com deducgao analitica das funcoes de
inclusao para os objetivos do problema especifico. A estabilidade é, nor-
malmente, uma caracteristica desejavel em sistemas de controle com malha-
fechada. Por isso, decidiu-se interpretar os critérios de estabilidade como res-
trigoes. Além disso, outras restrigoes relativas as singularidades dos métodos
intervalares e ao desempenho do sistema de controle foram adicionadas. O re-
sultado do tratamento das restri¢oes foi apresentado graficamente na Figl5.4]
Analisando a figura, fica claro como os métodos intervalares excluem eficien-
temente as porgoes de espago classificadas como nao viaveis, segundo dada
precisao. O estudo de caso foi finalizado com a aplicagao dos algoritmos
propostos. As fronteiras robustas foram comparadas, sendo os resultados
dos algoritmos coerentes entre si. Este fato confirma que os métodos estao
produzindo solugoes corretas.

6.2 'ITrabalhos Futuros

A Otimizagao robusta multi-objetivo é um problema de custo computacional-
mente caro por definigao (f(x, p) : R"* xR"). Por isso, boa parte das futuras
diregoes de pesquisa foram relacionadas a otimizagao do tempo de busca pelas
solucoes robustas. Essas dire¢oes foram listadas a seguir.

Véarios processos dos algoritmos apresentados sao paralelizaveis, como a
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bisseccao de caixas por exemplo. Assim, esses processos podem tirar van-
tagens, em termos de tempo de execugao, com uma nova codificacao desen-
volvida para processamento em paralelo.

Para aumentar a aplicabilidade dos algoritmos propostos, decidiu-se por
nao desenvolver métodos dependentes de calculos de derivadas. No entanto,
se o problema for continuo, a idéia de se usar derivadas em intervalos aceleraré
convergéncia e aumentaré a precisao do resultados.

Em todos os métodos propostos para otimizagao robusta, as caixas in-
tervalares foram armazenadas em listas encadeadas. A lista encadeada mais
utilizada neste trabalho é do tipo fila; a estrutura pilha foi empregada para
executar a fungao CSC. No entanto, espera-se ganho em redugao do esforgo
e com a organizacao se as filas forem substituidas por estruturas de dados
baseadas em arvores.

A métrica MBJ[I] foi projetada e implementada para espago dos objetivos
com duas dimensoes. A extensao dessa métrica para espagos maiores que 2D
ampliara a aplicabilidade do método.

A técnica NBJI| também pode ser aplicada ao [I[RMOA I, por exemplo
numa etapa apos a geracao de pontos da funcao grade. Quando surgisse
um primeiro ponto pertencente a K™ que dominasse todo o nicho, todos os
pontos pertencentes aos nichos dominados seriam excluidos diretamente. Um
procedimento similar pode ser usado quando se encontra pontos em K. A
expectativa é que o custo caia expressivamente.

Os nichos também poderiam ser mesclados ao algoritmo [[J[RMOA II.
A idéia seria nao permitir que o método trabalhasse com um numero de
solugoes candidatas acima de um valor maximo. Quando fosse ultrapassado
esse limite a técnica de nicho seria empregada para eliminar solugoes que
ocupassem regioes mais concentradas. No entanto, o conceito de otimismo
(2.8) para otimizacao robusta deveré ser utilizado para explicar a escolha de
uma solu¢ao em detrimento de outra.

A técnica NBJ[I] foi guiada apenas por um parametro r'%* que determina
o maximo de bissec¢oes. No entanto, existem mais aspectos a investigar, por
exemplo: a) qual a melhor maneira de reduzir problemas de pontos proximos
classificados em nichos diferentes; b) qual o melhor valor r{’%*; e c¢) como
seria o comportamento do algoritmo de bissec¢ao caso o corte nao passe pelo
centro do eixo de maior largura.

A lista das sugestoes para continuar pesquisa nao termina nas sugestoes
acima. Entretanto, acredita-se que esses topicos sao pontos chave para o
aprimoramento dos algoritmos propostos.
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A. EQUACOES PARA OS CALCULOS DO TEMPO DE PICO

E DO SOBRE-SINAL MAXIMO

Considere a resposta do sistema

Z(t) =1+ e,(1+2Kd)t (_ COSh(@t) + M Sll’lh(\/at))

2 NG 2
mas,
a, vE,  _vE,
cosh(@t) = ez te *- e sinh(@t) _¢? —¢ =2
2 2 2
realizando as substitui¢oes e multiplicando toda equagao por 2, fica,
K = = -1+ K = )
m>=1MJW%%5uK@+%ﬂ@§u50D
@ 1 - K @ _1 K
R R )
1-K, Va—1- -1+ K N
2(t) = 1—(1+ d\ Yoy (g T1H M) YAy
Va Va

(A.3)
(A.4)

(A.5)

O tempo de pico ocorre no primeiro maximo da resposta apos a referéncia. Logo, obtém-se
t, derivando-se (A.5) e igualando-se a expressdo resultante zero. Assim,

dZ(t) —0— (1+ 1—Kd) (ﬂ—l—Kd) eﬁ*;*Kdtp

dt NG 2
o (14 2 R —Va-1-Kq\ —vaix,
Va 2
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e finalmente,
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B. EQUACAO PARA O TEMPO DE SUBIDA

Considere a resposta do sistema (5.18])

(1+Ky

z(t)=1+e 2 bt (— Cosh(gt) + (_1—1—\/07[((1) sinh(?t)) (B.1)

Segundo a defini¢do, no tempo final da subida a resposta atinge o valor da referéncia, ou
seja z(ts) = 1, logo

_ ~tny (Y LK) G Ve
1 = 14e 2 ( cosh( 5 ts) + Ta sinh( 5 ts) (B.2)
O+ Ey) « -1+ Ky) . «
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mas,
Vay VA= Moy =t
cosh(@t) = % e sinh(@t) . 28 - (B.5)

realizando as substitui¢oes e multiplicando toda equagao por 2, fica,

0 = eFro e F SR (oF o) (8.6
0 = —%t <1 - (_H\/aKd)> +e T (—1 - (_H\/;{d)> (B.7)

T (Va+l-Ky) = e Tt (—vat+1-Ky) (B.8)
ovat, _ —vatl-Kg (B.9)
Va+1—Ky

e finalmente,

I, —Va+1-Kqy
(S -



C. EQUACOES PARA O ISE

Considere a definicao do erro integral quadratico

ISE = / e*(t)dt. (C.1)
0
mas o sinal de erro é definido como e(t) = r(t) — z(t) ou mais precisamente,
e(t)=1-2z(t), (C.2)
pois r(t) = 1, t > 0. Assim, considerando a resposta do sistema

A+Kg) Va \/&t

z(t)=1+e 2 ' (— cosh(Tt) + ﬂ sinh(T )) , (C.3)

Ja

substituindo (C.3) em (C.2), tem-se

e(t) = e~ T < cosh(?t) + (taKd) sinh(

<[5

mas,

« ez "+4+e 2 « e
Ve, Ve,

cosh( 5 )= ————— e sinh( 5 )= (C.5)

realizando as substitui¢oes e multiplicando toda equagao por 2, fica,

o) = -t (BB R (R ) (C.6)
«

o) = e (cof (1 B ot (1 2 o)

Va
Considere as notagoes A = (1+ 1*K‘i), B = <1+ﬂ), N = Yaol-Ka 0=

—Va—1-K 5 ’ :
%. A equagao 1) é reescrita como

e(t) = AeM + BeM. (C.9)

Elevando o sinal de erro ao quadrado, fica

e(t) = A%e®M 4 2ABeP Wt | p2e2nt, (C.10)
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Substituindo o resultado de (C.10) em (C.1J), fica

oo (oo} oo
ISE = A? / e*Mdt + 2AB / eX it B2 / et dt, (C.11)
0 0 0

e ap0s a integragao, tem-se
A2 ~ 2AB ~ B2 o
ISE = 2= [62)\1‘}0 i [e(/\+u)t] + 2 [e2]

. C.12
2\ A p 0 241 0 ( )

A dedugdo prossegue com a anélise dos termos de (C.12)) quando ¢ — 0 e quando t — oo.
Os expoentes dos termos contém apenas A e p. A varidvel p é sempre negativa: a) K,
¢ nao negativo pelo espaco em que foi definido; b) vo/ > 1 segundo a restricio gs da
formulagao robusta . Similarmente, a variavel A\ é sempre negativa pelo atendimento
da restrigao g4 da formulagao robusta . Assim, sendo A < 0 e p < 0 tem-se

tlim e =0, hm Mt =0 e tlim e’ = 0; (C.13)
hn(l)e =1, hII(l) Mt =1 ¢ hn(l)e =1. (C.14)

Os resultados (C.13)) e (C.14)) em (C.12)) resulta

A2 2AB B’
ISE=2_[0 1]+ [0—1
SE= S5 0= 1+ 5 0- 1+

o [0-1], (C.15)

e portanto

A% 24AB B?
SE= -~ 248 5 1
S 2A  A+pu 2 (C.16)

Substituindo as notagGes tem-se
2 2
1- Ky 1-Ky4 —14+ K4 —l-‘rK,i
(1+2Ee)" 21+ 1) (14 =L ) (14 =i

ISE = — gVal-Ky  Jal-Kg | —Jal-Kq  g-yal-Kg ' (C.17)
2 2 2 2

ISE = — (H %)2 B 2(” lffd)(” %) <1+ —1};@)

Va—1-Ky —1-K,  —Va-1-K; (C.18)
-k, )2 1-K _1-K _1-K 2
ISE — _\(/1;_ 1f—d1)(d ~ 2(1+ (2([1@ =) ~ _(1a _f_d)Kd, (C.19)
Finalmente,
Loy (- (F))  (onmy
ISEZ—\(ﬁ_lf_Izd— e —_( a_lf_)Kd. (C.20)

Outras simplificagoes podem ser possiveis. No entanto, a equagao ja atende a finalidade
de implementagao.
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